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63. ro¢nik Matematickej olympiady
2013/2014 Riesenia tloh skolského kola kategdrie C

1. Urcte, aké hodnoty moze nadobidatf vijraz V = ab + bc + cd + da, ak redlne ¢isla a,
b, ¢, d splriaji dvojicu podmienok

2a — 5b + 2¢ — bd = 4,
3a + 4b+ 3c+4d = 6.
(Jaroslav Svréek)

Riesenie. Pre dany vyraz V plati
V=alb+d) +clb+d) = (a+c)(b+d).
Podobne méZzeme upravit aj obe dané podmienky:
2(a+c¢)—50b+d)=4 a 3(a+c)+4(b+d) =6. (1)

Ak teda zvolime substiticiu m = a 4+ ¢ a n = b + d, dostaneme riesenim ststavy (1)
m =2 an = 0. Pre dany vyraz potom plati V.= mn = 0.

Zaver. Za danych podmienok nadobtda vyraz V' iba hodnotu 0.
Iné riesenie. Podmienky tlohy si predstavime ako sistavu rovnic s neznamymi a, b

a parametrami ¢, d. VyrieSenim tejto ststavy (s¢itacou alebo dosadzovacou metédou)
vyjadrime a =2 — ¢, b = —d (¢,d € R) a po dosadeni do vyrazu V dostdvame

V=02-c¢)(-d)—dc+cd+d2—-c)=0.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Pri postupe z prvého riesenia dajte 2 body za rozklad vyrazu V
na suéin, 2 body za Gpravu podmienok na sustavu (1), 1 bod za jej vyrieSenie a 1 bod za vypodet
hodnoty V.

2. Cisla 1,2,...,10 rozdelte na dve skupiny tak, aby najmensi spoloény ndsobok sicinu
vsetkych cisel prvej skupiny a sucinu vsetkych cisel druhej skupiny bol c¢o nagmenst.
(Jan Mazak)

Riesenie. Pre uvazované suciny a a b urcite platia-b=1-2-...-10=2%.3%.52.7.
Aspon jedno z &isel a, b je preto delitelné 24, aspon jedno delitelné 32, aspon jedno
delitelné 5 a prave jedno delitelné 7. Pre najmensi spolo¢ny nasobok n ¢isel a, b preto
plati n > 2% .32 .5.7 = 5040, pritom rovnost tu nastane prave vtedy, ked ani jedno
z ¢isel a, b nebude delitelné ziadnym z ¢isel 2°, 33 a 52.

Ak zvolime napriklad a =2-3-4-5-6=720ab=1-7-8-9-10 = 5040, bude
najmensi spolo¢ny nasobok oboch ¢isel prave 5040. Tym je ukazané, ze 5040 je naozaj
najmensia zo vSetkych moznych hodnét n.



I ked bolo tlohou najst iba jeden priklad, pre tplnost uvedieme vSetky rozdelenia
s minimalnou hodnotou n = 5040:

Prva skupina cisel Druha skupina ¢isel
2,3,4,5,6 1,7,8,9, 10
3,5,6,8 1,2,4,7,9, 10
2,5,8,9 1,3,4,6,7, 10
1,2,3,4,5,6 7, 8,9, 10
1,3,5,6,8 2,4,7,9, 10
1,2,5,8,9 3,4,6,7,10
2,3,4,5,6,7 1,8,9, 10
3,5,6,7,8 1,2,4,9,10
2,5,7,8,9 1,3, 4,6, 10
1,2,3,4,5,6,7 8,9, 10
1,3,5,6,7,8 2,4,9, 10
1,2,5,7,8,9 3,4, 6,10

Néjst ich nie je tazké, ked si uvedomime, Ze ¢isla 1 a 7 mozeme dat do Tubovolnej
z oboch skupin, zatial ¢o v tej istej skupine spolu nemézu byt 4 s 8, 5 s 10, 3 s 9 ani
6 s 9; s 8 spolu moze byt prave jedno z parnych ¢isel 2, 6 a 10. Ziskame tak iba tri
zakladné rozdelenia (prvé tri riadky tabulky), z ktorych mozno kazdé Styrmi spésobmi
doplnif ¢éislami 1 a 7.

Pozndmka. Ulohu mozno vyriesit aj bez vypoctu suéinu a - b. Delitelnost n ¢islami
32, 5 a 7 vyplyva z ich priameho zastipenia medzi rozdelovanymi ¢islami, delitelnost
¢islom 2% z jednoduchej Givahy o rozdeleni vSetkych piatich parnych ¢éisel: ak nie je éislo 8
vo svojej skupine ako parne jediné, je vsetko jasné, v opacnom pripade su v rovnakej
skupine ¢isla 2, 4 a 6 (aj 10, ale to uz ani nepotrebujeme).

Za spravne zdovodnené riesenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za rozklad st¢inu 10! na sGéin prvodisel,

3 body za odhad najmensieho spolo¢ného nasobku a 2 body za aspon jedno spravne rozdelenie Cisel
(hoci len uhadnuté).

3. Dany je trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C. Stredom I kruznice trojuhol-
niku vpisanej vedieme rovnobezky so stranami C A a CB, ktoré pretniu preponu postupne
v bodoch X a'Y. Dokdzte, Ze plati |AX|* + |BY|? = | XY |2 (Michal Rolinek)

RieSenie. Trojuholnik AIX je rovnoramenny, pretoze |{IAX| = |{IAC| = |{AIX]|
(prva rovnost vyplyva z podmienky, Zze bod I lezi na osi uhla BAC, druhd potom
z vlastnosti striedavych uhlov, obr.1). Preto |[AX| = |IX]|. Analogicky zistime, Ze
|BY'| = |YI|. Kedze tise¢ky I1X a IY zvieraju (rovnako ako s nimi rovnobezné tsecky
CA a CB) pravy uhol, podla Pytagorovej vety pre pravouhly trojuholnik X 7Y plati

[AX|* +|BY [ = [IX|* + [VI[* = |XY ",

¢o sme mali dokazaf.



Obr. 1

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 4 body za zdévodnenie rovnosti |AX| = |IX| a |BY| = |YI|.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené rieSenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 14. februara.
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