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63. ro¢nik Matematickej olympiady
2013/2014 Riesenia uloh krajského kola kategorie Z9

Informacia pre krajsku komisiu MO:

Pri kazdej ulohe sa za akékolvek tplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieSeni, ale tilohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby co najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

1. Hwezdicky v schéme predstavuji 16 bezprostredne po sebe iducich prirodzenych
nasobkov ¢isla tri napisanych zlava doprava od najmensieho po najvicsi. Pritom cisla
v prvom rdmiku maji rovnaky sucet ako cisla v druhom ramiku. Urcte najmensie
z tychto 16 cisel.

(Libor Simtinek)

Riesenie. Porovnajme posledné, teda najvicsie ¢isla oboch ramikov: najvécsie ¢islo
druhého ramika lezi o 10 miest vpravo od najvécsieho cisla prvého ramika, je teda
tiez o 30, rovnako tak tretie najvicsie, stvrté najvicsie aj piate najvicsie ¢isla. Stcet
vSetkych piatich ¢isel druhého ramika je teda o 5-30 = 150 viacsi ako sucet piatich
najvicsich ¢isel prvého ramika. Aby boli v rdmikoch rovnaké sacéty, musi byt zvysné
¢islo prvého ramika prave 150. Najmensie ¢islo tejto postupnosti je teda 150.

Iné riesenie. Najskor hladajme 16 po sebe bezprostredne iducich prirodzenych ¢isel
spliiajucich podmienku o rovnakych stétoch. Ak najdené ¢&isla vynasobime tromi, vy-
nasobia sa tromi aj suéty v réamikoch a ich rovnost teda zostane zachovana. Tymto
postupom dojdeme k ziadanému vysledku a pritom si zjednodusime vypocty, lebo
budeme v ivode pracovat s mensimi ¢islami.

Najmensie c¢islo v postupnosti bezprostredne po sebe iducich prirodzenych c¢isel
oznacime x a vyjadrime sucet ¢isel v prvom ramiku:

r+rx+14+ax+24+x+3+x+4+2+5=06zx+ 15.

Prvé ¢islo v druhom réamiku je pri danom oznaceni rovné x + 11. Vyjadrime stucet ¢isel
v druhom ramiku:

c+11+zxz+124+2+ 13+ 2+ 14+ x4+ 15 = 5z + 65.

Riesenim rovnice 6x + 15 = bx + 65 dostaneme x = 50. Vynasobenim tromi dostaneme
prvé ¢islo postupnosti nasobkov troch, tymto ¢islom je teda 50 - 3 = 150.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za vysledok; 4 body za vysvetlenie postupu.



2. V rovnostrannom trojuholniku ABC' je wvpisany rovnostranny trojuholnik DEF .
Vrcholy D, E a F leZia na strandich AB, BC a AC tak, Ze strany trojuholnika DEF
st kolmé na strany trojuholnika ABC (tak ako na obr.). Dalej plati, Ze tusecka DG je
taznicou v trojuholniku DEF a bod H je priesec¢nikom priamok DG a BC. Uréte pomer
obsahov trojuholnikov HGC o DBE. (Eva Patakova)

C

A D B

RieSenie. Zo symetrie celého utvaru (prip. z vety usu) vyplyva, zZe trojuholniky BED
a CFFE st zhodné. Budeme teda urcovat pomer obsahov trojuholnikov HGC a CFE.

Trojuholnik DEF je rovnostranny, preto v nom taznice a vysky splyvaja, taz-
nica DG je teda kolmé na tsecku EF'. Podla zadania st kolmé aj tsecky EF a AC, preto
su priamky AC a DG, resp. F'C a GH rovnobezné. Kedze DG je taznicou trojuholnika
DEF, lezi bod G v strede usecky EF. Z toho vyplyva, ze GH je strednou prieckou
trojuholnika C'F E.

C
F H
G-
E
ia
A D B

Kedze trojuholniky HGC a HGE maju spoloént stranu HG a vysky prislichajtce
k tejto strane st rovnaké (menovite |F'G| = |GE|), maju tieto trojuholniky rovnaky ob-
sah. KedZe trojuholniky HGE a CF'E st podobné a zodpovedajice strany si v pomere
1 : 2, st obsahy tychto trojuholnikov v pomere 1 : 4. (Strana GH je dvakrat mensia
ako strana F'C' a vyska trojuholnika HGE na stranu GH je dvakrat mensia ako vyska
trojuholnika CF'E na stranu F'C'; obsah prvého trojuholnika je teda Styrikrat mensi
ako obsah druhého.)

Pomer obsahov trojuholnikov HGC' a BED je rovny 1 : 4.

Pozndmka. Ak oznaéime dlzku tsecky BE ako a, mozeme v zavislosti na tejto veli¢ine
vyjadrif obsahy trojuholnikov HGC a BED.
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Z rovnobeznosti priamok AC' a DH vyplyva, ze trojuholnik DBH je rovnostranny
a trojuholnik BED je jeho polovicou. Preto |BD| = |BH| = 2a a velkost DE vypoci-
tame pomocou Pytagorovej vety v trojuholniku BED:

IDE| = \/(2a)? — a2 = aV/3.

Trojuholnik DEF je rovnostranny, teda |EF| = |DE| = av/3. Bod G je v strede
usecky E'F, teda

av'3
GF| = —.
GF| =

Trojuholniky BED a CFE st zhodné, teda |CF| = |BE| = a. Use¢ka GH je strednou
prieckou trojuholnika CFF, teda

a
GH| = —.
GH| = 5

Teraz mozeme vyjadrit obsahy skiimanych trojuholnikov:

1 1
SpED = §|BE] - |DE| = §a2 3,

1 1
Swee = 5|GH| - |GF| = ga2\/§.

Ndvrh hodnotenia. 1 bod za zistenie rovnobeznosti priamok AC a DG; 2 body za uréenie |GH| =
= %|FC’|; 3 body za vyjadrenie hladanych obsahov, resp. ich pomeru.

3. Danka mala papierovy kvietok s desiatimi okvetnymsi listkami. Na kaZdom listku bola
napisand prave jedna cifra a Ziadna z cifier sa na Ziadnom inom listku neopakovala.
Danka odtrhla dva listky tak, Ze sucet c¢isel na zvysnych listkoch bol ndsobkom deviatich.
Potom odtrhla dalsie dva listky tak, Ze siucet ¢isel na zvysnych listkoch bol ndsobkom
osmich. Nakoniec odtrhla dalsie dva listky tak, Ze sicet cisel na zvysnich listkoch bol
nasobkom desiatich. Urcte, aké mohli byt sucty cisel po kazZdom odtrhdvani; ndjdite
vSetky moznosti. (Erika Novotna)

Riesenie. Sucet vSetkych ¢isel na okvetnych listkoch je 0+14- - -+9 = 45. Danka mohla

pri kazdom trhani odtrhnaf stcéet najmenej 1 (keby odtrhla listky 0 a 1) a najviac 17
(keby odtrhla listky 8 a 9).

e Po prvom trhani musel na kvietku zostat siucet z intervalu 28 az 44 (45 — 17 = 28
a 45 — 1 = 44). Medzi tymito ¢islami je jediny nasobok deviatich, a sice 36.
e Po druhom trhani musel na kvietku zostat stucet z intervalu 35 az 19 (36 — 17 = 19
a 36 — 1 = 35). Medzi tymito ¢islami st dva ndsobky dsmich, a sice 32 a 24.
e Podobne stanovime mozné sucty po tretom trhani:
— Ak po druhom trhani zostal stcet 32, musel po tretom trhani zostat sicet
z intervalu 15 az 31 (32 —17 = 15 a 32 — 1 = 31). Medzi tymito ¢islami st dva
nasobky desiatich, a sice 30 a 20.
— Ak po druhom trhani zostal stdet 24, musel po tretom trhani zostat sucet
z intervalu 7 az 23 (24 — 17 =7 a 24 — 1 = 23). Medzi tymito ¢islami st dva
nasobky desiatich, a sice 20 a 10.



Po jednotlivych trhaniach teda mohli zostat nasledujtce trojice suctov:
(36,32,20), (36,32,30), (36,24,20), (36,24,10).

Pri kazdej z tychto moznosti musime overit, ¢i sa d4 naozaj zrealizovat, t.j. ¢i sa daju
dvojice listkov odtrhnat tak, aby ziadna cifra nebola pouzitéd dvakrat. V nasledujicej
schéme piSeme nad Sipky priklad, aké listky mohli byt v jednotlivych krokoch odtrhnuté:

145 2% 36 =% 32 25 920

45 2% 36 23 32 24 30

45 2% 36 25 24 2% 90

45 27, 36 25 24 2% 10

Vidime, Ze vSetky uvedené moznosti sa daju zrealizovat, iloha mé Styri rieSenia.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za najdenie Styroch moznosti; 2 body za overenie, Ze kazda z moznosti sa
d4 zrealizovat; 2 body za postup, ktory vylucuje zabudnutie dalsej moznosti, prip. za zdévodnenie, Ze
ziadna dalsia moZnost neexistuje.

4. Styri dievéatd hrali na sustredeni niekolko zdpasov. Ked scitame pocéty vijhier dvoch
dievéat dokopy (pre vsetky mozné dvojice dievcat), dostaneme cisla 8, 10, 12, 12, 14 a
16. Urcte, kolko vyhier vybojovalo kaZdé z dievcat. (Marta Volfova)

Riesenie. Ozna¢me pocty vyhier jednotlivych dievcat a, b, ¢, d. Keby niektoré dve
dievéatd mali rovnaky pocet vyhier, museli by medzi stu¢tami v zadani byt aspon dve
dvojice rovnakych ¢isel (keby platilo napr. a = b, platilo by a+c¢=b+ca tiez a+d =
= b+ d). To vSak nie je pravda, teda ¢isla a, b, ¢, d st navzdjom rozne.

Ak zoradime tieto c¢isla vzostupne a < b < ¢ < d, tak plati

a+b<a+c<a+d<b+d<cH+d

a sucasne
at+c<b+c<b+d.

Vzhladom na to, Ze sit v zadani dve é&isla s rovnakou hodnotou, musi byt a +d = b+ c.
) )
Podla zadania zostavime stistavu rovnic:

a+b=8,
a—+ c =10,
b+c=12,
a+d=12,
b+ d =14,
c+d=16.

Z 1. a 2. rovnice vyplyva, ze ¢ = b+ 2. Po dosadeni do 3. rovnice dostédvame b + b +
+ 2 =12, teda b = 5. Ak dosadime za b do 1., 3., resp. 5. rovnice, ziskame aj hodnoty
ostatnych nezndmych: a =3, ¢ =7, resp. d = 9.
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Pri rieSeni stustavy sme nepouzili 4. a 6. rovnicu, ich platnost preto musime overit
dosadenim vypocitanych hodnét: 3 +9 =12, 7+ 9 = 16.

Jednotlivé dievcata vybojovali 3, 5, 7 a 9 vyhier.
Navrh hodnotenia. 2 body za zostavenie sustavy rovnic a zdévodnenie, Ze az na oznacenie a usporiadanie

neznamych je tato ststava uréend jednoznacne; 4 body za vyrieSenie sistavy (ak nie je prevedena skuska
pri rovniciach, ktoré neboli pouzité pri rieseni, strhnite 1 bod).

Pozndmka. Na vyrieSenie tlohy nie je nutné zostavovat a riesif sdstavu rovnic, cely postup mozno
vyjadrit slovne. Hodnotenie takého riesenia je obdobné vyssie uvedenému.
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