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63. roénik Matematickej olympiady

2013/2014 Riesenia tloh celostatneho kola kategorie A
1. Nech n je cel€ kladné cislo. Oznacme vsetky jeho kladné delitele dy, ds, ..., d tak,
aby platilo dy < dy < ... < dy (¢ized; =1 a dy =n). Urcte vietky také hodnoty n, pre
ktoré plati ds — d3 = 50 a 11ds + 8d7 = 3n. (Matas Harminc)

RiesSenie. RozliS§ime, ¢i hladané n je neparne alebo péarne.

(i) Nech n je neparne, potom aj vSetky d; st neparne. Z rovnosti 11ds + 8d7 = 3n
vyplyva d7 | 11ds a tiez ds | 8d7 Cize ds | d7. Z ds | d7 | 11ds vzhladom na d7 > ds
mame d; = 11ds a po dosadeni do rovnosti 11ds 4+ 8d7; = 3n dostaneme 99d5 = 3n, Cize
33ds = n. Vidime, zZe styri ¢isla 1, 3, 11 a 33 su delitele cisla n, a to dokonca jediné
delitele mensie ako 50, pretoze pre piaty delitel ds uz podla zadania plati ds = d3 +
4+ 50 > 50. Mame teda dy = 1, do = 3, d3 = 11, dy = 33, d5 = d3 + 50 = 61, a preto
n = 33ds = 33 - 61 = 2013. Toto c¢islo naozaj vyhovuje, lebo jeho najmensie delitele st
v predchadzajucej vete vypisané spravne, navyse plati dg = 61 -3 a d7 = 61 - 11, takze
je naozaj splnené dy = 11d5, teda i vSetko pozadované.

(ii) Nech n je parne. Z rovnosti 11ds + 8d7 = 3n potom vyplyva 2 | ds, takze aj
2| ds — 50 = d3. Kedze d; =1 a dy = 2, nemdze byt d3 = 3, takze je bud ds = 4, alebo
ds = 2t, pricom ¢t > 2. Posledné vSak mozné nie je (¢islo t < dz by chybalo vo vypise
najmensich delitelov ¢isla n), a preto je nutne ds = 4. Potom je ale d5s = ds + 50 =
= 54, a teda 3 | n, napriek tomu, Ze 3 nie je medzi najmensimi delitelmi &isla n. Ziadne
vyhovujice parne n preto neexistuje.

Odpoved. Uloha ma jediné rieSenie n = 2013.

Iné riesenie. Pre delitele d5 < d7; mame ds = n/x a d; = n/y, pricom x > y su opit
kladné delitele cisla n. Dosadenim do 11ds + 8d7; = 3n dostaneme po vydeleni n rovnicu
11/x + 8/y = 3, ktort v obore vsetkych celych kladnych ¢isel Standardne vyriesime,
napriklad tipravou na sucinovy tvar:

8z = y(3z — 11) < 8(3z —11) + 88 = 3y(3z — 11) < (3z — 11)(3y — 8) = 88.

Z prvej upravenej rovnice mame 3z — 11 > 0, takze z poslednej aj 3y — 8 > 0; vzhladom
na r = y+ 1 teda plati 3z — 11 =2 3y — 8 > 0. Pre usporiadani dvojicu ¢initelov
z rozkladu cisla 88 preto dostavame moznosti

(3z — 11,3y — 8) € {(88,1), (44,2), (22,4), (11, 8)}.

PodTa zvyskov modulo 3 v§ak vyhovuji iba dvojice (88, 1) a (22, 4), ktorym zodpovedaju
pary (z,y) rovné (33,3), resp. (11,4). Pre prvy z nich mame ds = n/33 (a d7 = n/3),
takze 1, 3, 11 a 33 su delitele ¢isla n, odkial rovnako ako v prvom rieseni dojdeme
k hladanému n = 2013. Pre (x,y) = (11,4) ¢ize d5 = n/11 a d7 = n/4 ma ¢islo n
delitele 1, 2, 4, 11, 22, 44, ¢o je v spore s nerovnostou ds > 50.



2. V rovine, v ktorej je dand usecka AB, wvaZujme trojuholniky XY Z take, Ze X
je vnutornym bodom usecky AB, trojuholniky X BY a XZA si podobné (AXBY ~
~NANXZA)abody A, B,Y, Z lezia v tomto poradi na kruznici. Ndjdite mnoZinu stredov
vsetkych tuseciek Y Z. (Michal Rolinek, Jaroslav Svréek)

Riesenie. Podla zadania lezia body Y a Z v tej istej polrovine s hrani¢nou priam-
kou AB. Zostrojme obraz Y’ bodu Y v stmernosti podla priamky AB. Vzhladom na
predpokladantt podobnost st uhly X AZ a BY X zhodné (obr. 1), takze je aj |[{BAZ| =
= |{BY'Z|. Z tejto rovnosti ale podla vety o obvodovych uhloch vyplyva, Ze na
kruznici k opisanej trojuholniku ABZ lezi nielen bod Y, ale aj bod Y. Priamka AB ako
os tetivy YY” tak prechadza stredom O kruznice k, takze tetiva AB je jej priemerom.
Kruznica k je teda vzhladom na volbu bodu Z nezavisla. Stred M jej tetivy Y Z preto
nutne lezi vo vnatornej oblasti kruznice k. Z pravych uhlov OMZ a OMY (obr.2)
vidime, Ze (mensie) uhly AMO a BMO st ostré, takze bod M nutne lezi v prieniku
vonkajsich oblasti Télesovych kruznic nad priemermi AO a BO. Ukéazeme, Ze obe nutné
podmienky na polohu bodu M uz spolu vymedzuju hladani mnozinu.

Y/
Obr. 1 Obr. 2

Nech M je Iubovolny bod vo vnutornej oblasti kruznice k, pre ktory st oba uhly
AMO a BMO ostré (t.j. bod M lezi zvonka oboch kruhov s priemermi AO a BO).
Potom zrejme kolmica na priamku OM v bode M pretina kruznicu k v polrovine ABM
takze na jednej z Talesovych polkruznic nad priemerom AB vytina tetivu, ktorej krajné
body mozeme oznacit Y a Z tak, aby A, B, Y, Z bolo poradim bodov na kruznici k.
Ak je Y/ obraz bodu Y na druhej polkruznici v simernosti podla priemeru AB, tak pre
priesecnik X tusediek AB a Y'Z plati, Ze trojuholniky X BY a XZ A st podobné podla
vety uu. Dokaz je hotovy.

Zdver. Hladanou mnozinou je vnutro kruhu s priemerom AB a stredom O bez oboch
kruhov s priemermi AO a BO (obr. 3).
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3. Majme sachovnicu 8 X 8 a ku kazdej ,hrane”, ktord oddeluje dve jej policka, napisme
prirodzené ¢islo, ktoré uddva pocet sposobov, ako mozno celi Sachovnicu rozrezat na
obdlZnicky 2 x 1 tak, aby dotycnd hrana bola sicastou rezu. Urcte posledni cifru sictu
vsetkych takto napisanych cisel. (Michal Rolinek)

Riesenie. Dotycnych hran je 7 -8 = 56 zvislych a rovnaky pocet vodorovnych, celkom
ich je 56 - 2 = 112. Pri Iubovolnom rozrezani sachovnice vznikne 32 obdlzni¢kov 2 x 1,
preto sa kazdé také rozrezanie tyka prave 112—32 = 80 hran, a prispeje tak do celkového
stuctu ¢islom 80. Vysledny stcet je teda delitelny ¢islom 80, takze jeho dekadicky zapis
konc¢i nulou.

4. Do kina prislo 234 divdkov. Urcte, pre ktoré n = 4 sa mohlo stat, Ze divdkov bolo
mozné rozsadit do n radov tak, aby kaZdy divdk v i-tom rade sa poznal prdve s j divdkmi
v j-tom rade pre lubovolné i,j € {1,2,... ,n}, i # j. (Vztah zndmosti je vzdjomny.)

(Tomas Jurik)

RieSenie. Pre kazdé k € {1,2,...,n} oznac¢me pp pocet divikov v k-tom rade.
Podmienka tlohy pre dané ¢ a j znamena, ze pocet znamosti medzi divakmi z i-teho
a j-teho radu je rovny jp;. Prehodenim tuloh c¢isel ¢ a j zistime, Ze ten isty pocet sa
ma rovnaft ¢islu ip;. Musi teda platit jp; = ip; Cize p; : p; = i : j. Prichadzame tak
k zaveru, ze poéty pi divakov v jednotlivich radoch nutne spliiaji podmienku

pPripa:...ipp=1:2:...:n.

Ukézeme, ze je to aj podmienka postacujica, teda ze pri poctoch pp = kd pre
vhodné celé d sa rozsadeni divaci mohli poznat tak, aby podmienka zo zadania tlohy
bola splnené. Pre d = 1 to tak urc¢ite bude, ked sa budi navzdjom poznaf vsSetci
divaci v kine; pre vSeobecné d staci, aby divaci boli rozdeleni na d skupin navzajom sa
poznajucich divakov a aby divaci z kazdej takej skupiny boli rozsadeni do jednotlivych
radov rovnako ako v pripade d = 1.

Nasou tlohou je preto zistit, pre ktoré n = 4 existuje celé kladné ¢islo d vyhovujuce
rovnici

d+2d+...+nd =234, ¢ize dn(n+ 1) = 468.

Hladdme teda vietky delitele ¢isla 468 = 22 - 32 - 13, ktoré st tvaru n(n + 1). KedZe
22 - 23 > 468, musi platit n < 22, teda n € {4,6,9,12,13,18}. Vidime, Ze vyhovuje
jedine n = 12 (s prislusnym d = 3).

Odpoved. Opisané situacia mohla nastat jedine pri rozsadeni divakov do 12 radov.



5. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC'. Oznacme k kruznicu s priemerom AB. KruZnica,
ktora sa dotyka osi uhla BAC v bode A a prechddza bodom C, pretina kruznicu k
v bode P, P # A. Kruznica, ktord sa dotyka osi uhla ABC v bode B a prechddza
bodom C, pretina kruznicu k v bode QQ, QQ # B. Dokdzte, Ze priesecnik priamok AQ
a BP lezi na osi uhla ACB. (Peter Novotny)

Riesenie. Uvazované kruznice opisané trojuholnikom APC a BQC ozna¢me postupne
la, lp a vSimnime si napriklad druht z nich (obr. 4, uhly trojuholnika ABC' oznac¢ujeme
zvyCajnym spdsobom).

Obr. 4

Vysvetlime, Ze naozaj plati, ¢o na obrazku vidime. PredovSetkym bod () zrejme
lezi v polrovine BC'A, lebo pre body X tamojsieho obltika BC kruznice Ip sa uhol
AX B zvic¢suje z (ostrého) uhla v na (tupy) uhol 180° — 3/2, takze nadobtda niekde
vnuatri oblika hodnotu 90°. KedZe tsekovy uhol prislichajici tomuto obliku BC
kruznice lp je rovny 3/2, je |[{BQC| = 180° — 3/2. Odtial |{AQB| + |£BQC| =
= 270° — 5/2 > 180°. Preto bod @ lezi v polrovine ACB, ¢ize aj vnutri trojuholnika
ABC, konvexny uhol AQC ma teda velkost 90° + 3/2. Ak oznac¢ime I stred kruznice
vpisanej trojuholniku ABC, bude mat uhol AIC taku ista velkost: |[{AIC| = 180° —
— /2 — /2 =90° + /2. To vSak znamend, ze bod @ lezi na rovnakom obliku AC
kruznice kg opisanej trojuholniku ACI ako bod I, takZe priamka AQ je chordalou
kruznic k a kp.

Druhé uvazovana priamka BP je analogicky chordéalou kruznic k a k4 (ktord je
opisand trojuholniku BCT). Prieseénik oboch priamok AQ) a BP mé teda rovnaku
mocnost ku kruzniciam k4 a kg, preto lezi na ich chordéle, ktorou je priamka C1, teda
os uhla ACB. Doékaz je hotovy.

Pozndmka. Este jednym sposobom vysvetlime, pre¢o bod @ lezi v polrovine BCA.
Priesecnik @ kruznic k a lp zrejme musi lezat v polrovine ABC' v uhle ohrani¢enom
doty¢nicami oboch kruznic v bode B. Pritom vrchol C' ostrouhlého trojuholnika ABC
aj stred Sp kruznice lp zrejme lezia zvonka kruhu ohrani¢eného kruznicou k. V troj-
uholniku BSpC leZi sice ¢ast kruznice k, ale s vynimkou bodov B a C' tam ur¢ite nelezi
Ziadny iny bod kruznice lg. Z toho je zrejmé, ze bod @) musi lezat v polrovine BC A.



6. Pre lubovolné nezdaporné redlne c¢isla a a b dokdZte nerovnost

a b a+b
+ z
Vi2+1  Va2+1 " Vab+1

a zistite, kedy nastdva rovnost. (Tomés Jurik, Jaromir Simsa)

Riesenie. Jednoduchym dosadenim zistime, Ze dokazovand nerovnost prejde na rov-
nost, ak plati aspon jedna z rovnosti a = 0, b = 0 alebo a = b. Z dalSiecho postupu
vyplynie, Ze st to jediné pripady rovnosti.

Vzhladom na symetriu budeme predpokladat, Ze plati a > b > 0, a postupnymi
ekvivalentnymi Gpravami dokaZzeme ostri nerovnost zo zadania, ktort rovno zapiSeme
zbavenu zlomkov:

ava?+ 1Vab+ 1+ bV +1Vab+ 1 > (a4 b)vVa? + 1v/b2 + 1.

Teraz roznasobime pravi stranu zastipenym suctom a + b a po preskupeni vyrazov
vyjmeme spoloc¢né cinitele:

ava? +1(Vab+1— b2 +1) > bv/b62 +1(Va2 + 1 — Vab + 1)

Na lavej aj pravej strane vystupuju rozdiely odmocnin, rozsirime ich sté¢tami tych istych
odmocnin na zlomky:

av/a? +1 ba—b) b1 =Y

'\/ab+1+\/b2+1 Va2 +1+vVab+1

Obe strany teraz mozeme vydelit kladnym ¢islom ab(a — b); po naslednom odstraneni
zlomkov dostaneme nerovnost

Va2 +1(Va2 +1+vVab+1) > Vb2 +1(v/b2 + 1+ Vab + 1),

ktorej platnost uz vyplyva z porovnania odmocnin na rovnakych miestach oboch stran
(vdaka predpokladu a > b totiz plati Va2 + 1 > /b2 + 1).

Iné riesenie. Tentoraz z nasho postupu vyluc¢ime iba pripady a = 0 a b = 0, v ktorych
je vSak dokazovand nerovnost trividlna. Budeme teda predpokladat, Ze ¢isla a a b st
kladné a zapiSeme pre ne Cauchyho nerovnost

(3 + 9)(au+bv) > (a+b)?

u v

s kladnymi koeficientmi v = V02 +1 a v = Va2 + 1:

<\/52a+1+\/a2b+1)<a\/bz+1+b\/a2+l> > (a+ b)?. (1)
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Druhy ¢initel z lavej strany (1) odhadneme zhora podla inej Cauchyho nerovnosti takto:

avb2+1+bvVa2+1=+avab?+a+ vVby/a2b+b<
<Va+bvab? +a+a2b+b=+a+by/(a+0b)(ab+1) = (a+b)Vab+ 1.

Pre prvy ¢initel z Tavej strany (1) tak dostdvame

a_ . b (a+0b)? a+b
V21 Va2+1 eV +1+bv/a2+1 Vab+1

¢o sme mali dokdzat. Kedze v prvej vypisanej Cauchyho nerovnosti nastdva rovnost
prave vtedy, ked plati u = v, ¢ize Vb2 +1 = Va2 + 1, t.j. a = b, je posledna rovnost
tretim a poslednym pripadom (okrem spomenutych pripadov a = 0 a b = 0), kedy
v dokazovanej nerovnosti nastava rovnost.

V

Iné riesenie. Vylucéime z tvah zrejmé pripady a = 0, b = 0, a = b a dokazovanu ostru
nerovnost ekvivalentne upravime na tvar

a 1 b 1 1
: + : > .
a+b Vb2+1 a+b Va2+1 Vab+1

Lava strana je zrejme lavou stranou Jensenovej nerovnosti

pf(a) +qf(B) > f(pa+qB) (2)

s kladnymi koeficientmi p = a/(a + b) a ¢ = b/(a + b) (ktoré, ako vieme, musia spliiat
podmienku p + ¢ = 1) pre funkciu f(z) = 1/y/x v bodoch a = b* +1 a 8 = a® +
+ 1. Kedze funkcia f je na obore kladnych ¢isel rydzo konvexna' a body «, 3 st rozne
vdaka predpokladu a # b, Jensenova nerovnost (2) plati. Ostéva sa teda presvedcit, ze
aj jej prava strana sa rovna pravej strane upravenej nerovnosti z ivodu riesenia. To je
jednoduché:

flpa+qB) = f(aLM(bQ +1)+ aib(cﬂ - 1)) =

_f(a—i—abg—i—b—f—azb

) )

1
Vab+1
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1
! Graf funkcie y = 2~ 2 je dobre znamy.



