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63. ro¢nik Matematickej olympiady
2013/2014 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z8

1. Po okruznej linke v meste ide elektricka, v ktorej je 300 cestujicich. Na kaZdej
zastavke sa odohrd jedna z nasledujicich situdcii:

e ak je v elektricke aspon 7 cestujucich, tak ich 7 vystupi,
o ak je v elektricke menej ako 7 cestujucich, tak 5 novych cestujicich pristips.

Vysvetlite, preco v istom okamihu v elektricke neostane Ziadny cestujuci. Potom zistite,
kolko by malo byt na zaciatku v elektricke cestujucich, aby sa elektricka nikdy nevyprdz-

dnila. (Jan Mazak)
Napad. Skuste uvazovat mensie pocty cestujucich.

Riesenie. Nejaky ¢as budu cestujuci z elektricky len vystupovat. Po 42 zastaveniach
zostane v elektricke 300 —42-7 = 6 Tudi. Podla uvedenych pravidiel sa pocet cestujucich
bude dalej vyvijat nasledovne:

...6, 11, 4,9, 2, 7, 0.

V elektricke teda neostane ziadny cestujuci.

Teraz si predstavme vSeobecnu situéciu, ked je v elektricke neznamy pocet Tudi.
Tito budt postupne vystupovat, kym ich nebude v elektricke menej ako 7. To znamena,
7e bez ohladu na to, kolko Iudi bolo v elektricke na zac¢iatku, ¢asom bude ich pocéet rovny
niektorému z ¢isel 0, 1, 2, 3, 4, 5 alebo 6. Staci teda uvazovat iba tieto moZnosti.

V predchadzajicom odseku sme zistili, ze ak v elektricke zostanu 6, 4, alebo 2
cestujuci, tak sa elektricka nakoniec vyprazdni. Ak v elektricke zostane 5 cestujucich,
tak sa ich pocet bude dalej menit takto:

..., 5,10, 3,8, 1,6, ...

Tuato situaciu uz pozname; elektricka sa nakoniec vyprazdni. V postupnosti sa objavuja
aj Cisla 3 a 1, ¢im sme vycerpali vSetky moznosti. Bez ohladu na pociatoény pocet
cestujucich sa elektricka nakoniec vzdy vyprazdni.

Pozndmka. Skuste si rozmysliet, ako rieSenie tlohy ovplyviuju ¢isla 7 a 5 zo zadania.
Vyprazdnila by sa elektricka vzdy aj pre inta dvojicu ¢isel?

2. Mamicka deli ¢okolddu, ktord md 6 x 4 rovnakych dielikov, svojim Styrom detom.
Ako moze mamicka cokolddu rozdelit na prdve styri ¢asti s rovnakym obsahom tak, aby

jeden itvar bol trojuholnik, jeden Stvoruholnik, jeden pituholnik a jeden Sestuholnik?
(Erika Novotna)

Napad. Skiste najskor rozdelif obdiznik na pozadované ttvary bez podmienky rovnosti
obsahov. Potom pozmente svoje delenie tak, aby obsahy ttvarov boli rovnaké.

RieSenie. Rozdelime obdlZnik na pozadované ttvary, zatial bez ohladu na rovnost
obsahov. Tu je jedna z moznosti:



Teraz skusime modifikovat delenie tak, aby obsahy tutvarov boli rovnaké. Cely
obdlznik pozostéva z 24 dielikov, preto kazdy zo Styroch ttvarov musi mat obsah 24 :
: 4 = 6 dielikov. Pri meneni Utvarov staci zabezpecit, aby tri z tychto utvarov mali
obsah 6 dielikov, obsah stvrtého potom bude nutne taky isty.

Upresnenie vyssie uvedeného delenia moze byt nasledujice — vSetky vrcholy uva-
zujeme v mrezovych bodoch:

Trojuholnik aj $tvoruholnik zrejme majia obsah 6 dielikov. Obsah pétuholnika je

.....

uvadzame niekolko dalsich:

Poznamka. Uvedené rieSenia vyuzivajua iba mrezové body siete, co vsak nie je nutné.
Existuja riesenia, kde zodpovedajice vrcholy nie st v mrezovych bodoch. V takych
pripadoch vSak mdze byt zdévodnenie rovnosti obsahov komplikovanejsie.

3. Zmente v kaZdom z troch cisel jednu cifru tak, aby bol priklad na odcitanie bez chyby:
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Najdite vsetky rieSenia. (Michaela Petrova)
Napad. Je mozné od¢itanie v rdde desiatok opravit len zmenou cifier v rade jednotiek?

RiesSenie. Priklad nie je spravne, a to ani v rade jednotiek. Ked skontrolujeme od¢itanie

.....

To znamené, ze taky rozdiel nie je mozné opravif iba zmenou cifier o rad nizsie. Ak
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méame spravit tri zmeny, musi byt v kazdom stlpci prave jedna. Preto staci, ked budeme
uvazovat nasledujucich Sest moznosti:

7 2 % 7 2 % 7 % 4 * 2 4 7 % 4 * 2 4
- 3«7 —x07 —-30x —30x —x%x07 —3=x17

* 88 1 % 8 * 8 8 1 %8 18 * 18«

Pre kazdu z tychto moznosti postupne odzadu doplnime spravne cifry. Napr. v prvom
pripade mozeme postupovat nasledovne:
e spravna cifra na mieste jednotiek musi byt 5, pretoze jedine 15 — 7 = 8 (v rade
desiatok pripocitame 1),
e spravna cifra na mieste desiatok musi byt 3, pretoze jedine 12 —3 — 1 = 8 (v rade
stoviek pripoc¢itame 1),
e spravna cifra na mieste stoviek musi byt 3, pretoze 7—3 — 1 = 3.

Podobnym spdsobom rozoberieme ostatné moznosti. Uloha mé celkom Sest rieseni:
725 725 7914 424 794 524
-337 -607 -306 —-306 —-607 -—-33T7
388 118 48 8 118 187 187

Pozndmka. Uvodny postreh nie je tiplne samozrejmy, ale pri systematickom postupe by
nan mal éasom prist kazdy. Uvedomte si, Ze bez tohto poznatku by diskusia musela
zahfniat celkom 3 - 3 -3 = 27 moznosti.

4. Trojuholniky ABC a DEF su rovnostranné s dlzkou strany 5cm. Tieto trojuholniky
st poloZené€ cez seba tak, aby strany jedného trojuholnika boli rovnobezné so stranami
druhého a aby prienikom tychto dvoch trojuholnikov bol Sestuholnik (na obr. oznaceny
ako GHIJKL). Je mozné urcit obvod dvandstuholnika AGEHBIFJCKDL bez toho,

F

A

aby sme poznali presnejsie informdcie o polohe trojuholnikov? Ak dno, spocitajte ho;
ak nie, vysvetlite preco. (Eva Patakova)



Napad. Kolko je na obrazku rovnostrannych trojuholnikov? Skuste ich nejako vyuzit.

RieSenie. Na obrazku je spolu 8 rovnostrannych trojuholnikov: dva velké (ABC, DEF)
a Sest malych (LAG, GEH, HBI, IFJ, JCK, KDL). Velké trojuholniky st tak
priamo zadané. Zddévodnenie, ze malé trojuholniky sii rovnostranné, ukazeme iba pre
trojuholnik LAG: Uhol pri vrchole A ma velkost 60°, pretoze je vnutornym uhlom
rovnostranného trojuholnika ABC. Priamky LG a C'B st podla zadania rovnobezné,
uhly ALG a AC B st teda stihlasné. Oba tieto uhly maja velkost 60°, pretoze uhol ACB
je vnutornym uhlom v rovnostrannom trojuholniku ABC'. Dva z troch vnatornych uhlov
v trojuholniku LAG maja velkost 60°, preto je tento trojuholnik rovnostranny.

Obvod dvanastuholnika mozeme vyjadrit ako obvod dvoch velkych trojuholnikov
zmenSeny o obvod Sestuholnika GHIJKL. 7 rovnostrannosti malych trojuholnikov
vyplyva, ze tsecky GL a AL, K.J a KC st po dvojiciach zhodné. Dizka lomenej &iary
GLK J je teda rovnaké ako dlzka tisecky AC, t.j. 5 cm. Podobne odvodime, Ze aj dlzka
lomenej ¢iary JIHG je 5cm. Z toho pozndme obvod Sestuholnika GHIJK L; obvod
dvanastuholnika AGEHBIFJCKDL je preto rovny

6-5—2-5=20(cm),

a to bez ohladu na vzdjomni polohu velkych trojuholnikov, ktord vyhovuje zadaniu.

Iné riesenie. Dvanastuholnik AGEHBIFJCKDL je tvoreny stranami Siestich ma-
lIych trojuholnikov, pricom z kazdého malého trojuholnika sa takto uplatnia dve z jeho
troch stran. VSetky tieto trojuholniky st rovnostranné, preto je obvod dvanéstuhol-
nika rovny % sictu obvodov malych trojuholnikov. Stiéet obvodov Siestich malych

trojuholnikov je vSak rovnaky ako stucet obvodov dvoch velkych trojuholnikov; obvod
dvanéastuholnika AGEHBIFJCK DL je preto rovny
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a to bez ohladu na vzajomnu polohu velkych trojuholnikov, ktora vyhovuje zadaniu.

Poznamky. Predchadzajuce tivahy je mozné zjednodusit objavom, ze malé trojuholniky
su po dvojiciach zhodné (LAG a IFJ, GEH a JCK, HBI a KDL). Tento poznatok je
vSak nutné zdovodnit, ¢o ukazeme pre trojuholniky LAG a I F'J: V ivode sme zdovod-
nili, Ze oba trojuholniky si1 rovnostranné. Pritom vyska oboch trojuholnikov je rovnaka
— je to vyska rovnostranného trojuholnika so stranou 5cm zmenSend o vzdialenost
rovnobeziek I.J a GL. Tieto trojuholniky st teda naozaj zhodné.

5. Zdakaznik privdZajici odpad do zbernych surovin je povinny zastavit naloZenym autom
na vihe a po vyklddke odpadu znova. Rozdiel nameranych hmotnosti tak zodpovedad
privezenému odpadu. Pat a Mat spravili chybu. Pri vdZeni naloZeného auta sa na
vahu priplietol Pat a pri vaZeni vyloZeného auta sa tam namiesto Pata ocitol Mat.
Vedici zbernych surovin si tak zaznamenal rozdiel 332 kg. Ndsledne sa na prazdnu vdhu
postavili spolu vedici a Pat, potom samotny Mat a viha ukdzala rozdiel 86kg. Dalej
sa spolu zvdzili vedici a Mat, potom samotny Pat a viha ukdzala rozdiel 64 kg. Kolko
v skutocnosti vazil privezeny odpad? (Libor Simiinek)

Napad. Skuste si hmotnosti a ich rozdiely znazornit graficky.

4



RiesSenie. Z rozdielov zmeranych pri vazeni s vedicim vyplyva, ze Pat je tazsi ako Mat.
Hmotnosti pri tychto vazeniach znazornime graficky:

: vedtci - Pat :
T 86kg | Mat :
: vedtci : Mat :
T eakg T Pat |

Rozdiel hmotnosti Pata a Mata je zvyrazneny tuc¢nou prerusovanou ciarou. Na
schéme vidime, Ze dvojnasobok tohto rozdielu je rovny 86 — 64 = 22 (kg). Pat je teda

.....

rozdiel, Mat ho postavenim sa na vidhu zmens$il. Namerana hodnota je teda o tolko
vicsia ako hmotnost odpadu, o kolko je Pat tazsi ako Mat. Skutocénd hmotnost odpadu
je 332 — 11 = 321 (kg).

Iné riesenie. Hmotnosti Pata, Mata, vedticeho a odpadu ozna¢me postupne p, m, v,
x. Pri prvom vazeni bolo na vahe auto, odpad a Pat, pri druhom vazeni auto a Mat.
Rozdiel zmeranych hmotnosti mézeme teda vyjadrit:

x+p—m = 332. (1)
Dalsie dva rozdiely zmeranjch hmotnosti vyjadrime podobne:

v+p—m = 86, (2)
v+m —p=64. (3)

Od¢itanim rovnic (2) a (3) dostaneme:

2(p —m) = 86 — 64,
p—m =11.

Dosadenim tohto rozdielu do rovnice (1) dostaneme:

z+ 11 = 332,
z = 321.

Hmotnost vyvezeného odpadu je 321 kg.

Poznamka. VSimnite si, Ze hmotnost vediceho sa d& urcit na rozdiel od hmotnosti Pata
¢i Mata jednoznacne: napr. séitanim rovnic (2) a (3) dostaneme 2v = 86 + 64 = 150,
teda v = 75 (kg).



6. V dome mdme medzi dvoma poschodiami dve rozne schodiskd. Na kazZdom z tychto
schodisk su vsetky schody rovnako vysoké. Jedno zo schodisk md kaZdy schod vysoky
10 ¢m, druhé md o 11 schodov menej ako to prvé. Behom dnia som isiel pditkrdat nahor
a pétkrdt nadol, pricom som si medzi tymito dvoma schodiskami vyberal ndhodne.
Celkom som na kaZdom zo schodisk zdolal rovnaky pocet schodov. Aky je vyskovy rozdiel
medzi poschodiami? (Martin Mach)

Napad. Najskor urcte, kolkokrat som mohol ist po jednotlivych schodiskach.

Riesenie. KedZe druhé schodisko méa menej schodov ako prvé, musel som po nom ist
viackrat ako po prvom. Behom dia som teda po schodiskdch mohol ist takto:

1-krat po prvom a 9-krat po druhom,

2-krat po prvom a 8-krat po druhom,

3-krat po prvom a 7-krat po druhom,

4-krat po prvom a 6-krat po druhom.

Oznacime pocet schodov na prvom schodisku x, na druhom schodisku ich je x —
—11. Na kazdom zo schodisk som spolu zdolal rovnaky pocet schodov. Tato podmienka
dava pre kazdu z vyssSie uvedenych moznosti rovnicu s neznamou x, ktord vyrieSime.
V prvom pripade dostavame:

x =9z — 99,
8z = 99,
99

Pocet schodov je prirodzené ¢islo, takZe tento pripad nastat nemohol. V druhom pripade
dostavame rovnicu

2x = 8x — 88,
ktorej rieSenim je x = %8, takze tato moznost tiez nevyhovuje. V tretom pripade
dostavame
3r=Tx — 77,
s rieSenim x = %7, ¢o je opif nevyhovujuce. V §tvrtom pripade dostavame
4x = 6 — 66,
s riesenim x = % = 33, ¢o je jedind vyhovujica moznost.

Prvé schodisko mé 33 schodov, kazdy schod je vysoky 10 cm, vyskovy rozdiel medzi
poschodiami je 3,3 m.

Pozndmka. Pokial uvazujeme, Ze po prvom schodisku som isiel behom diia spolu a-krat
a po druhom spolu b-krat, tak predchadzajice poziadavky mozeme formulovat takto:

a+b=10 a axr = bxr — 11b.

Z druhej rovnice vyjadrime x:

110
Cb—a
Aby x bolo kladné, musi byt b > a, ¢o spolu s podmienkou a + b = 10 déva prave
Styri moznosti uvedené vyssie. Aby x bolo prirodzené ¢islo, musi byt 115 delitelné b — a.
KedZe 11 je prvoéislo a b — a nemédze byt ani 11, ani 1, musi byt b delitelné b — a.
Z uvedenych styroch moznosti tejto podmienke vyhovuje iba dvojica a =4 a b = 6.

T
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