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Kategérie A, B, C — zadania dloh (madarska verzia)
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Slovenské komisia Matematickej olympiddy véas pozyva zicastnit sa 64. roénika Matematickej
olympiady — sutaze pre Ziakov strednych $kol v nasej republike.

Mili ziaci strednych skol,

Kategoria A je urcend ziakom maturitnych a predmaturitnych ro¢nikov.

Kategéria B ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 2 roky.

Kategoria C ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 3 roky.

Pre ziakov prvych, pripravnych ro¢nikov bilingvalnych gymnéazii (s pétroénym studiom) je
urcena kategéria Z9.

Organizacia sutaze v kategériach A, B, C:

V domacom kole na vas ¢akd 6 tloh, ktoré najdete v tomto letaku. Ich rieSenia (nie nutne
vSetkych tloh) odovzdajte svojmu ucitelovi matematiky do 1. decembra 2014 (kategdria A)
a do 12. januara 2015 (kategérie B a C). Ten ich opravi, ohodnoti podla stupnice 1 — vy-
borne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Potom ich s vami rozoberie, vysvetli vam pripadné nedostatky
a oboznami vas so spravnym rieSenim. Ak budd vase rieSenia aspon styroch tloh ohodnotené
ako vyborné alebo dobré, budete pozvani do Skolského kola. Tam budete v stanovenom case
samostatne riesit dalsie tri tlohy. Opravené riesenia skolského aj domaceho kola tspesnych rie-
sitelov Skolského kola potom vas ucitel matematiky posle na prislusni krajska komisiu MO. T4
na zaklade vysledkov pozve najlepsich tcastnikov skolského kola do krajského kola, v ktorom
budi v priebehu $tyroch hodin samostatne riesit Styri tlohy. O poradi v krajskych kolach roz-
hoduje stcet bodov ziskanych za jednotlivé tlohy. Napriklad ak prave 5 ziakov dosiahne viac
bodov ako ziak X a préave traja ziaci (vratane X) dosiahnu rovnako vela bodov ako X, tak
ziakovi X patri v poradi 6.—8. miesto, pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom
ur¢ujeme umiestnenie vSetkych ziakov. Ziadne iné kritéria nie st pripustné.

V kategérii A budu este najlepsi riesitelia krajského kola z celej republiky stutazif v celoStat-
nom kole, kde budu dva dni (po 4,5 hodinach) riesit dve trojice tloh. Z tspesnych riesitelov
celostatneho kola sa (na vyberovom sustredeni) vyberd druzstvo Slovenskej republiky na Medzi-
narodnt matematick olympiadu (ktora bude v juli 2015 v Thajsku), na medzistatne stretnutie
s Ceskou republikou a Polskom (bude v jini 2015 na Slovensku) a na Stredoeurépsku matema-
tickd olympiadu (bude v auguste 2015 v Slovinsku).

Pre najlepsich riesitelov MO kategérie C sa v maji 2014 uskutoc¢ni Cesko-polsko-slovenské
stretnutie juniorov. Vyber slovenského druzstva prebehne nasledovne: RieSenia najlepsich rie-



sitelov krajského kola kategérie C budi centralne zozbierané a jednotne ohodnotené. Podla
poradia po tomto ohodnoteni budi osloveni prvi Siesti s ponukou tcasti na sutazi (v pripade
rovnosti bodov sa ako doplitujtce kritérium méze brat do uvahy tucast vo vyssej kategérii MO,
ucast v korespondenénom semindri, ¢i ucast v Z9 v predoslom sk. roku).

Terminy 64. ro¢nika Matematickej olympiady:

skolské kolo krajské kolo celostatne kolo
Kategoria A 09.12.2014 13.01.2015 22.-25.03.2015
Kategorie B, C 22.01.2015 31.03.2015 —

Matematickt olympiadu vyhlasuje Ministerstvo Skolstva, vedy, vyskumu a sportu SR v spolu-
praci s Jednotou slovenskych matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou Matematickej olym-
piddy. Sutaz riadi Slovenskd komisia MO a v krajoch ju riadia krajské komisie MO. Na jednot-
livych skolach ju zaistuji ucitelia matematiky. Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky.
Celostatne kolo MO, tla¢ materidlov MO a ich distribticiu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA v tesnej suc¢innosti so Slovenskou komisiou Matematickej olympiady.

RieSenia stfaznych tloh vypracujte ¢itatelne na listy formatu A4. Kazda tlohu
zaCnite na novom liste a uvedte vlavo hore zahlavie podla vzoru:

Emil Kruh

I.C, Gymnazium L. Eulera, Okruhle nam.5, 94001 Nové Zamky

Kraj Nitra

2014/2015

c-I-3

Posledny idaj je oznacenie tlohy podla tohto letdka. Zadania tloh nemusite opisovat. Ak sa

vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalsich listoch vlavo hore svoje meno a ozna-
Cenie ulohy a strany oc¢islujte. RieSenie piste ako vyklad, v ktorom st uvedené vsetky
podstatné tivahy tak, aby bolo moZné sledovat vas myslienkovy postup.

Vela radosti z tspesného riesenia tloh vam vSetkym praje
Mgr. Peter Novotny, PhD.
predseda Slovenskej komisie MO

Informdacie o MO a archiv zadani a riesent uloh ndjdete na internetovych strankach:
http://www.olympiady.sk http://skmo.sk http://matematika.okamzite.eu
http://fpedas.uniza.sk/ novotny/M0.htm http://www.imo-official.org

(KMS) organizovany zdruzenim Trojsten. Tato sufaz je velmi efektivnou formou

pripravy na MO a tiez zdokonalovania sa v matematickom mysleni ako takom.

K tomu prispievaju aj zéverecné stustredenia pre najlepsich riesitelov. Pre riesitelov
MO kategorii B a C je v KMS urcena kategéria ALFA. Pre lepsich a skisenejsich z kategérie B
a pre kategériu A je kategéria BETA. Pre tych, ktori maju ambicie uspiet na celo$tatnom kole
MO kategérie A, je urceny korespondenc¢ny seminar ¢KS, ktory organizuje KMS v spolupraci
s Matematickym koresponden¢nym seminarom v Prahe. Viac informécii o KMS a o ¢KS najdete
na http://kms.sk a http://iksko.org.

B Radi by sme upozornili ucitelov a ziakov na KoreSpondenény matematicky seminar
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A KATEGORIA
A-1-1
Adott egy n természetes szam. Egy n egységnyi oldalti négyzet n? egységnyi teriiletii négyzetecs-
kékre van felbontva. Két négyzetecske tavolsagan a kozéppontjaik tavolsagat értjiik. Hatarozza-
tok meg, hany olyan négyzetecske-paros van, amelyek tavolsdga pontosan 5. (Jaroslav Zhouf)

A-1-2

Adott az ABC haromszog, melynek BC' a legrovidebb oldala. Jelolje M a BC' oldal kozép-
pontjat! Az AB és AC oldalon rendre vegyiik fel az X és Y pontot gy, hogy fennalljon:
|BX| = |BC| = |CY|. Jelolje Z a CX és BY egyenesek metszéspontjat! Bizonyitsatok be, hogy
a BC' oldal hozzairt korének kozéppontja illeszkedik a ZM egyenesre! (Michal Rolinek)

A-1-3

Keressétek meg az 0sszes olyan k = 2 egész szamot, amelyre 1étezik egy olyan k-elemil pozitiv
egész szamokat tartalmazé M halmaz, ahol az M halmaz 6sszes elemének szorzata oszthato az
M halmaz barmely két kiilonboz6 elemének Gsszegével! (Jaromir Simsa)

A-1-4
Tegyiik fel, hogy az x, y, z valds szamokra teljesiil:

15(x +y + 2) = 12(zy + yz + z2) = 10(2® + y* + 27),

és azt is, hogy legalabb az egyikiik nem nulla.
a) Bizonyitsatok be, hogy = +y + z = 4.
b) Keressétek meg azt a legkisebb (a, b) intervallumot, amelyben a feladat feltételeit kielégitd
osszes (x,y, z) szdmharmas tagja fekszik!

(Jaromir Simsa)

A-1-5

Egy adott ABC haromszogben jelolje D azt a pontot ahol a beirt kor érinti a BC' oldalat. Az
ABD héromszog beirt kore az AB és BD oldalakat rendre a K és L pontban érinti. Az ADC
haromszog beirt kire a DC' és AC oldalakat rendre az M és N pontban érinti. Bizonyitsatok
be, hogy a K, L, M, N pontok egy korvonalon fekszenek! (Josef Tkadlec)

A-1-6

Legyenek a és b olyan természetes szamok, amelyek relativ primek. Az (x,)52, természetes
szamok sorozata ugy all el6, hogy minden n > 1 esetén x,, = az,_1 + b. Bizonyitsatok be, hogy
tetszoleges ilyen sorozatban minden n > 1 indexti x,, elem a sorozat végtelen sok masik elemének
osztéja! Ervényes marad-e ez az allitds n = 1 esetében is? (Jaromir Simsa)
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B KATEGORIA

B-1-1
A valés szamok halmazan oldjatok meg a kovetkezo egyenletrendszert:

2% — 9| + |y* — 5| = 2.

(Pavel Calabek)

B-1-2

A sarkanynak n nyaka van kdrben a testén, s minden nyakan egy-egy fej van. A lovag egy vagassal
k szomszédos nyakat tud atvagni és az ezen nyakakon levo fejeket levagni. Ha a sarkanynak
marad legalabb egy feje a vagas utan, akkor egy neki tetszolegesen kivalasztott nyakon vissza
tudja noveszteni a fejét. Bizonyitsatok be, hogy ha adott n és k esetén a lovag le tudja vagni a
sarkany Osszes fejét tekintet nélkiil arra, hogy melyik fejeit noveszti vissza, akkor ezt meg tudja
tenni legfeljebb harom vagassal is! (Jan Mazak)

B-1-3

Egy ABC' haromszogben jelolje rendre U és V az AB, ill. AC oldalak kozéppontjat. A BC A-
val ellentétes félsikban vegyiink egy tetszéleges BC DE paralelogramméat. Tovabba, jelolje X
az UD és VE egyenesek metszéspontjat. Bizonyitsatok be, hogy az AX egyenes a BCDE

paralelogrammat két azonos teriileti részre bontja! (Michal Rolinek)
B-1-4
Legyen m egy olyan szam, amelynek hét pozitiv osztéja van, valamint n egy olyan szam, amely-
nek kilenc pozitiv osztdja van. Hany osztdja lehet az m - n szorzatnak? (Eva Patakova)
B-1-5

Jelolje S az ABC' derékszogli haromszog (amely nem egyenld szart) AB atfogdjanak kozéppont-
jat! Jelolje D a C cstcsbdl htzott magassagvonal talppontjat, és R a C' csticsnal 16vo belsé szog
szogfelezéjének metszéspontjat az AB atfogoval! Hatarozzatok meg a haromszog belsé szogeinek
nagysagat, ha |[SR| = 2|DR)|. (Jaroslav Svréek)

B-1-6
Bizonyitsatok be, hogy tetszoleges a, b, ¢ pozitiv valds szamokra fennall a

1 1 1 1 1 1
+ + S S5 tats
a?—ab+b bV2—bc+c2 2—ca+t+a? " a? b2 2

egyenlStlenség. Allapitsatok meg, mikor all fenn egyenldség! (Jaroslav Svréek)
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C KATEGORIA

C-1-1
Hatérozzatok meg az sszes olyan (z,y) valds szampart, amelyek kielégitik a kovetkezd egyen-
letrendszert:
\% (l’ + 4) =4 — Y,
V(y—4)? =z +8.
(Jaroslav Svréek)
C-1-2

Péternek van egy fura oraja, amelyen harom mutaté van. Az egyik 1 perc alatt, a masik 3 perc
alatt, a harmadik pedig 15 perc alatt futja korbe az ora szamlapjat. Kezdetben a mutaték mind
ugyanabban a helyzetben vannak. Hatarozzatok meg, hogy mikor fogjak a mutatok a szamlapot
3 egyforma részre osztani! Keressétek meg az osszes megoldést! (Tomas Jurik)

C-1-3

Szimona és Lenke egy jatékot jatszik. Egy adott & természetes szamra, ahol 0 < k& < 64, Szimona,
kivalaszt k mezot egy sakktablan és ezeket megjeloli kereszttel. Ezek utan Lenke 32 domindval
lefedi a sakktablat. Ha azon domindk szama, amelyek 2 keresztet fednek le paratlan, akkor
Lenke nyer, kiilonben Szimona. Hatarozzatok meg, hogy a k értékétdl fiiggden kinek van nyerd
stratégiajal (Michal Rolinek)

C-1-4
Jelolje E az ABCD trapéz AB alapjanak kozéppontjat, ahol |[AB|: |CD| =3:1. Az AC &tl6
az ED és BD szakaszokat rendre az F' és GG pontokban metszi. Hatarozzatok meg az

|AF| : |FG| : |GC|
aranyt! (Jaroslav Zhouf)
C-1-5
Két természetes szam kiilonbsége 2010, a legnagyobb kozos osztdjuk pedig 2014-szer kisebb,

mint a legkisebb kozos tobbszorosiik. Talaljatok meg az Osszes ilyen szampart!
(Jaromir Simsa)

C-1-6
A \/n kozvetleniil a tizedesvesszd utén két kilencest tartalmaz. Keressétek meg a legkisebb ilyen
természetes szamot! (Josef Tkadlec)
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