skmo.sk

2013/2014
63. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania uloh MEMO

(Sutaz sa konala 18.-24. 9. 201}.)
SttaZ jednotlivcov:
I-1. Néjdite vSetky funkcie f:R — R také, Ze

af(y) + f(zf(y) —2f(f(y) — f(zy) =22 + f(y) — flz +y)
plati pre vSetky =,y € R. (Litva)

I-2. Dany je pravidelny n-uholnik, ktory rozrezeme na n — 2 trojuholnikov pomocou n — 3 rezov
pozdlz uhlopriecok, ktoré sa navzijom nepretinaji vo vnatri n-uholnika. Nech dvojfarebnd
trianguldcia je také rozrezanie n-uholnika, v ktorom kazdy trojuholnik je ofarbeny cCiernou
alebo bielou farbou a kazdé dva trojuholniky so spolo¢nou stranou majt rozne farby. Celé éislo
n 2 4 nazyvame trianguldrne, ak pre pravidelny n-uholnik existuje dvojfarebnd triangulacia
taka, ze pre kazdy vrchol A daného n-uholnika je pocet ¢iernych trojuholnikov s vrcholom A
vacsi ako pocet bielych trojuholnikov s vrcholom A. Najdite vSetky trianguléarne ¢isla.
(Chorvatsko)

I-3. Dany je trojuholnik ABC so stredom I kruznice vpisanej, pricom |AB| < |AC|. Ozna¢me
E bod na strane AC taky, ze |AE| = |AB|. Nech G je bod na priamke EI taky, ze |{IBG| =
= |{CBA| a bod I lezi medzi bodmi E a G. Dokézte, ze priamka A, kolmica na AE v bode E
a os uhla BGI sa pretinaju v jednom bode. (Chorvatsko)

I-4. Pre celé ¢isla n = k = 0 definujme bibinomicky koeficient <<Z>> ako!

() = o

Najdite vsetky dvojice (n, k) celych éisel n = k = 0 také, Ze prislichajici bibinomicky koeficient
je celé cislo. (Rakusko)

Sutaz druzstiev:
T-1. Urcte najmensiu moznti hodnotu vyrazu
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(Madarsko)

b Dvojity“ faktorial n!! je definovany ako stéin vsetkych parnych ¢&isel od 2 po n, ak n je parne, a ako sucin
vSetkych neparnych ¢isel od 1 po n, ak n je neparne. Napriklad O!! = 1,411 =2.-4 =8 a7l =1-3-5-7 = 105.



T-2. Najdite vsetky funkcie f: R — R také, ze

ef(zy) +zyf(z) 2 f(2*)f(y) + 2y
plati pre vSetky =,y € R. (Ceska rep., Pavel Calabek)

T-3. Nech K a L st prirodzené c¢isla. Na Sachovnici pozostavajicej z 2K x 2L policok sa
pohybuje mravec. Zacéina v lavom dolnom poli¢ku a presiva sa do pravého horného policka.
V kazdom kroku sa presunie na susedné policko vo vodorovnom alebo zvislom smere a kazdé
z poli¢ok pri svojom presune navstivi nanajvys raz. V niektorych pripadoch nenavstivené policka
tvoria obdlznik, ktory nazyvame MEMOrovang. Uréte pocet vietkych réznych MEMOrovanych
obdlZnikov. (Obdizniky st rozne, pokial nepozostavajt z tych istych policok.) (Raktsko)

T-4. V Happy City je 2014 obyvatelov oznacenych Ay, Ao, ..., Asg14. V kazdom okamihu diia
je kazdy obyvatel bud §tastny alebo nestastny. Nalada obyvatela A sa zmeni (z nestastnej na
stastnu alebo opac¢ne) préave vtedy, ak sa usmeje nejaky iny stastny obyvatel na obyvatela A. Na
zaciatku v Happy City bolo N §fastnych obyvatelov. V pondelok pocas diia sa udialo nasledovné:
obyvatel A; sa usmial na obyvatela Ay, potom sa obyvatel As usmial na obyvatela As, atd.
Nakoniec sa obyvatel Aspi3 usmial na obyvatela Asgi4. Okrem toho sa nikto iny neusmial na
nikoho iného. Rovnako to prebehlo aj v utorok, stredu a vo stvrtok. Na konci dna vo stvrtok
bolo v Happy City presne 2000 Stastnych obyvatelov. Uréte najvicsiu mozni hodnotu N.
(Litva)

T-5. Dany je trojuholnik ABC, pre ktory plati |[AB| < |AC|. Kruznica vpisané trojuholniku
ABC so stredom [ sa dotyka stran BC', CA a AB postupne v bodoch D, E a F. Priamka AI
pretina priamky DE a DF postupne v bodoch X a Y. Ozname Z pitu vysky z bodu A na
stranu BC. Dokazte, ze D je stred kruznice vpisanej trojuholniku XY Z. (Nemecko)

T-6. Kruznica k vpisand trojuholniku ABC sa dotyka strany BC v bode D. Nech L # D
je priese¢nik priamky AD a kruznice k a nech K je stred kruZnice pripisanej k strane BC.
Ozna¢me M a N postupne stredy useciek BC' a K M. Dokazte, ze body B, C, N a L lezia na
jednej kruznici. (Slovensko, Patrik Bak)

T-7. Koneénd mnozina A kladnych celych ¢isel sa nazyva priemerovd, ak pre kazdua jej ne-
prazdnu podmnozinu je aritmeticky priemer jej prvkov taktiez kladné celé ¢islo. Ina¢ povedané,

A je priemerovd, ak (a; + ...+ ag)/k je celé ¢islo pre kazdé k = 1, kde ay,... ,a; € A st
navzajom rozne. Pre Tubovolné celé ¢islo n urcéte najmensi moZny stcet prvkov priemerovej
n-prvkovej mnoziny. (Rakusko)

T-8. Urcte vsetky Stvorice (z,y, z,t) kladnych celych éisel, pre ktoré plati
20° + 14% = (z + 2y + 2)*".

(Litva)



