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59. ro¢nik MO Riesenia tloh skolského kola kategorie B

1. Urcte vsetky hodnoty redlnych parametrov p, q, pre ktoré ma kazdd z rovnic
z(z—p)=3+q, z(x+p)=3-¢q

v obore redlnych cisel dva rozne korene, ktorych aritmeticky priemer je jednym z koreriov
zvysnej rovnice. (Jaromir Sim3a)

RieSenie. Z Vietovych vztahov pre korene kvadratickej rovnice (ktoré vyplyvaji z roz-
kladu daného kvadratického trojélena na siéin koreriovych ¢initelov) lahko zistime, ze
sucet korenov prvej rovnice je p, takze ich aritmeticky priemer je %p. Toto ¢islo mé byt
korenom druhej rovnice, preto
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Podobne stcet korenov druhej rovnice je —p, ich aritmeticky priemer je —%p, a preto
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Porovnanim oboch vztahov (1) a (2) mame 3 — ¢ = 3 + ¢, ¢ize ¢ = 0 a z (1) potom
vyjde p = 2 alebo p = —2.

Z oboch najdenych rieseni dostaneme tu istt dvojicu rovnic z(z — 2) = 3, z(z +
+ 2) = 3. Korene prvej z nich su ¢isla —1 a 3, ich aritmeticky priemer je 1. Korene
druhej rovnice su ¢isla 1 a —3, ich aritmeticky priemer je —1.
Za tuplné riesenie dajte 6 bodov. Dva body dajte za zistenie, ze aritmetické priemery korenov su %p

a —%p, jeden bod za ststavu rovnic (1), (2), dva body za jej vyrieSenie a jeden bod za overenie, ze
kazd4 z rovnic z(x — 2) = 3, x(z + 2) = 3 ma dva rdézne redlne korene.

2. Dané si dlzky odvesien a = |BC|, b = |AC| pravouhlého trojuholnika ABC, pricom
a > b. Oznacme D stred prepony AB a E (E # C) prieseénik strany BC s kruznicou
opisanou trojuholniku ADC'. Vypocitajte obsah trojuholnika EAD.  (Pavel Novotny)

RieSenie. Ozna¢me c¢ dlzku prepony AB, takZe |AD| = |BD| = ic. Stvoruholnik
ADEC je tetivovy a uhol ECA je pravy, preto aj protilahly uhol ADE je pravy
(obr. 1). Pravouhlé trojuholniky ABC a EBD maja uhol pri vrchole B spoloény, preto
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Obsah pravouhlého trojuholnika FAD je teda (s vyuzitim Pytagorovej vety)
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Za 1plné riesenie dajte 6 bodov, z toho dva body za zistenie, Ze uhol ADE je pravy, jeden bod
za podobnost trojuholnikov ABC a EBD, jeden bod za vypoéet dlzky strany ED a dva body za
dopocitanie obsahu trojuholnikov FAD.

3. Urcte vsetky dvojice celijch kladngjch ¢isel m, n, pre ktoré plati 37 + 27™ = n3.
(Martin Panak)

Riesenie. Rovnicu upravime na tvar 37 = n3 — 27 a rozdiel tretich mocnin rozlozime
na sucin:
37=(n—3")(n?+n-3™+9™).
Cislo 37 je prvocislo a na pravej strane rovnosti je st¢in dvoch celych ¢isel, pricom
druhy ¢initel je vicsi ako 1. Preto musi platit
n—3"=1 (1)

n?+n-3" 4+ 9™ = 37. (2)
Pre m = 2 je n2 +n-3™ + 9™ > 92 > 37, takZe ostdva jedind moznost m = 1; z (1)
potom vyplyva n = 1 + 3™ = 4. Skagkou sa presvedéime, ze 37 4+ 27! = 43, alebo
overime, ze dvojica m = 1, n = 4 vyhovuje podmienke (2).
Iné riesenie. Ako v prvom rieseni odvodime sustavu rovnic (1), (2). Z (1) vyjad-
rime 3™ = n — 1 a dosadime do (2). Upravou dostaneme

n®+n(n—1)+ (n—1)% =37,
n?—n—-12=0,
(n—4)(n+3) =0.
Tato rovnica mé v obore celych kladnych c¢isel jediné riesenie n = 4. Potom 3" = n —
—1=3, takze m = 1.

Za tplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za tipravu rovnice na tvar 37 = (n—3")(n?+n-3™+9™)
a 2 body za ststavu rovnic (1), (2). Pri prvom postupe dajte jeden bod za zdévodnenie rovnosti m = 1
a jeden bod za urcenie hodnoty n a za skusku spravnosti. Pri druhom postupe jeden bod za urcenie
n = 4 a jeden bod za dopocitanie hodnoty m; pri tomto postupe skuska spravnosti nie je nutna. Iba
za uhadnutie rieSenia nedéavajte Ziadny bod.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.



