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64. ro¢nik Matematickej olympiady
2014/2015 Riesenia tloh skolského kola kategorie A

1. Urcte pocet ciest dizky 14, ktoré vedi po hrandch siete na obr. 1 z bodu A do bodu B.
Dizka kazdej hrany je rovnd 1. (Pavel Novotny)
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Obr. 1

Riesenie. Pre jednoduchsie vyjadrovanie ozna¢me body tak ako na obr. 2. Kazd4 cesta
z bodu A do bodu B dlzky 14 sa skladé zo siedmich tisekov smerom doprava a siedmich
usekov smerom nahor. Diagonalu X7 X¢ tak musi pretat prave raz, a to v jednom z bodov
X1, Xo, X3, X4, X5, Xg. Pre kazdy z nich spocitame, kolko ciest cezen vedie. V dalSom
texte budeme pod pojmom ,cesta“ rozumiet iba trasy zlozené z tisekov smerom doprava
a nahor.
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Obr. 2

Vzhladom na to, Ze sief je osovo stimernd podla priamky X;Xg, pre kazdé i =
=1,2,...,6 je obrazom kazdej cesty z A do X; v tejto osovej simernosti cesta z X; do
B a naopak. Pocet ciest z A do X; je preto rovny poctu ciest z X; do B. Kedze kazdu
cestu z A do X; mdzeme skombinovat s Tubovolnou cestou z X; do B, je celkovy pocet
ciest z A do B veduci cez X; rovny druhej mocnine poctu ciest z A do X;. Pre celkovy
vysledok teda staci uréit pocet ciest z A do X; pre kazdé i = 1,2,...,6 a tieto ¢isla
umocnit na druhu a scitat:

e Do bodu X; vedie z A jedina cesta zlozena zo siedmich tsekov nahor.
e Do bodu X, vedie z A spolu 7 ciest — prave jeden zo siedmich tsekov musi viest
doprava a moézeme si vybrat, ktory to bude.
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e Do bodu X3 sa dé dostat z A len prechodom cez niektory (préve jeden) z bodov
Y, Z, W:
> Cez bod Y je jedina cesta.
> Do bodu Z vedu z A $tyri cesty (jeden zo Styroch tsekov je doprava), z bodu Z
do X3 vedu tri cesty (jeden z troch tsekov je nahor). Cez Z tak vieme ist 4 - 3 =
= 12 sp6sobmi.
> Do bodu W vedu z A Styri cesty (jeden zo $tyroch tisekov je nahor), z bodu W
do X3 vedie jedina cesta. Cez W preto vedu Styri cesty.
Z A do X3 teda vedie spolu 1 + 12 + 4 = 17 ciest.

KedZe siet je osovo simerné aj podla priamky AB, do bodov X4, X5, X¢ vedie z A
postupne rovnaky pocet ciest ako do bodov X3, X5, X;. Vzhladom na uvedené je
celkovy pocet ciest z A do B rovny

P71 417+ 72 +12 = (1449 +289) - 2 = 678.

Iné rieSenie. Uvedme najskor zndme pomocné tvrdenie: Ak je siet ,kompletnd“ a ma
sirku m a vysku n, poéet ciest dlzky m + n vedicich z lavého dolného do pravého
horného rohu je rovny (m;;”) Kazda taka cesta je totiz jednoznacne urcend vyberom
m-tice tsekov spomedzi vSetkych m + n tsekov, ktoré vedii smerom doprava.

Opit budeme pod ,.cestou® rozumiet iba trasy zlozené z tisekov smerom doprava
a nahor. Keby bola mriezka kompletna, viedlo by z A do B spolu (174) = 3432 ciest.
Musime odratat tie cesty, ktoré vedu cez niektory z bodov P, @, R, S (obr. 3). Ozna¢me
Myx mnozinu vsetkych ciest z A do B vedtcich cez zvoleny bod siete X. Pocet takych

ciest je zrejme rovny sucinu poctu ciest z A do X a poctu ciest z X do B.

B

Obr. 3

7 uvedeného dostavame

i) (3) s = () ()
i () () = (3) ()

Niektoré cesty prechadzaju cez viacero spomedzi bodov P, Q, R, S. Aby sme vypocitali
pocet prvkov zjednotenia mnozin Mp, Mg, Mg, Mg, potrebujeme este uréit pocty
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prvkov prienikov dvojic a trojic z tychto mnozin (prienik vSetkych Styroch mnozin je
prazdny, kedze ziadna cesta nevedie stcasne cez R aj Q).

7 jednoduchého zovseobecnenia tivahy o pocte ciest veducich z A do B cez dany
bod X vyplyva, Ze pocet ciest, ktoré vedi z Y, postupne cez body Y7, Y3, atd. az do
Yi+1, je rovny sucinu poctov ciest z Y; do Y41 pre i = 0,1,... k. Ak teda oznacime
My, v, . .y, mnozinu vSetkych ciest veducich z A do B postupne cez body Y1, Ya, ...,
Y}, pre mohutnosti mnozin mame

Mg = (;*) 1 @ — 126, M| = (;1) 1 @ — 126,
Mas| = (;) 1 (;") — 126, (Mps| = (;) 1 (;") — 126,
Mps| = (‘2‘) - (g) - (;l) —720,  |Mpos| = [Mprs| = (;l) 1 @ — 36.

Ostatné prieniky st prazdne.
7 principu exklizie a inklizie potom dostavame

|Mp U Mg U Mg U Ms| = |Mp|+[Mq| + |Mg| + [Ms| —

— (|Mp N Mg| + [Mp N Mg| + |Mp N Ms| + |[Mg N Mg| 4+ Mg N Ms| + Mg N Ms|) +
+ (|Mp N Mg N Mg| + [Mp N Mg N Ms| + |Mp N Mg N Mg|+ |Mg N Mg N Mgl|) —
— [Mp N Mg N Mg N Mg| =
=2.1512+2-441 — (4-126+720+0) + (2-36+2-0) — 0 = 2754

a ciest z A do B, ktoré nevedu cez ziadny z bodov P, Q, R, S, je 3432 — 2754 = 678.

Iné rieSenie. Postupne zlava doprava a zdola nahor pripiSeme ku kazdému bodu siete,
kolko ciest z bodu A zlozenych z sekov vedicich nahor a doprava do neho vedie (obr. 4).
Ak sa do daného bodu dé prist len z jedného smeru, pocet ciest bude rovnaky, ako pocet
ciest veducich do bodu, z ktorého prichddzame. Ak sa da prist z dvoch smerov, pocet
ciest bude stc¢tom poétov ciest vedicich do bodov, z ktorych mézeme prist. Takto vieme
vyplnit cela siet. Hladany pocet ciest sa rovna ¢islu, ktoré na konci pripiSeme k bodu B.
(Pri vypliiani méZeme vyuzit osovii simernost podla priamky AB a usetrif si tak ¢ast
prace.)
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Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Ak ziak ma spravny postup a len sa pomyli pri numerickych vypoctoch,
za kazda chybu strhnite 1 bod, najviac vSak strhnite 2 body.

Ak ziak postupuje ako pri druhom rieseni, no nespravne pouzije princip inkluzie a exklizie (napr.
nepripo¢ita mohutnosti prienikov trojic mnozin), dajte nanajvys 3 body.

Ak ziak postupuje ako pri trefom rieseni, no tabulku nedokonéi, udelte 3 body ak je z rieSenia
zrejmé, ze ziak chape princip vypliiania pri ,dierach®; v opa¢nom pripade dajte nanajvys 2 body.

Za pracu, v ktorej st uvedené len cCiastkové vysledky napr. z niektorého tu uvedeného rieSenia
(bez naznaku dalsieho postupu) dajte nanajvys 2 body.

2. Dany je rovnobeznik ABCD, pricom |AB| = 2|BC|. Urcte vsetky priamky, ktoré
delia dany rovnobeznik na dva dotycnicové stvoruholniky. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Pri rieseni vyuZijeme zname kritérium: Stvoruholnik je dotyénicovy préve
vtedy, ked sti¢et dlzok jednej dvojice jeho protilahlych stran sa rovna stuctu dlzok druhej
dvojice.!

Aby priamka delila rovnobeznik na dva Stvoruholniky, musi prechadzat vnatornymi
bodmi dvoch jeho protilahlych stran. Rozoberieme oba pripady, podla toho, ktort
dvojicu stran deliaca priamka pretina.

Uvazujme najskor deliacu priamku P(Q), pricom body P, () st postupne vntutornymi
bodmi stran AB, C'D. Ozna¢me b dlzku strany BC a ¢, x a y postupne dlzky tseciek
PQ, AP a DQ. (obr.5).

D Y Q 2b—y C
b
¢ b
A T P 2b—x B
Obr. 5

Predpokladajme, ze priamka P() vyhovuje podmienkam tlohy. Potom pre dotyc-
nicové stvoruholniky APQD a BPQC plati

b+c=z+y,
b+c=(2b—x)+ (2b—y) =4b— (x + y).

Séitanim oboch rovnosti dostaneme 2(b + ¢) = 4b, odkial po tprave ¢ = b. Dosadenim
do prvej rovnice obdrzime = + y = 2b, t.j. * = 2b — y. To znamen4, ze |AP| = |CQ)|.
V stredovej stimernosti podla stredu rovnobeznika, ktory ozna¢me S, sa preto bod P
zobrazi na bod @), ¢ize priamka P() prechadza bodom S a S je stredom tsecky PQ).

Z uvedeného vyplyva, ze body P, @ lezia na kruznici k(S; %b) Jej navzajom
siumerné priesecniky so stranami AB a C'D daného rovnobeznika urc¢uja polohu bodu P
a @, teda hladant priamku P(Q. Pritom pre kazda takto najdent priamku P(Q prechéa-
dzajucu cez S plati |[PQ| = b a |AP| + |QD| = |PB| + |CQ| = 2b, teda vzniknuté

! Tvrdenie mo¥no jednoducho odvodit s vyuZitim faktu, %e vzdialenosti vrcholu od bodov dotyku
vpisanej kruznice so stranami prilahlymi k danému vrcholu st zhodné.
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stvoruholniky naozaj st dotycnicové. Vsetky riesenia tlohy st preto urcené prave
priesec¢nikmi kruznice k so stranami rovnobeznika.

PodTla trojuholnikovej nerovnosti pre trojuholnik ABD je b + |BD| > 2b. Odtial
|BD| > b, ¢ize |SB| > ib a B je vonkajsim bodom kruznice k. Analogicky vysledok
plati aj pre ostatné vrcholy rovnobeznika ABCD. Vsetky spolo¢né body kruznice k
s priamkami AB a CD teda vzdy lezia vnutri stran rovnobeznika.

D Q2 1 C D Q C
/ k<>© / | S
A P, P, B A P B
Obr. 6a Obr. 6b

V pripade, ze ABCD je kosodlznik (obr.6a), je jeho vyska na stranu AB mensia
ako b a vzdialenost stredu S od priamok AB a CD mensia ako %b, takze kruznica k
ma dva priesecniky s oboma dlhsimi stranami a tloha mé v tomto pripade dve riesenia
— jedno zodpoveda rozdeleniu kosodlZnika na dva zhodné kosostvorce a druhé na dva
zhodné rovnoramenné lichobezniky?.

Ak je ABC D obdlznik (obr. 6b), st obe jeho dlhsie strany doty¢nicami kruznice k,
ktora tak ma s kazdou z nich spolo¢ny prave jeden bod, a existuje potom prave jedno
riesenie danej tlohy zodpovedajice rozdeleniu obdlZnika na dva zhodné stvorce.

D C

P

A 2 B
Obr. 7

Teraz uvazujme pripad, ked body P a ) st vnatornymi bodmi oboch kratsich
protilahlych stran daného rovnobeznika, napr. P je vnutornym bodom strany BC a Q)
je vnatornym bodom strany DA (obr. 7). Potom v8ak v stvoruholniku ABPQ uz sama

+|QA| < |BC|+|DA| = 2b. Kritérium z ivodu riesenia teda nemoze byt splnené a dalsie
riesenie v tomto pripade nedostavame.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za vylucenie pripadu, ze priamka pretina kratsie
strany, 1 bod za uvedenie rovnosti vyjadrujicich podmienky, Ze stvoruholniky st dotyc¢nicové, 1 bod za
odvodenie ¢ = b, 1 bod za odvodenie |AP| = |CQ)| a 2 body za dokoncenie rieSenia. Jeden bod strhnite,
ak si ziak neuvedomi, ze v pripade obdlznika je len jedno riesenie. Za uhadnutie rieseni (t.j. ak st len
uvedené obe rozdelenia na kosostvorce a rovnoramenné lichobezniky, ale chyba postup dokazujuci, ze
iné rieSenia neexistuju) dajte 2 body — po jednom za kazdé rieSenie.

2 Im sa d4 kruznica aj opisat, st teda dokonca dvojstredové.
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3. Urcte vsetky dvojice (p,q) celych cisel takijch, Ze p je celociselnym ndsobkom éisla q
a kvadratickd rovnica x? + px + q = 0 md aspori jeden celociselny koreri.
(Jaroslav Svréek)

Riesenie. V celom rieseni budeme pre zjednodusenie vyjadrovania pod pojmom ndso-
bok rozumiet vzdy celoéiselny nasobok. Predpokladajme, Ze dvojica (p,q) celych ¢isel
vyhovuje podmienkam tlohy. Ak ma uvazovand kvadratickd rovnica jeden z korenov
celo¢iselny, je aj druhy koren celoc¢iselny, lebo podla Vietovych vztahov korene x1, xo
a koeficient p uvazovanej kvadratickej rovnice spliiaji podmienku x; + zo = —p. Pre
oba celociselné korene x1, x2 navyse plati x1z9 = q.

Podla zadania je preto sucet x1 + x2 nasobkom suc¢inu x1x2, a teda aj nasobkom
kazdého z korenov x1, x2. Rozdiel dvoch nasobkov daného ¢isla je opit nasobkom tohto
Cisla, preto aj (z1 + z2) — 1 = 22 je nadsobkom ¢isla x1. Analogicky x; je ndsobkom
¢isla xo. Aby boli korene navzéajom svojimi ndsobkami, nutne musi platit bud zo = —x1,
alebo 9 = 1. Oba pripady dalej vySetrime osobitne.

o Ak 29 = —x, tak p = —(21 +22) = 0 a ¢ = —22 < 0. Ked%e 0 je nasobkom
kazdého celého ¢isla, hodnota x1 moze byt Tubovolnym celym ¢islom a danej tilohe

vyhovuje kazda dvojica (p,q) = (0,—n?), pricom n je fubovolné celé ¢islo (pre
vygenerovanie vSetkych roznych rieSeni samozrejme stac¢i uvazovat len nezdporné
hodnoty n).

o Ak 29 = 71 =z, tak p = —2z a ¢ = 2. Aby bolo 2z nasobkom z2, musi byt bud

x = 0, alebo 2 nasobkom ¢isla x. Prvy pripad prislacha rieseniu (p,q) = (0,0),

ktoré uz sme obdrzali aj v predoslom pripade pre n = 0. V druhom pripade

x lezi v mnozine {—2,—1,1,2}, ¢omu postupne zodpovedaju dvojice (p,q) €

€ {(—4,4),(-2,1),(2,1), (4,4)}. Vsetky $tyri zrejme spliiaji podmienky zadania.

Odpoved. Danej ulohe vyhovuju dvojice (—4,4), (—2,1), (2,1), (4,4), ako aj vSetky
dvojice (0, —n?), kde n je lubovolné nezéporné celé ¢islo.

Iné riesenie. Predpokladajme, Ze dvojica (p, q) vyhovuje zadaniu a ozna¢me x; celo-
Ciselny koren zadanej rovnice a k také celé cislo, ze p = k - q. Potom plati

22+ kxiq+q=0, ¢ize 2?2 = —q(kxy +1).

V pripade, ze x1 = 0, dostavame ¢ = 0 a teda aj p = 0.
Ak z1 # 0, je 22 nenulovym nisobkom ¢&isla kxq + 1. KedZe ¢isla kxy+1 a x1, a teda
aj ¢isla kxy +1 a 22, st nestdelitelné?, je to mozné len v pripade, 7ze kxy +1 € {1, —1}.
o Ak kz;+1 =1, tak kx; = 0 a z nenulovosti z; vyplyva k = 0. Dalej ¢ = —2%, p =0
a podobne ako v prvom rieseni dostavame vyhovujice dvojice (p,q) = (0, —n?),
pricom n je lubovolné celé ¢islo (hodnota n = 0 zahfia aj pripad x; = 0, ktory
sme uz preverili osobitne).
o Ak kx;+1=—1, tak kxz; = —2, teda dvojica (k,x1) je niektorou z dvojic (1, —2),
(2,-1), (-2,1), (—1,2), odkial uz lahko dopoc¢itame hodnoty p, ¢ a dostaneme
zvysné riesenia ako pri prvom postupe.

Pozndmka. Rozbor rovnice
2?2 + krig+q=0 (1)

3 Cisla kxz1 + 1 a ©1 mézu byt aj zaporné, nestudelitelnost je vtedy taktiez dobre definovana.
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z predchadzajiceho rieSenia mozno spravit aj bez tvahy o nesudelitelnosti. Naozaj,
z (1) vyplyva q | 22 a x1 | ¢, odkial 2% | x1q, a preto z (1) dokonca vyplyva z? | ¢,
¢o spolu s q | 23 vedie k zéveru, ze ¢ = 3. Po dosadeni ¢ = x? prejde (1) na tvar
23(2+kx1) = 0, po dosadeni ¢ = —x? na tvar kz$ = 0. Zaver rieSenia je potom rovnaky
ako pri pévodnom postupe.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Pri prvom postupe dajte 2 body za uvedenie Vietovych vztahov spolu
s argumentom o celocCiselnosti x2, 2 body za odvodenie x99 = +x1 a po jednom bode za dokoncenie
kazdej vetvy. Pri druhom postupe dajte 2 body za odvodenie rovnosti x% = —qg(kz1 + 1), 2 body
za vysvetlenie, preco kx1 + 1 € {1,—1} a po jednom bode za dokonéenie kazdého pripadu. Ak ziak
(pri akomkolvek postupe) neuvazuje niektoru z dvojice vetiev a vo vysledku mu tak niektoré rieSenia
chybaji, udelte celkom nanajvys 4 body. Ak ziak tlohu nevyriesi, ale uhaddne vsetky rieSenia, dajte
2 body; pri uhddnuti jednej (kompletnej) vetvy rieseni dajte 1 bod.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené rieSenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe tak, aby zasielka bola doruc¢ena pred Vianocami. Odportca sa odoslat ich najne-
skor 15. decembra 1. triedou.
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