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64. ro¢nik Matematickej olympiady
2014/2015 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z9

1. Milena nazbierala do kosika posledné spadnuté orechy a zavolala na partiu chlapcov,
nech sa o ne podelia. Dala im ale podmienku: prvy si vezme 1 orech a desatinu zvysku,
druhy st vezme 2 orechy a desatinu nového zvysku, treti si vezme 3 orechy a desatinu
dalsieho zvysku a tak dalej. Takto sa podarilo rozobrat vsetky orechy a pritom kazdy
dostal rovnako vela. Urcte, kolko Milena nazbierala orechov a kolko sa o ne delilo
chlapcov. (Marta Volfova)

Napad. Uvazujte od konca: kolko si vzal posledny chlapec a kolko predposledny?

Riesenie. Poradové c¢islo posledného chlapca ozna¢me n. Tento chlapec si vzal n ore-
chov a desatinu vzniknutého zvysku a potom uZ ni¢ nezostalo. Nulovy teda musel byt
uz zvysok po odobrati n orechov.

Predposledny chlapec, s poradovym ¢islom n — 1, si vzal n — 1 orechov a desatinu
vzniknutého zvysku. Aby mal tiez n orechov ako posledny chlapec, musi byt tato
desatina zvysku rovna prave 1 orechu. Spomenuty zvysok je teda 10 orechov.

Na posledného n-tého chlapca ostalo z tychto 10 orechov 9, neznama n je teda 9.
Chlapcov bolo 9 a kazdy si vzal rovnako ako posledny z nich, t.j. 9 orechov. Celkovy
pocet orechov bol 9 - 9 = 81. Pre kontrolu uvadzame, ako si chlapci orechy postupne
rozoberali:

e 1. chlapec: 14+ (81 —1):10 =1+ 8 =9, ostane 72,
e 2. chlapec: 2+ (72 —-2):10 =247 =9, ostane 63,
e 3. chlapec: 3+ (63 —3):10 =3+ 6 = 9, ostane 54,
e atd.,

e 8. chlapec: 84+ (18 — 8) : 10 =8 + 1 = 9, ostane 9,
e 9. chlapec: 9.

Milena nazbierala 81 orechov, o ktoré sa delilo 9 chlapcov.
Iny napad. Uvazujte od zaciatku: kolko mohlo, prip. nemohlo byt na zac¢iatku orechov?

Iné riesenie. Prvy chlapec si vzal 1 orech a desatinu zvysku, ¢o znamena, Ze celkovy
pocet orechov bol

107 + 1,

pricom z je neznadme prirodzené cislo. Pri tomto oznaceni si prvy chlapec vzal 1 + z
orechov a novy zvysok bol 10x +1—1 — x = 9z.

Druhy chlapec si vzal 2 orechy a desatinu nového zvysku, ¢o znamend, ze tento
zvySok bol

92 = 10y + 2, (1)
pricom y je nezname prirodzené ¢islo. Pri tomto oznaceni si druhy chlapec vzal 2 + y

orechov, novy zvysok bol 10y + 2 — 2 — y = 9y atd.
Kedze si prvy a druhy chlapec odobrali rovnaky pocet orechov, plati

l1+z=2+y, C¢Cize y=x—1.



Dosadenim do rovnice (1) a jednoduchou tpravou ziskame x:

9x = 10x — 10 + 2,
T =8.

Celkovy pocet orechov bol 80 + 1 = 81 a kazdy chlapec si vzal 1 + 8 = 9 orechov.
Kontrolu u vsetkych chlapcov urobime rovnako ako v predchadzajuicej casti.

2. Lenka sa bavila tym, Ze vytukdvala na kalkulacke c&isla, pricom pouZivala iba cifry
od 2 do 9 (obr.). Zapisy niektorych ¢isel mali ti vlastnost, Ze ich obraz v osovej alebo
stredovej sumernosti bol opdt zdpisom nejakého cisla. Urcte pocet vsetkych nanajvys
trojcifernych cisel s uvedenymi vlastnostams. (Lenka Dedkova)
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Napad. Rozdelte vyhovujuce ¢isla do skupin podla typu uvaZzovanej simernosti.

Riesenie. Cisla vyhovujtice podmienkam zo zadania rozdelime do troch skupin podla
toho, ¢i uvazujeme simernost podla vodorovnej osi, stmernost podla zvislej osi alebo
sumernost stredovi.

1) Jediné cifry, ktoré st stimerné podla vodorovnej osi alebo ktorych obraz vzhla-
dom na takt stmernost je tiez cifrou, su cifry 3, 8, 2 a 5:

|

Uréime, kolko je vSetkych nanajvys trojcifernych ¢isel zostavenych len z tychto
cifier: Jednociferné ¢isla s 4. Dvojcifernych éisel je 4 - 4 = 16 (pred kazdu z cifier 2, 3,
5, 8 mozeme pripisat akiukolvek z tychto Styroch cifier). Trojcifernych ¢isel je 4-16 = 64
(pred kazdé dvojciferné ¢islo, ktorych sme napoditali 16, mozeme pripisat fubovolna
z uvazovanych Styroch cifier). Celkovy pocet ¢isel v tejto skupine je

4416 + 64 = 84.

2) Jediné cifry, ktoré st simerné podla zvislej osi alebo ktorych obraz vzhladom
na taku stmernost je tiez cifrou, su cifry 8, 2 a 5:
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Pocet vsetkych nanajvys trojcifernych ¢isel zostavenych len z tychto cifier ur¢ime
podobne ako v predchadzajicej Casti — najskor pocet jednocifernych cisel, potom dvoj-

cifernych a nakoniec trojcifernych:

3+3-3+3-3-3=3+9+27=239.

3) Jediné cifry, ktoré su stredovo stimerné alebo ktorych obraz vzhladom na taku

sumernost je tiez cifrou, su cifry 2, 5, 8, 6 a 9:

Celkovy pocet Cisel v tejto skupine uré¢ime rovnako ako vyssie:

5+5-5+5-5-5=5+25+125 = 155.

Vsetky ¢isla zo skupiny 2) st zahrnuté ako v skupine 1), tak v skupine 3). Okrem
tychto ¢isel nemaju tieto tri skupiny Ziadne dalSie spoloéné prvky. Celkovy pocet ¢isel
vyhovujtcich zadaniu teda dostaneme tak, Ze k poctu ¢isel zo skupiny 1) pric¢itame

pocet ¢isel skupiny 3) zmenseny o pocet ¢isel skupiny 2):

84 + 155 — 39 = 200.

Poznamky. Pre ilustraciu uvadzame mozné obrazy cisla 825, ktoré patria do vsetkych

diskutovanych skupin:
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Pokial by sme uvazovali simernosti vzhladom k vSeobecnym osiam, resp. stredom,
budu vysledné obrazy iba pootoc¢enim, resp. posunutim niektorych obrazov uvazovanych
vyssie. Na pocet ¢isel vyhovujacich zadaniu nema tento vseobecnejsi predpoklad ziadny
vplyv.

| L)
/ \/\ (L
v AL

3. Darcek je zabaleny do krabice, ktorej rozmery v cm su 40 x 30 x 6. Krabica je
previazand $pagdtom ako na obrdzku. Urcte, kolko majmenej cm $pagdtu je treba na
previazanie krabice, ak na uzol a masl staci 20 cm. (Marie Krejéova)

7=

Napad. Rozlozte krabicu do roviny.

RieSenie. Spagat vzdy obopina krabicu tak, aby mal ¢o najmensiu mozna dizku.
Preto po rozlozeni krabice do roviny tvoria stopy po $pagate casti priamok. Dalej si
uvedomme, Ze krabica je previazand jednym kusom Spagétu, a preto musi byt aspon
v jednom bode kriZenia Spagat pretoceny, aby zmenil smer.

1) Najskor predpokladajme, Ze vSetky body kriZenia st v stredoch boénych stien.
V takom pripade moze rozlozenéd krabica s vyznacenymi stopami po Spagate vyzerat
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Stopy v navzajom zhodnych stenach st navzajom zhodné, navyse stopy v jednot-
livych stenach pozostavaju z navzajom zhodnych tseciek. Preto si mozeme ich merania
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ulah¢it vhodnym premiestnenim ich ¢asti. Stcet diZok silno vyznacenych tseciek na
predchédzajicom obrazku je rovnaky ako na obrazku nasledujicom:
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Tento ttvar je zlozeny z 6smich zhodnych tseciek, ktorych sacet dizok je rovny
8- |AB|.

Usecka AB je preponou v pravouhlom trojuholniku s odvesnami dlzok 20+ 3 = 23 (cm)
a 15 4+ 3 = 18 (cm). Podla Pytagorovej vety plati

|AB| = /232 4+ 182 = v/853 = 29,2 (cm).
Na previazanie krabice tymto spésobom teda postaci Spagat s dizkou
8 - V853 + 20 = 253,6 (cm).

2) Teraz predpokladajme, ze body kriZzenia Spagatu nie st v stredoch boénych stien,
avsSak su nadalej rovnako daleko od hornej aj dolnej steny. V tomto pripade nie s stopy
po Spagate tak simerné ako vySsie, nadalej vSak plati, Ze tieto stopy v hornej a dolnej
stene st rovnaké (presnejsie povedané, v priemete kolmom na tieto steny stopy po
Spagate splyvaju). Po rozlozeni krabice do roviny a pripadnom preloZeni méze merany
utvar vyzerat napr. takto:
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Z uvedeného vyplyva, ze Stvoruholniky ABCD a AB'C’'D’ st osovo stmerné,
a preto su vyznacené uhly v blizkosti vrcholu A zhodné. Z rovnakého dévodu su
zhodné aj zodpovedajuce uhly v blizkosti kazdého dalSieho vrcholu. Z toho vyplyva,
ze Stvoruholniky ABCD a AB’'C’'D’ st rovnobezniky, ktorych strany st rovnobezné
s uhloprieckami obdlZnikov, ktoré predstavuji hornt a dolni stenu krabice.

Vyznaceny utvar teda pozostava z dvoch Stvoric navzajom zhodnych tseciek,
ktorych stucet dlzok je rovny

4-(|BA|+|AD|) =4 (|BA| + |AD'|) = 4 - |BD'|.

Usecka BD' je vsak zhodna s analogickou tseckou na obrazku v predchidzajiicom
pripade. Jej dlzka je teda taka ista a dlzka Spagatu potrebného na previazanie krabice
sa nezmeni.

3) Vo vseobecnom pripade neplati, ze stopy po $pagate v hornej a dolnej stene
su rovnaké. Nadalej vSak plati, Ze tieto stopy st rovnobezné s uhloprieckami hornej
a dolnej steny. Po rozlozeni krabice do roviny a pripadnom prelozeni mo6ze merany
utvar vyzerat nasledovne:
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V tomto pripade rovnobezniky ABC'D a AB’'C’D’ nie st zhodné. Vyznaceny utvar
pozostéva zo Styroch dvojic navzajom zhodnych useciek, ktorych sacet dizok je rovny

2. (|BA| + |AD| + |B'A| + |AD'|) =2 - (|BD'| + |DB’)).

Ako tsecka BD’, tak tsecka DB’ st vSak zhodné s analogickymi tise¢kami na obrazkoch
v predchadzajicich pripadoch. Ich dizky st teda také isté a dizka $pagatu potrebného
na previazanie krabice sa ani v tomto pripade nezmeni.

Pozndmka. Spagéat na obrazku v zadani tlohy je znazorneny priblizne ako v pripade 1).
Tento predpoklad vSak nie je v texte priamo uvedeny, preto by sa s nim pracovat nemalo.
RieSenie zaoberajice sa iba tymto pripadom hodnotte nanajvys stuptiom ,,dobre.

4. Peter, Martin a Juro triafali do zvldstneho terca, ktory mal iba tri policka s hodno-
tami 12, 18 a 30 bodov. Vsetci chlapci hddzali rovnakym poctom sipok, vsetky sipky
trafili do terca a wysledky kazZdych dvoch chlapcov sa lisili v jedinom hode. Petrov
priemerny bodovy vysledok bol o dva body lepsi ako Martinov a ten bol o jeden bod
lepsi ako priemer Jurov. Uréte, kolkymi Sipkami hddzal kaZdy z chlapcov.

(Erika Novotna)



Napad. Urcte, ako sa lisili celkové bodové vysledky niektorych dvoch chlapcov.

Riesenie. Najlepsi vysledok mal Peter, stredny Martin a najhorsi Juro. Vysledky
kazdych dvoch chlapcov sa lisili v jedinom hode, preto musel Peter v tomto hode trafit
polic¢ko s hodnotou 30, Martin policko s hodnotou 18 a Juro 12. Odtial vidime, Ze Petrov

.....

.....

Stcasne zo zadania vieme, ze Petrov priemerny vysledok bol o 2 body lepsi ako
Martinov a ten bol o 1 bod lepsi ako priemer Jurov. Z toho vyplyva, ze kazdy z chlapcov
hadzal 6-krat (12:6 =2, resp. 6: 6 = 1).

Pozndamka. Hladany pocet hodov oznacéime n a celkovy bodovy vysledok Jura, Martina
a Petra oznacime postupne J, M a P. Pri tomto oznaceni mozno predchadzajice
rieSenie zapisat nasledovne:

P=M-+12, resp. M =J+ 6,

P M M J

—=—+42, resp. —=—+1

n n n n

7 toho vyplyva, ze 12 :n =2, resp. 6 : n =1, a teda n = 6.

5. Jaro si kipil nové nohavice, ale boli prilis dihé. Ich dizka bola vzhladom k Jarovej
vyske v pomere 5 : 8. Mamicka mu nohavice skrdtila o 4 cm, ¢im sa povodny pomer
zmensil o 4 %. Urcte, aky vysoky je Jaro. (Libuse Hozova)

Napad. Uréte pomer dizky skratenych nohavic vzhladom k Jarovej vyske.

Riesenie. Povodny pomer dlzky nohavic a vysky Jara sa po skrateni nohavic zmensil

7z 5:8 na
5 4 5 96 5_12 3

8 100 8 100 8 20 5
Vysku Jara a dlzku nohavic (v cm) ozna¢ime postupne j a n. Podla zadania teda plati

?zg a ”j4:§. (1)
Z kazdej rovnice mozeme vyjadrit neznamu n:
S . 3.
n:§j a n:g]—|—4.
Z toho zostavime novt rovnicu s nezndmou j, ktord doriesime:
Si=2i+4,
257 = 247 + 160,
J = 160.

Jaro je vysoky 160 cm.

Pozndamka. Rovnice v (1) tvoria sustavu dvoch rovnic o dvoch neznamych, ktora je

ekvivalentné so sustavou
8n — 55 =0,

5n — 3j = 20.



6. Nezndme cislo je delitelné prdve tromi roznymi prvocislami. Ked tieto prvocisla
zoradime vzostupne, plati nasledujice:

e Rozdiel druhého a prvého prvocisla je polovicou rozdielu tretieho a druhého prvo-
cisla.

o Sucin rozdielu druhého a prvého prvocisla s rozdielom tretieho a druhého prvocisla
je ndasobkom 17.

Urcte nagmensie cislo, ktoré ma vsetky vyssie uvedené vlastnosti. (Karel Pazourek)
Napad. Vyjadrite su¢in z druhej podmienky pomocou dvoch najmensich prvocisel.

Riesenie. Uvedené prvocisla oznacime vzostupne a, b, c. Zo zadania vieme, ze b — a =

= 1(c—b), ¢ize

c—b=2(b—a), (1)

a ze ¢islo (b — a)(c — b) je nasobkom 17. Z toho vyplyva, Ze ¢islo
2(b — a)? (2)

je nasobkom 17. KedZe 17 nie je ndsobkom 2, je tato podmienka splnend prave vtedy,
ked rozdiel b — a je nédsobkom 17.

Aby nezname ¢islo bolo najmensie mozné, musia byt aj prvodisla a, b, ¢ najmensie
mozné. Najmensie prvocislo je 2. Ak by bolo a = 2, tak najmensie prvocislo b, pre ktoré
je rozdiel b — a nasobkom 17, by bolo b = 19. Cislo ¢ je potom jednozna¢ne urcené
rovnostou (1):

c=2-17+19 =53,

a to je tiez prvocislo. Teda najmensSie ¢islo s vysSie uvedenymi vlastnostami je

2-19-53 =2014.
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