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64. ro¢nik Matematickej olympiady
2014/2015 Riesenia uloh Skolského kola kategorie B

1. Predpokladajme, Ze prirodzené ¢islo a md 15 kladnych delitelov. Kolko ich moze mat
prirodzené ¢islo b, ak najmensi spolocny nasobok ¢isel a a b ma 20 kladnych delitelov?
(Jaromir Sims3a)

Riesenie. V doméacom kole sme ukazali, ze prirodzené c¢islo, ktorého rozklad na

stc¢in prvocisel je pi'ps®...pF, pricom pi,pa,...,pr si navzajom rozne prvocisla
aai,as,...,a, prirodzené ¢isla, ma prave (a1 +1)(az+1) ... (ax+1) kladnych delitelov.

.....

a to 15 = 3 - 5. Kedze ¢islo a ma 15 delitelov, je jeho rozklad na saéin prvocisel tvaru
pi* alebo  p3ps,

priom p1, po # ps3 su prvodisla. Vsetky rozklady ¢isla 20 na sacéin niekolkych priro-

.....

nasobok n oboch ¢isel a a b ma 20 delitelov, je jeho rozklad na sucin prvodéisel tvaru

a1’y @43, diqs mnebo ¢eqrqs,

prifom q1, g2 # 3, 44 # 45, 46 # 47 # qs F g6 S0 prvocisla.
Cislo a je vsak zaroven delitelom &isla n. To nastane iba v nasledujtcich pripadoch:
a) p1 = qi, teda a = pi* a n = pl®. Vyhovuje iba b = pi% a ¢islo b m4 tak prave
20 kladnych delitelov.
b) po = q4 a p3 = g5, teda a = p3pi a n = p3pi, cize b = pipg, prifom a €
€ {0,1,2,3,4}. Cislo b ma v tomto pripade 4(1 + «) delitelov, ¢o st vietky cisla
z mnoziny {4,8,12,16,20}.
Zdver. Cislo b moze mat 4, 8, 12, 16 alebo 20 delitelov.
Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Z toho za vypis vSetkych moznosti prvociselného rozkladu ¢isel a a n
dajte po 1 bode, za najdenie vSetkych moznosti, kedy a | n, dajte 1 bod, za najdenie vSetkych moznych
tvarov ¢isla b dajte v pripadoch a) a b) po 1 bode a napokon 1 bod dajte za urcenie vSetkych moznych

poctov delitelov ¢isla b. RieSenie, v ktorom je jeden z pripadov a) alebo b) zabudnuty, ocenite nanajvys
2 bodmi.

2. Oznacme P priesecnik uhlopriecok konvexného stvoruholnika ABCD. Vypocitajte
jeho obsah, ak obsahy trojuholnikov ABC, BCD a DAP si postupne 8 cm?, 9cm?,
10 cm?. (Pavel Novotny)

Riesenie. Ozna¢me Sxyz obsah trojuholnika XY Z vyjadreny v cm? a dalej ozna¢me
S = Sipp. Podla zadania plati Sapp = 10, S + Spcp = 8, Spcp + Scpp = 9.
Z druhej rovnosti vyplyva Spocp = 8 — 5, dosadenim do tretej rovnosti potom vyjde
SC’DP =1+ S (ObI‘. 1).

D




Trojuholniky ABP a AD P maja zhodnu vysku z vrcholu A. Pre pomer ich obsahov
preto plati S : Sapp = |BP| : |DP|. Podobne pre trojuholniky BC' P a C'D P dostaneme
Spep : Scpp = |BP| : |DP|. Z toho uz vyplyva S : Sapp = Spcp : Scpp, ¢o
vzhladom na odvodené vztahy znamené

S 8-S5
10 1+8°
Po uprave tak dostaneme pre S kvadratickt rovnicu
5% +118 — 80 = (S +16)(S — 5) = 0,
ktord mé dva korene —16 a 5. Kedze obsah S trojuholnika ABP je nezaporné ¢islo,
vyhovuje iba S = 5. Odtial uz lahko dopocéitame z vyssie uvedenych vztahov Spop = 3
a Scpp = 6. Obsah celého stvoruholnika ABCD vyjadreny v cm? teda je

S+ Specp + Scpp + Sapp =5+3+6+ 10 = 24.
Zdver. Obsah $tvoruholnika ABCD je 24 cm?.

Iné rieSenie. Dizky useciek PA, PB, PC, PD (vyjadrené v cm) oznaé¢ime postupne
a, b, ¢, d. Podla zndmeho vzorca S = %uv sinw pre obsah trojuholnika, ktorého strany
dlzok u a v zvieraju uhol velkosti w, vyjadrime podmienky tlohy rovnostami

1 1 1 1 1
8 = §ab sin o+ ibcsin(ﬂ —p), 9= ibcsin(ﬂ — g0)+§cdsin v, 10= Eda sin(7m — ),
prifom ¢ = |{APB|. Pre jednoduchsi zépis polozime k = $sinp = sin(r — ¢).
Dostaneme tak ststavu rovnic

8 = kab+ kbc, 9 = kbc+ ked, 10 = kda, (1)

z ktorej budeme hladat obsah S $tvoruholnika ABCD, ktory bude v cm? vyjadreny
vzorcom

S = kab + kbc + ked + kda. (2)
Najskor vhodnou kombinaciou druhej a tretej rovnice (1) vyla¢ime d:
9a — 10c = kabc. (3)

Kombindciou tejto rovnice s prvou rovnicou (1), ktorej pravi stranu upravime na sicin
kb(a + ¢), vylacime b:
(9a — 10¢)(a + ¢) — 8ac = 0.

Vdaka identite
(9a — 10¢)(a + ¢) — 8ac = 9a® — 9ac — 10¢? = (3a — 5¢)(3a + 2¢)

tak vidime, 7Ze pre (kladné) ¢isla a, ¢ plati 3a = 5¢ ¢ize 9a = 15¢, a preto rovnost (3)
mozno prepisat ako 5¢ = kabe, odkial kab = 5. Z rovnosti (1) potom vyplyva kbc = 3
a ked = 6, ¢o vSetko po dosadeni do (2) spolu s hodnotou kda = 10 vedie k vysledku
S =24.

Za uplné rieSenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za vyjadrenie obsahu pomocou jedného z troch trojuhol-
nikov ABP, BCP ¢i CDP, 2 body za zdévodnenie iimery medzi obsahmi $tyroch trojuholnikov, 1 bod
za zostavenie zodpovedajuce rovnice a 1 bod za jej vyrieSenie. Ak riesitel spravne vypodita obsah iba

pre Specialne zvoleny vyhovujuci Stvoruholnik ABCD (napriklad s navzdjom kolmymi uhloprie¢kami),
dajte nanajvys 2 body.



3. Dokadzte, Ze pre lubovolné kladné redlne ¢isla a, b, ¢ plati

ab be ca
+ + <3
a?—ab+b> b2 —bc+c? 2 —ca+a?
Urcte, kedy nastdva rovnost. (Jaromir Simsa)

RieSenie. Najskor dokdzeme pre Tubovolné a,b > 0 jednoduchsiu nerovnost
ab
Eoa R = M
Menovatel zlomku na lavej strane je zrejme kladny, pretoze
a® —ab+b* = (a — 3b)* + 36* > 0.
Ak nim teda vynéasobime obe strany tejto nerovnosti, dostaneme ekvivalentnii nerovnost
ab < a? — ab + b2,
ktora je ekvivalentnd so zrejmou nerovnostou 0 < (a — b)?. Preto plati aj nerovnost (1)
a rovnost v nej nastane prave vtedy, ked a = b.

Zamenou premennych (a,b) v nerovnosti (1) premennymi (b, c), (¢,a) dostaneme
postupne nerovnosti

be
<
b2 — bc + c? =1 (2)

ca
— <1 3
2—ca+a? ="’ (3)
v ktorych nastane rovnost prave vtedy, ked postupne plati b = c a ¢ = a.
Séitanim nerovnosti (1), (2) a (3) potom dostaneme dokazovant nerovnost

ab be ca
+ + <3
a?—ab+b2  b2—bc+c?2  2—ca+a?
Rovnost v nej nastane prave vtedy, ked nastane rovnost vo vSetkych troch pouzitych
nerovnostiach, t.j. prave vtedy, ked a = b = c.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za konstatovanie, Ze stac¢i dokézat nerovnost (1), dajte 2 body, za jej
uplny dokaz ¢i odkaz na siestu tlohu doméaceho kola dajte dalsie dva body. Ak student zabudne uviest,
ze menovatel zlomku na lavej strane je kladny, strhnite 1 bod.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 14. februara.
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