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64. ro¢nik Matematickej olympiady
2014/2015 Riesenia tloh doméceho kola kategorie Z7

1. Lubos, Martin a ich kamardtka Erika Setria na hracku. Lubos a Martin prispeli
do spolocnej pokladnicky rovnakym mnozZstvom eur, Erika prispela inou sumou. Keby
Erika prispela len tretinou z toho, ¢o do pokladnicky dodala, celkom by mali polovicu
zo sumy, ktord je v pokladnicke teraz. Kolkokrdt viac eur do pokladnicky dodala Erika
ako Lubos? (Eva Patdakova)

Napad. Aku cast celkovej sumy tvoria dve tretiny Erikinho prispevku?

RiesSenie. Zo zadania vyplyva, Ze stucet prispevkov LuboSa a Martina a tretiny pris-
pevku Eriky tvoria polovicu celkovej sumy. To znamend, ze dve tretiny Erikinho pris-
pevku tvoria druhti polovicu celkovej sumy. Preto jedna tretina Erikinho prispevku je
rovna polovici z polovice — teda Stvrtine — celkovej sumy. Erika teda prispela tromi
Stvrtinami a Martin spolu s Lubosom Stvrtinou celkovej sumy. KedZze Martin a Lubos
prispeli rovnako, kazdy z nich dodal polovicu zo Stvrtiny — teda osminu — celkovej sumy.

Erika dodala tri $tvrtiny a Lubo$ jednu osminu celkovej sumy. Kedze tri Stvrtiny
si to isté ako Sest osmin, vidime, Ze Erika dodala do spolo¢nej pokladnicky Sestkrat
viac eur ako Lubos.

Poznamky. Prispevok LuboSa, Martina a Eriky oznac¢ime postupne [, m a e, celkovi
sumu ozna¢ime ¢ = [+m+e. Pri tomto oznac¢eni mozno predchédzajtce rieSenie zapisaft
nasledujicim spésobom:
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Pomocné grafické znazornenie je na nasledujicom obrazku.
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2. Lenka sa bavila tym, Ze vytukdvala na kalkulacke éisla. PouZivala iba cifry od 2 do 9
(0br.) a coskoro si vsimla, Ze niektoré zapisy boli osovo sumerné. Urcte pocet vsetkijch
nanajvys trojciferniych cisel s uvedenymi vlastnostams. (Lenka Dedkova)

Napad. Urcte osobitne pocet ¢isel simernych podla vodorovnej, resp. podla zvislej osi.

RiesSenie. Jediné cifry od 2 po 9, ktoré st siimerné podla vodorovnej osi, su cifry 3 a 8.
Vsetky nanajvys trojciferné cisla zlozené len z tychto cifier tak zodpovedaju zadaniu.
Takych cisel je celkom 14:

e 3 8,

e 33, 88, 38, 83

e 333, 888, 338, 383, 388, 833, 838, 883.
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Podla zvislej osi je simerné jedine cifra 8. Navyse st podla zvislej osi navzajom
sumerné cifry 2 a 5. Z tychto troch cifier mozno zostavit 7 nanajvys trojcifernych ¢isel
vyhovujacich zadaniu:

® 8,
e 88, 25, 52,
e 888, 285, 582.
Cisla 8, 88 a 888 st stimerné ako podla zvislej, tak aj podla vodorovné osi, do

celkového poctu ¢isel vyhovujicich zadaniu ich teda pocitame iba raz: Pocet nanajvys
trojcifernych osovo simernych c¢isel je

1447—-3=18.



3. Podla projektu bude dno bazénu pokryté kamienkami troch farieb tak, ako ukazuje
obrdzok (dno je navyse rozdelené na 25 zhodnijch pomocnych Stvorcov). Cena kamienkov
na jednotku plochy sa pri jednotlivych farbdach lisi. Projektant pocital cenu kamienkov
pouzitych na takto pokryté dno a na jeho prekvapenie sa za kaZdy druh kamienkov
utrati rovnakd suma. Dalej spocital, Ze keby celi plochu pokryl tymi najlacnejsimi
kamienkamsi, boli by naklady 1 700€. Zistite, ake by boli ndklady, keby celé dno nechal
pokryt tymi najdrahsimi kamienkami. (Libor Simiinek)

S~

Napad. Vyjadrite obsahy jednotlivych jednofarebnych pléch.

RieSenie. Obsah kazdého jednofarebného ttvaru mozno spocitat pomocou séitania
a odc¢itania obsahov vhodnych pravouholnikov a pravouhlych trojuholnikov.

S~

Pre ilustraciu uvadzame vypocet obsahu svetlosivého trojuholnika, jednotkou je
obsah pomocného stvorca:

1-4 2.3 3-1
— — — =12-2-3-15=5,5.
2 2 2 ’ ’

Obsahy jednotlivych jednofarebnych ploch si:
e biela: 5+ 3,5 = 8,5,
e svetlosiva: 5,5 4+ 5 = 10,5,
e tmavosiva: 3+ 3 = 6.

3-4

Celkova cena kamienkov pouzitych na kazdej z tychto troch ploch bola podla
zadania rovnaka, najlacnejsi material je teda svetlosivy a najdrahsi tmavosivy.

Pokrytie celej plochy, t.j. vSetkych 25 pomocnych stvorcov, kamienkami najlacnej-
sej svetlosivej farby by stalo 1700 €. Jeden stvorec by potom stéal

1700 : 25 = 68 (€).
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Plocha, ktora bola naozaj pokryta svetlosivo, teda stala
10,5 - 68 = 714 (€).

Podla zadania na rovnakt sumu vysiel aj material na pokrytie 6 Stvorcov kamien-
kami najdrahsej tmavosivej farby. Jeden taky stvorec vyjde na

714 : 6 = 119 (€).
Keby bolo tymito kamienkami pokryté celé dno bazénu, naklad na material by bol

25119 = 2975 (€).

Poznamka. Zaverecné pocitanie v uvedenom rieSeni je mozné skratit nasledovne:

Podla zadania moZno za rovnaku sumu pokryt 6 tmavosivych a 10,5 svetlosivych
Stvorcov, t.j. 1,75-krat viac svetlosivych Stvorcov ako tmavosivych (10,5 : 6 = 1,75).
Tmavosivy material je teda 1,75-krat drahsi ako svetlosivy. Pokrytie celého dna tma-
vosivou farbou by preto stélo

1,75 - 1700 = 2975 (€).

4. Body N, O, P a Q stu vzhladom na trojuholnik K LM zadané nasledujicim sposobom.:

e body N a O su postupne stredy strain KM a KL,
e vrchol M je stredom usecky NP,
e bod () je priesecnikom priamok LM a OP.

Urcte, aky je pomer dlzok useciek MQ a ML. (Libuse Hozova)
Napad. Pripomente si definiciu a vlastnosti strednych priec¢ok v trojuholniku.

Riesenie. Najskor podla zadania uréime polohu bodov N, O, P a ) vzhladom na
vSeobecny trojuholnik K LM, pozri obrazok.

P




Body N a O su stredmi tseciek KM a K L. Preto je isecka NO strednou prieckou
v trojuholniku K'LM rovnobeZnou so stranou M L. Plati teda |M L| = 2|NO|.

Bod M je stredom usecky NP a tsecka M@ je rovnobezna s NO. Preto je
usecka M@ strednou prieckou v trojuholniku N PO a plati [NO| = 2|M Q).

Spolu zistujeme, Ze plati

IML| = 2|NO| = 4]MQ),
¢ize pomer dlzok tseciek MQ a ML je rovny

|MQ|:|ML|=1:4.

5. Na starom hrade byva drak a vizni tam princezni. Jano iSiel princezni oslobodit,
na hrade objavil troje dvier s nasledujicimi ndpisma.
I: Jaskyna za dverams: III je prdazdna.“

II: ,Princezna je v priestore za dveramsi I.“

III: ,Pozor! Drak je v jaskyni za dverami II.
Dobra vila Janovi prezradila, Ze na dverdch, za ktorymi je princeznd, je napis pravdivy,
pri drakovi je nepravdivy a na dverdch prdzdnej jaskyne moze byt napisand pravda aj
loZ. Jano md na oslobodenie princeznej iba jeden pokus. Ktoré dvere md otvorit?

(Marta Volfova)

Napad. Vzite sa do Janovej situacie a rozhodnite, za ktorymi dverami princezné byt
nemoze.

Riesenie. Podla informaécii od dobrej vily vieme, Ze napis na dverach, za ktorymi je
princezné, je pravdivy. Preto princeznd nemoze byt za dverami II, a je teda bud za
dverami I, alebo III.

Keby princeznéa bola za dverami I, bola by pravda, ze jaskyna za dverami III je
prazdna. V takom pripade by drak musel byt za dverami IT a na tychto dverach by tak
mal byt nepravdivy napis. Napis ale tvrdi, Ze princezné je za dverami I, ¢o by vSak bola
pravda. Preto princezna nemoze byt ani za dverami I.

Princezna je teda ukryta v priestore za dverami III. Podla napisu na tychto dverach
vieme, ze drak je za dverami II a zodpovedajici napis je naozaj nepravdivy. Jaskyna
za dverami I je prdzdna a népis na onych dverach preto moze byt akykolvek.

Ak to Jano s princeznou mysli naozaj vazne, mal by otvorit dvere III.

Poznamka. Ked nevieme, ako zacat, vidy je mozné vypisat vSetky moznosti rozmiest-
neni draka a princeznej do jednotlivych jaskyn (celkom 6 moznosti) a v kazdom z tychto
pripadov skontrolovat, ¢i napisy na dverach sthlasia s radou od dobrej vily. Ako jediny
bezosporny pripad vyjde ten, ktory sme prave odvodili.

6. Matej md dve karticky, na kazdi z nich napisal jedno dvojciferné cislo. Ak zaradi
mendsie ¢islo za vicsie, dostane Stvorciferné cislo, ktoré je delitelné styrmi a deviatims.
Ak zaradi naopak vicsie ¢islo za mensie, dostane Stvorciferné éislo, ktoré je delitelné
piatimi a Siestimi. Kolko dvojic karticiek mohol Matej vyrobit tak, aby platili vyssie
uvedené podmienky? Urcte vsetky moznosti. (Michaela Petrova)
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Napad. Co mozno povedaf o delitelnosti ¢isel napisanych na jednotlivych kartickach?

.....

e Cislo ABcd je delitelné styrmi, takze posledné dvojéislie cd je delitelné Styrmi.

e Cislo ABcd je delitelné deviatimi, ¢o znamena, ze ciferny stcet A + B + ¢ + d je
delitelny deviatimi.

7 druhej podmienky vieme, ze:

o Cislo cdAB je delitelné piatimi, takze cifra B je 0 alebo 5.

o Cislo cdAB je delitelné Siestimi, takze je sti¢asne delitelné troma a dvoma. Aby bolo
delitelné dvoma, musi byt cifra B péarna, ¢o spolu s predchadzajiucim désledkom
znamend, ze B = 0. (Aby bolo cdAB delitelné troma, musi byt ciferny stacet ¢ +
+ d 4+ A + B delitelny troma. Z prvej podmienky vSak vieme, Ze je tento sucet
delitelny deviatimi, ¢o je silnejsia poziadavka.)

Spolu tak dostévame, ze vicsie ¢islo AB je delitelné desiatimi, mensie ¢islo cd je
delitelné Styrmi a ciferny stucet A+ B+ c+d = A+ ¢+ d je delitelny deviatimi.

Predtym, ako za¢neme preverovat vSetky moznosti vyhovujice uvedenym podmien-
kam, si mozeme v§imnif nasledujice: Najvicsie dvojciferné éislo AB delitelné desiatimi
je 90. Najvicsie dvojciferné éislo cd delitelné $tyrmi a mensie ako maximalne mozné
AB je 88. Pre lubovolné cd plati, ze nenulova cifra A taka, ze sucet A+ c+d je delitelny
deviatimi, je uréené jednoznacne. NavySe tento sticet moze byt nanajvys 948+ 8 = 25,
takze aby bol delitelny deviatimi, musi byt bud 9, alebo 18.

Budeme teda postupne vypisovat vSetky dvojciferné nasobky Styroch, ktoré st
mensie ako 90, a dosadzovat ich za cd; pre kazdé z tychto Eisel uréime ¢slo AB = A0
tak, aby stucet A + ¢ + d bol 9 alebo 18; skontrolujeme, ¢ je &islo cd mensie ako AB:

cd 12116 (20(24|28(32|36|40|44|48|52|56|60|64|68|72|76|80|84|88
B 160({20(70({30{80{40{90|50|{10{60]|20|70|30|80|40(90 (501060 |20

cd<ABla|al|la|a|a|a|la|la|n|a|ln|la|n|a|ln|a|n|n|n|n

Matej mohol vyrobif nanajvys 12 roznych dvojic karticiek.
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