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1. Ak zvicésime citatel aj menovatel istého zlomku o 1, dostaneme zlomok o hod-
notu 1/20 vicsi. Ak urobime s vicsim zlomkom rovnaki operdciu, dostaneme zlomok
o hodnotu 1/12 vicsi, ako bola hodnota zlomku na zaciatku. Urcte vsetky tri zlomky.

(Jaromir Simsa)

Riesenie. Oznacme a/b péovodny zlomok. Podla zadania platia rovnosti
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ktoré st ekvivalentné so vzfahmi
20b(a+1) —20a(b+1) =b(b+1) a 12b(a+2)—12a(b+2) = b(b+ 2).

Tie upravime na tvar 196 — 20a = b? a 22b — 24a = b?. Po odé&itani oboch vztahov
zistime, Ze 4a = 3b, ¢o po dosadeni do druhej rovnosti da 22b — 18b = b2, ¢ize b? = 4b.

Vzhladom na podmienku b # 0 odtial vyplyva b =4 a a = 3.
Hladané zlomky st teda 2, 2 a 3.

Iné riesenie. Oznac¢me a/b povodny zlomok. Zo vztahov
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mozno odhadnuf, Ze rieSenim by mohlo byt b = 4. Potom

4(a+1)—5a 1 4(a+2)—6a 1
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¢ize a = 3. Musime sa vSak eSte presvedcit, ze tiloha iné rieSenie nemd. Podmienky
ulohy vedu ku vztahom

b—a 1 2b—a) 2

bb+1) 45 © bb+2) 4-6
Z podielu ich Tavych a pravych stran potom vyplyva

b+2 6
b+1 5
¢omu vyhovuje jedine b = 4.
Pozndamka. V uplnom rieseni nesmie chybat vylucenie moznosti b # 4. Napriklad
z podobnych rovnosti 1/20 = 30/24 - 25 a 1/12 = 52/24 - 26 by sme mohli hadat, ze
b = 24, ¢o riesenim nie je.

Za uplné a spravne zdévodnené riesenie dajte 6 bodov, z toho najviac 3 body za zostavenie a vhodna
upravu rovnic (typicky na dve rovnice o dvoch nezndmych s odstranenymi zlomkami). Ak riesitel objavi
ako rieSenie zlomok 3/4, avSak nezdovodni, preco iné rieSenie neexistuje, dajte iba 1 bod, pripadne
2 body, ak sa riesitel o nejaké algebraické zddévodnenie pokusi.



2. Kruznice k(S;6cm) a I[(O;4cm) maji vnaitorny dotyk v bode B. Urcte dizky strdn
trojuholnika ABC', pricom bod A je priesecnik priamky OB s kruznicou k a bod C je
priesecnik kruznice k s dotycnicou z bodu A ku kruznici l. (Pavel Leischner)

RiesSenie. Bod dotyku kruznice [ s dotyénicou z bodu A ozna¢me D (obr.1). Z vlast-
nosti dotycnice ku kruznici vyplyva, ze uhol ADO je pravy. Zaroven je pravy aj uhol

Obr. 1

ACB (Télesova veta). Trojuholniky ABC a AOD st tak podobné podla vety uu, lebo sa
zhodujt v uhloch ACB, ADO a v spolo¢nom uhle pri vrchole A. Z uvedenej podobnosti

vyplyva
|BC|  |AB|

|OD| — |AO]|

Zo zadanych ¢iselnych hodnot vychadza |OD| = |OB| = 4cm, |OS| = |SB| —
— |OB| = 2cm, |OA] = |OS| + |SA| = 8cm a |AB| = 12cm. Podla (1) je teda
|IBC| : 4cm = 12 : 8 a odtial |BC| = 6 cm. Z Pytagorovej vety pre trojuholnik ABC
nakoniec zistime, Ze |AC| = v/122 — 62 cm = 6+/3 cm.
Za uplné a spravne zdévodnené rieSenie dajte 6 bodov. Z toho 2 body za obrazok a zdévodnenie pravych

uhlov, 2 body za zdévodnenie podobnosti trojuholnikov a zostavenie potrebnej rovnice, 2 body za
dopoditanie dizok stran BC a AC.

(1)

3. Najdite vsetky dvojice nezapornych celych cisel a, b, pre ktoré plati
a>+b+2=a+b%

(Jan Mazak)

RieSenie. Rovnicu prepiSeme na tvar 2 = (b*> —a?) — (b—a), z ktorého po vyuziti vztahu

pre rozdiel tvorcov a naslednom vynati vyrazu b — a dostaneme 2 = (b—a)(a+b—1).

Kedze 2 je prvocislo, mame pre uvedeny suc¢in nasledujice $tyri moznosti:
a)b—a=1laa+b—1=2 potoma=1ab=2.
b)b—a=2aa+b—1=1,potoma=0ab=2.
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c)b—a=—-1aa+b—1= —2. Druht rovnicu mozno prepisat na tvar a +b = —1,
z ktorého vidime, Ze rovnost nenastane pre ziadnu dvojicu nezdpornych celych ¢isel.

d)b—a=-2aa+b—1= —1. Druhd rovnicu mozno prepisat na tvar a + b = 0,
z ktorého vidime, ze vyhovuje jedina dvojica nezapornych celych ¢isel a = b = 0, ktora
vSak nevyhovuje prvej rovnici.

Zdver. Uloha mé dve riesenia: Buda=1ab=2,aleboa=0ab=2.

Pozndmka. Namiesto rozboru Styroch moznosti mozeme zacat tivahou, ze nulové
¢isla a, b nie su rieSenim ulohy, takZze a + b — 1 = 0, a teda aj b — a = 0. Stadi teda
uvazovat iba moZnosti a) a b).

Iné rieSenie. Rovnicu upravime na tvar 2 = (b — b) — (a® — a), resp. na tvar
2 =b(b—1)—a(a—1). Z nasledujicej tabulky a tvaru ¢isel 2 — 2z = x(z — 1) je zrejmé,
ze rozdiely medzi susednymi hodnotami vyrazov z(x — 1) rastt s rasttcim x (lahko sa
o tom presved¢ime vypoctom: (z + 1)z — z(z — 1) = 2x).

x 0 1 2 3 4 5)
z(x—1)| 0 0 2 6 | 12 | 20

MoézZe teda platit iba b> —b =2 a a® —a = 0. Odtial a € {0,1} a b = 2. Riesenim tlohy
su teda dve dvojice nezdpornych celych ¢isel: a =0, b=2aa=1,b=2.
Za Uplné a spravne zdévodnené riesenie dajte 6 bodov, z toho jeden bod za vhodnu tUpravu rovnice.

V pripade prvého rieSenia strhnite po jednom bode pri vynechani niektorej zo situécii a), b) a 1 bod,
ak rieSitel nevyla¢i moznosti c), d).

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.



