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54.ro¢nik MO Zadania tloh domaceho kola kategorie A

(Termin odovzdania: v piatok 26. novembra 2004.)

1. Neprazdnu podmnozinu prirodzenych ¢isel nazveme malou, ked méa menej prvkov,
ako je jej najmensi prvok. Urcte pocet vsSetkych tych malych mnozin M, ktoré sa
podmnozinami mnoziny {1,2,3,...,100} a maji nasledovni vlastnost: ak do M patria
dve rozne ¢isla z a y, potom do M patri aj ¢islo |x — y]. (J. Foldes)

2. Nech M je Tubovolny vnutorny bod kratsieho oblika C'D kruZnice opisanej Stvorcu
ABCD. Oznacme P, R priese¢niky priamky AM postupne s useckami BD, CD a po-
dobne ), S priesecniky priamky BM s useckami AC', DC. Dokéazte, ze priamky PS
a QR st navzijom kolmé. (J. Svréek)

3. Nech k je Tubovolné prirodzené ¢islo. Uvazujme dvojice (a,b) celych éisel, pre ktoré
maja kvadratické rovnice

z? = 2ax +b=0, y? +2ay+b=0

realne korene (nie nutne rozne), ktoré mozno oznacit 1 o resp. y1.2 v takom poradi, ze
plati rovnost x1y1 — x2ys = 4k.
a) Pre dané k urc¢te najvic¢siu moznu hodnotu b zo vSetkych takych dvojic (a,b).
b) Pre k = 2004 urc¢te pocet vSetkych takych dvojic (a,b).
c) Pre dané k vypocitajte sucet ¢isel b zo vSetkych takych dvojic (a,b), pri¢om
kazdé ¢islo b sa pripoéita tolkokrat, v kolkych dvojiciach (a,b) vystupuje.
(E. Kovac)

4. Dané aritmetické postupnosti (x;)52; a (y;);2; maji rovnaky prvy ¢len a nasledovnt
vlastnost: existuje index k (k > 1), pre ktory platia rovnosti

xi - yl% = 93, 55%4 - yifl =18, xiﬂ - yiﬂ = 27.
Najdite vsetky také indexy k. (V. Balint)

5. V lichobezniku ABCD, kde AB || CD, plati |AB| = 2|CD|. Ozna¢me E stred
ramena BC. Dokazte, ze rovnost |AB| = |BC| plati prave vtedy, ked Stvoruholnik
AECD je doty¢nicovy. (R. Horensky)

6. Najdite vsetky funkcie f : (0, 4+00) — (0, 4+00), ktoré spliiuji zaroven tri nasledovné
podmienky:
a) Pre lubovolné nezéporné ¢isla z, y také, ze x + y > 0, plati rovnost

Fefw) i) =17

b) f(1) =0;
c) f(z) > 0 pre lubovolné x > 1. (P. Calabek)



