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MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH
65. rocnik, skolsky rok 2015/2016

Domace kolo

Kategérie A, B, C — zadania dloh
M0

Slovenské komisia Matematickej olympiddy véas pozyva zicastnit sa 65. roénika Matematickej
olympiady — sutaze pre Ziakov strednych $kol v nasej republike.

Mili ziaci strednych skol,

Kategoria A je urcend ziakom maturitnych a predmaturitnych ro¢nikov.

Kategéria B ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 2 roky.

Kategoria C ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 3 roky.

Pre ziakov prvych, pripravnych ro¢nikov bilingvalnych gymnéazii (s pétroénym studiom) je
urcena kategéria Z9.

Organizacia sutaze v kategériach A, B, C:

V domacom kole na vas ¢akd 6 tloh, ktoré najdete v tomto letaku. Ich rieSenia (nie nutne
vSetkych tloh) odovzdajte svojmu uéitelovi matematiky do 30. novembra 2015 (kategdria A)
a do 11. januara 2016 (kategérie B a C). Ten ich opravi, ohodnoti podla stupnice 1 — vy-
borne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Potom ich s vami rozoberie, vysvetli vam pripadné nedostatky
a oboznami vas so spravnym rieSenim. Ak budd vase rieSenia aspon styroch tloh ohodnotené
ako vyborné alebo dobré, budete pozvani do Skolského kola. Tam budete v stanovenom case
samostatne riesit dalsie tri tlohy. Opravené riesenia skolského aj domaceho kola tspesnych rie-
sitelov Skolského kola potom vas ucitel matematiky posle na prislusni krajska komisiu MO. T4
na zaklade vysledkov pozve najlepsich tcastnikov skolského kola do krajského kola, v ktorom
budi v priebehu $tyroch hodin samostatne riesit Styri tlohy. O poradi v krajskych kolach roz-
hoduje stcet bodov ziskanych za jednotlivé tlohy. Napriklad ak prave 5 ziakov dosiahne viac
bodov ako ziak X a préave traja ziaci (vratane X) dosiahnu rovnako vela bodov ako X, tak
ziakovi X patri v poradi 6.—8. miesto, pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom
ur¢ujeme umiestnenie vSetkych ziakov. Ziadne iné kritéria nie st pripustné.

V kategérii A budu este najlepsi riesitelia krajského kola z celej republiky stutazif v celoStat-
nom kole, kde budu dva dni (po 4,5 hodinach) riesit dve trojice tloh. Z tspesnych riesitelov
celostatneho kola sa (na vyberovom sustredeni) vybera druzstvo Slovenskej republiky na Me-
dzindrodnti matematicki olympidadu (ktorda bude v juli 2016 v Hongkongu), na medzistatne
stretnutie s Ceskou republikou a Polskom (bude v jini 2016 v CR) a na Stredoeurépsku mate-
maticka olympiddu (bude v auguste 2016 v Rakusku).

Pre najlepsich riesitefov MO kategérie C sa v maji 2016 uskutocéni Cesko-polsko-slovenské
stretnutie juniorov. Vyber slovenského druzstva prebehne nasledovne: RieSenia najlepsich rie-



sitelov krajského kola kategérie C budi centralne zozbierané a jednotne ohodnotené. Podla
poradia po tomto ohodnoteni budi osloveni prvi Siesti s ponukou tcasti na sutazi (v pripade
rovnosti bodov sa ako doplitujtce kritérium méze brat do uvahy tucast vo vyssej kategérii MO,
ucast v korespondenénom semindri, ¢i ucast v Z9 v predoslom sk. roku).

Terminy 65. ro¢nika Matematickej olympiady:

skolské kolo krajské kolo celostatne kolo
Kategoria A 08.12.2015 12.01.2016 3.—6.aprila2016
Kategorie B, C 21.01.2016 12.04.2016 —

Matematickt olympiadu vyhlasuje Ministerstvo Skolstva, vedy, vyskumu a sSportu SR v spolu-
praci s Jednotou slovenskych matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou Matematickej olym-
piddy. Sutaz riadi Slovenskd komisia MO a v krajoch ju riadia krajské komisie MO. Na jednot-
livych skolach ju zaistuji ucitelia matematiky. Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky.
Celostatne kolo MO, tla¢ materidlov MO a ich distribticiu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA v tesnej suc¢innosti so Slovenskou komisiou Matematickej olympiady.

RieSenia stfaznych tloh vypracujte ¢itatelne na listy formatu A4. Kazda tlohu
zaCnite na novom liste a uvedte vlavo hore zahlavie podla vzoru:

Emil Kruh

I.C, Gymnazium L. Eulera, Okruhle nam.5, 94001 Nové Zamky

Kraj Nitra

2015/2016

c-I-3

Posledny idaj je oznacenie tlohy podla tohto letdka. Zadania tloh nemusite opisovat. Ak sa

vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalsich listoch vlavo hore svoje meno a ozna-
Cenie ulohy a strany oc¢islujte. RieSenie piste ako vyklad, v ktorom st uvedené vsetky
podstatné tivahy tak, aby bolo moZné sledovat vas myslienkovy postup.

Vela radosti z tspesného riesenia tloh vam vSetkym praje
Mgr. Peter Novotny, PhD.
predseda Slovenskej komisie MO

Informdacie o MO a archiv zadani a riesent uloh ndjdete na internetovych strankach:
http://www.olympiady.sk http://skmo.sk http://www.imo-official.org

(KMS) organizovany zdruzenim Trojsten. Tato sufaz je velmi efektivnou formou

pripravy na MO a tiez zdokonalovania sa v matematickom mysleni ako takom.

K tomu prispievaji aj zavere¢né sustredenia pre najlepsich riesitelov. Pre riesitelov
MO kategorii B a C je v KMS urcena kategéria ALFA. Pre lepsich a skisenejsich z kategdrie B
a pre kategdriu A je kategéria BETA. Pre tych, ktori maju ambicie uspiet na celo§tatnom kole
MO kategérie A, je urceny koresponden¢ny seminar iKS, ktory organizuje KMS v spolupraci
s Matematickym koresponden¢nym seminarom v Prahe. Viac informéacii o KMS a o :KS néajdete
na http://kms.sk a http://iksko.org.

|/\ Radi by sme upozornili u¢itelov a Ziakov na KoreSpondenény matematicky seminar
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KATEGORIA A

A-1-1
V kazdej zo Styroch miestnosti je niekolko predmetov. Nech n = 2 je prirodzené ¢islo. Jednu
n-tinu predmetov z prvej miestnosti prenesieme do druhej miestnosti. Nasledne jednu n-tinu
(z nového poctu) predmetov prenesieme z druhej miestnosti do tretej. Podobne potom z tretej
miestnosti do Stvrtej a zo Stvrtej do prvej. (Vzdy pritom prendSame celé predmety.) Ak viete,
Ze na konci bol v kazdej miestnosti rovnaky pocet predmetov, urcte, kolko najmenej predmetov
mohlo byt na zaciatku v druhej miestnosti. Pre ktoré n sa tak moze stat?

(Vojtech Balint, Michal Rolinek)

A-1-2
Néajdite najmensie redlne ¢islo m, pre ktoré mozno najst realne ¢isla a, b tak, aby nerovnost

|22 + az + b < m
platila pre kazdé x € (0,2). (Leo Bocek)

A-1-3

Dany je pravouhly trojuholnik ABC' s preponou AB a dlhsou odvesnou BC'. Nech D je pita
vysky z vrcholu C. Kruznica k so stredom D a polomerom C'D pretina odvesnu BC' v bode ()
a dalej priamku AB v bodoch E a F (E # F), pricom F je bodom prepony AB. Usetka QE
pretina odvesnu AC' v bode P. Dokazte, ze |PE| = |QF|. (Jaroslav Svréek)

A-1-4

Nela s Janou zvolia prirodzené ¢islo k a nasledne hraju hru s tabulkou majicou rozmery 9 x 9.
Zacinajuca Nela vzdy vo svojom tahu vyberie jedno prazdne policko a vpiSe donho nulu. Jana
vo svojom tahu do nejakého prazdneho policka napiSe jednotku. NavysSe po kazdom tahu Nely
nasleduje k& tahov Jany. Ak sa kedykolvek pocas hry stane, Ze stcet ¢isel v kazdom riadku aj
v kazdom stlpci je neparny, vyhra Jana. Ak dievéatad vyplnia celt tabulku bez toho, aby sa

tak stalo, vyhra Nela. Najdite najmensiu hodnotu &, pre ktort ma Jana vyhravajicu stratégiu.
(Michal Rolinek)

A-1-5

Dany je trojuholnik ABC' s najkratSou stranou BC'. Na straniach AB, AC a na polpriam-

kach opacnych k polpriamkam BC', C'B zvolme postupne body X, Y, K, L tak, aby platilo

|BX| = |BK|=|BC| = |CY|=|CL|. Priamky KX a LY sa pretinaji v bode M. Dokazte, ze

tazisko trojuholnika K LM je totozné so stredom kruznice vpisanej do trojuholnika ABC.
(Tomas Jurik)

A-1-6
Na tabuli je napisany sucin

Pre ktoré prirodzené ¢isla n = 2 je mozné za niektoré z ¢initelov dopisat vykricnik a nahradif
ich tak ich faktorialmi, aby vysledny stcin bol rovny druhej mocnine prirodzeného ¢isla?
(Michal Rolinek)
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KATEGORIA B

B-1-1
Pre prirodzené ¢isla k, [, m plati

k+m-+Eklm 2051

Im+1 404
Urcte vSetky mozné hodnoty stucinu klm. (Ales Kobza)
B-1-2
Do stvorcovej tabulky 11 x 11 sme vpisali prirodzené ¢isla 1,2,...,121 postupne po riadkoch

zlava doprava a zhora nadol. Stvorcovou dosti¢kou 4 x 4 sme vSetkymi moznymi sposobmi zakryli
prave 16 policok. Kolkokrat bol stcet zakrytych 16 ¢isel druhou mocninou celého ¢isla?
(Vojtech Balint, Toméas Jurik)

B-1-3

V pravouhlom trojuholniku ABC' s preponou AB a odvesnami dl#ok |AC| = 4cm a |[BC| = 3cm

lezia navzajom sa dotykajtice kruznice ky(S1; 1) a kao(Sa; r2) tak, ze ky sa dotyka stran AB a AC,

zatial ¢o ko sa dotyka stran AB a BC'. Uréte najmensiu a najviac¢siu mozni hodnotu polomeru 7.
(Pavel Novotny)

B-1-4
jeho neparnych delitelov. Aky je podiel suctu vSetkych jeho parnych delitelov a stuc¢tu vSetkych
jeho neparnych delitelov? Najdite vSetky mozné odpovede. (Erika Novotna)

B-1-5
Vrcholy konvexného Sestuholnika ABCDEF lezia na kruznici, pricom |AB| = |CD|. Usecky
AFE a C'F sa pretinaju v bode G a tsecky BE a DF sa pretinaju v bode H. Dokéazte, ze tusecky

GH, AD a BC st navzajom rovnobezné. (Sérka Gergelitsova)
B-1-6
Kladné reélne ¢isla a, b, ¢ st také, ze hodnoty
b 2a? 22 2c2
T =a, Tg= T3 =2c¢, Xy= x5 = Tg =
) ) 3 ) b + C’ 5 c+ CL7 6 a+ b
s navzajom rozne. Zapisme ich od najmensej po najvacsiu:
Ty < Tjy < Tig < Tjy < Ty < Tig-
Zistite, kolko réznych poradi (iy,is,...,17s) indexov 1 az 6 mozeme dostat, ked budeme rozne
volit ¢isla a, b, c. (Jaromir Simsa)
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KATEGORIA C
C-1-1

Najdite vsetky mozné hodnoty stcinu prvocisel p, ¢, r, pre ktoré plati
P> — (¢ +7r)* =637
(Vojtech Bélint, Jaromir Simsa)

C-1-2

Urcte, kolkymi sposobmi mozno k jednotlivym vrcholom kocky ABCDEFGH pripisat ¢isla 1,
3, 3, 3, 4, 4, 4, 4 tak, aby sucin ¢isel pripisanych Tubovolnym trom vrcholom kazdej zo stien
kocky bol parny. (Jaroslav Svréek)

C-1-3
Uvazujme vyraz
22% +y* — 22y + 22 + 4.
a) Néjdite vSetky redlne ¢isla = a y, pre ktoré dany vyraz nadobtida svoju najmensiu hodnotu.

b) Uréte vSetky dvojice celych nezapornych ¢isel = a y, pre ktoré je hodnota daného vyrazu
rovna cislu 16.

(Ales Kobza)

C-1-4
Vnttri stran AB, AC' daného trojuholnika ABC' st zvolené postupne body E, F', pricom EF ||
BC. Usecka EF je potom rozdelend bodom D tak, ze plati

p=|ED|:|DF| = |BE| : |EA]

a) Ukézte, Ze pomer obsahov trojuholnikov ABC a ABD je pre p = 2 : 3 rovnaky ako pre
p=3:2
b) Zdovodnite, preco pomer obsahov trojuholnikov ABC a ABD méa hodnotu aspon 4.
(Vojtéch Zadnik)

C-1-5

Méame karticky s ¢islami 5,6, 7, . .., 55 (na kazdej karticke je jedno ¢islo). Kolko najviac kartic¢iek
mozeme vybrat tak, aby stcet ¢isel na ziadnych dvoch vybranych kartickidch nebol palindrém?
(Palindrém je ¢islo, ktoré je rovnaké pri ¢itani zlava doprava i sprava dolava.)  (Toméas Jurik)

C-1-6

Dané je kruznica ki(A;4cm), jej bod B a kruznica ko(B;2cm). Bod C je stredom tsecky AB

a bod K je stredom tsecky AC. Vypocitajte obsah pravouhlého trojuholnika K LM, ktorého

vrchol L je jeden z priese¢nikov kruznic ki, ks a ktorého prepona K M lezi na priamke AB.
(Sdrka Gergelitsova)
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