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Kategérie A, B, C — zadania dloh (madarska verzia)
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Slovenské komisia Matematickej olympiddy véas pozyva zicastnit sa 65. roénika Matematickej
olympiady — sutaze pre Ziakov strednych $kol v nasej republike.

Mili ziaci strednych skol,

Kategoria A je urcend ziakom maturitnych a predmaturitnych ro¢nikov.

Kategéria B ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 2 roky.

Kategoria C ziakom, ktorym zostavaju do maturity viac ako 3 roky.

Pre ziakov prvych, pripravnych ro¢nikov bilingvalnych gymnéazii (s pétroénym studiom) je
urcena kategéria Z9.

Organizacia sutaze v kategériach A, B, C:

V domacom kole na vas ¢akd 6 tloh, ktoré najdete v tomto letaku. Ich rieSenia (nie nutne
vSetkych tloh) odovzdajte svojmu uéitelovi matematiky do 30. novembra 2015 (kategdria A)
a do 11. januara 2016 (kategérie B a C). Ten ich opravi, ohodnoti podla stupnice 1 — vy-
borne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Potom ich s vami rozoberie, vysvetli vam pripadné nedostatky
a oboznami vas so spravnym rieSenim. Ak budd vase rieSenia aspon styroch tloh ohodnotené
ako vyborné alebo dobré, budete pozvani do Skolského kola. Tam budete v stanovenom case
samostatne riesit dalsie tri tlohy. Opravené riesenia skolského aj domaceho kola tspesnych rie-
sitelov Skolského kola potom vas ucitel matematiky posle na prislusni krajska komisiu MO. T4
na zaklade vysledkov pozve najlepsich tcastnikov skolského kola do krajského kola, v ktorom
budi v priebehu $tyroch hodin samostatne riesit Styri tlohy. O poradi v krajskych kolach roz-
hoduje stcet bodov ziskanych za jednotlivé tlohy. Napriklad ak prave 5 ziakov dosiahne viac
bodov ako ziak X a préave traja ziaci (vratane X) dosiahnu rovnako vela bodov ako X, tak
ziakovi X patri v poradi 6.—8. miesto, pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom
ur¢ujeme umiestnenie vSetkych ziakov. Ziadne iné kritéria nie st pripustné.

V kategérii A budu este najlepsi riesitelia krajského kola z celej republiky stutazif v celoStat-
nom kole, kde budu dva dni (po 4,5 hodinach) riesit dve trojice tloh. Z tspesnych riesitelov
celostatneho kola sa (na vyberovom sustredeni) vybera druzstvo Slovenskej republiky na Me-
dzindrodnti matematicki olympidadu (ktorda bude v juli 2016 v Hongkongu), na medzistatne
stretnutie s Ceskou republikou a Polskom (bude v jini 2016 v CR) a na Stredoeurépsku mate-
maticka olympiddu (bude v auguste 2016 v Rakusku).

Pre najlepsich riesitelov MO kategérie C sa v maji 2016 uskutocéni Cesko-polsko-slovenské
stretnutie juniorov. Vyber slovenského druzstva prebehne nasledovne: RieSenia najlepsich rie-



sitelov krajského kola kategérie C budi centralne zozbierané a jednotne ohodnotené. Podla
poradia po tomto ohodnoteni budi osloveni prvi Siesti s ponukou tcasti na sutazi (v pripade
rovnosti bodov sa ako doplitujtce kritérium méze brat do uvahy tucast vo vyssej kategérii MO,
ucast v korespondenénom semindri, ¢i ucast v Z9 v predoslom sk. roku).

Terminy 65. ro¢nika Matematickej olympiady:

skolské kolo krajské kolo celostatne kolo
Kategoria A 08.12.2015 12.01.2016 3.—6.aprila2016
Kategorie B, C 21.01.2016 12.04.2016 —

Matematickt olympiadu vyhlasuje Ministerstvo Skolstva, vedy, vyskumu a sSportu SR v spolu-
praci s Jednotou slovenskych matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou Matematickej olym-
piddy. Sutaz riadi Slovenskd komisia MO a v krajoch ju riadia krajské komisie MO. Na jednot-
livych skolach ju zaistuji ucitelia matematiky. Vy sa obracajte na svojho ucitela matematiky.
Celostatne kolo MO, tla¢ materidlov MO a ich distribticiu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA v tesnej suc¢innosti so Slovenskou komisiou Matematickej olympiady.

RieSenia stfaznych tloh vypracujte ¢itatelne na listy formatu A4. Kazda tlohu
zaCnite na novom liste a uvedte vlavo hore zahlavie podla vzoru:

Emil Kruh

I.C, Gymnazium L. Eulera, Okruhle nam.5, 94001 Nové Zamky

Kraj Nitra

2015/2016

c-I-3

Posledny idaj je oznacenie tlohy podla tohto letdka. Zadania tloh nemusite opisovat. Ak sa

vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalsich listoch vlavo hore svoje meno a ozna-
Cenie ulohy a strany oc¢islujte. RieSenie piste ako vyklad, v ktorom st uvedené vsetky
podstatné tivahy tak, aby bolo moZné sledovat vas myslienkovy postup.

Vela radosti z tspesného riesenia tloh vam vSetkym praje
Mgr. Peter Novotny, PhD.
predseda Slovenskej komisie MO

Informdacie o MO a archiv zadani a riesent uloh ndjdete na internetovych strankach:
http://www.olympiady.sk http://skmo.sk http://www.imo-official.org

(KMS) organizovany zdruzenim Trojsten. Tato sufaz je velmi efektivnou formou

pripravy na MO a tiez zdokonalovania sa v matematickom mysleni ako takom.

K tomu prispievaji aj zavere¢né sustredenia pre najlepsich riesitelov. Pre riesitelov
MO kategorii B a C je v KMS urcena kategéria ALFA. Pre lepsich a skisenejsich z kategdrie B
a pre kategdriu A je kategéria BETA. Pre tych, ktori maju ambicie uspiet na celo§tatnom kole
MO kategérie A, je urceny koresponden¢ny seminar iKS, ktory organizuje KMS v spolupraci
s Matematickym koresponden¢nym seminarom v Prahe. Viac informéacii o KMS a o :KS néajdete
na http://kms.sk a http://iksko.org.

|/\ Radi by sme upozornili u¢itelov a Ziakov na KoreSpondenény matematicky seminar
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MATEMATIKA OLIMPIA
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A KATEGORIA
A-1-1

Négy helyiség mindegyikében néhény targy van elhelyezve. Legyen n = 2 egy természetes szam.
Az els6 helyiségben levo targyak n-ed részét atvissziik a masodik helyiségbe. Ezutan a masodik
helyiségben levé targyak n-ed részét (az j mennyiségbdl) vissziik 4t a harmadik helyiségbe.
Majd hasonléan a harmadik helyiségh6l a negyedikbe, végiil a negyedikbél az els6be. (Minden
esetben csak egész szamu targyat visziink at.) Hatarozzatok meg, hogy legalabb hany térgy volt
eredetileg a masodik helyiségben, ha tudjuk, hogy a végén minden helyiségben egyforma szamu
targy volt! Az n szdm mely értékeire fordulhat ez el6? (Vojtech Balint, Michal Rolinek)
A-1-2

Keressétek meg azt a legkisebb valds m szamot, amelyre talalhaté két valds a, b szdm gy, hogy
az

|2° + ar + b < m

egyenlétlenség fenndll minden z € (0, 2) esetére! (Leo Bocek)
A-1-3

Adott a derékszogii ABC haromszog, melyben AB az atfogd és BC' a hosszabb befogd. Jelolje
D a C pontbdl hizott magassag talppontjat. A D kozépponti C'D sugara k korvonal a BC
befogdt a () pontban, az AB egyenest az E és F' (E # F) pontokban metszi, ahol F' az AB

atfogo egy pontja. A QF szakasz az AC befogét a P pontban metszi. Bizonyitsatok be, hogy
|PE| = |QF|. (Jaroslav Svréek)
A-1-4

Nelli és Janka kivalasztanak egy természetes k szamot majd egy 9 x 9-es tablan a kivetkezo
jatékot jatsszak. Nelli a kezdo, és mindig amikor 6 van soron kivalaszt egy iires mez6t majd
egy nullat ir bele. Amikor Janka van soron, akkor 6 valaszt ki egy iires mezét és ir bele egy
egyest. Nelli minden egyes lépése utan Jankanak k lépése kovetkezik. Ha barmikor a jaték
kozben el6fordul az, hogy minden egyes sorban és oszlopban a beirt szamok &sszege paratlan,
akkor Janka a gyoztes. Ha a lanyok kitoltik a tablat anélkiil, hogy ez el6fordulna, akkor Nelli a

gy6ztes. Hatarozzatok meg azt a legkisebb k szamot, amelyre Jankanak van nyeré stratégiajal
(Michal Rolinek)

A-1-5

Adott az ABC haromszog, melynek BC' a legrovidebb oldala. Az AB és AC' oldalakon, valamint
BC és C'B-vel ellentétes félegyeneseken vegyiik fel rendre az X, Y, K és L pontokat gy, hogy
fennalljon: |BX| = |BK| = |BC| = |CY| = |CL|. A KX és LY egyenesek az M pontban
metszik egymast. Bizonyitsatok be, hogy a K LM haromszog sulypontja egybeesik az ABC
haromszog beirt korének kozéppontjavall (Tomas Jurik)
A-1-6

Egy tablara fel van irva az

szorzat. Hatérozzatok meg, hogy mely természetes n = 2 szamok esetében lehetséges néhany
tényez6 mogé felkialtdjelet irni, s ezzel a tényezot a faktoridlisaval helyettesiteni, gy, hogy a
keletkezett szorzat négyzetszam legyen! (Michal Rolinek)
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B KATEGORIA
B-1-1
A természetes k, [, m szamokra fennall:

k+m-+Eklm 2051

Im+1 404~

Hatéarozzatok meg a klm szorzat Osszes lehetséges értékét! (Ales Kobza)
B-1-2

Egy 11 x 11-es négyzetes tablazatba rendre soronként balrdl jobbra és fennrol lefelé beirtuk
az 1,2,...,121 szamok mindegyikét. Egy 4 x 4-es négyzet alakt deszkaval az Osszes lehetséges
modon rendre letakartunk 16 mezot. Hanyszor fordult el6 az, hogy a letakart szamok Osszege
négyzetszam volt? (Vojtech Balint, Tomas Jurik)
B-1-3

Az AB atfogéju, |AC| = 4cm és |BC| = 3cm befogéji ABC' derékszogl haromszog belsejében
két egymast érinté ki(S1;71) és ko(Sa; 1) kor fekszik gy, hogy ki az AB és AC, ks pedig az AB
és BC' oldalakat érinti. Hatarozzatok meg az ry sugar leheto legnagyobb és legkisebb értékét!

(Pavel Novotny)

B-1-4

Egy természetes szam Osszes paros osztéjanak szdma harommal nagyobb, mint az Gsszes pa-
ratlan osztéjanak szama. Mekkora az Gsszes paros oszto Osszegének és az Osszes paratlan osztd
osszegének hanyadosa? Keressétek meg az Osszes lehetséges valaszt! (Erika Novotna)

B-1-5
Az ABCDEF konvex hatszog cstcsai egy korvonalra illeszkednek és |AB| = |CD|. Az AE
és C'F szakaszok egyméast a G pontban, a BE és DF' szakaszok egymast a H pontban metszik.

Bizonyitsatok be, hogy a GH, AD és BC szakaszok parhuzamosak! (Sérka Gergelitsova)
B-1-6
Az a, b, ¢ pozitiv valds szamokra érvényes, hogy az
; 2a> 20? 2c2
r1=a, To=0b, x3=0, Ty= , Ty = , T =
! 2 s Y T tta ST a+b
értékek mind kiilonbozéek. Irjuk fel éket a legkisebbtél a legnagyobbig:
Ty < Tiy < Ty < Ty < Ty < Tyg-
Hatéarozzatok meg, hogy 1-t6l 6-ig az indexeket hany kiilonb6z6 (i1, 4, . .., i) sorrendben kap-
hatjuk igy meg az a, b, ¢ szamok értékeinek megvalasztasatdl fiiggden! (Jaromir Simsa)
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C KATEGORIA
cC-1-1

Keressétek meg azon p, ¢, r primszamok szorzatanak tsszes lehetséges értékét, amelyekre fennall:
p® — (q+7)* = 63T.
(Vojtech Bélint, Jaromir Simsa)

C-1-2

Hatarozzatok meg, hogy hanyféleképpen lehet az ABC'DEFGH kocka cstcsaihoz hozzairni az
1, 3, 3, 3,4, 4, 4, 4 szamokat gy, hogy a kocka barmely oldallapjan tetszolegesen kivalasztott
3 cstcson a szamok szorzata paros legyen! (Jaroslav Svréek)

C-1-3
Tekintsiik a
22% +y* — 22y + 22 + 4
kifejezést.
a ) Keressétek meg az sszes x és y valds szamot, amelyre az adott kifejezés felveszi a legkisebb
értékét!
b ) Keressétek meg az Osszes x, y nemnegativ egész szampart, amelyre az adott kifejezés
értéke egyenl6 16-tal!

(Ales Kobza)

C-1-4
Az ABC haromszog AB és AC oldalan rendre felvettiik az E és F belsé pontokat tgy, hogy
EF || BC. Az EF szakaszon a D pont tgy helyezkedik el, hogy

p=|ED|: |DF| = |BE|: |EA]

a ) Mutassatok meg, hogy az ABC és ABD haromszogek teriileteinek aranya egyforma a
p=2:3és ap=3:2 esetekben!
b ) Indokoljatok meg, hogy miért legalabb 4 az ABC és ABD héaromszogek teriileteinek
aranya/
(Vojtéch Zadnik)
C-1-5
Adottak a kértyak, amelyek az 5,6, 7, . .., 55 szdmokat tartalmazzak (mindegyik pontosan egyet).
Legfeljebb hany kartyat valaszthatunk ki koziiliik ugy, hogy a kivalasztott kartyakon szerepld

szamok koziil semmelyik kettd osszege se legyen pallindrom? (Pallindrom az a szdm, amelyik
el6lrél és hatulrdl olvasva is ugyanaz.) (Tomas Jurik)

C-1-6

Adott a ki(A;4cm) korvonal s rajta a B pont, valamint a ky(B;2cm) korvonal. Jelolje C' az
AB szakasz kozéppontjat, K pedig az AC szakasz kozéppontjat. Szamitsatok ki a derékszogi
K LM haromszog teriiletét, amelyben az L cstcs a ky és ko korvonalak egyik metszéspontja, a
KM atfogé pedig az AB egyenesen fekszik. (Sérka Gergelitsova)
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