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65. ro¢nik Matematickej olympiady
2015/2016 Riesenia tiloh domaceho kola kategorie A

1. V kaZdej zo Styroch miestnosti je niekolko predmetov. Nech n = 2 je prirodzené
cislo. Jednu n-tinu predmetov z prvej miestnosti prenesieme do druhej miestnosti.
Nasledne jednu n-tinu (z nového poctu) predmetov prenesieme z druhej miestnosti do
tretej. Podobne potom z tretej miestnosti do Sturtej a zo Sturtej do prvej. (Vidy pritom
prenaSame celé predmety.) Ak viete, Ze na konci bol v kazdej miestnosti rovnaky pocet
predmetov, urcte, kolko najmenej predmetov mohlo byt na zaciatku v druhej miestnosti.
Pre ktoré n sa tak moZe stat? (Vojtech Balint, Michal Rolinek)

RiesSenie. Pri analyze poctu predmetov po jednotlivych krokoch budeme postupovat
yodzadu“. Ukézeme najskor, ako mozno z poctov predmetov v dvoch miestnostiach po
odovzdavke urcit pocty predmetov pred nou. Povedzme, Ze v miestnostiach A a B je
pred odovzdavkou z A do B postupne a a b predmetov. Tieto poc¢ty po odovzdavke
ozna¢me a’, b'. Podla zadania plati

a = a, b/:b—|——a.
n

Z prvej rovnosti a nasledne zo vztahu a +b = a’ + b’ najdeme

Oznacme teraz M pocet predmetov nachadzajucich sa na konci v kazdej zo styroch
miestnosti. Opakovanym pouzitim odvodeného vztahu (a’,b") — (a,b) sa dopracujeme
az k vyjadreniu pociato¢nych poc¢tov pomocou hodnét M a n:

Na konci: M, M, M, M;
_9
pred 4 — 1: iy V') M, M, — M
n—1 n—1
_9
pred 3 — 4: -y V3 M, -2 M, M:;
n—1 n—1
_9
pred 2 — 3: .y V3 ", M, M;
n—1 n—1
—9 1241
pred 1 o M=y o7 HL M. M.
(n—1)2 (n—1)2

KedZe bol pocet predmetov v prvej miestnosti na zaciatku kladny, musi byt n = 3.
Teraz uz lahko uréime najmensiu moznt hodnotu vyrazu

(n—1)2+41
BT e

Citatel a menovatel zlomku sa lisia o jedna, a teda zlomok sa ned4 kratit. Ak ma vyjst
celé &slo, musi nutne byt M = k- (n — 1)? pre vhodné k, a preto Vo = k((n—1)? +1).
Pre n = 3 je véak (n —1)2+1 = 5, preto aj Vo = 5. Volboun =3,k =1a M =4
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potom dosiahneme hodnotu V5 = 5, pricom sa lahko presved¢ime, Ze zodpovedajuca
Stvorica (3,5,4,4) vyhovuje podmienkam tlohy: po jednotlivych odovzdévkach z nej
dostaneme $tvoricu (2,6,4,4), potom (2,4,6,4), potom (2,4,4,6) a napokon (4,4,4,4).
Hladany minimélny pocet predmetov v druhej miestnosti je teda naozaj 5 a mozno ho
dosiahnut iba pre n = 3, pretoze pre n > 4 je V5 = 32 + 1 = 10.

Iné riesenie. Oznac¢me pociatocné pocty predmetov v miestnostiach postupne a, b, ¢, d
a rad za radom urc¢ujme pocty predmetov v jednotlivych miestnostiach po jednotlivych
odovzdavkach.

Na zaciatku: a, b, c, d;
-1
pol—2: r a, b+g, c, d,;
n n

-1 —1 1
po 2 — 3: r a, n (b—f—g), c+—(b—|—g>, d.
n n n n

Pre zjednodusSenie oznac¢me t = b+ a/n (zdoraznime, Ze t je celé). Po dalsom kroku
3 — 4 dostaneme stvoricu poctov

n—1 n—1 n—1 t 1 t
a, t, <c+—>, d+—<c+—>.
n n n n n n

Kedze sa pocty predmetov v druhej a tretej miestnosti uz dalej nebuda menit, mozeme
ich porovnat uz teraz a zistit tak, Ze

KedZe n a n — 1 st nesudelitelné ¢isla, usadime, ze n deli t.
Po dosadeni za ¢ mdzeme Stvoricu po tretej odovzdavke prepisat na
n—1 n—1 n—1 t

a, tv t? d+ )
n n n n

a preto po poslednom kroku 4 — 1 d6jdeme ku Stvorici

n—1 1 t n—1 n—1 n—1 t
a+—<d+—>, t, t, <d+—>.
n n n n n n n

Kedze sa mé jednat o $tyri rovnaké ¢éisla, porovnanim tretieho a Stvrtého z nich zistime,
7e y 1
Vv n -
t=d+ —, cize d= t.
n n

Vdaka tomu moézeme zévereénu Stvoricu este zjednodusit na

n—1 1 n—1 n—1 n—1
a+ —t, t, t, t.
n n n n n

To st $tyri rovnaké ¢isla prave vtedy, ked plati

n—1 1 n—1 . n—2
a+ —t = t, Clze a=
n n n n—1




KedZe a > 0, je nutne n = 3. Navyse z nesudelitelnosti ¢isel n — 1 a n — 2 vyplyva, ze
n — 1 deli t. Zo vzfahu t = b+ a/n mozno teraz aj b vyjadrit iba pomocou ¢ a n ako

(n—1)2%+1

b= n(n —1)

t.

Ako uZ vieme, obe nestudelitelné ¢isla n a n — 1 delia ¢islo ¢, takZze ho deli aj ich
stcin, a preto t = n(n — 1). Vzhladom na n = 3 tak ziskavame odhad

—— n—1
24

b= ((n—1)2+1)- (ﬁ) >5

>1

pri¢om rovnost zrejme nastéva jedine pre n = 3 a t = 6. Pre také n, t (zodpovedajice
minimalnemu b = 5) zo skor odvodenych vztahov dopocitame, ze a = 3, ¢ = d = 4.
Skugka vdaka uvedenému postupu nie je nutna.

Odpoved. V druhej miestnosti muselo byt minimélne pit predmetov a mohlo sa tak stat
iba v pripade n = 3.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Prirodzené ¢isla a, b nazveme nesudelitelné, ak je ich najviacsi spoloény delitel rovny 1,
teda nsd(a, b) = 1. Pripomerite si zékladné vlastnosti nesudelitelnych &isel:
a) Po sebe idtce prirodzené éisla st nesudelitelné.
b) Ak st a,b,c € N a ak plati nsd(a,b) =1 a b | ac, tak plati aj b | c.
c) Ak st a,b,c € N a ak plati nsd(a,b) =1, a | c a b | ¢, tak plati aj ab | c.
N2. Rieste podobnu ulohu pre tri miestnosti namiesto styroch.

2. Ndjdite najmensie redlne ¢islo m, pre ktoré mozno ndjst redlne cisla a, b tak, aby
nerovnost
22 +ax + b < m

platila pre kazdé x € (0, 2). (Leo Bocek)

Riesenie. Na tivod si uvedomme, zZe ziadne zaporné ¢islo m poziadavkam tlohy zjavne
nevyhovuje (absolitna hodnota je nezaporné ¢islo).

Ulohu interpretujme geometricky. Podmienka zo zadania hovori, Ze graf nejakej
kvadratickej funkcie y = 2% + az + b na intervale (0, 2) m4 lezat v horizontdlnom pése
medzi priamkami y = +m a y = —m (obr. 1). Otazka tak znie: Do akého nejtensieho
pasu tohto druhu mozno graf nejakej takej funkcie na intervale (0, 2) ,zovriet*“?

y
A
A\ 1L y — +m
. | s
9 1 2 T
y=-m



Dobrym kandidatom na najtensi pas sa podla obr. 1 zda byt funkcia
fl@)=(—-1)°-3%=2*-22+1,

pre ktoria = —2ab= % a ktord, ako hned ukazeme, na intervale (0, 2) splita nerovnosti
—3 < f@) =3

Naozaj, vdaka vyjadreniu f(z) = (z —1)? — 3 sa jednd o nerovnosti 0 < (z —1)
< 1, ktoré platia sti¢asne prave pre x € (0,2). Kvadraticka funkcia f(z) = 22 — 22 +
teda vyhovuje podmienke tlohy pre m = %

V druhej cCasti riesenia ukazeme, Ze pre ziadne m < % vyhovujica kvadraticka
funkcia neexistuje.

Kla¢ovym faktom pre nas bude, Ze pre fubovolnt funkciu f(z) = 22 + az + b je
aspon jeden z rozdielov f(0) — f(1) a f(2) — f(1) vacsi ¢i rovny jednej. Z toho vyplynie,

.....

2

pi= A

tak naozaj mozeme vylucit. Ak je totiz napriklad f(0) — f(1) = 1 (v pripade f(2) —
— f(1) 2 1 by sme postupovali podobne), dostaneme Zelany odhad 2m = 1 Tahko zo
v8eobecne platnej trojuholnikovej nerovnosti |a — b| < |a| + |b|:
L= [f(0) = fF[ = [FO)[ + ()] = 2m.

Na zakoncenie celého rieSenia preto ostava dokézat platnost aspon jednej z nerov-

nosti f(0) — f(1) =2 1 a f(2) — f(1) = 1 pre Iubovolnt f(z) = 2% + az + b. KedZe
f0)=0b, f(1)=1+a+d, [f(2)=4+2a+b,

plati

fO-f)=-1-az21 <& a
fF@Q-f)= 3+a21 < a

Asporni jedna z nerovnosti f(0) — f(1) =2 1 ¢i f(2)— f(1) 2 1 teda plati vzdy (bez ohladu
na volbu ¢isel a, b).

Odpoved. Hladana minimélna hodnota m je 1.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uréte najmensie realne ¢islo m, pre ktoré plati |22 — 2| < m pre kazdé = € (—2,2).

N2. Ukazte, ze pre kazdu funkciu f(x) = 22 +ax + b existuji ¢isla u, v € R také, ze f(x) =
= (x — u)? + v. Graf kazdej takej funkcie je teda posunutim paraboly y = z2.

N3. St dané tri redlne cisla a, b, ¢, pricom kazdé dve sa lisia aspon o 1. Ukazte, ze ak
nejaké m € R spliia |a| < m, [b] £ m, |c| £ m, tak m > 1.

N4. Dokéazte, ze pre Iubovolnt funkciu tvaru f(z) = 22 + ax + b plati aspon jedna
z nerovnosti f(—1) — f(0) = 1, f(1) — f£(0) 2 1. Plati zaver aj vtedy, ked nahradime
trojicu é&isel —1, 0, 1 trojicou &isel t — 1, ¢, t + 1 pre fubovoIné ¢t € R?

D1. Rozhodnite, ¢&i existuju &isla a,b, ¢ € R také, ze rovnica az? + bx + ¢+t = 0 m4 dva
realne korene, nech zvolime parameter ¢t € R akokolvek.

D2. Nech a, b, c st realne cisla. Dokazte, ze asponi jedna z rovnic

22 4 (a —b)z 4 (b—c) =0,

22+ (b—c)z+ (c—a) =0,

2?2+ (c—a)x+ (a—b) =0,
mé realny koreni. [Ruskd MO 2007. Uvazte, Ze staci, aby niektora z troch kvadratickych
funkcii z Tavych stran mala nekladni hodnotu pre x = 0. Moze sa stat, Zze by hodnoty
v nule vysli vSetky tri zdporné?]

D3. Nech P(z) a Q(z) st kvadratické trojcleny, pre ktoré plati, Ze rovnica P(Q(x)) = 0 mé
korene —22, 7, 13. Uréte Stvrty korenl tejto rovnice, ak viete, ze je celodiselny. [Ukazte,
ze z hodnot Q(—22), Q(7), Q(13) musia byt dve zhodné. Co to potom znamena pre os
stimernosti paraboly — grafu funkcie Q(z)?]

! Pozri geometrick interpretaciu z ivodu rieSenia.

4



3. Dany je pravouhly trojuholnik ABC' s preponou AB a dlhsou odvesnou BC. Nech
D je pita vysky z vrcholu C. Kruznica k so stredom D a polomerom CD pretina
odvesnu BC' v bode Q a dalej priamku AB v bodoch E a F (E # F), pricom F je
bodom prepony AB. Usecka QE pretina odvesnu AC v bode P. Dokdzte, %e |PE| =
=|QF)|. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Vidime, ze dana kruznica k je Talesovou kruznicou s priemerom EF' a stre-
dom D (obr.2). Pritom trojuholnik EFC je zrejme pravouhly rovnoramenny, preto
|EC| = |FC|. Ukdzeme, Ze trojuholniky EPC a FQC su zhodné, ¢im bude tvrdenie
ulohy dokazané.

C

Obr. 2

Uhly CEQ a C'F(@Q st zhodné, pretoze sa jedna o obvodové uhly nad tetivou C'Q)
kruznice k. Napokon, oba uhly ECF a ACB st zhodné (pravé), preto st zhodné aj
ich neprekryvajuce sa casti, ¢ize uhly FCA a FCB (a teda aj uhly ECP a FCQ).
Trojuholniky EPC a FQC sa teda naozaj zhoduju podla vety usu.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Zopakujte si vetu o stredovom a obvodovom uhle.

N2. Dany je stvorec ABCD. Na kratsom obluku AB jemu opisanej kruznice zvolime bod X
tak, ze |£ADX| = 30°. Priese¢niky tsedieck XC a XD so stranou AB oznacme
postupne Y a Z. Uréte velkosti vnitornych uhlov v trojuholniku XY Z.

D1. Dany je stvorec ABCD. Na kratsom obluiku AB jemu opisanej kruZnice zvolime
bod X. Priese¢nik tusecky XC so stranou AB ozna¢me Y a priese¢nik tsecky XD
s uhloprieckou AC' ozna¢me Z. Dokazte, ze YZ 1 AC. [Najdite skryta §tvoricu bodov,
ktoré lezia na jednej kruznici.]

D2. Na stranach BC a C'D $tvorca ABCD zvolme postupne body K a L tak, ze | LAK| =
= 45°. Dokézte, ze |BK| 4+ |DL| = |KL|. [Oto¢te bod K o 90° okolo A a pouZite
zhodnosti vhodnych trojuholnikov.]

4. Nela s Janou zvolia prirodzené cislo k a ndsledne hraji hru s tabulkou majicou
rozmery 9 x 9. Zacinajuca Nela vidy vo svojom tahu vyberie jedno prdzdne policko
a vpise doriho nulu. Jana vo svojom tahu do nejakého prazdneho policka napise jednotku.
Navyse po kazdom tahu Nely nasleduje k tahov Jany. Ak sa kedykolvek pocas hry stane,
Ze sucet c¢isel v kazdom riadku aj v kaZdom stipci je nepdrny, vyhrd Jana. Ak dievéatd
vyplnia celi tabulku bez toho, aby sa tak stalo, vyhrd Nela. Ndjdite najmensiu hodnotu k,
pre ktoru ma Jana vyhrdvajicu stratégiu. (Michal Rolinek)

Riesenie. Ukazeme najskor, ze v pripade k£ = 3 vyhra Jana. Pracujme so Stvorcami
Ay, Ay a A3 o rozmeroch 3 x 3 (obr.3). Stvorec 3 x 3 povazujeme za pokryty, ak sa
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nachédza v kazdom jeho riadku aj stipci prave jedna jednotka. Ak Jana pokryje §tvorce
Ay, As a A3 bez toho, aby zahrala do inych Stvorcov, zabezpeci si vyhru, pretoze vSetky
riadkové aj stipcové suéty budii rovné neparnemu éislu 1.

Ay

Obr. 3

Je zrejmé, Ze ak je po fahu Nely v niektorom Stvorci 3 x 3 zapisand nanajvys
jedna nula (a ziadna jednotka), moze Jana vdaka hodnote k = 3 tento $tvorec trojicou
svojich tahov pokryf. Stratégia Jany je teda nasledujica: Ak Nela svojim tahom zahra
do niektorého nepokrytého Stvorca A, Ay alebo As, pokryje vzapéti Jana tento Stvorec.
V opa¢nom pripade pokryje Jana ITubovolny z doposial nepokrytych Stvorcov A;, As
a As. Po prvych troch trojiciach tahov Jana takto vzdy vyhra.

Tvrdime, Ze v pripadoch k£ € {1,2} ma vyhravajicu stratégiu Nela. Najskor si
uvedomme, Ze ak nejaky tah pontka Jane vyhru (nazvime ho vitazng fah), znamena
to, ze pred jeho zahranim je neparny stcet presne v osmich stipcoch aj ésmich riad-
koch, pricom onen vitazny tah je tahom Jany na priesecnik jediného ,,parneho“ riadku
s jedinym ,,parnym* stipcom. Z toho vyplyva, ze ak ma niekedy Jana vitazny tah, je
potom taky fah presne jeden.

Teraz je zrejmé, ako Nela dosiahne vyhru v pripade £k = 1. Ak ma Jana po
svojom fahu k dispozicii vitazny fah, Nela na ono policko napiSe nulu, a Jana tak
o svoju (jedini) moznost vyhry v dalsom tahu pride. Ak naopak Jana nem4 po svojom
tahu k dispozicii vifazny fah, pripise Nela dal$im fahom nulu kamkolvek. Tym sa
stcty v riadkoch ani stipcoch nemenia, takZe Jana dalsim tahom nevyhra. Takto Nela
dosiahne vyplnenie celej tabulky bez toho, aby Jane dovolila vyhraf.

V pripade k& = 2 bude hrat Nela podla rovnakej stratégie ako pri k = 1, a zabréni
tak tomu, aby Jana mohla niekedy vyhrat po prvom zo svojej dvojice tahov. V tom
druhom vSak Jana nikdy vyhraf nemdze, lebo po jeho zahrani bude v tabulke spolu
parny pocet jednotiek, a bude tak vylacené, ze by neparny pocet jednotiek bol v kazdom
z (neparneho poc¢tu) deviatich riadkov.

Odpoved. NajmenSia hodnota k, pre ktortt ma Jana vyhravajicu stratégiu, je k = 3.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Rieste dani hru najskor v tabulke 3 x 3.

N2. Na Carovnom strome vyrastlo 25 citrénov a 30 pomarancov. Sadar odtrhne kazdy den
dva plody, potom cez noc vZdy na strome vyrastie jeden novy plod, a to pomaranc
(resp. citrén), ak boli odtrhnuté plody rovnaké (resp. rozne). Aky plod vyrastie na
strome posledny? [Citrén — ich pocet je totiz po kazdej noci neparny.]

D1. Simona a Lenka hraju hru. Pre dané celé ¢islo k také, ze 0 < k < 64, vyberie Simona
k policok sachovnice 8 x 8 a kazdé z nich oznaci krizikom. Lenka potom sSachovnicu
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nejakym sposobom vyplni tridsiatimi dvoma dominovymi kockami. Ak je pocet kociek
pokryvajacich dva kriziky neparny, vyhrava Lenka, inak vyhrava Simona. V zavislosti
od k uréte, ktoré z dievéat mé vyhravajicu stratégiu. [64-C-1-3]

D2. V lavom hornom rohu Sachovnice 8 x 8 stoji figirka krala. Dvaja hraci sa striedaju
v tahoch, pri¢om kazdy svojim fahom (legdlnym Sachovym fahom) posunie figirku na
miesto, na ktorom este nestdla. Kto nema kam urobif tah, prehral. Dokézte, Ze hrac
hrajtci ako prvy méa vyhravajicu stratégiu. [Rozdelte sachovnicu na obdlznicky 2 x 1
a najdite pre prvého hraca stratégiu, v ktorej do Ziadneho obdlznicka netaha ako prvy.]

D3. V lavom hornom rohu Sachovnice 8 x 8 stoji figirka jazdca. Dvaja hraci sa striedaju
v tahoch, pricom kazdy svojim tahom (legdlnym Sachovym tahom) posunie figirku
na miesto, na ktorom este nestala. Kto nemé kam urobit tah, prehral. Dokazte, ze
za¢inajici hrd¢ ma vyhravajicu stratégiu. [Rozdelte $achovnicu na obdiznicky 2 x 4
a v nich policka rozdelte do dvojic s rovnakym tmyslom ako v tlohe D2.]

5. Dany je trojuholnik ABC' s nagkratsou stranou BC. Na strandich AB, AC a na
polpriamkach opacénijch k polpriamkam BC, CB zvolme postupne body X, Y, K, L
tak, aby platilo |BX| = |BK| = |BC| = |CY| = |CL|. Priamky KX a LY sa
pretinaji v bode M. Dokdzte, Ze taZisko trojuholnika KLM je totoiné so stredom
kruznice vpisanej do trojuholnika ABC'. (Tomas Jurik)

Riesenie. Kedze uhol ABC' je vonkajsim uhlom rovnoramenného trojuholnika X K B
s hlavnym vrcholom B (obr. 4), je zrejme priamka K X rovnobezné s osou uhla ABC.

Obr. 4

Z hodnoty pomeru |LB| : |[LK| = 2 : 3 potom ale vyplyva, Ze spomenuta os uhla
ABC prechadza taziskom trojuholnika K LM . Ak totiz oznac¢ime LL; jeho taznicu a Lo
jej priesecnik s osou uhla ABC, tak z podobnosti trojuholnikov LBLy a LK L; (podla
vety uu) ziskame

LLs| |LB| 2

[LLi|  |LK| 3

Bod L teda lezi v dvoch tretindch taznice LL; od vrcholu L, takZe je naozaj taziskom
trojuholnika K LM.

Zo symetrie zadania tlohy vyplyva, Ze aj os uhla BC'A prechadza taziskom troj-
uholnika K LM . Kedze priesecnik osi vnutornych uhlov trojuholnika je stredom jeho
kruznice vpisanej, je tvrdenie tlohy dokazané.
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokézte, ze v kazdom trojuholniku ABC' je os vnutorného uhla kolmé na os vonkaj-
Sieho uhla pri tom istom vrchole.

N2. Dany je trojuholnik ABC a jeho tazisko T. Rovnobezka so stranou BC vedena
bodom T oddeli mensi trojuholnik ADE. Urcte, aky je pomer obsahov trojuholnikov
ABC a ADE.

D1. V trojuholniku ABC oznac¢me I stred kruznice vpisanej a I, stred kruznice pripisanej
strane BC'. Dokézte, ze

a) body B, C, I, I, lezia na kruznici s priemerom I, [pouzite vysledok tlohy N1],
b) stred tsecky I1, lezi na osi tse¢ky BC),

D2. ¢) body dotyku kruznice vpisanej a kruznice pripisanej strane BC so stranou BC
st simerne zdruzené podla osi usecky BC.

D3. Dany je trojuholnik ABC s tupym uhlom pri vrchole C. Os o; tsec¢ky AC pretina
stranu AB v bode K, os o2 tsecky BC pretina stranu AB v bode L. Priese¢nik osi
01 a o2 oznacme O. Dokazte, ze stred kruznice vpisanej do trojuholnika K LC lezi na
kruznici opisanej trojuholniku OK L. [64-A—11-1]

D4. V tetivovom Stvoruholniku ABCD ozna¢me L, M stredy kruznic vpisanych postupne
do trojuholnikov BCA, BCD. Dalej oznaé¢me R priese¢nik kolmic vedenych z bodov L
a M postupne na priamky AC a BD. Dokézte, ze trojuholnik LM R je rovnoramenny.
[66—A—I11-2]

6. Na tabuli je napisany sucin
1-2-3-...-n.

Pre ktoré prirodzené ¢islan = 2 je mozné za niektoré z ¢initelov dopisat vykricénik a na-
hradit ich tak ich faktoridalmi, aby vysledny sucin bol rovny druhej mocnine prirodzeného
céisla? (Michal Rolinek)

RieSenie. Exponent (pripadne aj nulovy) prvocisla p v prvociselnom rozklade ¢isla n
budeme oznacovat v,(n). Uvedomme si niekolko zrejmych poznatkov:
> Pre vSetky m, n a kazdé prvocislo p plati v,(mn) = v,(m) + vp(n).
> Pre kazdé prvocislo p plati v,(p!) = v,(p) = 1.
> Pre kazdé prvodcislo p plati v,((p +1)!) =1, v,(p+ 1) = 0.
> Pre kazdé prvodcislo p a kazdé n < p plati v,(n!) = v,(n) = 0.
> Cislo n je druhou mocninou prirodzeného &isla prave vtedy, ked v,(n) je parne pre
kazdé prvocislo p.
Ozna¢me S = n! pociatoéni hodnotu stéinu na tabuli a S’ jeho kone¢ni hodnotu
po dopisani faktoridlov. Vdaka uvedenym vlastnostiam funkcii v, je jasné, ze ak je n
rovné nejakému prvoéislu p, tak bude platit v,(S) = v,(p!) = 1 rovnako ako v,(S") =
= 1, pretoze pripisovanie faktoriadlov zastiipenie prvocisla p = n v sucine ¢isel na
tabuli nezvysi. Cislo v,(S’) tak bude neparne, a preto S’ nebude druhou mocninou
prirodzeného cisla.
V druhej casti rieSenia budeme naopak predpokladat, Ze dané ¢islo n = 2 nie je
prvocislo (takze n = 4), a ukadzeme, ze faktoridly mozeme pripisat tak, aby vysledny
sucin

S'=fr-farfzrr [,

pricom fi je jedno z Cisel k alebo k! pre kazdé k, bol druhou mocninou prirodzeného
¢isla. To, ako vieme, nastane prave vtedy, ked v sucdine S’ bude kazdé prvocislo p
zastupené s parnym exponentom v,(S’). Kedze samo n podla predpokladu prvoéislo
nie je, sucéin S’ urcite obsahuje iba prvocisla mensie ako n. Kedze kazdé také prvocislo p
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nie je zastipené v Ciniteloch f1, fa,..., fp—1 vObec a v Ciniteli f, prave raz, prislusny
mocnitel v,(S”) je rovnaky ako mocnitel daného prvocisla p v ,skratenom* stéine

p'fp+1'fp+2 """ fn- (1)

Ako teda zabezpecit, aby kazdé prvocislo p < n bolo v zodpovedajicom stucine (1)
zastupené s parnym exponentom? KedZe v druhom ¢initeli f,11 z (1) je prvocislo p
zastupené bud raz (to vtedy, ked fy+1 = (p+ 1)!), alebo zastiipené vobec nie je (ak je
naopak fp11 = p+ 1), ,spravne” zastpenia p v stcine (1) mozeme zabezpecit volbou
hodnoty f, 11, nech s nasledujtce hodnoty fyi2,... , fn zadané akokolvek.?

7 predchadzajucej tivahy uz vyplyva konstrukcia pozadovaného vyberu faktorialov.
Najskor Tubovolne zvolime hodnoty fi € {k, k!} pre vSetky také k < n, pre ktoré ¢islo
k — 1 nie je prvocislo. Ostatné hodnoty f, teda hodnoty f,y1, pricom p je Iubovolné
prvocislo mensie ako n, potom budeme volit ,odzadu“, t.j. od najvic¢sieho takého p po
najmensie.® Vzdy, ked bude pre niektoré prvoéislo p < n na rade volba hodnoty f,41,
teda druhého ¢initela v stcine (1), budu uz jeho ostatné cinitele uréené, a tak volbu
fp+1 urobime ,spravne“ v zmysle predchadzajiceho odseku.

Tym je konstrukcia druhej mocniny S’ zaviSena a rieSenie celej tlohy hotové.

Odpoved. Hladané n = 2 st prave vsetky zlozené ¢isla.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Aky najmensi nisobok ¢isla 2016 je druhou mocninou prirodzeného ¢isla?
N2. Pre aké najmensie prirodzené ¢islo n plati 2015 | n!?
N3. Kolkymi nulami konéi ¢islo 2015!7
N4. Pre dané prirodzené ¢islo n a prvocislo p uvazujme najvicsie nezaporné celé cislo k,
pre ktoré plati p* | n. Toto ¢islo k budeme oznacovat vp(n) a hovorit mu p-valudcia
¢isla n. Iny pohlad na vec je, Ze vp(n) oznacuje exponent prvocisla p v prvociselnom
rozklade ¢isla n. Pre Tubovolné prirodzené ¢isla a, b dokazte nasledujuce:
a) vp(ab) = vp(a) + vp(b),
b) vp(ab) = buy(a).
¢) Prirodzené ¢&islo b je druhou mocninou prave vtedy, ked v, (b) je parne pre kazdé
prvocislo p.
d) a | b prave vtedy, ked vp(a) < vp(b) pre kazdé prvocislo p.
e) Ak je vp(a) # vp(b), tak plati vp(a + b) = min(vp(a), vp(b)).
D1. Zistite, pre ktoré prirodzené &isla n 2 2 je mozné za niektoré z &initelov sti¢inu

dopisat vykriénik tak, aby vysledny sucin alebo jeho dvojndsobok bol rovny tretej
mocnine prirodzeného &isla. [Hladané st préave tie zlozené n, pre ktoré je aj ¢islon —1
zlozené.|

D2. Ukazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n a Tubovolné prvocislo p plati vzorec

vp(nl) = EJJFL%J*'*L%JJ“”

n — sp(n)

p—1

D3. Dokazte, ze

vp(n!) = )

2 Plati to samozrejme aj pre pripadné prvoéislo p = n — 1, ked je ¢initel fp4+1 = fn v stdine (1)
posledny; vtedy musime prirodzene volit f, = n!l.
3 Posledna tak bude volba f3 zodpovedajiica najmensiemu prvoéislu p = 2.
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pricom sp(n) je ciferny sacet éisla n zapisaného v ststave so zadkladom p. [Zapiste n
v ststave so zékladom p ako n = ag+a1p+. . .+axp”, pouzite vysledok D1 a pre uréenie
koeficientov pri kazdej z mocnin p potom scitajte vhodnt geometrickt postupnost.]
D4. Najdite vsetky prirodzené n, pre ktoré 2" ~1 | n! [Pouzite vysledok predchadzajtce;
ulohy.]
D5. Dokézte, ze pre lubovolné prirodzené ¢isla m, n je vyraz

(2m)!(2n)!

nlm!(m + n)!

vzdy rovny celému &islu. [MMO 1972]
D6. Dokézte, ze pre lubovolné prirodzené ¢isla m, n plati

. ((n ;m)) _ sp(n) + sp<;n: sp(m + )

. wp L sy f s | [ L
pricom opit sp(n) je ciferny sacet éisla n zapisaného v ststave so zakladom p. Stvisi
vysledok s po¢tom ,,prenosov® pri pisomnom scitani v ststave so zakladom p?
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