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65. ro¢nik Matematickej olympiady
2015/2016 Riesenia tloh skolského kola kategorie A

1. Prvocislo nazveme pekné, ak sa dd zapisat ako rozdiel dvoch tretich mocnin priro-
dzengch cisel. Urcte posledné cifry vsetkych peknych prvocisel.
(Patrik Bak, Michal Rolinek)

RieSenie. Najskor si véimnime, ze 53 — 43 = 61, 23 — 13 = 7 a 33 — 23 = 19 st pekné
prvodisla, takze 1, 7 a 9 patria medzi hladané posledné cifry. UkaZzeme, Ze iné cifry na
poslednom mieste byt nemozu.

Zvolme pekné prvocislo p a zapisme ho ako m2 — n3, pricom m > n st prirodzené
¢isla. Podla zndmeho vzorca potom

p=m>—n3=(m—n)(m?+mn+n?),

a kedze druhd zatvorka je vécsia ako 1, musi byt m = n+1 (inak by sa prvoéislo p dalo

.....

p=3n?+3n+1. (1)

Kedze 3n? + 3n + 1 > 6, musi byt prvoéislo p neparne a rézne od 5. Tym sme vylaéili
0,2, 4,5, 6 a8 ako mozné posledné cifry, a ostava tak uz len vylacit cifru 3.

Na to staci zistif, aké zvysky po deleni piatimi davaja ¢éisla tvaru 3n? + 3n + 1.
Dosadenim jednotlivych zvyskov 0, 1, 2, 3 a 4 do (1) postupne vyjda zvysky 1, 2, 4,
2, 1, ¢im je zvysok 3 vylaceny.

Odpoved. Posledné cifry peknych prvodcisel st 1, 7 a 9.

Pozndamka. Odvodenie vztahu (1) nie je nevyhnutné. Po zisteni poznatku m = n + 1
sta¢i totiz ur¢it mozné cifry rozdielov tretich mocnin dvoch po sebe idtcich prirodzenych
¢isel. Na to najskor zostavime tabulku poslednych cifier &isel k a k3:

k|0123456789
01874563209

Vidime, 7e posledné cifry rozdielov (k + 1)3 — k3 st
1-0,8-1,17-8, 14—7,5—4, 6—5, 13—-6, 12—-3, 9—2, 10— 9,

teda jedine cifry 1, 7 a 9. (Aj tak je ale nutné uviest priklady peknych prvocisel s tymito
poslednymi ciframi.)

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za ndjdenie peknych prvocisel konéiacich kazdou z cifier 1, 7 a 9 dajte
spolu 1 bod. Akykolvek spravny argument veduci k vyluceniu kazdej z cifier 0, 2, 4, 5, 6 a 8 ocerite
tiez jednym bodom. Dalsie dva body dajte za odvodenie, ze hladané prvoéisla maja tvar 3n2 + 3n + 1.
Zvysné dva body potom za dokoncenie riesenia. Pri postupe z poznamky naopak 1 bod strhnite, ak
riesitel neuvedie zodpovedajuce priklady peknych prvocisel.



2. Kladné redlne ¢isla a, b, c, d spliiaji rovnosti

1 1
a=c+ — a b=d+ —.
d c

Dokazte nerovnost ab 2 4 a ndjdite najmensiu mozni hodnotu vyrazu ab + cd.
(Jaromir Sims3a)

RieSenie. Pre dokaz nerovnosti ab = 4 dosadme zo zadanych vzfahov. Ziskame tak
odhad

1 1 1
ab:<c+—>(d+—>:cd+1+1+—§4,
d c cd

pri¢om sme v poslednej nerovnosti vyuzili zndmy fakt, ze pre kladné ¢isla z (teda aj
pre x = cd > 0) plati z + 1/z = 2.
V druhej ¢asti tlohy budeme postupovat podobne. Dosadenim za a a b vyjde

1 1
ab+ cd = (2+cd+—) Yed =2+ 2d+ —.
cd cd

Tentoraz vyuzijeme nerovnost x + y = 2+/xy, ktord plati pre Iubovolné nezaporné
¢isla z, y. Ked v nej zvolime = = 2¢d, y = 1/cd, dostaneme

1
2cd + — = 2V/2.
cd

Vidime, Ze ab+cd > 2(1++/2). Aby sme sa presveddili, Ze sa jedna o hladané minimum,
néjdeme pripustné hodnoty ¢isel a, b, ¢, d, pre ktoré v tejto nerovnosti nastane rovnost.
Vyjdeme z toho, Ze v pouzitej nerovnosti nastava rovnost prave vtedy, ked = = v,
¢ize 2cd = 1/cd, ¢o mozno upravit na (cd)? = 1/2. To zabezpec¢ime napriklad volbou
c =1, d = v2/2 a k tymto hodnotdm potom zo zadanjch vzfahov dopocitame
a=1+v2,b=1+v2 /2. Zostrojena stvorica tak spliia podmienky zo zadania a zroven
pre 1t plati ab + cd = 2(1 + v/2). MdzZeme si teda byt isti tym, Ze hodnota 2(1 + 1/2)
je hladanym minimom vyrazu ab + cd.
Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za riesenie prvej casti dajte dva body. V casti druhej dajte tri body
za dokaz nerovnosti ab + cd = 2(1 + \/5) a jeden bod za zostrojenie Stvorice hodnét a, b, ¢, d, pre
ktort je ab+ cd = 2(1 4 +/2). Pouzité nerovnosti = + 1/z = 2 a  +y = 21/zy (z ktorych prva vyplyva

z druhej volbou y = 1/z) nie je nutné dokazovat, staci ich bud oznaéit za zndme, alebo sa odvolat na
nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom dvoch &isel.

3. Dany je lichobeznik ABCD (AB || CD), v ktorom plati
Dokdazte, Ze
a) na ramene AD lezi nejaky bod kruznice magicej priemer BC,

b) na ramene BC' lezi nejaky bod kruznice majicej priemer AD.
(Josef Tkadlec)

BC| = |AB| + |CD].

RieSenie. a) Ozna¢me M, N postupne stredy ramien BC, AD. UkdZzeme, Ze bod N
lezi na kruznici s priemerom BC.



Dosadenim danej rovnosti do zndmeho vzfahu pre stredni priecku lichobeznika
ziskame rovnost
|AB| + |CD| _ 1|BC’|.
2 2
To znamena, Ze vzdialenost bodu N od stredu M kruznice s priemerom BC' je rovna
jej polomeru. Bod N je teda bodom kruznice s priemerom BC.

|[MN| =

b) Vzhladom na zadant podmienku existuje na strane BC bod E taky, ze |BE| =
= |AB| a |EC| = |CD| (obr.1). Ukazeme, ze plati |[{AED| = 90°, a bod E potom
bude onym hladanym bodom na Télesovej kruznici nad priemerom AD.

D C

A B
Obr. 1

To v8ak vyplyva priamo z rovnoramennosti trojuholnikov ABE, EC D a rovnobez-
nosti priamok AB a CD:

|{AED| = 180° — |{AEB| — |{CED| =
= 1((180° — 2|4 AEB|) + (180° — 2|4CED|)) =
= 1(|[4ABE| + |£DCE|) = 90°.
Tym je tloha vyrieSena.

Pozndmka. Ak za¢neme celé rieSenie priamo dokazom, Ze trojuholnik AE D je pravouhly,
mozeme si potom uvedomit, Ze navzajom kolmé osi jeho stran AE a ED prechadzaju
stredom N jemu opisanej kruznice. To vSak znamend, ze aj trojuholnik BCN je

pravouhly, takze kruznica nad priemerom BC prechadza stredom N strany AD.

Za tplné riesenie kazdej z casti dajte 3 body. V casti a) dajte jeden bod, ak ziak definuje bod N
a zaroven prejavi umysel ukazat, ze lezi na kruZnici s priemerom BC. Zvysné dva body dajte, ak sa
mu to podari. Cast b) obodujte analogicky. V pripade, Ze sa ziak pusti inou cestou, majte na pamiti,

Ze pre rieSenie kazdej z Casti je nutné vyuzit podmienku zo zadania. Bez nej totiz ani jeden zo zaverov
vo vSeobecnosti neplati.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené rieSenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe tak, aby zasielka bola doruc¢end pred Vianocami. Odportca sa odoslat ich najne-
skor 17. decembra 1. triedou.
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