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65. ro¢nik Matematickej olympiady
2015/2016 Riesenia uloh okresného kola kategorie Z9

Informacia pre okresnu komisiu MO:

Pri kazdej tlohe sa za akékolvek tplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tlohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieSeni, ale tilohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby ¢o najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

Prosime o zaslanie opravenych rieseni okresnych kol aj s vysledkovou listinou predsedom
KKMO alebo nimi poverenej osobe do 19. februara.

Upozortiujeme tiez na moznost zverejnit vysledkovii listinu okresného kola na oficidlnej
stranke Slovenskej komisie MO: skmo . sk. Stac¢i poslat vysledkovi listinu e-mailom na adresu
skmo@skmo.sk v takom forméte, v akom si ju Zeldte zverejnit na internete. Na stranke
skmo . sk/dokument . php?id=429 ndjdete Sablénu vo forméte Excelovskej tabulky, ktorti mo-
Zete pri priprave vysledkovych listin pouzit. Nie je to vSak povinny format, mézete pouzit
aj vlastny. Prosime len, aby ste dodrzali oznacenie poradia podla nasledovného prikladu:
Ak prave 5 ziakov dosiahne viac bodov ako ziak X.Y. a préve traja ziaci (vratane X.Y.)
dosiahnu rovnako vela bodov ako X.Y., tak ziakovi X.Y. patri v poradi 6. — 8. miesto,
pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom sa urcuje umiestnenie vsetkych
ziakov. Inymi slovami, napr. nepiste pri ziakovi, ze skoncil na 2. mieste, ak pred nim skon¢ili
traja ziaci s plnym poctom bodov a on ma o jeden bod menej — v takom pripade mu patri
4. miesto.

1. V Zverimeze vypredavali rybicky z jedného akvaria. Ondrej chcel polovicu vsetkych
rybiciek, ale aby nemuseli Ziadnu rybicku delit, dostal o polovicu rybicky viac, ako poZa-
doval. Matej si Zelal polovicu zvysnych rybiciek, ale rovnako ako Ondrej dostal o polovicu
rybicky viac, ako poZadoval. Nakoniec Petrik chcel polovicu zvysnych rybiciek, ale tieZ
dostal o polovicu rybicky viac, ako poZadoval. Potom bolo akvdrium bez rybiciek. Kolko
rybiciek bolo povodne v akvdriu a kolko ich dostal Ondrej, kolko Matej a kolko Petrik?

(Marta Volfova)

RiesSenie. Budeme uvazovat odzadu:

Petrik dostal o polovicu rybicky viac, ako bola polovica vsetkych rybiciek, ktoré
zvy$ili po Matejovi. Kedze potom bolo akvarium prazdne, bola oné polovica rybicky
navyse prave polovicou toho, ¢o zvysilo po Matejovi. Po Matejovom nakupe teda ostala
v akvariu jedna rybicka.

Matej dostal o polovicu rybicky viac, ako bola polovica vSetkych rybiciek, ktoré
zvysili po Ondrejovi. Kedze potom ostala v akvariu jedna rybicka, bola tato rybicka
a polovica rybicky navyse prave polovicou toho, ¢o zvysilo po Ondrejovi. Po Ondrejovom
nakupe ostali v akvariu tri rybicky.

Ondrej dostal o polovicu rybicky viac, ako bola polovica vsetkych rybiciek, ktoré
boli povodne v akvériu. KedZe potom ostali v akvariu tri rybicky, boli tieto tri rybicky
a polovica rybicky navyse prave polovicou pévodného mnozstva rybiciek. Pévodne bolo
v akvariu sedem rybiciek. Teda Ondrej dostal styri rybicky, Matej dve a Petrik jednu
rybicku.

Navrh hodnotenia. 1 bod za urcCenie zvysku po Matejovi; 2 body za urcenie zvysku po Ondrejovi;
3 body za urcenie pévodného mnozstva a poctov rybiciek, ktoré si odniesli jednotlivi chlapci.
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Iné rieSenie. Ak povodny pocet rybi¢iek v akvériu oznadime x, tak mozeme dalSie
pocty postupne vyjadrit takto:

dostal zvysilo
r+1 r—1
Ondrej
ndrej 5 5
1 -3
Matej T a
4 4
1 _
Petrik i cl
8 8

Z toho je zrejmé, ze po Petrikovom nakupe mohlo byt akvarium bez rybiciek vtedy a len
vtedy, ked z = 7. Dosadenim lahko uréime pocty rybiciek, ktoré si odniesli jednotlivi
chlapci.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za predposledny riadok tabulky; 2 body za posledny riadok tabulky; 1 bod
za vycCislenie neznamej; 1 bod za pocty rybiciek pre jednotlivych chlapcov.

2. Zuzka vpisala do deviatich policok na nasledujicom obrdzku celé cisla od 1 do 9, kazZdée
prdave raz. Pomer suctov c¢isel napisanych v kruhoch, trojuholnikoch a Sestuholnikoch
bol 2 : 3 : 6. Zistite, aké ¢islo mohlo byt napisané v hornom trojuholniku; urcéte vsetky
moznosti. (Erika Novotna)

ovVOQ
o0
@, O

Riesenie. Sucet vSetkych cisel vpisanych do policok na obrazku je rovny
142+ +9=45

Cisla v trojuholnikoch a ¢isla v Sestuholnikoch st navzajom rozne a pomer ich stétov
je 3 :6 =1: 2. 7 toho vyplyva, Ze stcet cisel v trojuholnikoch je 15 a stucet cisel
v Sestuholnikoch je 30. KedZze pomer stuctov ¢isel v kruhoch a v trojuholnikoch je 2 : 3,
sucet ¢isel v kruhoch je 10.

Na obrazku su $tyri kruhy, teda v kruhoch musia byt ¢isla 1, 2, 3 a 4 (akakolvek
v trojuholnikoch — vo zvy$nom hornom trojuholniku mé byt také ¢islo, aby sucet tychto
troch cisel bol 15. Najvacsi mozny sucet ¢isel v dvoch spodnych trojuholnikoch je 7,
preto najmensie mozné ¢islo v hornom trojuholniku je 8. Sticasne v hornom trojuholniku
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e ak je v hornom trojuholniku ¢islo 8, tak v spodnych dvoch trojuholnikoch musia
byt ¢isla 3 a 4,

e ak je v hornom trojuholniku ¢islo 9, tak v spodnych dvoch trojuholnikoch musia
byt ¢isla 2 a 4.

V oboch pripadoch mozno Tahko doplnit ostatné ¢isla tak, Ze st splnené vsetky

poziadavky zo zadania, pozri obrézky. V hornom trojuholniku mohlo byt vpisané ¢islo 8

alebo 9.
Q'C QWC

Ndvrh hodnotenia. 2 body za vyjadrenie stcétov &isel v trojuholnikoch a Sestuholnikoch; 1 bod za
vyjadrenie Stvorice ¢isel v kruhoch; 2 body za urcenie dvoch moznych ¢isel v hornom trojuholniku;
1 bod za doplnenie obrazka a overenie.

3. Dané€ su kruznice ki, ko, k3 a kg so stredmi postupne Si, Sa, Ss a S4. Kruznice
ki1 a ks sa zvonka dotykaju vsetkych ostatnych kruznic, polomer kruznice ki je 5cm,
vzdialenost stredov Sy a Sy je 24 cm a Stvoruholnik S15553S4 je kosostvorec. Uréte
polomery kruznic ko, ks a k4.

Poznamka. Obrdzok je len ilustracny. (Eva Semeradova)

Riesenie. Na obrazku je znazornené jediné mozné usporiadanie kruznic, ktoré vyhovuje
vSetkym podmienkam zo zadania.

Kedze sa kruznice dotykaju, st dlzky stran stvoruholnika S;S2S555, rovné stic¢tom
polomerov prislichajucich kruznic. Kedze je tento Stvoruholnik kosostvorcom, st vSetky
jeho strany zhodné. Teda

S=r1+ro=ro+r3=1r3+r4 =174+,
pricom ry, ro, r3, 74 su velkosti polomerov prislichajucich kruznic a s je velkost strany
koso$tvorca. Z toho vyplyva, ze protilahlé kruznice stt navzajom zhodné, teda r; = r3

a ro = r4. Uhlopriecky v kosoStvorci st na seba kolmé a navzajom sa rozpoluji. Preto
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st trojuholniky urcené stranami a uhloprieckami kosostvorca pravouhlé a navzajom

zhodné.

Odvesny maju podla zadania velkosti r; = r3 = 5cm a %|SQS4| = 12 cm. Velkost
prepony, t.j. velkost strany kosoStvorca, je podla Pytagorovej vety rovna

s =1/122 4 52 = /169 = 13 (cm).
Z toho vyplyva, ze
ro =14 =13 —5=8(cm).
Polomery kruznic k; a k3 st 5cm, polomery kruznic ks a k4 st 8 cm.

Navrh hodnotenia. 3 body za zistenie a zdovodnenie, ze r1 = r3 a r9 = r4; 2 body za urcenie strany
kosostvorca; 1 bod za urcenie polomerov r2 a 4.

4. Pred kaZdé z c¢isel v nasledujicich dvoch zoznamoch dopliite bud znamienko plus,
alebo minus tak, aby hodnota takto zapisanych vyrazov bola rovnd nule:

a) 1 23 4 56 78 9 10,

b)1 23 4 56 78 9 10 11.
Pri oboch tulohdch uvedte aspori jedno riesenie alebo zdovodnite, Ze tloha riesenie nemd.

(M. Volfova)

RieSenie. Aby bol vysledok rovny nule, musi byt siucet vSetkych ¢isel so znamienkom
plus rovnaky ako sticet vSetkych cisel so znamienkom minus. Z toho vyplyva, ze stcet
vSetkych uvedenych ¢isel musi byt péarny.

V pripade a) je celkovy stucet

1+2+3+...4+10=55.

Kedze je tento stcet neparny, loha nema4 rieSenie.
V pripade b) je celkovy sucet

1+24+3+...+11 =66.

Ako ¢isla so znamienkom plus, tak ¢isla so znamienkom minus preto musia mat sucet 33.
Jedno z mnohych moznych rieseni tilohy je napr.

+1+2-3+4+5+6+7+8—-9-10—11.

Ndvrh hodnotenia. 3 body za zistenie, ze celkovy stcet musi byt parny; 1 bod za zistenie, ze tloha a)
nemd rieSenie; 2 body za néjdenie jedného rieSenia ulohy b).
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