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65. ro¢nik Matematickej olympiady
2015/2016 Riesenia uloh Skolského kola kategorie B

1. Kolkymi sposobmi je mozné vyplnit stvorcovi tabulku 3 x 3 cislami 2, 2, 3, 3, 3, 4,
4, 4, 4 tak, aby sucet ¢isel v kaZdom stvorci 2 x 2 tejto tabulky bol rovny 147
(Tomas Jurik)

Riesenie. Najskor zistime, ako sa da zapisat ¢islo 14 ako sucet Styroch z danych ¢isel.
Ked7e 44+ 3-3 < 14 < 4-4, musi taky sucet obsahovat aspon dve a nanajvys tri Stvorky.
Dostavame tak prave dve mozné vyjadrenia: 14 =4+4+4+3+3ald=4+4+4+ 2.

Predpokladajme, Ze tabulku 3 x 3 mame spravne vyplnent danymi ¢islami, a ski-
majme, ¢o pre iu musi platit. Vieme, Ze kazdy zo Styroch $tvorcov 2 x 2 musi obsahovat
bud ¢isla 4, 4, 4, 2, alebo ¢isla 4, 4, 3, 3. Sustredme sa na Stvorce 2 x 2, ktoré obsahuju
¢islo 2; pre také stvorce mame iba nasledujice Styri moznosti:

2|4 412 414 414
44 4|4 214 412

V ktorom policku tabulky 3 x 3 moze byt zapisané ¢islo 27 Ak by bolo zapisané
v strednom policku, museli by byt vo vSetkych ostatnych polickach $tvorky a neostalo
by miesto pre trojky:

4|4 4144 4144 4144
2 — |42 — |1412|14| — |4|2|4] — [4]2|4
414 4144

Ak by bolo ¢slo 2 zapisané uprostred krajného riadka ¢ stipca tabulky, v susednych
polickach by museli byt $tvorky, ktorych znova neméame dostatok:

2 412 4124
— |44 — 4144

Preto su (obe) éisla 2 zapisané v rohoch tabulky.
Ak by boli dvojky v protilahlych rohoch, znova nevystacime so $tvorkami:

2 2 412
— |44 — |44
2 214 214

Zostala teda jedind moznost pre polohu ¢isel 2 — musia byt v susednych rohoch. Néasledne
doplnime samé Stvorky do dvoch stvorcov 2 x 2, ktoré obsahuju tieto dvojky a do
zvy$nych policok ndm nezostava ind moznost ako vpisat zvysné tri trojky.

2 2 21412 21412 21412
— (4|4 — |4]4]4] — |4]|4]|4
31313




Dostaneme tak prvé riesenie, v ktorom je sticet cisel vo vSetkych styroch stvorcoch
2 x 2 naozaj rovny 14. Dalsie tri rieSenia dostaneme volbou inej dvojice susednych
rohov. Existuju tak $tyri moznosti, ako tabulku vyplnit:

2142 3142 31313 21413
41414 31414 41414 41413
3133 31412 21412 21413

Iné riesenie. Rovnako ako v predoslom rieseni ukazeme, Ze ¢islo 14 je mozné z danych
¢isel ziskat ako stcet Styroch cisel iba ako 4 + 4 + 4 + 2 alebo 4 + 4 + 3 + 3. Z toho
dalej vyplyva, ze v kazdom Stvorci 2 x 2, ktory obsahuje ¢islo 2 (alebo 3) uz ziadna
dvojka byt nemoze. V prostrednom Stvoréeku (ktory je sucastou Styroch stvorcov 2 x 2)
nemdze byt ani ¢islo 2 (neostalo by miesto pre trojky), ani ¢islo 3 (neostalo by miesto
pre dvojky). V prostrednom policku musi teda byt ¢islo 4.

7 predoslého riesenia vieme, ze v policku susediacom stranou s prostrednym stvor-
¢ekom nemdze byt ¢islo 2, lebo by oba Stvorce 2 x 2 obsahujtce tuto dvojku obsahovali
uz iba Stvorky, a tych neméame dostatok. Uprostred musi teda byt ¢islo 4 a v jednom
z rohov ¢islo 2. Tym st urcené ¢isla v zodpovedajicom Stvorci 2 x 2 tabulky:

2 24
4 — (4|4

Zostalo nam pif nevyplnenych poli¢ok, ktoré maju obsahovat ¢isla 2, 3, 3, 3, 4.
Cislo 3 sa musi vyskytovat v aspon jednom z dvoch $tvorcov 2 x 2, ktoré maji s uz
vyplnenym Stvorcom dve spolo¢né policka (a to dvakrat). Zvolme jeden z nich (pri
volbe druhého bude postup tplne rovnaky a situcia symetrickd). Ostatné ¢isla potom
mozeme vpisat uz iba jedinym spoésobom, kedze ¢islo 2 nemdze byt v rovnakom Stvorci
2 x 2 s c¢islom 3:

21413 21413 21413 21413
41413 — |4(14|13] — |4|4|3] — (4|43
2 214 21413

Otocenim o nasobok 90° dostaneme dalSie tri odlisné vyplnenia. Lahko nahliad-
neme, ze su to vSetky moZnosti, ktoré dostaneme inou volbou pociatoéného rohu
s dvojkou a volbou prilahlého $tvorca s dvoma trojkami. Tabulku mozno teda vyplnit
Styrmi sposobmi.

Iné riesenie. Oznacme ¢isla vo vyplnenej tabulke podla obrizka pismenami od a po i
a spiSme rovnice pre jednotlivé stvorce 2 x 2:

; a+b+d+e=14, (1)
¢ ‘ btcte+ f=14, (2)
el f —
: d+e+g+h=14, (3)
7
(4)

e+ f+h+i=14.
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Riesme tuto ststavu rovnic, ked vieme, Ze ¢isla od a po i st v niektorom poradi dve
dvojky, tri trojky a Styri $tvorky. Cislo e sa nachadza vo vSetkych $tyroch rovniciach.
Ak by bolo e = 2, mala by ststava rovnic (1)—(4) tvar

a+b+d=12,
b+c+ f=12,
d4+g+h =12,
f4h+i=12,

pricom jediny sposob, akym mozno zo zvysnych cisel 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4 suctom troch
dostat ¢islo 12, je 4 + 4 + 4, a tak by museli vSetky ostatné ¢isla mat iba hodnotu 4, ¢o
nie je mozné.

Ak by bolo e = 3, mala by ststava rovnic (1)—(4) tvar

a+b+d=11,
b+c+ f=11,
d+g+h =11,
f+h+i=11,

pricom jediny sposob, akym mozno zo zvysnych cisel 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 4 suctom troch
dostat ¢islo 11, je 44+ 4+ 3, a tak by museli vSetky ostatné ¢isla maft iba hodnoty 4 a 3,
¢o nie je mozné (nemame kam umiestnit dvojky).

Zistili sme, ze musi byt e = 4, a tak budeme hladat rieSenie ststavy

a+b+d=10,
b+c+ f =10,
d+ g+ h =10,
f+h+1i=10,

pricom ¢isla a, b, ¢, d, f, g, h, i s v niektorom poradi ¢isla 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4. Ak
tieto Styri rovnice s¢itame, dostaneme

(a+b+d)+(b+c+ f)+(d+g+h)+ (f+h+1i) =40,
(a+b+c+d+f+g+h+i)+b+d+ f+h=40,
(2+2+3+3+3+4+4+4)+b+d+ f+h =40,

b+d+ f+h=15. (5)

Jediny sposob, ako dostat ¢islo 15 ako stucet Styroch ¢isel z mnoziny {2, 3,4}, je
4+ 444+ 3. Preto jediné rieSenie rovnice (5) je také, Ze jedno z ¢isel b, d, f, h je rovné
trom a zvy$né su Stvorky. Pre kazda zo Styroch moznosti uz z rovnic (1)—(4) spolu
s e = 4 jednoznacne dopocitame riesenia a =10—b—d,c=10—-b— f, g=10—d — h,
i =10 — f — h, ktoré zodpovedaju tymto tabulkdm:

3133 31412 21413 2142
44 31414 4143 4|4
2142 31412 21413 31313




Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Ak riesitel postupuje prvym sposobom, dajte 1 bod za najdenie oboch
moznych rozkladov 14 =4 +4+ 442 =444+ 3+ 3, druhy bod za vylacenie dvojky v strede stvorca
3 x 3, treti bod za vyladenie dvojky ,uprostred strany“ stvorca 3 x 3. Stvrty bod dajte za zistenie,
ze dvojky nemozu byt v protilahlych rohoch, piaty bod za prvé najdené riesenie a posledny bod za
vypisanie v8etkych Styroch rieseni.

Ak riesitel postupuje druhym spoésobom, dajte 1 bod za najdenie 14 = 4+4+4+2 =4+4+3+3,
2 body za uréenie &isla 4 v strede $tvorca 3 x 3. Stvrty bod dajte za zistenie, ze dvojky nemozu byt
suprostred strany“, piaty bod za prvé najdené rieSenie a posledny bod za vypisanie vSetkych Styroch
rieseni.

Ak riesitel postupuje tretim spdésobom, dajte 3 body za zistenie hodnoty e = 4. Stvrty bod
dajte za séitanie rovnic, piaty bod za objav rovnice (5) a posledny bod za vypisanie vSetkych Styroch
rieseni. Ak riesitel neuvedie Styri rieSenia, dajte nanajvys 5 bodov. Ak riesitel postupuje inak, snazte
sa hodnotit podobné milniky v rieseni v stlade s uvedenymi rieSeniami.

2. Dana je usecka AB, jej stred C a vnitri isecky AB bod D. Kruznice k(C,|BC|)
a m(B,|BD|) sa pretinaji v bodoch E a F a polpriamka FD pretina kruznicu k

v bode K, K # F. Rovnobezka s priamkou AB prechddzajica bodom K pretina
kruznicu k v bode L, L # K. Dokdzte, Ze |KL| = |BD|. (Sérka Gergelitsova)

Riesenie. Body D aj F' lezia na kruznici m so stredom B, takze trojuholnik BDF je
rovnoramenny a plati |{BFK| = |[{BDF| > 45°, pretoze trojuholnik BDF je navyse
ostrouhly (obr.1). To ale znamen4, Ze bod K musi lezat v polrovine oA, pri¢om o je os
usecky AB, pretoze obliuk BK prislicha obvodovému uhlu vicsiemu ako 45°.

Bod L, ktory je vdaka podmienke AB || K L simerne zdruzeny s K podla o, bude
preto lezat v polrovine 0B, teda KL a AB (a teda aj DB) budu sthlasne orientované
rovnobezné tsecky. Z toho vyplyva zhodnost stihlasnych uhlov LK F a BDF'. Spolu tak
dostavame |{LKF|= |{BDF| = |{BFK|.

Obr. 1

Priamky F'B a K L st potom stiimerne zdruzené podla osi tsecky F' K, ktora preché-
dza stredom C kruznice k, a je teda aj jej osou simernosti. Preto aj prieseéniky B a L
tychto priamok s kruznicou k s simerne zdruzené podla tejto osi, takze Stvoruholnik
KLBF je rovnoramenny lichobeznik, ¢ize |KL| = |BF|. Spojenim s rovnostou |BF| =
= |BD| polomerov kruznice m tak dostdvame pozadovani rovnost

\KL| = |BF| = |BD|.
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Za plné riesenie dajte 6 bodov. Za uvedenie kazdej z rovnosti uhlov | BFK| = | BDF| a |{LKF| =
= |ABDF)| dajte po 2 bodoch. Dalsimi dvoma bodmi odmeiite riesitela za dokaz toho, ze KLBF je
rovnoramenny lichobeznik, resp. za to, ze |KL| = |BF|. Poznatok, ze body B a L lezia na rovnakej
strane od priamky K F', mozno povazovat za o¢ividny, a tak moze byt v rieSeni vyuzity mlcky.

3. Dané su dve rozne redlne c¢isla a, b vicsie ako 1. Zapiste vsetky mozZné poradia hodnot

VYrazov

a-+b a?+b2 -2
1 1+56, 1
ta to + 2 7 at+b—2

od najmensej po najvicsiu. (Jaromir Simsa)

Riesenie. Najskor si vSimnime, ze zdmenou hodndét a a b sa hodnota poslednych dvoch
uvazovanych vyrazov nezmeni, zatial ¢o poradie prvych dvoch sa zmeni na opa¢né. Cisla
a a b st rozne, mozeme preto predpokladat, Ze je a < b. Pre a > b tak vymenou d¢isel
a a b medzi sebou dostaneme uz niektoré najdené poradie, v ktorom budi vymenené
hodnoty 1 +a a 1+ 0.

KedZe ¢isla a a b st rozne, lezi ich aritmeticky priemer medzi nimi, takze pre a < b
je vzdy

1+a<1+aT+b <1+

Ostéava zistit, na ktoré miesto sa da (za uvedeného predpokladu) zaradif hodnota
posledného vyrazu. Napriklad pre a = 2 a b = 4 mame zaradit hodnotu 4,5 medzi ¢isla
3 < 4 < 5. Vidime teda, ze jedno z moznych usporiadani vSetkych Styroch uvazovanych
hodnét je

a+b a®>+b>-2

1 1 1+0. 1
+a<+2<a+b—2<+ (1)

Ako sme uz uviedli skor, prva nerovnost plati za predpokladu a < b vzdy. Ukazeme,
ze dalsie dve nerovnosti v (1) tiez platia vSeobecne pre Tubovolné a, b, 1 < a < b.

Kazdt z oboch nerovnosti vynasobime kladnym vyrazom a+b— 2. Ekvivalentnymi
upravami lavej nerovnosti dalej dostaneme

24+a—+b

5 (a+b—-2)<a®+b* -2,
(a+b)? —4 < 2(a® +b* - 2),
0 < a? + b% — 2ab,

0 < (a—b)?

¢o je nerovnost, ktord pre a # b plati vzdy.
Upravou pravej nerovnosti potom dostaneme

a®+b>—2<(1+b)(a+b-2),

@’ +b —2<a+b—2+ab+b*—2b,
0< —a*+ab+a—b,
0<ab—a)—(b—a)=(b—a)(a—1),

¢o vdaka nerovnostiam 1 < a < b plati tiez.
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Vzhladom na symetriu spomenutt v ivode tak dostdvame dve mozné usporiadania
uvazovanych hodnét:

a+b a?+0b2-2

l+a<1+ < <1+b, keda<hb,
2 a+b—2
b 2452 -2
14—b<1+a+ <a—% <l+a, kedb<a.
2 a+b—2

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za spravnu poziciu hodnoty 1+ (a + b)/2 medzi éislami 1+aa 1+b
dajte 1 bod. Dokaz kazdej z dalsich dvoch nerovnosti (1) ocefite dvoma bodmi. Posledny bod dajte za
uvedenie oboch moznych usporiadani.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.
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