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65. ro¢nik Matematickej olympiady
2015/2016 Riesenia tloh skolského kola kategorie C

1. Ndjdite vietky stvorciferné ¢isla abed, pre ktoré plati abed = 20 - ab + 16 - cd.
(Tomas Jurik)

RieSenie. V rovnici zo zadania
1000a + 100b + 10c¢ 4+ d = 20(10a + b) + 16(10¢ + d)

maji nezname cifry a a b viiéSie koeficienty na lavej strane, zatial ¢o cifry ¢ a d na
strane pravej. Preto rovnicu upravime na tvar 800a + 80b = 150c + 15d, ktory po
vydeleni piatimi a vynati mensich koeficientov oboch stran prepiseme ako

16(10a + b) = 3(10c + d). (1)
Z toho vdaka nesudelitelnosti ¢isel 3 a 16 vyplyva, ze 10c + d je dvojciferny nésobok

musi byt nenulovd). Ako hodnoty 10c + d tak prichddzaju do tGvahy iba nésobky 16
rovné 64, 80 a 96 — ¢isla urcujice svojim zapisom cifry ¢ a d. Dosadenim do rovnice (1)
dostaneme pre dvojciferné ¢islo 10a + b postupne hodnoty 12, 15 a 18.

Odpoved. Vyhovuju tri ¢isla 1264, 1580 a 1896.

Poznamka. Namiesto Styroch neznamych cifier a, b, ¢, d mozno na zapis rovnice zo
zadania vyuzit zrejme priamo obe dvojciferné ¢isla = ab a y = cd. Rovnica potom
bude mat tvar 100z +y = 20z + 16y, ktory podobne ako v pdvodnom postupe upravime
na 80x = 15y, ¢ize 16z = 3y. Teraz namiesto vztahu 16 | y mdZzeme vyuzit druhy
podobny dosledok 3 | z a uvedomit si, ze z odhadu y < 99 vyplyva 16z < 3-99 = 297,
odkial z < 18, ¢o spolu s odhadom x = 10 vedie k moznym hodnotdm z € {12,15, 18}.
Z rovnice 16x = 3y potom uz dopocitame y = 64 pre x = 12, y = 80 pre x = 15
ay =96 pre x = 18.

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov, logicky spravny postup s numerickymi chybami (podla ich miery)
ocente nanajvys 4 bodmi. Pri nedokoncenom postupe dajte 1 bod za zapis zadanej rovnice v rozvinutom

tvare (t.j. s mocninami zakladu 10), za jeho tpravu na stéinovy tvar s nesudelitelnymi ¢initelmi 16
a 3 potom tiez 1 bod.

2. Pri stole sedi niekolko ludi (aspori dvaja) a hraji takito hru: V kaZdom kole tajnym
hlasovanim kazdy hrdac udeli hlas jednému hracovi (moZe aj sam sebe). Potom sa kolo
vyhodnoti: kazZdy hrac, ktory dostal prave jeden hlas, z hry vypaddva.
a) Kolko ludi mohlo sediet pri stole na zaciatku, ak v prvom kole vypadol z hry
prdave jeden hrac?
b) Mohla mat hra jediného vitaza, teda c¢loveka, ktory po urcitom pocte kol zostal
v hre sam?

(Rébert Toth)

Riesenie. a) Ukazeme, Ze v opisanej situacii mohol na zaciatku pri stole sediet lubo-

.....

vypadli z hry bud obaja, alebo Ziadny z nich, rozdelenie dvoch hlasov je totiz bud 1 : 1,
alebo 2 : 0).



Ak st na zaciatku hraci aspon traja, tak v prvom kole vypadne iba jeden hrac A,
ked napriklad hra¢ A da hlas sebe a vSetci ostatni (st najmenej dvaja) ho daji tomu
istému hracovi B, B # A (teda aj hra¢ B d& hlas sebe). Nie je to samozrejme jediny
sposob hlasovania s pozadovanym vysledkom.

b) Vysvetlime, preco jediny hra¢ v hre nikdy zostat nemoze. Opak by znamenal, Ze
v poslednom kole pred uvedenou situéciou, ked v hre bolo povedzme m hracov, pricom
m > 1, by v dosledku ich hlasovania vypadlo m — 1 hracov. Kedze pri tomto hlasovani
bolo rozdanych prave m hlasov a m — 1 hracov (ti, ¢o potom vypadli) dostalo prave
jeden hlas, musel aj zvysSny m-ty hra¢ dostat prave jeden (zvys$ny) hlas, a teda tiez
vypadnuf, a to je spor.

Za plné riesenie Casti a) dajte 2 body, za plné rieSenie Casti b) dajte 4 body. Za drobné argumentacné
nedostatky strhnite 1 -2 body.

3. V kruznici so stredom S zostrojime priemer AB a lubovolni nari kolmi tetivu CD.
Zdovodnite, preco je obvod trojuholnika AC'D mensi ako dvojnasobok obvodu trojuhol-
nika SBC. (Sarka Gergelitsova)

RieSenie. Zelany vzfah medzi obvodmi trojuholnikov AC'D a SBC vyplynie, ked pre
dlzky ich stran objavime nerovnosti

IAC| < 2|SB|, |AD|<2|SC| a |CD|< 2|BC|.

Prvé dve z nich st désledkom toho, ze tetivy AC a AD danej kruznice st kratsie ako
jej priemer AB (obr.1), tretia nerovnost zapisana v tvare 1|C'D| < |BC| je nerovnos-
tou medzi dizkami odvesny a prepony dvoch zhodnych pravouhlych trojuholnikov, na
ktoré je trojuholnik BC'D rozdeleny priamkou AB, ktord je totiz (vdaka predpokladu
AB 1 CD) osou tetivy C'D. Dodajme, Ze rovnako dobre mozno vyuzit aj trojuholnikovia
nerovnost |CD| < |BC|+ |BD| = 2|BC]|.

Obr. 1

Iné riesenie. Oznacme « velkosti vnatornych uhlov pri zdkladni AC' rovnoramen-
ného trojuholnika SAC. Potom jeho vonkajsi uhol pri vrchole S, ¢ize uhol C'SB, ma
velkost 2q, ktort mé aj uhol C'AD, pretoze polpriamka AB je jeho osou (obr.1).
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Rovnoramenné trojuholniky ACD a SCB sa tak zhoduji vo vnutornych uhloch pri
svojich hlavnych vrcholoch A a S, a st teda podobné. Preto je pomer ich obvodov
rovny pomeru dlZzok ich ramien, a ten mé naozaj hodnotu mensiu ako 2, lebo ramen4
trojuholnika AC'D st kratsie ako priemer danej kruznice, zatial ¢o ramend trojuhol-
nika SCB maja dizku jej polomeru.

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov. Za odhad dizok AC, AD pomocou priemeru danej kruznice v netiplnom
rieSeni dajte 1 bod. Za nerovnost |CD| < 2|BC| dajte 1 bod, len ak je zdévodnend; ak chyba toto

zdévodnenie v inak Uplnom rieSeni, strhnite 1 bod. Napokon 1 bod dajte aj za objav, ze trojuholniky
ACD a SCB st podobné. Len za zmienku o ich rovnoramennosti vSak ziadny bod neudelujte.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.
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