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62. ro¢nik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia tloh ¢esko-polsko-slovenského stretnutia

1. Dany je tetivovy Stvoruholnik ABC D, pricom |BC| = |CD|. Nech w je kruznica so
stredom C' dotykajica sa uhlopriecky BD. Oznacme I stred kruznice vpisanej trojuhol-
niku ABD. Dokazte, Ze priamka prechddzajica bodom I, ktord je rovnobeznd s AB, sa
dotyka kruznice w. (Kamil Duszenko)

Riesenie. Ozna¢me I' kruznicu opisana Stvoruholniku ABC'D a p priamku, ktora sa
dotyka kruznice I' v bode D. Kedze C je stredom obliuka BD, z tisekovych a obvodovych
uhlov mame |£(CD,p)| = |LCAD| = |{BAC| = |{BDC], a teda priamka p sa dotyka
aj kruznice w. Podobne ak oznac¢ime E stred obluka DA kruznice I', dostaneme, Ze p sa
dotyka kruznice w’, ktord mé stred E a dotyka sa strany DA. Preto priamka ¢, ktord
je obrazom priamky p v osovej simernosti podla priamky CE, sa tiez dotyka kruznic
w a w' (obr.1). Pritom zo znédmych vztahov! |CD| = |CI| a |ED| = |EI| dostavame,
7e aj body D a I st sumerne zdruZené podla priamky CE. Takze I lezi na priamke ¢
a zostava dokazat, ze ¢ || AB. To vyplyva z rovnosti

1£(q, IC)| = [£(CD, p)| = [£CAD| = [{BAC)|

(vSetky pouzivané uhly dvoch priamok povazujeme za orientované).

Obr. 1

Iné rieSenie. Oznac¢me ¢ priamku, ktord prechadza bodom I a je rovnobeznd s ADB.
Nech P pita kolmice z bodu C na g a M je stred BD (obr.2). Zo sthlasnych a obvo-
dovych uhlov dostavame

|LCIP|=|{CAB|=|£CDB| = |£CDM]|.

! Je zname, Ze stred kruZnice vpisanej danému trojuholniku leZi na kruznici, ktord m4 stred v strede
obluka kruZnice opisanej a prechddza krajnymi bodmi tohto oblika. Tento fakt mozno lahko nahliad-
nut pomocou obvodovych uhlov, kedZe osi vnutornych uhlov trojuholnika, na ktorych stred vpisanej
kruznice lezi, pretinaja kruznicu opisana prave v stredoch oblukov uréenych vrcholmi trojuholnika.
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Kedze |CD| = |CI|, st pravouhlé trojuholniky CDM a CIP zhodné podla vety usu,
odkial |[CM| = |CP|. Z toho uz priamo vyplyva dokazované tvrdenie.

2. Dokazte, Ze pre kaZdé redlne c¢islo x > 0 a kaZdé celé c¢islo n > 0 plati
1 1
x"+——2§n2<x+——2>.
xm x

(Kamil Duszenko)

RieSenie. Pre x = 1 zrejme plati rovnost. Dalej bez ujmy na vSeobecnosti predpokla-
dajme, ze y = \/x > 1. Vzhladom na identitu

sta¢i dokazat nerovnost

ktora je ekvivalentna s nerovnostou y?" — n(y"™1 — "7 1) — 1 = 0. Jej lavt stranu

vydelime kladnym vyrazom y — 1 a upravime na tvar, z ktorého bude jej kladnost
zrejma:
y2n -1 nyn—l(yZ _ 1) 2n—1

- =Y Y -n@ T +y") =

y—1 y—1 i=0

n—1 n—1
_ (y2n—1—z yn yn—l + yz) _ Z yz(yn—l—z 1)(yn—z o 1) >0

=0 1=0



3. Pre kaZdé raciondlne cislo r wvazujme tvrdenie: Ak x je redlne cislo take, Ze cisla
22 —rx a 23 — rx su obe raciondlne, tak x je tieZ raciondlne.
a) DokaZte tvrdenie pre r = % aprer = 0.
b) Nech p, q su rézne nepdrne prvocisla také, Ze 3p < 4q. Dokdzte, Ze turdenie
pre r = ]59 neplati.
(Jaromir Sims3a)

2 3

RieSenie. a) Nech ¢isla s = 2° —rx a t = 2° — ro st racionalne. Upravami dostavame

?=s+rz, =1 z=(s+ra)r=sex+re’=sz+r(s+rz)=(r"+s)z+rs,

a teda
t=a3—rx= ((r2+s)m+rs)—ra::(r2—r+s)x—|—rs.
Ak (72 —r +s) # 0 (¢ize ak 22 — ro + 12 —r # 0), tak ¢islo
t—rs
r= ————"
r2—r+s

je racionéalne.
Odvodili sme, ze dané tvrdenie plati prave vtedy, ked rovnica

2 —re+r*—r=0 (1)

nemd ziadne iraciondlne korene. Dodajme, Ze pre Iubovolny koreri = rovnice (1) st
hodnoty s a t racionalne:

s=x*—re=r—1* a t=0-z+rs=rs=r(r—r?).
Pokial diskriminant D = r(4 — 3r) rovnice (1) je mensi alebo rovny 0, t4 nema
redlne korene alebo mé jediny koreii z = $r, ktory je raciondlny. Kedze D < 0 nastéva
prave vtedy, ked r = % alebo r < 0, prva cast tlohy je vyrieSené.

b) Podla vysledkov prvej ¢asti staci ukazat, ze D > 0 a ¢islo v/ D je iracionélne. Po

dprave mame
3 4q — 3
D:r(4_3r):23( _2)2M>0_

q q @
Kedze p 1 4q, je vyraz p(4q — 3p) delitelny prvoéislom p, nie vSak jeho druhou
mocninou, preto tento vyraz nie je druhou mocninou prirodzeného ¢isla a ¢islo v D =

= +/p(4q — 3p)/q je iracionélne.

4. Nech a, b su celé cisla, pricom b nie je druhou mocninou celého cisla. Dokazte, Ze
2% + azx + b moze byt druhou mocninou celého ¢isla len pre konecne vela celociselnych
hodnét x. (Martin Panak)

RieSenie. Uvazujme diofantickti rovnicu 2% + az + b = 3? s nezndmymi z a y. Ta
mozno upravit na tvar (2z + 2y + a)(2z — 2y + a) = a® — 4b. KedZe b nie je druhou
mocninou celého ¢&isla, je a? — 4b # 0. Existuje len kone¢ne vela spdsobov zapisu &isla
a’® — 4b v tvare stcinu dvoch celych &isel. Z kazdého takého rozkladu dostaneme dve
nezavislé linedrne rovnice s nezndmymi z, y, ktoré maji nanajvys jedno celociselné
rieSenie. Preto existuje len konec¢ne vela takych x.



5. Trojuholnikovd siet rozdeluje rovnostranny trojuholnik so stranou dizky n na n?
trojuholnikovych buniek (obr.3). Niektoré bunky si infikované. Bunka, ktord zatial nie
je infikovand, sa infikuje, ak susedi (stranou) s aspon dvoma uz infikovanymi bunkami.
Urcte pre n = 12 nagmensi mozZny pocet na zaciatku infikovanych buniek, pri ktorom je
mozne, Ze po case budi infikované vsetky bunky povodného trojuholnika.
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Obr. 8

(Radek Horensky)

Riesenie. Vsimnime si, ze pri infikovani jednej bunky sa obvod infikovanej plochy
zmens$i aspon o 1. Nech je na zaciatku infikovanych k buniek. Potom obvod infikovanej
plochy je nanajvys 3k. Na infikovanie vSetkych buniek potrebujeme n? — k infikovani
a obvod infikovanej plochy sa pritom zmeni na 3n. Preto 3n < 3k — (n? — k), odkial

n? + 3n

k .
4

1\

Pre n = 12 z tohto odhadu dostdvame k = 45. Jedno mozné rozlozenie 45 na zaciatku
infikovanych buniek, ktoré stac¢ia na infikovanie celého systému, je znazornené na obr. 4.

Obr. 5

Inou moznostou je pokrytie trojuholnika tromi mensimi rovnostrannymi trojuhol-
nikmi a tromi kosostvorcami ako na obr. 5. Na infikovanie kazdého z mensich trojuhol-
nikov stac¢i 7 buniek, na kazdy kosostvorec staci 8 buniek. Mozné pociatocné rozlozenia
infikovanych buniek st na obr. 6a a 6b. (Kazdy trojuholnik sa cely infikuje nezéavisle na
tom, ¢o sa udeje mimo neho. Pre infikovanie celych kosostvorcov potrebujeme, aby boli
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infikované plochy ,nalavo® od nich a ,nad“ nimi, ¢o zabezpecia infikované trojuholniky.)
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Obr. 6a Obr. 6b

6. Dany je trojuholnik ABC' a jemu opisand kruznica. Bod P je stredom oblika BAC.
Kruznica s priemerom CP pretina os uhla BAC v bodoch K, L (|AK| < |AL|). Bod M
je obrazom bodu L v osovej sumernosti podla priamky BC'. Dokdzte, Ze kruznica opisand
trojuholniku BK M prechddza stredom usecky BC.  (Dominik Burek, Tomasz Ciesla)

Riesenie. Oznacme D stred oblika BC, N stred strany BC' a X péatu kolmice z bodu P
na stranu AC. Body X, K, L, N lezia na Talesovej kruznici s priemerom PC (obr. 7).
Z obvodovych uhlov mame |[{PNX| = |{PCA| = |{PDA]|, preto XN || KL. Odtial

Obr. 7

|LN| = |KX], z ¢oho vyplyva |[{LCN| = |[{KCA|. Kedze |[{ BAK| = |£LAC], st body
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K, L izogondlne zdruzené? vzhladom na trojuholnik ABC. Z toho dostdvame
|{MBC| = |{CBL| = |{KBA| a |{BCM| = |{LCB| =|£ACK]|.

To znamené, Ze body A, M sa izogondlne zdruzené vzhladom na trojuholnik K BC'.
S vyuzitim tetivového Stvoruholnika CK LN preto |[{BNM| = |{LNB| = |{LKC| =
= |[{BK M|, a teda body B, M, N, K lezia na jednej kruznici.

Iné riesenie. V predoslom rieseni sme ukazali, Zze body K, L st izogonalne zdruZené
vzhladom na trojuholnik ABC'. Preto osi uhlov CBA a BC'A st zaroven osami uhlov
LBK a KCL. Zo znameho tvrdenia o tom, v akom pomere deli v trojuholniku os uhla
protilahlt stranu, mame |BK|/|BL| = |KC|/|LC|. To znamen4d, ze body K, L lezia
na Apolléniovej kruznici w prislichajicej bodom B, C. KedZe w je simerne zdruZzena
podla priamky BC, lezi na nej aj bod M (obr.8). Oznac¢me Y priese¢nik kruznice w so
stranou BC'. Potom K'Y je zéroven osou uhla M K L (pretoze Y je stredom obluka LM)
aj uhla BKC (pretoze K lezi na Apolléniovej kruznici). Odtial |[{BKM| = |{LKC)|

a dokaz mozeme dokoncif podobne ako v prvom rieseni.

A

Obr. 8

2 Ak Z je dany bod leziaci mimo priamok uréenych stranami trojuholnika ABC, tak obrazy priamok
ZA, ZB, ZC v osovych sumernostiach postupne podla osi vnutornych uhlov trojuholnika pri
vrcholoch A, B, C sa pretinaju v jednom bode — o fiom hovorime, Ze je izogondlne zdruzZeny
s bodom Z vzhladom na trojuholnik ABC.



