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62. ro¢nik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia tloh IMO

1. Dokazte, Ze ku kaZdej dvojici kladnych celych cisel k a n existuje k kladnych celych
cisel my, ma, ..., my (nie nutne roznych) takych, Ze

2k 1 1 1 1
1+ =(1+— {14+ —)---(14+—].
n mq meo mg

RiesSenie. Postupujme indukciou vzhladom na k. Pre k& = 1 je tvrdenie zrejmé. Pre k

.....

(Japonsko)

= 2t — 1 pre nejaké kladné celé cislo ¢, tak

2k 1 2k 1 2k—=1 _ 1 1
1 =1 =(1+4=—=) (1 .
+ n +2t—1 <+ t )(+2t—1)

Ak n je parne, teda n = 2t pre nejaké kladné celé ¢islo ¢, tak

2k _ 1 2k _1 ok—1_1 1
1 =1 = (1+— ) (1 4+ — ).
P 1 S = (105 (Vg

Hladané mq, ..., ms_1 dostaneme z indukéného predpokladu pre n = ¢ z prvej zatvorky.
Staéi uz len polozit my = 2t — 1 v prvom pripade a my, = 2t +2¥ — 2 v druhom pripade
(zrejme 2t + 28 — 2 > 0).

2. Konfigurdcia 4027 bodov v rovine sa nazyva kolumbijskd, ak pozostava z 2013 cer-
venych a 2014 modrych bodov a Ziadne tri body tejto konfigurdcie neleZia na jednej
priamke. Ak nakreslime niekolko priamok, rovina sa rozdeli na niekolko oblasti. Roz-
loZenie priamok je dobré pre kolumbijskiu konfigurdciu, ak su splnené dve nasledovné
podmienky:

e Ziadna priamka neprechddza Ziadnym bodom konfigurdcie;

e Ziadna oblast neobsahuje body oboch farieb.
Ndjdite najmensiu hodnotu k taku, Ze pre kazZdu kolumbijski konfigurdaciu 4027 bodov
existuje dobré rozloZenie k priamok. (Australia)

Riesenie. UkéZzeme, ze hladand najmensia hodnota je 2013.

V prvej casti rieSenia uvedieme kolumbijskti konfiguraciu, pre ktorti neexistuje
dobré rozlozenie s menej ako 2013 priamkami. Rozostavme na kruznicu striedavo 2013
Cervenych a 2013 modrych bodov. Zvysny jeden bod zvolme Iubovolne tak, aby splial
podmienky zadania. Takto sme rozdelili kruznicu na 4026 disjunktnych oblikov, pricom
pri dobrom rozlozeni kazdy z nich musi byt pretaty aspomn raz nejakou priamkou, aby
boli oddelené jeho roznofarebné konce. Kedze vsak kazda priamka pretina kruznicu
najviac dvakrat a priesecnikov potrebujeme aspon je 4026, minimalny pocet priamok
v dobrom rozlozeni je 4026,/2 = 2013.

V druhej casti dokdzeme, Ze na vytvorenie dobrého rozlozenia staci pre kazdu
kolumbijski konfiguraciu 2013 priamok. Pouzijeme jednoduchy trik 7: Majme dva body
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A a B s rovnakou farbou. Z dvoch priamok rovnobeznych s priamkou AB zostrojme
pas obsahujuici oba tieto body. Pretoze ziadne tri body konfiguracie nelezia na jednej
priamke a bodov je konecne vela, vieme pas urobit dostatoéne tzky tak, aby okrem
bodov A a B neobsahoval ziadne dalsie body konfiguracie (obr. 1).

”
e ___  °
° A . B °
Obr. 1

Uvazujme teraz [ubovolni kolumbijska konfiguraciu a zostrojme konvexny obal jej
bodov. Rozlisime dva pripady.

> Ak konvexny obal obsahuje aspon jeden ¢erveny bod, tak jednou priamkou vieme
tento bod oddelif od vSetkych ostatnych bodov (obr. 2a). Zvysnych 2012 ¢ervenych
bodov zoskupime Tubovolne do dvojic a na kazda dvojicu pouZijeme trik 7. Staci
nam teda 1+ 2-(2012/2) = 2013 priamok.

> Ak konvexny obal obsahuje iba modré body, zoberieme z neho Tubovolné dva
susedné body (t.j. niektoré susedné vrcholy mnohouholnika tvoriaceho konvexny
obal), tie oddelime jednou priamkou (obr.2b) a zvysnych 2012 modrych bodov
zoskupime do dvojic, na ktoré aplikujeme trik 7. Opét nam staci 2013 priamok.

Obr. 2a Obr. 2b

3. Nech kruznica pripisand k strane BC' trojuholnika ABC' sa dotyka strany BC
v bode Ay. Definuyme body By na CA a Ci; na AB analogicky, pouZijic pripisané
kruznice k stranam CA a AB. Predpokladajme, Ze stred kruznice opisanej trojuholniku
A1 B1Cy lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC. Dokdzte, Ze trojuholnik ABC je
pravouhly. (Rusko)

Riesenie. Oznactme k a m kruznice opisané trojuholnikom ABC a A;B;C;. Nech Ag
je stred obluka C'B kruznice k obsahujiceho A; By a Cy definujeme analogicky. Podla
zadaného predpokladu stred kruznice m, ktory oznac¢ime @, lezi na k.
Lema. Plati |AgB;1| = |ApC1|. Body A, Apy, By, C; lezia na jednej kruznici, pri¢om
body A, Ay lezia v rovnakej polrovine urcenej priamkou B;C;. Rovnaké tvrdenie plati
po cyklickej zmene oznacenia.
Dokaz. Ak A = Ay, tak trojuholnik ABC je rovnoramenny so zakladnou BC, ¢ize
|AB;| = |AC1| a lema zrejme plati. Predpokladajme dalej, ze A # Ay.

Z definicie bodu Ay mame |AgB| = |AoC|. Je zname (a lahko mozno dokéazat),
ze |BCy| = |CBy|. Zaroven |LC1BAg| = |{ABAy| = |LACAy| = |AB1CApl|. Teda

2



trojuholniky AgBC; a AgCB; st zhodné. Z toho vyplyva |AgCy| = |ApBi|, ¢im je
dokézand prva cast lemy.

Taktiez dostdavame |[LAgCi1A| = |{LAgB1A|, pretoze su to zodpovedajuce si von-
kajsie uhly pri vrcholoch Cy a By v zhodnych trojuholnikoch AgBCy a AgC B; (obr. 3).
Preto body A, Ag, By a C; tvoria tetivovy $tvoruholnik s protilahlymi stranami AAg
a B1C1. Tym je lema dokazana.

Evidentne body A, By a C; lezia vnutri nejakej polkruznice na kruznici m, takze
trojuholnik A; B1C; je tupouhly. Bez ujmy na vSeobecnosti nech tupy uhol je pri
vrchole Bi. Potom ) a Bj lezia v roznych polrovinach uréenych priamkou A;C;. To
isté plati pre body B a B;. Dokopy tak dostavame, ze body ) a B lezia v rovnakej
polrovine urc¢enej priamkou A;CY.

Vsimnime si, ze os Usecky A;C; pretina kruznicu k£ v dvoch bodoch v réznych
polrovindch urcéenych priamkou A;C;. KedZze By a Q) lezia v rovnakej polrovine, podla
prvého tvrdenia lemy s totozné. Z prvej casti lemy potom zaroven vyplyva, ze priamky
QA a QCy st postupne osami tseciek B;C7 a A;B;. Preto

’40180141‘ = |401B031| + ‘AB1B0A1| = Z‘KA()BQBl’ + 2’4813000’ =
= 2|4 AgByCy| = 180° — |£ABC|.

Posledna tuprava vyplyva z toho, ze Ag a Cj sa stredmi oblukov CB a BA — pri

zvyCajnom oznaceni velkosti vnutornych uhlov trojuholnika ABC' totiz obluk CyB

kruznice k zodpoveda stredovému uhlu 180° — v a obluk Ay B stredovému uhlu 180° — .

Obluk AgCy preto zodpovedd stredovému uhlu a + v = 180° — § = 180° — |LABC.
Na druhej strane, z druhej casti lemy mame

Spojenim odvodenych dvoch rovnosti dostavame |{ABC/| = 90°.



4. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s ortocentrom H a nech W je wvniutorny bod
strany BC. Body M a N su postupne pdty vysok z bodov B a C. Oznacme wy kruznicu
opisant trojuholniku BWN a nech X je taky bod na wy, Ze WX je jej priemerom.
Analogicky oznacéme wo kruznicu opisani trojuholniku CWM a nech Y je taky bod na
wa, 2e WY je jej priemerom. Dokazte, Ze body X, Y a H leZia na jednej priamke.

(Thajsko)

Riesenie. Stredy kruznic wy, ws oznac¢me S7, S5 a ich priesecnik rozny od W nech
je Z. Dalej ozna¢me L pitu vysky z bodu A a ws kruznicu nad priemerom BC, ktoré
podla Télesovej vety prechddza aj bodmi M a N (obr.4).

A

- wZ

N
k (o~ - w3
i
A

Obr. 4

Potenénym stredom! trojice kruznic wy, wsy, w3 je prieseénik chorddl BN a CM,
teda bod A. Preto body A, Z, W lezia na jednej priamke — chordéle kruznic w; a ws. Ta
je kolma na spojnicu stredov S1.55, ktora rozpoluje tsecku ZW. Pritom tsecka S1.55 je
strednou prieckou v trojuholniku XW'Y, takze body X, Z, Y lezia na priamke kolmej
na priamku urc¢ent bodmi A, Z, W.

Body B, L, H, N lezia podla Téalesovej vety na kruznici, ozna¢me ju k. Z mocnosti
bodu A ku kruzniciam k a wy; mame |AL|- |AH| = |AB|-|AN| = |AW|-|AZ|, preto
bud st tsecky HL a ZW totozné, alebo body L, W, Z, H lezia na jednej kruZznici.
V prvom pripade H = Z, ¢ize dokazované tvrdenie plati trividlne; v druhom pripade
podla Télesovej vety |LHZW | = 90°, odkial taktiez dostavame zelany zaver.

5. Nech Q" je mnozina kladnyjch raciondlnych cisel. Nech f: Qt — R je funkcia
spliiajica nasledovné tri podmienky:
(i) pre vietky v,y € Q* plati £(z)f(y) = F(oy);
(11) pre vietky x,y € QT plati f(x +y) = f(z) + ( )
(i4i) existuje raciondlne ¢islo a > 1 také, Ze f(a) =

1 Je zndme, Ze ak ku kazdej dvojici kruZnic spomedzi danej trojice réznych po dvoch neststrednych
kruznic zostrojime chordélu, vysledné tri chordaly s bud navzajom rovnobezné, alebo sa pretinaju
v jednom bode — tento bod sa potom nazyva potencénym stredom danej trojice kruznic.
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Dokdzte, e f(x) = x pre vietky x € Q7. (Bulharsko)

RieSenie. Dosadenim 2 = 1 a y = a do (i) dostaneme f(1) = 1. Nésledne jednoduchou
matematickou indukciou z (ii) odvodime

f(nz) 2 nf(x) (1)
pre vietky n € N a vietky = € QF. Specidlne pre = 1 mame
f(n) 2nf(1)2n (2)

pre vSetky n € N.
Podla (i) plati f(m/n)f(n) 2 f(m), takze s vyuzitim (2) dostavame f(q) > 0 pre
vietky ¢ € QT. Preto vztfah (ii) implikuje rydzu rasticost funkcie f, vdaka ¢omu z (2)

flx) 2 f(lz]) 2 [z] >z -1

pre vSetky z = 1. PouZitim matematickej indukcie zo vztahu (i) obdrzime f(x)" =
= f(z™), takze
fl@)" 2 f(a") 2 2™ -1 3)

pre vSetky x > 1 a n € N. Z toho vyplyva nerovnost
flx) 2z pre vSetky x > 1; (4)

formalne ju mozno dokézat napriklad takto: Uvazujme Ilubovolné ¢islo y € (1, x). Potom
" —yt = (z—y)(@" P+ 2" 2y + -+ 9" ) > n(z —y), teda pre dostatocne velké n
mame z" — 1 > y". Podla (3) potom f(x) > y.

Zo vztahov (i) a (4) mame a” = f(a)” = f(a™) 2 a", takze f(a") = a™. Vezmime
Tubovolné z = 1 a vyberme k nemu n € N také, ze a —x > 1. Potom z (ii) a (4)
dostévame

a" = f(a") 2 f(x)+ f(a" —z) 22+ (0" —x) =a"

a preto f(x) = x pre x = 1. Napokon pre vsetky n € N a vsetky z € QT z (i) a (1)
dostavame

nf(x) = f(n)f(x) 2 f(nz) 2 nf(z),
odkial f(nz) =nf(x). Preto f(m/n) = f(m)/n =m/n pre vSetky m,n € N.

6. Nech n = 3 je celé ¢islo. Uvazujme kruznicu a na nej n+ 1 rovnomerne rozloZenych
bodov. UvazZujme vsetky takée oznacenia tychto bodov znakmi 0,1, ..., n, Ze kaZdy znak
je pouzity prdve raz. Dve takéto oznacenia sa povaZuju za zhodné, ak jedno z nich je
mozné dostat z druhého rotdaciou kruznice. Oznacenie sa nazyva krdasne, ak pre lubovolné
Styri znaky a < b < ¢ < d take, Ze a+d = b+ c, tetiva spdjajica body oznacené znakmi
a a d nepretina tetivu spdjajicu body oznacené znakmi b a c. Nech M je pocet krasnych
oznacent a nech N je pocet usporiadanych dvojic (x,y) nesidelitelngch kladngch celyjch
cisel takych, Ze x +y < n. Dokdzte, Ze

M =N +1.

(Rusko)



RieSenie. Pre dané krasne rozlozenie ¢isel {0,1,...,n} nazveme k-tetivou taka (pri-
padne aj degenerovani) tetivu, ktorej krajné body maju sicet ¢éisel rovny k. Tri tetivy
nazveme zoradené, ak jedna z nich oddeluje zvy$né dve. Skupina viacerych (aspoii
Styroch) tetiv je zoradend, ak st kazdé tri jej tetivy zoradené. Napriklad na obr.5
trojica tetiv A, B, C je zoradend, zatial ¢o trojica B, C, D nie je.

Lema. V kazdom krasnom rozloZeni st pre Iubovolné celé ¢islo k vSetky k-tetivy
zoradené.

Dokaz. Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na n. Pre n < 3 je
tvrdenie trividlne. Nech teda n = 4 a predpokladajme sporom, Ze tvrdenie neplati.
Uvazujme krasne rozlozenie S s tromi k-tetivami A, B, C, ktoré nie st zoradené. Ak by
¢islo n nebolo v ziadnom z krajnych bodov tetiv A, B, C, tak odstranenim n z S by sme
dostali krésne rozlozenie ¢isel {0,1,...,n — 1}, teda A, B, C by boli podla indukéného
predpokladu zoradené. Podobne ak by 0 nebola v ziadnom krajnom bode danych tetiv,
dostali by sme krasne rozlozenie ¢isel {0,1,...,n — 1} jej odobratim a zmenSenim
kazdého zvysného c¢isla o 1. Preto ¢isla 0 aj n lezia v krajnych bodoch uvedenych
tetiv. Zrejme lezia obe v krajnych bodoch tej istej tetivy, povedzme C, pretoze inak by
stcet ¢isel v krajnych bodoch kazdej tetivy nemohol byt rovnaky (n+x > 0+ y pre
kazdé x > 0 a y < n).

/// B A \\\ /// B A \
| D “. | D ".
0 C 0 C .
B N
Tmeeee “n—t t—mn T .
Obr. 6a Obr. 6b

Oznac¢me D tetivu s krajnymi bodmi oznacenymi ¢islami u a v, ktoré v S susedia
s ¢islami 0 a n a st na rovnakej strane od C' ako tetivy A a B. Nech t = u + v.

> Ak t = n, tak tetivy A, B, D su nezoradené n-tetivy v krasnom rozlozeni, ktoré
vznikne odstranenim n z S, ¢o je spor s indukénym predpokladom.

> Ak t < n, tak t-tetiva spdjajuca body s ¢islami 0 a t nesmie pretinat tetivu D,
takze tetiva C oddeluje ¢islo ¢ a tetivu D (obr.6a). Pritom n-tetiva E spajajtuca
body s ¢islami t a n — t nesmie pretinat tetivu C, takze A, B, E st nezoradené
n-tetivy, z ¢oho dostaneme analogicky spor.
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> Ak t > n, tak t-tetiva spajajiaca body s ¢islami n a t — n nesmie pretinat tetivu D,
takze tetiva C' oddeluje ¢islo t —n a tetivu D (obr. 6b). Pritom n-tetiva F' spajajtuca
body s ¢islami t —n a 2n —t nesmie pretinaf tetivu C, takze A, B, F' st nezoradené
n-tetivy, ¢o opéif vedie k sporu.

Tym je lema dokéazana.

Samotné tvrdenie zo zadania budeme dokazovat tiez indukciou. Overit, Ze pre n = 2
plati, je trivialne. Dalej uvazujme pripad n = 3. Nech S je Iubovolné krasne rozlozenie
¢isel {0,1,...,n}. Po odstraneni n dostaneme krésne rozlozenie ¢isel {0,1,...,n — 1},
ktoré ozna¢me 7. V nom su n-tetivy zoradené a ich koncové body obsahuju vsSetky
¢isla okrem nuly. Budeme hovorit, Ze rozlozenie T je prvého typu, ak 0 lezi medzi dvomi
n-tetivami (obr.7a). V opa¢nom pripade (t.j. ked degenerovana tetiva s koncovymi
bodmi v ¢isle 0 je zoradena s ostatnymi n-tetivami) je 7 rozlozenim druhého typu

(obr. 7b). Ukézeme, ze kazdé krasne rozlozenie ¢isel {0,1,...,n — 1} prvého typu po-
chadza préave z jedného krasneho rozlozenia ¢isel {0, 1,...,n} a kazdé krasne rozlozenie

druhého typu pochadza prave z dvoch krasnych rozlozeni.

Ak T je prvého typu, lezi 0 medzi dvoma n-tetivami, povedzme A a B. Kedze
tetiva spajajuca ¢isla 0 a n musi byt v S zoradend s tetivami A, B, modze ¢islo n lezat
na jedinom mieste — na obliku medzi A, B na opacnej strane ako 0. Teda existuje
jediné rozloZenie S, z ktorého mohlo 7 vzniknut. Takto zrekonStruované S pritom
naozaj je krasne. Pre k < n su totiz vSetky k-tetivy v S zaroven k-tetivami v T, takze
st zoradené. Taktiez n-tetivy su zrejme v poriadku, pricom vzhladom na konstrukciu
S vieme, Ze si navzajom rovnobezné, t.j. maju spolo¢nu os, ktori oznacme [. To
vyuzijeme na zdovodnenie toho, Ze aj pre k > n sa ziadne dve k-tetivy nepretinaju. Ak
by sa totiz nejaké dve pretinali, tak ich obrazy v osovej stimernosti podla [ by sa tiez
pretinali. AvSak ¢islo z je podla osi [ simerné s ¢islom n — x, ¢iZe obrazom k-tetiv st
(2n — k)-tetivy (obr.8), a pre k > n je 2n — k < n, ¢o je v spore s tym, ¢o sme ukazali
pred chvilou.




Ak T je druhého typu, mdzeme ¢islo n vlozit az na dve rézne pozicie — musi susedit
s nulou bud z jednej, alebo z druhej strany. To, Ze obe takto vzniknuté rozlozenia s
krasne, sa ukaze rovnako ako pri prvom type.

Ozna¢me M,, pocet krasnych rozlozeni ¢isel {0,1,...,n} a L, pocet tych z nich,
ktoré st druhého typu. Ukazali sme, ze

Mn = (Mn—l - Ln—l) + 2Ln—1 = Mn—l + Ln—1~

Vzhladom na indukény predpoklad ostava dokézat, ze hodnota L,_1 je rovnd poctu
usporiadanych dvojic (x,y) kladnych celych ¢isel takych, ze x + y = n a nsd(z,y) = 1,
tJ 7e Ln—l = (n)2

Uvazujme teda Tubovolné krasne rozlozenie ¢isel {0,1,...,n — 1} druhého typu.
Pozicie budeme oznacovat ¢islami 0, 1, ..., n — 1 v smere hodinovych rudic¢iek tak, ze
0 je na pozicii 0. Pri oznacovani pozicii pripustame aj ¢isla mimo intervalu od 0 po
n — 1, pricom ich chdpeme modulo n (t.]. pozicia p zodpoveda zvysku ¢isla p po deleni
¢islom n). Nech f(7) je ¢islo na pozicii i. Poziciu ¢isla n — 1 oznacme a.

KedZe n-tetivy st zoradené s degenerovanou tetivou majicou koncové body v ¢isle 0
a kazdé cislo okrem nuly je v nejakej n-tetive, su tieto tetivy vsetky rovnobezné, preto

f@)+ f(=i)) =0 (mod n) pre vsetky i.

Podobne aj (n — 1)-tetivy st zoradené a kazdy bod je v nejakej (n — 1)-tetive, takze aj
tieto tetivy su vSetky rovnobezné a

f@)+ fla—i)=n—-1 pre vsetky .

Preto f(a — i) = f(—i) — 1 (mod n), a kedze f(0) = 0, postupnym dosadenim ¢ =
= a,2a, ... dostavame

f(—ak) =k (mod n) pre vSetky k. (1)
Kedze f je permuticiou mnoziny {0,1,...,n — 1}, musia hodnoty —ak pre k =
= 0,1,...,n — 1 pokryvat vSetky zvysky po deleni ¢islom n, ¢o nastava, len ked

nsd(a,n) = 1. Pritom pre dané a nestdelitelné s n uz predpis (1) jednoznaéne urcéuje
rozlozenie vSetkych ¢isel. Odtial L,,_1 < ¢(n).

Pre dokaz rovnosti ostava ukazat, Ze rozlozenie urcené predpisom (1) je krasne
pre Tubovolné a spliajice nsd(a,n) = 1. Nech w, z, y, z st rozne ¢isla z mnoZiny
{0,1,...,n — 1}, pritom w +y = z + z. Ich pozicie na kruznici spliaju (—aw) +
+ (—ay) = (—az) + (—az), o znamena ze tetivy z w do y a z = do z st rovnobezné,
a teda sa nepretinaji. Preto uvedené rozloZenie je krasne a vzhladom na konstrukciu
je zrejme druhého typu.

2 Funkcia ¢, ktora prirodzenému ¢&islu n priraduje pocet ¢isel, ktoré stt mensie alebo rovné n a sti s n
nesudelitelné, sa nazyva Eulerova funkcia. V tedrii ¢isel je znadma velmi ¢éasto pouZzivana.
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