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62. ro¢nik Matematickej olympiady
2012/2013 Riesenia iloh MEMO

I-1. Nech a, b a c su kladné redlne cisla, pre ktore plati

1 1 1
a+b+02¥+b—2+c—2~

Dokazte, Ze

2a+b+c) = V7a2b+ 1+ V102c+ 1+ ¥/ 7c%a+ 1.
Najdite vsetky trojice (a,b,c), pre ktoré nastava rovnost. (Slovensko, Patrik Bak)

RieSenie. Pouzitim AG-nerovnosti dostdvame postupne pre vyrazy +/7a2b-+ 1,
VTb2c +1 a v/7c2a + 1 odhady

b 1 2 b 1
\/37a2b+1=2‘i/a-a-(7—+—>§§(a+a+7—+—>, (1)

1 2 1
\3/7b20+1:2-i’/b-b-(7c+—>§§(b+b+7—c+—), (2)

8 ' 8 8 ' 8
3 Ta 1 2 Ta 1
\/702a+1:2-i/c-c-<§+@)§§<c+c+§+@) (3)

S¢itanim nerovnosti (1), (2) a (3) dostavame

2 (2 b 1/1 1 1
V7a2b+1+€/7b2c+1+3/7c2a+1§§(W+§(¥+b—2+c—2>).

Dosadenim rovnosti zo zadania a par upravami dostavame

V7a2b+ 1+ Y/ h2c+1+ V7c2a+1<2(a+b+c).

Rovnost v povodnej nerovnosti nastava prave vtedy, ked nastéava rovnost v (1), (2)
a (3), t.j. pre a, b, ¢, ktoré su rieSenim ststavy rovnic

™1 ,_Tc 1 Ta 1

a=—

8 " 8a2’ s e T8 Tsa
Oznac¢me f(z) = £(z — 1/(8z?)), potom
b= f(a), c = f(b), a= f(c).

Dokézeme, ze f(z) je neklesajuca funkcia. Nech u = v. Potom

f(u)—f(v):§((u—v)+i—i) :§<(u—v)+ (u_v)(quv)) —

Su2v?




Kedze ststava rovnic je cyklickd, mozeme predpokladaf, ze a = max{a,b,c}. Z toho
postupne dostavame

aZb = f()Zf() = bZc = fO)Z ) = cZa = () = f(a).

Z toho vyplyvac=>a =2b 2 ¢, atedaa=b=c.
Ostava najst riesenie pre f(a) = a:

1
8a—a—2=7a,
1
a2
1=add

Rovnost nastava pre a = b =c = 1.

I-2. Nech n je kladné celé cislo. Na sachovnici pozostdvajicej z 4n X 4n policok je
rozmiestnengjch 4n Zetonov. Kazdy riadok a kazdy stlpec obsahuje prdve jeden Zeton.
Pri tahu je Zeton presunuty na stranou susediace policko. Na polickach moze byt aj
viac ako jeden Zeton. Cielom je presunit Zetony tak, Ze nakoniec budi umiestnené na
vsetkych polickach jednej z dvoch diagondl Sachovnice. Urcte najmendsie k(n) také, Ze pre
lubovolné pociatoéné rozloZenie Zetonov vieme dosiahnut viysledné rozloZenie na najviac
k(n) tahov. (Nemecko, Bernd Mulansky)

RieSenie. Nasim cielom bude ukazat, ze k(n) = 6n2. Definujme vzdialenost policka
od danej diagonaly ako najmensi pocet tahov potrebnych na presun z policka na dani
diagonalu. V§imnime si, ze tato vzdialenost je rovnaka ako pocet horizontalnych, respek-
tive vertikdlnych fahov potrebnych na presun na dant diagonélu. Pre dané rozloZenie
zeténov definujeme vzdialenost rozlozenia od danej diagonaly ako stucet vzdialenosti
jednotlivych Zetéonov od danej diagonaly.

Najskor ukdzeme nerovnost k(n) = 6n2. Zvolme stiradnicovy systém tak, ze vrcholy
Sachovnice maju stradnice £2n. Zetény umiestnime na policka so stradnicami stredu
spliajicimi z > 0 a y — = n. Tato konfigurdciu doplnime Zeténmi tak, aby sme
oto¢enim o 90° dostali to isté rozlozenie. (Pripad pre n = 3 je znazorneny na obr. 1.)
Vzdialenost takéhoto rozlozenia od Iubovolnej diagonély je 2n -n -+ 2n-2n = 6n2. Preto
k(n) = 6n?.

Obr. 1



Pre opa¢ni nerovnost ukézeme, ze pre lubovolné rozloZenie zeténov je sucet vzdia-
lenosti od oboch diagonal nanajvys 12n2, éize k(n) < 6n2.

Vsimnime si, ze stcet vzdialenosti Zeténu na policku so stredom (z,y) od oboch
diagonal je 2 - max{|z|, |y|}. Toto ¢islo moéze nadobudat len hodnoty 1, 3,..., 4n —1
a kazda z tychto hodnét maximéalne Styrikrat. Preto maximalny sucet vzdialenosti
Tubovolnej konfiguracie od oboch diagonél je nanajvys 4((4n — 1) + (4dn — 3) + ... +
+(2n+1)) = 4n - 3n = 12n.

I-3. Je dany rovnoramenny trojuholnik ABC' taky, Ze |AC| = |BC|. Nech N je vnitorny
bod trojuholnika ABC, pre ktory plati

2|{ANB| = 180° + |{ACB|.

Nech D je priesecnikom priamky BN a priamky rovnobeznej s AN prechddzajicej
bodom C'. Oznacme P priesecnik osi uhlov CAN a ABN. Dokadzte, Ze priamky DP
a AN st na seba kolmé. (Chorvatsko, Matija Basic¢)

Riesenie. Nech £ je taka kruznica, ze priamky AC' a BC su jej dotyc¢nice a dotykaju
sa jej postupne v bodoch A a B. Podmienka zo zadania definujica bod N implikuje,
ze N lezi na kruznici k.

Obr. 2

Z vety o usekovom uhle vieme, ze [{BAN| = |{CBD| a |[{CAN| = |[{ABD|.
Z rovnobeznosti DC' a AN dostavame |[LCAN| = |LACD| a preto aj |[LACD| =
= |{ABN|, z ¢oho dostavame, Ze Stvoruholnik ABCD je tetivovy. Z toho vyplyva
|KCAD| = |£CBD| = |{BAN]| (obr.2). Preto os uhla CAN je totozna s osou uhla
BAD a P je stredom kruznice vpisanej do trojuholnika ABD, ¢ize DP je osou uhla
ADB.

Kedze priamka CD je rovnobeznd s AN, dostavame |[L{AND| = |ABDC| =
= |[{BAC| = |[{BAN| + |{NAC| = |[{CAD| + |[{NAC| = |{NAD|. Preto |AD| =
= |N D], z ¢oho vyplyva, Ze os uhla ADB je osou strany AN, t.j. priamka DP je kolma
na priamku AN.



Poznamky. Prva ¢ast rieSenia je jednoduché dostat dopocitanim uhlov bez pouzitia, ze
AC a BC st dotyc¢nice k.

Je zname, ze priese¢nik osi strany AN a osi uhla ABN lezi na kruznici opisanej
trojuholniku ABN. Preto bod P lezi na kruznici k. Tento fakt je jednoduché dostat
vyjadrenim velkosti uhla APB.

I-4. Nech a a b su kladné celé c¢isla. Dokdzte, Ze existuju kladné celé cisla x a y take,

ze
(m—;y) = ax + by.

(Madarsko, Balint Hujter)

RieSenie. Oznac¢me A = 2a + 1 a B = 2b + 1. Dokazovand rovnost sa po tpravach

zmeni na
B—(zr+y) (x+y)—A
x N Y '
Ak A = B, Iubovolné z, y také, ze  +y = A, spliiaji rovnost.
Zaoberajme sa dalej pripadom A < B. Nech n je celé ¢islo z intervalu (A, B)
delitelné ¢islom d = B — A. Potom n # A, pretoze A je neparne a d je parne. Zoberme
n n
—(B—-n) -~ —(n—A)- 2

Teda n = x + y a rovnost je splnena.

T-1. Ndjdite vsetky funkcie f:R — R take, Ze pre vsetky x,y € R plati
faf(z)+2y) = f@*) + fy) + o +y - 1.
(Slovensko, Patrik Bak)

RieSenie. Dosadenim = = y = 0 dostaneme f(0) = 1. Volbou = = 0, y = z ziskame

f(22) = f(2) + = (1)
aprer =2z, y=—z-f(z) dostaneme
f(2) =2f(2) =z + 1L (2)

Dosadenim 2t za z do (2) a pouzitim (1) mame
fl4t?) = 2tf(2t) — 2t +1=2t(f(t)+t) =2t + 1 =2tf(t) +2t2 -2t +1.  (3)
Dosadenim 2t2 za z do (1) a pouzitim (1) a (2) dostaneme
fa?) = ft?) +2t2 = f(P) + 2 + 262 =tf(t) —t + 1 + 3t°. (4)
Z porovnania (3) a (4) vyplyva
f(t)+2t2 =2t + 1 =tf(t) —t + 1+ 3t%
tf(t) —t* —t =0,
t(f(t)—t—1)=0.

Za predpokladu t # 0 dostavame f(t) =t + 1. Pre ¢t = 0 sme uz skor ukézali, ze f(0) =
= 1. Preto pre vsetky ¢t € R plati

f)=t+1.



T-2. Nech z,y,z,w € R\ {0} su také, Zex +y #0, z4+w #0 a xy + zw = 0. Ukdste
platnost nerovnosti

—1 —1
x4+ z4+w 1 x  z\ 1! w
( A ) +52(2+42) +(£+—> .
z+w rT+y 2 z x w oy

(Svajciarsko, Raphael Steiner)

Riesenie. Najprv odpocitajme 1 od oboch stran a upravme nerovnost na tvar
Tz 1 n Yyw 1
x2 422 2 y2+w2 2)7

(-2 (y-—w?, (@+ty—z—w)?
22 +22 0 y24+w? T (z+y)2 4+ (2 +w)?’

(z+y)lz+w) 1
(z+y)?+(z+w)?2 2

v

ktory je ekvivalentny s

Tato nerovnost plati vdaka nerovnostiam

=2 =l (@t h-w)? (@ty—z—up
2 +22 0 24 w? T o2+ 224 2 +w? T (r4y)i+ (2 +w)?’

pri¢om prva cast vyplyva z Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti a druhé ¢ast z nerovnosti
xy + zw = 0 zo zadania.

T-3. Na jednej strane ulice sa nachddzan = 2 domov. Zo zdpadu na vijchod si oznacené
¢islami od 1 po n. Cislo kazdého domu je napisané na cedulke. Jedného dria sa obyvatelia
ulice rozhodli vystrelit si z postdra a pomiesali cedulky s cislami domov nasledujicim
sposobom: kazdej dvojici susednijch domov vymenili pocas dna cedulky s ich aktudlnym
¢islom prdave raz. Kolko roznych usporiadani ceduliek s c¢islami moZe na konci dria
nastat? (Madarsko, Béalint Hujter)

RieSenie. Ozna¢me f(n) hladany pocet usporiadani pre n domov. Matematickou
indukciou dokazeme, ze f(n) = 2""2. Pre n = 2 to tak je; f(2) = 2272 = 1. Definujme
f(1) = 1. Dalej budeme predpokladat, ze n > 2.

Ozna¢me H; dom s ¢islom i na zaciatku diia a ozna¢me (i = i+ 1) vymenu medzi
domami H; a H; 1. Nech Hj je dom, ktory mé na konci diia cedulku n. To znamena,
ze vymeny (n—12n),(n—2=n-1),...,(k & k + 1) nasledovali v tomto poradi,
az sa cedulka n ocitla na dome Hj. NavySe vymena (k — 1 & k) musela byt skor ako
vymena (k = k + 1), inak by cedulka n skoncila na niektorom z domov H; az Hy_;.

To znamené, Ze pre kazdé i splhajtce k < i < n bude cedulka i na dome H; 1, zatial
¢o cedulky 1, ..., k budi na domoch {H;, Hs,...,Hx_1} a Hgy1 v nejakom rozloZeni.
Rovnako by sme postupovali, keby sme mali len domy H;, Ho,...,Hg; s jedinym
rozdielom, Ze na konci dom Hj bude mat cedulku n. Spolu tak mame f(k) réznych

koneénych usporiadani ceduliek, ak n je na dome Hy (pre k=1,...,n—1).
Dostavame . ,
Fy =3 f) =143 2 =0
k=1 i=0



T-4. UvaZujme konecne vela bodov v rovine takiych, Ze Ziadne tri meleZia na jednej
priamke. KaZdy z tychto bodov ofarbime cervenou alebo zelenou farbou tak, Ze wvo
vnutri trojuholnika s vrcholmi jednej farby sa nachddza aspon jeden bod ofarbeny druhou
farbou. Aky je mazimdlny pocet bodov s touto vlastnostou? (Madarsko, Balint Hujter)

Riesenie. Odpoved je 8.

Nazvime mnozinu pozostavajicu z cervenych a zelenych bodov dobrou, ak ziadne
tri body nelezia na jednej priamke a Tubovolny z trojuholnikov vytvoreny z bodov
rovnakej farby obsahuje bod druhej farby. Na obr. 3 vidime taktto mnozinu s 8 bodmi
(Gervené body st znézornené prazdnym kruzkom, zelené plnym; st tu zobrazené dva
typy jednofarebnych trojuholnikov, vdaka symetrii podmienku spliia aj zvy$ngch Sest
trojuholnikov).

G 0
N !
W TN o/
\ N ]
\ \\ /
\ N ]

\ AN
b 4
[ ] [ ]
Obr. 3

Chceme dokéazat, ze dobrd mnozina moze mat najviac 4 body z kazdej farby.
Dokéazeme to dvoma spdsobmi.

V prvom pripade postupujeme sporom. Nech mnozina S je kontraprikladom s mi-
niméalnou mohutnostou. Predpokladajme, Ze S obsahuje aspon pit ¢ervenych bodov.
Nech P je nejaky vrchol z konvexného obalu mnoziny S. Potom P nelezi vo vnutri
ziadneho jednofarebného trojuholnika a mnozina S\ {P} je dobréa. Ale mnozina S bola
najmensim kontraprikladom, teda S\ {P} ma najviac $tyri body z kazdej farby. Preto S
mé prave pit ¢ervenych bodov, vSetky vrcholy konvexného obalu mnoziny S st éervené
a S méa najviac $tyri zelené body. Konvexny obal mnoziny S je trojuholnik, stvoruholnik
alebo pétuholnik. Rozoberieme jednotlivé pripady.

Ak je konvexny obal trojuholnik, oznacme A, B a C jeho vrcholy a I, J Cervené
body vo vnitri trojuholnika. Bez ujmy na vSeobecnosti moézeme predpokladat, Ze
priamka IJ pretina strany AB a AC (a nepretina BC). NavySe nech [ je k AB
blizsie ako J (obr.4). Trojuholniky ABI, AIJ, AJC, BIJ a BJC su trojuholniky
vytvorené z cCervenych vrcholov, ktoré nemaji spolo¢né vnutro. Preto aspon jeden
z tychto trojuholnikov je prazdny, kedZe mame najviac Styri zelené body.

A

Obr. 4



Ak je konvexny obal stvoruholnik, oznac¢me A, B, C, D jeho vrcholy a I nech
je zvysny cerveny bod vo vnutri. Trojuholniky ABI, BCI, CDI a DAI st vytvorené
z ¢ervenych vrcholov, nemaja spolo¢né vnitro a kazdy z nich ma zeleny bod vo svojom
vnutri. Oznaéme tieto zelené body postupne X, Y, Z, W (obr.5). Potom trojuholniky
XY Z a ZW X maju zelené vrcholy, ale obidva nemé6zu mat bod I (jediny mozny ¢erveny
bod) vo svojom vnutri.

Obr. 5

Ak je konvexny obal pituholnik, ozna¢me A, B, C, D, E jeho vrcholy. Trojuholniky
ABC, ACD a ADF st tri trojuholniky vytvorené z ¢ervenych vrcholov, ktoré nemaju
spolo¢né vnutro a kazdy z nich musi mat zeleny bod vo svojom vnutri. Tieto zelené
body tvoria trojuholnik, ktory nemé ziaden ¢erveny bod vo svojom vnutri (obr. 6).

Obr. 6

Vo vsetkych troch pripadoch sme odvodili, Ze S nie je dobra mnozina, ¢o je spor
s nasim predpokladom.

Iné rieSenie. Najskor dokdzeme pomocné tvrdenie: Majme dobri mnozinu bodov. Ak
konvexny obal nejakych c¢ervenych bodov obsahuje prave x ¢ervenych bodov a prave y
z nich je v jeho vnutri, tak v jeho vnitri je aspon x +vy — 2 zelenych bodov. (Analogické
tvrdenie plati samozrejme aj s vymenenymi farbami.)

Doékaz. Ak konvexny obal nie je mnohouholnik (t.j. 2 < 2), tvrdenie je trividlne. Inak
uvazujme rozdelenie konvexného obalu na trojuholniky, ktorych vrcholy st cCervené
body a nemaji vo svojom vnutri ¢erveny bod. Oznac¢me N pocet tychto trojuholnikov.
Potom stcet ich vnutornych uhlov je N7. Na druhej strane, pre kazdy vnutorny bod
je sucet uhlov okolo neho vzdy 27 a body z hranice konvexného obalu tvoria konvexny
(x — y)-uholnik so st¢tom vnutornych uhlov (x — y — 2)7. Porovnanim mame

Nm=2yr+ (z —y — 2)m,

odkial po tprave dostdvame N = x + y — 2. Kazdy z N trojuholnikov musi obsahovat
jeden zeleny bod vo svojom vnutri, z ¢oho vyplyva dokazované tvrdenie.
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Aplikujme tvrdenie na vsetkych n ¢ervenych bodov, pricom m ¢ervenych bodov je
vo vnutri ich konvexného obalu. Dostavame, Ze vo vnitri konvexného obalu zlozeného
z Cervenych bodov je aspon n+m —2 zelenych bodov. Teraz aplikujme tvrdenie na tieto
zelené body a dostavame, ze je aspon (n+m —2) — 2 ¢ervenych bodov v ich konvexnom
obale. Avsak tieto ¢ervené body st tiez vnatornymi bodmi konvexného obalu vsetkych
cervenych bodov a teda

(n+m—2)—2=< m.
Odtial dostavame n < 4 a nase tvrdenie je dokdzané.

Pozndmka. Uvedené pomocné tvrdenie mozno dokazat aj matematickou indukciou
vzhladom na z.

T-5. Je dany ostrouhly trojuholnik ABC. Skonstruujte trojuholnik PQR, pre ktory plati
|AB| = 2|PQ)|, |BC| = 2|QR|, |CA| = 2|RP| a priamky PQ, QR a RP prechddzaji
postupne bodmi A, B a C. (Rakusko, Gerd Baron)

Riesenie. Existuju dva trojuholniky PQR spliajice podmienky zadania (obr.7).
Uvedieme konstrukciu jedného z nich (takého, ze bod P lezi medzi A a Q).

C

Obr.7

Kedze uhly trojuholnikov PQR a ABC' st rovnaké, je |{QAB| = |{RBC| =
= |{PCA|. Ozna¢me S Brocardov bod v trojuholniku ABC, t.j. taky bod, zZe
|£SAB| = |£SBC| = |{£SCA|. Vzhladom na vlastnosti obvodovych a tsekovych uhlov
sa kruznica opisand trojuholniku APC dotyka priamky AB. Podobne kruznica opisana
trojuholniku ASC sa dotyka AB. Kedze existuje jedina kruznica prechadzajuca cez C
a dotykajuca sa priamky AB v bode A, dostavame, ze APSC je tetivovy stvoruholnik.
Podobne st tetivové aj stvoruholniky BQSA a CRSB.

Ukéazeme, Ze trojuholnik APS je podobny trojuholniku BQS. Vieme, ze |[{SAP| =
= |4SBQ)|, pretoze |£SAB| = |{SBC| a |{PAB| = |£QBC|. Taktiez |[{ASP| =
= |LQSB|, pretoze |[{ASP| = |L{ACP| = |{QAB| = |£QSB|. Trojuholniky APS
a BQS teda maja rovnaké uhly a to isté plati aj pre trojuholnik C'RS. Otocme
trojuholnik PQR okolo bodu S o uhol PSA a zobrazme ho v rovnolahlosti so stredom
S a koeficientom |SA|/|SP|. Vzhladom na podobnost trojuholnikov APS, BQS a CRS
bude vysledkom zobrazenia trojuholnik ABC (obr. 8).

8



Obr. 8

Konstrukcia trojuholnika PQ R bude preto nasledovna: Najskor zostrojime kruz-
nicu prechadzajicu cez body A, C' a dotykajticu sa priamky AB; analogicky zostrojime
dalsie dve kruznice. Prieseénikom tychto troch kruznic je Brocardov bod, oznadime
ho S. Nasledne zostrojime kruznicu so stredom S a polomerom |SA|/2. Jej priese¢nik
s oblikom AS kruZnice opisanej trojuholniku ASC neobsahujicim bod C oznacime P.
Analogicky zostrojime body @ a R.

Vieme, ze Brocardov bod S vzdy existuje a je vo vnutri trojuholnika. Ilahko mozno
overit, ze obluky AS, BS a C'S vyuzité v konstrukcii st vo vnutri trojuholnika (napr.
oblik AS sa dotyka strany AB a tiez je vo vnutri tupouhlého trojuholnika ASB). To
znamend, ze bod P je jednoznacne urceny a je vo vnutri trojuholnika ABC'. Podobne
@ je jednoznacne urceny a s vyuzitim definicie iisekového uhla dostavame |{ PAB| =
= |LQBC|. Bod R je tiez jednozna¢ne uréeny a |£QBC| = |[{RCA|. Uhol PCA je
taky isty, nakolko opdf vyuzitim tsekového uhla dostavame |{PCA| = |{PAB|. To
znamena, ze body R, P a C su kolinearne.

T-6. Nech K je bod vnutri ostrouhlého trojuholnika ABC' taky, Ze BC je spolo¢nou
dotycnicou kruznic opisanich trojuholnikom AKB a AKC. Nech D je priesecnik pria-
mok CK a AB a bod E je priesecnik priamok BK a AC. Oznacme F priesecnik
priamky BC a osi usecky DE. Kruznica opisand trojuholniku ABC' a kruznica k so
stredom F' a polomerom F'D sa pretinaju v bodoch P a Q. Dokadzte, Ze usecka PQ je
priemerom kruznice k. (Slovensko, Patrik Bak)

Riesenie. Priamka BC je dotycCnicou kruznice opisanej trojuholniku AKC, takze
| BCD| = |{CAK|. Analogicky |[{CBE| = |{BAK]|. Preto

180° = |[{KBC| + |{KCB| + |{BKC| = {DAK| + |{EAK| + |{DKE|

a teda ADKE je tetivovy $tvoruholnik. Potom | KBC| = |{DAK| = |{DEK], ¢ize
DE || BC (obr.9).



Obr. 9

Vsimnime si, ze F je jediny bod na BC, pre ktory st uhly DF B a C'F'E rovnaké.
Oznaéme F’ taky bod na BC, pre ktory je Stvoruholnik BF'K D tetivovy. Potom

|{F'KE|=360° — |{EKD| — |{DKF'| =
= 360° — (180° — |4BAC|) — (180° — |{CBA|) = 180° — |{ACB],

a teda Stvoruholnik F'CEK je tiez tetivovy a
|4DF'B| = |{DKB| = |{CKE| = |{CF'E].

Z toho vyplyva, 7e F = F' a |{DFB| = |{CFE| = 180° — |{BKC| = |£BAC|, takze

Obr. 10

trojuholniky FFBD a FEC st oba podobné s trojuholnikom ABC, ¢ize

|AB| |FE| |FB]
|AC| ~ |FC|  |FD|
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Odtial |FB| - |FC| = |FD|?. Ozna¢me Q' priese¢nik priamky PF a kruZnice opisanej
trojuholniku ABC (obr. 10). Pouzitim mocnosti bodu F' dostdvame

|[FD|* = |[FB|-|FC| = |FP|-|FQ'| = |FD|-|FQ'|.

Preto |[FQ'| = |FD| a Q = @', z ¢oho uz vyplyva dokazované tvrdenie.
Pozndmka. Bod F sa nazyva Miquelov bod stvoruholnika ADKE.

T-7. Do tabulky pozostavajicej z 2013 x 2013 policok si po riadkoch napisané éisla od
1 do 20132. Vsetky stipce a vietky riadky obsahujiice aspor jednu z druhijch mocnin 1,
4,9, ..., 20132 naraz odstranime. Kolko policok tabulky ostane?

(Rakusko, Gerd Baron)

Riesenie. Nech m =503 a n = 4m + 1 = 2013. Vsimnime si, Ze
(m—1n=(m-1)4m+1) <m-4m = (2m)?> < m(dm + 1) = mn,

takZe mocnina (2m)? je v m-tom riadku.

Poznamenajme, 7ze ak k < 2m, tak hodnota vyrazu (k + 1) — k% = 2k + 1 je
nanajvys n, a ak k = 2m, je tato hodnota aspon n. Takze prvych 2m + 1 mocnin je
rozmiestnenych tak, ze nevynechaju ziaden zo za sebou iducich riadkov a teda prvych
m + 1 riadkov bude odstranenych. Na druhej strane poslednych n — (2m — 1) = 2m + 2
mocnin je po dvojiciach v réznych riadkoch. Z toho vyplyva, ze prvych m + 1 riadkov
a dalsich 2m riadkov bude odstranenych a m riadkov zostane.

Stlpec j bude odstraneny prave vtedy, ked j je zvyskom nejakej druhej mocniny
po deleni ¢islom 2013 = 3 - 11 - 61. Podla ¢inskej vety o zvyskoch to nastane vtedy, ked
j je zvyskom nejakej druhej mocniny po deleni 3, 11 a 61. Kedze pocet vyhovujtcich
zvySkov pre tieto tri ¢isla je postupne 2, 6 a 31, hladany pocet vyhovujucich zvyskov
po deleni 2013 (opit podla ¢inskej zvyskovej vety) je 2 - 6 - 31 = 372. Pocet stlpcov,
ktoré ostanu, je 2013 — 372 = 1641. Spolu teda ostane 503 - 1641 = 825423 policok.

T-8. Na tabuli je napisany vyraz
+0+0+0+04+0+0.

Hraci A a B sa striedajiu pri nahradzani symbolov O kladnymi celymi c¢islami. Hrac¢ A
zacina. Ked siu vsetky symboly O nahradené, hra¢ A nahradi kazdy znak & znamienkom
+ alebo —, nezavisle na ostatnych nahradeniach znakov . Hra¢ A vyhrd, ak hodnota
vyrazu na tabuli nie je delitelnd Ziadnym z c&isel 11, 12, ..., 18. Inak vyhrd hraé¢ B.
Urcte, ktory z hracov md vitazni stratégiu. (Ceska republika, Michal Rolinek)

Riesenie. Cislo budeme nazyvat dobré, ak ma delitela z mnoziny {11,12,...,18}.

Ukézeme, ze hra¢ B mé vitaznu stratégiu. Vo svojom prvom i druhom fahu nahradi
hra¢ B symbol O ¢éislom 18!. Vo svojom poslednom fahu ho nahradi éislom z (uréime
ho neskér), ktoré zabezpedi, ze kazda moznéa hodnota vyrazu, ktory ziskame po urcéeni
znamienok, bude v prospech hraca B.

Pri vybere ¢isla x mozeme pracovat v mnozine zvyskov po deleni ¢islom 18!.
V takomto pripade prvé dva fahy hraca B sa vo vyraze budi pocitat ako 0 a znamienko
pred nimi vysledok neovplyvni. Pred poslednym tahom hréac¢a B mame osem moznych

11



kombinacii pre znamienka pred ¢islami napisanymi hracom A, ¢o dava osem roéznych

vysledkov ay, as, ..., ag. Ak volbou ¢isla x zabezpecime, Ze kazdé z Cisel ay + x, as + x,
.., ag + = bude dobré, potom taktiez c¢isla a; — x, as — x, ..., ag — = budi dobré,

pretoze pre kazdé i € {1,...,8} existuje j € {1,...,8} také, ze a; —x = —(a; + x).

Cisla aq, ..., ag maji rovnaka paritu a teda sa medzi nimi nachédzaji najviac
dva rozne zvysky po deleni ¢islom 4. Aspon tri z 6smich ¢isel davaju rovnaky zvysok
po deleni tromi, bez ujmy na vSeobecnosti nech a1 = as = az (mod 3). Moézeme tiez
predpokladat, ze as = az (mod 4).

Hladané x mozeme na zaklade ¢inskej zvyskovej vety vybrat tak, ze 9 | a1 + x,
5|as+x,16 | ag+x, 7| a5 +x,11 | ag +x, 13 | ay +x a 17| ag + x. Na zaklade tohto
vyberu z sme zabezpedili, ze 18 | a1 +x, 15 | as +x, 12 | ag +x, 16 | ag +x, 14 | a5 + x,
11 |ag+ 2,13 |ar+2 a 17| ag + .
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