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63. ro¢nik Matematickej olympiady
2013/2014 Riesenia tloh ¢esko-polsko-slovenského stretnutia

1. Dokdzte, Ze kladné redlne ¢isla a, b, ¢ spliiaji rovnicu
at + bt + ¢t + 46?2 = 2(a2b2 +a?c? + b202)
prave vtedy, ked existuje trojuholnik ABC' s vnutornymi uhlami o, 3, v takymi, Ze
sina=a, sinf=0 a siny=c.

(Jaromir Simsa)

RieSenie. V prvej Casti rieSenia uvazujme [ubovolny trojuholnik ABC s vnutornymi
uhlami «, 8, v. Vdaka sinusovej vete ho pripadnou podobnostou mozeme zmenit tak,
aby dlzky jeho stran boli priamo kladné ¢isla a, b, ¢ rovné sinusom jeho vnutornych
uhlov, teda

a=sina, b=sinf a c=sin~.

Podla kosinusovej vety pre tieto ¢isla plati rovnost, ktort budeme hned upravovat, az
dostaneme rovnost zo zadania tulohy:

a? =%+ 2 — 2bc - (£V/1 — a?),
2bc- (£V1—a2) =b*+ % —a?, /3
4’ (1 —a?) = (b* + % — a2)2,
4b2c? — 4a2%c® = at + b + ¢t — 2a%6? — 2422 + 2022,
a* + bt + ¢t + 4ab*? = 2(&21)2 +a?c® + b202).

V druhej ¢asti rieSenia predpokladajme, Ze a, b, ¢ st pevné kladné ¢isla spliiajice
zadanu rovnicu. Opac¢nym postupom ako v prvej Casti rieSenia ju upravime na tvar

4h%c? (1 - a2) = (b2 42— a2)2.

Z toho vyplyva, ze ¢islo a (kladné podla zadaného predpokladu) je nanajvys rovné 1.
Existuje preto a € (0, 7) také, Ze sin @ = a a Z%e upravent rovnicu mozno po odmocneni
zapisat v tvare

2bccosa = b + ¢ — a?.

Ak teda zostrojime podla vety sus trojuholnik ABC, v ktorom |AC| = b, |[AB| = ¢ a
| BAC| = «, bude v nom vdaka kosinusovej vete podla predchadzajicej rovnosti platit
|BC| = a, takze potom z dalsich dvoch podobnych dosledkov zadanej rovnice

4a%c? (1 — b2) = (a2 +c - 62)2 a 4a2b2(1 — 02) = (a2 +b% — 02)2
vyplyva, Ze pre vnatorné uhly «, S, v takého trojuholnika ABC bude platit nielen

sina = a (pozri vyssie), ale aj cos?3 = 1 — b? a cos?y = 1 — ¢?, ¢ize sinf8 = b a
siny = c.



Iné rieSenie. (Podla Patrika Baka.) Uvedent rovnost mozno ekvivalentne upravit na
tvar

4a*0*c®* = (a+b+c)a+b—c)(a+c—b)(b+c—a). (1)

Nech pre kladné ¢isla a, b, ¢ plati tato rovnost. Vzhladom na symetriu mozeme
bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Ze a = b = c¢. Prvé tri ¢initele na pravej strane
v (1) st podla nasich predpokladov kladné a kedze lava strana je tiez kladna, musi byt
kladny aj stvrty ¢initel. Cisla a, b, ¢ teda spliiaji trojuholnikové nerovnosti a existuje
trojuholnik ABC so stranami a, b, c. Pre jeho obsah S podla Herénovho vzorca plati

165% = (a+b+c)a+b—c)a+c—b)(b+c—a), (2)

odkial spojenim s (1) mame 4a?b*c? = 1652, ¢ize abc = 25. Ak ozna¢ime r polomer
kruznice opisanej trojuholniku ABC, podla zndmeho vztahu plati r = abe/(4S), a preto
r = 3. Zéroven viak r = a/(2sina), a teda a = sin . Analogicky dostaneme b = sin /3
ac=sin~y.

Pre dokaz opacnej implikicie predpokladajme, ze trojuholnik ABC' ma strany
a uhly spliiajice a = sina, b = sin 3 a ¢ = sin. Potom pouzitim oznadenia a znamych
vztahov z predoslého odseku dostaneme r = % a abc = 25, odkial po umocneni a pouziti
vzorca (2) dostaneme Zelant rovnost (1).

2. Pre dané kladné celé ¢isla a, b, v, zostavime postupnost cisel (1,)S%, splnajicich

vztah x, = ax,_1+0b pre kaZdé n = 2. Uréte podmienku na zadan€ ¢isla a, b a x1, ktord
je nutnd a postacujica na to, aby pre véetky indexry m, n platila implikicia m | n =
= Ty | T (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Ukazeme, Ze hladanou podmienkou je rovnost x; = b. V priebehu rieSenia
vyuzijeme jednoduchy poznatok, ze vSeobecny clen z,, skiimanych postupnosti ma
vyjadrenie

T, =a" " try + (a”_2+a”_3+...+a+1)b. (1)

V prvej casti rieSenia odvodime rovnost x; = b z predpokladu, Ze pre kazdé n = 1
plati z,, | x2, (vyuzijeme teda len ¢ast zo vSetkych implikacii zo zadania tlohy). Kedze
vzorec (1) pre skratentt postupnost x,,, 41, Tny2,. .. vedie na vyjadrenie

Loy = a"' T, + (a"_l +a" %24+, . +a+ 1)b,
pre podiel za, /z, z posledného vztahu vyplyva

n—1 n—2
Ton a +a +...+a+1)b
2 ——a"—l—( ) : (2)

Tn Tn

Specidlne pre n = 1 tak dostavame nutnt podmienku x; | b. Potrebntt podmienku z; =
= b odvodime, ked pripustime, ze plati z; < b, a z toho dojdeme k sporu. Uvazujme
cisla

Yn = (a”_1+a”_2+...—|—a+1)b

7 Citatela zlomku na pravej strane (2), ktoré ako ¢isla z,, spliiaju rekurentny vztah
Yn+1 = aYn + b. Podla vzorca (1) potom v pripade z; < b plati pre kazdé n nerovnost
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ZTn < Yn, pricom podla (2) s vSetky podiely y,/x, celo¢iselné a tvoria klesajicu
postupnost, pretoze

n n n n b b n - 4n
B et Un kb =3 B
Tpn  Tpy1  Tn  axp+b  zp(ax, +0)

.....

spor. Rovnost 1 = b je tak dokazana.

V druhej jednoduchsej casti rieSenia ukazeme, ze v pripade x; = b platia vSetky
implikacie zo zadania ulohy. Vyuzijeme pritom opét vzorec (1), podla ktorého v pripade
a = 1 po dosadeni x1 = b dostaneme pre kazdé n vyjadrenie x,, = nb, zatial ¢o v pripade
a > 1 vychadza vzorec
(a” — l)b

Ty =
a—1

Vsetky dokazované implikécie tak si v pripade a = 1 Gplne trividlne, zatial ¢o v pripade
a > 1 st zrejmym doésledkom znameho pravidla

mln = a"—-1|ad" -1,
ktoré pre n = km vyplyva z algebraického vzorca

ab™ — 1= (a™ —1) (a4 k=™ 4 pa41).

Poznamka. Tvrdenie, Ze vSetky zlomky z pravych stran (2), teda zlomky

Un (et +a" 2+ . +a+1)b

T, a"lxg + (a”_2 +ar34+...+a+ l)b’

st celo¢iselné jedine v pripade x1 = b, mozno odvodit aj z poznatku, Ze také zlomky
maja pre n — oo limitu
ab
(a—1)x1 +b
(rutinny vypocet tu neuvddzame), a preto kvoli ich celo¢iselnosti musi pre vsetky

dostatocéne velké n platit rovnost y,+1/Tn+1 = Yn/xn, ktord podla upravy (3) plati, len
ked je y, = x,, a teda z1 = b.

3. Dany je konverny stvoruholnik ABCD, pricom |{ABC| = |{ADC| = 135°. Na
polpriamkach AB, AD si postupne zvolené také body M, N, Ze |{MCD| = |{NCB| =
= 90°. Kruznice opisané trojuholnikom AMN a ABD sa druhykrdt pretinaju v bode
K # A. Dokazte, Ze priamky AK a KC su navzdjom kolmé. (Iran)

Riesenie. (Podla Patrika Baka.) Pripometnime si najskor jedno zname tvrdenie o $pird-
lovej podobnosti (t. . o zobrazeni, ktoré je zlozenim rovnolahlosti a otocenia s rovnakym
stredom).

Tvrdenie. Majme tisecky XY a X'Y’, ktoré nie st rovnobezné. Prienik priamok XY
a XY’ ozna¢me T'. Potom stredom Spiralovej podobnosti, ktora isecku XY zobrazi na
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usecku X'Y’, je prieseénik kruznic opisanych trojuholnikom XTX’ a YTY”’ rozny od
bodu 7.1

X/

Dokaz. Uvedieme dokaz len pre konfiguraciu ako na obr. 1. Priese¢nik kruznic, o ktorom
dokazujeme, Ze je stredom Spirélovej podobnosti, ozna¢me S. Sta¢i ukazat podobnost
trojuholnikov X SY a X'SY’. T4 vyplyva jednoducho z obvodovych uhlov:

ILXY S| = |KTY S| = |LTY'S| = |£X'Y"S],
LSXY| = 180° — |[{SXT| = 180° — |£SX'T| = |[£SX'Y".

Prejdime k rieSeniu samotnej tlohy. Kedze stuc¢et vntatornych uhlov v Stvoruholniku
je 360°, zo zadania vyplyva |{ BAD|+|{BCD| = 90° a |[{M BC| = | NDC| = 45°. Po-
tom [{BCM| =90° — |{BCD| = |£BAD| a podobne dostaneme | DCN| = |{BAD|.
Takze trojuholniky BMC a DNC' st podobné (obr.2). Pity kolmic z bodu C na

priamky AB a AD oznac¢me postupne P a (). Aj trojuholniky BPC' a DQC' st podobné,
preto |BM|: |BP| = |DN]|: |DQ)|.

! Tvrdenie neuvaddzame v presnej forme: V $pecidlnych pripadoch sa méZe stat, e bod T splyva

s niektorym z krajnych bodov danych useciek, pripadne uvedené kruznice nemaju iny spolo¢ny bod
ako T



Uvazujme $piralovi podobnost S, ktora zobrazi isecku BM na DN . Podla tvrdenia
z uvodu je jej stredom prave bod K. Avsak vzhladom na odvodeny pomer zobrazuje S
usecku BP na DQ. Preto (opit podla tvrdenia z ivodu) bod K lezi na kruznici opisane;
trojuholniku APQ), ¢o je Talesova kruznica nad priemerom AC, takze uhol AKC je

pravy.

4. Dany je trojuholnik ABC, pricom P je stred strany AC. Kruznica k pretina usecky
AP, CP, BC, AB postupne v ich vnutornych bodoch K, L, M, N. Oznacme S stred
K L. Nech plati

2.|AN|- |AB|-|CL| = 2-|CM]| - |BC| - |AK| = |AC| - |AK] - |CL].

Dokazte, ze ak P # S, tak priesecnik priamok KN a ML leZi na osi usecky PS.
(Jan Mazak)

RieSenie. Ozna¢me D obraz bodu B v stredovej simernosti so stredom v P (po-
tom ABCD je rovnobeznik). Z rovnosti 2|AN| - |AB| - |CL| = |AC| - |AK]| - |CL|
mame |AN|-|AB| = 1|AC| - |AK]|, takZe $tvoruholnik K PBN je tetivovy. Podobne
aj Stvoruholnik LPBM je tetivovy. Kedze Stvoruholnik K LM N je tiez tetivovy, su
priamky KN, BP a LM chorddlami dvojic kruznic opisanych uvedenym tetivovym
Stvoruholnikom. Preto prieseénik X priamok KN a ML lezi na priamke BD (obr. 3).
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Obr. 3

Z tetivovosti uvedenych Stvoruholnikov vyplyva zhodnost uhlov CBD a KLX;
podobne uhly CDB, ABD a LKX st zhodné. Podla vety uu je trojuholnik KLX
podobny s trojuholnikom DBC'. Uhly X SP a X PS musia byt rovnaké, lebo st to uhly,
ktoré zvieraju zodpovedajuce si faznice so stranami v podobnych trojuholnikoch (to
plati ako pre konfiguraciu, ked bod S lezi na tisecke AP, tak pre konfiguraciu, ked lezi
na usecke C'P, argumentécia je takmer rovnakd). Preto bod X lezi na osi tsecky PS.

5. Urcte vietky kladné celé ¢isla n spliiajice nasledujicu podmienku: pre kazdé nezd-
porné celé ¢isla k, m také, Ze k +m < n, ddvaji ¢isla (n;k) a (";m) rovnaky zvysok

po deleni dvoma. (Polsko)

Riesenie. (Podla Miroslava Psotu.) V rieSeni budeme pracovat s Pascalovym trojuhol-
nikom, teda so zapisom kombina¢nych ¢isel do nasledovnej (nekone¢nej) schémy:

Vieme, Ze kazdé ¢islo v tejto schéme (okrem ¢isel 1 na zaciatku a na konci kazdého
riadka) je rovné suctu dvoch ¢isel bezprostredne nad nim. Ak v Pascalovom trojuholniku
kazdé ¢islo nahradime jeho zvySkom po deleni dvoma, t.j. nulou alebo jednotkou podla
parity ¢isla, uvedené pravidlo sposobi, ze ak vedla seba buda dva rovnaké zvysky, pod
nimi bude 0 a ak vedla seba budt dva rozne zvysky, pod nimi bude 1. Prvych niekolko
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riadkov vyzera takto (kvoli prehladnosti nuly znazortiujeme bodkami):

T, 1
O{11}T1T
1 -1 2
1111 7
11 - - 11
1 -1 - 1.1
11111111 J L7,
1 1
11 - 11
1.1 - 1 -1
1111 oo 111 1
1 1 : 1 1
11 11 - - 11 11
i -1 -1-1-1-1-1- -1
111111111111 111°1

Nech T} oznacuje trojuholnik vytvoreny z prvych 27 riadkov takéhoto ,zvyskového“
Pascalovho trojuholnika (t.]. riadkov pochadzajicich z kombinaénych ¢isel (;) pre i =
=0,1,...,27—1). Lahko mozno nahliadnut a matematickou indukciou dokézat, ze T} ;1
sa skladé z troch képii T} vo vrcholoch a ,,oto¢eného trojuholnika zlozeného zo samych
nul v strede.

Predpokladajme, Ze n spliia podmienky zadania. Volbou m = 0 dostaneme, Ze &islo
(Z) musi byt neparne pre kazdé k < n. To znamena, Ze v prislusnom riadku Pascalovho
trojuholnika st len zvysky 1, ¢omu vyhovuju len hodnoty n = 27 — 1 pre 5 = 0,1,...
(vyplyva to z vyssie uvedenej konstrukcie trojuholnikov 7, formalne moézeme opét
pouzit indukciu).

Obr. 4

Naopak, ak n = 27 —1, tak podmienka zo zadania je splnené. Zvysky kombina¢nych
Cisel (”;Lk) a (”;m) sa totiz nachadzaju v Tj na pozicidch, ktoré su simerne zdruzené
vzhladom na os uhla pri favom dolnom vrchole trojuholnika 7. Staci teda ukazat, ze Tj
je symetricky podla tejto osi. Na to znova pouzijeme indukciu: Nech T} je symetricky
podla uvedenej osi (pre malé hodnoty j to zjavne plati). Pozrime sa na trojuholnik 7.
Kedze je rovnostranny, jeho os uhla je zaroven osou uhla favej dolnej képie T aj
vnatorného trojuholnika zlozeného z nul (obr. 4). Na képiach 7} je tak symetricky podla
induk¢ného predpokladu a prostredny trojuholnik je podla osi symetricky tiez, kedze
sa sklad4 zo samych nul.



6. Nech n = 6 je celé ¢islo a F je systém 3-prvkovych podmnoZin mnoZiny {1,2,...,n}
spliiajici nasledujiicu podmienku: pre kazdé 1 < i < j < n existuje aspon L%n] -1
podmnozin A € F takych, Ze i,j € A. Dokdzte, Ze pre niektoré celé ¢islo m = 1 existuji
navzajom disjunktné podmnoZiny A1, Ao, ..., Ay € F take, Ze

(Polsko)

RiesSenie. (Podla Zhen Ning Davida Liu.) Nech M je najvic¢si podsystém navzajom
disjunktnych mnozin systému F. Ozna¢me S zjednotenie vietkych mnozin z M. Da-
lej oznaéme S’ = {1,2,...,n}\ S, teda mnozinu tych prvkov, ktoré sa nenachadzaji
v ziadnej mnozine z M. Sporom ukazeme, ze | M| = L%nj — 1, ¢ize pocet prvkov v S je
aspoti 3(|3n] —1) 2 n — 5.

Ak sa prvky z a y nachddzaja v S’, tak vSetky také prvky z, pre ktoré mnozina
A ={z,y,z} je prvkom F, musia lezat v S. Inak by sme totiz mohli zobrat mnozinu A
a pridat ju do systému M, ¢im by sme zvicsili jeho velkost.

Nech |[M| < [3n] — 1. Potom |S’| Z 6, teda spomedzi prvkov mnoziny S’ vieme
vybrat tri disjunktné dvojprvkové mnoziny {z1,y1}, {z2,y2} a {x3,y3}. Ukadzeme, Ze
pre niektoré dva rozne indexy i,j € {1,2,3} existuji mnoziny

A= {s1,s2,53} € M, B ={zi,yi,s1} € F, C={z,y;,s2t e F. (1)

Nazyvajme dobrymi trojicami také mnoziny A € F, ze pre niektoré i € {1,2,3}
a s € S plati A= {x;,y;,s}. Ak Ziadna trojica mnozin tvaru (1) neexistuje, tak prvky
kazdej jednej mnoziny z M tvoria dobré trojice bud iba s jednou dvojicou {z;,y;},
alebo iba jeden prvok tejto mnoziny je v dobrej trojici s niektorymi dvojicami {z;, y;}.
V kazdom pripade na jednu mnozinu z M prislichaji nanajvys tri dobré trojice.

Z pohladu dvojic prvkov {z;,y;} je v8ak podla zadania pocet dobrych trojic aspor
3([%71] — 1), pretoze, ako sme poznamenali na uvod, kazdy prvok, ktory s niektorou
dvojicou {z;,y;} tvori mnozinu z F, lezi v S. Z toho dostavame odhady

3| M| Z pocet dobrych trojic = 3(|3n] — 1),

¢o je v spore s predpokladom, ze |M| < [3n] — 1.



