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1. Nech ag < a1 < as < ... je nekonecnd postupnost kladnych celych cisel. Dokdzte, Ze
existuje prave jedno celé ¢islo n 2 1 také, Ze

ag+ar+---+a
an < <y

n

(Rakusko)

Riesenie. Ozna¢me B mnozinu tych prirodzenych ¢isel n, pre ktoré je splnena prva
nerovnost zo zadania, teda takych n, pre ktoré a,, < (ap+ai+:--+a,)/n. Ekvivalentnou
apravou tejto podmienky dostaneme

(an —ap—1)+ (an —apn—2)+ -+ (an —a1) < aop. (1)

Mnozina B ma nasledovné tri vlastnosti:
> Je neprazdna, pretoze zrejme 1 € B.
> Kazdy z n — 1 séitancov na Tavej strane (1) je aspon 1, takze ak n > ag, tak n ¢ B.
Preto B je konecna.
> Pri zvii¢Seni n o 1 pribudne na lavej strane (1) kladny séitanec a, 11 — a,, a navyse
s rastucim n zviacsuje. Teda ak nejaké cislo patri do B, patri tam aj kazdé od neho
mensie prirodzené ¢islo.
Z uvedeného vyplyva, ze B = {1,2,3,...,n0} pre nejaké prirodzené ¢islo ny.
Vsimnime si, ze druhd nerovnost zo zadania (ag+aj + -+ an)/n < ans1 je
ekvivalentna s podmienkou

ag = (@ng1 — an) + (ng1 — an—1) + - + (@ng1 — ar),

teda s tym, ze n + 1 & B. Také n, ktoré spliia obe nerovnosti zo zadania, t.j. také, ze
n € B a sucasne n + 1 ¢ B, je zrejme iba ¢islo ny.

2. Nech n = 2 je celé ¢islo. Uvazujme Sachovnicu s rozmermi n X n pozostdvajicu
zn? jednotkovijch stvorcovijch policok. Konfigurdciu n ve#i na tejto Sachovnici nazjvame
stastnd, ak kaZdy riadok a kaZdy stlpec obsahuje prdve jednu vezu. Ndjdite najvicsie
kladné celé cislo k také, Ze pre kazdu Stastnu konfigurdciu n wvezi existuje Stvorec

s rozmermi k x k, ktory neobsahuje vezu na Ziadnom zo svojich k? policok.
(Chorvatsko)

RieSenie. Hladana najvicsia hodnota je k = |/n — 1]. V prvej Gasti rieSenia dokazeme,
ze ak n > 2, tak kazd4 $tastna konfiguracia obsahuje prazdny Stvorec [ x [. V druhej
¢asti potom ukdZeme, ze ak n < [2, tak existuje $fastni konfiguracia neobsahujica
ziadny prazdny stvorec [ x [. Z tychto dvoch tvrdeni zrejme vyplyva uvedeny zaver.
Nech teda n > 2. Uvazujme Iubovolni $tastnti konfigurdciu. Zoberme blok [ za
sebou iducich riadkov, medzi ktorymi sa nachadza aj riadok obsahujici vezu v prvom
stlpci. Spolu je v tomto bloku prave | vezi. Nésledne z neho odstrafime prvych n — (2
stipcov. Podla nasho predpokladu je n—I2 > 1, takZe sme uvedenou operaciou odobrali
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z bloku aspon jednu vezu — t1, ktora sa nachadza v prvom stipci. Zvysngch [ x 12 poli¢ok
sa da rozdelif na [ $tvorcov s rozmermi [ x [ (obr.1). KedZe je v nich spolu nanajvys
[ — 1 vezi, aspon jeden z nich neobsahuje vezu.

n—12

/
— - A
X

Obr. 1

V druhej ¢asti predpokladajme, ze n < [2. Najskor zostrojime $fastnt konfigurdciu
bez prazdnych §tvorcov pre pripad n = [? a potom ukazeme, ako ju modifikovat pre
mensie hodnoty n.

Ozna¢me riadky a stipce Sachovnice s rozmermi 1% x [? é&slami od 0 po 12 — 1.
Poli¢ko v s-tom stlpci a r-tom riadku budeme oznacovat stradnicami (s, r). Rozlozme
veze na policka so sturadnicami (il + j, jl + i) pre vSetky dvojice i,j € {0,1,...,l — 1}
(na obr. 2 je zobrazena tato konfigurcia pre I = 4; stipce s ¢islované zlava doprava,
riadky zdola nahor). Ked%e kazdé ¢islo od 0 po [? — 1 sa d4 prave jednym sposobom
zapisat v tvare il + j, kde 0 < 7,5 < 1 — 1, v kazdom stipci sa nachidza prave jedna
veza a rovnaky zaver plati pre riadky.! Preto tato konfiguracia je stastna.

E

g

[

{me

u

o

e

Jim

Obr. 2

Dokéazeme, ze v kazdom stvorci [ x [ tejto konfiguracie sa nachadza aspon jedna
veza. Uvazujme [ubovolny taky §tvorec a zoberme [ po sebe idtcich stipcov, ktoré ho
obsahuji. Povedzme, Ze prvy z nich ma ¢islo pl + ¢, kde 0 = p,q < [ — 1 (plati teda
pl+q < 1?2 —1). Potom &isla riadkov, v ktorjch sa nachadzajt veze z tjchto stipcov, si

! Uvedend jednoznac¢nost zapisu vyplyva z faktu, e ak s = il + j, tak j je zvySok ¢&isla s po deleni
Cislom [ a ¢ je celociselny podiel tohto delenia.



gl+p, (g+Dl+p,....,0—Dl+p,p+1, 1+ (p+1),...,(g— 1l + (p+1). Ak ich
zapiSeme od najmensieho po najvicsie, dostaneme postupnost

p+1, l+(p+1), ..., (g=DIl+(p+1), g+p, (¢g+Dl+p, ..., I —=1Di+p. (1)

Lahko nahliadneme, Ze najmensi ¢len tejto postupnosti ma hodnotu nanajvys [ — 1
(ak totiz p = [ — 1, tak ¢ = 0 a postupnost zacina ¢lenom gl + p = [ — 1), najvicsi
¢len méa hodnotu aspon [(l — 1) a rozdiel medzi Tubovolnymi po sebe idticimi ¢lenmi
neprevysuje [. Preto niektory z [ po sebe iducich riadkov prechadzajucich uvazovanym
Stvorcom [ X | ma ¢islo uvedené v (1), a teda veza z tohto riadku lezi v danom Stvorci.

Ostéva zostrojit $tastnt konfigurdciu bez prazdnych Stvorcov v pripade n < [2.
Nésledne odoberieme pridané riadky a stipce. Méze sa staf, Ze v niektorych riadkoch
a stlpcoch nebudi veze. Avsak riadkov bez vezi bude prave tolko ako stipcov bez vei,
takze postupnym doplnenim vezi na prieseéniky prazdnych riadkov a stipcov vytvorime
Stastnu konfiguraciu. KedZe neexistoval prazdny Stvorec | x [ v Sachovnici rozsirenej na
rozmer [? x [?, nendjdeme ho ani v tejto vyslednej konfiguracii.

3. V konveznom stvoruholniku ABCD plati | ABC| = |{CDA| = 90°. Bod H je pitou
kolmice z bodu A na priamku BD. Body S, T leZia postupne na strandch AB, AD,
pricom bod H je vnutornym bodom trojuholnika SCT a plati

ILCHS|— |£CSB| =90°, |{THC|— |{DTC| = 90°.

Dokazte, Ze priamka BD sa dotyka kruznice opisanej trojuholniku TS H . (Iran)

Riesenie. Ozna¢me () priesecnik priamky AB s kolmicou na priamku SC' vedenou
bodom C'. Potom

1£5QC]| = 90° — |LCSB| = 180° — |KCHS),

teda stvoruholnik SQCH je tetivovy. Jeho opisanou kruznicou je Téalesova kruznica nad
priemerom SQ), ktorej stred leziaci na priamke AB ozna¢me K (obr. 3). Analogicky stred
kruznice opisanej trojuholniku T"HC', ktory oznac¢ime L, lezi na priamke AD.

Na vyrieSenie tulohy staci ukézaf, Zze prieseénik osi useciek SH a TH lezi na
priamke AH. Kedze |KH| = |K S|, je os tsecky SH zarovei osou uhla AK H; podobne
os usecky T'H je osou uhla ALH. Aby sme dokazali, Zze osi uhlov AKH a ALH delia
tsecku AH v rovnakom pomere, sta¢i podla znameho tvrdenia o osi uhla v trojuholniku?
dokéazat, ze

|AK|  |AL| (1)
\KH| |LH|

2 Os vnttorného uhla trojuholnika deli protilahlii stranu v pomere stran prilahlych. Tento poznatok
mozno odvodif jednoducho napr. pouzitim sinusovej vety pre trojuholniky, na ktoré deli os uhla
pdévodny trojuholnik.



Obr. 3

Ak body A, H, C lezia na jednej priamke, uvedend rovnost vyplyva zo symetrie
(Stvoruholnik ABCD je vtedy deltoid). V opa¢nom pripade uvazujme kruznicu k, ktora
cez ne prechadza. Kedze uhly pri vrcholoch B a D sa pravé, je $tvoruholnik ABCD
tetivovy, preto

|{BAC| = |4BDC| = 90° — |{ADH| = |{HAD].

Nech N # A je priesecnik kruznice k s osou uhla CAH. Z prave odvodenej rovnosti
uhlov potom dostavame, ze AN je zaroven osou uhla BAD. Zrejme body H a C st
stmerne zdruzené podla priamky KL a |[HN| = |NC|. Z toho vyplyva, ze bod N
aj stred kruznice k lezia na priamke K L. NavysSe z rovnakého tvrdenia o osi uhla,
ktoré sme pouzili pred chvilou, mame |KN|/|NL| = |AK|/|AL|. Uvedené skuto¢nosti
znamenaju, ze k je Apolléniovou kruznicou prislichajicou bodom K a L, odkial uz
priamo dostaneme rovnost (1).

4. Na strane BC daného ostrouhlého trojuholnika ABC' lezia body P, @, pricom
|{PAB| = |{BCA| a |[{CAQ| = |£ABC|. Body M a N leZia postupne na priamkach
AP a AQ tak, Ze bod P je stredom tsecky AM a bod Q je stredom tusecky AN. Dokazte,
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ze priamky BM a CN sa pretinaju na kruznici opisanej trojuholniku ABC'.
(Gruzinsko)

RiesSenie. Oznac¢me S priese¢nik priamok BM a C'N. Podla zadania maja trojuholniky
PBA a QAC velkosti uhlov rovnaké ako trojuholnik ABC (budeme ich oznacovat
Standardne «, 3, ), st teda navzajom podobné. Odtial

BP| _|BP| _ |AQ| _ INQ
PM] ~ [PA] ~ [QC| T 1QC

Pritom |[{BPM| = |£NQC| = 180 — «, pretoze st to uhly susedné k uhlom pri
vrcholoch P a @ uvedenych podobnych trojuholnikov (obr.4). Trojuholniky BPM
a NQC majt zhodné uhly pri vrcholoch P a @ aj pomery dizok stran, ktoré tieto uhly
zvieraju, takze si podobné. Preto | BM P| = |[ANCQ)| a aj trojuholniky BPM a BSC
st podobné. Z toho dostavame |LCSB| = |{BPM| = 180° — «a, teda Stvoruholnik
ABSC je tetivovy.

A

N M
Obr. 4

5. Banka v Kapskom Meste razi mince s hodnotou 1/n pre kazdé kladné celé ¢islo n.
Majme konecni kolekciu takychto minci (nie nutne s réznymi hodnotami), ktord md
celkovu hodnotu nanajvys 99 + % Dokazte, Ze tuto kolekciu mozZno rozdelit na 100 alebo
menej casti tak, aby kazdd cast mala celkovi hodnotu nanajvys 1. (Luxembursko)

Riesenie. Dokazeme vSeobecnejsie tvrdenie: Pre kazdé kladné celé ¢islo N sa mince
s celkovou hodnotou nanajvys N — % daju rozdelit na N casti tak, aby kazda cast mala
celkovii hodnotu nanajvys 1 (pripustame aj ,prazdne“ ¢asti s hodnotou 0).

Uvazujme teda Tubovolni kolekciu minci s hodnotou nanajvys N — % Pred sa-
motnym delenim na ¢asti kolekciu mierne modifikujeme. Pokial niekolko minci dokopy
ma celkovi hodnotu 1/k, nahradime ich jednou mincou tejto hodnoty. Ak sa bude dat
zmenend kolekcia rozdelit pozadovanym sposobom, tak sa samozrejme da rozdelit aj
povodna. Po kazdej modifikacii poc¢et minci v kolekcii klesa, takze raz tento proces musi
skonéit — vtedy uz nevieme vykonaf ziadne opisané ,zlucovanie“ minci. Z toho vyplyva,
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ze pre kazdé parne k existuje len jedna minca s hodnotou 1/k (inak by sme dve mince
s touto hodnotou vedeli nahradit jednou mincou s hodnotou 1/%) a pre kazdé neparne
k > 1 existuje najviac k — 1 minci s hodnotou 1/k (inak by sme k takych minci vedeli
nahradit mincou s hodnotou 1).

Kazd4 minca s hodnotou 1 musi sama tvorif jednu z N casti. Ak médme d minci
s hodnotou 1, stac¢i ich odobrat a v tvrdeni nahradift N hodnotou N — d. MézZeme teda
predpokladat, Zze v kolekcii nemame ziadne mince s hodnotou 1.

Za tychto predpokladov rozdelme mince nasledovne: Pre kazdé k = 1,2,..., N
dajme v8etky mince s hodnotami 1/(2k — 1) a 1/(2k) do skupiny Cj. Celkova hodnota
skupiny C} bude nanajvys

1 1 1 1
(2k=2) 35 ﬁ_1_<2k—1_%><1'

Ostéava rozdelit mince s hodnotami mensimi ako 1/(2N). Budeme ich pridévat po
jednej opakovanim nasledujiceho kroku. Zoberme Tubovolni mincu ¢o zostala. Celkova
hodnota uz rozdelenych minci je maximalne N — %, takze existuje ¢ast s celkovou
hodnotou nanajvys

N-1 1

N 2N’
do ktorej je mozné nasu mincu pridaft bez prekrocenia stanoveného limitu.

Pozndmka. Algoritmus rozdelenia minci s hodnotami aspon 1/(2/N) sa da modifikovat:
napr. do ¢asti C, mozeme dat vSetky mince s hodnotami 1/[2°(2k — 1)] pre vSetky celé
¢isla s 2 0. Lahko mozno nahliadnut, Ze ich hodnota neprekroc¢i 1.

6. Hovorime, Ze priamky v rovine su vo wvseobecnej polohe, ak Ziadne dve nie su
rovnobezné a Ziadne tri neprechddzaju jednym bodom. MnoZina priamok vo vseobecnej
polohe rozdeluje rovinu na oblasti, z ktorych niektoré maju konecny obsah; nazjvame
ich konecné oblasti prislichajice danej mnoZine priamok. Pre kaZdé dostatocne velké n
dokadzte, Ze v lubovolnej mnoZine n priamok vo vseobecnej polohe je moziné zafarbit
aspoti \/n priamok modrou farbou tak, Ze Ziadna z prislichajicich koneénijch oblasti
nebude mat celd hranicu modri. (Rakusko)

Riesenie. Nech P je Iubovolnd mnozina n priamok vo vSeobecnej polohe. Ozna¢me F
mnozinu kone¢nych oblasti prislichajicich mnozine P. Zoberme maximalnu (vzhladom
na inklaziu) podmnozinu Q C P taki, ze po zafarbeni priamok z Q namodro ziadna
oblast z F nebude mat celt hranicu modri. Polozme k = |Q|. Sta¢i dokazaft, ze k = \/n.

Zafarbime priamky z P\ Q nacerveno. Prieseéniky dvoch modrych priamok budeme
nazyvat modré body a priese¢niky modrych priamok s ¢ervenymi priamkami dvojfarebné
body. Modrych bodov je zrejme (g) a Cervenych priamok n — k.

Uvazujme lubovolnt c¢ervent priamku p. Nech A € F je takd oblast, ktord mé
prave jednu Cervenu stranu a ta lezi na p (ak by takd oblast neexistovala, mohli by
sme priamku p pridat do Q, ¢o je v spore s maximalnostou mnoziny Q). Ozna¢me C,
D, My, M, ..., M; vrcholy oblasti A v smere hodinovych ruciciek, pricom C, D € p.
Potom body C, D st dvojfarebné, zatial ¢o body My, My, ..., M; st modré. Budeme
hovorit, Ze priamka p je pridruzend k bodu M; cez bod D (obr.5).
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Obr. 5

Vsimnime si, ze pre kazdu dvojicu tvorenti dvojfarebnym bodom D a modrym
bodom M mdze byt k M cez D pridruzenéd nanajvys jedna Cervend priamka, pretoze
existuje nanajvys jedna oblast A, ktord ma body D a M umiestnené na svojom obvode
v smere hodinovych ruciciek. Ukazeme, zZe k ziadnemu modrému bodu nie st pridruzené
viac ako dve Cervené priamky. Z toho dostaneme odhad

n—k§2<k>,
2

ktory je ekvivalentny so Zelanou nerovnostou n < k2.

Predpokladajme sporom, ze tri rozne priamky pi, p2, p3 su pridruzené k modrému
bodu M postupne cez rozne dvojfarebné body D, Dy, D3. Bodom M prechadzaja
dve modré priamky, ktoré urcuju styri polpriamky. Zrejme kazdy z bodov D, lezi na
jednej z nich (kazdy na inej) a je najbliz§im bodom k M spomedzi vSetkych priese¢nikov
leziacich na tejto polpriamke. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze Do
a D3 lezia na navzajom opacnych polpriamkach. Uvazujme oblast A, vzhladom na ktort

Obr. 6

je p1 pridruzend k M cez D;. Jej tri po sebe idtce vrcholy st D1, M a jeden z vrcholov
Dy, D3, povedzme D,. Kedze oblast A mé iba jednu ¢ervent stranu, musi to byt strana
Dy D1, t.j. A je trojuholnik Do D1 M (obr. 6). To je vSak spor s tym, ze priamky p; a py
su rozne.



