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63. ro¢nik Matematickej olympiady
2013/2014 Riesenia iloh MEMO

I-1. Najdite vsetky funkcie f:R — R také, Ze

zf(y) + f(xf(w) —xf (f(y) — flzy) =22+ f(y) — f(z +y)
plati pre vietky x,y € R. (Litva)
RieSenie. Ukdzeme, Ze jedinymi rieSeniami splhajicimi podmienky zo zadania st
funkcie tvaru f(x) = 2z + a, kde a je Iubovolné realne ¢islo.
Ozna¢me f(1) = c¢. Po dosadeni = 1 do rovnosti zo zadania dostavame

0=2+f(y) - fly+1),
fly+1)=f(y) +2

pre vsetky y € R. Pouzitim matematickej indukcie v oboch smeroch dostédvame

fly+n)=f(y)+2n (1)

pre vsetky y e R an € Z.
Dosadenim y = 1 do rovnosti zo zadania dostavame

e + flex) —af(c) — flx) = 20 +c — (f(x) +2),
¢o modzeme upravit na tvar
flex) =z(f(c) —c+2)+c—2.

Ak ¢ # 0, mozeme nahradit  nezndmou z/c, z ¢oho uz vidno, Ze f je linedrna funkcia.
Z rovnosti (1) vSak vidime, Ze smernica funkcie f musi byt 2. Preto funkcia f moze byt
jedine tvaru f(z) = 2z + a.

Predpokladajme teraz, ze ¢ = 0. Z rovnice (1) dostavame

fm)=fl+n-1)=f1)+2n—1)=c+2n—2=2n—2
pre akékolvek celé ¢islo n. Dosadenim celého ¢isla y = n do rovnice zo zadania dostavame
(2n —2)z + f((2n — 2)x) — (4n — 6)x — f(nz) =2z + (2n — 2) — f(x) — 2n,
f((2n —2)x) — f(nx) + f(z) = (2n — 2)x — 2. (2)
V pripade n = 0 sa rovnost zjednodusi na tvar
f(—=2z) + f(z) = -2z + 4.
Dosadenim —2z za x a odc¢itanim od predchadzajicej rovnosti dostavame
f(dz) — f(@) = (f(42) + [(~20)) - (f(~20) + f(2)) = (42 — 4) — (22— 4) = 62. (3)
Dosadenim n = —1 do (2) a x = —z do (3) dostavame
f(—4z) = f(=2) + f(2) = 4z —2,
f(—4x) — f(—x) = —6.
Odéitanim poslednych dvoch rovnosti dostavame f(z) = 2x—2, teda opiit funkciu tvaru
f(z) =2z +a.

Dosadenim f(x) = 2x + a do rovnice zo zadania jednoducho overime, ze takato
funkcia je naozaj rieSenim pre Tubovolné a € R.



I-2. Dany je pravidelny n-uholnik, ktory rozreZeme mna n — 2 trojuholnikov pomocou
n — 3 rezov pozdlZ uhlopriecok, ktoré sa navzdjom nepretinaji vo vnitri n-uholnika.
Nech dvojfarebnd trianguldcia je také rozrezanie n-uholnika, v ktorom kazdy trojuholnik
je ofarbeny ciernou alebo bielou farbou a kazZdé dva trojuholniky so spolocénou stranou
maji rozne farby. Cel€ ¢islo n = 3 nazyvame trianguldrne, ak pre pravidelny n-uholnik
existuje dvojfarebnd trianguldcia takd, Ze pre kazdy vrchol A daného n-uholnika je pocet
ciernych trojuholnikov s vrcholom A vdcsi ako pocet bielych trojuholnikov s vrcholom A.
Najdite vsetky trianguldrne ¢isla. (Chorvatsko)

RieSenie. Najskor ukézeme, Ze vSetky trianguldrne ¢isla su delitelné tromi. Nech n je
triangularne c¢islo. Uvazujme taka dvojfarebna triangulaciu pravidelného n-uholnika,
ktora spliia podmienky zo zadania. Celkovy pocet stran bielych trojuholnikov triangu-
lacie ozna¢me b. Kedze trojuholniky maju tri strany a Zziadne dva biele trojuholniky
nemaju spolo¢nu stranu, ¢islo b musi byt delitelné tromi.

Pozrime sa teraz blizSie na Tubovolny vrchol A. Trojuholniky pri vrchole A st
striedavo biele a ¢ierne, pricom prvy a posledny trojuholnik musi byt dierny, aby
bola splnenéd podmienka zo zadania. Preto st strany bielych trojuholnikov zaroven
uhloprieckami n-uholnika.

Rovnako dostaneme, Ze pocet stran ¢ ¢iernych trojuholnikov je delitelny tromi.
Kazda uhlopriecka n-uholnika pouzité pri triangulécii je sticasne stranou bieleho aj
¢ierneho trojuholnika a navyse vSetky strany n-uholnika st stranami ¢iernych trojuhol-
nikov, preto ¢ = n + b. Kedze ¢ a b st delitelné tromi, musi byt tromi delitelné aj n.

V druhej casti dokdzeme, Ze pre lubovolné prirodzené ¢islo k a pre n = 3k existuje
dvojfarebna triangulacia spliajica podmienky zo zadania, a to nielen pre pravidelny,
ale pre Tubovolny konvexny n-uholnik.
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Obr. 1

Dokaz prevedieme indukciou vzhladom na k. Pre & = 1 mame len jeden troj-
uholnik, ktorj po ofarbeni ¢ernou farbou tvori triangulaciu splhajicu podmienky zo
zadania. Nech teda tvrdenie plati pre nejaké k. Uvazujme Iubovolny 3(k + 1)-uholnik
P = A1Az... A3@p41)- Na 3k-uholnik A;As... Az pouZijeme indukény predpoklad,
t.j. predpokladdme, Zze v fiom je vytvorena dvojfarebna triangulacia spliiajica pod-
mienky zadania. Z prvej Casti rieSenia vieme, Ze trojuholnik so stranou A;Asx je
v nej ofarbeny ¢iernou farbou. Do triangulacie mnohouholnika P pridame uhlopriecky
A1 Asky2 a AspAskya, trojuholnik Aj Asp Aski2 ofarbime bielou farbou a trojuholniky
AspAsp+1Askr2 a Ay Asgi2Askys ofarbime ¢iernou farbou (obr.1). Takto vznikne
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dvojfarebna triangulacia 3(k + 1)-uholnika, ktora (ako mozno lahko nahliadnut) splia
podmienky zo zadania.

I-3. Dany je trojuholnik ABC' so stredom I kruznice vpisanej, pricom |AB| < |AC|.
Oznacme E bod na strane AC taky, ze |AE| = |AB|. Nech G je bod na priamke EI
taky, Ze |AIBG| = |{CBA| a bod I lezi medzi bodmi E a G. Dokdzte, Ze priamka Al,
kolmica na AE v bode E a os uhla BGI sa pretinaji v jednom bode. (Chorvatsko)

Riesenie. Nech H je priesec¢nik kolmice na AF vedenej bodom E a priamky AI. Nasim

cielom bude ukézaft, Ze bod H je stredom kruZnice pripisanej k strane BI trojuholnika
BIG a teda lezi na osi uhla BGI.

A

Obr. 2

Osovéa stumernost podla priamky AI zobrazi bod E na bod B a teda AI je osou
uhla BIE a zaroven uhol H BA je zhodny s uhlom HE A, ¢ize pravy (obr.2). Ozna¢me
| ABC| = (. Zo zadania vieme, 7e |{IBG| = § a |{ABI| = /2. Preto |{IBH| =
= 90° — |[£GBI|/2, z ¢oho vyplyva, ze H lezi na osi vonkajsieho uhla pri vrchole B
v trojuholniku BIG. Z toho uz dostavame dokazované tvrdenie.

I-4. Pre celé ¢islan = k = 0 definujme bibinomicky koeficient ((Z)) ako*

() = =

Najdite vsetky dvojice (n, k) celiych ¢isel n 2 k 2 0 také, Ze prislichajici bibinomicky
koeficient je celé cislo. (Rakusko)

RieSenie. Dvojice (n, k) spliaji podmienky zo zadania prave vtedy, ked (n,k) =
=(2,1), k € {0,n} alebo n a k st parne.

b Dvojity“ faktorial n!! je definovany ako stéin vsetkych parnych éisel od 2 po n, ak n je parne, a ako
sucin vSetkych neparnych ¢isel od 1 po n, ak n je neparne. Napriklad O!! = 1, 4!l = 2.4 =8 a
M=1-3.5.7=105.



Najskor ukazeme, ze dvojice popisané vyssie skutocne spliiaji podmienky zo za-
dania. Zrejme ((?)) = 2 a pre vSetky nezaporné celé cisla n mame

G) =)=

Napokon, ak n a k st parne ¢isla, oznaéme n = 2n’ a k = 2k’. Potom

(R e )]

¢o ocividne je celé cislo.

Ostéva ukazat, ze ziadne dalSie dvojice zadaniu nevyhovuji. Nech n a k su také
celé nezaporné cisla, ze ((Z)) je celé ¢islo. Rozlisime dva pripady v zavislosti od parity n.

Nech n je neparne c¢islo. V takom pripade k = 0 alebo k = n. V opa¢nom pripade
je totiz jedno z ¢isel k, n — k parne kladné celé ¢islo a preto aj menovatel rozpisaného
vyrazu () je parny, zatial ¢o Citatel je neparny.

Nech n je parne ¢islo. Na tivod sme ukézali, ze v pripadoch n = 0 a n = 2 modze byt
k Tubovolné nezaporné celé ¢islo, ktoré spliia k& < n. Predpokladajme preto, 7e n > 4.
Oznac¢me n = 2m a nech k je neparne. Zo symetrie vyplyva ((Z)) = ((n k)) takze sa staci
obmedzit na pripady, ked 1 < k < m. Pre j € {1,2,...,m — k} je splnend nerovnost
k+j <k+2j apreto

m—k

[J "+ < 1:[ (k + 29),

J=1

pri¢com rovnost nastava pre m = k. Dalej pouzijeme aj nerovnost (k—1)!! < k!!, v ktorej
nastava rovnost pre k = 1. Vynasobenim poslednych dvoch nerovnosti dostavame

(2m — k)!!

m!
(k—l)!!ﬁ < kN T

= (2m — k)!,

pri¢om rovnost nastéva prave vtedy, ked m = k = 1, ¢o nastava pre n = 2. V tejto casti
vsak predpokladame, Zze n = 4 a preto v poslednej nerovnosti rovnost nikdy nenastava.
Prenédsobenim k!! a pouzitim rovnosti (k — 1)!1k!! = k! dostdvame m! < k!l(2m — k)!!,
¢o znamena, ze podiel
m/!
EN(2m — k)!!

nemoze byt celé ¢islo. Kedze menovatel je neparny, podiel

kuéﬁ!k)u - /{7!!(2’:1”— o ((Z))

taktiez nemoze byt celé ¢islo. Preto v pripade, Ze n = 4 je parne a 0 < k < n je nepéarne,
rieSenie neexistuje.




T-1. Urcte najmensiu mozniu hodnotu vyrazu

1 1 1 1
+ - + :
a+zr a+y b+z by

kde a, b, x a y su kladné redlne cisla splriajice nerovnosti

Lol Lol L1l by
a+x — 2 a+y 2 b+x — 2 b+y —
(Madarsko)
Riesenie. Ukadzeme, ze najmensia mozna hodnota je %.
Aka:leab:y:%,potom
1 r 2 2 1 _1
a+z 2° a+y 3 b+ax 3 b4y

Podmienky st splnené a navyse sucet tychto Styroch zlomkov je

1+2+2+1_17
2 3 3 6

a teda % je naozaj mozné hodnota vyrazu za splnenia predpokladov.
Nech a, b, x a y st kladné redlne &isla splhajice zadané nerovnosti. Z prvej a stvrtej
podmienky mame

at+bt+z+y=(a+z)+(b+y)<2+1=3.

Z nerovnosti medzi aritmetickym a harmonickym priemerom dvoch kladnych realnych
¢isel dostavame

2 claty)+O+x) atbtazty 3
1 i = = S o
aty T b 2 2 2
Z toho upravou obdrzime nerovnost
! + ! > é.
a+y b+z 3
Pridanim prvej a Stvrtej nerovnosti dostavame
1 n 1 n 1 n 1 >14_4%_1_17
a+xr a+y b+x b+y 2 3 6



T-2. Najdite vsetky funkcie f:R — R take, Ze

wf(zy) +zyf(z) = f(2*) f(y) + 2y

plati pre vietky x,y € R. (Cesk4 rep., Pavel Calabek)

RieSenie. Ukazeme, 7e jediné funkcie spliajice podmienky zo zadania st funkcie

v tvare
f) z, akx =0,
€Tr) =
kx, akx <0,

pricom k je Tubovolné realne &islo spliiajice k > 1.
Nech f je funkcia vyhovujica zadaniu. Dosadenim z = y dostavame

02 (f(2*) —2*)(f(2) — ). (1)

Specialne pre x = 1 a z = 0 mame f(0) = 0 a f(1) = 1. Po dosadeni y = 1 do povodnej
nerovnosti dostavame

20 f(x) 2 f(a?) + 2 (2)

pre vSetky realne cisla x.
Najskor ukézeme, ze f(x) = z pre x = 0. Uvazujme dva pripady.
> Predpokladajme, %e f(r) < . Z nerovnosti (2) dostdvame 0 > f(2?) — z2.
PouZitim tejto nerovnosti dostavame 0 < (f(x?) — 22)(f(z) — x), ¢o je v spore
s nerovnostou (1). Preto f(x) 2 x pre vSetky x = 0.
> Predpokladajme, Ze f(2%) > 22. Z nerovnosti (2) dostavame 0 < f(z)—x. PouZitim
tejto nerovnosti dostavame 0 < (f(z?) — 22)(f(z) — ), ¢o je opit v spore s ne-
rovnostou (1). Preto f(2?) < 22 pre vietky x = 0. Dosadenim /7 za x dostavame
f(x) = x pre vSetky = = 0.
Z uvedenych pripadov vidime, Ze jediné riesenie pre x = 0 je f(z) = x.
Pozrime sa teraz na pripad, ked z a y st zédporné ¢isla. Z nerovnosti zo zadania
a pouzitim f(x) = x pre x = 0 dostavame nerovnost x%y + zyf(x) = 22 f(y) + 2%y. Po
vydeleni tejto nerovnosti zdpornym ¢islom x2y dostavame

(x) _ f(»)

x Y

V ostatnej nerovnosti musi nastat rovnost vdaka symetrii. Preto f(z) = kx pre nejaké
pevne zvolené realne ¢islo k. Po dosadeni z = —1 a y = 1 do pdvodnej nerovnosti
dostavame podmienku k = 1. Preto rieSenim pre z < 0 moze byt len funkcia tvaru
f(x) = kx pre pevne zvolené k = 1.

Dosadenim tohto rieSenia do povodnej nerovnosti lahko nahliadneme, Ze je splnena.



T-3. Nech K a L st prirodzené cisla. Na sachovnici pozostavajucej z 2K x 2L policok
sa pohybuje mravec. Zacina v lavom dolnom policku a presiva sa do pravého horného
policka. V kaZdom kroku sa presunie na susedné policko vo vodorovnom alebo zvislom
smere a kaZdé z policok pri svojom presune navstivi nanajvys raz. V niektorych pri-
padoch nenavstivené policka tvoria pravouholnik — taky nazyvame MEMOTovany. Urcte
pocet vsetkych roznych MEMOTovanych pravouholnikov. (Pravouholniky si rozne, pokial
nepozostavaju z tych istych policok.) (Rakusko)

Riesenie. Predpokladajme, ze policka Ssachovnice st ofarbené striedavo ¢iernou a bie-
lou farbou tak, ze policko, na ktorom mravec zacina, je Cierne. Najskor ukazeme,
7Ze MEMOrované su prave tie pravouholniky, ktoré maji vsetky rohové policka biele.
V druhej casti ur¢ime pocet pravouholnikov s bielymi rohmi.

Zavedme sturadnicovil ststavu na Sachovnici tak, Ze c¢ierne policko, na ktorom
mravec zac¢ina, ma stradnice (1,1), jednotkova dlzka je zhodn4 s dlzkou strany jedného
policka a x-ova os je rovnobezné so spodnou stranou Sachovnice. Kedze mravec zacina
a konc¢i na ¢iernom policku, pocet ¢iernych policok, ktoré mravec pocas presunu navstivi,
je o 1 viac ako pocet bielych policok, ktoré navstivi. Preto na Ssachovnici ostane neparny
pocet nenavstivenych policok a bielych bude medzi nimi o 1 viac ako ¢iernych. Z toho
vypljva, Ze MEMOrovany pravouholnik musi mat strany nepérnej dizky a rohy bielej
farby.

Dalej ukézeme, 7e kazdy pravouholnik spliiajici vyssie popisané podmienky je
MEMOrovany. Budeme postupovat indukciou vzhladom na K + L. Pre K = L = 1
pozostavaju oba pripustné pravouholniky len z jedného policka. Pre oba jednoducho
nijdeme cestu, ktorou mravec mohol ist. Predpokladajme preto, ze K + L = 3.
Uvazujme Tubovolny pripustny pravouholnik. Nech jeho lavy dolny roh mé suradnice
(a,b). Ak a > 3, tak mravec modze na zaciatku svojej cesty prejst lavé dva stipce, ¢im sa
Sachovnica zmens$i o dva stlpce a mravec sa bude nachadzat na policku (3,1). Na tito
situdciu mozeme pouzit indukény predpoklad. Preto mozeme predpokladat, ze a < 3.
Analogicky mézeme predpokladat, ze b < 3. Kedze policko (a, b) musi mat bielu farbu,
ostavaju pripady (a,b) € {(1,2),(2,1)}. Vdaka symetrii sa mézeme obmedzit na pripad
a = 2 a b = 1. Podobnou tvahou ukazeme, ze pre suradnice pravého horného rohu
uvazovaného pravouholnika staci uvazovat moznosti (2L — 1,2K) a (2L,2K — 1). Aby
vSak pravouholnik mal strany neparnej dizky, pravy horny roh musi byt (2L,2K — 1).
V takomto pripade Tahko nahliadneme, Ze staéi, aby mravec presiel lavy stipec z policka
(1,1) na poli¢ko (1,2K) a potom horny riadok z poli¢ka (1,2K) na policko (2L, 2K).

Ostéava urcit pocet pravouholnikov s bielymi rohmi. Kazdy taky pravouholnik je
jednoznac¢ne uréeny jeho lavym dolnym rohom (a,b) a pravym hornym rohom (c,d).
Navyse &isla a, b, ¢ a d musia spliiat 1 Sa <e¢<2L,1<b<d < 2K, ¢sla a a ¢ maji
rovnakt paritu a ¢isla b a d maji opacni paritu ako c¢islo a. V pripade, Ze ¢islo a je
neparne, existuje (L;H) moznosti pre dvojice (a,c) a nezavisle na tom (K;' 1) moznosti
pre parne dvojice (b,d). V pripade, Ze a je parne, dostaneme rovnako vela pripustnych
pravouholnikov. Preto pocet vSetkych MEMOrovanych pravouholnikov je

2(}{;1) (L—;l) _ K(K+1;L(L+1).




T-4. V Happy City je 2014 obyvatelov oznacdenych Ay, As, ..., Asora. V kaZdom
okamihu dria je kaZdy obyvatel bud stastny alebo mestastny. Ndlada obyvatela A sa
zmeni (z nestastnej na Stastnd alebo opacne) prdave vtedy, ak sa usmeje nejaky iny
$tastny obyvatel na obyvatela A. Na zaciatku v Happy City bolo N stastnijch obyvatelov.
V pondelok pocas dria sa udialo nasledovné: obyvatel A sa usmial na obyvatela As,
potom sa obyvatel Ay usmial na obyvatela As, atd. Nakoniec sa obyvatel Asg13 usmial
na obyvatela Asg14. Okrem toho sa mikto iny neusmial na nikoho iného. Rovnako to
prebehlo aj v utorok, stredu a vo stvrtok. Na konci dna vo Sturtok bolo v Happy City
presne 2000 stastnijch obyvatelov. Uréte najvicsiu mozni hodnotu N. (Litva)

Riesenie. Kazdému $fastnému obyvatelovi Happy City priradme ¢islo —1 a kazdému
nestastnému +1. Takéto priradenie ndm umozinuje jednoducho popisat zmenu v Stasti
obyvatela: Ak sa obyvatel A s ¢islom a usmeje na obyvatela B s ¢islom b, nové ¢islo
obyvatela B bude ab.

Uvazujme situaciu, ked obyvatelia maju priradeni postupnost ¢isel uq, uo, ...,
u2014. Na konci dna sa postupnost priradenych ¢isel zmeni na vy, vs, ..., U014, pricom
v, = Uiy ... U; = V;—1U;. Z toho dostédvame u; = v;v;_1.

Oznacme aq, as, ..., azp14 postupnost ¢isel priradenych vo Stvrtok vecer, by, bo,
..., bag14 v stredu vecer, cq, co, ..., ca014 vV utorok vecer, di, ds, ..., dogia v pondelok
veder a eq, €a, ..., 914 v pondelok rano. Pre jednoduchost zapisu definujme a; = b; =

= ¢; = d; = e; = 1 pre vSetky celé ¢isla i < 0. Pre vSetky ¢ € {1,2,...,2014} dostavame

b = a;a;_1,

2
C; = bibi—l = a;4; _10;—2 = Q;Q;—2,
di = cici—1 = a;a;—10;—20;_3,

e; = did;—1 = a;a;—4.

Nech z; oznacuje pocet jednotiek v postupnosti a;, a;i4, a;+s, ... Pouzitim tohto
oznacenia vieme zapisat pocet nestastnych obyvatelov vo Stvrtok vecer ako x1 + o +
+ I3 —|— T4 — ].4

Pozrime sa teraz na to, kolko obyvatelov mohlo mat v pondelok rdno priradené
¢islo —1. Kedze e; = a;a;_4, moze e; nadobudat hodnotu —1 len v pripade, Ze prave
jedno z ¢isel a;, a;—4 je rovné 1. Preto pre j = 1,2, 3,4, pocet ¢lenov postupnosti e;,
€jt4, €j+8, -..rovnych —1 moze byt maximélne 2x; + 1, pri¢om 2x; ¢lenov prislicha
nestastnym obyvatelom vo Stvrtok vecer a jeden obyvatel navyse je v pripade, ze a; =
= —1aj—4 < 0. Preto v pondelok rdano mohlo byt maximalne 2z1 + 1 + 2z2 + 1 +
+ 2x3 + 1+ 224 + 1 = 32 stastnych obyvatelov.

Poslednym krokom rieSenia je ukézat situdciu, v ktorej bolo v pondelok rano
32 stastnych obyvatelov a ktora je v stlade so zadanim. Uvazujme pripad ag = a1 =
=...=uag14 = 1 a a; = —1 pre vSetky ostatné i. To znamena, ze vo Stvrtok vecer bolo
prave 14 nestastnych a teda 2000 stastnych obyvatelov. Jednoducho mézeme overit, ze
takuto situdciu vo Stvrtok vecer modzeme dostat zo situacie v pondelok rano, pri ktorej
e1=ex=e3=—1,eq4=e€g =...=¢e409 =—1ae; =1 pre ostatné i. V tomto pripade
je pocet stastnych obyvatelov v pondelok rdno 3 + 29 = 32.



T-5. Dany je trojuholnik ABC, pre ktory plati |AB| < |AC/|. Kruznica vpisand trojuhol-
niku ABC' so stredom I sa dotyka stran BC, CA a AB postupne v bodoch D, E a F.
Priamka AI pretina priamky DE a DF postupne v bodoch X a Y. Oznacme Z pitu
vysky z bodu A na stranu BC'. Dokazte, Ze D je stred kruznice vpisanej trojuholniku
XYZ. (Nemecko)

Riesenie. Zrejme bod X lezi medzi bodmi A a Y (obr. 3). Velkosti vnatornych uhlov
trojuholnika ABC' ozna¢me ako zvycajne «, 3, v. Plati

|{EXI|=|4DEC|— |{XAE| = (90° — 3v) — 2a = 13 = |4DBI|,

1
2
odkial dostavame, ze Stvoruholnik BDX je tetivovy, a teda

|L{AXB| = |4IXB|=|LIDB| = 90° = |{AZB].
Z toho vyplyva, Ze aj Stvoruholnik ABZX je tetivovy. Odtial |[£ZXY| = (8 a kedze
|ADXY| = |£EXI| = %3, dokdzali sme, ze bod D lezi na osi uhla ZXY. Podobne

mozno dokazat, Ze D lezi na osi uhla XY Z. Z toho uz vyplyva dokazované tvrdenie.

A

Y
Obr. 3

Pozndmka. Alternativny sposob, ako dokonéit rieSenie tilohy po dokazani, Ze Stvoruhol-
nik ABZX je tetivovy, je nasledovny: Vieme, ze [{DZX| = 2o a podobne |£Y ZD| =
= 1a. TakZe ZD je os uhla Y ZX. Ostéva len overit, ze |[AY DX| = 90° + 1|4V ZX]|.
Vieme, ze [AYZX| =« a

4YDX| = |£FDB| + |<CDE| = (90° — 18) + (90° — 1) = 90° + fa.



T-6. Kruznica k vpisand trojuholniku ABC' sa dotyka strany BC v bode D. Nech L #
% D je priesecnik priamky AD a kruznice k a nech K je stred kruZnice pripisanej
k strane BC. Oznac¢me M a N postupne stredy useciek BC a KM . Dokdzte, Ze body
B, C, N a L lezia na jednej kruznici. (Slovensko, Patrik Bak)

RiesSenie. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze |AB| < |AC|. Oznacme
w kruznicu pripisant k strane BC' trojuholnika ABC' a E priesecnik priamky AD
a kruZnice w, ktory je dalej od D. Rovnolahlost so stredom A, ktora zobrazi k na w,
zobrazi bod D na bod E. NavySe priamka EK je kolmé na stranu BC' a pretina ju
v bode J, ktory je dotykovym bodom w s BC. Kedze bod K je stredom JE a — ako
vieme? — bod M je stredom D.J, st priamky M K a DE rovnobezné (obr. 4).

Obr. 4

Vedme bodom N rovnobezku s BC a jej priese¢nik s DE ozna¢me F'. Potom Stvor-
uholnik DFNM je rovnobeznik. Aplikovanim Talesovej vety na pravouhly trojuholnik
MK J dostavame |JN| = |[MN| = |DF|. Z toho vyplyva, ze DFNJ je rovnoramenny
lichobeznik, a kedze |BD| = |JC|, aj BFNC' je rovnoramenny lichobeznik. Z toho
dovodu je tiez tetivovym Stvoruholnikom a stac¢i ukazat, ze body B, C, F', L lezia na
jednej kruznici. Urobime to tak, Ze dokdzeme rovnost |DB| - |DC| = |DL|-|DF)|.

Nech I je stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC a |{ABC| = . Pravouhlé
trojuholniky BDI a K JB maji ostré uhly s velkostami %B a 90° —% , st teda podobné.
Preto

DI|-|JK| = |DB|-|JB| = |DB|-|DC|

a ostava overit, ze |DI|- |JK| = |DL|-|DF|.

Kedze AE | MK a ID || JK, dostavame |{IDL| = |{JED| = |{JK M|, preto
rovnoramenné trojuholniky /LD a N KJ st podobné a tym je dokdzané, ze |DI|-|JK| =
= |DL| - |JN|. Uz skor sme ukazali, ze |JN| = |DF|, z ¢oho dostavame pozadovanu
rovnost.

2 Je zname, Ze pri standardnom oznaceni dlZok stran trojuholnika ABC plati |BD| = |CJ| = s — b,
pri¢om s = %(a +b+c).
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T-7. Konecnd mnoZina A kladnych celych cisel sa nazyva priemerova, ok pre kaZdu
jej neprazdnu podmnozZinu je aritmeticky priemer jej prvkov taktieZ kladné celé cislo.
Indac¢ povedané, A je priemerovd, ak (a1 + ...+ ap)/k je celé ¢islo pre kazdé k = 1,
kde ay,...,ar € A st navzdjom rozne. Pre lubovolné celé ¢islo n uréte najmensi mozny
sucet prvkov priemerovej n-prvkove; mnoziny. (Rakusko)

Riesenie. Ozna¢me S,, hfTadany najmensi mozny stucéet prvkov priemerovej n-prvkovej
mnoziny. Dokézeme, Ze S, = n + %n(n +1)D,,, pricom Dy = Dy =2 apren = 3 je D,
najmensim spolo¢nym nasobkom prvkov mnoziny {1,...,n — 1}.

Prikladom priemerovej mnoziny, ktorej sticet prvkov nadobtida uvedenit hodnotu,
je mnozina
A,={1+j-D,|j=0,1,...,n—1}

Naozaj, nech 1+ j1D,,,...,1+ jpD, je nejakych jej k roznych prvkov. Ak 1 < k < n,
tak ich aritmeticky priemer

(1+71Dp) + ...+ (1 + jiDy)
k

) .\ Dy
:1+(J1+...+Jk)'7

je celé cislo, pretoze D, /k je celé ¢islo. Ak k = n, tak ich aritmeticky priemer je

(L+751Dp)+ ...+ (1 + jiDy)
k

:1+(n—1)-%, (1)

¢o je celé cislo, pretoze D,, je vidy parne. Stucet prvkov mnoziny A, je n-nasobkom
vyrazu (1), ¢ize prave n + sn(n —1)D,.
Uvazujme teraz fubovolnti n-prvkovi priemerovi mnozinu A = {ay,...,a,}, pri-
¢om a; < as < ... < a,. Dokdzeme, Ze sucet jej prvkov je aspon n + %n(n - 1)D,,.
Pre n = 1 a n = 2 to trividlne plati, preto predpokladajme, ze n = 3. PouZijeme
nasledovné pomocné tvrdenie: Ak prirodzené &isla 4, j spliajua 1 < i < j < n, tak
a; = a; (mod D,,).

Dékaz. Uvazujme Iubovolné celé ¢éislo k splhajice 1 < k < n a nech 71,...,75_1
je Tubovolnych k£ — 1 réznych indexov z mnoziny {1,2,...,n} — {i,j}. Kedze A je
priemerova, sucty a;+a,, +...+a,,_, aa;j+ar, +...+a,, , stdelitelné ¢islom k a teda
je nim delitelny aj ich rozdiel a; — a;. To dokazuje, ze a; — a; je nasobkom kazdého
z Cisel 1,2,...,n — 1 a teda tiez nadsobkom ich najmensieho spolo¢ného nasobku D,,.

Z uvedeného tvrdenia mame a; = ags = ... = a, (mod D,,), preto existuju celé
Cisla 0 = j1 < jo < ... < j, také, ze a; = a1 + j; - D,,. Odtial dostavame

ayt+as+...+a,=na1+ (1 +j2+...+7in)Dn =
1
§n+(0+1+...+(n—1))Dn:n—|—§n(n—1)Dn,

¢o sme chceli dokazaf.
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T-8. Urcte vsetky stvorice (z,y, z,t) kladnijch celjch cisel, pre ktoré plati
20% 4 14% = (z + 2y + 2)*".

(Litva)

RieSenie. UkdZeme, Ze jedinym rieSenim je $tvorica (x,y, z,t) = (1,1, 3,1).
Predpokladajme, 7Ze (z,y, z,t) je jedno z rieseni. V pripade, ze z = t = 1, dostavame
upraveni rovnicu 20% 4 142Y = x + 2y + 1. Pritom 20% > 2% > x + 1 a 14%Y > 2y + 1.
Séitanim a vyuzitim vysSie upravenej rovnice dostavame x+2y+1 > (z+1)+ (2y+ 1),
¢o je spor. Preto zt > 1.
Ak by x bolo parne, mali by sme

20% +14% = (-1)" + (-1)* =2 (mod 3).

Zaroven, aby bola splnena rovnost (kedZe Tava strana je vzdy parna), muselo by aj z
byt parne. V tom pripade by vSak prava strana bola Stvorcom a jej zvySok po deleni
troma by nemohol byt 2.

Preto x, a teda aj z, st neparne. Z toho dostavame

20° +14% = (-1)* + (-1)* =(-1)+1=0 (mod 3),
Cize x + 2y + z je delitelné tromi. Kedze 2zt > 1, mame
0=20"4196Y =2 +7Y (mod9),
z ¢oho vyplyva
27T = 27 . 4V = (—7Y) - 4Y = —28Y = —1 (mod 9).

Vysetrenim zvyskov mocnin éisla 2 po deleni deviatimi lahko nahliadneme, Ze na
platnost predo$lej kongruencie je nutné, aby = + 2y bolo delitelné tromi, ¢ize aj z =
= (x4 2y + z) — (z + 2y) musi byt delitelné tromi.

Poznamenajme, Ze x ani y nemdzu byt delitelné tromi. V opa¢nom pripade by
totiz museli byt obe delitelné tromi a dostali by sme netrividlne rieSenie Fermatovej
rovnice a® 4 b% = ¢3, ktoré, ako vieme, neexistuje. K rovnakému zaveru mozno dospiet
aj bez pouzitia uvedeného poznatku, a to analyzou rovnice modulo 13: Ak by bolo z/3
neparne celé ¢islo, mali by sme

"% 1120 = 5%/3 1 1 = 6 alebo 9 (mod 13).

20° 4 14% = (20°)
Na druhej strane, Stvorec ¢isla moze po deleni ¢islom 13 davat iba zvysky 0, 1, 5, 8
a 12.
Najskor predpokladajme, ze © # y a ozna¢me a = min{z,y}. VSimnime si, Ze
je najviacsou mocninou dvoch, ktord deli 20%, zatial ¢o 22Y je najvicSsou mocninou
dvoch, ktora deli 142Y. Z toho vyplyva, ze 22¢ je najvii¢sou mocninou dvoch, ktora
deli 20® + 14%¥. Vzhladom na to, Ze 3 | 2, je nutne aj a delitelné tromi, ¢o je v spore
s predo$lym zistenim, Ze ziadne z ¢isel x, y nie je delitelné tromi. Nutne teda x = y.

22:8
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Vyuzitim vSetkych doterajsich zaverov dostéavame

(3 + 2)*! = 20" + 147" = 4% (5% +49%) = 4% .54 - A,

A=5""1_-49.5772 449% .53 — 4491

A=(-D"1 1. (-1)*24+.. . 41=14+1+...+1=2#0 (mod 3).
Cislo (3x + 2)** = 4% - 54 - A = 222+1 .33 . A nie je delitelné 3*. Preto 2t < 4 a kedZe
3|z, nutne z =3 at=1.
Ak by bolo z > 1, dostali by sme
27(z+1)% = (3z+3)> = 20" +14** > 147" = 14%.14" > 14*.8" > 27-(2%)> = 27(z+1)3,
¢o je ocividny spor. Takze x = y = 1 a jedinym kandidatom na riesenie je Stvorica

(1,1,3,1). Tato Stvorica naozaj vyhovuje — hodnota na oboch stranach zadanej rovnice
je pre nu 216.
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