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65. roénik Matematickej olympiady
2015/2016 Riesenia tloh celostatneho kola kategorie A

1. Nech p > 3 je dané prvocislo. Urcte pocet vsetkych wusporiadanych Sestic
(a,b,c,d, e, f) kladngch celych cisel, ktorjych sicet je rovny 3p, a pritom vsetky zlomky

a+b b+ c c+d d+e e+ f
c+d d+e e+ f f+a a+bd

maju celociselné hodnoty. (Jaromir Simsa, Jaroslav Svréek)

Riesenie. Zo sucinu 1., 3. a 5. zlomku vidime, ze ich hodnoty sa rovnaju 1, takze plati
a+b=c+d=e+ f=p. (1)
Z tvaru 2. a 4. zlomku potom vyplyva

f+al|ld+e a d+e|b+ec (2)

nasobkov,
frass((f+a)+(d+e)+ (b+c) =p, (3)

a zaroven

fHal(f+a)+(d+e)+ (b+c)=3p.
Cislo f + a je teda delitelom ¢isla 3p a navyse lezi v intervale (2,p). Preto f +a = p
alebo f 4+ a = 3. Oba pripady preskiimame osobitne.

(i) Nech f + a = p. Vzhladom na (3) potom plati f +a =d+e =b+c = p, ¢o
spolu s (1) dava p — 1 rieSeni v tvare

(a,b,c,d,e, f) = (a,p —a,a,p —a,a,p—a), pricomac{1,2,...,p—1}.

(ii) Nech f +a = 3. V tomto pripade je {a, f} = {1, 2}.
Nech najskér a =1 a f = 2. Podla (1) potom b =p—1ae=p— 2 a relacie (2)
majua tvar
3|d+(p—2) a d+(p-2)|(p—-1)+c (4)
Pri rozbore (4) rozlisime, ¢i d = 1, alebo d = 2.

Pre d =1 je ¢ = p— 1 a vztahy (4) maja v takom pripade tvar

3lp—1 a p-1]|2(p—1).

Zatial ¢o prava relacia plati vzdy, Tavej relacii vyhovuju jedine prvocisla p tvaru
p =3¢ + 1 (¢ je vhodné prirodzené ¢islo). Pre také prvocisla dostavame s vyuzitim (1)
rieSenie

(a,b,c,d,e, f)=(1,p—1,p—1,1,p—2,2).
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Pre d 2 2 najskor ukdZzeme, Ze prava relacia v (4) je splnend préve vtedy, ked plati
d+(p—2)=(p—1)+c, ¢ize d = c+ 1. Zo vztahu d = 2 totiz vyplyvac=p—d < p—2,
a tak ¢islo (p — 1) + ¢ nemdze byt netrividlnym nasobkom ¢isla d + (p — 2), lebo

d+(p—2)2p a (p—1)+c<2p—3<2p.

Preto sa obe ¢isla rovnaji. Z rovnosti c+d =p a d = ¢+ 1 potom mame ¢ = %(p - 1)
ad= %(p—{— 1). Kedze d+(p—2) = g(p— 1), je splnend aj lava relacia v (4), a dostavame

tak dalsiu vyhovujicu Sesticu prirodzenych ¢isel

(CL, b7 Cy d7 e?f) = (17p - 17 %(p - 1)3 %(p_l_ 1)7p - 272)

Ostéva posudit pripad ¢ = 2 a f = 1. V tomto pripade potom plati b = p — 2
a e = p — 1, takze relacie (2) maja tvar

3ld+(p-1) a d+(p-1)|(p-2)+ec (5)

Kedze
d+(p-1)zp a (p—2)+c<2p,

je pravéa relacia v (5) splnena prave vtedy, ked d+ (p—1) = (p—2) +¢, t. . prave vtedy,
ked ¢ = d+ 1. To spolu s rovnostou c+d = p vedienac = £ (p+1) ad = $(p—1), takze
aj lava relacia v (5) plati, a dostavame tak posledni vyhovujicu Sesticu prirodzenych
Cisel

(CL, b7 C, da e7f) = (27p - 27 %(p + 1)7 %(p - 1)7p - 17 1)
Zaver. Vsetky najdené rieSenia su zrejme rozne a ich pocet zavisi od toho, aky zvysok

po deleni tromi dava dané prvocislo p > 3: Pre prvocisla p tvaru p = 3¢ + 1 existuje
p + 2 Sestic a pre prvocisla p tvaru p = 3q + 2 existuje p + 1 Sestic.

2. Oznacme postupne r a r, polomery kruZnice wvpisanej a kruznice pripisanej
k strane BC' trojuholnika ABC. Dokazte, Ze ak plati

r+r, =|BC|,

tak trojuholnik ABC' je pravouhly. (Michal Rolinek)

Riesenie. Pri zvycajnom oznaceni stran a vnutornych uhlov trojuholnika ABC
ozna¢me v nasledujicom texte este I stred kruznice vpisanej, I, stred kruznice pri-
pisanej k strane BC' a body dotyku spomenutych kruznic so stranou BC oznacme
postupne D a E. Kedze osi BI a BI, oboch susednych uhlov pri vrchole B st
navzajom kolmé, ¢o samozrejme plati aj pre osi CI a Cl,, lezia body B, C, I a I, na
kruznici s priemerom [1,. Z toho zrejme vyplyva, ze body D a F ako kolmé priemety
oboch krajnych bodov priemeru 71, na tetivu BC' st simerne zdruzené podla stredu
strany BC.

1. postup. Pravouhlé trojuholniky BID a I, BE st podobné, lebo oba uhly BID a I,BE
dopliiaji uhol CBI do 90° (obr. 1). Plati teda

\BD|: |ID| = |I,E| : |BE|, ¢&ze |BD|-|BE|=|ID|-|LE|



a vzhladom na uvedeni symetriu aj

|BD| + |BE| =|BD|+ |CD| = |BC| =r+r, = |ID| + |I,E|.

Obr. 1

Z oboch rovnosti tak vyplyva, ze dvojice ¢isel (|ID|, |E1l,|) a (|BD|, |BE]) st korene
tej istej kvadratickej rovnice, a tak je |[ID| = |BD| alebo |ID| = |BE].

Zrejme |ID| = |BD| prave vtedy, ked je trojuholnik BID pravouhly rovnoramenny,
¢ize B = 90°. A podobne |ID| = |BE], ¢ize |ID| = |CD| (opit vdaka uvedenej symetric-
kej polohe bodov D a FE) prave vtedy, ked je pravouhly rovnoramenny trojuholnik CID.
V tom pripade je v = 90°.

Tak ¢i tak je trojuholnik ABC' pravouhly.

2. postup. Os tetivy BC kruznice k nad priemerom 11, je osou pasu medzi rovnobezkami
ID a I, E (opit vdaka symetrickej polohe bodov D a E na BC). Ak oznac¢ime I’ obraz
bodu I v tejto simernosti (obr.2), je zrejme |I'I,| = |I'E| + |E1,| = |ID| + |El,| =
= r+r,, takze podla predpokladu |BC| = r+r, = |I,I'|. Zhodnym tetivam BC a I'[,,
jednej kruznice prisliachaju zhodné obvodové uhly.
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I,
Obr. 2

Ako lahko spoéitame (pozri napr. obr.1), je |[{BIC| = 90° — %ﬂ +90° — %’y =
=90° + Lo a [LI'CI,| = |£I'CB| + |4BCI,| = %5 +(90° — 2+) = B+ La. Preto bud
90° 4+ 1a = B+ sa, ¢ize B = 90°, alebo (90° + ;) + (B + 3a) = 180°, ¢ize v = 90°.
Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

3. postup. Ak oznac¢ime P obsah trojuholnika ABC, s polovicu jeho obvodu a ak
polozime x = s —a,y = s — b, 2 = s — ¢, daji sa zndme vzorce pre obsah P zapisat
zjednodusene takto:

pP? = ryzs, P=rs, P=r,x.

7 toho vypocitame
2 _ TYz 2 _ Yzs

= — a _—
s a x

Zadanu podmienku r 4+ r, = y + 2 umocnime a pomocou predchadzajiceho prepiseme
ako
xzyz + yz82 = yzacs + szs,

¢ize
(zs —xy)(ys — xz) = 0.
Po spétnej substitacii na a, b, ¢ ziskame po chvili ekvivalentnych tprav ocakavané

(a® +b* — ) (a® = b* + ) =0,

a tvrdenie ulohy tak vyplyva z Pytagorovej vety.

3. Medzi obyvatelmi istého mesta si populdrne matematické kluby. KaZdé dva z mich
maji aspor jedného spolocného clena. Dokdzte, Ze mozeme obyvatelom mesta rozdat
kruzidld a pravitka tak, Ze iba jeden obyvatel dostane oboje, a pritom kaZdy klub bude
mat pri plnej ucasti svojich ¢lenov k dispozicii ako pravitko, tak kruZidlo.

(Josef Tkadlec)

RiesSenie. Uvazujme klub K s najmensim poc¢tom élenov (ak je takych klubov viac,
vyberme ktorykolvek). Jednému jeho ¢lenovi (nazyvajme ho Jakub) dame oba néstroje
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a ostatnym clenom kruzidlo. VSetci zvysni obyvatelia dostant pravitko. Tvrdime, ze
také rozdelenie rysovacich potrieb vyhovuje podmienkam tlohy.

Kazdy klub, ktorého je Jakub ¢lenom, je uréite vybaveny. Aj ked do nejakého klubu
Jakub nepatri, tak mé tento klub s K nejakého spolo¢ného clena, a teda je vybaveny
aspon kruzidlom. Ak by v tomto klube nebolo ziadne pravitko, znamenalo by to, Ze je
cely obsiahnuty v K a mé pritom aspon o jedného ¢lena menej (neobsahuje Jakuba).
To je spor s volbou K, a vidime tak, Ze je skuto¢ne kazdy klub riadne vybaveny.

Pozndmka. Nie je fazké si uvedomit, Ze bez moznosti dat jednému obyvatelovi oboje
by zéver ulohy neplatil. Uvedme tu pre zaujimavost dva také (a pritom velmi odlisné)
pripady.

Jeden obyvatel je ¢lenom vSetkych klubov a zaroven ma aj svoj jednoc¢lenny klub.
Tento klub potom samozrejme nebude oboma nastrojmi vybaveny.

Pre 2n + 1 obyvatelov povedzme, Ze kazdych n+ 1 z nich tvori klub. Potom naozaj
nie su ziadne dva kluby disjunktné, a pritom akokolvek rozddme pravitka a kruzidla,
tak kedZze od jedného nastroja sme rozdali aspon n + 1 kusov, ndjdeme klub vlastniaci
iba tento nastroj.

4. Pre kladn€ cisla a, b, c plati
(a+ ¢)(b* + ac) = 4a.

Urcéte mazimdlnu hodnotu vyrazu b + ¢ a ndjdite vsetky trojice cisel (a,b,c), pre ktoré
vyraz tuto hodnotu nadobida. (Michal Rolinek)

RiesSenie. Zadanu rovnost Sikovne upravime a odhadneme pomocou znamej nerovnosti
a?® 4+ b 2> 2ab takto:

4a = (a+ c)(b* 4 ac) = a(b® + c2) + c(a® + b*) = a(b* + ¢*) + 2abc = a(b + ¢).

Z toho jednak vidime, Ze b + ¢ < 2, a tiez, Ze rovnost nastane prave vtedy, ked
0O<a=b<2ac=2-0b>0. To je vSetko.

Iné riesenie. Uvazujme kvadraticka rovnicu
4t = (t + c)(b* + te)

s neznamou t. Vdaka vztahu zo zadania vieme, Ze tato rovnica mé koren ¢ = a. Rovnicu

upravime na tvar
ct? + (B +c2 -4t +cb*=0

a vSimneme si, ze musi platit b2 +c?—4 < 0. Inak by totiz lava strana bola pre lubovolné
kladné t kladna, c¢o je v spore s faktom, Zze rovnica ma kladny kore.
Skutoc¢nost, Ze uvedend rovnica ma nezaporny diskriminant, zapiseme takto:

(2bc)® < (4 —b* — )~

Kedze su oba zéklady mocnin kladné, mozeme nerovnost odmocnit a nasledne upravit
na tvar (b+c)? < 4, ¢ize b+c < 2.

Rovnost b+ ¢ = 2 nastane prave vtedy, ked ma spomenuté rovnica nulovy diskrimi-
nant, a teda dvojnasobny koren, ktorym ale musi byt ¢islo a. Kedze je vSak sti¢in koretiov
(podla Vietovych vztahov) rovny b%, musi byt nutne a = b. Lahko potom overime, Ze
trojice (r,7,2 — r) pre lubovolné r € (0,2) naozaj rovnosti zo zadania vyhovuju.



5. V trojuholniku ABC plati |[BC| = 1 a zdroven na strane BC' existuje prdve jeden
bod D taky, %e |DA|? = |DB| - |DC|. Uréte vietky mozné hodnoty obvodu trojuholnika
ABC. (Patrik Bak)

Riesenie. Ozna¢me F druhy priesecnik priamky AD s kruznicou k trojuholniku ABC
opisanou. Z mocnosti bodu D ku kruznici k vyplyva, ze |DB| - |DC| = |DA| - |DE|, ¢o
porovnanim so zadanou podmienkou |DA|?> = |DB| - |DC| déva |DA| = |DE|. Bod E
teda lezi na obraze p priamky BC' v rovnolahlosti so stredom A a koeficientom 2 (obr. 3).

Aj naopak plati, ze k Tubovolnému prieseéniku priamky p s kruznicou k spétne
zostrojime bod D na strane BC, ktory bude zrejme spliiat rovnost |DA|? = |DB| - |DC|.
Aby bol taky bod uréeny jednoznacne, musi sa priamka p v bode E kruznice k dotykat.

Obr. 3 Obr. 4

Oznacme Sy, a S. postupne stredy tseéiek AC a AB. V rovnolahlosti so stredom A
a koeficientom % sa body A, B, C, FE leziace na kruznici k zobrazia na body A, S.,
Sy, D leziace na kruznici &’ (obr.4), pritom obrazom priamky p bude doty¢nica BC
kruznice k' v bode D. Z mocnosti bodov B, C' k tejto kruznici potom dostavame
|BD|? = |BA| - |BS.| = |BAJ]* a |CD|? = |CA| - |CS,| = 3|CAJ%. Spolu tak pre
obvod trojuholnika ABC plati

|BC| + |AB| + |AC| = |BC| + V2(|BD| +|CD|) = |[BC| + V2 - |BC| = 1+ V?2,

¢o je teda (jedind moznd) velkost obvodu trojuholnika ABC'.

Iné rieSenie. V trojuholniku ABC' s bodom D vnitri strany BC so stranami dlZok a,
b, ¢ ozna¢me |BD| = m, |DC| =n a |AD| = d. Podla Stewartovej vety! potom plati

v*’m + c*n = a(d® + mn).
Pripad d? = mn tak nastane prave vtedy, ked bude platit

b’>m + *n = 2amn.

1 Stewartovu vetu mozno odvodit pouzitim kosinusovej vety v trojuholnikoch BAD a CAD (v oboch
pripadoch voéi uhlu pri vrchole D) a naslednym vyltiéenim vyrazov s kosinusom.
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V naSom pripade, ked a = 1, zavedenim m = z, n = 1 — z pre x € (0,1) ziskame
po uprave rovnicu

P(z) =222 4+ (b — * = 2)x + ¢* = 0.

Kedze P(0) = c? > 0 a P(1) = b% > 0, nemoze mat P(z) = 0 dva r6zne korene, z kto-
rych prave jeden lezi v intervale (0,1). Jedind moznost, ako zabezpeéit jednoznacnost
bodu D, je dvojnésobny koreil v intervale (0,1). Podla Vietovych vztahov musi tento
dvojnasobny koren spliaf 22 = %02, ¢im sa o polohe bodu D dozvedame, Ze nutne
mv2 = c. Uplne analogicky mozno odvodit aj rovnost nv/2 = b. Obvod trojuholnika

potom spocitame ako a +b+c =1+ (m+n)v2 =1+ 2,

6. Na niektoré policko Sachovnice 6 X 6 postavime figiurku kralovica. Ta moZe v jednom
tahu poskocit bud v zvislom, alebo vo vodorovnom smere. Dizka tohto skoku je striedavo
jedno a dve policka, pricom skokom dlzky jedna (t.j. na susedné policko) figirka zacina.
Rozhodnite, ¢i sa da zvolit vjchodiskovd pozicia figurky tak, aby po vhodnej postupnosti
35 skokov navstivila kazZdé policko sachovnice prdve raz. (Peter Novotny)

Riesenie. Pripustme, Ze vhodné vychodiskova pozicia a postupnost 35 skokov existuje,
a ofislujme policka Sachovnice podla nasledujicej schémy:

DO [ [ ([N
WIN | [W(N
QN[ [ [
— s [ QO [N [
NN FE NG EJUR § NOR P
W N [

Tahy dlzky jedna vedii z neparneho éisla na parne a naopak. Tahy dlzky dva vidy
ved z parneho ¢isla na iné parne ¢islo a z neparneho ¢isla na in€ neparne ¢islo. Ak
navstivené policka oznac¢ime Py, Ps, ..., P3g, z uvedeného vyplyva, Ze medzi Styrmi
polickami Py, P3, Py, Ps je kazdé z ¢isel zastipené prave raz (na P, a Pj st rozne éisla
s rovnakou paritou a podobne na Py, Ps s druhou paritou). Z rovnakych dévodov je
kazdé z cCisel zastupené prave raz vo stvoriciach policok Pyxi2, Pik+3, Pik+4a, Pik+s pre
kazdé k € {0,1,...,7}. Medzi ¢islami na polickach Py, Ps, ..., Ps3 je tak kazdé z ¢isel
zastipené dokopy 8-krat.

Cislo 4 je na Sachovnici iba 8-krat, preto ziadne z &isel na Py, P34, P35, P3g nemdze
byt 4. Cisla na P34 a P35 maji rovnaki paritu a s rézne (deli ich skok dizky 2). Kedze
na nich nie je ¢islo 4, musia byt obe neparne. Potom na poli¢ku P3¢ musi byt parne ¢islo
a rovnako tak parne ¢islo vychadza aj na policko P;. Na oboch tak musi byt ¢islo 2.

Pocdiatoéné policko teda musi byt niektoré z vyfarbenych na Tavej Sachovnici.
Tento argument mozno ale zopakovat aj pre druhé ocislovanie vpravo, ktoré je len
,otofenim* ocislovania prvého. KedZze ziadne policko nie je vyfarbené sticasne na oboch
Sachovniciach, dogli sme ku sporu. Sachovnicu tak ziadanym spésobom prejst nemozno,
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nech je pociatoéné poli¢ko zvolené akokolvek.

QN [ [~ [N

DN [ [ [0 DD

N[N

ol = b oo |

=N [ QO[> =

N (WD

DN | [ [N |-
Q[N [ [ [
= (OO (DN [ = >
DN | [ [N |-
DN [Qo [ [ DD |
DN [Qo [ [ DD |
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