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65. ro¢nik Matematickej olympiady
2015/2016 Riesenia tloh krajského kola kategorie B

1. Urcte vsetky trojice celych kladnych cisel k, I a m, pre ktoré plati
3+1  Im+1
3kl+k+3 Blm+m+5

(Jaromir Sims3a)

RiesSenie. Najskor zlomky v zadanej rovnici prevratime (v oboch ¢itateloch su kladné
Cisla) a Giastocne vydelime:
Skl +k+3  5lm+m+5

3l+1 Im+1
kBl4+1)+3  5(Im+1)+m
3l+1 a Im+1 ’

3 m
k4+ — = .
+3l+1 5+lm—i—l

KedZe pre prirodzené ¢isla [ a m plati 3 < 3l + 1 aj m < Im + 1, lezia hodnoty oboch
zlomkov z poslednej rovnice v intervale (0,1). Dostavame tak

3 m
3l+1 Im+1 (1)
7 druhej rovnice po roznasobeni vyplyva 3lm + 3 = 3lm + m, preto m = 3, zatial
¢o | moze byt Tubovolné.
Ulohe vyhovujt vsetky trojice (k,I,m) = (5,1,3), kde [ je fubovolné prirodzené
¢islo.

k =5 a zaroven

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za odvodenie k = 5 dajte 3 body, za m = 3 dva body a dalsi bod dajte
za zistenie, Ze hodnota [ méze byt Tubovolna. Ak riesitel uhddne iba koneény pocet rieseni (k,l,m),
napriklad iba jediné riesenie (5,1,3), dajte 1 bod, ak uhddne a overi riesenie (5,1,3) pre lubovolné
prirodzené ¢islo [, dajte dalsi bod.

2. Dand je usecka AB, jej stred C a vnitri usecky AB bod D. Kruznice k(C,|BC|)
a m(B,|BD|) sa pretinaji v bodoch E a F. Zdévodnite, preco je polpriamka FD osou
uhla AFE. (Sérka Gergelitsova)

Riesenie. Kruznica k je Télesovou kruznicou nad priemerom AB, takZe trojuholnik
ABF je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole F. Inymi slovami, priamka AF je kolma

Obr. 1



na polomer BF kruZnice m, a preto sa priamka AF dotyka kruznice m v bode F' (obr. 1).
Z rovnosti tsekového uhla zovretého tetivou DF' s doty¢nicou AF a obvodového uhla
nad tou istou tetivou mame (ako uz je vyznacené na obrazku)
|{AFD|=|{DEF|.
Zo stmernosti tsecky EF podla osi AB tak vyplyva
|{AFD| = |{DEF| = |{DFE|,
¢o znamena, ze F'D je osou uhla AFFE.

Iné riesenie. Ozna¢me [ velkost uhla ABF a dopocitajme velkosti uhlov DFE
a AFFE. Trojuholnik DBF je rovnoramenny, lebo jeho ramena BD a BF su polomery
kruznice m, preto
1
|{DFB| = 3 (180° — B) = 90° — §
Kedze podobne aj trojuholnik £BF je rovnoramenny s osou BD, plati

|{EFB|=90°—§.
Spojenim oboch predchadzajucich rovnosti tak dostavame
B
5"
Z vlastnosti Télesovej kruznice k nad priemerom AB vieme, ze uhol AF'B je pravy.
Pritom jeho ¢ast uhol EF'B mé, ako sme uz zistili, velkost 90° — 3, takZe jeho druhé

¢ast uhol AFE mé velkost 3, ¢o je presne dvojnasobok velkosti uhla DFE. Tym sme
dokéazali, ze priamka F'D je osou uhla AFFE.

Iné rieSenie. Nad obluikom AF kruznice k sa zhoduju uhly ABE a AFE (obr.2).
Obluku DE kruznice m prislicha obvodovy uhol DFE a stredovy uhol DBE. Spolu
tak dostédvame

|{DFFE| = |{DFB|— |{EFB| =

1 1 1
|{DFE| = 5]4DBE| = §|4{ABE| = §|AAFE|,
¢o dokazuje, ze F'D je osou uhla AFFE.

Obr. 2

Za plné riesenie dajte 6 bodov. Pri netiplnom rieSeni sa snazte imerne ocenit uzito¢nost dokdzanych
vlastnosti, napr. v prvom postupe dajte 3 body za objav rovnosti |[{ AFD| = | DEF| a zvysné 3 body
za vyuzitie simernosti. Samotné ivahy o symetrii ocenite nanajvys dvoma bodmi. Ak Student urobi
zésadny pokrok, ale nedokaze vSetko spojit a dojst k pozadovanému zaveru, strhnite 1 bod.



3. Ndjdite vsetky prirodzené déisla n, ktoré maju prave Sest delitelov, pricom siucet
druhého najvicsieho a druhého najmensieho z nich je 54. (Pavel Novotny)

Riesenie. Najskor zistime, ako vyzeraju ¢isla n, ktoré maju prave Sest delitelov.

Ak je ¢islo n delitelné tromi réznymi prvocislami p, ¢, r, mé aspori osem roznych
delitelov: 1, p, ¢, 7, pq, pr, qr, pgr. Cislo n méze teda maf nanajvys dva prvoéiselné
delitele p a q.

Ak je ¢islo n delitelné dvoma roznymi prvocislami a jeden z prvocinitelov v pr-
voéiselnom rozklade éisla n je aspon v tretej mocnine, teda ked p3q deli ¢islo n, ma
opit ¢islo n aspon osem delitelov: 1, p, p%, p3, ¢, pq, p*q, p3q. Ostava rozobrat ¢isla
delitelné dvoma prvoéislami, kazdym nanajvys v druhej mocnine. Cislo n = pg mé iba
Styri delitele (1, p, q a pq), ¢islo n = p?¢? mé devit delitelov (1, p, p?, q, ¢%, pq, pP*q,
a*p, p*q?), jedine ¢islo tvaru n = p?q mé préave Sest delitelov (1, p, p?, q, pq, p?q).

Napokon ak je ¢islo n mocninou jediného prvoéisla, n = p*, ma k + 1 delitelov:
1,p,p%,...,p". V tomto pripade tak vyhovuje iba k = 5.

Zistili sme, ze ¢islo n so Siestimi delitelmi m4 jeden z tvarov p® alebo p?q, pricom
p a ¢ su rozne prvocisla. Obe tieto moznosti dalej preskiimame.

Ak n = p®, daju sa delitele ¢isla n usporiadat podla velkosti: 1 < p < p? < p? <
< p* < pb, takze ma podla zadania tlohy platit p + p* = p(p® +1) = 54 = 2 - 33,
Prvodislo p je delitefom ¢isla 54, preto p € {2,3}. Zaroven aj bez pocitania vidime,
7e 2(22 +1) < 2-3% < 3(3% + 1), takZe ani jedno p € {2,3} pozadovanému vztahu
nevyhovuje.

Ak n = p?q, rozlisime dva pripady, p < g a ¢ < p.

Ak je p < ¢, je p druhy najmensi delitel ¢isla n (najmensia je jednotka). Najvacsim
delitelom ¢isla n je samo ¢islo p?q a druhym najviacsim je pg, lebo pq je vicsie ako
kazdy z ostatnych styroch delitelov 1, p, g aj p?. Hladame teda riesenie rovnice p+pq =
= p(1+ q) = 2-33. Navyse vieme, Ze ¢ je neparne (je viésie ako prvoéislo p), takze 1+q
je parne, a teda musi byt p = 3. Potom ¢ = 17, ¢o vedie na rieSenie n = 32 - 17 = 153.

Ak je ¢ < p, daju sa delitele ¢isla n = p?q usporiadat podla velkosti: 1 < ¢ <
< p < pg < p? < p?q. Hladame teda riesenie rovnice ¢ + p? = 54. KedZe p aj g st
prvocisla, je ¢ = 2, p = 3 a tiez p? < 52, ¢ize p < 7, preto p € {3,5,7}. Zaroven viak
vidime, Ze ¢ = 54 — p?> mdze byt prvocislo mensie ako p iba pre p = 7, potom ¢ = 5
an =49 -5 = 245, ¢o je dalSie rieSenie.

Odpoved. Uloha mé dve riesenia 153 = 32 - 17 (s delitelmi 1 < 3 < 9 < 17 < 51 < 153)
a 245 =7%.5 (s delitelmi 1 <5 < 7 < 35 < 49 < 245).

Pozndmka. Uvodny rozbor mozno podstatne skratit, ak vyuzijeme zname tvrdenie, Ze

¢islo n s rozkladom na sGéin prvocisel n = p{*p3? ... p%m mé prave

(a1 + D)(aa+1) ... (am +1)

delitelov. Cislo 6 sa da takto napisat iba dvoma sposobmi 6 = 2-3, ktorym zodpovedaji
budm=1aa; =5, tedan=p> alecbom=2aa; =1, as =2, teda n = p3q.

Iné riesenie. Najmensi delitel ¢isla n je 1, druhy najmensi delitel je najmensi prvodci-
selny delitel ¢isla n — ozna¢me ho p. Najviacsi delitel ¢isla n je samotné ¢islo n a druhy
najvicsi delitel je n/p. Mame teda riesit rovnicu

p+— =54,
p
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Kedze ¢islo n ma Sest delitelov, musi platit p < n/p, takze p < 54/2 = 27. Staci
teda vyskusat prvocisla p mensie ako 27. Pre kazdé také prvocislo dopocitame n =
= p(54 — p) a overime pocet jeho delitelov:

n=p(54 —p) delitele ¢isla n pocet delitelov
104=2°-13 1,2, 4, 8, 13, 26, 52, 104 8

153 =32.17 1, 3,9, 17, 51, 153

245 =5.72 1,5, 7, 35, 49, 245

329 =7-47 1,7, 47, 329

473 =11-43 1, 11, 43, 473

13533 =13-41 1,13, 41, 533

17 |1 629 =17 .37 1, 17, 37, 629

19 | 665 =5-7-19 1,5, 7, 19, 35, 95, 133, 665
23 | 7113 =23 - 31 1, 23, 31, 713

'—l
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NN U SO SORNSY— = N

Z tabulky vidime, Ze prave Sest delitelov maju iba ¢isla 153 a 245.

Za tUplné riesenie dajte 6 bodov. Ak riesitel postupuje podla prvého riesenia, dajte prvy bod za
odvodenie oboch moznych prvociselnych rozkladov éisla n, dalsie dva body dajte za vyrieSenie pripadu
n = p® a tri body za vyrieSenie pripadu n = p2q, z toho 1 bod za rozbor pripadov p < q a p > ¢
a zostavenie oboch rovnic a po 1 bode za ich vyrieSenie. Ak riesitel postupuje podla druhého riesenia,
dajte 2 body za odvodenie rovnice n+n/p = 54, za ohrani¢enie hodnoty p zhora dajte dalsie dva body
a zvysné dva body dajte za korektné preverenie vsetkych pripustnych hodnot p.

4. Dané€ je prirodzené€ ¢islo k, 4 < k < 900. Adam a Brario hraji hru: Adam napise na
tabulu k roznych trojcifernijch éisel, Branio si z nich vyberie sStyri rozne. Ak rozdiel medzi
dvoma najmensimi aj rozdiel medzi dvoma najvdicsimi vybranymsi cislamsi je nanajvys 22,
vyhrava Brano, inak vyhrava Adam. V zdvislosti od hodnoty k urcte, kto md vyhrdvajicu
stratégiu. (Tomas Jurik)

Riesenie. Adamovi na vyhru staci, aby rozdiel dvoch najmensich ¢isel, ktoré Brano
vyberie, bol aspon 23. Ak teda Adam napiSe na tabulu niektoré z ¢isel

a; = 100, A = 123, az = 146, ey Qg0 = 997 (: 100 + 39 - 23), (1)

Brano urcite prehra, pretoze kazdé dve ¢isla z postupnosti (1) maji rozdiel aspon 23,
lebo ich rozdiely st ndsobkami ¢isla 23. Vidime teda, ze v pripade k < 40 staci Adamovi
na vyhru napisat na tabulu lubovolnych & ¢isel z postupnosti ay,as, ..., asp.

Avsak Adamovi na vyhru staci, aby len jeden z rozdielov medzi dvoma najmensimi
a medzi dvoma najvicsimi z vybranych styroch ¢isel bol aspon 23. Ukézeme, ze Adam
dokéze vyhrat aj v pripadoch k = 41 a k = 42.

Dopliime k ¢islam aq, a9, ...,a40 z (1) eSte ag; = 998 a ago = 999. Aj pre k €
€ {41,42} staci, ked Adam napiSe na tabulu éisla aq,...,a,. Bez ohladu na to, aké
Styri ¢isla Bramo vyberie, budi dve najmensie nutne z mnoziny {as, as, ..., aq0}, ktorej
kazdé dva prvky sa liSia aspon o 23, preto vyhra Adam.

Teraz ukazeme, ze pre k = 43 moéze vzdy vyhrat Brafio bez ohladu na to, ktoré

¢isla Adam na tabulu napisal. Oznac¢me ich aq, as, ..., ar od najmensieho po najvicsie,
teda 100 £ a1 < as < ... < ap < 999, a pozrime sa na rozdiely dvoch susednych ¢isel
dy = as —ay, d3 = ag — as, ..., dp = ap — ap_1. Oznac¢me tri najmensie z nich ako

4



dp =ap,—ap_1,dg = ag;—ag—1 ad, = a, —ay_1, pricom 2 < p < ¢ < r < k (taka volba
nemusi byt jednozna¢né, to vSak pre dalsie ivahy nebude dolezité). Zrejme potom plati
p+1=g<r, zcohop<r—1,takze ¢isla ap_1, ap, a,—1 a a, spliiaji nerovnosti

ap—1 < ap < Apr—1 < Ay,

a preto je d, rozdiel dvoch najmensich a d, rozdiel dvoch najvacsich z nich. Presvedéme
sa, ze Bramno vyhra, ked vyberie tieto $tyri ¢isla.

Na vyhru Brafo potrebuje, aby bolo d,, < 22 aj d, < 22. Pripustme, Ze to tak nie
je, Cize aspon jedno z cisel d,, dg, d, je najmenej 23 a zvysné dve st aspon 1. Kedze
dp, dg, d, st tri najmensie rozdiely, vSetky ostatné rozdiely d; st aspon 23. Pre stucet
vSetkych rozdielov tak dostavame odhad

dy +dp1+...+dy = (dp +dy +d,) + > d; >
i€{2,....,k}\{p,q, 7}
> (1+14+23)+(k—4)-23=2+23-(k—3). (2)

Na druhej strane vsSetky ¢isla a; s trojciferné, a teda

dp +dip_1+...+dy = (ak—ak_1)+(ak_1 —ak_2)+...+(a2—a1) =
=a, —a; <999 — 100 = 899.
Spojenim predchadzajucich dvoch nerovnosti prichddzame ku sporu, lebo pre k = 43 je
922 =2+23-40<2+23 - (k—3) <dp+ds_1+...+dy < 899.
Dokazali sme, Ze opisanym vyberom ¢isel a,_1, ap, a,—1 a a, si Braio zabezpeci
vyhru pre Tubovolné k = 43.
Odpoved. Pre k < 42 m4 vyhravajicu stratégiu Adam a pre k = 43 Brario.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Ak riesitel iba ukaZe, Ze hodnoty k < 40, pripadne k < 41 umoznuju
Adamovi vyhru, dajte 1 bod. Dva body dajte v pripade, e riesitel uvedie spravnu hranicu k < 42
aj s uvedenim ¢&isel, ktoré mad Adam napisat na tabulu (¢isla 100,123, ... nie st jedinou moznostou).
Zvy$né 4 body dajte za dosledny popis vyhravajicej stratégie pre Brana v pripade k = 43; najtaZzsou
éastou je dolny odhad suctu rozdielov, preto nerovnost (2) alebo jej ekvivalent ohodnotte 2 bodmi,
zvySny popis nanajvys dvoma bodmi.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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