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65. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania tloh IMO

(Sutaz sa konala 10.-16.7. 2016.)

1. Trojuholnik BC'F mé pravy uhol pri vrchole B. Nech A je bod priamky C'F taky, ze |FA| =
= |FB| a bod F lezi medzi bodmi A a C. Nech bod D je taky, ze |[DA| = |DC| a priamka AC
je osou uhla DAB. Nech bod F je taky, ze |[EA| = |ED| a priamka AD je osou uhla EAC.
Nech bod M je stred usecky C'F. Nech bod X je taky, ze AMXE je rovnobeznik (pri¢om
AM || EX a AE || M X). Dokazte, ze priamky BD, FX a ME prechadzaju tym istym bodom.

(Belgicko)

2. Najdite vSetky kladné celé ¢isla n, pre ktoré sa da do kazdého policka tabulky n x n napisaft
prave jedno z pismen I, M a O tak, ze platia obe nasledujice podmienky:
e V kazdom riadku aj v kazdom stipci obsahuje jedna tretina poli¢ok pismeno I, jedna
tretina policok pismeno M a jedna tretina policok pismeno O.
e V kazdom Sikmom rade, ktorého pocet policok je nédsobkom troch, obsahuje jedna
tretina policok pismeno I, jedna tretina policok pismeno M a jedna tretina policok
pismeno O.

Pozndmka. Riadky a stipce tabulky n x n st oznacené kladnymi celymi &islami od 1 do n
v obvyklom poradi, takze kazdé jej policko zodpovedéd dvojici kladnych celych éisel (i, j), kde
1<4,5 <n. Ak n > 1, tak tabulka ma 4n — 2 $ikmgjch radov dvoch typov. Sikmy rad prvého
typu obsahuje prave vSetky policka (i, j) také, Ze i + j je konstanta, a Sikmy rad druhého typu
obsahuje préve vSetky policka (7, j) také, ze i — j je konStanta. (Australia)

3. Nech P, kde P = A1 A, ... Ag, je konvexny mnohouholnik v rovine. Jeho vrcholy Ay, As, ...,
Ax maju celociselné stradnice a lezia na kruznici. Nech S je obsah mnohouholnika P. Nech n
je neparne kladné celé &islo také, ze druhé mocniny diZok stran mnohouholnika P st celé ¢isla
delitelné n. Dokazte, ze 25 je celé ¢islo delitelné n. (Rusko)

4. Mnozinu kladnych celych ¢isel nazveme wvornavd, ak obsahuje aspon dva prvky a kazdy jej
prvok mé s nejakym inym jej prvkom aspon jedného spoloéného prvociselného delitela. Nech
P(n) = n? +n+ 1. N4jdite najmensie kladné celé &islo b také, ze existuje nezaporné celé ¢islo a
také, Ze mnozina

{P(a+1),P(a+2),...,P(a+D)}
je vonava. (Luxembursko)

5. Na tabuli je napisana rovnica
(x—=1)(z—2)--(r—2016) = (x — 1)(z — 2) - - - (x — 2016)
s 2016 linedrnymi dvojclenmi na kazdej strane. Najdite najmensiu hodnotu k, pre ktora je

mozné vymazat prave k z tychto 4032 dvojclenov tak, Ze na kazdej strane ostane aspon jeden
dvojclen a vysledna rovnica nebude mat ziaden realny koren. (Rusko)

6. V rovine lezi n useciek, kde n = 2, a to tak, ze kazdé dve maju spoloény vnutorny bod,
ale ziadne tri rézne nemaju spolo¢ny bod. Bohus pre kazda z nich vyberie jeden jej koncovy
bod, polozi nan zabu a oto¢i ju smerom k druhému koncovému bodu tejto tisecky. Potom bude
(n —1)-krét tlieskat. Vzdy ked tleskne, kazda zaba okamzite sko¢i na nasledujuci priese¢nik na
svojej usecke. Zaba nikdy nemeni smer svojich skokov. Bohus si Zel4 umiestnit Zaby tak, aby
ziadne dve z nich nikdy neboli v tom istom okamihu na tom istom priesec¢niku.
a) Dokazte, Ze ak n je neparne, Bohus si toto svoje zelanie splnit moze.
b) Dokéazte, ze ak n je parne, Bohus si toto svoje Zelanie splnif nemoze.
(Cesk4 rep., Josef Tkadlec)



