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65. roénik Matematickej olympiady Zadania tiloh MEMO

(SutaZ sa konala 22. -28. 8. 2016.)
Sutaz jednotlivcov:

I-1. Nech n = 2 je kladné celé ¢&islo a x1, o, ..., 2, st redlne ¢isla splhajice obidve
podmienky

i) z; > —1prej=1,2,...,n;

i) z1+x2+...+x, =n.

Dokéazte nerovnost
n n

1 T
Zl+$j g;l—l—]xz

_]:]_ J

a urcte, kedy nastava rovnost. (Rakusko)

I-2. Majme na tabuli napisanych n > 3 kladngch celych é&isel. Tah pozostava z viberu
troch cisel a, b, ¢ napisanych na tabuli, ktoré st stranami nedegenerovaného nerovno-
stranného trojuholnika, a nahradenim ich ¢islami a+b—c, b+c—a a c+a—b. Dokazte,
Ze nemoze existovat nekone¢né postupnost takychto tahov. (Svajéiarsko)

I-3. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik so stredom opisanej kruznice O, pricom
|{BAC| > 45°. Bod P lezi v jeho vnutri tak, ze body A, P, O, B lezia na kruznici
a priamka BP je kolmd na C'P. Bod ) lezi na tsecke BP tak, ze AQ a PO su
rovnobezky. Dokazte, ze |[{QCB| = |£{PCO|. (Slovensko, Patrik Bak)

I-4. Najdite vSetky funkcie f:N — N také, ze f(a) + f(b) deli 2(a + b — 1) pre vSetky
a,beN. (Chorvatsko)

Sutaz druzstiev:

T-1. Uréte vietky trojice realnych ¢isel (a, b, c), spliiajtce ststavu rovnic

a’+ab+c=0,
bV +bc+a=0,
A +eca+b=0.

(Chorvatsko)
T-2. Nech R je mnozina redlnych ¢isel. Urcte vSetky funkcie f: R — R, pre ktoré
f@)f(y) = af(f(y — ) +af(22) + f(a?)
plati pre vSetky redlne ¢isla = a . (Litva)

T-3. Uzemie tvaru Stvorca 8 x 8, ktorého strany maji orientéciu sever-juh a vychod-
-zapad, je tvorené 64 mensimi Stvorcovymi pozemkami 1 x 1. Na kazdom jednotlivom



pozemku moze stat najviac jeden dom. Kazdy dom mézZe staf len na jednom Stvorcovom
pozemku 1 x 1. Hovorime, ze dom je blokovany od sinka, ak stoja tri domy na pozemkoch
bezprostredne na vychod, zapad a juh od neho. Aky je maximalny pocet domov, ktoré
mozu naraz stat v tomto tzemi tak, Ze Ziaden z nich nie je blokovany od slnka?

Poznamka. Podla definicie, domy na vychodnej, zapadnej a juznej hranici tizemia nie
st nikdy blokované od slnka. (Chorvatsko)

T-4. Trieda stredoskolskych studentov pisala test. Kazda otdzka bola bodovana bud
1 bodom za spravnu odpoved, alebo 0 bodmi inak. Kazda otazka bola spravne zodpo-
vedana aspon jednym studentom a nie vSetci Studenti dosiahli rovnaky celkovy pocet
bodov. Dokaze, ze v teste bola otazka s nasledujicou vlastnostou: Studenti, ktori
zodpovedali tiuto otazku spravne, dosiahli vyssi priemerny celkovy pocet bodov ako
ti, ¢o na tato otazku neodpovedali spravne. (Raktsko)

T-5. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik, pricom |AB| # |AC|. Ozna¢me O stred
jeho opisanej kruznice w. Priamka AQO pretina kruznicu w druhykrat v bode D
a priamku BC' v bode FE. Kruznica opisana trojuholniku CDFE pretina priamku C'A
druhykrat v bode P. Priamka PFE pretina priamku AB v bode ). Priamka cez bod O
rovnobezna s PE pretina vysku trojuholnika ABC' z bodu A v bode F. Dokazte, ze
|FP| = |FQ|. (Chorvatsko)

T-6. Dany je trojuholnik ABC, pricom |AB| # |AC|. Body K, L, M st postupne
stredmi stran BC, CA, AB. KruzZnica so stredom [ vpisanad trojuholniku ABC sa

dotyka strany BC' v bode D. Priamka g, ktord prechadza stredom tsecky ID a je
kolma na I K, pretina priamku LM v bode P. Dokézte, ze |{ PIA| =90°.  (Polsko)

T-7. Kladné celé ¢islo n nazveme mozartovske cislo, ak je v postupnosti 1, 2, ..., n
napisand kazda cifra parny pocet krat (v desiatkovej ststave). Dokézte nasledujice
tvrdenia:
a) Vsetky mozartovské ¢isla si parne.
b) Existuje nekone¢ne vela mozartovskych ¢isel.
(Slovensko, Patrik Bak)

T-8. Uvazujme rovnicu a? + b? + ¢ +n = abc, kde a, b, c st kladné celé éisla. Dokazte
nasledujtce tvrdenia:

a) Pre n = 2017 rovnica nema4 riesenie (a, b, c).

b) Pre n = 2016 v kazdom rieseni (a, b, ¢) musi byt a delitelné tromi.

c) Pre n = 2016 ma rovnica nekonecne vela rieseni (a, b, c).

(Rakusko)



