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1. Ndajdite vsetky také trojice realnych cisel a, b, c, Ze kazZda z rovnic
4 (a+ 1)z + (b+3)z+ (c+2)=0,
2+ (a+2)2* + (b+ )z + (¢ +3) =0,
2+ (a+3)2>+ (b+2)r+(c+1)=0

md v obore redlnych c¢isel tri rozne korene, spolu je to vsak iba pdt roznych éisel.
(Jaromir Sims3a)

Riesenie. Ozna¢me zadané rovnice postupne (1), (2), (3). Predpokladajme, zZe ¢isla a,
b, ¢ maju pozadovanu vlastnost. VSimneme si najskor, ze kazdé dve z danych rovnic
musia mat spolo¢ny koren, inak by mali spolu Sest roznych korerov.

Spoloc¢né korene dvoch z danych troch kubickych rovnic st korene kvadratickych
rovnic, ktoré dostaneme ich odc¢itanim. Vypisme vSetky tri ,rozdielové® rovnice, ktoré
st nezavislé od parametrov a, b, ¢ (to je pre vyrieSenie pozitivne zistenie), a rozlozme
hned ich Tavé strany na koretiové Cinitele:

2 —2x+1=(x—1)?2=0, (2-1)
202 —x — 1= (22 +1)(x — 1) =0, (3-1)
2+ —-2=(x—1)(z+2)=0. (3-2)

Vidime, Ze rovnice (1) a (2) maja jediny spoloény koreni = = 1, takZe maju spolu prave
pét roznych koretiov. Preto musi byt kazdy z koretiov rovnice (3) koreriom aspoti jednej
z rovnic (1) alebo (2). Z uvedenych rozkladov vyplyva, ze ¢islo x = 1 je aj koreniom
rovnice (3).

Vysvetlime, pre¢o ostatné dva korene rovnice (3) nemozu byt zaroven aj korene
jednej z rovnic (1) alebo (2). V opa¢nom pripade by jedna z rovnic (1), (2) mala
s rovnicou (3) rovnakua trojicu korenov, a preto by museli mat rovnaké koeficienty
nielen pri kubickom ¢lene. To vSak neplati, lebo pre lubovolni hodnotu parametra c st
¢isla c+ 1, ¢+ 2, ¢+ 3 (t.]. absolutne ¢leny rovnic) vSetky navzajom rozne.

Rovnica (3) mé teda okrem korena x = 1 este jeden spolo¢ny koreii s rovnicou (1)
a jeden spolo¢ny koren s rovnicou (2); podla rozkladov (3—1) a (3-2) vidime, Ze sa jedna
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o ¢isla r = —5 a = —2. Lavd strana rovnice (3) ma preto rozklad

(x —1)(x +2) <x+l) R e B

2 2 2
Odtial uz porovnanim s koeficientmi zapisanymi v (3) dostaneme a = —%, b = —%,
c=—2.
Z nasho postupu vyplyva, ze pre najdené hodnoty a, b, ¢ ma rovnica (3) trojicu
korenov 1, —% a —2, ze ¢isla 1, —% st korene rovnice (1) a ze ¢isla 1, —2 sa korene

rovnice (2). Musime sa eSte presvedéit, ze tretie korene rovnic (1) a (2) st dalsie dve
(rozne) ¢isla. Tieto tretie korene méZzeme vyhodne najst pomocou Vietovych vztahov.
Kedze sucin troch korerov rovnice (1) je ¢islo opa¢né k absolitnemu ¢lenu ¢+2 rovnému
nule, je ¢islo nula treti koren rovnice (1). Podobne suéin troch korenov rovnice (2) je
rovny —1, takze treti koren je cislo x = %

Zaver. Jedinym rieSenim ulohy su ¢isla a = —%, b=—

N[~

, c= —2.
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. N4jdite (ak existuju) vSetky spolo¢né korene kubickych rovnic

z® + (2\/5— 1)932 - (9\/§+10)x+10xf2+ 16 = 0,

x3+(2f—3)x2+(xf—ﬁ)x—lo\/i+16:o.

[Spoloéné korene musia vyhovovat kvadratickej rovnici 22 — (5\/5 + 2):1; +10v2 =

= 0, ktort dostaneme, ked dané rovnice od seba od¢itame a vysledok vydelime dvoma.
2

Této rovnica ma diskriminant 54 — 204/2 rovny (5\[ — 2) , takze jej korene su cisla

2 a 5v/2. Dosadenim sa presvedéime, ze spoloény koreii je iba ¢&islo 2. Na precviéenie
je mozné dopocitat aj zvysné korene danych kubickych rovnic po znizeni ich stupna
zvy¢ajnou metédou vydelenim koreriovym ¢initelom (v nasom pripade rovnym z — 2).
Pri prvej z nich st to cisla V2+1la-—-2-— 3\/5, pri druhej cisla V2 —-1a2-3V2
Néaro¢nejsim miestom vypoétu je odmoctiovanie diskriminantov tvaru a + bv/2 cestou
rieSenia rovnice a + byv/2 = (u + U\/ﬁ) ’ s nezndmymi celymi éislami u, v.]

N2. Zistite, pre ktoré redlne ¢islo p maja rovnice

23 422 — 362 —p=0,

3 —2z%2 —pr+2p =0

spoloény korefi v obore redlnych ¢isel. [52—A—S—3]
D1. Zistite, pre ktoré realne c¢isla p méa stustava

x’y — 2z = p,
y’z — 2y = 2p — p?

prave tri rieSenia v obore realnych ¢isel. [B-51-1-5]

2. V rovine je dand tusecka AV a ostry uhol velkosti . Urcte mnozinu stredov kruznic
optsanych vsetkym tym trojuholnikom ABC' s vnutornym uhlom « pri vrchole A, ktorych
vysky sa pretinaju v bode V. (Pavel Leischner)

Riesenie. Najskor dokdzme jedno vseobecne uzitocné tvrdenie o priesecniku V' vysok
Iubovolného ostrouhlého trojuholnika ABC'. Ozna¢me V' priesec¢nik priamky obsahuja-
cej vysku C'Cy s kruznicou opisanou trojuholniku ABC' (obr. 1). Pravouhlé trojuholniky
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CoVA a AgVC st podobné (zhoduju se este v uhle pri vrchole V'), preto |[{BAAg| =
= |{BCCy|. Uhly BCCy a V'AB st zhodné obvodové uhly nad oblikom V'B, takze
body V a V' si sumerne zdruzené podla priamky AB.

Ak ozna¢ime uhly v trojuholniku ABC' zvyéajnym sposobom, tak [LACV'| =
= | ACCy| = 90°—a, takze pre dizku tsecky AV vdaka uvedenej simernosti dostaneme

|AV| = |AV'| = 2rsin(90° — a) = 2r cos a, (1)

pricom r je velkost polomeru kruZnice k opisanej trojuholniku ABC' (a zaroven aj
trojuholniku AV’C'). Rovnaky vztah (1) plati pre trojuholnik ABC' s ostrym vnutornym
uhlom « pri vrchole A aj v pripade, ked jeden z ostatnych dvoch vntatornych uhlov (napr.
pri vrchole B) je pravy alebo tupy (obr.2). Celt tivahu mézeme doslova zopakovat.

Obr. 2

Teraz sa uz pustime do rieSenia tlohy so zadanymi bodmi A, V' a danou velkostou
ostrého uhla «. Vztah (1) nas privadza k zaveru, Ze kruznice opisané vsetkym uvazo-
vanym trojuholnikom ABC budt mat rovnaky polomer

=L 2)
2 cos a

takze ich stredy O budt mat od daného bodu A pevni, prave uréent vzdialenost r. Je
vSak potrebné uréit, aka ¢ast kruznice I(A, ) stredy O vyplnia; uréite to bude mnozina
simernd podla priamky AV, pretoze stmernost podla osi AV zobrazuje vyhovujuici
trojuholnik na vyhovujuici trojuholnik. S tymto cielom vyjadrime velkost uhla VAO
pomocou vnutornych uhlov 8 = |[{ABC| ay = |{ACB|. Budeme pritom predpokladat,
ze 2 v (v opa¢nom pripade mozeme od uplného zaciatku oznacenie vrcholov B, C
navzajom vymenit).

Predpokladajme najskor, ze 3 < 90°, takze trojuholnik ABC' je ostrouhly a mo-
Zeme opit pracovat s obr.1l. Z rovnoramenného trojuholnika ABO s vnutornym
uhlom 2+ pri hlavnom vrchole O vidime, ze |{BAO| = 90° — ~, z pravouhlého
trojuholnika BAA zasa vyplyva |{ BAV| = 90° — 3. Vzhladom na to, Ze oba body O,
V lezia v polrovine ABC, dostavame pre uhol VAO vyjadrenie

|LVAO| = |4BAO| — |£BAV| = (90° — ) — (90° — 8) = 8 — ~

(pripomenme, ze 3 = ).



V pripade 3 2 90° podla obr. 2 podobne zistime, ze |[{ BAO| = 90°—v a |{ BAV| =
=3 —90°, teda

|KVAO| = |{BAO| + |{BAV| = (90° —~) + (8 — 90°) = 3 — .

Vidime, ze |{VAO| = 3— bez ohladu na to, ¢i je trojuholnik A BC ostrouhly, pravouhly
alebo tupouhly.
Teraz uz Tahko dokonéime rieSenie tlohy. Z odvodenej velkosti uhla VAO vyplyva
odhad
|AVAO| =05 —~v < B+~ =180° — q,

takze bod O lezi vnutri oblika kruZnice [(A, r) uréeného nerovnostou
ILVAO| < 180° — a.

Ak naopak zvolime uhol €, 0° < ¢ < 180° — «, jednoducho vypodcitame, aka velkost
musia mat vntutorné uhly /3 a 7, aby platilo |[£VAO| = e:

180° —a+e  180°—a—¢

ﬁ: 2 ) ,7_ 2

Ak teda vpiSeme do akejkolvek kruznice s polomerom r zo vztahu (2) pomocny trojuhol-
nik A’B’C’ s danym uhlom « pri vrchole A" a vypoéitanymi uhlami 3, v pri vrcholoch
B’, resp. C’, pre jeho ortocentrum V' a stred O’ opisanej kruznice budt splnené rovnosti
|A'V'| = |AV] a |£V'A’O’| = e. V zhodnom zobrazeni, ktoré zobrazi tsecku A'V’ na
usecku AV, sa potom trojuholnik A’B’C’ zobrazi na vyhovujtci trojuholnik ABC,
ktorého stred O opisanej kruznice bude lezat na kruznici [ a vyhovovat rovnosti
|£VAO| =e.

Zaver. Hladanou mnozinou stredov O opisanych kruznic je obluk kruznice so
stredom A a polomerom r = %|AV|/cosa uréeny nerovnostou [£VAO| < 180° — «
(krajné body tohto oblika teda do vyslednej mnoziny nepatria, obr. 3).
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Ukazte, ze dve priamky, na ktorych lezia osi vnutornych uhlov (resp. vysky, resp.
spojnice vrcholov so stredom kruznice opisanej) trojuholnika, zvieraju uhol, ktorého
velkost zavisi iba od velkosti vnatorného uhla pri zostavajucom vrchole. Plati také
tvrdenie aj pre priamky, na ktorych lezia taZnice trojuholnika?

N2. Dokéazte, ze body stmerne zdruzené s priese¢nikom vysok podla priamok, na ktorych
lezia strany ostrouhlého trojuholnika, lezia na kruznici trojuholniku opisanej. [Vid
rieSenie sutaznej tlohy.] Odvodte odtial zaujimavé tvrdenie o troch kruzniciach, ktoré
s obrazmi opisanej kruznice v spomenutych troch osovych simernostiach. [Tieto tri
kruznice prechddzaji jednym bodom, totiz priese¢nikom vysok.]

N3. Vyjadrite vzdialenosti priese¢nika vysok ostrouhlého trojuholnika od jeho vrcholov
v zévislosti od kosinusov jeho vnutornych uhlov a polomeru kruznice opisanej. [Vid
rieSenie sutaznej tlohy.]

D1. Ukazte, ze z ilohy N2 vyplyva rovnaké tvrdenie aj pre tupouhly trojuholnik pomocou
tejto tvahy: Ak je V priesecnik vysok trojuholnika A BC s tupym uhlom pri vrchole C,
tak je bod C priese¢nikom vysok ostrouhlého trojuholnika ABV.

3. MnoZinu M tvori 2n roznych kladnich redlnych cisel, pricom n = 2. UvaZujme
n obdlznikov, ktorjych rozmery st ¢isla z mnoziny M, pricom kazdy prvok z M je pouZity
prave raz. Urcte, aké rozmery magi tieto obdlzniky, ak je sucet ich obsahov

a) najvacési mozny; b) najmensi mozny. (Jaroslav Svrcek)

RieSenie. Venujme sa najskor najjednoduchsej situacii, ked n = 2. Dani mnozinu M
tak tvoria $tyri kladné ¢isla, ktoré oznac¢ime podla velkosti

a1 < agz <az < ayg.

Mame iba tri moznosti, ako pozadovanym spdsobom zostavit dvojicu obdlznikov. Vy-
piSme na troch riadkoch ich rozmery:

a; Xay a ag X aq,
ay Xasz a a2 X a4,

a; Xas a a2 Xas,
a ukdZme, Ze suéty obsahov tychto obdlZnikov st v uvedenom poradi klesajice, t.j. ze

plati
aiaz + asaqg > ar1asz + asaq > ai1a4 + asas. (1)

Namiesto dvoch jednoduchych dokazov (urobte sami) poznamenajme, Ze obe nerovnosti
st rovnakého typu a mozno ich zdévodnit vSeobecnym pravidlom

a<b c<d = ac+bd>ad+bc, (2)
ktoré plati pre lubovolna Stvoricu redlnych ¢isel a, b, ¢, d vdaka rovnosti
(ac+bd) — (ad + bc) = (b— a)(d — c¢).
Naozaj, Tavii nerovnost z (1) dostaneme z pravidla (2) volbou
a=a;, b=a4, c=az, d=az (platia; <a4 aas <as),
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pravi nerovnost zasa volbou
a=a;, b=a, c=as, d=ay (platia; <azaaz<ay).

Tym je tloha v pripade n = 2 vyrieSena. Tato sktisenost nas iste privedie k odhadu
vysledku pre vSeobecné n = 2:

Ak a; < ag < ... < ag, st prvky danej mnoziny M, tak v stcte najvicsi obsah ma
jediné n-tica obdlznikov s rozmermi ay X as,as X a4, . .. ,Gon—1 X G2pn; V SUCte najmensi
obsah ma jedina n-tica obdZnikov s rozmermi a1 X Ggy, G2 X Gop—1, . ,0n X Gpt1-

Pre dokaz prvého zéveru predpokladajme, Zze vyhovujica n-tica obdlznikov je
zostavend tak, Ze ¢isla aq, as nie st rozmery toho istého obdlznika. Potom v takej
n-tici sa obdiiniky a; X a; a az X aj, kde i,j > 2. Nahradme ich obdlZnikmi a; X
X ag a a; X aj. Dostaneme (int) vyhovujtcu n-ticu obdlznikov, ktord bude mat oproti
povodnej n-tici v stcte vacsi obsah, lebo plati

ai1ao + a;a; > a1a;4 + a2,

a to opit vdaka pravidlu (2) pre ¢isla a1 < aj a az < a;. Z tejto Gvahy vyplyva,
7e v sUcte najvacsi obsah moéze mat len taka n-tica uvazovanych obdlZnikov, medzi
ktorymi je obdlznik a; x as. Tento obdlznik mézeme teda dat bokom a uvazovat tlohu
o najmensom obsahu pre redukovant mnozinu M’ s 2n—2 prvkami az < a4 < ... < aop.
Opakovanim predchadzajticeho postupu vytvorime obdlznik as x a4 a urobime dalsiu
redukciu mnoziny atd. (formélne moézeme vyuzit matematickti indukciu). Hypotéza
o zostave obdlznikov v stcte s najvicsim obsahom je tak dokdzana.

Velmi podobne dokézeme zaver o zostave v sucte s najmensim obsahom. Ak aq, as,
nie st rozmery toho istého obdlznika, st medzi uvazovanymi obdlznikmi aj obdlZniky
a1 X a; a a;j X agy, (pricom 1 < 4,5 < 2n), ktoré nahradime obdlznikmi a; X as, a a; X
x aj. Tym sa v sti¢te obsah obdl#nikov zmensi, lebo podla pravidla (2) pre &isla a; < a;
a a; < as, plati

a1a; + ajaz, > a1, + a;a;.

V stéte najmensi obsah preto moéze mat len taka vyhovujtca n-tica obdlznikov, medzi
ktorymi je obdlZnik a; X as,. Tento obdlznik dame bokom a uvazujeme tlohu o naj-
mensom obsahu pre redukovant mnozinu M’ s 2n — 2 prvkami as < a3 < ... < doy_1.
Vsetko ostatné je uz zbytocné opakovat.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokéazte pravidlo (2) z rieSenia tlohy. [Dokaz je v uvedenom rieseni.]

D1. Pravidlo (2) spomenuté v tlohe N1 vyuzite na dokaz tzv. nerovnosti usporiadania: Ak
sia; 5a25...5apab; 5b25...5 by, dve n-tice redlnych éisel a (z1,z2,... ,Zn),
resp. (y1,%2, .- ,Yyn) ich lubovolné permutécie, tak pre stcet S = z1y1 + x2y2 + - +
+ Znyn plati Spmin 5 S 5 Smax, kde Spin = a1by + a2bn—1 + - + anbp & Smax =
= a1b1 + a2b2 + -+ + anbn. [Navod: Ako v rieSeni stitaznej tlohy ukazte, ze siucet S
mozno zvicsit, ak st medzi jeho séitancami xjyj Cleny a1b; a a;b1, pricom a; > a1
a b; > b1. Podobne mozno stcet S zmensit v pripade s¢itancov a1b; a a;jby,, pokial
a; > a1 a by, > b;. Takych zviicSeni (zmenseni) mozno opakovane urobit len konecne
vela.]

D2. Nerovnost usporiadania z Glohy D1 vyuzite na dokaz nerovnosti

N a® b B
adb+b3c+caBat+bvr+ct a ?+—+—:a2+b2+02
c a



pre fubovolné kladné ¢éisla a, b, ¢. [Ak p 5 ¢ 5 r je neklesajuce poradie &isel a, b, c,
tak p? 5¢35r3ap l=¢g 1=r1]

D3. Zachovajme predpoklady a oznacenie z ulohy D2. Ukazte, ze scitanim n vhodnych
nerovnosti usporiadania mozno odvodit tzv. Cebysevove nerovnosti

7 - Smin D (a1+a2++an)(b1+b2++bn) 5 n - Smax.
S ich pomocou potom dokazte, ze pre lubovolné kladné a, b, c plati
@+ + AP +>+3) 53 +0°+°)5 (@ +b" +c)a 2 +b724+c72).

D4. Cisla od 1 do 2000 boli rozdelené na 1000 (disjunktnych) dvojic (a;,b;) tak, ze pre
kazdé i =1,2,...,1000 je rozdiel |a; — b;| rovny jednému z ¢isel 1 alebo 6. Uréte, akou
C¢islicou konci desiatkovy zapis cisla

S = |a1 — b1| + a2 — b2| + ...+ |a1000 — b1000|-

[Nulou. Plati S = 1000 + 5p, kde p je poc¢et dvojic (a;,b;) s vlastnostou |a; — b;| = 6.
Pocet tych dvojic, v ktorych st obe &isla nepéarne, sa musi rovnat poc¢tu tych dvojic,
kde st obe parne. Preto je ¢islo p parne.]

D5. Pre dané prirodzené n = 2 rozdelme mnozinu {1,2,3,...,2n} lubovolnym sposobom
na dve (disjunktné) n-prvkové mnoziny A a B. Prvky z A oznafme v rastiicom poradi
a1 < az < ...< an, prvky z B v klesajicom poradi b1 > by > ... > b,. Najdite vsetky
mozné hodnoty suctu

S = \a1 —b1|+|a2—b2|+...—|—|an7bn|.
[Vsetky suéty majt rovnakt hodnotu (n+1)+(n+2)+...+2n—(14+2+...4+n) = n?.

Navod: Pre kazdé i je mensie z Cisel a;, b; mensie nez n — ¢ Cisel z jednej mnoziny
a ¢ Cisel z druhej mnoziny, ¢o dokopy znamend, ze je mensie ako niektorych n cisel

z celej mnoziny {1,2,3,...,2n}, musi preto lezat v mnozine {1,2,... ,n}. Podobne
vicsie z Cisel a;, b; musi lezat v mnozine {n +1,n +2,...,2n}.]
4. Urcte pocet konecnych rasticich postupnosti prirodzenych cisel ai,as,... ,ap vSet-
kych moznych dizok k, pre ktoré plati a1 = 1, a; | aj41 prei =1,2,... ;k—1 a a =
= 969 969. (Martin Panak)

Riesenie. Zo zadania ulohy vyplyva, ze vSetky ¢leny uvazovanych postupnosti buda
delitelmi ich posledného ¢lena, rovného ¢islu 969 969. Najdime preto najskér rozklad
tohto ¢isla na sucin prvocisel:

969969 = 3-7-11-13-17-19. (1)

Teraz uz Tahko mézeme vytvarat priklady vyhovujicich postupnosti réznych dizok.
Vypisme napriklad tG najkrat$iu, jednu z najdlhsich a este jednu dalSiu:

(a1,as2) = (1,969 969),
(a1, az, a3, a4, a5, ag, a7) = (1,13,91,1729,5 187,57 057, 969 969),
(a1, as, as,as) = (1,21,4641,88179,969 969).

(Skontrolujte uvedené priklady vypoc¢tom podielu a;41/a; pre vSetky pripustné 7).

Experimentovanim s konkrétnymi postupnostami dojdeme k poznaniu ich spolo¢-
nych vlastnosti, ktoré ich tplne charakterizuju:
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Lubovolny ¢len a; kazdej vyhovujicej postupnosti ay, as, . .. ,ay je suc¢inom niekol-
kych (v pripade i = 1 ziadneho, v pripade i = k vSetkych) z Siestich réznych prvocisel
z rozkladu (1), pritom (v pripade i < k) ¢len a;+1 ma okrem vsetkych ¢initelov ¢lena a;
eSte aspori jedného nového ¢initela navySe (postupnost ma byt rastiica!). Naopak, kazda
takato konecna postupnost je vyhovujtica.

Z uvedeného vyplyva sposob, ako ,,isporne® zadat kazda vyhovujicu postupnost;
staci len uviest, ako sa nové ¢initele postupne objavuju, t.j. zadat postupnost podielov

az az as ap—1 Gy @)

Y

) PR 9 )
ay a2 as ap—2 Qg—1

do ktorych rozkladov na saéin prvocisel je Sest prvocisel z (1) rozdelenych (v kazdom
aspon jedno). Preto je hladany pocet vyhovujicich postupnosti rovny poctu rozdeleni
Siestich danych prvocisel do jednej alebo niekolkych ocislovangch neprazdnych sku-
pin (zodpovedajucich prvoéinitelom podielov (2), takze na poradi prvocisel v skupine
nezalezi). Slovo ,o¢islovanych® znamend, Ze na poradi skupin zélezi. Napriklad pre
rozdelenie do dvoch skupin {3,11,19}, {7,13,17} dostaneme podTla toho, v akom poradi
obe skupiny vezmeme, dve vyhovujice postupnosti (1, u,uv) a (1, v, uv), pricom u = 3-
-11-19av="7-13-17.

Dospeli sme tak ku kombinatorickej tlohe uréenia hodnoty P(6), pricom P(n)
oznacuje pocet rozdeleni n-prvkovej mnoziny X na lubovolny pocet ocislovanych ne-
prazdnych podmnozin X;, Xo, X3, ... Nie je lahké hodnotu P(6) vypocitat priamo,
avSak bude mozné hodnoty P(n) pocitat postupne pre n = 1, n = 2, atd. az po
potrebné n = 6. Takému sposobu vypoctu hovorime rekurentny. V nasej tlohe bude
vypocet zalozeny na rekurentnom vztahu

P(n):<T)P(n—1)+(Z)P(n—2)+...+< " >P(1)+1 (3)

n—1

platnom pre kazdé n = 2, ako teraz ukdzeme.

Vsetky uvazované rozdelenia n-prvkovej mnoziny X rozdelime na n skupin podla
poctu j prvkov prvej podmnoziny X; (1 < j < n). Prvi podmnozinu X; s j prvkami
mozno vybrat préave (?) sposobmi, prave P(n — j) spésobmi potom moZno zvysnu
mnozinu X’ = X \ X; rozdelif na neprazdne o¢islované podmnoziny Xo, X5, Xy, ...
(Plati to aj v pripade j = n, ked polozime P(0) = 1, kedze uz nie je ¢o rozdelovat.)
Podla pravidla stc¢inu je preto pocet vSetkych rozdeleni pévodnej mnoziny X s prvou
mnozinou X; majicou j prvkov rovny (;‘)P(n— 7). Tym je vztah (3), na ktorého pravej
strane posledny ¢len 1 zodpoveda hodnote j = n, dokazany.

Zo zrejmej hodnoty P(1) = 1 vypocitame opakovanym pouzitim vztahu (3) dalsie
hodnoty P(2) =3, P(3) =13, P(4) =75, P(5) = 541 a P(6) = 4683.

Zaver. Existuje prave 4 683 vyhovujucich postupnosti.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Kolkymi spésobmi mozno ¢islo 49 000 rozlozit na stéin dvoch celych ¢isel vacésich ako 1,
ked na poradi ¢initelov nezalez{? [23 sposobov. Névod: &islo 49 000 = 23-53.72 m4 (3+
+1)-(3+1)-(2+1) = 48 delitelov, z ktorych mézeme utvorit 24 neusporiadanych dvojic
{a,b} s vlastnostou ab = 49000. Jedna z nich je nevyhovujica dvojica {1,49000}.]

N2. Uréte pocet P(n) sposobov, ako si rozdelif viano¢na zdsobu n rovnakych cukrikov
na zjedenie v priebehu niekolkych prvych dni nového roku. (V kazdom z danych dni
musime mat asponi jeden cukrik. Je mozné aj také ,rozdelenie“, ked vSetky cukriky
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zjeme na Novy rok.) Ako sa zmeni odpoved, ked kazdé dva z danych n cukrikov budu
rozne? [Pre pripad rovnakych cukrikov plati P(n) = 27! podla pravidla stéinu
pouzitého na postupné rozdelovanie cukrikov: prvy predelime na Novy rok a kazdy
nasledujuci cukrik bud na rovnaky denn ako predchadzajuci cukrik, alebo na den
nasledujuci. Pre pripad réznych cukrikov je situacia zlozitejsia a vedie na rekurentny
vztah (3) z rieSenia sutaznej tlohy.]

D1. Urcte, kolko ¢isel mézeme vybrat z mnoziny {1,2,3,...,75599, 75600} tak, aby medzi
nimi bolo ¢islo 75 600 a aby pre lubovolné dve vybrané ¢isla a, b platilo, Ze a je delitelom
b alebo b delitelom a. (Uvedte vSetky moznosti.) [51-B-1-2]

D2. Uvazujme mnozinu {1, 2,4, 5, 8,10, 16, 20, 32,40, 80, 160} a vSetky jej trojprvkové pod-

.....

alebo tych, ktoré maja sucin svojich prvkov mensi ako 2006. [56—A—S-2]

5. Je dand kruznica k, bod O, ktory na nej nelezi, a priamka p, ktord ju nepretina.
Uvazujme lubovolni kruZnicu 1, ktord md vonkajsi dotyk s kruznicou k a dotyka sa aj
priamky p. Prislusné body dotyku oznacme A a B. Pokial body O, A, B neleZia na
jednej priamke, zostrojime kruznicu m opisani trojuholniku OAB. Dokadzte, Ze vsetky
takée kruznice m prechadzaji spolocnym bodom roznym od bodu O, alebo sa dotykaji
jednej priamky. (Jan Mazak)

Riesenie. Jedna z vyhovujucich kruznic [ je znazornené na obr. 4. Bod A vonkajsieho
dotyku kruznic k, [ je ich (vnatornym) stredom rovnolahlosti, v ktorej dotycnici p
kruznice [ zodpovedd s fiou rovnobezna dotycénica p’ kruznice k. Jej bod dotyku M
s kruznicou k lezi na osi g kruznice k, ktord je kolmé na priamku p. Pritom z dvoch
priesecnikov M, N priamky ¢ s kruznicou k je bod M ten vzdialenejsi od priamky p,
lebo tsecka spéjajuca rovnolahlé body dotyku M a B pretina kruznicu k£ v bode A
(v strede prislusnej rovnolahlosti).

A\ B

k L=
a S a
M N P q
O
R

m

:fp/ ;fp
Obr. 4

Bod M teda od volby kruznice [ nezavisi. Body A € k a B € p pochopitelne
ano, ukdzme vsak, ze ich vzajomna poloha na polpriamke s pociatkom M je viazana
podmienkou

|MA|-|MB| = |MN[-|MP|, (1)
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kde P je priesecnik kolmic p a ¢. To jednoducho vyplyva z podobnosti
|MA|:|MN|=|MP|:|MB|

pravouhlych trojuholnikov AMN, PMB. Vztah (1) mozno tiez zdovodnif pomocou
mocnosti bodu M ku kruznici zostrojenej nad priemerom N B (ktora prechadza bodmi
P, A podla Télesovej vety).

A7 teraz vstupi do naSich uvah dany bod O. Na obr.4 je kruZnica [ vybrana
tak, ze zodpovedajuca priamka AB bodom O neprechadza, takze existuje kruznica m
opisand trojuholniku OAB. Podla zadania O ¢ k, a teda O # M, takze je urcend
polpriamka MO, ktoréd okrem bodu O bude mat s kruznicou m spoloény este jeden
bod, ktory ozna¢ime R (v pripade, ked MO je doty¢nica kruznice m, polozime R =
= 0).! Dvojakym vyjadrenim mocnosti bodu M ku kruznici m potom dostaneme

[MA[-[MB| = [MO] - [MR],
odkial porovnanim s (1) zistime, Ze tsecka M R mé dlzku

|MN|-|MP|

MR| =

ktord zrejme nezéavisi od volby kruznice [. KedZze bod R navysSe leZi na pevnej pol-
priamke MO, je v pripade |M R| # |MO| bod R spoloénym bodom vsetkych kruznic m
(R # O), v pripade |[MR| = |[MO| je priamka MO ich spolo¢na doty¢nica. Tym je
rieSenie ulohy na konci.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
Zopakujte si najskér uéebnicové poznatky o rovnolahlosti dvoch kruznic (obzvlast
pripad, ked sa kruznice dotykaji) a ich rovnobeznych (Specialne spolo¢nych) dotyénic.
Pripomerite si tiez vlastnost vSetkych se¢nic danej kruznice prechadzajicich danym
bodom, vyjadrenti mocnostou bodu ku kruznici.

N1. V rovine je dand kruznica k, priamka p a bod B € p. Zostrojte kruznicu I, ktora
sa dotyka ako kruzmice k, tak priamky p, a to v bode B. [Jedna zo zndmych tzv.
Pappovych dloh.]

D1. V rovine st dané kruznice ki(S1,71) a k2(S2,7r2) tak, ze S € k1 a r1 > r2. Spo-
lo¢né dotycnice oboch kruznic sa dotykajui kruznice k1 v bodoch P a Q. Dokazte, ze
priamka PQ sa dotyka kruznice ka. [62—A—S-2]

D2. St dané kruznice k a [ s réznymi polomermi, ktoré sa zvonka dotykaju v bode T.
Priese¢nikom M ich spolo¢nych vonkajsich doty¢nic vedme se¢nicu s oboch kruznic.
Oznac¢me X ten z oboch priesecnikov kruznice k so seCnicou s, ktory je vzdialenejsi
od bodu M. Podobne oznac¢me Y ten z oboch priesecnikov kruznice [ so secnicou s,
ktory je vzdialenejsi od bodu M. Nech P je taky bod, ze XTYP je rovnobeznik. Urcte
mnozinu bodov P zodpovedajtcich vSetkym takym se¢niciam s. [49-B-1-2]

D3. Je dany rovnoramenny trojuholnik ABC so zadkladrniou AB. Na jeho vyske CD je
zvoleny bod P tak, ze kruznice vpisané trojuholniku ABP a Stvoruholniku PECF
st zhodné; pritom bod FE je priesecnik priamky AP so stranou BC a F' priesecnik
priamky BP so stranou AC. Dokazte, ze aj kruznice vpisané trojuholnikom ADP
a BCP st zhodné. [49-A-II1-2]

1 Zdéraznime, ze vzhladom na vzajomni polohu bodov M, A, B lezi bod M vo vonkajsej oblasti kazdej
kruznice prechadzajicej bodmi A, B, teda aj kruznice m. Polpriamka MO ma teda s kruznicou m,
ak nie je jej doty¢nicou, spolo¢né skutocne dva rozne body.

10



6. Dokdzte, Ze pre kazdé prirodzené cislo n existuje celé ¢islo a (1 < a < 5™) také, Ze
plati 5™ | a® —a + 1. (Jan Mazak)

RiesSenie. Zac¢neme trochu obsirnejSie pripadom n = 1. Najdeme vsetky celé cisla a
s vlastnostou 5 | a® — a + 1. Najskor zostavime tabulku hodnét 73 — r + 1 pre vietky
mozné zvysky r po deleni piatimi, teda pre r € {0,1,2,3,4}:

r ol1]21 3] 4
P—r4+1[11|7]25]61

Pre ostatné celé &isla a uz hodnoty a® — a + 1 poéitat nemusime. Ak je totiz r zvySok
¢isla a po deleni piatimi, teda a = 5¢+r pre vhodné celé q, tak ¢isla a® —a+1ar3—r+1
davaju po deleni piatimi rovnaky zvysSok, lebo ich rozdiel

(@®—a+1)—(*—r+1)=(@*-r)—(a—7r)=(a—7r)(a®+ar+r*—1)

je delitelny ¢islom a — r = 5q, je teda nésobkom piatich.? Z uvedenej tabulky vidime,
7e pre celé a plati 5 | a® — a + 1 prave vtedy, ked a = 5q + 3.

Zadanu tlohu vyrieSime tak, Ze indukciou vzhladom na ¢islo n dokaZeme existenciu
celého &isla a,, z intervalu (1,5"), ktoré vyhovuje podmienke 5" | a3 — a,, + 1. Pre n =
= 1 podla prvého odstavca dokazované tvrdenie splia (v intervale (1,5)!) jediné ¢islo
a; = 3.

V druhom indukénom kroku predpokladajme, Zze pre niektoré prirodzené k po-
zndme &islo ay, z intervalu (1,5%) s vlastnostou 5% | @ — a; + 1, a na zaklade znalosti
ay, zostrojme vyhovujice ¢islo ag41. Zvyskom disla ai — ay, + 1 po deleni ¢islom 5%+1
musi byt ¢islo delitelné 5%, teda jedno z ¢isel

0, 5%, 2.5% 3.5% 4.5"

Zapisme preto tento zvySok v tvare 7 - 5%, pricom r € {0,1,2,3,4}, a hladajme &islo
api1 v tvare ag 1 = ap+s-5% pre vhodné s € {0, 1,2, 3,4}. (Je hned jasné, ze v pripade
r = 0 mozeme zobraf axy1 = ag, teda s = 0). Aj ked hodnotu s vyberieme az za chvilu,
z podmienky 1 < ap < 5 a nerovnosti ar < a1 < ap + 4 - 5% uz teraz vyplyva, Ze
podmienka 1 < a1 < 5**! bude splnend (nech dopadne vyber s akokolvek). Pre ¢islo
ap+1 zvoleného tvaru dostavame

a2+1—ak+1+1_ (ak+s-5k)3—(ak+s-5k)+1

Bt 1 = T
a? + 3a2s - 5% + 3ays2-52F + §3.53%F — g, — 5.5k 41
- 5ET1 =
k

5+l 5

Ak budi oba zaverecné zlomky celociselné, bude taka aj hodnota celého posled-
ného suctu. Prvy zlomok tato vlastnost mé vdaka tomu, ako sme zaviedli ¢islo r €
€ {0,1,2,3,4}. Preto je len potrebné najst také s € {0,1,2,3,4}, aby aj druhy zlomok

koeficientmi a Iubovolné celé a, b je rozdiel F(a) — F(b) celo¢iselnym nésobkom rozdielu a — b.
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bol celociselny, teda aby ¢islo (3@% — 1) s+ bolo delitelné piatimi. Sta¢i ukazat, ze pit
Cisel
c(s) = (Sa% —1)s+r, pricom se€{0,1,2,3,4},

déva po deleni piatimi navzajom roézne zvysky (jeden z nich potom bude nula). Keby
to tak nebolo, platilo by 5 | ¢(s) — ¢(s’) pre niektoré dve rozne s,s" € {0,1,2,3,4};
z vyjadrenia

c(s) —c(s') = (3az — 1) (s — &)

by sme potom ustdili, ze &slo 3a; — 1 je delitelné piatimi. Vzfah 5 | 3a® — 1 vSak
neplati pre ziadne celé a; podla vah z prvého odstavca sa staci o tom presveddit pre
pit hodnoét a € {0,1,2,3,4}:

a 0 |1]2]3]|4
30> —1[—-1|2|11]26 |47

Tym je cely dokaz matematickou indukciou ukonceny. Pre zaujimavost dodajme, Ze
sme schopni lahko vysvetlif, Ze nase ¢islo Bai — 1 dava po deleni piatimi vzdy zvysok 1
(takze v pripade r # 0 vyhovuje s = 5 — r). Naozaj, vzhladom na to, ze k = 1,
z podmienky 5% | a3 — ar + 1 vyplyva 5 | af — ax + 1, ¢o je podla prvého odstavca
splnené prave vtedy, ked a, = 5k + 3; ¢islo 3a% — 1 teda po deleni piatimi déava rovnaky
zvysok ako ¢islo 3 - 32 — 1 = 26.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokéazte, ze pre kazdé prirodzené ¢&islo n existuje celé ¢islo a také, ze 2™ | a® + 2007.
[Indukciou najdeme celé a, s vlastnostou 2" | a2 + 2007. Zrejme vyhovuje a1 = a2 =
= a3 = 1, a ked mame pre niektoré k = 3 vyhovujuce ay, tak polozime bud ar4+1 = ag,
alebo ag41 = a + 2k—1 podla toho, ¢&i &islo ai + 2007 dava po deleni &islom 2k+1
zvysok 0, alebo zvy$ok 2% (iny zvy$ok podmienka 2F | ai + 2007 vylucuje). V druhom
pripade

ag i, +2007 a2 +2007 - 2% qp +1

_ k—3
2k+1 - 2k+1 + 2 +2 ’

¢o je celé ¢islo, lebo ay, je vzhladom na 2F | a% + 2007 nutne nepérne.]

D1. Cislo 19972" — 1 je delitelné ¢islom 272 pre kazdé prirodzené &islo n. Dokaite. [47-
A-I-1]

D2. Cislo 19973" + 1 je delitelné &slom 3713 pre kazdé prirodzené ¢islo n. Dokazte. [47-
A-TT-1]
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