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1. V obore redlnych cisel rieste sustavu rovnic
a? —y =27,
y2 —c= 1'2,

22— =y

(Jan Mazak)

RiesSenie. Scitanim vsetkych troch rovnic po zruseni kvadratickych ¢lenov dostaneme
r+y+z=0. (1)

Odtial vyjadrime z = —z — y a dosadime do prvej rovnice stistavy. Obdrzime 22 — y =
= (—x—y)?, ¢o po tprave d4 rovnicu y(2z+y+1) = 0. Rozoberieme preto dva pripady
podla toho, ktory z oboch ¢initelov na jej lavej strane je rovny nule.

V pripade y = 0 z rovnice (1) obdrzime z = —x a po dosadeni y, z do povodnej
stistavy dostaneme pre nezndmu z jedini podmienku z(x — 1) = 0, ktora spliia iba
x =0 ax = 1. Tomu zodpovedaju riesenia (z,y, z) tvaru (0,0,0) a (1,0,—1).

V pripade, ked 2z +y+1=0, ¢izey=—2r—1,z (1) mdme z = —x —y =x + 1.
Po dosadeni y, z do povodnej ststavy dostaneme pre neznamu z jedini podmienku
z(x+ 1) = 0, ktort spliiaji iba 2 = 0 a z = —1. Tomu zodpovedaji rieSenia (z,y, 2)
tvaru (0,—1,1) a (—1,1,0).

Zaver. Dand ststava mé prave Styri rieSenia (x,y, z): trojice (0,0,0), (1,0,—1),
0,-1,1) a (~1,1,0).

Iné riesenie. S¢itanim dvoch prvych rovnic danej ststavy eliminujeme neznamu x
a dostaneme rovnicu y? — 22 = y + 2, ktortt mozno zapisat v tvare stucinu

(y+2)(y—2—-1)=0. (2)

Rozoberieme opiit dva pripady podla toho, ktory z dvoch ¢initelov v poslednej rovnici
sa rovna nule.

V pripade y + z = 0 z tretej rovnice danej ststavy vyjde x = 0 a z prvych dvoch
rovnic po dosadeni z = 0 a z = —y dostaneme pre nezndmu y jedini podmienku
y(ly +1) = 0, teda y = 0 alebo y = —1. Zodpovedajice rieSenia (z,y,z) sa (0,0,0)
a (0,—1,1).

V pripade, ked y — 2 — 1 = 0, ¢ize z = y — 1, ziskame z tretej rovnice stustavy
r=22—y?>=(y—1)2—y? =1 —2y. Dosadenim x, z dostaneme pre neznédmu y jedint
podmienku y(y — 1) = 0, teda y = 0 alebo y = 1. Zodpovedajuce riesenia (z,y, z) st
(1,0,—1) a (—1,1,0).

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Odvodenie rovnice (1) alebo aspori jednej z troch analogickych rovnic
v tvare stéinu (2) oceiite 2 bodmi.



2. Podstavy hranola su tvorené dvoma zhodnymi konvexnymi n-uholnikmi. Pocet v
vrcholov tohto telesa, pocet s jeho stenovych uhlopriecok a pocet t jeho telesovych
uhlopriecok tvoria v istom poradi prvé tri cleny aritmetickej postupnosti. Pre ktoré
n to plati?

(Poznamka: Steny hranola si bocné steny aj podstavy. Telesovd uhlopriecka je usecka
spdjajica dva vrcholy hranola, ktoré neleZia v rovnakej stene.) (Vojtech Balint)

Riesenie. Kazdy n-boky hranol mé prave n vrcholov v kazdej zo svojich podstav,
takze v = 2n. Z kazdého vrcholu vychédza n — 3 uhlopriecok leziacich v podstave a dve
uhlopriecky leziace v bo¢nych stenach, celkom je to n — 1 stenovych uhlopriecok. Z 2n
vrcholov teda vychadza 2n(n—1) stenovych uhlopriecok, kazda z nich je vSak zapocitana
dvakrét, preto s = n(n — 1). Podobne ur¢ime pocet ¢ telesovych uhlopriecok: z kazdého
vrcholu ich vychadza n — 3 (do vSetkych vrcholov druhej podstavy s vynimkou tych
troch vrcholov, s ktorymi je dany vrchol spojeny hranou alebo uhloprieckou v bocnej
stene), preto t = 2n(n — 3)/2 = n(n — 3).
Hladame tie celé n = 3, pre ktoré ¢isla

v=2n, s=nn—-1) a t=n(n—3)

tvoria vo vhodnom poradi trojicu x, y, z s vlastnostou y —x = z —y, Cize y = %(x + 2).
Jednoduchym dosadenim zistime, Ze pre n = 3 mame nevyhovujtcu trojicu cisel 6, 6,
0, zatial ¢o pre n = 4 vychadza vyhovujuca trojica 8, 12, 4 (plati 8 = %(4 + 12)). Pre
lubovolné n = 5 mdme n — 1 > n — 3 2 2, odkial po nasobeni ¢islom n dostaneme
s >t = v, takze pozadovand rovnost s aritmetickym priemerom musi byt tvaru t =
= 2 (v + s). Po dosadeni dostdvame rovnicu

_ 2n+n(n—1)
B 2

n(n — 3)

s jedinym pripustnym korefiom n = 7 (koreni n = 0 nem4 redlny zmysel).
Zaver. Vyhovuju jedinen=4an =17.

Za Uplné rieSenie dajte 6 bodov, z toho 1 bod za vyjadrenie poctu s a 2 body za vyjadrenie poctu ¢
(v zavislosti od premennej n), dalsie body podla tplnosti diskusie, v akom poradi mézu &isla v, s,
t tvorit aritmeticki postupnost. Pokial riesitel zabudne na rieSenie n = 4 (napr. prehlasi za zrejmé
nerovnosti s > t > v), dajte najviac 5 bodov.

3. V rovine je dany uhol XSY a kruZnica k so stredom S. Uvazujme lubovolny trojuhol-
nik ABC' s vpisanou kruznicou k, ktorého vrcholy A a B leZia postupne na polpriamkach
SX a SY. Urcte mnoZinu vrcholov C' vsetkych takiych trojuholnikov ABC'.

(Jaromir Sims3a)

Riesenie. Oznacme r polomer danej kruznice k a w velkost daného (konvexného) uhla
XSY. V lubovolnom vyhovujicom trojuholniku ABC' ozna¢me zvyc¢ajnym sposobom
vnutorné uhly. V trojuholniku ABS plati (obr. 1)

a+pf
— =

w=|{ASB| =180° — |[{SAB| — |{SBA| = 180° — 90° + %



Odtial vyplyva, ze hladan4d mnozina je prazdna, ak w < 90° alebo w = 180°, a ze vSetky
vyhovujtce trojuholniky ABC maji vntutorny uhol 7, pre ktorého velkost plati

v = 2w — 180°.

o
Y
Obr. 1

Z pravouhlého trojuholnika C'ST, pricom 7" je bod dotyku kruznice k so stranou AC
(obr. 1), vyjadrime dlzku prepony SC' vztahom
ST r
siniy  sin(w —90°)

SC| =

Bod C preto lezi na kruznici k; so stredom S a polomerom 7, = r/ sin(w — 90°).
Rovnako ako uhol ASB st aj uhly ASC a BSC (¢ize uhly XSC a Y SC) tupé,
lebo
o ﬁ o @
|£{ASC| =90° + 5 @ |£{BSC| =90° + 5 (1)
Spolu tak dostavame, ze bod C je vnutornym bodom oblika KL kruznice kq, ktory

lezi zvonka daného uhla XSY a ktorého krajné body K, L st urc¢ené pravymi uhlami
XSK aYSL (obr.2).




Ak naopak vyberieme Iubovolny vnatorny bod C obluka K L, polpriamky SX, SY
a SC rozdelia rovinu na tri tupé uhly, pricom polpriamka CS oddeli body X a Y.
Z rovnosti |SC| = r; vyplyva, Ze doty¢nica z bodu C' ku kruznici k zostrojena v polro-
vine C'SX zviera s polpriamkou C'S ostry uhol w — 90°, takze pretne polpriamku SX
v bode, ktory oznac¢ime A. Analogicky dotycnica z bodu C' ku kruznici k zostrojena
v polrovine C'SY pretne polpriamku SY v bode, ktory oznac¢ime B.

Zvolme teraz hodnoty «, 3, v tak, aby w—90° = %7, |[{CSK| = %ﬂ, |LCSL| = %a,
potom z plného uhla pri vrchole S vyplyva

a+ [
2

:180°—w:90°—% Give a + B+~ = 180°.

Ako Tahko spocitame, dotyénica z nadjdeného bodu A ku kruznici k stimerne zdruzené
s doty¢nicou AC podla priamky SX pretina polpriamku CS pod uhlom %fy + «a,
a podobne vyjde, Ze analogicka dotyc¢nica z najdeného bodu B pretne t istl polpriamku
pod uhlom %7 + 3. Stucet oboch uvedenych uhlov je vsak 180°, preto st obe dotyc¢nice
ku kruznici k rovnobezné, a teda totozné (oba prislusné body dotyku musia totiz
lezat vnutri konvexného uhla X SY'). Ndjdeny trojuholnik ABC mé preto pozadované
vlastnosti.

Za 1plné riesenie dajte 6 bodov. Za uréenie uhla v dajte 1 bod, dalsie 2 body za uréenie polomeru
r1 = |SC| kruznice k1 a 2 body za vymedzenie jej oblika K L. Ak chyba zavere¢né zdévodnenie, ze

kazdy vnutorny bod C obliuka KL je vrcholom vyhovujiceho trojuholnika ABC, moze riesitel ziskat
najviac 5 bodov.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe tak, aby zasielka bola doruc¢ena pred Vianocami. Odporuca sa odoslat najneskor
do 17.decembra 1. triedou.



