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57.ro¢nik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie A

1. Najdite vsetky stvorice p, q, v, s navzajom roznych redlnych cisel, pre ktoré su p, q
korenmi rovnice
?+rr+s—1=0

ar, s korenmi rovnice
pr® +p(g— 1z +12=0.

(Tomas Jurik)

Riesenie. Ak p = 0, druhé rovnica ma tvar 12 = 0, nema teda ziadne rieSenie. Pre
vSetky hladané Stvorice je teda p # 0 a obe rovnice su kvadratické.

Roézne &isla p, ¢ st korenimi kvadratickej rovnice 22 + rz + s — 1 = 0 prave vtedy,
ked splhaji Vietove vztahy

p+tqg=-r, pg=s-1 (1)
Podobne st rozne ¢isla r, s koretimi kvadratickej rovnice pz? + p(q— 1)z +12 = 0 prave
vtedy, ked spliiajiu Vietove vztahy

-1 12
r+s:—]M, rs=—. (2)

b b
Z (1) vyjadrime r = —p — ¢, s = pq + 1 a dosadime do (2). Postupnymi tpravami
dostaneme rovnosti
p(g—1)

—p—qtpgtl=—"—r-7, 12
P (-p—a)(pg+1) = ra

—ptpgt+l—qg=1-gq,
—p(p +q)(pg +1) = 12.
Pq = p,

KedZe p # 0, z rovnosti nalavo mame ¢ = 1 a po dosadeni do rovnosti napravo ziskame
rovnicu —p(p + 1)? = 12, ktora po tprave prejde na rovnicu tretieho stupiia

p*+2p° +p+12=0. (3)
T4 mé korenn p = —3 a po vynati vyrazu (p+ 3) pred zatvorku ju upravime na siucinovy
tvar (p + 3)(p? — p +4) = 0. KedZze kvadraticka rovnica p> — p + 4 = 0 nem4 Ziadne
realne rieSenie (jej diskriminant je —15), je p = —3 jedinym rieSenim rovnice (3). Podla

(1) potom r = —(—=3)—1 =2, s = (—3)-1+1 = —2. Skuskou lahko overime, Ze Stvorica
(p,q,7,5) = (=3,1,2,—2) splia Vietove vztahy (1), (2) a je teda jedinou §tvoricou
vyhovujicou zadaniu.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Z toho 2 body za zostavenie Vietovych vztahov (1), (2) alebo

podobnych rovnosti umoznujacich priame vyjadrenie dvoch premennych v zavislosti od inych dvoch.
Také rovnosti mozno ziskat napr. vhodnou tpravou stustavy

pP+rp+s—1=0,
¢ +rqg+s—1=0,
pr2+p(g—1)r+12=0,
ps> +p(g—1)s+12=0
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vyplyvajicej zo zadania (len za zostavenie tejto ststavy body nedajte), pripadne zo zndmeho vzorca na
v§podet korenov kvadratickych rovnic. Dalsi 1 bod dajte za vyjadrenie ¢ = 1, resp. int redukciu ststavy
na rovnicu s jedinou nezndmou (takd rovnica bude spravidla kubicka). Uplné vyrieSenie tejto rovnice
ohodnotte dalsimi 2 bodmi (z tycho 2 bodov nedajte ziadny, ak ziak iba uhddne riesenie uvedenej
kubickej rovnice a nevysvetli, preco iné redlne rieSenie neexistuje). Posledny 1 bod dajte za dokonéenie
rieSenia.

Posudte, ¢i v rieSeniach aspirujtcich na uplnost nechyba skiska (pokial st ipravy ekvivalentné,
nie je nutna), jej absenciu penalizujte stratou 1 bodu.

Pokial ziak neziska za tlohu iné body, za najdenie (uhddnutie) $tvorice (—3,1, 2, —2) bez zdovod-
nenia, preco ziadne dalsie rieSenie neexistuje, dajte 1 bod.

2. V tabulke n x n, pricom n = 2, si po riadkoch napisané vietky cisla 1,2,...,n?
v tomto poradi (v prvom riadku si za sebou mapisané cisla 1,2,...,n, v druhom
riadkun+1,n+2,... ,2n, atd.). V jednom kroku moZeme zvolit lubovolné dve ¢isla na

susednych polickach (t.j. na takych, ktoré maji spoloéni stranu), a ak je ich aritmeticky
priemer celé cislo, obe nahradime tymto priemerom. Pre ktoré n moZno po konecnom
pocte krokov dostat tabulku, v ktorej su vsetky c¢isla rovnaké? (Peter Novotny)

RiesSenie. Po vypisani uvedenej tabulky 3 x 3, pripadne 5 x 5, ihned zistime, Ze pre tieto
hodnoty n nemozno urobit Ziadny krok, ktory by ¢isla zmenil. Totiz v kazdej dvojici
¢isel na susednych polickach je jedno parne a jedno neparne cislo, takze ich stucet je
neparny a aritmeticky priemer nie je celé ¢islo.

Takéato situacia nastava pri vSetkych neparnych hodnotach n: Ak ofarbime tabulku
ako Sachovnicu (pri¢om ¢islo 1 bude na bielom policku), bude kazdy riadok zacinat
opacnou farbou ako ma prvé policko predoslého riadku. To mé pri neparnom n rovnakn
farbu ako posledné policko v riadku. Takze ¢isla 1,2,3,... ,n? budt v tomto poradi
napisané striedavo na polickach s farbou biela, ¢ierna, biela, . . ., biela, teda neparne cisla
budi na bielych polickach a parne na ¢iernych. Kedze v kazdej dvojici susednych poli¢ok
je jedno biele a jedno Cierne, nie je aritmeticky priemer ziadnych dvoch susednych cisel
celym cislom.

Fakt, Ze pre neparne n st na lubovolnych dvoch susednych polic¢kach ¢isla s opa¢nou
paritou, mozno zdovodnit aj inak: Kazdé ¢islo k susedi v tabulke s ¢islami &k — 1, k+ 1,
k —n a k+n (pripadne len s niektorymi z nich, ak lezi na okraji tabulky). VSetky tieto
¢isla maju opacnu paritu ako k.

Ukézeme, Ze ani ziadne parne n nespliia podmienky zadania. Stcet S vietkych
¢isel v tabulke sa zrejme po ziadnom kroku nezmeni. Stale mé rovnaki hodnotu ako na
zaciatku, t.].

(n? + 1)n?

—

Ak by bolo po niekolkych krokoch vsetkych n? ¢&isel rovnakych, museli by sa rovnat
¢islu

S n?+1
n2 2
Avsak pre parne n je ¢itatel n? + 1 neparny a uvedeny zlomok nie je celym ¢&islom.
Zdver. Tabulku, v ktorej st vSetky ¢isla rovnaké, nemozno dostat pre ziadne n.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. VylucCenie neparnych hodnét n so spravnym zdévodnenim oceiite
1 bodom. Za pozorovanie, ze sucet Cisel v tabulke sa nemeni, dajte 3 body, dalsi 1 bod za urcenie
hodnoty (n? +1)/2, ktora by musela byt na vietkjch polickach a posledny bod za zdévodnenie, Ze pre
pérne n to nie je celé ¢islo. Za tvahy, v ktorych ziak iba konstatuje, ze parne hodnoty n nevyhovujq,
lebo na polickach by na konci muselo byt necelé ¢islo (bez argumentov o nemeniacom sa siacéte) dajte
1 bod. Za vylicenie konecného poctu hodnét n nedajte ziadne body.
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3. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC s pdtami vysok D, E, F leZiacimi postupne na
strandch AB, BC, CA. Obraz bodu F v stredovej sumernosti podla stredu strany AB
lezi na priamke DE. Urcte velkost uhla BAC. (Jan Mazak)

RieSenie. Oznacme S stred strany AB a G obraz bodu F' v stredovej simernosti podla
stredu S. Velkost uhla BC'A oznacme . Z ostrouhlosti trojuholnika ABC' je zrejmé, Ze
bod G lezi v polrovine opac¢nej k polrovine ABC' (obr. 1).
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Obr. 1

Stvoruholnik ADEC' je tetivovy (body D, E lezia na Talesovej kruznici nad
priemerom AC), preto

|£ADE| =180° —~v a |{LADG|=180°— |{ADE|=".

Aj stvoruholnik BDFC je tetivovy (body D, F' lezia na Talesovej kruznici nad prieme-
rom BC'), preto

|{BDF|=180°—v a |{ADF|=180°— |{BDF|=~.

V trojuholniku FDG teda splyvaja taznica a os uhla z vrcholu D a ten je preto
rovnoramenny. Takze tisecka F'S je kolmé na tsecku AS. Kedze bod F lezi na Ta-
lesovej kruznici nad priemerom AB, ktorda ma stred v bode S, je trojuholnik SFA
rovnoramenny a pravouhly, a teda velkost uhla BAC je 45°.

Iné rieSenie. Podobne ako v prvom rieSeni oznaéme body S a G. Velkost uhla
BAC oznacme a.
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Obr. 2

Bod S je stredom Talesovej kruznice k£ nad priemerom AB. Na tejto kruznici lezia
zrejme okrem bodov A, B aj body E, F, a G — pri pitach vysok sa pravé uhly a bod G
je od stredu stmernosti S rovnako vzdialeny ako bod F (obr.2). Stvoruholnik ADEC
je tetivovy (body D, E lezia na Télesovej kruznici nad priemerom AC'), preto

|{DEC|=180° —a a |{GEB|=180°— |{DEC|= .

KedZe uhly GEB a GAB st obvodové uhly nad tetivou GB kruznice k, aj uhol GAB
ma velkost .. Preto uhol FFAG mé4 velkost 2. Tento uhol je vSak pravy, lebo usecka FG
je priemerom kruznice k. Z toho dostavame, ze hladana velkost uhla « je 45°.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov.

Za prvé uvedené rieSenie pridelte body takto: vypodcet velkosti uhlov ADF a ADG (so zdovod-
nenim) po 1 bode, kolmost F'S na AS 1 bod, zdévodnenie rovnoramennosti trojuholnika ASF 1 bod,
vypocet velkosti uhla BAC 1 bod a nakoniec za spojenie ¢iastkovych tivah dokopy 1 bod.

Za druhé uvedené rieSenie pridelte body takto: zdovodnenie, ze body A, G, B, E, F lezia na
kruznici 2 body, vypoéet velkosti uhla GEB (so zdévodnenim) 1 bod, uréenie velkosti uhla GAB
1 bod, vypocet velkosti uhla a 2 body.

Netuplné riesenie, v ktorom nie je uréend velkost uhla BAC, méze byt ohodnotené nanajvys
4 bodmi.

4. Dokdzte, Ze pre nezdporné redlne ¢isla x, y spliajice vztah x2 + 3% = 2 plati
2 +2 2 3zy.

(Jén Mazak)

RieSenie. Z nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom trojice (nezé-
pornych) ¢isel 22, 1, 1 vyplyva odhad
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vev 3 N 7 3 7 ’ ’
Gize 242 > 3v/x2. Stadi teda dokazat nerovnost 3V x2 2> 3zy. Po vykrateni a umocneni
na $iestu dostaneme ekvivalentnti nerovnost z* > 2%4% a po dosadeni zadanej rovnosti
y® =2 — 22 a prevedenim na jednu stranu postupne ziskame

22 252 - a?),
zt — 228 + 2% >0,
rt(z? — 1) 2 0.
Ostatné nerovnost zjavne plati, plati teda aj zadana nerovnost.

Iné riesenie. Z nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom Sestice

(nezdpornych) &isel y°, 22, 22, 22, 1, 1 vyplyva
YWt +a?+a2?+1+1

6

Odtial po dosadeni zadanej rovnosti mame (22% + 4)/6 = wzy. Vynéasobenim tromi
ziskame dokazovand nerovnost.

> /Y6 a2-22-22-1-1=uzy.

Iné rieSenie. Ked (ekvivalentne) umocnime dokazovant nerovnost na Siestu,
budeme sa moct dosadenim zadanej rovnosti zbavit premennej y:

(22 4-2)° > 3%.2%% = 35.25(2 — 22).
Po substitticii ¢t = 22 a uprave dostaneme polynomick nerovnost s jednou premennou
t% + 12¢° + 789t* — 1298t + 240t% + 192t + 64 > 0.

Mnoho¢len na lavej strane ma dvojnasobny koren 1, preto ho vieme rozlozit na saéin
dvoch ¢initelov (napriklad pouZijeme zndmy postup pre delenie mnoho¢lena korefiovym
¢initelom). Nerovnost mé potom tvar

(t —1)% - (t* + 143 + 816t> + 320t + 64) = 0.

Druhy ¢initel je pre t = 22 2> 0 zjavne nezaporny, z ¢oho vidime, Ze ostatna nerovnost
plati, a preto plati aj s nou ekvivalentné dokazovanéa nerovnost.

Za tplny dokaz dajte 6 bodov. (Ziaci moézu bez dékazu pouzivat zndme nerovnosti, ako napr. vazent
AG-nerovnost alebo Cauchyho-Schwarzovu nerovnost.)

V pripade netplného rieSenia pridelte body takto (uvedené body sa neséitaja!): Za zredukovanie
nerovnosti na polynomickd nerovnost v jednej premennej dajte 3 body, ak je mozné tito nerovnost
vyriesit uhddnutim korefia a rozkladom na stéin podobne ako v trefom rieseni. Ak ziak pouzije AG-
nerovnost sposobom, ktory vedie k rieseniu (v takej AG-nerovnosti musi nastévat rovnost pre x =y =
= 1), dajte nanajvys 3 body (podla naro¢nosti nedokoncéenych tivah). Za objavenie pripadu x = y = 1,
kedy nastéava rovnost, dajte 1 bod.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov. Pri kazdej tilohe sa
za akékolvek uplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu postupom, ktory sa
odlisuje od vsSetkych tu uvedenych rieseni, ale tilohu nevyriesi uplne, bodovacia schéma
sa zvoli tak, aby ¢o najlepsie korespondovala so schémami uvedenymi v tomto letaku.



