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O priebehu 63. rocnika Matematickej olympiady

Matematickd olympidda (MO) je najstarSia sutaz spomedzi predmetovych olympiad
a ostatnych postupovych sutazi ziakov zakladnych a strednych §kol v SR. Kazdy rok sa
jej ztcastniuju tisicky riesitelov od piatakov ZS az po maturantov. Vyhlasovatelmi MO
st Ministerstvo gkolstva, vedy, vyskumu a $portu Slovenskej republiky (MSVVS SR)
v spolupraci s Jednotou slovenskych matematikov a fyzikov (JSMF). V skolskom roku
2013/14 sa uskutoc¢nil 63. roénik MO.

Sutaz riadi Slovenska komisia Matematickej olympiady (SKMO), ktora na prelome
62. a 63. ro¢nika pracovala v nasledovnom zloZeni:

Mgr. Peter Novotny, PhD., FMFI UK Bratislava, predseda

doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., mim. prof., F-PEDAS ZU Zilina, podpredseda
Mgr. Jan Brajercik, PhD., FHPV PU Presov, predseda KKMO PO

prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra, predseda KKMO NR

Mgr. Martin Kollar, PhD., FMFI UK Bratislava, predseda KKMO BA

doc. RNDr. Stanislav Krajci, PhD., PF UPJS Kogice, predseda KKMO KE

doc. RNDr. Maria Luckd, CSc., PF TU Trnava, predsednicka KKMO TT

doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, predseda KKMO ZA
RNDr. Eva Oravcovd, Gymn. J. G. T. Banska Bystrica, predsednicka KKMO BB
RNDr. Sona Pavlikovd, CSc., FCHPT STU Bratislava, predsednicka KKMO TN
RNDr. Monika Dillingerova, PhD., FMFI UK Bratislava

Mgr. Stefan Gyiirki, PhD., FCHPT STU, Bratislava

RNDr. Robert Hajduk, PhD., PF UPJS Kosice

Ing. RNDr. Frantisek Kardos, PhD., PF UPJS Kosgice

doc. RNDr. Maria Kmetova, PhD., FPV UKF Nitra

RNDr. Jan Mazdk, PhD., PF TU Trnava

Mgr. Martin Potocny, Trojsten, FMFI UK Bratislava

RNDr. Oliver Ralik, CSc., Nitra

doc. RNDr. Roman Sotdk, PhD., PF UPJS Kosice

prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., FPV UKF Nitra

Mgr. Maria Gajarovd, Iuventa, Bratislava, tajomnik

V 1vode roc¢nika oznamili ukoncenie predsednictva predsedovia krajskych komisii
v krajoch Trnava a Zilina. Agendu v Trnave prebral doc. RNDr. Dusan Holy, CSc.
z Pedagogickej fakulty Trnavskej univerzity a v Ziline doc. Mgr. Ivan Cimrak, Dr.
z Fakulty riadenia a informatiky Zilinskej univerzity. Obom predoslym predsedom patri
velké podakovanie za dlhoroént ¢innost vykonévant v prospech MO — Maria Lucka
posobila ako predsednicka krajskej komisie od roku 2000, Pavel Novotny od roku 2001.

*
Jednotlivé kold MO prebiehali rovnako ako v minulych ro¢nikoch — vsetky kategdrie

zacinali domacim kolom, ktorého zadania boli zverejnené v tivode skolského roka.
Stredoskolské kategérie A, B, C pokracovali skolskym a krajskym kolom, najvyssia
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kategoria A bola ukoncena celostatnym kolom. Kategorie pre zakladné skoly Z5 — Z9
po domécom kole mali okresné kolo, ktorym sutaz pre kategdrie Z5 — Z8 kondila;
kategoria Z9 koncila krajskym kolom.

Celostatne kolo MO (CK MO) sa konalo v diioch 23.-26. 3. 2014 v Bratislave v pries-
toroch Institutu pre verejnti spravu, teda v mieste, kde sa tento rok konali takmer vsetky
celostatne kolda (CK) predmetovych olympidd. Dévodom jednotného dejiska konania
CK bola zmena v pristupe zo strany Iuventy, ktora v priebehu uplynulych rokov zacala
miesta pre ne vyberat na zdklade vysledkov verejnych obstarédvani. To zna¢ne narus$ilo
zauzivany zvyk z minulych rokov, ked si organizovanie CK MO s osemro¢nou periédou
postvali jednotlivé kraje. KedZze viaceré olympiady preferuju konanie CK kazdy rok na
inom mieste, na konci ro¢nika na spolo¢nom stretnuti predsedov komisii predmetovych
sutazi na Iuvente padla dohoda, Ze tie olympiady, ktoré nechcii mat CK v Bratislave,
spolo¢ne urdia kraj, v ktorom sa budt ich CK v nasledujicom roku konat a tento
kraj bude Specifikovany aj vo verejnom obstaravani. Pre rok 2015 tak bola urcena
Nitra (zhodou okolnosti prave v Nitre namiesto Bratislavy by sa konalo CK tento rok,
ak by sme pokracovali v tradi¢nom poradi). Ostava verit, Ze sa podari v nasledujtcich
rokoch zaviest novii osemro¢nii periédu a na organizovani CK MO sa budu opét podielat
krajské komisie a vzdelavacie institucie vo vSetkych krajoch.

Kedze do organizovania CK MO sa (aj vzhladom na skuto¢nosti uvedené v predoslom
odseku) tento rok SKMO de facto zapojila len dodanim zadani tloh a ohodnotenim
Ziackych rieseni, jedingm sponzorom sutaze bola ALBI s.r. 0., ktora poskytla tradi¢né
ceny — spolocenské hry. Podakovanie nalezi okrem tejto spolo¢nosti najméi ¢lenke SKMO
Monike Dillingerovej, ktora kazdy rok s ALBI o poskytnuti cien komunikuje a okrem
samotnych cien ,zasobuje“ CK spolocenskymi hrami formou pozi¢iavania tcastnikom
pocas volnych vecerov po sutaznych dioch.

O tyzden po CK MO sa zacalo vyberové stustredenie, na ktorom sa rozhodlo o zlozeni
druzstiev pre Medzindrodni matematicka olympiddu (IMO) a Stredoeurépsku mate-
maticki olympiddu (MEMO). Nésledne sa v juni uskutoc¢nilo pripravné sustredenie
pre obe druzstva. Z medzindrodnych akcii sa popri tradi¢nom Cesko-polsko-slovenskom
stretnuti (konalo sa v Polsku) a spolo¢nom pripravnom stistredeni IMO-druzstiev CR,
a SR (v Uherskom Hradisti) uskutoc¢nilo v Polsku tretikrat aj Cesko-polsko-slovenské
stretnutie juniorov.

Na 55. IMO v Juznej Afrike sme ziskali jednu strieborna a pét bronzovych medaili,
na 8. MEMO v Nemecku jednu strieborni medailu a jedno c¢estné uznanie. Kazdej
sutazi je v roenke venovana osobitna kapitola.

*

Matematickéd olympidda by neexistovala bez zaujimavych a originalnych uloh. O ich
pripravu sa stara Ulohova komisia MO, ktortt mame spolo¢nt s Ceskou republikou.
Kazdoro¢ne sa konaji dve zasadnutia komisie, jedno v CR, jedno na Slovensku.
V 63. ro¢niku sa uskutocnili v novembri 2013 v Bilovci a v maji 2014 v Bratislave.
Ulohova komisia mé dve sekcie, jednu pre stredogkolské kategérie (sekcia ABC), druht
pre kategérie pre ZS (sekcia Z). Zo Slovenska jej ¢lenmi v $kolskom roku 2013/14 boli:
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doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., mim. prof., F-PEDAS ZU Zilina, sekcia ABC
PaedDr. Svetlana Bedndrovd, PhD., Gymn. I. Kraska, Rimavska Sobota, sekcia Z
RNDr. Monika Dillingerova, PhD., FMFI UK Bratislava, sekcia Z

Mgr. Miroslava Farkas-Smitkovd, PhD., FEI STU Bratislava, sekcia Z

Mgr. Veronika Hucikovd, SvF STU Bratislava, sekcia Z

RNDr. Tomas Jurik, PhD., VSE Kosice, sekcia ABC

RNDr. Jan Mazdk, PhD., PF TU Trnava, sekcia ABC

Mgr. Erika Novotna, PhD., Datavard Bratislava, sekcia Z

doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, sekcia ABC

Mgr. Peter Novotny, PhD., FMFI UK Bratislava, sekcia ABC

Alzbeta Bohinikovd, FMFI UK Bratislava, sekcia Z

Katarina Jasencdakova, FMFI UK Bratislava, sekcia Z

Posledné dve menované (obe st Studentky na FMFI UK) zacali v komisii pracovat
prave na majovom zasadnuti v Bratislave.

Vymyslat nové tlohy do MO nie je jednoduché, ilohova komisia preto uvita zaslanie
zaujimavych navrhov na ulohy aj od autorov, ktori nie st jej ¢lenmi. Navrhy je mozné
posielat napriklad na adresu skmo@skmo.sk, najlepsie aj s menom autora, s rieSenim
a s odhadom, do ktorej kategorie sa tloha hodi.

*

SKMO maé od roku 2009 oficidlnu internetovu stranku. Jej adresa je skmo.sk a zve-
rejliujeme na nej vSetky terminy a dokumenty tykajice sa MO (archiv zadani a rieSeni
uloh, poradia vsSetkych krajskych a vyssich kol, posledné roky aj poradia okresnych kol
z vicSiny okresov). Na internete mozno najst viacero dalsich stranok stvisiacich s MO.
Spomenme aspon niektoré z nich:

skmo.sk — oficidlna stranka SKMO,

www.olympiady.sk — stranka Iuventy,

www.imo2014.org.za — stranka 55. IMO v Juznej Afrike,

imo-official.org — oficidlna stranka IMO,

kms.sk — stranka korespondenc¢ného seminara KMS,

iksko.org — stranka korespondenc¢ného seminara iKS,

artofproblemsolving.com — stranka pre komunitu matematicky nadanych studentov
z celého sveta.

Chceme sa podakovat vSetkym ucitelom a nadSencom, ktori pripravuju ziakov na MO
¢asto nad rdmec svojich pracovnych povinnosti a podielaji sa na propagacii a organiza-
cii MO na skolach. Uznanie patri tiez pracovnikom okresnych a krajskych komisii MO,
skolskych tradov a centier volného ¢asu, ktori zabezpecuju jednotlivé kola. Napokon,
dakujeme pracovnikom Iuventy podielajicim sa na organizacii CK MO, distribucii tloh,
komunikéacii s MSVVS SR a administrative stvisiacej s financovanim MO.

Peter Novotny, predseda SKMO
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Vysledky

Celostatne kolo kategoérie A

BUI Truc Lam

Patrik BAK

Zhen Ning David LIU
Eduard BATMENDIJN
Zuzana FRANKOVSKA
Miroslav PSOTA

Vitazi
3 G Grosslingovéa, Bratislava
3 G Sobrance
3 G Jura Hronca, Bratislava
3 Cirk. g. sv. Mikulasa, St. Luboviia

2 G Grosslingova, Bratislava
4 G Hlinska, Zilina,

Dalsi tspesni riesitelia

Cudmila SIMKOVA
Matias HALAJ

Jakub DARGAJ

Jozef RAJNIK

Irena BACINSKA
Ondrej BOHDAL
Ondrej BINOVSKY
Silvia NEPSINSKA
Samuel SLADEK
Simon JURINA
Henrieta MICHELOVA
Dominik GRIGLAK
Samuel HORVATH
Tatiana MATEJOVICOVA

Adam MARKO
Taméas BALOGH
Filip POKRYVKA
Roman KLUVANEC
Mério LIPOVSKY
Samuel SUCIK
Peter SUKENIK
Juraj BODIK
David BUGAR
Michal KORBELA
Stefan STANKO
Emanuel TESAR

4 G Parovska, Nitra

4 G J. G.Tajovského, B. Bystrica
4 G Postova, Kosice

4 G L. Stara, Trenéin

4 SPMNDaG, Bratislava

3 G Jura Hronca, Bratislava

3 G A. Merici, Trnava

3 G Jura Hronca, Bratislava

2 G A. Bernolaka, Namestovo

4 G Grosslingova, Bratislava

2 G Alejova, Kosice

4 G P.O. Hviezdoslava, Kezmarok
4 G Parovska, Nitra

4 G Jura Hronca, Bratislava

Ostatni rieSitelia

4 G H. Selyeho, Komérno
4 G P.Pazmana, Nové Zamky

4 G J. Jesenského, Banovce n. Bebr.

3 G Parovska, Nitra

4 G Jura Hronca, Bratislava
3 G Jura Hronca, Bratislava
2 G Varsavska, Zilina

2 G Grosslingova, Bratislava
3 G H. Selyeho, Komérno

4 G J. Jesenského, Banovce n. Bebr.

3 G A. Vrabla, Levice
2 G B.S.-Timravy, Lucenec

677676
TT0TTT
TT7T571
777700
737701
537701

730701
030707
710701
550501
205601
700511
700600
107500
510700
140601
310701
510500
130511
500600

400006
030006
400401
110600
000701
030401
100700
000700
100501
002500
010501
010600

39
35
34
28
25
23

18
17
16
16
14
14
13
13
13
12
12
11
11

N3 ~J~JJ0 00 00 ©woo
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33. Hana KRAKOVSKA 4 G Grosslingova, Bratislava 000500 5
Kristina PRESINSKA 3 G Parovska, Nitra 000500 5
Martin RAPAVY 4 G Alejova, Kosice 010301 5

36. Lukas SADLEK 3 G J.M. Hurbana, Cadca 000400 4

37. Matej KRALIK 3 G Jura Hronca, Bratislava 000300 3

38. Jozef LUKAC 4 G L. Stockela, Bardejov 000200 2

39. Jozef BUCKO 3 G P.de Coubertina, Piestany 000100 1

Uspesnost jednotlivych tloh je zaznamenané v tabulke.

Pocet Spolu Cislo tlohy

bodov 1. 2. 3. 4. 9. 6.
7 bodov | 35 8 4 6 | 12 | 3 2
6 bodov| 11 1 0 0 7 0 3
5 bodov | 18 5 1 1 (11| 0 0
4 body 6 2 1 0 3 0 0
3 body 10 1 7 0 2 0 0
2 body 3 1 0 1 1 0 0
1 bod 34 6 8 0 1 2 |17
0 bodov| 117 | 15 | 18 | 31 | 2 | 34 | 17
Priemer | 2,12 |2,72|1,69|1,265,18]0,59 | 1,26

Krajské kola
7Z prislusného kraja a v prislusnej kategorii A, B, C a Z9 st uvedeni vSetci, resp. aspon

prvych 10 uspesnych riesitelov.

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

1. BUI Truc Lam 3 Gymnézium Grosslingova
2. Zhen Ning David LIU 3 Gymnézium Jura Hronca
3. Zuzana FRANKOVSKA 2 Gymnéazium Grosslingova
Simon JURINA 4 Gymnézium Grosslingova,
Hana KRAKOVSKA 4 Gymnézium Grosslingova
6. Irena BACINSKA 4 SpMNDaG Skalicka

Ondrej BOHDAL 3 Gymnazium Jura Hronca



VYSLEDKY

Matej KRALIK
Mério LIPOVSKY
Samuel SUCIK

3 Gymnéazium Jura Hronca
4 Gymnézium Jura Hronca
3 Gymnéazium Jura Hronca

KATEGORIA B

N Otk W

N

Zuzana FRANKOVSKA
Juraj HALABRIN
Simona VESELA
Marek MURIN
Martin GAZO
Arthur PETRAS
Juraj BODIK

Adam SKRLEC
Matej CHOMA
Jakub Jozef KOJDA
Daniel LISY

Juraj MAJEK

Jakub SMAHOVSKY

Juraj HALABRIN
Samuel KARABA

. Alexander MACINSKY

Kristian RIGASZ

Magdaléna BECKOVA
Samuel KARABA

D4vid MISIAK

Barbara PULMANNOVA
Marco SAMUEL FABUS
Juraj OLEJAR

Maria PAPRSKAROVA
Pavol KEBIS

Lucia KRAJCOVIECHOVA

Sara KUTKOVA

Gymnazium Grosslingova
Gymnéazium Jura Hronca
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Jura Hronca
SpMNDaG Skalicka,

SpMNDaG Skalicka,

Gymnézium Grosslingova
Gymnézium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova

Cambridge International School

Gymnézium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Pezinok

KATEGORIA C

Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Jura Hronca
Gymnézium Jura Hronca

KATEGORIA Z9

Gymnézium Jura Hronca
Gymnézium Jura Hronca
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnézium Malacky

Gymnézium L. Novomeského
Spojené skola sv. Frantiska z Assisi

Gymnéazium Pezinok
Gymnéazium Jura Hronca
Gymnézium Grosslingova
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Samuel HORVATH
Tamés BALOGH
David BUGAR
Ludmila SIMKOVA
Kristina PRESINSKA
Roman KLUVANEC
Adam MARKO
Stefan STANKO
Toméas SARAI

. Viktor DOLNIK

Roébert OROSZ

Mihaly KOTIERS
Taméas VARGA

Tomés DANIS

Tamara BARUSOVA
Michal PORUBSKY
Peter BABKA

Gergely BUKOVSZKY
Tomas KVASSAY
Peter TRUBACIK

Taméas PIVODA
Arpad TARICS

Matej MACAK
Simona ORAVECOVA
Géza CSENGER

Kata FODOR

Zoltan ANDRUSKO
Gyorgy BARATH
Mark RANCSO

Matej NOVAK

Linda VALKOVICOVA

Kraj Nitra

KATEGORIA A

4 Gymnézium Péarovska, Nitra

4 Gymnézium P. Pdzmana, Nové Zamky

3 Gymnéazium H. Selyeho, Komérno
4 Gymnazium Parovska, Nitra

3 Gymnéazium Parovska, Nitra

3 Gymnézium Parovska, Nitra

4 Gymnézium H. Selyeho, Komarno
3 Gymnazium A. Vrabla, Levice

3 Gymnézium H. Selyeho, Komarno
3 Gymnézium A. Vrabla, Levice

4 Gymnézium H. Selyeho, Komarno

KATEGORIA B

Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Spojena skola Nové Zamky
Gymnazium Parovska, Nitra

Gymnazium sv. Cyrila a Metoda, Nitra

Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnézium H. Selyeho, Koméarno
Gymnézium J. Krala, Zlaté Moravce
Gymnazium Parovska, Nitra

KATEGORIA C

Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnézium A. Vrabla, Levice
Gymnézium L. J. Suleka, Koméarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
SPS Komérno

Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium Golianova, Nitra
Gymnazium Vrable



A el

VYSLEDKY

KATEGORIA Z9

. Raména LEVAI ZS Marcelova,
Déavid MACEJKO ZS s VJM, Sokolce
Jarmila SIMKOVA Gymnézium Parovské, Nitra
Akos ZAHORSKY ZS L. Pongracza s VJM, Sahy

. Filip CERMAK Gymnazium Golianova, Nitra
Daniel MAGULA Piaristické gymn. sv. J. Kalazanského, Nitra
Alan MARKO Gymnéazium M. R. Stefanika, Nové Zamky
Tomas SVIHORIK Gymnazium Parovska, Nitra

. Déra CZIBOROVA ZS Prace, Komérno

. Lili EDES Spojené cirk. skola Marianum, Koméarno

Kraj Trnava

KATEGORIA A

. Ondrej BINOVSKY 3 Gymnazium A. Merici, Trnava

. David FODOR 3 Gymnazium A.Vambéryho, D. Streda
Tamés ROZSA 3 Stkr. gymnazium s VJM, D. Streda
Alexander TURAN 3 Gymnézium P.de Coubertina, Piestany

. Zsolt BOGNAR 3 Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
Jozef BUCKO 3 Gymnazium P.de Coubertina, Piestany
Samuel KERN 3 Gymnézium J. Hollého, Trnava
Emese SAHA 4 Stkr. gymnéazium s VJM, D. Streda

. Gabor KRALIK 3 Gymnazium Z.Kodalya, Galanta

KATEGORIA B

Pal SOMOGYI Gymnézium I. Madacha s VJM, Samorin
Erzsébet TOTH Sukr. gymnazium s VJM, D. Streda
Adam LUKOVICS Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
Dominika DUROVCIKOVA Gymnazium I. Kupca, Hlohovec

Matej BENKO Gymnéazium P. de Coubertina, Piestany
Roman SOBKULIAK Gymnazium I. Kupca, Hlohovec

KATEGORIA C

. Adam BAJCZAR Sukr. gymnazium s VJM, D. Streda
Gergely LENGYEL Stukr. gymnazium s VJM, D. Streda
Martin MAJTAN Gymnéazium P.de Coubertina, Piestany
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Péter OLLOS

. Juraj MECIR

Jan VAVRO

Bence BANKI

Ern6 MOLNAR
Kristéf NOGELY
Maté PSZOTA
Tomas SASIK
Laura BARCZIOVA
Bence KIS LAZAR
Anna MARKO
Nikolas MESZAROS
Barnabas MOROCZ

Jozef RAJNIK
Filip POKRYVKA
Michal KORBELA

Nina HRONKOVICOVA

Filip AYAZI
Adam MECIAR
Jaromir MIKULEC

Lukas KOTLABA
Lubica JANCOVA
Milan ZONGOR

Jin HUNAK
Lenka VRABLOVA

. Méria RAJNIKOVA

Méaria VRONKOVA

Gymnéazium A. Vambéryho, D. Streda
Gymnézium P.de Coubertina, Piestany
Gymnazium J. Hollého, Trnava

KATEGORIA Z9

ZS A.Vambéryho s VIM, D. Streda

7S M. Kéczana s VIM, Cilizska Radvaii
ZS 1. Széchenyiho s VIM, Horné Saliby
ZS B.Bartéka s VJM, Velky Meder

ZS Vanéurova, Trnava,

Gymnazium J. Matasku, Galanta
Reformovana ZS, Dolny Stal

ZS 1. Széchenyiho s VJM, Horné Saliby
ZS Komenského, Gabéikovo

ZS Jahodna

Kraj Trencin

KATEGORIA A

4 Gymnézium L. Stara, Trenéin

4 Gymnézium J. Jesenského, Banovce n. Bebr.
4 Gymnazium J. Jesenského, Banovce n. Bebr.
3 Gymnézium Partizanske

3 Gymnéazium L. Stara, Trencin

3 Gymnéazium V. B. Nedozerského, Prievidza
3 Gymnazium sv. Jozefa, Nové Mesto n. V.

KATEGORIA B

Gymnéazium L. Sttra, Trenéin
Gymnézium L. Stira, Trenéin
Gymnézium L. Sttra, Trenéin

KATEGORIA C

Gymnézium L. Sttra, Trenéin
Gymnazium 1. maja, Pichov
Gymnéazium L. Sttra, Trenéin
Gymnéazium Dubnica nad Vahom
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Paulina PODSKUBOVA
Marek BORIK

Zdenko CEPAN

Samuel MATLOVIC

Jakub JESIK

Marcel ZVERBIK
Matej KURTIN

Alba M. HERNANDEZ
Martin BAKOS

Peter KOSTAL

VYSLEDKY 15

Gymnézium L. Sttra, Trenéin

Gymnazium J. Jesenského, Banovce n. Bebr.
Gymnazium Partizanske

Gymnézium Dubnica nad Vahom

KATEGORIA Z9

ZS Dolna Marikova

ZS Bezrucova, Trenéin

7S Mladeznicka, Ptchov

ZS Dlhé Hony, Trencin
Gymnazium Povazska Bystrica

ZS Skolska, Banovce nad Bebravou

Jana Viktéria KOVACIKOVA Gymnéazium Dubnica nad VAhom

Jin PAVLECH
Stefan SCHINDLER
Tomés VAKOS

Luk4s SADLEK
Samuel SLADEK
Miroslav PSOTA
Peter SUKENIK
Michaela SANTROVA
Ivona HRIVOVA

Samuel SLADEK
Michal SLADECEK
Peter SUKENIK
Adam KRAL

Patrik LAMOS
Filip KULLA
Martin PIALA

ZS sv. Jozefa, Nové Mesto nad Vahom
ZS Stara Tura
ZS Dlhé Hony, Trenéin

Kraj Zilina
KATEGORIA A

3 Gymnéazium J. M. Hurbana, Cadca

2 Gymnézium A. Bernoldka, Namestovo
4 Gymnézium Hlinska, Zilina,

2 Gymnéazium Varsavska, Zilina

3 Gymnézium M. Hattalu, Trstena

4 Gymnézium Velka okruzna, Zilina

KATEGORIA B

Gymnéazium A. Bernoldka, Namestovo
Gymnéazium Varsavska, Zilina
Gymnézium Varsavska, Zilina
Gymnéazium Varsavska, Zilina

KATEGORIA C

Gymnéazium Velkéa okruzna, Zilina
Bilingvalne gymnazium M. Hodzu, Sucany
Gymnéazium Velk4 okruzn4, Zilina
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63. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Marek SKLENKA Bilingvalne gymnézium M. Hodzu, Sucany
Rébert DRUSKA Gymnéazium Ruzomberok

Matej JURCIK Gymnazium V. Paulinyho-Tétha, Martin
Erik WETTER Bilingvalne gymnézium M. Hodzu, Sucany
Milan SNAPKO Gymnazium M. Hattalu, Trstend

Martin BAZGER Gymnazium Turzovka

Tomas MUCHA Gymnéazium Velka okruzna, Zilina

Petra POLAKOVA Gymnézium Hlinska, Zilina

KATEGORIA Z9

Kristina SZABOVA Gymnéazium Varsavska, Zilina

Michal SANDANUS Bilingvalne gymnazium T.Ruzic¢ku, Zilina
Filip SUSKA ZS Slneéna, Namestovo

Maximilidn MOLNAR Ev. gymnézium J. Tranovského, Lipt. Mikulas
Katarina STUDENICOVA ZS P.Skrabéaka, D. Kubin

Samuel BABIC ZS Cs. brigady, Lipt. Mikulas

Michal KYSELICA Cirk. ZS R. Zaymusa, Zilina

Samuel SKODA Gymnézium Varsavska, Zilina

Martin MISKOVSKY Cirk. ZS R. Zaymusa, Zilina

Eva MORESOVA Gymnéazium Varsavska, Zilina

Kraj Banska Bystrica

KATEGORIA A

Matus HALAJ 4 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Emanuel TESAR 2 Gymnézium B. S.-Timravy, Lucenec
Adam KNAZE 3 Gymnéazium J. Chalupku, Brezno

KATEGORIA B

Pavol ZATKO Gymnézium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Bence BIAL Gymnéazium Filakovo

Emanuel TESAR Gymnazium B. S.-Timravy, Lucenec
Tomas TEREM Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Milan KUBALA Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica

Samuel SCHNEIDER Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
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VYSLEDKY

KATEGORIA C

Jozef LIPTAK Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Matyas PELLE Gymnazium I. Kraska, Rimavska Sobota
Lubica HLADKA Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Adam DOBROVIC Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica

Tomas KANCKO Gymnéazium L. Sttra, Zvolen

KATEGORIA Z9

Maros GREGO

Anna VOSKAROVA
Samuel ARPAS
Luboslav HALAMA
Matas SECI

Branislav SCHWARZ

. Kristina KOZELEKOVA
Marek SPITALSKY

. Méaria MOJSOVA
Richard NAGY

ZS Dumbierska, B. Bystrica

ZS Radvanska, B. Bystrica

ZS SSV, B. Bystrica

ZS M. B. Funtika, Ocova

ZS M. R. Stefanika, Lucenec

ZS SSV, B. Bystrica

ZS Badin

ZS Dumbierska, B. Bystrica

Kat. gymnazium S. Moyzesa, B. Bystrica
ZS B. Balassiho, Vinica

Kraj Kosice

KATEGORIA A

Jakub DARGAJ
Patrik BAK

Miroslav STANKOVIC
Martin RAPAVY
Katarina KRAJCIOVA
Henrieta MICHELOVA
Matis PORAZIK
Tom4s KEKENAK
Marko PUZA

Roman STANO
Alexander TENAI

Henrieta MICHELOVA
Kristina MISLANOVA

4 Gymnézium Postova, Kosice
3 Gymnézium Sobrance

4 Gymnazium Postova, Kosice
4 Gymnéazium Alejova, Kosice
3 Gymnéazium Alejova, KoSice
2 Gymnézium Alejova, Kosice
4 Gymnazium Alejova, Kosice
2 Gymnézium S. Maraiho, Kosice
4 Gymnazium Postova, Kosice
3 Gymnazium Postova, Kosice
3 Gymnézium Postova, Kosice

KATEGORIA B

Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
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Michaela BREZINOVA
Tomas KEKENAK
Zaneta SEMANISINOVA
Patrik LENART

Petra PLSKOVA

Martin BOSAK

René Michal CEHLAR
Viktor PRISTAS

Pavol DROTAR
Jakub MACH
Pavol PETRUS
Juraj MICKO

. Jakub GENCI

Zoltan HANESZ
Ivan GREGA
Samuel KRAJCI
Martin SPISAK
Adam URBAN

. Jan GERCAK

Samuel KRAJCI
Martin MASRNA
Jakub POHLY

Anna KOTELESOVA
Rudolf LUKAC

Peter ONDUS

Nikola SVETOZAROV
Rastislav SPAKOVSKY
Sara BELEJOVA
Viktéria BREZINOVA
Frantisek KATONA
Marek KOMAN

Gymnézium Trebisov
Gymnazium S. Maraiho, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Park mladeze, Kosice
Gymnézium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium S. Maraiho, KoSice

KATEGORIA C

Gymnazium Postova, Kosice
Gymnézium Postova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Ev. gymnéazium J. A. Komenského, Kosice
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice

KATEGORIA Z9

Gymnézium Javorova, Spisskd Nova Ves
Gymnéazium Alejova, Kosice

ZS Krosnianska, Kogice

ZS Grundschule, Gelnica

7S Bruselska, Kosice

Gymnazium Opatovska, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice

ZS Krosnianska, Kogice

7S Tomésikova, Kogice

ZS Svermova, Michalovce
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnazium sv. E. Steinovej, KoSice
Gymnazium Alejova, Kosice
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Eduard BATMENDIJN
Dominik GRIGLAK
Jozef LUKAC

Marek BIROS

Jaroslav HOFIERKA
Peter JEVCAK

Maros POLOVKA
Martin SIPKA

Slavomir HANZELY
Rébert KLUCAR
Samuel STASKO
Samuel MOLCAN
Anténia IHNATOVA
David JAVORSKY
Jakub SEVCIK
Katarina SIMKOVA

Miroslava BARANOVA
Martin PASEN
Angelika FEDAKOVA
Daniel AZZAM

Oliver PITONAK
Patrik PROKOP
Alexander KLING
Jakub KOLSOVSKY

. Peter BELCAK

Karol GRILLING
Katarina KULKOVA
Natalia CESANKOVA
Matej HOCKICKO

VYSLEDKY 19
Kraj Presov

KATEGORIA A

3 Cirk. gymnéazium sv. Mikulasa, St. Lubovia
4 Gymnézium P. O. Hviezdoslava, Kezmarok
4 Gymnézium L. Stockela, Bardejov

3 Gymnézium J. A. Raymana, Presov

4 Gymnazium J. A. Raymana, Presov

3 Gymnazium arm. gen. L. Svobodu, Humenné
4 Gymnézium Kukucinova, Poprad

4 Gymnazium P. O. Hviezdoslava, Kezmarok

KATEGORIA B

Gymnézium J. A. Raymana, Presov
Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium arm. gen. L. Svobodu, Humenné
Gymnézium P. O. Hviezdoslava, Kezmarok
Gymnazium Kukucinova, Poprad
Gymnazium J. A. Raymana, Presov

KATEGORIA C

Gymnazium D. Tatarku, Poprad

Gymnéazium J. A. Raymana, Presov

Cirk. gymnazium sv. Mikulasa, Stard Luboviia
Gymnazium D. Tatarku, Poprad

Gymnazium D. Tatarku, Poprad

Gymnazium L. Stockela, Bardejov
Gymnéazium D. Tatarku, Poprad

Stukr. gymnazium Presov

KATEGORIA Z9

7S Hrndéiarska, Humenné

Gymnazium D. Tatarku, Poprad

ZS Drienov

ZS Hviezdoslavova, Lipany

Gymnézium sv. Frantiska Assiského, Levoca
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Rébert KARPIEL
Jan SLANINKA

. Miriam FABIANOVA

Benedikt FETKO

Silvia KOSTAROVA
Jakub LUKACIN
Zuzana POKLEMBOVA

Gymn. a ZS sv. Cyrila a Metoda, Humenné
Cirk. ZS sv. Jana Krstitela, Sabinov

Cirk. gymn. sv. Frantiska z Assisi, Vranov n. T.
ZS Kapusany

ZS Komenského, Bardejov

ZS J. Svermu, Humenné

Gymnazium sv. Mikulasa, Presov



Zadania sutaznych ualoh

KATEGORIA Z5

Z5-1-1

Medzi dvoma tyCami je napnutd $nara dlhé 3,8m, na ktort chce mamicka zavesit
vypraté vreckovky. Vsetky vreckovky maja tvar Stvorca so stranou 40 cm. Na Snure
vSak uz visia dve vreckovky rovnakého tvaru od susedky a tie chce mamicka nechat
na svojich miestach. Pritom Tavy roh jednej z tychto vreckoviek je 60 cm od Tavej tyce
a Tavy roh tej druhej je 1,3 m od pravej tyce. Kolko najviac vreckoviek moze mamicka na
snuru zavesit? Vreckovky sa veSaju natiahnuté za dva susedné rohy tak, aby sa ziadne
dve neprekryvali. (Martin Mach)

Z5—-1—-2

Vojto ma dve rovnaké sklicka tvaru rovnostranného trojuholnika, ktoré sa lisia iba
svojou farbou — jedno je ¢ervené, druhé modré. Ked sa sklicka polozia cez seba, vznikne
utvar fialovej farby. Uvedte priklad prekryvania skli¢ok, pri ktorom mohol Vojto dostat:

a) fialovy trojuholnik,
b)

c) fialovy pétuholnik,

d) fialovy Sestuholnik. (Erika Novotna)

fialovy stvoruholnik,

Z5—-1-3

Palindrém je také ¢islo, ktoré je rovnaké, ¢i uz ho ¢itame spredu alebo zozadu. (Napr.
¢islo 1881 je palindrém.) Najdite taky dvojciferny a trojciferny palindrém, aby ich stcet
bol Stvorciferny palindrém. (Marta Volfova)

Z5—-1-4

Eve sa pacia ¢isla delitelné siestimi, Zdenke ¢isla obsahujice aspon jednu Sestku a Jane
¢isla, ktorych ciferny sucet je 6.

a) Ktoré dvojciferné ¢isla sa pacia vSetkym trom dievéatam?

b) Ktoré dvojciferné ¢isla sa pacia prave dvom dievéatam? (Michaela Petrova)
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Z5 —-1-5

Doplnte do prazdnych krizkov na obr. 1 prirodzené ¢isla tak, aby stcet ¢isel na kazdej
strane trojuholnika bol rovnaky a aby stcet vsetkych Siestich ¢isel bol 100.

(Libor Simtinek)

Obr. 1

Z5-1-6
Recepcéné v hoteli si vykladala karty a dostala nasledujicu postupnost:
5,9, 2,7, 3,6, 8, 4.

Presunula dve susedné karty na iné miesto tak, Ze tato dvojica opit susedila, a to
v rovnakom poradi. Tento krok urobila celkom trikrat, kym neboli karty usporiadané
vzostupne podla svojej hodnoty. Zistite, ako recepéna postupovala. (Libuse Hozova)

Z5—-11-1

Na kraji cesty je za sebou niekolko rovnako dlhych parkovacich miest. Jeden autobus
stal na piatom az siedmom mieste zlava, druhy autobus zaberal 6sme az desiate miesto
sprava, inak bolo parkovisko prazdne. Neskor tu zaparkovali dalSie Styri autobusy
a ziadny dal$i autobus uz sa na parkovisko nezmestil. Urcte, kolko najviac parkovacich
miest mohlo byt na parkovisku, ak kazdy autobus zabera presne tri parkovacie miesta.

(Eva Patakova)

Z5 — 11 — 2
Lubos rozdelil obdiZnik jednou ¢arou na dva mensie obdlzniky. Obvod velkého obdlz-

nika je 76 cm, obvody mensich obdlZnikov st 40 cm a 52cm. Uréte rozmery velkého

obdlznika. (Libor Simiinek)

Z5—-11-3

Juraj a Peter spustili stopky a niekedy v priebehu prvych 15 sekiind od spustenia
kazdy z nich zacal tlieskat. Juraj po svojom prvom tlesknuti tlieskal pravidelne kazdych
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7 sektund, Peter po svojom prvom tlesknuti tlieskal pravidelne kazdych 13 sektnd.
V 90. sekunde tleskli obaja naraz. Uréte vSetky moznosti, kedy mohol zacat tlieskat
Juraj a kedy Peter. (Lenka Dedkova)

KATEGORIA Z6

Z6 - 1-1

V tovarni na vyrobu plysovych hraciek maji dva stroje. Prvy vyrobi styroch zajacov za
rovnaky ¢as, za ktory vyrobi druhy pét medvedov. Aby bolo ich ovlddanie jednoduchsie,
oba stroje sa spustaju a vypinaji naraz spoloénym vypina¢om. NavySe su stroje nasta-
vené tak, ze prvy po spusteni najskor vyrobi troch ruzovych zajacov, potom jedného
modrého, potom zasa troch ruzovych atd. Druhy po spusteni najskor vyrobi Styroch
modrych medvedov, potom jedného ruzového, potom opéif Styroch modrych atd. Po
istom case bolo na tychto dvoch strojoch vyrobenych celkom 220 modrych hraciek.
Kolko bolo vtedy vyrobenych ruzovych zajacov? (Michaela Petrova)

Z6 — 1 — 2
Juro, Migo, Peter, Filip a Samo skdkali do dialky. Samo skod¢il 135cm, Peter skocil
o 4cm viac ako Juro, Juro o 6 cm menej ako MiSo a Miso o 7cm menej ako Filip.

Navyse Filipov skok bol presne v polovici medzi Petrovym a Samovym. Zistite, kolko
cm sko¢ili jednotlivi chlapci. (Monika Dillingerova)

Z6 - 1-3

Kolko musime napisat cifier, ak chceme vypisat vSetky prirodzené ¢isla od 1 do 20137
(Marta Volfova)

Z6 - 1—-4

Spravne vyplnend tabulka na obr.2 mé obsahovat Sest prirodzenych déisel, pricom
v kazdom sivom policku mé byt stucet ¢isel z dvoch bielych poli¢ok, ktoré s nim susedia.

Obr. 2

Urcte ¢isla spravne vyplnenej tabulky, ak viete, Ze sucet prvych dvoch ¢isel zlava je 33,
sucet prvych dvoch cisel sprava je 28 a stcet vsetkych Siestich ¢isel je 64.
(Libor Simiinek)
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Z6 —1-5

Adam dostal od deda drevené kocky. Vsetky boli rovnaké a mali hranu dlht 4 cm.
Rozhodol sa, Ze z nich bude stavat kominy, a to také:
e aby boli pouzité vSetky kocky,
e aby komin pri pohlade zhora vyzeral ako ,duty obdlznik“ alebo ,duty Stvorec“
ohrani¢eny jednym radom kociek (podobne ako na obr. 3),
e aby ani v najvyssej vrstve ziadna kocka nechybala.

Obr. 3

Adam zistil, Ze komin vysoky 16 cm, 20 cm aj 24 cm sa podla tychto pravidiel uréite dé
z jeho kociek postavit.
a) Aky najmensi pocet kociek mohol Adam dostat od deda?
b) Aky vysoky je najvyssi komin, ktory moze Adam s tymto najmensim poctom
kociek postavit podla uvedenych pravidiel? (Michaela Petrova)

26 -1—-6

Na obr. 4 je siet zlozena z 20 zhodnych obdlznikov, do ktorej sme zakreslili tri Gtvary
a vyfarbili ich. ObdlZnik oznaceny pismenom A a Sestuholnik oznaceny pismenom B
maju zhodné obvody, a to 56 cm. Vypocitajte obvod tretieho utvaru oznaceného pis-
menom C'. (Libor Simtinek)

A

Obr. 4

Z6 - 11 -1

Ked kracame pozdlz plota zo severu na juh, st rozstupy medzi jeho stipikmi zoza¢iatku
zhodné. Od uréitého stlpika sa rozstup zmensi na 2,9 metra a taky zostava aZz po
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juzny koniec plota. Medzi 1. a 16. stlpikom (poéitané od severu) sa rozstupy nemenia
a vzdialenost medzi tymito dvoma stipikmi je 48 metrov. Vzdialenost medzi 16. a 28.
stipikom je 36 metrov. Kolky stipik mé od svojich susednych stipikov rézne rozstupy?

(Libor Simiinek)

Z6 — 11 — 2

Ivana, Majka, Lucka, Sasa a Zuzka pretekali v ¢itani tej istej knihy. Za jednu hodinu
stihla Lucka precitat 32 stran, ¢o bolo presne v strede medzi poc¢tami stran, ktoré stihli
preéitat SaSa a Zuzka. Ivana precitala o 5 stran viac ako Zuzka a Majka precitala
o 8 stran menej ako Sasa. Ivanin vysledok bol presne v strede medzi Majkinym a Zuz-
kinym. Uréte, kolko stran precitali jednotlivé dievéata. (Monika Dillingerova)

Z6 — 11 - 3

Na obr. 5 je znazornenych niekolko pravouholnikov s niekolkymi spoloé¢nymi vrcholmi.
Ich dlzky stran zapisané v centimetroch st celé ¢isla. Obsah pravouholnika DRAK je
rovny 44 cm?, obsah pravouholnika DUPE je rovny 64cm? a obsah mnohouholnika
DUPLAK je rovny 92 cm?. Uréte dizky stran mnohouholnika DUPLAK.

(Monika Dillingerova)

K A

E L P

D R U
Obr.5

KATEGORIA ZT7

Z7-1-1

Na lavicke v parku sedia vedla seba Anicka, Barborka, Cilka, Dominik a Edo. Anicka
mé 4 roky, Edo ma 10 rokov, suc¢in vekov Anicky, Barborky a Cilky je 140, sticin vekov
Barborky, Cilky a Dominika je 280 a su¢in vekov Cilky, Dominika a Eda je 560. Kolko
rokov ma Cilka? (Libuse Hozova)
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727 —-1-2

K starej mame prisli na prazdniny vnuci — pédt rozne starych bratov. Stard mama im
povedala, Ze pre nich méa celkom 60 € ako vreckové, ktoré si maju rozdelit tak, aby:
e najstarsi dostal najviac,
e kazdy mladsi dostal o urcitu ¢iastku menej ako jeho starsi vekom najblizsi staro-
denec,
e tato Ciastka bola stale rovnaka,
e najmladsi dostal sumu, ktora sa da vyplatit v jednoeurovkach a ktora nie je mensia

.....

Urcte vSetky moznosti, ako si mohli vnuci vreckové rozdelit. (Marta Volfova)

27 -1-3

Juro, MiSo, Peter, Filip a Samo skakali do dialky. Samo skocil 135cm, Peter skocil
0 4cm viac ako Juro a Miso o 7cm menej ako Filip. Navyse Filipov skok bol presne
v polovici medzi tym Petrovym a Samovym a najkrat$i skok meral 127 cm. Zistite, kolko
cm skod¢ili jednotlivi chlapci. (Monika Dillingerova)

Z7—-1-4

V hostinci U troch prasiatok obsluhuju Pasik, Rasik a Sasik. Pasik je necestny, takze
kazdému hostovi pripocita k celkovej cene 6 grajciarov. Rasik je poctivec, kazdému
vyucétuje presne to, ¢o zjedol a vypil. Sasik je dobrak, takze kazdému hostovi da zlavu
z celkovej ceny vo vyske 20%. Prasiatka sa na seba tak podobaji, ze ziadny host
nepozna, ktoré prave obsluhuje. Koza Lujza zasla v pondelok, v utorok aj v stredu
do tohto hostinca na ¢ucoriedkovii buchtu. Napriek tomu, ze vedela, ze v pondelok bol
Rasik chory a neobsluhoval, utratila za svoju pondelkov1, utorkova aj stredajsiu buchtu
dokopy rovnako, ako keby ju vzdy obsluhoval Rasik. Kolko grajciarov uc¢tuje Rasik za
jednu ¢ucoriedkovii buchtu? Najdite vSetky moznosti. (Ceny uvadzané v jedalnom listku
sa v tieto dni nemenili.) (Michaela Petrova)

27 -1-5

Mamicka deli ¢okoladu, ktord mé 6 x 4 rovnakych dielikov, svojim trom detom. Ako
modze mamicka ¢okoladu rozdelit na préve tri ¢asti s rovnakym obsahom tak, aby jeden
utvar bol trojuholnik, jeden Stvoruholnik a jeden p#fuholnik? (Erika Novotna)

27 -1-6

Ked Cézar stoji na psej bude a Dunco na zemi, je Cézar o 70cm vyssi ako Dunco.
Ked Dunco stoji na psej bude a Cézar na zemi, je Dunc¢o o 90 cm vyssi ako Cézar. Aka
vysoké je psia buda? (Libuse Hozova)
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77 -1I—-1

Tabulka na obr.6 méa obsahovat sedem prirodzenych ¢isel, pricom v kazdom sivom
policku ma byt stéin ¢isel z dvoch bielych poli¢ok, ktoré s nim susedia. Cisla v bielych
polickach st navzajom rézne a sucin ¢isel v sivych polickach je rovny 525. Aky je sucet
¢isel v sivych polickach? Najdite vSetky moznosti. (Eva Patakova)

Z7 — 11 -2

Ivana, Majka, Lucka, Sasa a Zuzka pretekali v ¢itani tej istej knihy. Za jednu hodinu
stihla Lucka precitat 32 stran, ¢o bolo presne v strede medzi poctami stran, ktoré
stihli precitat Sasa a Zuzka. Ivana precitala o 5 stran viac ako Zuzka a Majka precitala
o 8 stran menej ako Saga. Ziadne dve dievéata nepreéitali rovnaky pocet stran a najhorsi
vysledok bol 27 stran. Urcte, kolko stran precitali jednotlivé dievéata.

(Monika Dillingerova)

Z7—-11-3

Po néraze kamienka praskla sklenend tabula tak, Ze vznikli $tyri mensie trojuholniky
so spolo¢nym vrcholom v mieste narazu. Pritom plati, ze:

e sklenens tabula mala tvar obdlznika, ktory bol 8 dm $iroky a 6 dm vysoky,

e trojuholnik vlavo mal dvakrat mensi obsah ako trojuholnik dole.
Uréte vzdialenosti bodu narazu od stran obdlznika. (Erika Novotna)

KATEGORIA Z8

Z8 -1-1

Po okruznej linke v meste ide elektricka, v ktorej je 300 cestujucich. Na kazdej zastavke
sa odohra jedna z nasledujtcich situéacii:

e ak je v elektricke aspon 7 cestujucich, tak ich 7 vystupi,

e ak je v elektricke menej ako 7 cestujucich, tak 5 novych cestujacich pristipi.
Vysvetlite, preco v istom okamihu v elektricke neostane ziadny cestujuci. Potom zistite,
kolko by malo byt na zaciatku v elektricke cestujucich, aby sa elektri¢ka nikdy nevy-
prazdnila. (Jan Mazak)
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Z8 — 1 -2

Mamicka deli ¢okoladu, ktord méa 6 x 4 rovnakych dielikov, svojim Styrom detom. Ako
moze mamicka ¢okoladu rozdelit na prave Styri casti s rovnakym obsahom tak, aby
jeden utvar bol trojuholnik, jeden Stvoruholnik, jeden pafuholnik a jeden Sestuholnik?

(Erika Novotna)

Z8 -1-3

Zmente v kazdom z troch ¢isel jednu cifru tak, aby bol priklad na odc¢itanie bez chyby:
724
-307

188

Najdite vSetky rieSenia. (Michaela Petrova)

Z8 —-1-4

Trojuholniky ABC a DEF st rovnostranné s dlzkou strany 5cm. Tieto trojuholniky
su polozené cez seba tak, aby strany jedného trojuholnika boli rovnobezné so stranami
druhého a aby prienikom tychto dvoch trojuholnikov bol Sestuholnik (na obr. 7 oznaceny
ako GHIJKL). Je mozné uréit obvod dvanastuholnika AGEH BIF JCK DL bez toho,

A
Obr. 7
aby sme poznali presnejsie informacie o polohe trojuholnikov? Ak ano, spocitajte ho;
ak nie, vysvetlite preco. (Eva Patakova)
Z8 —-1-5

Zakaznik privazajuci odpad do zbernych surovin je povinny zastavit naloZenym autom
na vahe a po vykladdke odpadu znova. Rozdiel nameranych hmotnosti tak zodpoveda
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privezenému odpadu. Pat a Mat spravili chybu. Pri vazeni nalozeného auta sa na
vahu priplietol Pat a pri vazeni vylozeného auta sa tam namiesto Pata ocitol Mat.
Vedtci zbernych surovin si tak zaznamenal rozdiel 332kg. Nésledne sa na prazdnu
vahu postavili spolu veduci a Pat, potom samotny Mat a vaha ukazala rozdiel 86 kg.
Dalej sa spolu zvazili vedtci a Mat, potom samotny Pat a vaha ukézala rozdiel 64 kg.
Kolko v skutoénosti vazil privezeny odpad? (Libor Simtinek)

Z8 -1—-6

V dome méme medzi dvoma poschodiami dve rézne schodiskad. Na kazdom z tychto
schodisk su vsSetky schody rovnako vysoké. Jedno zo schodisk mé kazdy schod vysoky
10 cm, druhé mé o 11 schodov menej ako to prvé. Behom diia som isiel patkrat nahor
a pitkrat nadol, pricom som si medzi tymito dvoma schodiskami vyberal nadhodne.
Celkom som na kazdom zo schodisk zdolal rovnaky pocet schodov. Aky je vyskovy
rozdiel medzi poschodiami? (Martin Mach)

Z8 - 11 -1

Angela, Barbora, Jano, Vlado a Matus sutazili v hode papierovym lietadielkom. Kazdy
hédzal raz a stcet dlZok ich hodov bol 41 metrov. Mats hodil najmenej, ¢o bolo 0 90 cm
menej ako hodila Angela, a t4 hodila o 60 cm menej ako Vlado. Jano hodil najdalej
a trafil lietadielkom do pasky oznacujtcej celé metre. Ak by sutazili iba Matus, Vlado
a Angela, priemerné dlzka hodu by bola o 20 cm kratsia. Uréte dlzky hodov vietkjch
menovanych deti. (Lenka Dedkova)

Z8 — 11 — 2

Dany je stvoruholnik ABCD (obr. 8). Bod T3 je taziskom trojuholnika BC' D, bod T5 je
taziskom trojuholnika ABD a body T} a T} lezia na tisecke AC. Dizka tsecky 1175 je
3cm a bod D mé od tsecky AC' vzdialenost 3 cm. Uréte obsah Stvoruholnika ABCD.

(Eva Patakova)

15

Obr. 8
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Z8 — 11 — 3

V meste rekordov a kuriozit postavili pyramidu z kociek. V hornej vrstve je jedna kocka
a pocty kociek v jednotlivych vrstvach sa smerom nadol zvic¢suja vzdy o dve (niekolko
hornych vrstiev stavby je znazornenych na obr.9). Prvé, teda najspodnejsia vrstva ma
¢iernu farbu, druhd sivi, tretia bielu, Stvrtd opét ¢iernu, piata siv, Siesta bielu a takto
sa farby pravidelne striedaju az k hornej vrstve. Uréte, kolko mé pyramida vrstiev, ak
viete, ze ¢iernych kociek je pouzitych o 55 viac ako bielych. (Libor Simiinek)

Obr.9

KATEGORIA Z9

79 -1-1

Peter si mysli dvojciferné ¢islo. Ked toto ¢islo napise dvakrat za sebou, vznikne
stvorciferné ¢islo delitelné deviatimi. Ked to isté ¢islo napiSe trikrat za sebou, vznikne
Sestciferné ¢islo delitelné dsmimi. Zistite, aké ¢islo si moze Peter mysliet.

(Erika Novotna)

79 - 1-2
Dany je rovnoramenny lichobeznik s dizkami strdn |[AB| = 3lcm, |BC| = 26cm
a |[CD| = 11cm. Na strane AB je bod E ur¢eny pomerom vzdialenosti |AE| : |[EB| =
= 3:28. Vypoditajte obvod trojuholnika CDE. (Lenka Dedkova)
729 -1-3

Podlahu tvaru obdlznika so stranami 360cm a 540 cm méame pokryt (bez medzier)
zhodnymi Stvorcovymi dlazdicami. Moézeme si vybrat z dvoch typov stvorcovych dlazdic,
ktorych strany st v pomere 2 : 3. V oboch pripadoch sa da pokryt celd plocha jednym

.....

Urcéte, ako dlhé su strany dlazdic. (Karel Pazourek)
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79 —-1—-4

V pravouholniku AC K st vyznacené dve rovnobezky so susednymi stranami a jedna
uhlopriecka (obr.10). Pritom trojuholniky ABD a GHK st zhodné. Urcte pomer

obsahov pravouholnikov ABFE a FHKJ. (Vojtéch Zadnik)
A B C
D
E u S H
1 J K
Obr. 10
29 -1-5

Eva riesila experimentalnu tlohu Fyzikalnej olympiddy. Dopoludnia od 9:15 robila
v trojminatovych odstupoch 4 merania. Ziskané hodnoty zapisovala do tabulky, ktoru
si pripravila v pocitaci:

hodin minut | hodnota
9 15
9 18
9 21
9 24

Popoludni v experimente pokracovala. Tentoraz urobila v trojmintatovych odstupoch
9 merani a hodnoty zapisovala do podobnej tabulky. Omylom do pocéitac¢a zadala, aby sa
zobrazil sicet deviatich ¢isel z prostredného stipca. Tento zbytoény vipocet vysiel 258.
Ktoré ¢isla boli v danom stipci? (Libor Simtinek)

Z9 -1-6

V hostinci U troch prasiatok obsluhuju Pasik, Rasik a Sasik. Pasik je necestny, takze
kazdému hostovi pripocita k celkovej cene 10 grajciarov. Rasik je poctivec, kazdému
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vyucétuje presne to, ¢o zjedol a vypil. Sasik je dobrak, takze kazdému hostovi da zlavu
z celkovej ceny vo vyske 20%. Prasiatka sa na seba tak podobaji, ze ziadny host
nepoznd, ktoré prave obsluhuje. Bardnok Vendelin si v pondelok objednal tri kolaciky
a dzbanok dzusu a zaplatil za to 56 grajciarov. Bol spokojny, takze hned v utorok zjedol
pit kolacikov, vypil k nim tri dzbanky dztasu a platil 104 grajciarov. V stredu zjedol
osem kolacikov, vypil styri dzbanky dztsu a zaplatil 112 grajciarov.

a) Kto obsluhoval Vendelina v pondelok, kto v utorok a kto v stredu?

b) Kolko grajciarov tctuje Rasik za jeden kolacik a kolko za jeden dzbanok dzusu?
(Vsetky kolaciky st rovnaké, rovnako tak vSetky dzbanky dzasu. Ceny uvadzané v je-
dalnom listku sa v uvedenych dnoch nemenili.) (Michaela Petrova)

Z9 - 11 -1

Jana mala za domécu ulohu vypocitat saéin dvoch Sestcifernych ¢isel. Pri prepisovani
druhého z nich z tabule zabudla odpisat jednu cifru a tak namiesto celého Sestciferného
¢isla napisala iba pétciferné ¢islo 85522. Ked bola doma, zistila svoj omyl. Pamitala si
vSak, ze ¢islo, ktoré zle odpisala, bolo delitelné tromi. Rozhodla sa, Ze sa pokusi urdcit,
aké mohlo byt povodné ¢islo. Zistite, kolko takych Sestcifernych cisel existuje.
(Monika Dillingerova)

Z9 — 11 — 2

Renata zostrojila lichobeznik PRST so zakladnami PR a ST, v ktorom sui¢asne plati:
e lichobeznik PRST nie je pravouhly,
e trojuholnik T'RP je rovnostranny,
e trojuholnik T'RS' je pravouhly,
e jeden z trojuholnikov TRS a TRP méa obsah 10 cm?.

Urcte obsah druhého z tychto dvoch trojuholnikov; najdite vSetky moznosti.
(Michaela Petrova)

Z9 - 11 -3

Lenka mala papierovy kvietok s 6smimi okvetnymi listkami. Na kazdom listku bola
napisana prave jedna cifra a ziadna z cifier sa na ziadnom inom listku neopakovala.
Ked sa Lenka s kvietkom hrala, uvedomila si niekolko veci:
e 7 kvietka bolo mozné odtrhnut Styri listky tak, Ze sticet na nich napisanych ¢isel
by bol rovnaky ako stcet ¢isel na neodtrhnutych listkoch.
e Tiez bolo mozné odtrhnuf Styri listky tak, Ze sticet na nich napisanych ¢isel by

.....

.....

Urcte, aké cifry mohli byt napisané na okvetnych listkoch. (Erika Novotna)
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79 —1I — 4

V hostinci U temného lesa obsluhuja obrie dvojcata Pravdoslav a Krivomir. Pravdoslav
je poctivy a uctuje vzdy presne, Krivomir je necestny a ku kazdému kolacu a kazdému
dzbanku medoviny vzdy pripocita dva grajciare. Raz tento hostinec navstivilo sedem
trpaslikov, ktori si sadli k dvom stolom. Trpaslici zaplatili za Styri kolace u jedného obra
rovnako vela ako za tri dzbanky medoviny u druhého. Inokedy trpaslici platili za Styri
dzbanky medoviny u Pravdoslava o 21 grajciarov viac ako za tri kolace u Krivomira.
Urcte, kolko stal jeden kola¢ a kolko jeden dzbanok medoviny. VSetky ceny st v celych
grajciaroch a medzi oboma navstevami sa tieto ceny nijako nemenili.

(Michaela Petrova, Monika Dillingerova)

Z9 - 111 -1

Hviezdicky v schéme predstavuju 16 bezprostredne po sebe iducich prirodzenych na-
sobkov ¢isla tri napisanych zlava doprava od najmensSieho po najvic¢si. Pritom éisla
v prvom ramiku maju rovnaky sucet ako cisla v druhom ramiku. Urcte najmensie
z tychto 16 cisel.

(Libor Simtinek)
Z9 — II1 — 2

V rovnostrannom trojuholniku ABC je vpisany rovnostranny trojuholnik DEF. Vr-
choly D, E a F lezia na stranach AB, BC a AC tak, ze strany trojuholnika DEF
st kolmé na strany trojuholnika ABC' (tak ako na obr. 11). Dalej plati, Ze tse¢ka DG
je taznicou v trojuholniku DEF a bod H je priese¢nikom priamok DG a BC. Urcte

pomer obsahov trojuholnikov HGC a DBE. (Eva Patéakova)
C
F
E
A D B
Obr. 11
Z9 - 111 - 3

Danka mala papierovy kvietok s desiatimi okvetnymi listkami. Na kazdom listku bola
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napisand prave jedna cifra a ziadna z cifier sa na ziadnom inom listku neopakovala.
Danka odtrhla dva listky tak, ze sticet ¢isel na zvysnych listkoch bol nasobkom deviatich.
Potom odtrhla dalsie dva listky tak, Ze sucet ¢isel na zvysnych listkoch bol nidsobkom
osmich. Nakoniec odtrhla dalSie dva listky tak, ze stcet ¢isel na zvySnych listkoch bol
nasobkom desiatich. Uréte, aké mohli byt sucty ¢isel po kazdom odtrhavani; najdite
vSetky moznosti. (Erika Novotna)

Z9 - 111 - 4

Styri dievéata hrali na ststredeni niekolko zépasov. Ked s¢itame poéty vyhier dvoch
dievéat dokopy (pre vSetky mozné dvojice dievéat), dostaneme ¢isla 8, 10, 12, 12, 14
a 16. Urcte, kolko vyhier vybojovalo kazdé z dievcat. (Marta Volfova)

KATEGORIA C

C-1-1

Urcte, aktt najmensiu hodnotu moze nadobudat vyraz V = (a —b)? + (b—c)? + (c—a)?,

ak realne ¢isla a, b, ¢ spliiaji dvojicu podmienok

a+3b+c =6,
—a+b—c=2.
(Jaroslav Svréek)
C-1-2

V rovine st dané body A, P, T neleziace na jednej priamke. Zostrojte trojuholnik ABC
tak, aby P bola péta jeho vysky z vrcholu A a T bod dotyku strany AB s kruznicou
jemu vpisanou. Uvedte diskusiu o poéte rieSeni vzhladom na polohu danych bodov.

(Pavel Leischner)

Cislo n je sti¢inom troch roznych prvoéisel. Ak zvii¢sime dve mensie z nich o 1 a najvicsie
ponechdme nezmenené, zviacsi sa ich sicin o 915. Uréte ¢islo n. (Pavel Novotny )

Vo stvorci ABCD ozna¢me K stred strany AB a L stred strany AD. Usecky KD a LC
sa pretinaju v bode M a rozdeluju Stvorec na dva trojuholniky a dva $tvoruholniky.
Vypoditajte ich obsahy, ak tsecka LM mé dlzku 1cm. (Leo Bocek)
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C-1-5
Dokézte, ze pre kazdé neparne prirodzené éislo n je stucet n* + 2n? + 2013 delitelny
¢islom 96. (Jaromir Simsa)
C-1-6

Sachového turnaja sa ztcastnilo 8 hracov a kazdy s kazdym odohral jednu partiu. Za
vitazstvo ziskal hra¢ 1 bod, za remizu pol bodu, za prehru ziadny bod. Na konci turnaja
mali vSetci ii¢astnici roézne pocéty bodov. Hrac¢, ktory skoncil na 2. mieste, ziskal rovnaky
pocet bodov ako posledni Styria dokopy. Urcte vysledok partie medzi 4. a 6. hracom
v celkovom poradi. (Vojtech Balint)

C-S-1

Uréte, aké hodnoty moze nadobtudat vyraz V = ab + be + cd + da, ak reélne ¢isla a, b,
¢, d splhaji dvojicu podmienok

2a — 5b + 2c — bd = 4,
3a+ 4b+ 3¢+ 4d = 6.

(Jaroslav Svréek)

C-S-2

Cisla 1, 2, ..., 10 rozdelte na dve skupiny tak, aby najmensi spoloény nasobok suéinu
vSetkych cisel prvej skupiny a sucinu vsetkych c¢isel druhej skupiny bol ¢o najmensi.
(Jan Mazak)

C-S-3

Dany je trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole C. Stredom I kruZnice troj-
uholniku vpisanej vedieme rovnobezky so stranami C'A a C'B, ktoré pretni preponu
postupne v bodoch X a Y. Dokéazte, ze plati |[AX|? + |BY|? = | XY 2.

(Michal Rolinek)

C-11-1

Najdite vsetky trojice (nie nutne rdznych) cifier a, b, ¢ také, ze pitciferné ¢isla 6abc3
a 3abcb st v pomere 63 : 36. (Jaromir Simsa)
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C-11-2

Sachového turnaja sa zudastnilo 5 hracov a kazdy s kazdym odohral jednu partiu.
Za prvenstvo ziskal hrac¢ 1 bod, za remizu pol bodu, za prehru ziadny bod. Poradie
hracov na turnaji sa ur¢uje podla poc¢tu ziskanych bodov. Jedinym dalsim kritériom
rozhodujtucim o kone¢nom umiestneni hracov v pripade rovnosti bodov je pocet vyhier
(kto ma viac vyhier, je na tom v umiestneni lepsie). Na turnaji ziskali vSetci hraci
rovnaky pocet bodov. Vojto porazil Petra a o prvé miesto sa delil s Tomasom. Ako

dopadla partia medzi Petrom a Martinom? (Martin Pandk)
C-11-3

Pre kladné redlne &isla a, b, ¢ plati ¢ 4+ ab = a? + b%. Dokazte, Ze potom plati aj

c +ab < ac + be. (Michal Rolinek)
C-1I1-4

Dany je konvexny stvoruholnik ABC'D s bodom FE vnutri strany AB tak, ze plati
|{ADE| = |{DEC| = |{ECB)|. Obsahy trojuholnikov AED a CEB st postupne
18 cm? a 8 cm?. Uréte obsah trojuholnika ECD. (Jan Mazak)

KATEGORIA B

B-1-1
Kazdému vrcholu pravidelného 63-uholnika priradime jedno z c¢isel 1 alebo —1. Ku
kazdej jeho strane pripiSeme sucin cisel v jej vrcholoch a vSetky ¢isla pri jednotlivych

stranach sc¢itame. Najdite najmensiu moznu nezaporni hodnotu takého suctu.
(Pavel Calabek)

B-1-2
Urcte vSetky dvojice (z,y) realnych ¢isel, pre ktoré plati nerovnost
1 1 2
@+p(-+2)2(2+2).
Ty
(Jaroslav Svréek)
B-1-3

Nech D je Iubovolny vnutorny bod strany AB trojuholnika ABC. Na polpriamkach
BC a AC zvolme postupne body E a F' tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| = |AF.
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Dokazte, ze body C, E, F' a stred I kruznice vpisanej trojuholniku ABC lezia na jednej
kruznici. (Jaroslav Svréek)

B-1-4

Dana napisala na papier trojciferné cislo, ktoré po deleni siedmimi dava zvysok 2.
Prehodenim prvych dvoch cifier vzniklo trojciferné ¢islo, ktoré po deleni siedmimi dava
zvysok 3. Cislo, ktoré vznikne prehodenim poslednjch dvoch cifier pévodného &isla,
déva po deleni siedmimi zvySok 5. Aky zvySok po deleni siedmimi bude mat ¢islo, ktoré
vznikne prehodenim prvej a poslednej cifry Daninho ¢isla? (Pavel Novotny)

B-1I-5

V rovine st dané body A, T', U tak, ze uhol ATU je tupy. Zostrojte trojuholnik ABC),
v ktorom T, U st postupne body dotyku strany BC' s kruznicou trojuholniku vpisanou
a pripisanou. (Pripisanou kruznicou tu rozumieme kruznicu, ktoré sa okrem strany BC'
dotyka aj polpriamok opac¢nych k polpriamkam BA a C'A.) (Sarka Gergelitsova)

B-1-6
N4jdite najmensie realne &islo 7 také, Ze ty¢ s dizkou 1 mozno rozldmat na Styri casti

dlzky nanajvys r tak, Ze sa zo ziadnych troch tychto ¢asti neda zlozit trojuholnik.
(Jan Mazak)

B-S-1
V obore realnych ¢isel vyrieste rovnicu
oletll _ 92 — 1 4|27 — 1],
(Vojtech Balint)
B-S-2
Mnozina M obsahuje 2014 roznych realnych c¢isel. Stucet kazdych dvoch réznych cisel
z mnoziny M je celé cislo.

a) Rozhodnite, ¢i existuje takd mnozina M, ktord neobsahuje ziadne celé ¢islo.

b) Rozhodnite, ¢i existuje takda mnozina M, ktora obsahuje iraciondlne ¢islo.
(Jan Mazak)

B-S-3

Na priamke a, na ktorej lezi strana BC trojuholnika ABC, st dané body dotyku
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vSetkych troch jemu pripisanych kruznic (body B a C nie st zname). Najdite na tejto
priamke bod dotyku kruZnice vpisane;. (Sérka Gergelitsova)

B-1I-1
V obore realnych ¢isel vyrieste ststavu rovnic

2%+ 6(y + z) = 85,
Y2 4 6(z + x) = 85,
22 +6(x +y) = 85.

(Pavel Novotny)

B-1I-2

Janko napisal na tabulu niekolko roznych prvocisel (aspon tri). Ked séital Tubovolné
dve z nich a tento stcet zmensil o 7, bolo vysledné ¢islo medzi napisanymi. Ktoré c¢isla
mohli na tabuli byt? (Tomas Jurik)

B-1I-3

Nad stranami BC' a AB ostrouhlého trojuholnika ABC st zvonka zostrojené polkruz-
nice k a [. Oznacme postupne D a E priese¢niky vysok z vrcholov A a C's polkruznicami
k a | (vyskami rozumieme priamky). Dokézte, ze plati |BE| = |BD|.

(Veronika Hucikova)

B-1I-4

V kazdom polic¢ku tabulky 8 x 8 je napisané jedno nezaporné celé ¢islo tak, ze kazdé dve
¢isla, ktoré su na poli¢kach simerne zdruZzenych podla jednej ¢i druhej uhlopriecky, st
rovnaké. Stucet vSetkych 64 ¢isel je 1000, stcet 16 cisel na uhloprieckach je 200. Dokéazte,
ze sucet ¢isel v kazdom riadku aj stlpci tabulky je nanajvys 300. Plati rovnaky zéver
aj pre ¢islo 2997 (Jaromir Simsa)

KATEGORIA A
A-1I-1

.....

zvacs sa ich stcin o 963. Urcte pdvodné ¢islo n. (Pavel Novotny)
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A-1-2
Pre Tubovolné kladné realne ¢isla x, y, z dokézte nerovnost

1 1 1
(m+y+z)<—+—+—)§m2, priéommzmin(z-i—y-i—i,
Ty oz x

y
y oz x

z X
+2+3).
Yy z

Zistite tiez, kedy v dokézanej nerovnosti nastane rovnost.
(Jaroslav Svréek, Jaromir Simsa)

A-1-3
Oznac¢me [ stred kruznice vpisanej do daného trojuholnika ABC'. Predpokladajme, ze
kolmica na priamku CTI vedenad bodom I pretina priamku AB v bode M. Dokazte, ze

kruznica opisand trojuholniku ABC' pretina tsecku C'M v jej vnutornom bode N a Ze
priamky NI a MC st navzajom kolmé. (Peter Novotny)

A-1-4
Oznac¢me [(n) najvicsieho neparneho delitela ¢isla n. Uréte hodnotu stétu

1) +1(2) +1(3) + ... +1(2%°1%).

(Michal Rolinek)
A-1-5
Kolkymi réznymi sposobmi mozno vydlazdit plochu 3 x 10 dlazdicami 2 x 1, ak je
dovolené klast ich v oboch navzajom kolmych smeroch? (Stanislava Sojakova)
A-1I-6

V rovine daného trojuholnika ABC urc¢te vsetky body, ktorych obrazy v osovych
sumernostiach podla priamok AB, BC, C' A tvoria vrcholy rovnostranného trojuholnika.
(Pavel Calabek)

A-S-1
Dokéazte, ze pre kazdé celé ¢islo n = 3 je 2n-ciferné ¢islo s dekadickym zépisom

1...128...896
S N——

n—1 n—2

druhou mocninou niektorého celého ¢isla. (Vojtech Balint)
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A-S-2

Ozna¢me M stred strany AB Tubovolného trojuholnika ABC. Dokézte, Ze rovnost
| ABC| 4+ |£ACM| = 90° plati prave vtedy, ked je trojuholnik ABC rovnoramenny so
zékladniou AB alebo pravouhly s preponou AB. (Pavel Novotny)

A-S-3

rozdelenie na x - y jednotkovych Stvorcov a potom z neho zvinutim a zlepenim dvoch
protilahlych stran zhotovime plast rotacného valca. Kazdé dva vrcholy jednotkovych
Stvorcov na plasti spojime tiseckou. Kolko z tychto tiseciek prechddza vnitornymi bodmi

.....

podstavy valca rovny x, alebo y? (Vojtech Balint)

A-1II-1

Najdite vsetky celé kladné cisla, ktoré nie st mocninou cisla 2 a ktoré sa rovnaju suctu
trojnasobku svojho najviic¢sieho neparneho delitela a pdtnasobku svojho najmensieho
neparneho delitela vécésieho ako 1. (Tomas Jurik)

A-1I-2

V rovine st dané dve kruznice k;1(S1,71) a ka(Sa,72), pricom |S15| > r1 + ro. Najdite
mnozinu vSetkych bodov X, ktoré nelezia na priamke S;S2 a maja tu vlastnost, Ze
usecky S71.X, So X pretinaju postupne kruznice ki, ko v bodoch, ktorych vzdialenosti
od priamky 5752 sa rovnaju. (Jaromir Simsa)

A-1I-3
Najdite vsetky trojice redlnych ¢isel x, y a z, pre ktoré plati
:L'(y2 + 222) = y(22 + 2:152) = z(a:2 + 2y2).

(Michal Rolinek)

A-1I-4

Volejbalového turnaja sa zacastnilo Sest druzstiev, kazdé hralo proti kazdému prave
raz. V jednotlivych piatich kolach prebiehali v tom istom c¢ase vzdy tri zapasy na troch
kurtoch 1, 2 a 3. Kolko bolo moZnosti pre rozpis takého turnaja? Rozpisom rozumieme
tabulku 3 x 5, v ktorej pre i € {1,2,3} a j € {1,2,3,4,5} je na pozicii (i,j) uvedend
dvojica druzstiev (bez uréenia poradia), ktoré hrali proti sebe v j-tom kole na kurte
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¢islo i. Namiesto dekadického zapisu vysledného ¢isla sta¢i uviest jeho rozklad na saéin

prvocisel. (Martin Panak)
A-IIT-1

Nech n je celé kladné ¢islo. Oznac¢me vsetky jeho kladné delitele dy, ds, ..., di tak, aby

platilo dy < do < ... < dj (Cize dy = 1 a dj, = n). Urcte vSetky také hodnoty n, pre

ktoré plati ds — d3 = 50 a 11ds + 8d7; = 3n. (Matus Harminc)
A —1IT - 2

V rovine, v ktorej je danad usecka AB, uvazujme trojuholniky XY Z také, ze X je
vnutornym bodom tsecky AB, trojuholniky XBY a XZA st podobné (AXBY ~
~ AXZA) a body A, B, Y, Z lezia v tomto poradi na kruznici. Najdite mnozinu
stredov vSetkych tseciek Y Z. (Michal Rolinek, Jaroslav Svréek)

A-1IT-3

Majme Sachovnicu 8 x 8 a ku kazdej ,hrane“, ktord oddeluje dve jej policka, napiSme
prirodzené ¢islo, ktoré udava pocet sposobov, ako mozno celtt Sachovnicu rozrezat na
obdlznicky 2 x 1 tak, aby doty¢na hrana bola stcastou rezu. Uréte poslednt cifru stétu
vSetkych takto napisanych ¢isel. (Michal Rolinek)

A-1IIT-4

Do kina prislo 234 divédkov. Urcte, pre ktoré n = 4 sa mohlo stat, ze divikov bolo mozné
rozsadit do n radov tak, aby kazdy divdk v i-tom rade sa poznal prave s j divakmi
v j-tom rade pre Iubovolné i,j € {1,2,...,n}, i # j. (Vztah zndmosti je vzajomny.)

(Tomas Jurik)

A-TII-5

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC'. Ozna¢me k kruznicu s priemerom AB. Kruznica,
ktora sa dotyka osi uhla BAC v bode A a prechiadza bodom C, pretina kruZnicu k
v bode P, P # A. Kruznica, ktora sa dotyka osi uhla ABC v bode B a prechadza
bodom C|, pretina kruznicu k£ v bode @, QQ # B. Dokéazte, ze priesecnik priamok AQ
a BP lezi na osi uhla ACB. (Peter Novotny)
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A-—-1IIT -6
Pre Iubovolné nezaporné realne ¢isla a a b dokazte nerovnost

a n b > a-+b
Vi2+1 Va2+1~ Vab+1

a zistite, kedy nastava rovnost. (Toméas Jurik, Jaromir Simsa)




RieSenia sutaznych aloh

KATEGORIA C

C-1I-1

Sc¢itanim oboch rovnic zistime, ze b = 2. Dosadenim za b do niektorej z nich vyjde
c = —a. Plati teda V = (a — 2)2 + (2 + a)? + (—2a)?. Po umocneni a séitani zistime, Ze
V = 6a? + 8 = 8. Rovnost nastane prave vtedy, ked a =0, b=2a c=0.

Hladana najmensia hodnota vyrazu V je teda rovna 8.

C-1-2

Vrchol B je urceny polpriamkou AT a kolmicou p na vysku AP v bode P (obr.12), na
ktorej lezi strana BC'. Pritom bod T' musi byt vnitornym bodom tsecky AB. Stred S
kruznice vpisanej trojuholniku ABC potom dostaneme ako priesec¢nik kolmice ¢ na

Obr. 12

priamku AT v bode T s osou uhla ohrani¢eného priamkou p a polpriamkou BA. Jej
polomer bude mat velkost |ST|.

Ostava zostrojit vrchol C' hladaného trojuholnika ABC. Ten bude lezaf jednak
na priamke p, jednak na druhej dotycnici vpisanej kruznice z vrcholu A, ktora je
sumerne zdruZena so stranou AB podla priamky AS. Stac¢i teda zostrojit bod U dotyku
strany AC' s kruznicou vpisanou ako obraz bodu T v uvedenej osovej simernosti.

Odtial vyplyva konstrukcia:

1. pPepapl AP;

2. B:B € AT Np, bod B musi lezat na polpriamke AT za bodom T

3. T eqaql AT,

4. ug,uy: dve (navzajom kolmé) osi roznobeziek AB, p;
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5. 51,52351 € qgnNug, Sy € q M uo;

6. Uy, Us: obrazy bodu T' v simernostiach podla priamok AS; a ASs;

7. (1, Cy: priesecniky priamky p s polpriamkami AU; a AUs;

8. trojuholniky ABCY a ABCS.

Diskusia. Bod B konstruovany v 2. kroku existuje, len ak uhol PAT je ostry (inak ani
polpriamka AT nepretne priamku p) a zaroven bod T' lezi vnutri polroviny pA, ¢o je
ekvivalentné s tym, ze aj uhol APT je ostry. Body Si, Sy existuju vzdy a sa rozne,
lebo lezia v opac¢nych polrovinach urcéenych priamkou AB. Kruznica vpisana lezi cela
v trojuholniku ABC, a teda i v pase ur¢enom priamkou p a priamkou s nou rovnobez-
nou, ktoré prechddza vrcholom A, takze stred S vpisanej kruznice musi padnat do pasu
tvoreného priamkou p a priamkou p’ s nou rovnobeznou, ktord rozpoluje vysku AP.
V takom pripade doty¢nica ku kruznici (S;|ST|) (stmerne zdruzena s doty¢nicou AB
podla priamky AS) uréite pretne priamku p v hfadanom vrchole C.

Diskusiu zhrnieme takto: Ak pre vntatorné uhly trojuholnika APT plati |[{PAT| =
= 90° alebo |LAPT| = 90°, neméa tuloha riesenie. Ak plati |{PAT| < 90° a zéaroven
|LAPT| < 90°, je pocet rieSeni 0 az 2 podla toho, kolko zo zostrojenych bodov Sy a S,
lezi medzi rovnobezkami p a p’.

C-1-3

Nech n = pgr, p < g < r. Rovnost (p+1)(¢+1)r = pgr + 915 ekvivalentne upravime na
tvar (p+q+1)-r = 915 = 3-5-61, z ktorého vyplyva, Ze prvocislo r moze nadobudnit len
niektort z hodnot 3, 5 a 61. Pre r = 3 ale z poslednej rovnice dostévame (p + ¢+ 1) - 3 =
=3-5-61, ¢ize p+ g = 304. To je spor s tym, zZe r je najvicsie. Analogicky zistime, ze
nemoze byt ani » = 5. Je teda r = 61 a p + ¢ = 14. Vyskasanim vSetkych mozZnosti pre
paqvyjdep=3,q=11,r=6lan=3-11-61 =2013.

C-1-4

Plati |AK| = |DL| a |AD| = |DC| = 2|AK]| (obr.13), takze pravouhlé trojuholniky
AKD a DLC st zhodné podla vety sus. Okrem toho st trojuholniky M LD a AKD
podobné podla vety wu, lebo |{LDM| = |[{KDA| a |[{DLM| = |{DLC| = |{AKD|.
Analogicky sa déa overit i podobnost trojuholnikov M DC a AKD. Z podobnosti
trojuholnikov AK D, M LD a MDC vyplyva, ze |MD| = 2|ML| = 2cm a |[MC| =
= 2|M D| = 4cm. Obsahy atvarov M LD, MDC a AKML sa

1-2
2

2-4
:].CHl2, SMDC:—:4CH12

SvLp = 5

2
Sakmr = Sakp —Svrp = Sprc — Smrp = Supc = 4cm”.

Nakoniec pomocou Pytagorovej vety dostévame Sapcp = |DC|? = |[DM|? +|CM|* =
= 20 cm?, takze

Skpom = Sapep — (Surp + Supe + Saxar) = 11em?.
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Zaver. Obsahy trojuholnikov M LD, M DC' a stvoruholnikov AKM L, KBCM st po-
stupne 1cm?, 4cm?, 4cm? a 11 cm?.

D C
M

LY 1

4B K B
Obr. 13
C-1-5

KedZe 96 = 3 - 32 = 3 - 25, budeme dokazovat delitelnost sucétu S = n* + 2n? + 2013
dvoma nestidelitelnymi ¢islami 3 a 32.

Delitelnost tromi: Pretoze ¢islo 2013 je delitelné tromi, staci dokézat delitelnost
tromi zmenseného suctu

S —2013 = n* + 2n% = n?(n? + 2).
V pripade 3 | n je vSetko jasné, v opa¢nom pripade je n = 3k £+ 1 pre vhodné celé k,
takze plati 3 | n? + 2, lebo n? + 2 = 3(3k? + 2k + 1).

Delitelnost ¢islom 32: Kedze 2016 = 32 - 63, staci dokézat delitelnost ¢islom 32
zmenseného suctu

S —2016 =n*+2n* -3 =(n*>+1)* - 2% = (n* +3)(n* - 1).
Predpokladame, ze n je neparne, teda n = 2k + 1 pre vhodné celé k, preto plati
n?+3=02k+12+3=4k>+k+1) a n*—1=02k+1)>—1=4k(k+1).

Odtial vyplyva, ze 32 | (n? + 3)(n? — 1), lebo ¢islo k(k + 1) je parne.

Pozndmka. Delitelnost ¢islom 32 sa dé dokazovat i bez vykonaného algebraického
rozkladu trojélena n* 4+ 2n? — 3, z ktorého po dosadeni n = 2k + 1 roznasobenim
dostaneme

n* 4+ 2n? — 3 = 16k* + 32> + 32k + 16k = 16k(k> 4 2k* + 2k + 1).

Pre parne k je delitelnost takto upraveného vyrazu ¢islom 32 zrejma. Pre neparne k
je zase parny stucet k3 + 1, takZe je parny i druhy &initel k3 + 22 + 2k + 1.
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C-1-6

Posledni styria hraci odohrali medzi sebou 6 partii, takze pocet bodov, ktoré dokopy
ziskali, je asponn 6. Hrac¢, ktory skoncil na 2. mieste, teda ziskal aspon 6 bodov. Keby
ziskal viac ako 6, teda asponi 6,5 bodov, musel by najlep$i hra¢ (vdaka podmienke
roznych poctov) ziskat vSetkych 7 moznych bodov; porazil by tak i hraca na 2. mieste,
ktory by v dosledku toho ziskal menej ako 6,5 bodov, a to je spor. Hrac¢ v poradi druhy
preto ziskal prave 6 bodov. Presne tolko ale ziskali dokopy i posledni Styria, a tak
mohli tieto body ziskat len zo vzajomnych partii, ¢o znamené, Ze prehrali vSetky partie
s hra¢mi z prvej polovice vysledného poradia. Hrac, ktory skoncil na 6. mieste, preto
prehral partiu s hracom, ktory skoncil na 4. mieste.

C-S-1
Pre dany vyraz V plati
V=alb+d) +clb+d) = (a+c)(b+d).
Podobne méZzeme upravit aj obe dané podmienky:
2(a+c¢)—5(0b+d)=4 a  3(a+c)+4(b+d)=6. (1)
Ak teda zvolime substiticiu m = a + ¢ a n = b+ d, dostaneme rieSenim ststavy (1)

m = 2 an = 0. Pre dany vyraz potom plati V = mn = 0.

Zaver. Za danych podmienok nadobtuda vyraz V iba hodnotu 0.

Iné rieSenie. Podmienky tlohy si predstavime ako ststavu rovnic s nezndmymi a, b
a parametrami ¢, d. VyrieSenim tejto sustavy (s¢itacou alebo dosadzovacou metédou)
vyjadrime a =2 — ¢, b = —d (¢,d € R) a po dosadeni do vyrazu V dostavame

V=02-¢)(—-d)—dc+cd+d(2—c)=0.

C-S-2

Pre uvazované suciny a a b ur¢ite plati a-b =1-2-...-10 = 28 .3%.52.7. Aspon
jedno z ¢isel a, b je preto delitelné 2%, aspoinl jedno delitelné 32, aspon jedno delitelné
5 a prave jedno delitelné 7. Pre najmensi spolo¢ny nasobok n ¢isel a, b preto plati
n = 2%.32.5.7 = 5040, pritom rovnost tu nastane prave vtedy, ked ani jedno z &isel
a, b nebude delitelné ziadnym z é&isel 2°, 3% a 52.

Ak zvolime napriklad a =2-3:-4-5-6=720ab=1-7-8-9-10 = 5040, bude
najmensi spolo¢ny nasobok oboch ¢isel prave 5040. Tym je ukadzané, ze 5040 je naozaj
najmensia zo vSetkych moznych hodnét n.
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I ked bolo tlohou néjst iba jeden priklad, pre tplnost uvedieme vsSetky rozdelenia
s minimalnou hodnotou n = 5 040:

Prva skupina ¢isel Druhé skupina ¢isel
2,3,4,5,6 1,7,8,9,10

Néajst ich nie je tazké, ked si uvedomime, Ze Cisla 1 a 7 mozeme dat do ITubovolnej
z oboch skupin, zatial ¢o v tej istej skupine spolu nemézu byt 4 s 8, 5 s 10, 3 s 9 ani
6 s 9; s 8 spolu moze byt prave jedno z parnych ¢isel 2, 6 a 10. Ziskame tak iba tri
zakladné rozdelenia (prvé tri riadky tabulky), z ktorych mozno kazdé Styrmi spésobmi
doplnit ¢éislami 1 a 7.

Pozndmka. Ulohu mozno vyriesit aj bez vypoctu suéinu a - b. Delitelnost n ¢islami
32, 5 a 7 vyplyva z ich priameho zastipenia medzi rozdelovanymi éislami, delitelnost
¢islom 2% z jednoduchej tivahy o rozdeleni vietkych piatich parnych é&isel: ak nie je ¢islo 8
vo svojej skupine ako parne jediné, je vsetko jasné, v opacnom pripade su v rovnakej
skupine ¢isla 2, 4 a 6 (aj 10, ale to uz ani nepotrebujeme).

C-S-3

Trojuholnik A7 X je rovnoramenny, pretoze |{IAX| = |{IAC| = |{AIX| (prva rovnost
vyplyva z podmienky, Ze bod I lezi na osi uhla BAC, druhd potom z vlastnosti
striedavych uhlov, obr. 14). Preto |AX| = |IX|. Analogicky zistime, ze |BY| = |YI|.
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Kedze usecky IX a IY zvieraju (rovnako ako s nimi rovnobezné tsecky C'A a CB)
pravy uhol, podla Pytagorovej vety pre pravouhly trojuholnik XY plati

|AX|? + |BY|? = [IX|” + [VI]? = |[XY]?,
¢o sme mali dokazaf.
C-11-1

Zostavime a vyrieSime rovnicu pre nezname cifry a, b, ¢, ktort vdaka tvaru zadanych
¢isel mozeme zapisat rovno pre jedini neznamu x = 100a + 10b + ¢:

60000+ 10z +3 63 7

30000+ 10z +6 36 4’
407 + 240012 = 70z + 210042,

30z = 29970,
x = 999.

Zdver. Najdenému x zodpoveda trojica cifier a = b = ¢ = 9. Uloha m4 jediné rieSenie.
C-1I-2

Kazdy hrac¢ odohral po jednej partii so zvySnymi Styrmi. Bolo teda odohranych celkom
% -5-4 = 10 partii, takze kazdy hrac¢ ziskal prave 2 body. St len tri moznosti, ako ziskat
odohranim $tyroch partii 2 body, a podla toho obsahovala celkova tabulka nanajvys tri
rovnocenné skupiny hracov. Tieto skupiny, A, B a C, uvadzame v poradi, v ktorom by
sa v kone¢nej tabulke umiestnili:

Skupina A obsahuje vsetkych hracov, ktori maji po dvoch vyhrach a dvoch prehrach.
Skupina B pozostava z hracov s jednou vyhrou, jednou prehrou a dvoma remizami.
Skupina C' obsahuje hracov so Styrmi remizami.

Vojto a Toméas su jedini vitazi, preto nepatria do skupiny C. Nepatria ani do
skupiny B, pretoze v opa¢nom pripade by s nimi museli vSetci traja hraci zo skupiny C'
s horsim vysledkom remizovat (a kazdy hrac¢ skupiny B ma len dve remizy).

Z toho vyplyva, ze Vojto a Tomas maju po dvoch vyhrach a dvoch prehrach a sku-
pina C je prazdna. Zvysni traja hraci tak maja po jednej vyhre, jednej prehre a dvoch
remizach, ktoré museli uhrat navzajom medzi sebou.

Zaver. Peter a Martin spolu remizovali.

Iné rieSenie. VyuZijeme (nadbytocény) udaj, ze Vojto porazil Petra: Keby mali Vojto
a Tom&s po jednej vyhre, jednej prehre a dvoch remizach, musel by aj Peter patrit
medzi vifazov turnaja. Jediny v poradi nizsi celkovy vysledok su totiz Styri remizy,
Peter vsak jednu partiu prehral, a tak musel aj jednu vyhrat. Vojto a Tomas maju
preto po dvoch vyhrach a dvoch prehrach. Ak Peter prehral s Vojtom, musel porazit
Toméasa. (Nemohol mat dve prehry, kedze bol v poradi nizsie ako Tomas a Vojto. Ani
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nemohol s Tomasom, ktory ziadnu remizu nemé, remizovat.) Potrebny druhy bod ziskal
dvoma remizami — s Martinom a nepomenovanym piatym hracom.

Zaver. Peter a Martin spolu remizovali.
C-11-3

Vzhladom na podmienku ¢+ ab = a? + b? sta¢i dokézat nerovnost a? +b* < ac+be. Ta
je ekvivalentné so vzfahom (a?+b%)? < ¢?(a+b)?%, ktory vzhladom na dantt podmienku
prepiseme na tvar

(a® +0%)? < (a® + b* — ab)(a + b)%. (1)
Po roznasobeni a zliceni rovnakych ¢lenov zistime, Zze mame dokézat nerovnost

0 < a®b + ab® — 2a%b* = ab(a — b)?,

ktoré pre kladné ¢isla a, b zrejme plati. Vzhladom na to, ze vSetky tpravy boli ekviva-
lentné, mozeme cely postup obratit. Nerovnost je tak dokdzana.

Iné rieSenie. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, 7e 0 < b < a (dané vztahy sa
vimenou ¢&isel a a b nemenia). Nerovnost ¢2+ab < ac+be je ekvivalentna s nerovnostou
(a —¢)(c — b) 2 0, takze staci dokazat, ze b < ¢ < a. Plati

A =0+a*—ab="0b*+ala—b) 2 V?,
teda b < ¢. Analogicky zistime, Ze

A =a>+b*—ab=a®>+bb—a) < ad?
a odtial ¢ < a. Tym je dokaz prevedeny.

C-11-4

Hladany obsah trojuholnika FC'D oznaéme S. Uhol DEC je striedavy s uhlami ADE
a ECB, odtial AD || EC a ED || BC (obr.15). Trojuholniky EDA a EDC majt

D
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spolo¢nu stranu D, pomer ich obsahov je teda rovny pomeru prislichajucich vysok. Ak
navyse postupne oznac¢ime P, (Q a R kolmé priemety vrcholov A, B a C na priamku DFE
a oznatime v = |AP|, w = |BQ| = |CR|, dostaneme z podobnych pravouhlych
trojuholnikov AEP a BE(Q timeru

18 v |AE|

S w |EB|
Analogicky pre trojuholniky EC'D a ECB zistime, Ze

8 |EB|

S |AE|

(V obr. 15 st prislichajice priemety iba naznacené, ale jedna sa o ten isty vypocet
ako v predoslom odseku, len v nom zamenime zodpovedajice body A <+ B, C < D
a prisluchajice obsahy trojuholnikov AED a BEC'.) Dokopy teda je S : 8 = 18 : S ¢ize
S? = 144, takze trojuholnik EC'D m4 obsah S = 12.cm?.

Iné rieSenie. Rovnako ako v prvom rieSeni zistime, ze AD | EC a ED || BC.
Z toho vyplyva podobnost trojuholnikov AED a EBC. Ak ozna¢ime k prislusny pomer
podobnosti (obr. 16), plati pre obsahy doty¢nych trojuholnikov

18:%absin7, S:%ka'bsin% SZ%kwkbsin%

takZe zrejme plati 18-8 = S2. Pre obsah trojuholnika ECD tak dostavame S = 12 cm?.

D
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KATEGORIA B

B-1I-1

Oznac¢me S skimant hodnotu, t.j. sucet ¢isel na stranach 63-uholnika. Ak priradime
kazdému vrcholu 63-uholnika ¢islo 1, dostaneme S = 63, pretoze ku kazdej jeho strane
bude pripisané ¢islo 1. Pritom je zrejmé, ze ku kazdému zvolenému ocislovaniu vrcholov
mozno dojst postupnou zmenou 1 na —1.

Teraz skimajme, ako sa bude menit hodnota S, ked zmenime hodnotu v niekto-
rom vrchole 63-uholnika z 1 na —1. Hodnoty v susednych vrcholoch oznac¢me a a b
(na ich poradi nezalezi). Spravenou zmenou zrejme zmenime zodpovedajice ¢isla na
dvoch stranach, ktoré z tohto vrcholu vychadzaji (a na ziadnych inych). Pri vypocte
hodnoty S sa tak zmenia hodnoty prave dvoch scitancov.

Ak a = b = 1, zmensi sa sucet S o 4 (pred zmenou prispievali ¢isla a, b hodnotou
a+b=1-141-1= 2 a po zmene bude ich prispevok 1-(—1)+(—1)-1 = —2). Podobne
rozoberieme aj ostatné moznosti:

a b || zmena a + b | rozdiel v hodnote S
1 1 2— =2 —4
1] -1 0— 0
—1 1 0— O
-1 -1 —2—= 2

N =) K]

Vidime teda, ze zmena jedného cisla vo vrchole nemeni zvysok ¢isla S po deleni Styrmi.
V tvode sme zistili, ze jedna z dosiahnutelnych hodnét je S = 63, ktora dava po deleni
Styrmi zvySok 3, preto aj najmensia nezaporna hodnota musi davat rovnaky zvysok 3,
takze najmensiu mozna hodnotu stétu S budeme hladaf medzi ¢islami {3,7,11,...}.

Ako sa Tahko presved¢ime, da sa dosiahnut hodnota S = 3: sta¢i do vrcholov 63-uhol-
nika umiestnit nasledujtcich 63 ¢isel v uvedenom poradi

1,1,-1,-1,1,1,-1,-1,...,1,1,-1,-1,1,1,1

60 cisel

a dostaneme S = 3. Ten isty sucet mozno dosiahnut aj inou volbou ¢isel.
B-1-2

Zrejme x ani y nesmie byt nula, pretoze sa nachadzaju v menovateli zlomkov v zadanej
nerovnici. V zadani nie je zmienka o znamienku ¢isel x a y, preto nesmieme pri tpravach
zabudat na to, Ze tieto ¢isla mozu byt aj zadporné.
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Pokuisime sa najskor zjednodusit vyrazy v zadani. Prendsobenim nerovnice kladnym
¢islom z2y? sa ekvivalentne zbavime menovatelov:

T+ 22 4+ 12\
(z+y) yz( y) |- 2?y?
Ty Ty

zy(z +y)? = (2% +y?)2

Teraz je vidno, Ze roznasobenim vyrazov v ziskanej nerovnici dostaneme ¢len 22242 na
oboch strandch — ten v prvom kroku zru$ime a nerovnicu dalej upravime na sicinovy
tvar:

23y + 22292 + ay® > 2t 4 2022 + o,

2y +ay® 2 2t 4y,
0= a* — 2%y +y* —ay’,
022z —y)—y’(z —y),
02 (z° —y°)(z —y). (1)

Na pravej strane poslednej nerovnice mame stucéin dvoch dvojclenov, a kedze ho porov-
nidvame s nulou, sta¢i skimaf znamienka jednotlivych zatvoriek.

Ak x 2y, jeaj 23 = y> a podobne pre x < y plati, Ze 23 < 33 (je to dosledok toho, Ze
funkcia tretej mocniny je na celom obore redlnych ¢isel rasttica). Vyrazy v zatvorkach
maju teda rovnaké znamienka pre fubovolné hodnoty x a y, preto plati opa¢né nerovnost
(22 —y3)(x —y) = 0. Nerovnica (1) tak moze byt splnend iba v pripade, ked je jedna zo
zétvoriek nulova. Rovnice z = y a 2% = 33 st ekvivalentné, a preto nerovnost (1) plati
prave vtedy, ked = = y.

RieSenim st vSetky dvojice redlnych ¢isel (z,y), kde x = y # 0. Pri tpravich sme
pouzili iba ekvivalentné upravy, preto nie je sktiska spravnosti nutna.

3

Pozndmka. S¢in na pravej strane (1) sme mohli upravit aj pomocou vzorca z3 — y3 =

= (z — y)(2? + 2y + y?) na stéin dvoch nezdpornych mnohoclenov:

(2® —°) @ —y) = (x — y)?* (@ + 2y + y7).

Trojélen v druhej zatvorke ma totiz ako kvadraticka funkcia jednej nezndmej (napr. x)
pre Tubovolné y nekladny diskriminant D(y) = y? — 4y?> = —3y? < 0. Preto rovnost
2% + zy + y? = 0 nastane iba v pripade z = y = 0.

B-1I-3

Ak niektory z takto zostrojenych bodov E a F' splynie s vrcholom C| je tvrdenie tilohy
trividlne. Dalej teda budeme mlcky predpokladaf, e to tak nie je a ze pouzivané uhly
maju zmysel.
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C

A D B
Obr. 17
Najskor predpokladajme, ze body E a F' lezia postupne na useckich BC a AC.

Kedze |BD| = |BE| a bod I lezi na osi uhla ABC, st trojuholniky DBI a EBI zhodné
podla vety sus. Podobne to plati aj pre trojuholniky DAI a F'AI, a preto plati (obr. 17)

\LIDB| = |LIEB| a |{IFA|=|LIDA|. (1)

Tvrdenie ulohy, ze body C, E, F' a I lezia na jednej kruznici, je v takom pripade
ekvivalentné s tym, Ze sucet velkosti uhlov CFI a CEI je 180°. S vyuZitim rovnosti (1)
dostavame

|KCFI| =180° — |[{IFA| =180° — |{IDA| = |KIDB| = |£IEB| = 180° — |{CElI],

teda sucet protilahlych uhlov v stvoruholniku CFIFE je naozaj 180°.

Ak je jeden z bodov F, F vnatornym a druhy vonkaj$im bodom stran BC a AC),
mozeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze bod FE lezi na tsecke BC a bod F
lezi na polpriamke opacnej k polpriamke C'A. Pre takt polohu bodov C, E, F a I nAm
stac¢i ukazat rovnost uhlov IFC a IEC. Znova vyuzijeme rovnosti (1) a dostaneme
podobne (obr. 18)

|KIFC| = |4IFA| = |£IDA| = 180° — |£IDB| = 180° — |LIEB| = |£IEC),

odkial vyplyva, Ze uhly IFC a I EC st zhodné.

F
C

Obr. 18



54 63. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Tretia moznost, Ze by oba body F aj F' lezali zvonka prislichajacich stran trojuhol-
nika ABC, zrejme nemoze nastat. V tom pripade by totiz muselo pre jednotlivé dizky
platit

|AB| = |AD| + |BD| = |BE| + |AF| 2 |BC| + |AC],

¢o odporuje trojuholnikovej nerovnosti pre strany trojuholnika ABC.

B-1-4

Oznac¢me cifry Daninho ¢isla postupne a, b, c. Informaciu o zvyskoch po deleni siedmimi
zo zadania moZzeme prepisat na rovnice

100a + 10b + ¢ = Tz + 2, (1)
1006 + 10a + ¢ = 7y + 3, (2)
100a + 10c + b = Tz + 5. (3)

Cifry a a b nesmu byt nulové, pretoze ako prvé, tak aj druhé ¢islo v zadanti je trojciferné;
preto a,b € {1,2,...,9}, c€{0,1,2,...,9} a z, y a z su celé ¢isla.

Teraz sa pokusime postupne zistit zvySok cifier a, b, ¢ po deleni siedmimi. To ndm da
pre samotné cifry nanajvys dve moznosti. Ked sa pozrieme na koeficienty v rovniciach
(1) — (3), vidime, ze vhodnym od¢itanim sa dokadzeme zbavit dvoch cifier a aj ¢ naraz —
ked od desatnasobku rovnice (2) odé¢itame rovnicu (3). Vysledok postupne upravime
tak, aby sme zistili zvysok cifry b po deleni siedmimi:

10(100b + 10a + ¢) — (100a + 10¢ + b) = 10(7y + 3) — (72 + 5),
999b = 70y — 7z + 25,
5b=T0y — 72 —7-142b+7-3 4+ 4,
156 =3(70y — 72— 7-142b+7-3) 4+ 3 - 4,
b=3("0y —72—7-142b+7-3) —7-2b+ 12.

KedZe na pravej strane v poslednej rovnici st vSetky ¢leny okrem d¢isla 12 delitelné
siedmimi, dava b rovnaky zvySok po deleni siedmimi ako ¢islo 12, a jedina vyhovujice
cifra b je tak b = 5.

Od¢itanim rovnic (3) a (1) dostaneme rovnicu 9¢ — 9b = 7(z — z) + 3, odkial po
dosadeni b = 5 dostadvame

9%¢—9-5="T(z—x)+ 3,
20=T(z—x —c)+48,
8¢=4-7z—x—c+6)+4-6,
c=4-Tz—2x—c+6)—Tc+7-3+3.

Z delitelnosti jednotlivych ¢lenov siedmimi tak dostavame ¢ = 3.
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Nakoniec dosadenim b = 5 a ¢ = 3 napriklad do prvej rovnice Tahko dopocitame
hodnotu a:

100a + 10b + ¢ = Tx + 2,
100a + 53 = 7Tz + 2 (53=7-8-3, 98 =17-14),
204 =T +2—-7-84+3—7-14a,
a=4(Tx —7-8—"7-14a)+4-5 — Ta,

odkial vyplyva, Ze cifra a dédva rovnaky zvySok po deleni siedmimi ako ¢islo 20 = 7-2-+6,
a preto a = 6.

Dana teda napisala na papier c¢islo 653, takze ¢islo vzniknuté prehodenim prvej
a poslednej cifry je 356 = 7 - 50 + 6 a dava po deleni siedmimi zvysSok 6.

Iné riesenie. Predoslé rieSenie mozeme zapisaf prehladnejsie pomocou kongruencii.?

Hovorime, ze dve prirodzené c¢isla k a [ si kongruentné modulo m, ak davaja po deleni
¢islom m rovnaky zvySok, t.j. ak je ¢islo k — 1 delitelné ¢islom m. Uvedent kongruenciu
zapisujeme ako k =1 (mod m).

Teraz pri rovnakom oznaceni ako v prvom rieseni mézeme rovnice (1) — (3) s vyuzitim
vztahov 100x = 2z (mod 7) a 10z = 3z (mod 7) zapisat ako

(100a +10b+c=) 2a+3b+c=2 (mod 7), (4)
(1000 + 10a +c¢=) 2b+3a+c=3 (mod 7), (5)
(100a +10c+b=) 2a+3c+b=>5 (mod 7). (6)

S kongruenciami mozeme prevadzat podobné ekvivalentné tpravy ako s obyéajnymi
rovnicami — napriklad vynéasobit kongruenciu celym ¢islom alebo odéitat dve kon-
gruencie. Budeme postupovat podobne ako v predoSlom rieSeni a pokusime sa ziskat
kongruenciu iba pre cifru b. Od trojnasobku kongruencie (5) odéitame kongruenciu (6)
a dostaneme

3(2b+3a+c)—(2a+3c+b)=3-3—5 (mod 7),

5b =4 (mod 7), (7)
156 = 12 (mod 7),
b=5 (mod 7),

odkial mame b = 5, pretoZze to je jedina cifra déavajica zvySok 5 po deleni siedmimi.
Kongruenciu (7) sme vynésobili tromi, aby sme na lavej strane dostali ¢islo, ktoré je
kongruentné s 1 modulo 7. D4 sa ukézaf, ze ak ¢isla k a m si nesudelitelné, existuje
vzdy nasobok cisla k, ktory je kongruentny s 1 modulo m.

! Vyuzijeme pritom iba zakladné vlastnosti kongruencii, ktoré v texte spomenieme bez dokazu.
Dal$imi zdrojmi pre $tadium tejto problematiky moézu byt napr. Alois Apfelbeck: Kongruence, SMM
¢. 21, alebo dokumenty thales.doa.fmph.uniba.sk/cincura/public/Element. %20teoria%20cisel.pdf ¢i
mks.mff.cuni.cz/library/KongruenceMS /KongruenceMS.pdf



56 63. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Odéitanim kongruencii (6) a (4) dostaneme
(2a+3c+b)—(2a+3b+c)=5—2 (mod 7),
2¢ =3+ 2b (mod 7)
a po dosadeni b = 5 vyjde
2c=13=6 (mod 7),
8¢ =24 (mod 7),
c¢=3 (mod 7).
Jedina cifra davajica zvysSok 3 po deleni siedmimi je ¢ = 3, pricom sme prvia kongru-

enciu vynasobili ¢islom 4, aby sme dostali 2-4 =8 =1 (mod 7). Nakoniec dosadenim
b=>5 a ¢ = 3 napriklad do Stvornasobku kongruencie (4) dostaneme

4(2a+3b+c¢)=4-2 (mod 7),
8a+12b+4c =1 (mod 7),
a+5b+4c=1 (mod 7),
a+25+12=1 (mod 7),
a =6 (mod 7).

rieSenim sustavy kongruencii sme dospeli k rovnakej trojici cifier a, b, ¢ ako v predoslom
rieSeni so sustavou rovnic.

B-1I-5

Ozna¢me k,(Sy;7,) kruznicu vpisant do hladaného trojuholnika ABC a k,(Sp;7p)
kruznicu pripisant k jeho strane BC'. Stredy S, a S, lezia na osi uhla BAC, ktorej
priesecnik so stranou BC' eSte oznac¢ime S. Priamky AB, AC a BC st spolo¢nymi
doty¢nicami kruznic k, a k,, ktoré si teda rovnolahlé podla stredov A a S (obr.19).
Bod S je pritom stredom vnutornej rovnolahlosti, v ktorej si zodpovedaja aj body T

Obr. 19
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a U dotyku kruznic k, a k, s useckou BC. Podla zadania je ale T' # U (predpoklada sa
totiz existencia uhla AT'U), takze stred S vnutornej rovnolahlosti kruznic k,, k, je tym
bodom tsecky TU, ktory ju deli v pomere 7, : 7, a ten je podla vonkajsej rovnolahlosti
rovny pomeru |[AS,|: |AS,|. Plati teda

ST |AS,]
ST [ASy|

Oznac¢me teraz A’ kolmy priemet bodu A na priamku BC a R, a R, kolmé priemety
stredov S, a S, na priamku AA’. Kedze A, S,, S, S, je poradie bodov na jednej priamke,
maju ich kolmé priemety na priamky BC a AA’ poradie A’, T, S, U, respektive A, R,,
A’, R, (obr.19).? Z pravouholnikov S,R,A'T a S,R,A'U zrejme vypljyva

|A'T|  |R,S,|  |AS,|
(AU RSyl [ASp]

Porovnanim odvodenych rovnosti dostaneme tmeru |ST| : |SU| = |A'T| : |A'U|. Podla
nej neznamy bod S deli zadant tsecku TU v pomere ur¢enom bodom A’, ktorého
polohu na polpriamke UT zvonka tsecky UT pozname. A akonahle zostrojime bod S,
mozeme zostrojit aj stred S, ktory lezi na priamke AS a na kolmici na priamku TU
vedenej bodom T'. Vrcholy B a C potom ziskame ako priesec¢niky dotyc¢nic z vrcholu A
ku kruznici ky,(Sy; 7y = |S,T|) s priamkou TU.

Na zostrojenie bodu S vyuZijeme napr. nasledujici postup (obr.20): V polrovine

Obr. 20

TU A zvolme nejaky bod Y a k nemu vnutri tsecky A’Y zostrojme bod X tak, aby
tsecky TX, UY boli rovnolahlé podla stredu A’. Oznaéme X’ bod stimerne zdruZeny
s bodom X podTa stredu T'. Priese¢nik priamok TU a X'Y je potom hladanym bodom S,
lebo je stredom rovnolahlosti tseciek T X' a UY, takze podla oboch spomenutych
rovnolahlosti plati

ST |TX'| |TX| |A'T|

\su|  |\uYy| Y| |AU|

2 V&imnime si, Ze z poradi bodov A’, T, U a kolmosti AA’ 1 TU vyplyva, Ze uhol ATU je tupy (bez
tejto podmienky by tloha nemala rieSenie).
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Vdaka podmienke tupého uhla ATU padne bod S, vysSie uvedenou konstrukciou na
priamku AS do polohy medzi bodmi A a S, teda celd tloha bude mat jediné rieSenie
(ak neberieme do tvahy moznost vymenit oznacenie vrcholov B a C).

Iné riesenie. Pouzijeme rovnaké oznacenie ako v predoslom rieSeni. V rovnolahlosti
so stredom v bode A a koeficientom 7,/r, sa bod T" € k, zobrazi na bod T" € k,
(obr.21). Z vlastnosti pouzitej rovnolahlosti vieme, Ze doty¢nica ¢ ku kruznici k,

Obr. 21

vedend bodom T” je rovnobeznd s doty¢nicou ku kruznici k, vedenou bodom T, ¢o je
priamka BC. Priamka S,U je teda kolm4 nielen na priamku T'U, ale aj na doty¢nicu ¢,
takze usecka T'U je priemerom kruznice k,. Odtial vyplyva nasledujica konstrukcia:
1. Bod T je prieseénikom priamky AT a kolmice z bodu U na priamku UT. Kedze
uhol ATU je tupy, lezi bod T v opacnej polrovine urcenej priamkou TU ako
bod A.
2. Kruznica k), je kruznica s priemerom UT".
3. Body B a C su priese¢niky dotyc¢nic z bodu A ku kruznici &, s priamkou TU.
Uloha méa jediné riesenie.

B-1-6

Jedingm kritériom, ¢i dokéZeme zostrojif trojuholnik so stranami danych dlzok, je troju-
holnikova nerovnost. Na zostrojenie trojuholnika staéi, aby najvicsia dizka bola mensia
ako sucet zvysnych dvoch. Ak plati tato nerovnost, platia aj ostatné trojuholnikové
nerovnosti a trojuholnik sa da zostrojit. Ak to neplati, trojuholnik sa zostrojit neda,
pretoze neplati trojuholnikova nerovnost. Trojuholnik sa nedd z troch stran danych dizok
zostrojit prdave vtedy, ked najvicsia dizka je aspori takd ako siucet zvysniych dvoch.

Predpokladajme, Ze r je hladané najmensie ¢islo. To znamen4, Ze vieme ty¢ rozlomit
na Styri ¢asti dizky nanajvys r tak, Zze zo Ziadnych troch tychto Casti sa neda zlozit
trojuholnik. Najdlhsia z ¢asti musi mat dizku r, pretoZze inak by r nebolo najmensie
¢islo s pozadovanou vlastnostou. Dizky ostatnjch asti oznaéme z, v, 2z tak, ze ¢ <y <
S<zZrax+y+z+r =1, apredpokladajme stale, Ze zo Ziadnych troch takych ¢asti
sa neda zostrojit trojuholnik, ¢o teraz vyjadrime prislu$nymi nerovnostami.

Z trojice dlzok (z,y, z) nie je mozné zostrojit trojuholnik prave vtedy, ked z +y < 2.
KedZe z < r, vyplyva odtial aj prislusné nerovnost x +y < r pre trojicu (z,y,r), takze
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ani z tychto troch dlZok nie je mozné zostrojit trojuholnik. Podobne pre trojicu dlzok
(y, z,7) plati, Ze z nich nemozno zostrojit trojuholnik prave vtedy, ked y+z < r, a kedze
x <y, vyplyva odtial prislusna nerovnost = + z < r aj pre trojicu dizok (x, z,7).

Zo 7ziadnych troch ¢asti teda nedokézeme zlozit trojuholnik prave vtedy, ked budu
okrem rovnosti x + y + z + r = 1 splnené aj obe podmienky
x4y z a y+z= (1)

Ked do prvej nerovnosti z (1) dosadime x +y =1 — z — r, dostaneme

1—z—rZ< 2z,
1—r < 2z (2)

Kedze y = x, ma druhd nerovnost z (1) nasledujtci dosledok:

+y+2z z_zrx4+y+z 2z 1—r =z

r2yte 2 2 2 3

v

V ziskanej nerovnosti este pomocou nerovnosti (2) odhadneme z, takze dostaneme

1—r+z 1—r+1—r
2 2 2 4

1\

3
Z Z(l - T)?

ﬁ
1\

z ktorej uz porovnanim pravej a lavej strany vyplyva pozadovany odhad hodnoty r:
o 3
dr 23(1—r) Ccize r = =2

Ostéva ukazat, Ze existuje rozlamanie tyce dlzky 1 na $tyri ¢asti dlzky nanajvys 3/7
tak, ze zo ziadnych troch tychto casti sa potom nedé zlozif trojuholnik — vyhovuju
napriklad dizky (1/7,1/7,2/7,3/7).

Iné riesenie. K hodnote r = 3/7 sa da dojst aj intuitivnym pristupom, najmi pokial
sa najskor pokusime vyrieSit tlohu pre rozlamanie tyce na tri casti. Podobne ako
v predoslom rieSeni ozna¢me dlzky jednotlivich ¢asti ako 2 < y < 2z < r. Ulohu si
zjednodusime tak, Ze sa obmedzime na pripad y = z. Aby sa z dlzok (z,y, z) nedal
zostrojit trojuholnik, musi platit 2 = x + y = 2x; vezmime teda z = 2x. Napokon, aby
sa nedal zostrojif trojuholnik ani z dlZok (y, z,r), staci, ked bude platit r = 2z +y =
= 2x +x = 3x. Odtial vychadza z+y+z2+r =z +x+2x +3x = 7x = 1, a teda
r=3x=3/7.

Naozaj, zo ziadnej trojice z dlzok (1/7,1/7,2/7,3/7) sa trojuholnik ned4 zostrojit.

Ostéva este ukazat, Ze tato hodnota r je najmensia. Inymi slovami, ked rozldameme
ty¢ dlzky 1 na Tubovolné $tyri ¢asti, pri¢om kazda z nich bude mat dizku mensiu ako 3/7,
tak sa z niektorych troch ¢asti trojuholnik zlozif da. Oznac¢me dizky jednotlivych ¢asti
akoa S b < ¢ = d < 3/7 pricom a + b+ ¢+ d = 1. Skimajme dve moznosti pre
hodnotu a.
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Ak by platilo a < 1/7, dostali by sme z nerovnosti d < 3/7 a rovnosti 1 =
=a+b+c+d,zel—1/7T—3/7<b+c. V tom pripade by ale bolo d < 3/7 < b+ c,
a preto by sa z dlzok b < ¢ < d dal zostrojif trojuholnik. Ak by platilo 1/7 < a,
bolo by 1/7 < a =< b. Keby za tychto podmienok ani jedna z trojic (a,b,c), (a,c,d)
nespliiala trojuholnikové nerovnosti, muselo by platit 2/7 < a +b < ¢ a nasledne 3/7 =
=1/7+2/7<a+c=<d, ¢o je v spore s tym, ze d < 3/7.

B-S-1

Os realnych ¢isel rozdelime podla nulovych bodov, teda podla ¢isel, pre ktoré st hodnoty
vyrazov s absolutnou hodnotou v danej rovnici rovné nule. Vyrazu |z + 1| zodpoveda
r = —1 a vyrazu |2* — 1| zodpovedd = = 0. Dostavame tak nasledujice tri moznosti:

1) V pripade z < —1 vyjde [z + 1] = —(z+ 1) a2 - 1] = - (2" - 1) = 1 — 27,
Rovnica zo zadania ma potom tvar

o=@+l _ 97 — 14127 ¢ze 27D =2

a ma jediné riesenie x = —2. Spatnym dosadenim sa presvedc¢ime, Ze je to naozaj rieSenie
danej rovnice.
2) Vpripade -1 <z < 0vyjde [z + 1] =az+1a 2" -1 = —(2* -1) =1 — 2%

Rovnica zo zadania ma potom tvar
27t 9T — 141 -2% ¢ize 27Tl =2

a ma jediné riesenie x = 0. Spatnym dosadenim sa presvedc¢ime, Ze je to naozaj riesenie
danej rovnice.

3) Nakoniec pre 0 < z vyjde |z + 1| =2z + 1 a |2 — 1| = 2% — 1 a po dosadeni do
danej rovnice dostaneme

22Tl _ 9% — 14927 — 1, ¢ze 27T =2.27

¢o je identita, ktord plati pre lubovolné realne ¢islo . VSetky x > 0 s teda rieSenim
danej rovnice.

Odpoved. RieSeniami danej rovnice s x = —2 a Iubovolné z = 0.

Poznamka. Namiesto kontroly rieSenia dosadenim do danej rovnice sta¢i overit, ze
najdené riesenie padne do vysetrovaného intervalu.

Iné riesenie. Rozoberieme dva pripady:
Ak 2 +120, tak |z + 1| = 2 + 1 a dant rovnicu mozno zjednodusit na rovnicu

2L 9T =1 4 (2% — 1], ¢&ize 2" —1=[2"—1].

)
T4 je splnené prave vtedy, ked 2 — 1 = 0, ¢o plati prave vtedy, ked x = 0. V tomto
pripade st rieSeniami vSetky x také, ze x+1 = 0 a zdroven x = 0, ¢ize vSetky nezaporné
¢isla x.
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Ak naopak z + 1 < 0, je tiez 2 —1 < 0 (lebo =z < 0), takze dana rovnica dostane
tvar
o=@+l _9r —1 (27 —1), &ize 27@TD =2

T4to rovnica mé jediné rieSenie = —2 a to podmienku = + 1 < 0 spliia.
RieSenim danej rovnice je mnozina (0, 00) U {—2}.

B-S-2

Na vyrieSenie Casti a) stac¢i uviest priklad mnoziny, ktord neobsahuje ziadne celé
¢islo, pri¢om sucet lubovolnych dvoch jej prvkov je celé ¢islo. Mnozina M =
={1/2,3/2,...,4027/2} je jednym z prikladov takej 2014-prvkovej mnoziny.

Oznacéme a, b, ¢ lubovolné tri ¢isla danej mnoziny M. Ukdzeme, Ze dvojnasobok ¢isla
a je celé ¢islo. Cisla a+ b aj b+ c st podla zadania celé, preto aj ich rozdiel a — ¢ je celé
¢islo. Zo zadania vieme, ze aj ¢islo a + ¢ je celé, preto aj sucet (a + ¢) + (a — ¢) = 2a
je celé ¢islo. Dvojnasobok kazdého ¢isla v mnozine M teda musi byt celé ¢islo, a preto
mnozina M nemdze obsahovat Ziadne iracionélne ¢islo.

Iné rieSenie. Cast a) vyrieSsime rovnako ako v predchadzajiicom riegeni.

Pripustme, Ze sa v mnozine M najde iraciondlne ¢islo a, a ozna¢me a, 0 < o < 1,
jeho desatinnu cast. VSetky ostatné ¢isla z mnoziny M (a takych je tam 2013) musia
mat desatinnu ¢ast 1 — «, lebo stcet kazdého z nich s ¢islom a déva celé ¢éislo. Ale stucet
kazdych dvoch ¢isel s kladnou desatinnou éastou 1 — « tiez musi dat celé ¢islo. To je
mozné jedine v pripade, ze 1 —a = 1/2 ¢ize o = 1/2, ¢o je vSak v spore s tym, ze ¢islo a
je iracionalne. Mnozina M, ktora by obsahovala iracionalne ¢islo, teda neexistuje.

B-S-3
V danom trojuholniku ABC ozna¢me X, Y, Z body dotyku vpisanej kruznice s jeho

stranami a © = |AY| = |AZ|, y = |BX| = |BZ|, z = |CX| = |CY| zhodné tseky
doty¢nic k vpisanej kruznici z jednotlivych vrcholov (obr. 22). Ak ozna¢ime zvyc¢ajnym

Obr. 22

sposobom a, b, ¢ dlzky jednotlivych stran, plati

a=y+z, b=z4x, c=x+y.
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Séitanim tychto troch rovnic dostaneme (pomocou s ako zvycéajne oznacujeme poloviény
obvod trojuholnika)
2s=a+b+c=2x+ 2y + 2z,

takze nam vyjde
r4+y+z=s, x=s—a, y=s—b, z=s-—c. (1)

Pozrime sa teraz na pripisant kruznicu trojuholniku ABC, ktora sa dotyka jeho
strany BC' v bode P a polpriamok AB a AC v bodoch R a @ (obr.23). Zo zhodnosti
usekov prislusnych dotyc¢nic k tejto kruznici mame

|AR| = |AQ|, |BR|=|BP|, |CP|=][CQ,
odkial vychadza

2|AR| = |AR| 4+ |AQ| = |AB| + |BR| + |AC| + |CQ| =
= |AB|+ |BP|+ |AC|+ |CP|=a+b+c=2s,

¢ize |AR| = |AQ| = s. Z tejto rovnosti ale vyplyva, ze |BP| = |BR| = s — ¢, ¢o je
podla (1) zéroveit dlzka z tsecky C X, teda | BP| = |CX|. To znamen4, %e body P a X
su simerne zdruzené podla stredu tsecky BC.

Obr. 23

Analogicky by sme odvodili rovnosti |BK| = s a |CL| = s pre body dotyku K
a L kruznic pripisanych stranam C'A a AB (obr. 23) trojuholnika ABC' s priamkou a.
Z tychto poslednych rovnosti vSak vidime, ze |BL| = s — a = |CK]|, teda aj body K
a L st simerne zdruzené podla stredu tsecky BC.
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Body K a L st znadme (z troch danych bodov na priamke st to tie dva krajné),
pozname teda aj stred S strany BC' (je to stred usecky K L) a bod X najdeme ako
obraz tretieho daného bodu P v stredovej simernosti podla stredu S.

B-1II-1
Od¢itanim druhej rovnice od prvej a tretej od druhej dostaneme dve rovnice

(x —y)(x+y—6)=0,
(y—2)(y+2—-6)=0,

ktoré spolu s Tubovolnou z troch danych rovnic tvoria ststavu s danou stustavou ekvi-
valentnii. Pre splnenie ziskanych dvoch rovnic pritom mame Styri moznosti:

Ak z = y = 2, vyjde dosadenim do ktorejkolvek zo zadanych rovnic %412y —85 = 0
a odtial y = 5 alebo y = —17.

Ak x =y, z = 6 — g, dostaneme z prvej zadanej rovnice % 4+ 36 = 85, a teda y = 7
alebo y = —T.

Ak x = 6 — y, z = y, dostaneme z poslednej zadanej rovnice opit y? + 36 = 85,
a teda y =7 alebo y = —7.

Ak x = z = 6 — gy, dostaneme z druhej zadanej rovnice y2 + 6(12 — 2y) = 85 &ize
y? — 12y — 13 = 0 a odtial y = —1 alebo y = 13.
Odpoved. Ststava rovnic mé osem rieSeni, a to (5,5,5), (—17,—17,—17), (7,7,—1),
(=7,-7,13), (-1,7,7), (13,=7,-7), (7,—1,7), (—=7,13,=7).

B-1I-2

Oznacme prvocisla napisané na tabuli ako p; < ps < ... < pg. Z tychto ¢isel je vdaka
predpokladu k& = 3 mozné vytvorit k réznych ¢isel

PrL+pe—T<p1+p3s—7<...<p1+pr—7<px_1+px—17, (1)

ktoré vSetky musia byf medzi ¢islami napisanymi na tabuli. Preto sa postupne rov-
naju prvocislam p; < ps < ... < pg. Presnejsie, najmensie z nich sa rovna pi, t.j.
p1+p2 — 7 =p1, a teda po = 7. Nasledne pre druhé najmensie ¢éislo v nerovniciach (1)
plati p1 + p3 — 7 = ps = 7, a teda p; + p3 = 14. Pre prvocislo p; < po = 7 mame iba
tri moznosti p; € {2,3,5}, ktorym zodpovedaji hodnoty ps = 14 — p; € {12,11,9},
z ktorych iba p3 = 11 je prvocislo, takze p; = 3. Predpokladajme, ze na tabuli je
napisané este dalSie prvocislo py. Potom tretie najmensie ¢islo v nerovniciach (1) musi
byt 11 = p3 = p1 + ps — 7, z ¢oho vzhladom na rovnost p; = 3 vyplyva py = 15, ¢o
prvocislo nie je.
Odpoved. Na tabuli mohli byt iba tri prvocisla 3, 7 a 11.

Dodajme, Ze zaver k = 3 sa da inak zdovodnit poznamkou, Ze rovnakua k-ticu
prvocisel v skupine (1) musime dostat aj vtedy, ked zamenime posledné z ¢isel za
P2 + pr — 7; musi teda platif pr_1 = ps ¢ize k = 3.
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Iné rieSenie. Ozna¢me prvocisla napisané na tabuli ako p; < ps < ... < pg. Ak si
Janko vyberie dve najmensie a dve najvicsie prvocisla, ich sicet zmenseny o 7 je na
tabuli, a preto py +p2—7 2 p1 apr +pr—1—7 < pg, z ¢oho vyplyva 7 < po < pr_1 S T.
Aby sme nedostali spor, musi byt &k < 3. Podla zadania st na tabuli aspon tri prvocisla,
teda na tabuli st presne tri prvocisla p; < ps < p3. KedZze p1 + p2 < p1 + p3 < p2 + p3,
musi platit

p1+p2—7=p1, p1+p3 — 7 =pa2, p2 +p3 — 7 =p3.

Z prvej (a poslednej) rovnice vychadza ps = 7 a z prostrednej p; + ps = 14, pri¢om
p1 < 7 = po. VysktSanim vSetkych moznosti p; € {2,3,5} dostaneme jediné riesenie
p1 =3 aps =11

B-1II-3

Oznacme péity vysok z vrcholov A a C na strany daného trojuholnika postupne K
a L (obr.24). Z Euklidovej vety o odvesne v pravouhlom trojuholniku BC'D vieme,
ze |BD|*> = |BK]| - |BC|. Podobne pre pravouhly trojuholnik ABE mame |BE|? =
= |BL|-|BA|. Trojuholniky ACK a ACL s pravouhlé s preponou AC, a preto
body K a L lezia na kruznici s priemerom AC. Mocnost bodu B k tejto kruznici
je |BK|-|BC| = |BL|-|BA]|, a tak spojenim s dosledkami Euklidovych viet dostdvame
|BD|?> = |BK| - |BC| = |BL|-|BA| = |BE|?, a teda |BE| = |BD|.

Obr. 24

Iné riesenie. Pri oznaceni piat vySok ako v prvom rieSeni (obr.24) z Pytagorovych
viet v trojuholnikoch BAK, BDK, CAK a C DK dostaneme

|BD|* — |BA|* = (IDK|* + |BK[*) - (JAK|* + |BK|*) = |DK|* — |AK|* =
= (IDK|* +|CK|*) - (JAK[* +|CK[*) = |CDJ* — |CAJ*.
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Navyse z pravouhlého trojuholnika BC' D vieme, %e |C'D|?> = |BC|?> —|BD|?. Dosadenim
do predchadzajicej rovnosti po uprave dostaneme

|BD|? = |BA|* + |CD|* — |CA]? = |BA]> + (|BC|* — |BD|?) — |CAJ?,
2|BD|?> = |BA|* + |BC|* — |CAJ?,

2 2 _ 2
p| = | IEAT +IBCF ~ICAT.

Velkost |BE| dostaneme zo symetrie zamenou bodov C <+ A a D < E, takze

2 2 _ 2
|BE|:\/|BC’| TIBAR - |ACE _ by

2

Iné riesenie. Ozna¢me H priese¢nik vysok trojuholnika ABC. Oto¢me trojuholnik
BC'D v priestore okolo priamky BC do polohy BC D’ tak, aby rovina BH D’ bola kolmé
na rovinu ABC, teda tak, aby kolmy priemet priamky BD’ do roviny ABC' splyval
s vyskou z vrcholu B v trojuholniku ABC (obr. 25). Kedze DA je vyskou trojuholnika
ABC, je rovina AHD' kolmé na rovinu ABC, takze priamka HD’ (priese¢nica rovin
BHD' a AHD') je kolma na rovinu ABC.

Obr. 25

Priamka BD’ je kolma na priamku AC' aj na priamku C'D’ (uhol BD'C' sa zhoduje
s pravym uhlom BDC nad priemerom BC') — je teda kolma na rovinu ACD’. Potom
je vSak pravy aj uhol AD’'B. Bod D’ lezi v rovine CHD' kolmej na rovinu ABC,
pricom priamka CH = CFE je vyskou trojuholnika ABC'. Presne tieto vlastnosti méa
aj bod E’ trojuholnika BAE’, ktory vznikne otofenim pravouhlého trojuholnika BAE
okolo priamky BA tak, aby rovina BHE’ bola kolmé na rovinu ABC. Body D’ a E’
teda splyvaju, a preto |BD| = |BD’| = |BE'| = |BE|.

Iné riesenie. Ozna¢me H priesecnik vysok trojuholnika ABC a K, M a L pity vySok
postupne z vrcholov A, B a C. Rovnako ako v druhom rieSeni opakovanym vyuzitim
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Pytagorovej vety dostavame

|BD|* — |BE|* =
|BD|* — |BH|*) + (|BH|* — | BE*)
)

(

((IKD]* + [BK|*) = (IBK* + |[HK*)) + (([HL|* + |BL[]*) — (|BL|* + [LE|*)) =
(IKD]* — |[HK|?*) + (|HL]> — |LE|?

((IKD]* +|CK[*) = (ICK|* + [HK[?)) + ((|HL|* + |AL|?) = (|AL]* + |[LE[*)) =
(ICDP> — |CHJ?) + (JAH|* - |AE|*) =

= |CD* +|AH|? — |CH|* — |AE|* =

= [CDP? + (JAM? + |MH|?) — (IMH?> + |CM|?) — |AE|* =

= |CD|? + |AM|> — |CM|? — |AE? =

= [CDP* + (|AB|* — [BM|*) — (IBC]> — |BM|?) — |AE|* =

= (|BC|* - |BD*) + |AB|* — |BC|* - (|AB|* - |BE|?) =

— —|BD|? + |BEJ?,

z toho vyplyva 2|BD|? = 2|BE|?, a teda |BE| = |BD|.

B-1I-4

Riadky a stipce uvazovanej tabulky oéislujme zhora nadol, resp. zlava doprava ¢islami
1,2,...,8.

Najskor ukdzeme, ze stcet ¢isel v kazdom riadku a stipci je nanajvys 300. Uvedomme
si, ze zlozenim oboch stimernosti podla uhloprie¢ok vznikne stredova stumernost podla
stredu danej tabulky. To teda znamen4, Ze pre kazdé ¢ € {1, 2, 3,4} budu riadky i, 9 —1¢
a stlpca i, 9 — i obsahovat §tyri zhodné osmice ¢isel. Sticet dvoch diagonalnych ¢isel
z tejto osmice je nanajvys 200 : 2 = 100, pretoze kazdé z tychto cisel je v sucte vSetkych
16 (nezapornych) ¢isel na oboch uhloprieckach zapoc¢itané dvakrat. Stucet Siestich ¢isel
z uvazovanej osmice, ktoré nelezia na ziadnej z uhlopriecok, je nanajvys 800 : 4 = 200,
pretoze v suc¢te 1000 — 200 = 800 vSetkych 48 nediagonédlnych (nezépornych) éisel je
kazdé cislo zapocitané styrikrat. Preto sucet vSetkych 6smich ¢isel v ziadnom riadku
ani stipci neprevysuje 100 + 200 = 300.

Ostéva najst priklad tabulky, pre ktora zéver s ¢islom 299 neplati. Ak zapiSeme
¢islo 50 do Styroch rohovych policok, ¢islo 100 do 6smich policok krajnych riadkov
a stlpcov, ktoré susedia s rohovymi poli¢kami, a nuly do ostatnjch policok, dostaneme
vyhovujicu tabulku, ktorda méa v krajnych riadkoch a stipcoch stéet 300, teda viac
ako posudzovanych 299. (Iny z mnohych kontraprikladov je opisany v zavere druhého
rieSenia.)

Iné riesenie. Oznac¢me niektoré ¢isla v tabulke podla schémy vIavo. Tymito ¢islami uz
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vieme vdaka symetrii podla uhloprie¢ok vyplnit celi tabulku (schému vpravo):

a1 | b1 |ba|bg|cs|ca|cr|dr ay | by |ba|bs|c3|ca|cy|dr
as | by | bs | c5 | ca|do by |az |bs|bs|cs5|ca|da]cy
as | bg | cg | d3 by | by|az|be|ce|d3|ca]|co

ay | dy b3 | bs |bg |as|dy|ce|cs|c3

C3 | Cs | Cs d4 a4 b6 b5 b3
Co | C4 d3 Cg b6 as b4 bg
C1 d2 C4 | C5 b5 b4 a9 bl
dl Ci1|C2|C3 bg bQ bl a1

Oznaéme sucty ¢isel v tychto skupinach zodpovedajicim velkym pismenom, t.j. A =
=a1+...4a4, B=bi+...4+b5,C=c1+...+c¢cs, D =dy + ...+ dy. Zo zadania
tak mame 2(A + D) =200 a 2(A+ D) + 4(B + C) = 1000, z ¢oho tpravou dostaneme
A+ D =100 a B+ C = 200.

Vzhladom na symetriu ¢isel v tabulke teraz staci ukazat, Zze tvrdenie plati pre kazdy
z prvych styroch riadkov. Vsetky cisla st nezaporné a v jednom riadku sa nevyskytuju
dve rovnako oznacené cisla, preto ich sucet je nanajvys

a1 +...+a4+b+...+bg+ci+...+cg+di+...+dy=A+B+C+ D =300.

Vyhovujticu tabulku, pre ktort zaver s ¢islom 299 neplati, dostaneme napriklad pre
hodnoty a; = 100, by = 200 a ostatné c¢isla nulové.
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KATEGORIA A

A-1-1
Hladédme n =p - q-r s prvocislami p < g < r, ktoré spliiaji rovnost

(p+1(g+1)(r+1) = pgr + 963. (1)

Jej prava strana je v pripade najmensieho prvocisla p = 2 nepéarne ¢islo, takze potom
i ¢initele ¢ + 1 a r + 1 zo stcéinu na lavej strane musia byt neparne ¢isla. Pre prvodisla
q, r to znamena, ze ¢ = r = 2, ale trojica p = ¢ = r = 2 rovnosti (1) nevyhovuje. Plati
teda p = 3.

Ukazeme teraz, ze nutne plati p = 3. V opa¢nom pripade st vSetky tri prvocisla p, ¢, r
(¢islo 963 je totiz nasobkom troch). Z podmienky, ze sucin (p + 1)(q+ 1)(r + 1) z lavej
strany (1) nie je delitelny tromi, ale vyplyva, Ze ziadne z prvocisel p, ¢, r nemoze davat
po deleni tromi zvySok 2. A kedZe zvySok 0 je v uvazovanom pripade vylaceny, mozu
prvodisla p, g, r davat pri deleni tromi jedine zvySok 1. Odtial dalej dostavame, Ze rozdiel
(p+1)(g+1)(r+1)—pgr dava po deleni tromi rovnaky zvysok ako ¢éislo 2-2:2—1-1-1 = 7,
teda zvySok 1. To je ale spor, lebo podla (1) plati (p +1)(¢+ 1)(r + 1) — pgr = 963.
Rovnost p = 3 je tak dokézana.

Po dosadeni p = 3 do (1) dostaneme rovnost 4(q + 1)(r + 1) = 3¢r + 963, ktoru
postupne upravime na ,sucinovy* tvar:

4qr + 4q + 4r + 4 = 3qr + 963,
qr + 4q + 4r = 959,
(g+4)(r+4)=975.

Cislo 975 mé prvodiselny rozklad 975 = 3 - 52 - 13, takze vzhladom na nerovnosti
3<g=<rcze7=<q+4=<r+4 pre mensi ¢initel z odvodeného rozkladu musi platit
q+4 < V975 < 32, preto ¢ + 4 € {13,15,25}. To spliia jediné prvocislo ¢ = 11, pre
ktoré ¢ + 4 = 15. Pre druhy ¢initel tak mame r + 4 = 5 - 13 = 65, odtial » = 61, ¢o je
naozaj prvocislo. Hladané ¢islo n = p- ¢ - r je teda jediné a ma hodnotu

n=3-11-61=2013.

A-T1T-2

Kedze v dokazovanej nerovnosti vystupuje minimum z dvoch kladnych ¢isel a funkcia
y = x2 je na mnozine kladnych &isel rasttca, je nasou tlohou overif dvojicu nerovnosti

1 1 1 x Z2\2 1 1 1 T 2\2
(x+y—|—z)<—+—+—) = <_+g+_> a (a:+y+z)(—+—+—) = (g+_+_) (1)
r Yy =z Yy z T r Yy =z r z Yy
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a zistit, kedy v aspori jednej z nich nastane rovnost (prave vtedy totiz nastane rovnost
aj v povodnej nerovnosti). Druht nerovnost v (1) ale zrejme dostaneme z prvej, ked
trojicu (z,y, z) zamenime trojicou (y,x, z). Sta¢i preto overit, ze pre Tubovolnt trojicu
(x,y, z) kladnych ¢isel plati prva nerovnost

1 1 1 x 22
@ry+2)(c+-+-) s (24242,
r oy oz y oz T

a zistif, kedy v nej nastane rovnost. Po roznasobeni oboch stran dostaneme

2 2 2
r x z oz _x z x z
3+-+-4 24 Y ;L 5224242

y z x z x y_y* 22 =z z x oy
Takti nerovnost bude zrejme vyhodné zapisat v novych (opit kladnych) premennych
a=x/y, b=1y/z, c =z/x. Dostaneme tak ekvivalentnii nerovnost

11 1 1 1 1
3+a+—+—+b+c+—§a2+b2+c2+2(—+—+—),
c a b a b ¢

ktoru este upravime na tvar so suctom troch hodnoét toho istého vyrazu
2 1 2 1 2 1
(a—l—a+—)+<b —1—b+g>+(0—1—c+—>20. (2)
a c

Vdaka tomu, Ze a, b, ¢ st kladné ¢isla a Ze uvedeny vyraz ma vyjadrenie
) ) )

t2—1—t+%:(t2—1)—t t_l:(t _12(’5‘1) :(t—l)t(t+1)’

upravena nerovnost (2) plati a rovnost v nej nastane prave vtedy, ked a = b = ¢ = 1,
¢o pre povodné premenné x, y, z znamena prave to, ze x = y = z. Tato podmienka je
ale rovnaka i pre rovnost v druhej nerovnosti (1) (ak chceme byt dosledni, ma tvar y =
=z = z). Preto i rovnost v pévodnej dokazovanej nerovnosti nastane jedine v pripade,
ked x =y = 2.

Dodajme, Ze na dokaz (1) sme vlastne ani nevyuzili vzfah abc = 1, ktory novo
zavedené premenné a, b, ¢ spliiaju.

A-1-3

Ukazeme najskér dvoma sposobmi, ze priamka M1, teda kolmica na priamku CT
v bode 1, je doty¢nicou ku kruznici ABI (tak budeme oznacovat kruznice prechadzajice
tromi danymi bodmi). Prvy postup zaloZime na znamom poznatku, ze AIC a BIC su
tupé uhly velkosti 90° + % 3, resp. 90° + %a. Preto skiimanéa kolmica M I na priamku CI
zviera s useCkami Al a BI ostré uhly % B, resp. %a,?’ teda uhly zhodné s obvodovymi

3 Z ur&enych uhlov medzi priamkou M a tiseckami Al a BI vyplyva, %ze bod M (ktorého existencia
sa v zadani tlohy predpokladd) skutocéne existuje prave vtedy, ked plati %oz #* %B Cize a # B.
Vzhladom na symetriu zadania mozeme predpokladat, ze plati a > 3; bod M potom lezi — ako na

na$om obrazku — na predizeni strany AB za vrchol A a |[{IMA| = %a — %B
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uhlami I BA, resp. [ AB v kruznici ABI (obr. 26). To uz podla vety o zhodnosti obvodo-
vych a tsekovych uhlov znamend prave to, Ze priamka M I je doty¢nicou kruznice ABI.
Rovnaky zaver vyplyva okamzite aj z poznatku, ze stredom kruznice ABI je stred toho
oblika AB kruznice ABC, ktory neobsahuje vrchol C' a ktorym prechédza priamka CT
(os vnatorného uhla pri vrchole C' trojuholnika ABC).

Obr. 26

Z dokazaného dotyku priamky M1 s kruznicou ABI vyplyva, ze bod M lezi na
priamke AB mimo tsecky AB a mé ku kruznici ABI kladnti mocnost m, ktord ma
dvojaké vyjadrenie m = |MI|? = |[MA|-|M B|. Bod M preto lezi i vo vonkaj$ej oblasti
kruznice ABC' (lebo tsecka AB je jej tetiva) a méa k nej taka isti mocnost m =
= |MA| - |MB|. T4 istd hodnota m = |[MI|* je ale mensia ako |[MC|?, ¢o vyplyva
z pravouhlého trojuholnika C'M 1. Nerovnost |MC|? > m tak znamen4, Ze polpriamka
MC ma s kruznicou ABC' okrem bodu C' spolo¢ny este jeden bod N, ktory navyse lezi
medzi bodmi M a C' (lebo z rovnosti |[MC| - |MN| = m vyplyva nerovnost |[MN| <
< |MC). Prva ¢ast tvrdenia ulohy je tak dokdzana.

Nagsou druhou tlohou je ukazat, Ze uhol CNI je pravy. K tomu na dokdzana
rovnost |[MC| - |MN| = |[MI|?> moézeme uplatnif nasledovné ,obratenie Euklidovej
vety o odvesne M pravouhlého trojuholnika C'MI. Pita jeho vysky z vrcholu I na
preponu C'M je taky bod X tsecky CM, ktorého poloha je (vdaka Euklidovej vete)
jednoznaéne uréens rovnostou |MC|-|MX| = |MI|?. Preto X = N a dokaz je hotovy.
Bez pouzitia Euklidovej vety je mozné argumentovat takto: KedZze priamka M1 sa
v bode I dotyka Téalesovej kruznice zostrojenej nad priemerom C'I, ma bod M aj k tejto
kruznici mocnost m = |[M |2, a preto na nej — vdaka rovnosti m = |MC|- |[M N| — lezi
i bod N, takZze uhol C NI je podla Téalesovej vety naozaj pravy.

A-1-4

Je zrejmé, ze pre kazdé prirodzené ¢islo k platia rovnosti [(2k) = (k) a I(2k — 1) =
= 2k — 1. Vdaka nim je mozné hodnoty [(n) séitat po skupinach ¢isel n leziacich vzdy
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medzi dvoma susednymi mocninami ¢isla 2, presnejSie urcovat siucty
s(n) =102"""+1) +1(2" " +2) +1(2" T +3) +... +1(2")

postupne pre jednotlivé n = 1,2,3,.... Pre nazornost najskor uvedme postup urcenia
konkrétneho suctu

s(4) = 1(9) + 1(10) + [(11) + 1(12) + 1(13) + (14) + [(15) + (16).

Vklad jeho séitancov [(2k — 1) je rovny

DO |

1(9) +1(11) +1(13) +1(15) = 9+ 11 + 13 + 15 = — - (9 + 15) = 48

(naznadili sme pouzitie vzorca pre stucet niekolkych ¢lenov aritmetickej postupnosti),
vklad séitancov [(2k) ma hodnotu

1(10) + 1(12) + 1(14) + 1(16) = I(5) + 1(6) + I(T) + (8).

To je ale ,predosly“ stucet s(3), ktory sme uz skor mohli uré¢if zo suctu s(1) = 1
podobnym, teraz strucnejsie zapisanym postupom:

s(3) = 1(5) +1(6) + 1(7) +1(8) =5+ T+ 5(2) =12+ 3+ s(1) = 15+ 1 = 16.

Teraz uz lahko dopoc¢itame s(4) = 48 + s(3) = 64.

Vykonany vypocet néas privadza k hypotéze, Ze pre kazdé n plati s(n) = 4771,
Dokazeme ju matematickou indukciou. Ak plati s(n) = 47~ pre uréité n (ako to je pre
n =1,2,3), potom pre sucet s(n + 1) podla nasho postupu dostaneme

s(n+1)=1(2" +1) +1(2" +2) + (2" +3) + ... +1(2") =
=[@2+1)+ " +3) + .+ (2" = 1)] +s(n) =

n—1

2
== (2" 4+ 142" —1) 47t =272 3. 2" 44" =47,

(Vyuzili sme to, ze pocet neparnych ¢isel od 2" +1 do 2" — 1 vratane je rovny 27 1.)
Dokaz indukciou je hotovy.
Podla dokézaného vzorca s(n) = 4! pre stet zo zadania tlohy plati

(L) +12) +1(3) + ... +1(2°°"%) =1(1) + 5(2) + s(3) + ...+ 5(2013) =
42013 -1 _ 42013 +92

—14+1+4+42+43+ ... +4%012 14 3 3

n

Pozndmka. Za pozornost stoji, ze vzorec s(n) = 4" ! z podaného rieSenia je $pecidlnym

pripadom celkom prekvapivého vztahu

Ik +1)+1(k+2)+1(k+3)+...+1(2k) = k2, (1)
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ktory sa d& pre kazdé prirodzené ¢islo k dokdzat bez pouzitia indukcie nasledujicou
elegantnou uvahou: Vsetkych k séitancov na lavej strane (1) st zrejme ¢isla z k-prvkovej
mnoziny {1,3,5,...,2k — 1} a st po dvoch rozne, lebo podiel ziadnych dvoch ¢isel
z mnoziny prislusnych argumentov {k + 1,k + 2, ..., 2k} nie je mocninou ¢isla 2. Preto
je (aZ na poradie s¢itancov) na lavej strane (1) stcet 1 +3 +5+ ...+ (2k — 1), ktory
m4 skutoéne hodnotu &2.

A-1-5

Namiesto plochy 3 x 10 uvazujme vSeobecnu plochu 3 x 2n, kde n je prirodzené c¢islo,
a oznacme a, pocet vSetkych sposobov vydlazdenia tejto plochy dlazdicami 2 x 1
(ktorych potrebujeme 3n kusov).? Hoci je nasou tilohou néjst z ¢isel a, iba jediné,
totiz ¢islo as, nie je uvazované zovSeobecnenie samoucelné. Ukaze sa totiz, ze kazdu
jednotlivi hodnotu a,, bude mozné vypocitat podla jednoduchého vzorca, ak budeme
poznaf dve predchadzajice hodnoty a,_1 a a,_2.> Tak je mozné zo ,zaciatoénych®
hodndt a1, as vypocitat najprv as, potom a4 atd. az po hladané a,,. Takému postupu
(beznému v rade kombinatorickych situécii) hovorime rekurentnd metdda alebo tiez
procedura rekurzie.

Hodnotu a; = 3 je sice lahké uréit nakreslenim vSetkych moznych vydlazdeni plochy
3 x 2 (obr.27), ale podobny postup na urcenie hodnoty as = 11 by bol dost pracny.
Namiesto toho eSte zavedieme i pre nase dalSie rekurentné tvahy vhodné ¢isla b,,:
kazdé ¢islo b,, bude oznacovat pocet vSetkych sposobov netplného vydlazdenia plochy
3 x (2n — 1) dlazdicami 2 x 1 v po¢te 3n — 2 kusov, pri ktorom ostane jedno nepokryté
policko 1 x 1 v konkrétne zvolenom rohu celej plochy, povedzme vpravo dole. Vdaka
osovej sumernosti vyjde rovnaky pocet b, sposobov i pri poziadavke, aby nepokryté
pole ostalo v pravom hornom rohu.

Obr. 27

K hodnote a; = 3 pripojme zrejmit hodnotu b; = 1 a prejdime k vlastnej rekurentnej
metode. Odvodime pri nej, ze pre kazdé celé n > 1 platia rovnosti

b, =an_1+b,_1 a a,=an_1+ 2b,. (1)

Prvi rovnost z (1) dokdzeme tak, ze vSetky vydlazdenia plochy 3 x (2n — 1) s ,0d-
seknutym“ rohom 1 x 1 vpravo dole rozdelime do dvoch disjunktnych skupin podla

4 Urcite je zrejmé, prec¢o uvazujeme iba plochy 3 x k s pArnym parametrom k.

® Spomenuty jednoduchy vzorec ndjdete pod &islom (2) a% v poznadmke za skondenym rieSenim. V tiom
totiz budeme pocitat rekurentne ¢isla a, sucasne s istymi vhodnymi éislami by, bez ktorych by
vyklad nasej rekurentnej metédy bol menej prehladny.
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toho, ¢i je pravy horny roh 1 x 1 pokryty zvislou dlazdicou (vydlazdenie typu A na
obr. 28), alebo vodorovnou dlazdicou (vydlazdenie typu B, pri ktorom je vynutena
poloha dalsich dvoch, spolu teda troch vodorovnych dlazdic, nakreslenych na obr. 28).
Pocet vydlazdeni typu A je zrejme rovny poc¢tu vydlazdeni zvysnej plochy 3 x (2n — 2),
teda cislu a,_;. Podobne pocet vydlazdeni typu B je rovny poctu vydlazdeni plochy
3 X (2n — 3) s odseknutym pravym dolnym rohom 1 x 1, teda ¢islu b,_1. Tym je prva
rovnost z (1) dokazana.

Obr. 28

Druhi rovnost z (1) overime podobne so stru¢nejsim komentarom: vsetky vydlazde-
nia plochy 3 x 2n rozdelime do troch disjunktnych skupin — vydlazdenia typov C, D a E
znézornenych na obr. 29. Vsetkych vydlazdeni typu C je zrejme a,,_1, pocty vydlazdeni
typov D a E sa rovnaji tomu istému ¢islu b,, (to sme zdoraznili uz skor). Tym je i dokaz
druhej rovnosti z (1) skonceny.

C D E
Obr. 29

Mame vSetko pripravené na vypocet hladaného éisla as. Z hodndt a; = 3, by = 1
a rovnosti (1) postupne dostaneme
b2:a1—|—bl :4, a2:a1—|—2b2:11, b3:a2—|—62:15, a3:a2—|—2b3:41,
b4:a3+b3 :56, a4:a3+2b4: 153, b5 :a4+b4:209, as :a4+2b5 = 571.
Odpoved. Hladany pocet sposobov vydlazdenia plochy 3 x 10 je rovny 571.

Poznamka. Ako sme sIubili v Gvode rieSenia, ukdZeme teraz, ze skimané pocty a,
vSetkych vydlazdeni plochy 3 x 2n dlazdicami 2 x 1 vyhovuja rekurentnej rovnici

(pyo = 4an 11 —a, pre kazdé n = 1, (2)

takze ich mozeme pocitat ,samostatne”, teda bez stic¢asného vypoctu ¢isel b,, ktorymi
sme si pomohli v podanom rieSeni. Odvodenie (2) urobime algebraicky, totiz vylu¢enim
¢isel b, zo vztahov (1). Podla nich plati

An+2 = Ap+1 + 2bn+2 = Up+1 + z(anJrl =+ bn+1) =

= 3an+1 + 2bn+1 = 3an+1 + (an—l—l - an) = 4an+1 — Qp.
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Dodajme este, ze zo zakladov diskrétnej matematiky je zndme, Ze kazda postupnost
&isel (an)S2;, ktora vyhovuje (2), ma vyjadrenie a, = C1 A} 4+ CoAy, kde A\ o = 24++/3
st korene kvadratickej rovnice A2 = 4\ — 1 a C} 5 st lubovolné konstanty. Tie je mozné
pre nasu situdciu ur¢it z hodnoét a; = 3 a as = 11 a dostat sa tak ku koneé¢nému vzorcu
pre pocet a,, vSetkych vydlazdeni plochy 3 x 2n s vSeobecnym n v tvare

SRR ENCRING (en- S Lo

Qn

Iné riesenie. OpiSeme este jednu rekurentni metédu na urcovanie poc¢tov a, vsetkych
sposobov vydlazdenia plochy 3 x 2n dlazdicami 2 x 1. Bude néas teraz zaujimat, ¢i také
vydlaZzdenie je ,zlepené“ z vydlazdeni dvoch pléch 3 x k a 3 x (2n — k) pre vhodné
k= 1,2,...,2n — 1, ktoré musi byt zrejme parne. Obe plochy vznikni z povodnej
plochy 3 x 2n jednym priamym rezom dizky 3; pytame sa teda, ¢ pri niektorom takom
reze ziadnu ulozenu dlazdicu nerozpolime. Pokial sa to nestane, teda pokial pri kazdom
takom reze aspon jednu dlazdicu rozpolime, povieme, ze povodné vydlazdenie plochy
3 X 2n je celistve.

Je zrejmé, ze kazdé z troch vydlazdeni plochy 3 x 2 je celistvé (obr.27). Vysvetlime,
preco pri kazdom n = 2 existuju prave dve celistvé vydlazdenia plochy 3 x 2n. Pri jej
lavom okraji musia byt umiestnené dlazdice jednym z dvoch sposobov nakreslenych na
obr. 30. Pokrytie prvého stipca 3 x 1 totiz nemoze byt zabezpecené tromi vodorovnymi
dlazdicami, ale jednou zvislou a jednou vodorovnou dlazdicou, ktoré si v oboch moz-
nych situaciach vyfarbené na sivo. Tieto dve dlazdice vynucuju vodorovné umiestnenie
dalsich troch dlazdic s vpisanou cifrou 1 (inak by skiimané vydlazdenie nebolo celistvé,
bolo by totiz zlepené z vydlazdeni ploch 3 x 2 a 3 x (2n —2)). Ak je n = 2, sme s celym
rozborom hotovi; v pripade n = 3 je vynitené vodorovné umiestnenie dalsich troch
dlazdic s vpisanou cifrou 2. Opakovanim tejto uvahy nakoniec ziskame (jediné) dve
celistvé vydlazdenia celej plochy 3 x 2n pre Iubovolné dané n = 2.

2 1 2
2 1 2

Obr. 30

Zaoberajme sa teraz dlazdeniami plochy 3 x 2n, ktoré nie st celistvé. Kazdé z nich
je teda zlepenim vydlazdeni dvoch ploch 3 x 2k a 3 x (2n — 2k) pre vhodné k =
=1,2,...,n — 1. Také k ale nemusi byt pre dané vydlazdenie jediné, a tak vyberieme
vzdy ,najvicsie vyhovujuce k; bude to prave také k, pri ktorom uz je vyssie spomenuté
vydlazdenie ,pravej“ plochy 3 x (2n — 2k) celistvé (pre najvicsie k = n—1 je to splnené
automaticky), pri¢om vydlazdenie ,lavej“ plochy 3 x 2k je lubovolné.

Prave opisanym spdsobom sme vsetky ,necelistvé“ vydlazdenia plochy 3 x2n s danym
n 2 2 rozdelili do n — 1 disjunktnych skupin. Ich celkovy pocet je rovny, ak pocitame
po skupinach,

al-2—|—a2-2+...+an_2~2—|—an_1 '3,
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lebo prvy ¢initel v k-tom séitanci udava vzdy pocet (vSetkych) vydlazdeni ,lavej“ plochy
3 X 2k a druhy ¢initel udava pocet celistvych vydlazdeni ,pravej“ plochy 3 x (2n — 2k).
Ak pridame k tomuto suc¢tu este s¢itanec 2 za dve celistvé vydlazdenia celej plochy
3 x 2n, dostaneme pre kazdé n = 2 hladany rekurentny vzfah

ap =2(a1 +as+ ...+ ap—2)+ 3a,-1 + 2. (3)

Odtial sa od hodnoty a; = 3 postupne dostaneme az k hladanej hodnote as, a tak
skonc¢ime alternativne riesenie celej zadanej tilohy:

as =3a1 +2 =11, ag = 2a1 + 3as + 2 =41, a4 = 2(a; + az2) + 3as + 2 = 153,
a5:2(a1+a2—|—a3)+3a4+2:571.

Pozndmka. Ukézme este, Ze pomerne zlozito zapisant rekurentnt zavislost (3) je mozné
podobne ako v prvom rieseni zjednodusit na tvar rovnice (2) uvedenej v prvej poznambke.
Naozaj, podla (3) pre Tubovolné n = 1 plati

an+2:2(a1+a2+...+an)—|—3an+1+2,
an+1:2(a1+a2+...+an_1)—|—3an+2

a po odcitani druhej rovnosti od prvej vychadza

An42 — Qpt1 = 3Ap41 — Ap  ClZe  Apio = 4Apy1 — ap.

A-1-6

Zvolime akykolvek bod X roviny ABC a zostrojime jeho obrazy X,, X;, X. v osovych
stmernostiach podla priamok BC, CA, AB (obr.31). Aby sme mohli posudit otézku,
kedy dostaneme rovnostranny trojuholnik X, X, X., dokdZzeme najprv, ze pre vzajomné
vzdialenosti jeho vrcholov platia v8eobecne (t.j. bez ohladu na volbu bodu X) vzorce

X, X, = 2|XC|siny, |XoXc|=2|XB|sing, |XoX|=2|XA|sina, (1)

v ktorych «, B, v je zvycajné oznacenie vnutornych uhlov trojuholnika ABC.

Staci dokazat iba prva rovnost v (1). T4 je zrejma v pripade X = C, lebo vtedy
plati X, = X, (= X). V pripade X # C je XC priemerom Téalesovej kruznice z obr. 31,
na ktorej lezia vyznacené kolmé priemety P,, P, bodu X na priamky BC, C A. Kedze
tetive P, P, prislichaji obvodové uhly + a 180° — ~, zo sinusovej vety vyplyva rovnost
| P, Py| = | XC|sin~y. Vzhladom na to, ze tsecka X, X} je zrejme obrazom tetivy P, P,
v rovnolahlosti so stredom v bode X a koeficientom 2, plati | X, X,| = 2|P, P/, ¢im sa
rovnosti (1) dokézané.



76 63. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY
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Obr. 31

Zo vzorcov (1) vyplyva, ze nasou tlohou je najst prave tie body X roviny ABC, pre
ktoré plati
2| X Alsina = 2|XB|sin g = 2| XC|siny > 0
(prave vtedy je totiz trojuholnik X, X, X, rovnostranny). Inak vyjadrené, hladame

body X, ktorjch vzdialenosti od vrcholov A, B, C st kladné a splhaji tmeru

11 1 1 1 1

XA|:|XB|:|XC| = : : = : :
XAV XBLXCl = 2 05 sy~ 1BO] TAC]  TAB|

(kvoli dalsiemu vykladu sme vyuzili sinusovii vetu a presli od sinusov uhlov k dlzkam
protilahlych stran v trojuholniku ABC). Prave také body X zostrojime ako spolo¢né
body nasledujucich troch Apolléniovych kruznic, presnejsie mnozin bodov X zadanych
rovnicami

a* Tv ) “Tv T T c: - ) 2
IXC| ~ JAC]” " |XC| |BC] |IXB| ~ |BC| (2)

|XB| |AB| | XA]  |AB| . XAl  |AC|

pritom je zrejmé, Ze Tubovolnym priese¢nikom dvoch tychto kruznic bude prechadzat
i tretia kruznica.® Z rovnosti v (2) vidno, ze A € ko, B € ky, a C € k.. To ulah¢uje
prakticki konstrukciu tychto troch kruznic: ak st AK, BL, CM priecky trojuholnika
ABC, na ktorych lezia osi jeho vntatornych uhlov (obr.32), lezi na kruznici k, nielen
bod A, ale i bod K (v dosledku dobre zndmeho pomeru |[KB| : |[KC| = |AB| : |AC|),
takze stred kruznice k, mozeme zostrojit ako priese¢nik osi tise¢ky AK s priamkou BC
(ak neplati |[AB| = |AC], kedy k, je os strany BC'). Podobne vyuzitim osi tseéiek BL,

5 Niektoré z tychto mnoZin (jedna alebo tri) mézu byt priamkami namiesto kruznicami. Budeme sa
tomu venovat neskorsie pri diskusii o pocte rieseni.
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CM ur¢ime stredy kruznic ky, k.. Na obr. 32 vidime situéciu, ked kruznice k,, ks, ke
maju dva spolo¢né body X, Y, a nasa tloha tak mé dve rieSenia.” St na nom nakreslené
i zodpovedajuce rovnostranné trojuholniky X, X, X. a Y,Y;Y.. Nie je ndhoda, ze ich
vrcholy lezia po jednom na zodpovedajucich kruzniciach k., ky a k., lebo stredy tychto
kruznic lezia na osiach uvedenych simernosti.

Ye

Obr. 32

Aj ked je zadand tuloha konstrukcéne vyrieSend, musime eSte posudif otézku, kolko
ma uloha rieseni, teda otazku poc¢tu spolo¢nych bodov Apolléniovych kruznic k., ky, k.
(ako vieme, staci vziat dve z nich). Odpoved podame v nasledujtcej ¢asti; pomozeme si
pritom opét poznatkom o existencii prie¢ok daného trojuholnika ABC, ktoré su zaroven
tetivami skiimanych kruznic; zachovame aj ich oznacenie AK, BL, CM z obr. 32.
Diskusia.

a) Ak je trojuholnik ABC' rovnostranny, st kg, ky, ky, osi jeho stran a tloha tak ma

jediné rieSenie, ktorym je stred daného rovnostranného trojuholnika.

b) Ak je trojuholnik ABC' rovnoramenny a plati napriklad |AB| # |AC| = |BC|, je
k. os jeho zékladne AB, ktora pretne kruznicu k, v dvoch bodoch, lebo pretina
jej tetivu AK, a teda i oba jej obluky AK. Pre rovnoramenny trojuholnik ABC,
ktory nie je rovnostranny, mé preto tloha vzdy dve rieSenia.

c) Ak je trojuholnik ABC' réznostranny a napriklad AB je jeho najdlhSia strana
(ako na obr. 32), maju kruznice k,, kp, ako ukdzeme, dva spolo¢né body. Kedze
kruznica k, je uréend rovnicou |XB|/|XC| = |AB|/|AC| > 1, lezi bod B v jej

7 Ako uvidime o chvilu, dve rieSenia zadanej tilohy budu existovat vzdy, ked dany trojuholnik ABC
nebude rovnostranny. Netrividlnost tohto poznatku nepriamo podporuje i skuto¢nost, Ze obe riesenia
X a Y na obr. 32 lezia mimo trojuholnika ABC'.
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vonkajsej oblasti a bod C' v jej vntutornej oblasti. Preto vo vniitornej oblasti k, lezi
aj cela tsecka AC (s vynimkou bodu A), teda aj jej vnitorny bod L. Kruznica k,
tak pretina tetivu BL kruznice kj, a preto sa pretinaju aj obe kruznice. Pre
roznostranny trojuholnik ABC ma preto tloha vzdy dve riesenia.

A-S-1

Zadané ¢islo ma vyjadrenie

(10*" 1 +10* 72 4+ ...+ 10""") +2-10" + 8- (10" " + 10" 2 + ... 4+ 10%) + 96 =

10" 1 n2 1

10
=107t +2-10”+8-102-T+96:

102" — 10" +18-10™ + 800 - 10”2 —800+9-96
5 =
102" +16 - 10" + 64 <10” + 8>2
9 B 3 '

Ziskali sme druhti mocninu celého ¢isla, pretoze ¢islo 10" + 8 je delitelné tromi — mé
totiz ciferny stucet rovny 9. (Namiesto toho mozno tiez konstatovat, ze keby zlomok

10™ + 8
3

nebol celym ¢islom, nebola by celym ¢islom ani jeho druhé mocnina, a to by bol spor.)

Iné rieSenie. Ak objavime experimentovanim niekolko prvych rovnosti (neuskodi
uvedomif si, Ze vzorec funguje aj pre n = 2)

1296 = 362, 112896 = 3362, 11128896 = 33362, ...,
napadne nés urcite hypotéza, Ze pre kazdé n = 2 bude platit

1...128...896=233...36°.
S—— N~ N——

n—1 n—2 n—1

Jej dokaz urobime pouzitim algoritmu pisomného nasobenia:

333...3336
x333...3336
2000...0016

10000...008
100000...08
1000000...8
1...000008
10...00008
100...0008

111...112888...8896
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Obe rovnaké nésobené ¢isla su n-ciferné, v kazdom z n riadkov medzi oddelujtacimi
linkami je (n + 1)-ciferné ¢islo. Z toho lahko uréime, ako stoja pod sebou cifry tychto
nasledne sc¢itanych cisel, a teda aj pocty rovnakych cifier vo vysledku.

A-S-2

V prvej Casti riesenia budeme predpokladat, ze |[{ ABC|+|£ACM| = 90°. Pri oznaceni
@ = |[LACM| a ip = |LBCM]| (obr.33) je potom splnend nielen rovnost |[{ABC| =

= 90° — ¢, ale aj rovnost [{BAC| = 90° — 1, ako vyplyva zo stétu uhlov v trojuhol-
niku ABC"

|{BAC| = 180° — |{ABC| — |{ACB| =
= 180° — (90° — ) — (¢ + 1) = 90° — 2.
Zo sinusovej vety pre trojuholniky ACM a BCM tak vyplyva
sin(90° —¢)  |CM| |CM|  sin(90° — ¢)
sin ¢ ~|AM|  |BM| singy
Z porovnania krajnych zlomkov vzhladom na vzorec sin(90° — w) = cosw vyplyva
rovnost sin ¢ cos ¢ = sin cos ), Cize sin2¢ = sin 2¢. Kedze uhly ¢ a 1) st ostré, oba
uhly 2¢ a 21 lezia v intervale od 0° po 180°. Podla znadmych vlastnosti funkcie sinus
rovnost sin 2 = sin 2¢) tak znamen4, ze bud 2p = 2, alebo 2¢ + 2¢) = 180°. V prvom
pripade (¢ = v) je trojuholnik ABC rovnoramenny so zakladiiou AB, v druhom pripade
(p+1 = 90°) je pravouhly s preponou AB. Tym je dokdzana prva (nirocnejsia) z dvoch
implikacii, z ktorych je zlozena ekvivalencia zo zadania tlohy.

Obr. 33

Pri dékaze druhej (jednoduchsej) implikdcie najskor predpokladajme, Ze trojuholnik
ABC' je pravouhly s preponou AB. Podla Télesovej vety vtedy plati |MB| = |MC]|,
a tak st zhodné uhly MCB a M BC (¢ize ABC'), odkial uz vyplyva

|LABC| + |£ACM| = |{MCB| + |{ACM| = |£{ACB| = 90°.

Ostéva dokézat rovnakt rovnost aj za predpokladu, Ze trojuholnik ABC' je rovnora-
menny so zakladnou AB. Vtedy vSak st trojuholniky ACM a BC'M zhodné a maju
pri vrchole M pravy uhol, takze plati

|{ABC| + |£ACM| = |{MBC| + |{BCM| = 180° — |{ BMC| = 90°.

Tym je aj dokaz druhej implikacie ukonceny a celd tloha je vyriesena.
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Iné riesenie. Zostrojme kruznicu k opisani danému trojuholniku ABC a jeho taz-
nicu C M predlzme za bod M na tetiva CC” kruznice k (obr. 34). Zo zhodnosti obvodo-
vého uhla ABC" s obvodovym uhlom ACC’ (¢ize uhlom AC'M) vyplyva, ze stcet uhlov
ABC a ACM zo zadania tlohy mé rovnaki velkost ako uhol C'BC’. Podla Téalesovej
vety je tato velkost rovna 90° prave vtedy, ked tetiva C'C’ kruznice k je jej priemerom.
To nastane prave vtedy, ked stred S kruznice k bude lezat na polpriamke C'M. Pre
taku situdciu rozli§ime pripady S = M a S # M. Prvy pripad podla Télesovej vety
nastane prave vtedy, ked bude trojuholnik ABC' pravouhly s preponou AB. Druhy
pripad (C, M a S st tri rézne body leziace na jednej priamke) nastane prave vtedy,
ked bude priamka M S, ktora je osou usecky AB, prechadzat bodom C, teda prave
vtedy, ked bude trojuholnik ABC' rovnoramenny so zékladiiou AB (a pritom uhol
AC B nebude pravy). Tym je dokazana cela ekvivalencia zo zadania tlohy.

t

C’ C’
Obr. 34 Obr. 35

Pozndmka. V predchadzajicom postupe bolo mozné namiesto tetivy C'C’ kruznice k
vyuzit jej doty¢nicu t v bode C' (obr. 35). Zo zhodnosti obvodového uhla ABC' s vyzna-
¢enym usekovym uhlom medzi tetivou AC' a dotyc¢nicou t totiz vyplyva, ze sucet uhlov
ABC a ACM je rovny 90° prave vtedy, ked je dotyc¢nica t kolméa na polpriamku CM,
teda prave vtedy, ked na tejto polpriamke lezi stred S kruznice k.

A-S-3

Hladany pocet useciek, ktoré prechadzaji vntutornymi bodmi valca, uréime tak, ze od
celkového poctu zostrojenych tuseciek odcitame jednak pocet tych tuseciek, ktoré lezia
na plasti valca, jednak pocet tych tseciek, ktoré lezia v niektorej z oboch podstav valca.

Vypocet urobime pre pripad valca s obvodom podstavy x a vyskou y. Spajané body
su teda na valci rozlozené na x tseckach po y + 1 exemplaroch, takze ich pocet je
z(y + 1). Pre pocet Py vSetkych zostrojenych tiseéiek preto plati vzorec

z(y+1) z(y+ 1) (zy+2x—1)
PO:( 2 ): 2 ’
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pocet P; useciek leziacich na plasti mé vyjadrenie

y+1 z(y+ 1)y
P =x- N LA
= (157) =15

a napokon pocet P» tseciek v oboch podstavach je dany vzorcom

P2:2-(§> = 2(z - 1).

Z toho uz pre hladany pocet P tuseciek, ktoré prechadzaji vnutornymi bodmi valca,
dostaneme vzorec

zy+ D(ey+2x—-1) z(y+ 1)y

P=PFP—PFP —P,= 5 — 5 —z(zx—1)=
z(r—1)(y* +2y — 1)
= 5 _

Pre zodpovedajuci pocet @) tseciek, ktoré prechadzaju vnutornymi bodmi druhého
valca s obvodom podstavy y a vyskou x, zrejme plati analogicky vzorec

y(y — 1) (22 + 22 — 1)'

@= 2

Pre porovnanie oboch po¢tov P a () upravime ich rozdiel P — @ (s vedomim, Ze ten
bude nasobkom dvojélena z — y, pretoZe pre = y zrejme plati P = Q):

20P-Q)= (> —2)y* +2y—1) — (> —y)(a® + 22— 1) =
= (2%y® — 2y + 222y — 22y — 2?4+ ) —
— (¢%y® —a®y +2zy° — 20y —y® +y) =
=3zy(z—y)—(@—y)lz+y) + (@ —y) =
=(r—y)Bry—z—y+1).

V pripade = > y ako vicsie vyjde ¢islo P, pretoze ukdzeme, ze vyraz 3zy —x —y+1
je kladny: z y = 2 mame 3zy = 6, a preto

xzy—r—y+12bx—y+1>4c+1>0.

Pozndmka. Opisme kratsi sposob urc¢enia hladaného poctu tseciek, a to opiit pre valec
s obvodom podstavy x a vyskou y.

Kolmym priemetom kazdej zapocitanej tsecky do podstavy je jedna z %x(m - 1)
useciek, ktoré spajaju x bodov na hrani¢nej kruznici. Do jednej z tychto tseciek sa

vzdy premietne (y + 1)? — 2 = 3% + 2y — 1 zapocitanych tseciek, pretoze y + 1 je pocet
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spajanych bodov s rovnakym priemetom a od st¢inu (y+1)(y+1) treba odcitat ¢islo 2
za dve spojnice leziace v podstaviach. Hladany pocet P je teda rovny

z(z—1)(y* +2y — 1)

P = .
2

A-1II-1

Vyuzime zvycajny zapis n = p{'p3?...pp" prvociselného rozkladu hladaného éisla n,
v ktorom p; < ps < ... < p su vSetky prvocisla deliace n a exponenty «; st kladné celé
¢isla. Z podmienky tlohy vyplyva, ze p; = 2 (inak by najviac¢$im neparnym delitelom
¢isla n bolo samo n a dostali by sme nerovnost n > 3n, ktord nemoze platit) a ze k = 2
(inak by n bolo mocninou ¢isla 2). Najviésim neparnym delitelom ¢isla n je zrejme ¢islo

.....

Rovnica vyjadrujica podmienku tlohy ma preto zapis

290p? L ppk = 3ps? . ppk + 5pe, Cize (20‘1 — 3)pg‘2_1 ...ppt =5,
(V pripade k = 2 je lava strana upravenej rovnice rovna (20‘1 — 3) pg‘2—1.) KedZe ¢islo 5
mé jediné dva delitele, plati 2** — 3 € {1, 5}, takze a; = 2 alebo a3 = 3.
i) Pripad o7 = 2. Upravena rovnica prejde na tvar
pngl PRt =5,
takze je splnend prave vtedy, ked je bud kK = 2, po = 5 a as — 1 = 1, alebo k = 3,
as —1 =0, p3 =5 a a3 =1 - vtedy ale prvocislo p, nemdze byt Iubovolné, lebo
z 2 < py < p3 = b vyplyva ps = 3. Prvej moznosti tak zodpoveda jediné rieSenie n =
=22 .52 = 100, druhej moznosti jediné riesenie n = 22 - 31 . 5! = 60.
ii) Pripad «; = 3. Teraz dostavame po tprave rovnicu
pgrl CpRt =1,
ktord znamend, ze k = 2 a ag — 1 = 0 (na prvocislo py tentoraz ziadne obmedzenie
okrem nerovnosti p > 2 neexistuje). Tomuto pripadu tak zodpoveda nekonecne vela
rieSeni n = 23 - pl = 8p,.
Odpoved. Vsetky vyhovujuce celé kladné ¢isla n st: n = 60, n = 100 a n = 8p, pricom
p je lubovoIné neparne prvodislo.

Pozndmka. Cely postup zapiSeme uspornejsie, ked namiesto ,iplného* prvociselného
rozkladu hladaného ¢isla n vyuzijeme jeho vyjadrenie n = 2% - p - [, v ktorom 2% je
najvyssia mocnina ¢isla 2, ktora deli n, p je najmensie neparne prvocislo deliace n a [ je
(nepérne) ¢islo, ktoré nemé ziadneho prvociselného delitela mensieho ako p (moéze byt
aj [ =1, v ostatnych pripadoch vsak [ =2 p). Potom je nasou tlohou riesit rovnicu

n=2%pl =3pl+5p, ¢dize (2%—3)l=5.
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Odtial médme bud/ =1a2*—3 =5, alebol =5 a2%—3 = 1. V prvom pripade vychédza
a = 3, a teda vyhovuje kazdé n = 8p, pricom p je lubovolné neparne prvocislo; v druhom
pripade je | = 5 a a = 2, takze n = 20p, pricom ale z 5 = [ = p vyplyva p € {3,5},
a preto vyhovuju iba ¢isla n = 60 a n = 100.

Iné rieSenie. Zo zadania vyplyva, ze medzi hladanym d¢islom n a jeho najvicsim
neparnym delitefom L platia nerovnosti n > 3L a n < 3L + 5L = 8L. Kedze podiel
n : L je mocnina ¢isla 2, z nerovnosti 3 < n : L < 8 vyplyva, ze bud n = 4L, alebo
n = 8L.

Zacneme s rozborom pripadu n = 8L. Zo sposobu, akym sme odvodili nerovnost
n < 8L, vyplyva, Ze ¢islo L je nielen najvic¢sim, ale aj najmensim netrividlnym nepér-
nym delitelom ¢isla n, a preto je prvocislom. Dostdvame prvi skupinu hladanych ¢isel n,
ktoré maju tvar n = 8L, pricom L je Tubovolné neparne prvocislo.

V pripade n = 4L je najmensi netrividlny neparny delitel ¢isla n také prvocislo p,
ktorého pitnasobok je rovny ¢islu n — 3L = L. Z rovnosti 5p = L méame n = 4L = 20p,
a preto 5 | n, takze p < 5, ¢ize p € {3,5}. Zodpovedajice riesenia s n = 60 a n = 100.

A—-1I-2

V prvej Casti rieSenia predpokladajme, ze X je Iubovolny bod, ktory méa pozadovani
vlastnost. Zrejme musi lezat vo vonkajsej oblasti kazdej z oboch kruznic. Body Si, So
a X su potom vrcholmi trojuholnika, ktorého strany S;X, So X st prefaté postupne
kruznicami ki, ko v bodoch Y; a Y3, ktoré lezia na jednej rovnobezke s priamkou
5155 (obr.36). Preto aj body Y7, Y2, X st vrcholmi trojuholnika, ktory je podobny
trojuholniku 575X podla vety uu, teda pre ich strany plati timera

XWX 0
| X S| | X Sa|’
ktori vdaka rovnostiam
|XY1|:|X51‘—7‘1 a ‘XY2|:|XSQ|_T2 (2)

prevedieme na timeru pre dizky tseciek X S; a X Ss:

| XS] — 71 - | X Sa| — 7o

(XS XS]
takze
|XSl| T
= =, 3
|XSQ| T2 ( )

Mnozinu bodov v rovine s danymi bodmi S; a Ss, ktoré maju vlastnost (3), poznédme:
pre r1 = 13 je to os useCky S1S5 a pre r1 # 19 je to Apolloniova kruznica. T4 je urcend
svojim priemerom H;H, na priamke 5153, na ktorej st H; a Hs jediné dva body X
s vlastnostou (3). Z tej navySe vyplyva, Ze sa jednéd o stredy rovnolahlosti kruznic kq
a ]{72.
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Obr. 36

V druhej casti rieSenia budeme naopak predpokladat, Zze bod X je Tubovolny bod
Apolléniovej kruznice urcéenej rovnicou (3), ktory je rozny od jej prieseénikov Hy, Hs
s priamkou S;S5. Vzhladom na predpoklady tlohy lezia body H;, Hs vo vonkajsej
oblasti oboch kruznic, takze tam lezi aj prislusnd Apolléniova kruznica, pretoze jej
priemer obsahuje priemer jednej z danych kruznic (tej s mensim polomerom) a s prie-
merom druhej kruznice je disjunktna.

Body S, Se a X st tak vrcholmi trojuholnika, pricom | X Si| > r1 a | XSa| > ro.
Existuju teda body Y7 € k1, Y5 € ks leziace vnutri stran S;.X, So X trojuholnika S5 X.
Preto pre ne tiez platia rovnosti (2), vdaka ktorym mozno prejst tentoraz od rovnice
(3) k rovnici (1). Jej platnost znamend, ze trojuholniky 575X a Y;Y>X st podobné
podla vety sus, a preto st usecky S152 a Y1Ys rovnobezné. Body Y7, Y5 tak maja od
priamky S7.55 rovnaké vzdialenosti, ¢o dokazuje pozadovanu vlastnost bodu X.
Odpoved. Hladanou mnozinou bodov X je Apolléniova kruznica uréenéd rovnicou (3),
z ktorej st vylucené oba jej prieseéniky s priamkou S; 5. V pripade r; = 79 je hladanou
mnozinou os usecky 5153 bez jej stredu.

Pozndamka. Potrebna vlastnost Apolléniovej kruznice mozno odvodit priamo z rov-
nosti (3). Z rovnosti, ktora je pred rovnostou (3) a ktora je s mou v skutocnosti
ekvivalentné, pre lubovolny taky bod X vyplyva, Ze oba vyrazy | X.S1| —r; a |XSa| —79
maju rovnaké znamienko. A kedZze podla predpokladov tlohy je

(|X81| — 7“1) -+ (‘XSQ| — TQ) > |5152| — (7‘1 -+ 7”2) > 07

je | X S1| > r1 a|XS3| > ro, ¢o znamend, Ze ndjdend Apolléniova kruznica lezi v prieniku
vonkajsich oblasti oboch danych kruznic.

A-1I-3

Ak je napr. z = 0, dostavame stistavu 0 = yz? = 2y°z, takZe aj jedna z hodnot y, z
je nulova a druhd moze byt Iubovolna. Podobne vyrieSime aj pripady y = 0 a 2 = 0.



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA A 85

Dostavame tak tri skupiny rieseni (¢, 0,0), (0,¢,0) a (0,0, t), pricom ¢ je lubovolné realne
¢islo. Vsetky ostatné riesenia uz spliaji podmienku zyz # 0, ktorej platnost budeme
vo zvysku rieSenia predpokladat.

Upravou rovnice z(y?+222) = y(22+22?%) dostaneme (2z—y)(22—xy) = 0. Rozlisime
teda, ktory z dvoch ¢initelov je rovny nule.

i) 2z —y = 0. Z povodnej sustavy po dosadeni y = 2z zostane jedina rovnica

22(22% + 2%) = 9272,
odkial po deleni ¢islom x # 0 dostavame
42% +22%2 — 9z =0, ¢&ize (r—22)(4x —2) =0.

Pripadu i) teda zodpovedaju skupiny rieseni (2t,4t,t) a (¢, 2t, 4t), pri¢om t je lubovolné
realne cislo.

ii) 22 — 2y = 0. Ciasto¢nym dosadenim 2>

= xy dostaneme jedinu rovnicu
wy(2z +y) = 2(2* + 2y°),
ktora je (vdaka tomu, Ze 2% + 2y? > 0) ekvivalentné s rovnicou

_ wy(2r +y)
o 1.2 + 2y2 .
Teraz ale musime zistit, kedy také z spliia podmienku 22 = xy, ktora po dosadeni
najdeného vzorca pre z ziskava tvar
z?y® (22 + y)?
= zy.
(22 + 22)2

Po vydeleni ¢islom xy # 0 a odstraneni zlomku dostaneme podmienku

zy(2z +y)* = (2 + 247, cize (dy—2)(a®—y°) =0.

Posledné rovnost plati prave vtedy, ked bud z = 4y, alebo 23 = 3, t.j. 2 = .8

Po dosadeni do vzorca pre z dostaneme v prvom pripade z = 2y, v druhom z = =x.
Pripadu ii) teda zodpovedaju skupiny rieSeni (4¢,t,2t) a (t,t,t), priom t je Tubovolné
realne cislo.

Odpoved. Vsetky rieSenia danej sustavy su (¢,0,0), (0,¢,0), (0,0,t), (¢,t,t), (4t,t,2t),
(2t,4t,t) a (t,2t,4t), pricom t je lubovolné realne éislo.

Pozndmka. Ukdzeme sposob, ako sa v podanom rieSeni vyhnat rozboru naro¢nejsieho
pripadu ii). Vdaka cyklickej symetrii mé zadana ststava za dosledok nielen prva z na-
sledujucich troch rovnic (ktort sme vyssie odvodili), ale aj dalsie dve analogické rovnice

2z —y)(z® —ay) =0, (Qu-=2)(a®—y2)=0, (2z—z)(y*—22)=0. (1)

8 Posledny zaver plati vdaka tomu, Ze funkcia x — z3 je na redlnom obore rastiica, a teda prosta.
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Pripad 2x — y = 0 sme vyssie rozobrali, pripady 2y — z = 0 a 2z — x sa analogické
a vypisanim rieseni pre tieto tri pripady dostaneme vsetky rieSenia uvedené v odpovedi
s vynimkou (t,¢,t). Ak nenastane ziadny z tychto troch pripadov, musia byt splnené
rovnice

2 —ay=a—yz=9y*—20=0. (2)
Uk4Zeme, ze ich v obore realnych ¢isel spliaja iba trojice (z,y,2) = (t,t,t). To je
jednoduchy dosledok algebraickej identity

(—y)?+ (y—2)° + (z — 2)* = 2(2° — ay) + 2(a® — y2) + 2(y* — 22),

ktorej prava strana je podla (2) rovna nule, takze sa rovna nule aj zaklad kazdej z troch
druhych mocnin na lavej strane (ktord by inak mala kladni hodnotu). Dodajme, ze
stistavu (2) mozno vyriesit aj kratSou ivahou: ak plati rovnost (2), maja vyrazy 3, 32,
23 t1 istt hodnotu zyz, a tak plati x = y = 2z podla poznamky pod ¢iarou.

Iné riesenie. Nebudeme opakovat Gtvodnt tvahu povodného rieSenia a rovno budeme
hladaf len tie rieSenia, ktoré spliaji podmienku zyz # 0.
Po vydeleni vyrazov v zadanej ststave nenulovym ¢islom xyz dostaneme

2z z 2x x 2
vz, =2 2.9 (3)

z Y x z Y x

¢o je rovnost troch hodnot funkcie f(s) = s+ 2/s v nenulovych bodoch s; = y/z,
so = z/x a s3 = x/y. Zistime preto, kedy pre nenulové ¢isla s a t plati f(s) = f(t).
7 vyjadrenia

2 (s—t)(st—2)

f(s)_f(t)ZSJr%—t—;: (

vidime, Ze Zeland situacia nastane, len ak s =t alebo st = 2.

Sustava rovnic (3) je preto splnend prave vtedy, ked pre zavedené ¢isla sq, sa, s3 plati:
kazdé dve z nich sa rovnaju alebo je ich stc¢in rovny ¢islu 2. Ak je ale taky sucin rovny 2,
tretie ¢islo je vdaka rovnosti s1s953 = 1 rovné % a prvé dve ¢isla (majuce sucin 2) teda

lezia v mnozine {%,4}, takze s rozne, a preto (s1,S2,53) je niektorou permutaciou
trojice (%, %, 4). Lahko mozno overit, ze tymto (spolu trom) permutécidm zodpovedaju
rieSenia (4t,t,2t), (2t,4t,t) a (t,2t,4t) povodnej siustavy (nebudeme to tu rozpisovat).
Este jednoduchsie je dokonéenie zvysného pripadu s; = sy = s3: vdaka rovnosti
s15283 = 1 je spolo¢nd hodnota cisel s; rovna 1 a zodpovedajlce riesenia zrejme si
(t,t,t) (opét je t Tubovolné redlne ¢islo).

A-1I-4

Permutacie kurtov v jednotlivych kolach aj permutacie samotnych kol posidime na-
koniec; najskor druZstva pevne oznacime cislami 1, 2, 3, 4, 5, 6 a podla toho pdticu
kol lubovolného rozpisu jednoznacne preusporiadame. Zapas druzstva x proti druZstvu
y budeme oznacovat ako par (z,y) (mame pritom na pamiiti, Ze na poradi ¢isel v pare
nezalezi).
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Za kola 1 a 2 prehlasime kola postupne s parmi (1,2) a (1,3); ak je pritom v kole 1
par (3,a) a v kole 2 par (2,b), st a, b dve réozne ¢isla z {4,5,6}, inak by ndm totiz
pre treti zapas v kazdom z oboch kol zvysila ta istd dvojica. Za kold 3, 4 a 5 potom
prehldsime kold postupne s parmi (1,a), (1,b) a (1,¢), pricom ¢ € {4,5,6} \ {a,b}.
Méme teda jednoznacne urcené poradie vSetkych kol s netiplnym rozpisom

1: (1,2), (3,a),
2: (1,3), (2,b),
3: (L,a),
£ (1,0)
5 (1,0,

ktory sa dé zrejme jedinym spoésobom doplnif na tplny rozpis:

1: (1,2), (3,a), (b,c),
2: (1,3), (2,b), (a,c),
3: (Lya), (2,¢), (3,b),
4: (1,b), (2,a), (3,¢),
5. (Le), (2,3), (a,b).

Kedze (a,b, c) je Tubovolnd permutéacia trojice (4,5, 6), je pocet takto zapisanych rozpi-
sov prave 3! = 6, v kazdom takom rozpise potom mozeme kolé usporiadat 5! sposobmi
a nakoniec v kazdom z piatich kol priradit parom kurty prave 3! = 6 sposobmi. Hladany
pocet je teda rovny cislu

6-5-6°=5-65=2°.37.5= 5598 720.

Iné rieSenie. Oznacme druzstva ¢islami 1, 2, 3, 4, 5 a 6 a zostavme najskér neuspo-
riadany rozpis turnaja tak, ze jednotlivé kola ,ocislujeme” stipermi druzstva cislo 1
a preskimame, kolkymi spésobmi sa dé k tymto dvojiciam doplnit zapas druZstva
¢islo 2, pricom stupera dvojky vyberame uz len zo $tvorprvkovej mnoziny {3,4,5,6}:

1. (1,2),

2: (1,3), (2,a),
3 (1,4), (2,b),
4: (1,5), (2,6),
5: (1,6), (2,4d).

Na dopliiané pary (2,a), (2,b), (2,c¢), (2,d) mame nasledujiice obmedzenia;
> Druzstvo 2 nemoze mat v ziadnom kole rovnakého stpera ako druzstvo 1.
> Obe druzstva 1 a 2 nemdzu mat v dvoch roznych koldch striedavo tych istych
superov, pretoze potom by nam na treti zapas v oboch kolach zvysila ta ista
dvojica.
Pri splneni tychto dvoch podmienok je potom zrejme jednoznac¢ne urcend zvysna
dvojica v kazdom z kol, v ktorych proti sebe nehraja 1 a 2. Po ich urceni nadm zostant
prave dve dvojice stuperov, ktoré sa musia stretnat v kole, v ktorom spolu hraja 1 a 2.
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Ostava uz len urcit pocet permutacii Stvorprvkovej mnoziny {3,4,5,6} stperov
druzstva 2, ktoré spliiaji uvedené dve podmienky.

Pocet permutécii (a,b,c,d) spliiajicich prvii podmienku, teda nerovnosti a # 3,
b#4,c#5 ad# 6, ndjdeme metddou inklizie a exklizie: vhodnych permutéacii je

4!_(4.3!_@).2!+4_1) o,

Medzi nimi st préave tri permutacie (a, b, ¢, d), ktoré nevyhovuji druhej podmienke:
jednd sa zrejme o permutécie (4,3,6,5), (5,6,3,4) a (6,5,4,3) a ziadne iné.

Vsetkych moznych rozpisov je tak celkom 6, v kazdom kole mame vsSak 3! = 6
moznosti, ako priradit parom stuperov jednotlivé kurty, a celkom 5! moznych usporiadani
jednotlivych kol, dokopy teda

6-6°-5 =565 =2.3".5=75598720 moznosti.

Poznamka. Namiesto pouzitia principu inklizie a exklizie mozeme vsetky permutéacie
(a,b,c,d) vyhovujice obom podmienkam vhodnym systematickym postupom priamo
najst a vypisat. Jedna sa o permutacie (4,5,6,3), (4,6,3,5), (5,3,6,4), (5,6,4,3),
(6,3,4,5), (6,5,3,4).

Naopak, k poc¢tu permutécii vyhovujacich prvej, nie vSak druhej podmienke moézeme
dospiet nasledujicou tivahou: mame Sest moznosti, ako vybrat prestriedavant dvojicu
superov, pritom také dvojice su v kazdej z pocitanych permutéacii zrejme dve.

A-IIT-1

Rozlisime, ¢i hladané n je neparne alebo parne.

i) Nech n je nepéarne, potom aj vSetky d; st neparne. Z rovnosti 11ds + 8d7 = 3n
vyplyva d7 | 11ds a tiez ds | 8d7 Cize ds | d7. Z ds | d7 | 11d5 vzhladom na d7 > dj
mame d; = 11ds a po dosadeni do rovnosti 11ds + 8d7 = 3n dostaneme 99ds = 3n,
¢ize 33ds = n. Vidime, ze Styri ¢isla 1, 3, 11 a 33 su delitele ¢isla n, a to dokonca
jediné delitele mensie ako 50, pretoze pre piaty delitel ds uz podla zadania plati ds =
= d3 + 50 > 50. Mame teda d; = 1, dy = 3, d3 = 11, dy = 33, d5 = d3+50 = 61, a preto
n = 33ds = 33 - 61 = 2013. Toto ¢islo naozaj vyhovuje, lebo jeho najmensie delitele st
v predchadzajicej vete vypisané spravne, navyse plati dg = 61 -3 a d7 = 61 - 11, takze
je naozaj splnené dy = 11ds, teda i vSetko pozadované.

ii) Nech n je parne. Z rovnosti 11ds + 8d; = 3n potom vyplyva 2 | d5, takze aj
2| ds — 50 = ds. Kedze d; = 1 a dy = 2, nemdze byt ds = 3, takze je bud ds = 4, alebo
ds = 2t, pricom t > 2. Posledné v8ak mozné nie je (¢islo ¢t < ds by chybalo vo vypise
najmensich delitelov ¢isla n), a preto je nutne d3 = 4. Potom je ale d5 = ds + 50 =
= 54, a teda 3 | n, napriek tomu, Ze 3 nie je medzi najmensimi delitelmi ¢isla n. Ziadne
vyhovujice parne n preto neexistuje.

Odpoved. Uloha mé jediné rieSenie n = 2013.
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Iné riesenie. Pre delitele d5 < d7 mame ds = n/z a dy = n/y, pricom x > y st opét
kladné delitele ¢isla n. Dosadenim do 11ds 4 8d7; = 3n dostaneme po vydeleni n rovnicu
11/x + 8/y = 3, ktort v obore vsetkych celych kladnych ¢isel standardne vyriesime,
napriklad upravou na stc¢inovy tvar:

8z =y(B3x—11) < 8(Bz—11)+8 =3y(Bz—11) <« (3z—11)(3y —8) = 88.

Z prvej upravenej rovnice mame 3z — 11 > 0, takze z poslednej aj 3y —8 > 0; vzhladom
na r = y + 1 teda plati 3z — 11 = 3y — 8 > 0. Pre usporiadant dvojicu ¢initelov
z rozkladu cisla 88 preto dostavame moznosti

(3z — 11,3y — 8) € {(88,1), (44,2),(22,4), (11,8)}.

PodTa zvyskov modulo 3 v8ak vyhovuji iba dvojice (88, 1) a (22, 4), ktorym zodpovedaji
pary (z,y) rovné (33,3), resp. (11,4). Pre prvy z nich méme ds = n/33 (a d7 = n/3),
takze 1, 3, 11 a 33 su delitele ¢isla n, odkial rovnako ako v prvom rieseni dojdeme
k hladanému n = 2013. Pre (z,y) = (11,4) ¢ize d5 = n/11 a d7 = n/4 ma ¢islo n
delitele 1, 2, 4, 11, 22, 44, ¢o je v spore s nerovnostou ds > 50.

A-T1I1I -2

Podla zadania lezia body Y a Z v tej istej polrovine s hrani¢nou priamkou AB. Zo-
strojme obraz Y’ bodu Y v stimernosti podla priamky AB. Vzhladom na predpokladant
podobnost st uhly XAZ a BY X zhodné (obr.37), takze je aj |[{BAZ| = |£BY'Z|.
Z tejto rovnosti ale podla vety o obvodovych uhloch vyplyva, Ze na kruznici k opisanej
trojuholniku ABZ lezi nielen bod Y, ale aj bod Y’. Priamka AB ako os tetivy Y'Y’
tak prechadza stredom O kruznice k, takze tetiva AB je jej priemerom. Kruznica k
je teda vzhladom na volbu bodu Z nezévisla. Stred M jej tetivy Y Z preto nutne lezi
vo vnutornej oblasti kruznice k. Z pravych uhlov OMZ a OMY (obr.38) vidime, zZe
(mensie) uhly AMO a BMO su ostré, takze bod M nutne lezi v prieniku vonkajsich
oblasti Talesovych kruznic nad priemermi AO a BO. Ukazeme, Ze obe nutné podmienky
na polohu bodu M uz spolu vymedzuji hladan(i mnozinu.

Y/
Obr. 37 Obr. 38
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Nech M je Iubovolny bod vo vnutornej oblasti kruznice k, pre ktory st oba uhly
AMO a BMO ostré (t.j. bod M lezi zvonka oboch kruhov s priemermi AO a BO).
Potom zrejme kolmica na priamku OM v bode M pretina kruznicu k v polrovine ABM,
takze na jednej z Talesovych polkruznic nad priemerom AB vytina tetivu, ktorej krajné
body mozeme oznacit Y a Z tak, aby A, B, Y, Z bolo poradim bodov na kruznici k.
Ak je Y’/ obraz bodu Y na druhej polkruznici v siimernosti podla priemeru AB, tak pre
priesecnik X tusediek AB a Y'Z plati, Ze trojuholniky X BY a X Z A st podobné podla
vety uu. Dokaz je hotovy.

Zdver. Hladanou mnozinou je vnutro kruhu s priemerom AB a stredom O bez oboch
kruhov s priemermi AO a BO (obr. 39).

Ae °0 °B

Obr. 39

A-1IIT -3

Doty¢nych hran je 7 -8 = 56 zvislych a rovnaky pocet vodorovnych, celkom ich je
56 - 2 = 112. Pri lubovolnom rozrezani Sachovnice vznikne 32 obdlznickov 2 x 1, preto
sa kazdé také rozrezanie tyka prave 112 — 32 = 80 hran, a prispeje tak do celkového
suctu ¢islom 80. Vysledny sucet je teda delitelny ¢islom 80, takze jeho dekadicky zapis
kon¢i nulou.

A-T1II-4

Pre kazdé k € {1,2,...,n} oznaéme p; pocet divakov v k-tom rade. Podmienka tlohy
pre dané i a j znamend, ze pocet znamosti medzi divakmi z i-teho a j-teho radu je
rovny jp;. Prehodenim tloh ¢isel ¢ a j zistime, Ze ten isty pocet sa ma rovnat ¢islu ip;.
Musi teda platit jp; = ip; ¢ize p; : p; = i : j. Prichddzame tak k zaveru, Ze pocty py
divakov v jednotlivich radoch nutne spliiaji podmienku

PLipPai...:pp=1:2:...:n.

Ukéazeme, ze je to aj podmienka postacujica, teda ze pri poctoch pr = kd pre
vhodné celé d sa rozsadeni divaci mohli poznat tak, aby podmienka zo zadania tlohy
bola splnené. Pre d = 1 to tak ur¢ite bude, ked sa budd navzajom poznaf vsSetci
divaci v kine; pre vSseobecné d staci, aby divaci boli rozdeleni na d skupin navzajom sa
poznajucich divakov a aby divaci z kazdej takej skupiny boli rozsadeni do jednotlivych
radov rovnako ako v pripade d = 1.
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Nagou tlohou je preto zistit, pre ktoré n = 4 existuje celé kladné ¢islo d vyhovujtce
rovnici
d+2d+ ...+ nd =234, ¢ize dn(n+1) = 468.
Hladédme teda vietky delitele ¢isla 468 = 22 - 32 - 13, ktoré st tvaru n(n + 1). KedZe
22 - 23 > 468, musi platit n < 22, teda n € {4,6,9,12,13,18}. Vidime, ze vyhovuje
jedine n = 12 (s prislusnym d = 3).

Odpoved. Opisand situdcia mohla nastat jedine pri rozsadeni divakov do 12 radov.
A-1III-5

Uvazované kruznice opisané trojuholnikom APC a BQC ozna¢me postupne l4, lp
a v8imnime si napriklad druht z nich (obr.40, uhly trojuholnika ABC' oznacujeme
zvyGajnym sposobom).

Obr. 40

Vysvetlime, Ze naozaj plati, ¢o na obrazku vidime. Predovsetkym bod ) zrejme lezi
v polrovine BC'A, lebo pre body X tamojsieho oblika BC kruznice lp sa uhol AXB
zviac¢suje z (ostrého) uhla v na (tupy) uhol 180° — 3/2, takze nadobtuda niekde vnutri
oblika hodnotu 90°. KedZze tisekovy uhol prisluchajici tomuto obliku BC' kruznice g
jerovny 3/2, je | BQC| = 180°— /2. Odtial | AQB|+|£BQC| = 270° — /2 > 180°.
Preto bod @ lezi v polrovine ACB, c¢ize aj vnutri trojuholnika ABC', konvexny uhol
AQC ma teda velkost 90° + (5/2. Ak oznac¢ime I stred kruznice vpisanej trojuhol-
niku ABC, bude mat uhol AIC taku istu velkost: |{AIC| = 180° — /2 — /2 =
= 90° 4 /2. To vSak znamend, Ze bod @ lezi na rovnakom obliku AC kruznice kp
opisanej trojuholniku ACT ako bod I, takze priamka AQ) je chordalou kruznic k a kp.

Druhd uvazovana priamka BP je analogicky chordélou kruznic k a k4 (ktorad je
opisané trojuholniku BCT). Prieseénik oboch priamok AQ a BP méa teda rovnaku
mocnost ku kruzniciam k4 a kg, preto lezi na ich chordéle, ktorou je priamka C1, teda
os uhla ACB. Doékaz je hotovy.

Pozndmka. Este jednym sposobom vysvetlime, pre¢o bod @) lezi v polrovine BCA.
Priesecnik @ kruznic k a lp zrejme musi lezat v polrovine ABC v uhle ohrani¢enom
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doty¢nicami oboch kruznic v bode B. Pritom vrchol C' ostrouhlého trojuholnika ABC
aj stred Sp kruznice lp zrejme lezia zvonka kruhu ohrani¢eného kruznicou k. V troj-
uholniku BSpC leii sice ¢ast kruznice k, ale s vynimkou bodov B a C' tam ur¢ite nelezi
ziadny iny bod kruznice lg. Z toho je zrejmé, ze bod @ musi lezat v polrovine BC A.

A-T1II-6

Jednoduchym dosadenim zistime, Ze dokazovana nerovnost prejde na rovnost, ak plati
aspon jedna z rovnosti a = 0, b = 0 alebo a = b. Z dalSieho postupu vyplynie, Ze s to
jediné pripady rovnosti.

Vzhladom na symetriu budeme predpokladat, ze plati a > b > 0, a postupnymi
ekvivalentnymi Gpravami dokaZzeme ostri nerovnost zo zadania, ktort rovno zapiSeme
zbavenu zlomkov:

ava? + 1Vab+ 1+ byb2 + 1Vab+ 1 > (a + b)Va? + 1/ + 1.

Teraz roznasobime pravi stranu zastipenym suc¢tom a + b a po preskupeni vyrazov
vyjmeme spoloc¢né cinitele:

a\/a2—i—1(\/ab+ — \/b2—i—1) >b\/b2—|—1(\/a2—i—1—\/ab—i—1)

Na lavej aj pravej strane vystupuju rozdiely odmocnin, rozsirime ich saétami tych istych
odmocnin na zlomky:

avaz+1- bla —b) > by b2+ afa —b)

Vab+1++vb2 +1 \/a2+1+\/ab+1

Obe strany teraz moézeme vydelit kladnym c¢islom ab(a — b); po naslednom odstraneni
zlomkov dostaneme nerovnost

Va2 +1(vVa2+1+vVab+1) > Vb2 +1(v/b2 + 1+ Vab+1),

ktorej platnost uz vyplyva z porovnania odmocnin na rovnakych miestach oboch stran
(vdaka predpokladu a > b totiz plati va2 +1 > Vb2 + 1),

Iné riesenie. Tentoraz z nasho postupu vylacime iba pripady a = 0 a b = 0, v ktorych
je vSak dokazovand nerovnost trividlna. Budeme teda predpokladat, Ze ¢isla a a b st
kladné a zapiSeme pre ne Cauchyho nerovnost

(% + %)(aqubv) > (a+ b)2

s kladnymi koeficientmi v = Vb2 +1 a v = Va2 + 1:

(\/bZLH+W2LH)(a\/T+b\/T) (a+b)? (1)
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Druhy ¢initel z lavej strany (1) odhadneme zhora podla inej Cauchyho nerovnosti takto:

avb2+1+bvVa2+1=+avab?+a+ vVby/a2b+b<
<Va+byVab? 4+ a+a2b+b=a+b\/(a+0b)(ab+1) = (a+b)Vab + 1.

Pre prvy ¢initel z Tavej strany (1) tak dostavame

@ . b (a +b)? S a+b
V21 Va2+1 avie+1+bvVa2+1 " Vab+1

¢o sme mali dokazat. Kedze v prvej vypisanej Cauchyho nerovnosti nastava rovnost
prave vtedy, ked plati u = v, ¢ize Vb2 +1 = Va2 + 1, t.j. a = b, je posledna rovnost
tretim a poslednym pripadom (okrem spomenutych pripadov a = 0 a b = 0), kedy
v dokazovanej nerovnosti nastava rovnost.

V

Iné riesenie. Vylac¢ime z ivah zrejmé pripady a = 0, b = 0, a = b a dokazovant ostru
nerovnost ekvivalentne upravime na tvar

a 1 b 1 1
: + : > :
at+b Vb2+1 a+b Va2+1 Vab+1

Lava strana je zrejme lavou stranou Jensenovej nerovnosti

pf(a) +qf(B) > f(pa+qB) (2)

s kladnymi koeficientmi p = a/(a + b) a ¢ = b/(a + b) (ktoré, ako vieme, musia spliiat
podmienku p + g = 1) pre funkciu f(x) = 1/\/z v bodoch a = b?> +1 a 8 = a® + 1.
Kedze funkcia f je na obore kladnych éisel rydzo konvexna® a body o, B st rozne
vdaka predpokladu a # b, Jensenova nerovnost (2) plati. Ostéva sa teda presvedcit, ze
a] jej prava strana sa rovna pravej strane upravenej nerovnosti z ivodu riesenia. To je
jednoduché:

a

f(pa+qp) =f<a+b(b2+1)+ aib(a2+1)> _

y a+ ab? + b+ a3b
a a-+b

1
Vab+1

) = flab+ 1=

1
9 Graf funkcie y = £~ 2 je dobre znamy.






Pripravné sustredenia pred IMO a MEMO

Pred medzindrodnou matematickou olympiddou (IMO) a stredoeurépskou matematic-
kou olympiddou (MEMO) sa kazdoro¢ne kona jedno vyberové a jedno pripravné sustre-
denie pre najlepsich riesitelov celostatneho kola kategérie A (CKMO). Od 55. ro¢nika
MO sa navyse kazdoro¢ne kona aj spolocné pripravné sustredenie ¢eského a slovenského
IMO-druzstva.

Po vyberovom sustredeni SKMO vyberie 6 najlepsich studentov do reprezenta¢ného
druzstva Slovenska pre IMO a urci jedného nahradnika. Spomedzi tych, ktori sa nedos-
tali na IMO a zaroven nie si v maturitnom ro¢niku (t.j. maji moznost sutazit v MO
aj nasledujuci Skolsky rok), vyberie SKMO najlepsich 6 $tudentov do druzstva pre
MEMO. Na vyberovom sustredeni pred IMO sa zucastnilo 16 sufaziacich, najuspesnej-
sich riesitelov tretieho kola MO kategorie A. Ststredenie sa konalo v diioch 1.-8. 4. 2014
v Bratislave. Ulohy zadavali byvali i¢astnici medzinarodnych matematickych olympiad
a ucitelia z FMFI UK Bratislava:

Mgr. Tomas Kocak, Matus Stehlik, tlohy 1 — 3,

Mgr. Richard Kollar, PhD., ulohy 4 — 7,

Bc. Michal Hagara, RNDr. Tomds Jurik, PhD., Glohy 8 — 11,
Filip Hanzely, Mgr. Martin Kollar, PhD., tlohy 12 — 15,

Bce. Filip Sladek, Martin Vodicka, tlohy 16 — 18.

Kazdy den studenti riesili sériu troch ¢i styroch tloh pri podobnych podmienkach
ako na IMO. V poobednajsich hodinach sa konal spolo¢ny rozbor tloh s lektorom. Na
konci stistredenia sa ziskané body za jednotlivé dni sé¢itali a s prihliadnutim na vysledky
tretieho kola MO boli vybrané Sestélenné druzstva pre ucast na IMO a MEMO.

Vysledky sustredenia:

Bui Truc Lam 64 Ondrej Binovsky 21,5
Patrik Bak 53,5 Ondrej Bohdal 21,5
Zhen Ning David Liuv 51 Eduard Batmendiyn 21

Samuel Sladek 42,5 Jozef Rajnik 21

Jakub Dargaj 39,5 Irena Bacinska 20,5
Ludmila Simkovd 39 Henrieta Michelovda 15,5
Miroslav Psota 34 Roman Kluvanec 14,5

Zuzana Frankovskd 22 Silvia Nepsinskd 12
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Poradie po zohladneni vysledkov CK MO:

Ll o

8.

Bui Truc Lam 103 9. Zuzana Frankovska 47
Patrik Bak 88,5 10. Jozef Rajnik 37
Zhen Ning David Liuv 85 11. Ondrej Bohdal 35,5
Miroslav Psota 57 12. Ondrej Binovsky 34,5
Ludmila Simkovd 57 Irena Bacinskad 34,5
Samuel Sladek 55,5 14. Henrieta Michelovd 27,5
Jakub Dargaj 55,5 15. Silvia Nepsinskd 25
Eduard Batmendiyn 49 16. Roman Kluvanec 22,5

Pripravné sustredenie sa konalo v dnioch 2. -6.6. 2014 v Bratislave. Ststredenie bolo
zamerané obzvlast na pripravu reprezentacnych druzstiev na IMO a MEMO. Lektormi
boli studenti FMFI UK Bratislava a ¢lenovia tilohovej komisie MO:

RNDr. Tomds Jurik, PhD. (geometria),

Martin Vodicka (tedria Cisel),

Filip Hanzely (nerovnosti),

Bc. Peter Csiba (kombinatorika),

Mgr. Peter Novotny, PhD. (geometria, funkcionalne rovnice, polynémy).

V poradi deviate spolo¢né sustredenie ceského a slovenského druzstva sa uskutoc-
nilo v diioch 15.-20.6. 2014 v CR v Uherskom Hradisti v regiondlnom vzdelavacom
stredisku Eduha. Stistredenie sa uskutoc¢nilo pod zastitou Spolec¢nosti Otakara Bortuvky
a bolo finan¢ne zabezpecené z nestatnych prostriedkov. Pedagogicky dozor slovenskym
(a na mieste aj ¢eskym) Studentom robil Martin Vodi¢ka z FMFI UK Bratislava.
Odborné prednésky viedli

doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., MU AV CR, Brno (teéria ¢isel),
RNDr. Pavel Caldbek, CSc., PF UP, Olomouc (algebra),

Mgr. Martin Pandk, PhD., MU AV CR, Brno (kombinatorika),

RNDr. Jaroslav Svréek, CSc., PF UP, Olomouc (syntetick4 planimetria).

Zadania sataznych aloh vyberového sustredenia pred IMO

1. Nech S je kone¢na mnozina kladnych celych ¢isel, ktora méa nasledujicu vlast-

nost. Ak z je prvok mnoziny S, potom aj kazdy kladny delitel ¢isla x patri do
mnoziny S. Neprazdna podmnozina T mnoziny S sa nazyva dobrd, ak pre kazdé
x,y € T, x >y je podiel z/y mocninou prvoéisla. Neprazdna podmnozina T
mnoziny S sa nazyva zld, ak pre ziadne x, y € T, z > y nie je podiel z/y
mocninou prvocisla. Jednoprvkové podmnoziny st zaroven dobré aj zlé. Nech
k je velkost najvic¢sej dobrej podmnoziny mnoziny S. Ukéazte, ze k je taktiez
najmensi mozny pocet po dvoch disjunktnych zlych podmnozin mnoziny S,
ktorych zjednotenim je S.

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Nech B;j je bod na strane AC taky, ze
B1 B je osou ostrého uhla ABC'. Kolmica z bodu B; na stranu BC' pretne kratsi
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obluk BC kruznice opisanej trojuholniku ABC v bode K. Kolmica z bodu B na
AK pretina AC v bode L. Priamka B; B pretina oblik AC v bode M roéznom
od B. Dokéazte, ze body K, L, M lezia na jednej priamke.

. Najdite vsetky funkcie f:R — R také, ze

f(f(x) —y) = f(x)+ f(fly) — f(—2)) + 2

pre vsetky x, y € R.

Body Ai, By a C; lezia po rade vo vnutri stran BC, CA a AB trojuholnika
ABC'. Oznacme po rade Ay, By a Cy priesecniky BB; N CCy, CCy N AA;
a AA; N BB;. Dokézte, ze ak Styri trojuholniky C'Bi Ay, AC1By, BA1Cy
a Ay BoCy maju rovnaky obsah rovny jednej, tak aj tri Stvoruholniky AByAq B,
BCyByCq a CAyCyA; maju rovnaky obsah. Najdite jeho velkost.

Oznac¢me «, 3, v uhly trojuholnika ABC'. Dokazte, ze ak plati

sina +sin 3 +siny
cosa 4 cos B + cosy

tak potom méa jeden z uhlov trojuholnika ABC' velkost 60°.

Dokézte, ze kazdé prirodzené ¢islo k mozno jedinym sposobom vyjadrit v tvare

kde b;, j =1,...,n, sa celé ¢isla, pre ktoré plati 0 < b; < j, b, # 0.

O postupnosti ay,as, ..., a4 je zname, ze
la1| =1 a lak+1| = |ag + 1| pre kazdé k =1,...,2013.

N4ajdite najmensiu mozni hodnotu vyrazu |a; + as + ... + a2013|-

Pre kazdé prirodzené ¢islo k& > 1 najdite najmensie prirodzené cislo m > 1
také, ze existuje polyném P(x) s celoéiselnymi koeficientmi a vlastnostami:

e P(x)— 1 ma aspon jeden celodiselny koren,

e P(z) —m mé presne k celoéiselnych koretiov.

Na priamke AC' trojuholnika ABC' zvolime body M a N tak, aby |[AM| =
= |AB|, |CN| = |BC| a body st na priamke v poradi M, A, C; N. Kruznice
opisané trojuholnikom BC'M a ABN sa pretinaju v bodoch B a K. Dokazte,
ze BK je osou uhla ABC.

Pre nezéporné ¢isla a, b, ¢ so sié¢tom 5 najdite maximum vyrazu a*b+b*c+ca.

Na nekonec¢nej Sachovnici mame vyznacenych 100 policok, po ktorych sa méoze
pohybovat veza. Medzi kazdou dvojicou vyznacenych poli¢ok sa da dostat ko-
necnym poctom tahov vezou. (Vezou mézeme tahat medzi fubovolnymi dvoma
vyznaéenymi polickami v rovnakom riadku alebo stipci.) Dokazte, ze vieme
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vyznacené policka rozdelit na 50 dvojic tak, Ze policka kazdej dvojice lezia
v rovnakom riadku alebo stlpci.

Radikalom prirodzeného éisla N (ktory sa oznacuje rad(N)) sa nazyva sucin
vSetkych prvociselnych delitelov éisla N, ktoré sa bert v prvej mocnine. Napri-
klad rad(120) = 2 -3 -5 = 30. Existuje taka trojica po dvoch nestudelitelnych
prirodzenych ¢isel A, B, C, ze plati A+ B = C a tiez C > 1000 - rad(ABC)?

Na strandch AD a C'D rovnobeznika ABCD so stredom S zvolime postupne
také body P, @ aby platilo |{ASP| = [£CSQ| = |£ABC|. Dokazte, ze

a) uhly ABP a C'BQ st zhodné,

b) priamky AQ a C'P sa pretinaji na kruznici opisanej trojuholniku ABC'.

Pre redlne po dvoch rozne a, b, ¢ dokdzte nerovnost

a-+c
a—c

1\

2

a-+b
a—2>b

c+b
c—b

a zistite kedy nastdva rovnost.

Maéame Stvorcovu tabulku 2014 x 2014, ktora je ako torus. VpiSeme do nej ¢isla
od 1 po 20142, kazdé prave raz. N4jdite najvicsie také M, Ze vzdy existuje
dvojica susednych polic¢ok (hranou) liSiaca sa aspon o M.

Najdite vsetky funkcie f:N — N také, Ze pre vsetky a,b € N plati
a® + f(b) | af(a) +b.

Dany je trojuholnik ABC' taky, ze |[{ABC| > |{BCA|. Nech P, @ st také
dva rozne body na priamke AC, ze |{QBA| = |[{PBA| = |{BCA| a A lezi
medzi P a C. Predpokladajme, ze vnutri tsecky B(Q) existuje bod D taky,
ze |PB| = |PD|. Ozna¢me R priese¢nik polpriamky AD a kruznice opisanej
trojuholniku ABC' rozny od A. Dokazte, ze |QB| = |QR)|.

Sialeny vedec zostrojil armadu robotov. Problém je v tom, Ze niektoré dvojice
robotov sa nendvidia (nenavist je vzadjomna). Vzdy vSak s robotmi vie urobit
jednu z nasledujtcich dvoch operéacii:
i) Ak nejaky robot nendvidi neparny pocet robotov, vedec ho moze znicit.
ii) Vedec moze zdvojnéasobit armadu tak, ze kazdy robot R sa rozdeli na dvoch
robotov R; a Rs. Pre kazdt dvojicu pévodnych robotov R, @, ktori sa
nendvideli, sa buda nenévidiet roboti Ry, Q1 aj roboti Ry a Q2. Roboti
R1 a Rs sa tiez nenéavidia pre kazdého pévodného robota R. To si1 vSetky
dvojice robotov, ktoré sa budu nenéavidiet po zdvojnasobeni.
Dokazte, ze vedec vie po konecnom pocte operacii dostat armédu robotov,
v ktorej neexistuje dvojica robotov, ktora sa nenavidi.



3. Cesko-polsko-slovenské stretnutie juniorov

Aj treti roénik tejto novej sutaze zorganizovalo Polsko, a to v rekreacnom zariadeni
Gronik v blizkosti obce Szczyrk v termine 12.-15.5. 2014. Za Slovensko sa zucastnili
siesti Studenti, ktorych SKMO vybrala na zéklade vysledkov krajského kola v katego-
rii C:

Pavol Drotar, Gymnazium Postovéa, Kosice,

Juraj Halabrin, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava,

Jozef Liptdk, Gymnéazium J. G. Tajovského, Banské Bystrica,

Filip Kulla, Bilingvalne gymn. M. Hodzu, Sucany,

Jakub Mach, Gymnazium Postova, Kosice,

Pavol Petrus, Gymnazium Postova, Kosice.
Ako veduci ich sprevadzali Mgr. Peter Novotny, PhD., Mgr. Erika Novotna, PhD.
a Martin Vodicka.

Samotnd sufaz mala rovnako ako predoslé roky dve ¢asti — stutaz jednotlivcov a sutaz
druzstiev. V tabulkich uvadzame vysledky oboch sttazi, plny pocet za kazda tlohu bol
5 bodov. Najlepsi v oboch sutaziach ziskali hodnotné vecné ceny.

Prehlad vysledkov:

Por. Meno Stat 1.12.13.14.]5.| >
1. | Mariusz Trela Polsko 51212414/ 17
2. | Radomil Baran Polsko 5141512016
Maciej Maruszczak Polsko 5025416
4. | Jakub Rézycki Polsko 51413/0]2|14
Jachym Solecky Ceskdrep. |5[0|0|5]4]14
6. | Ondrej Motlicek Ceskdrep. |5[4|0[0]|3]12
Philip Smolenski-Jensen | Polsko 5131210]2|12
8. | Tomasz Grzeskiewicz Polsko 5(0(1(0]5]11
9. | Juraj Halabrin Slovensko |5 (3 |1[0[0|9
Lenka Kopfova Ceskdrep. |[5[0|2[0[2]9
Pavol Petrus Slovensko |50 [1{0|3] 9
12. | Jozef Liptak Slovensko |44 [0|{0|0]| 8
13. | Jakub Mach Slovensko |4 [0 |10 |27
14. | Petr Zelina Ceskdrep. |[5]/0[1|/0]|0] 6
15. | Pavol Drotadr Slovensko |5 [0 |0[0 (0|5
Vaclav Steinhauser Ceskdrep. |[5][0[0|0]|0] 5
Barbora Vyborova Ceskdrep. |5|0[0[0|0] 5
18. | Filip Kulla Slovensko [0 |0 (0|0 | 1] 1




100 63. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Por. Zlozenie druzstva Stét A
Jachym Solecky Ceska rep.
Mariusz Trela Polsko 18
Pavol Petrus Slovensko
Barbora Vyborova Ceska rep.
Radomit Baran Polsko 12
Jakub Mach Slovensko
Lenka Kopfova Ceska, rep.
Tomasz Grzeskiewicz Polsko 12
Juraj Halabrin Slovensko
Ondrej Motlicek Ceska rep.
Maciej Maruszczak Polsko 12
Pavol Drotar Slovensko
Petr Zelina Ceska rep.
Philip Smolenski-Jensen | Polsko 10
Filip Kulla Slovensko
Vaclav Steinhauser Ceska, rep.
Jakub Rézycki Polsko 10
Jozef Liptdk Slovensko

Zadania aloh &esko-polsko-slovenského stretnutia juniorov

Sutaz jednotlivcov

Uloha 1.

V rovine st dané kruznice k, [, ktoré sa pretinaji v bodoch C' a D. Kruznica k prechadza
stredom L kruznice [. Uvazujme Iubovolnt priamku prechddzajicu bodom D, ktoré
pretina kruznice k, [ postupne v bodoch A, B, pricom D lezi vnutri tsecky AB. Dokéazte,

ze |AB| = |AC|. (Ceské rep.)
Uloha 2.
V obore realnych éisel vyrieste rovnicu a + b + 4 = 4/ aV/b. (Polsko)
Uloha 3.

K dispozicii mame 10 rovnakych dlazdic; jedna z nich je zobrazena na obrazku nizsie.
Dlazdice mozno otacat v rovine ale nesmieme ich preklopit na opa¢na stranu. Plochu
7 x 7 chceme pokryt tymito dlazdicami takym sposobom, Ze prave jeden jednotkovy
stvorcek je pokryty dvoma dlazdicami a vSetky ostatné jednotkové stvorceky su pokryté
prave jednou dlazdicou. Urcte vSetky jednotkové Stvorceky, ktoré mozu byt pokryté

dvoma dlazdicami. (Polsko)
Uloha 4.
Cislo a,, vzniklo napisanim vSetkych é&isel 1, 2, ..., n za sebou (napriklad a3 = 123,

ay; = 1234567891011 a pod.). Pre aky najmensi index ¢ plati 11 | a7 (Patrik Bak)
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Uloha 5.
Dany je stvorec. Rezmi v podobe priamok ho rozdelime na n mnohouholnikov. Aky je
najvacsi mozny sucet vnutornych uhlov vSetkych mnohouholnikov? (Jan Mazak)

Sataz druzstiev
Uloha 1.
Mnozinu {1,2,3,...,63} sme rozdelili na tri neprazdne disjunktné mnoziny, vypocitali
sme sucin vsetkych ¢isel v kazdej mnozine a napokon sme urcili najvicsieho spolo¢ného
delitela uvedenych troch stéinov. Aky najvicsi mozny vysledok sme mohli dostat?
(Peter Novotny)

Uloha 2.

V rovnobezniku ABCD plati |[{BAD| < 90° a |AB| > |BC|. Os uhla BAD pretina
usecku C'D v bode P a polpriamku opac¢ni k C'B v bode ). Dokazte, Ze stred kruznice
opisanej trojuholniku C' PQ je rovnako vzdialeny od bodov B a D. (Patrik Bak)

Uloha 3.
Zmajdz wszystkie liczby catkowite n o tej wiasnosci, ze

In3 —4n? 4+ 3n — 35| oraz |n?®+ 4n + 8§
sa liczbami pierwszymi. (Cesk4 rep.)

Uloha 4.

Punkt M jest srodkiem boku AB tréjkata ostrokatnego ABC. Okrag o érodku w pun-
kcie M przechodzacy przez punkt C' przecina proste AC' i BC' po raz drugi odpowiednio
w punktach P i Q. Punkt R nalezacy do odcinka AB jest taki, ze trojkaty APR i BQR
maja réwne pola. Wykaz, ze proste PQ i C'R sa prostopadle. (Polsko)

Uloha 5.

Na tabuli je na poc¢atku napsano c¢islo 1. Pokud je na tabuli napsano ¢islo a, pak na ni
mulZeme napsat rovnéz prirozené éislo b takové, ze a+b+1 je délitelem &isla a? + b? + 1.
Rozhodnéte, zda se na tabuli po jistém case muze objevit kterékoliv predem dané
prirozené ¢islo. Svou odpovéd zduvodnéte. (Polsko)

Uloha 6.
Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu zlomku

y—z
T+ 4y’

jestlize realna &isla  a y vyhovuji rovnici 2%y? + zy + 1 = 3y°. (Ceska rep.)






14. Cesko-polsko-slovenské stretnutie

V ramci zaverecnej pripravy pred IMO sa uskutocnilo po 14. krat pripravné stretnutie
medzi druzstvami Ceskej republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé krajiny reprezento-
vali Sestice Studentov, ktori si vybojovali vo svojich krajinach ucéast na 55. IMO v Juznej
Afrike, pripadne nahradnici.

Sutaz sa konala 22.—25.6. 2014 v Mszane Dolnej v Polsku, teda na mieste, kde bolo
predoslé dva roky Cesko-polsko-slovenské stretnutie juniorov. Organizécia a priebeh
stutaze boli tradi¢ne prisposobené stylu celostatneho kola MO a podmienkam IMO.
Sutaziacim boli pocas dvoch dni predloZené dve trojice sutaznych tloh, pricom za kazda
spravnu tlohu mohli ziskat najviac 7 bodov, t.j. celkove 42 bodov (rovnako ako na
IMO). Na kazdu trojicu uloh mali stfaziaci vymedzené 4,5 hodiny ¢istého ¢asu.

Opravu rieseni zabezpecila medzinarodna porota, v ktorej Slovensko zastupovali
Mgr. Erika Novotna, PhD. a Mgr. Peter Novotny, PhD. Slovensku sa nepodarilo
zopakovat vlanajsi ispech — nasi ziaci v sucte zaostali ako za polskymi, tak za ¢eskymi
ucastnikmi (¢iastoéne kvoli tomu, ze vifaz celostatneho kola Bui Truc Lam v case
stretnutia bol na Stredoeurdpskej olympidde v informatike).

Prehlad vysledkov:

Por. Meno Stat 1.12.13.|4.[5.]6.|>
1. |Jan Gwinner Polsko 414 |7|7]717|36
2. | Kamil Rychlewicz Polsko 7171077735
3. | Konrad Jan Paluszek | Polsko 7167167033
4. | Karol Kaszuba Polsko 71710771230
5. |Radovan Svarc Ceskdrep. |7[2|7]6]7]0]29
6. | Patrik Bak Slovensko |7 |1 |7|7]6|0 |28
Zhen Ning David Liv |Slovensko |1 [ 1|5 |7 |7|7|28
8. | Mikotaj Leonarski Polsko 6|1|7(7[5]0]26
9. |Filip Bialas Ceskdrep. |4 [0|0|2]|7]7(20
Adam Klukowski Polsko 6701070120
Pavel Turek Ceskdrep. |7|7(0[3]3[0]20
12. | Viktor Némecek Ceskdrep. |O|7|1|5[3]0/16
13. | Martin Hora Ceskdrep. |[4[1]1]2]7]0]|15
14. | Jakub Dargaj Slovensko [0 |7 |00 |6]0]|13
15. | Miroslav Psota Slovensko [0 1|02 |7 |0]10
16. | Tom4s Novotny Ceskdrep. [2|1|1|2]2|0] 8
17. | Samuel Sladek Slovensko |[1{1[0[0|3]0]| 5
18. | Ludmila Simkovd Slovensko [0[0[0[2|0|0| 2

Stat 1.12. (3. [4. |5 6. >

Ceska rep. [24[18/10(20[29| 7 |108

Polsko 37132(21(34|40|16|180

Slovensko | 9 [11|12|18[29| 7 | 86
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Zadania uloh &esko-polsko-slovenského stretnutia

Uloha 1.
Dokézte, ze kladné realne é&isla a, b, ¢ spliiaji rovnicu

a* + b* + * + 4% = 2(a2b2 +a%? + b202)

prave vtedy, ked existuje trojuholnik ABC s vnutornymi uhlami «, 3, v takymi, Ze
sina =a, sin8=basiny=c. (Jaromir Sims3a)

Uloha 2.

Pre dané kladné celé &isla a, b, 1 zostavime postupnost &isel (z,,)>%; spliajicich vztah
Tn = ar,_1 + b pre kazdé n = 2. Urcte podmienku na zadané ¢isla a, b a x1, ktord
je nutnad a postacujuca na to, aby pre vSetky indexy m, n platila implikicia m | n =
= T | T (Jaromir Simsa)

Uloha 3.

Dany je konvexny stvoruholnik ABCD, pricom |[{ABC| = |[{ADC| = 135°. Na
polpriamkach AB, AD st postupne zvolené také body M, N, ze |[{MCD| = |A{NCB| =
= 90°. Kruznice opisané trojuholnikom AMN a ABD sa druhykrat pretinaja v bode
K # A. Dokézte, ze priamky AK a KC st navzajom kolmé. (Iran)

Uloha 4.
Dany je trojuholnik ABC, pricom P je stred strany AC. Kruznica k pretina tisecky AP,
CP, BC, AB postupne v ich vnutornych bodoch K, L, M, N. Ozna¢me S stred K L.
Nech plati

2. |AN| - |AB|-|CL| = 2-|CM]| - |BC| - |AK| = |AC| - |AK] - |CL].

Dokazte, ze ak P # S, tak priesecnik priamok KN a ML lezi na osi tsecky PS.
(Jan Mazak)

Uloha 5.
Uréte vietky kladné celé ¢isla n splitajtce nasledujtcu podmienku: pre kazdé nezdporné
celé ¢isla k, m také, ze k+m < n, davaju ¢isla ("n_,bk) a (”;m) rovnaky zvySok po deleni

dvoma. (Polsko)
Uloha 6.
Nech n 2 6 je celé ¢islo a F je systém 3-prvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,n}

spliiajtci nasledujicu podmienku: pre kazdé 1 < i < j < n existuje aspoii [%nj -1
podmnozin A € F takych, ze i, j € A. Dokazte, ze pre niektoré celé ¢islo m = 1 existuju
navzajom disjunktné podmnoziny Ai, Ag, ..., A, € F také, ze

|AfUAU...UA,| =2n—5.

(Polsko)
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Riesenia auloh &esko-polsko-slovenského stretnutia

Uloha 1.

V prvej Casti riesenia uvazujme lubovolny trojuholnik ABC s vnutornymi uhlami o,
B, ~. Vdaka sinusovej vete ho pripadnou podobnostou mézeme zmenit tak, aby dlzky
jeho stran boli priamo kladné ¢isla a, b, ¢ rovné sinusom jeho vnutornych uhlov, teda

a=sina, b=sinf a c=siny.

Podla kosinusovej vety pre tieto ¢isla plati rovnost, ktord budeme hned upravovat, az
dostaneme rovnost zo zadania tlohy:

a®? =b% 4+ — 2bc- (V1 — a?),
20c- (/1 —a2) =0 +c* —ad?, /2
4°P(1—a®) = (b + 2 — a2)2,
402¢% — 4a°0%c? = a* + b* + ¢t — 2a%6% — 2a%2 + 2022,
a* + b+t + 4a*?P = 2(@262 +a?c® + b202).

V druhej &asti rieSenia predpokladajme, Ze a, b, ¢ st pevné kladné &isla spliajice
zadant rovnicu. Opac¢nym postupom ako v prvej Casti riesenia ju upravime na tvar

4h*? (1 — a2) = (b2 +2 - a2)2.

Z toho vyplyva, ze ¢islo a (kladné podla zadaného predpokladu) je nanajvys rovné 1.
Existuje preto o € (0, 7) také, Ze sina = a a Ze upravent rovnicu mozno po odmocneni
zapisat v tvare

2bccos a = b? + 2 — a?.
Ak teda zostrojime podla vety sus trojuholnik ABC, v ktorom |AC| = b, |AB| = ¢
a |[{BAC| = «, bude v fiom vdaka kosinusovej vete podla predchadzajicej rovnosti
platit |BC| = a, takze potom z dalsich dvoch podobnych dosledkov zadanej rovnice

4a’c? (1 — bz) = (a2 +2 - b2)2 a 4a2b2(1 — 02) = (a2 +v% — 02)2

vyplyva, Ze pre vnutorné uhly «, (3, v takého trojuholnika ABC bude platit nielen

sina = a (pozri vyssie), ale aj cos?3 = 1 — b? a cos?y = 1 — ¢?, ¢iZe sinfB = b
asiny =c.

Iné rieSenie. (Podla Patrika Baka.) Uvedent rovnost mozno ekvivalentne upravit na
tvar

4a**c? = (a+b+c)(a+b—c)(a+c—b)(b+c—a). (1)

Nech pre kladné ¢isla a, b, ¢ plati tato rovnost. Vzhladom na symetriu mdéZzeme bez
ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze a = b = ¢. Prvé tri ¢initele na pravej strane
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v (1) st podla nasich predpokladov kladné a kedze Tava strana je tiez kladna, musi byt
kladny aj stvrty ¢initel. Cisla a, b, ¢ teda spliaji trojuholnikové nerovnosti a existuje
trojuholnik ABC' so stranami a, b, c. Pre jeho obsah S podla Herénovho vzorca plati

1652 = (a+b+c)a+b—c)a+c—b)(b+c—a), (2)

odkial spojenim s (1) mame 4a?b*c? = 1652, ¢ize abc = 25. Ak ozna¢ime r polomer
kruznice opisanej trojuholniku ABC, podla znameho vztahu plati r = abc/(4S), a preto
r = 3. Zéroven viak r = a/(2sina), a teda a = sin . Analogicky dostaneme b = sin 3
ac=sin"v.

Pre dokaz opacnej implikacie predpokladajme, ze trojuholnik ABC' ma strany a uhly
spliiajiice a = sin a, b = sin  a ¢ = sin . Potom pouzitim oznadenia a znamych vztahov
z predoslého odseku dostaneme r = % a abc = 25, odkial po umocneni a pouziti vzorca
(2) dostaneme Zzelant rovnost (1).

Uloha 2.
Ukazeme, Ze hladanou podmienkou je rovnost x; = b. V priebehu rieSenia vyuzijeme
jednoduchy poznatok, ze vSeobecny c¢len x,, skimanych postupnosti ma vyjadrenie

Tn=a" " try + (a”_2 +a" 32+ .. . +a+ 1)b. (1)

V prvej Casti rieSenia odvodime rovnost z; = b z predpokladu, ze pre kazdé n = 1
plati x,, | x2, (vyuzijeme teda len ¢ast zo vSetkych implikacii zo zadania tlohy). Kedze
vzorec (1) pre skratent postupnost x,,, Z,+1,Tpi2,... vedie na vyjadrenie

Loy = "Xy, + (a"il +ad" 2+ .. . +a+ 1)b,
pre podiel z2, /x, z posledného vztahu vyplyva

Ton n (a"‘1+a”_2—|—...—|—a—|—1)b

=a" + . (2)

Tn Tn

Specidlne pre n = 1 tak dostdvame nutnti podmienku z; | b. Potrebnti podmienku
x1 = b odvodime, ked pripustime, Ze plati z1 < b, a z toho dojdeme k sporu. Uvazujme
¢isla

Yn = (a”_1+an_2+...+a+1)b

z Citatela zlomku na pravej strane (2), ktoré ako ¢isla z, spliiaju rekurentny vztah
Ynt+1 = ay, + b. Podla vzorca (1) potom v pripade x; < b plati pre kazdé n nerovnost
T < Yn, pricom podla (2) su vSetky podiely y,/x, celo¢iselné a tvoria klesajicu
postupnost, pretoze

Yn  Yntl _Yn  WYn+b _ blyn —n)

Tp  Tpy1  Tn T, +b  xp(az, +b)

> 0. (3)

.....

spor. Rovnost 27 = b je tak dokézana.
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V druhej jednoduchsej casti riesenia ukazeme, ze v pripade x; = b platia vsSetky
implikécie zo zadania ulohy. VyuZijeme pritom opét vzorec (1), podla ktorého v pripade
a = 1 po dosadeni x1 = b dostaneme pre kazdé n vyjadrenie x,, = nb, zatial ¢o v pripade
a > 1 vychadza vzorec

(a" — l)b.

Ty =
a—1

Vsetky dokazované implikéicie tak st v pripade a = 1 Gplne trividlne, zatial ¢o v pripade
a > 1 st zrejmym doésledkom znameho pravidla

mln = a"—-1|ad" -1,
ktoré pre n = km vyplyva z algebraického vzorca

ab™ — 1= (a™ —1) (a7 4 gF=Dm 4 pa41).

Pozndmka. Tvrdenie, ze vSetky zlomky z pravych stran (2), teda zlomky

Yn _ (a”_1+a”_2+...+a—}—1)b
T, a"lzy + (a”—2+a”—3+...+a+l)b’

si celoCiselné jedine v pripade z7; = b, mozno odvodif aj z poznatku, ze také zlomky
maju pre n — oo limitu
ab
(a—1)z1+0b

(rutinny vypocet tu neuvadzame), a preto kvoli ich celociselnosti musi pre vSetky
dostatocne velké n platit rovnost y,1/Tn+1 = yn/Tn, ktord podla upravy (3) plati, len
ked je y,, = z,, a teda z1 = b.

Uloha 3.
(Podla Patrika Baka.) Pripomenime si najskor jedno zndme tvrdenie o Spirdlovej podob-
nosti (t.j. o zobrazeni, ktoré je zlozenim rovnolahlosti a otocenia s rovnakym stredom).

Tvrdenie. Majme tisecky XY a X'Y’, ktoré nie su rovnobezné. Prienik priamok XY
a XY’ ozna¢me T. Potom stredom Spiralovej podobnosti, ktora tisecku XY zobrazi na
usecku X'Y’, je priesecnik kruznic opisanych trojuholnikom XTX’ a YTY”’ rozny od
bodu 7.1°

10 Tvrdenie neuvddzame v presnej forme: V $pecidlnych pripadoch sa méZe staf, e bod T splyva
s niektorym z krajnych bodov danych useciek, pripadne uvedené kruznice nemaju iny spolo¢ny bod
ako T.
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Y/
S
X!
T w Y
Obr. 41

Dokaz. Uvedieme dokaz len pre konfiguraciu ako na obr. 41. Priese¢nik kruznic, o ktorom
dokazujeme, Ze je stredom $pirdlovej podobnosti, oznacme S. Stacéi ukazat podobnost
trojuholnikov XSY a X’'SY’. T4 vyplyva jednoducho z obvodovych uhlov:

KXY S| =|LTYS| = |LTY'S| = |[£X'Y'S),
|LSXY| =180° — |£SXT| = 180° — |£SX'T| = [£SX'Y|.

Prejdime k rieSeniu samotnej tlohy. Kedze stcet vntatornych uhlov v $tvoruholniku je
360°, zo zadania vyplyva |[{BAD|+ |£BCD| = 90° a |[{MBC| = |{NDC| = 45°. Po-
tom |{BCM| =90° — |£BCD| = |{BAD| a podobne dostaneme | DCN| = |{BAD)|.
Takze trojuholniky BMC a DNC su podobné (obr.42). Pity kolmic z bodu C na

~
N
N
\
\
\
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priamky AB a AD oznac¢me postupne P a (). Aj trojuholniky BPC a DQC' st podobné,
preto |[BM|: |BP| = |DN]|: |DQ]|.

Uvazujme $pirdlova podobnost S, ktora zobrazi tisecku BM na DN. Podla tvrdenia
z uvodu je jej stredom prave bod K. Avsak vzhladom na odvodeny pomer zobrazuje S
usecku BP na DQ. Preto (opit podla tvrdenia z ivodu) bod K lezi na kruznici opisanej
trojuholniku APQ, ¢o je Talesova kruznica nad priemerom AC, takze uhol AKC je
pravy.
Uloha 4.
Ozna¢me D obraz bodu B v stredovej simernosti so stredom v P (potom ABCD je
rovnobeznik). Z rovnosti 2|AN| - |AB| - |CL| = |AC| - |AK| - |CL| mame |[AN|-|AB| =
= %\AC’] - |AK|, takze Stvoruholnik K PBN je tetivovy. Podobne aj Stvoruholnik
LPBM je tetivovy. Kedze $tvoruholnik K LM N je tiez tetivovy, st priamky KN, BP
a LM chordalami dvojic kruznic opisanych uvedenym tetivovym stvoruholnikom. Preto
priese¢nik X priamok KN a ML lezi na priamke BD (obr.43).

C

Obr. 43

Z tetivovosti uvedenych Stvoruholnikov vyplyva zhodnost uhlov CBD a KLX;
podobne uhly CDB, ABD a LKX st zhodné. Podla vety uu je trojuholnik KLX
podobny s trojuholnikom DBC'. Uhly X SP a X PS musia byt rovnaké, lebo si to uhly,
ktoré zvieraju zodpovedajuce si taznice so stranami v podobnych trojuholnikoch (to
plati ako pre konfiguraciu, ked bod S lezi na tisecke AP, tak pre konfiguraciu, ked lezi
na usecke C'P, argumentéacia je takmer rovnaka). Preto bod X lezi na osi tsecky PS.

Uloha 5.
(Podla Miroslava Psotu.) V rieSeni budeme pracovat s Pascalovym trojuholnikom, teda
so zépisom kombinacénych ¢isel do nasledovnej (nekonecnej) schémy:

(o)
(o) ()
(6 6 G
(o) () ) ()
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Vieme, ze kazdé cislo v tejto schéme (okrem ¢isel 1 na zaciatku a na konci kazdého
riadka) je rovné suc¢tu dvoch ¢isel bezprostredne nad nim. Ak v Pascalovom trojuholniku
kazdé ¢islo nahradime jeho zvySkom po deleni dvoma, t.j. nulou alebo jednotkou podla
parity ¢isla, uvedené pravidlo spdsobi, ze ak vedla seba budu dva rovnaké zvysky, pod
nimi bude 0 a ak vedla seba bud dva rozne zvysky, pod nimi bude 1. Prvych niekolko
riadkov vyzera takto (kvoli prehladnosti nuly znazornujeme bodkami):

T0{111}T1
1.1 T
1111 L7
11 .- - 11
1 -1 - 1.1
11111111 J L7,
11 - 11
1.1 - 1 -1
1111 : 1111
1 1. . 1 1
11 11 11 11
i -1 -1-1-1-1-1- -1
111111111111 111°1

Nech T} oznacuje trojuholnik vytvoreny z prvych 27 riadkov takéhoto ,zvyskového*
Pascalovho trojuholnika (t.]. riadkov pochadzajicich z kombinaénych ¢isel (;) pre i =
=0,1,...,27 —1). Dahko moZno nahliadnuf a matematickou indukciou dokézat, ze T} 1
sa sklada z troch képii T} vo vrcholoch a ,,otoc¢eného® trojuholnika zloZeného zo samych
nul v strede.

Predpokladajme, Ze n spliia podmienky zadania. Volbou m = 0 dostaneme, Ze &islo
(Z) musi byt neparne pre kazdé k < n. To znamend, Ze v prislusnom riadku Pascalovho
trojuholnika st len zvysky 1, ¢omu vyhovujt len hodnoty n = 27 — 1 pre j = 0,1,...
(vyplyva to z vyssie uvedenej konstrukcie trojuholnikov 7j, formalne moézeme opét
pouzit indukciu).

Naopak, ak n = 2/ — 1, tak podmienka zo zadania je splnend. Zvysky kombina¢nych
Cisel (”;Lk) a (”Zm) sa totiz nachadzajui v Tj na pozicidch, ktoré si simerne zdruzené
vzhladom na os uhla pri favom dolnom vrchole trojuholnika 7. Staci teda ukazat, ze Tj
je symetricky podla tejto osi. Na to znova pouzijeme indukciu: Nech T} je symetricky
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podla uvedenej osi (pre malé hodnoty j to zjavne plati). Pozrime sa na trojuholnik 7.
Kedze je rovnostranny, jeho os uhla je zaroveil osou uhla lavej dolnej képie T aj
vnatorného trojuholnika zlozeného z nul (obr.44). Na képiach T} je tak symetricky
podla indukéného predpokladu a prostredny trojuholnik je podla osi symetricky tiez,
kedZe sa skladd zo samych nul.

Uloha 6.
(Podla Zhen Ning Davida Liu.) Nech M je najvicsi podsystém navzajom disjunktnych
mnozin systému F. Oznaé¢me S zjednotenie vsetkych mnozin z M. Dalej oznacme
S"={1,2,...,n}\ S, teda mnozinu tych prvkov, ktoré sa nenachidzaju v Ziadnej
mnozine z M. Sporom ukézeme, ze |M| = L%nj — 1, ¢ize podet prvkov v S je aspon
3(l3n] —1) 2 n—5.

Ak sa prvky x a y nachadzaja v S’, tak vSetky také prvky z, pre ktoré mnozina
A ={xz,y,z} je prvkom F, musia lezat v S. Inak by sme totiz mohli zobrat mnozinu A
a pridat ju do systému M, ¢im by sme zvicsili jeho velkost.

Nech [M| < |3n] — 1. Potom |S'| = 6, teda spomedzi prvkov mnoziny S’ vieme
vybrat tri disjunktné dvojprvkové mnoziny {z1,y1}, {z2,y2} a {x3,ys3}. Ukdzeme, zZe
pre niektoré dva rozne indexy i,j € {1,2,3} existuji mnoziny

A= {s1,52,53} € M, B ={zi,yi,s1} € F, C={zj,y;,s2teF. (1)

Nazyvajme dobrymi trojicami také mnoziny A € F, Ze pre niektoré ¢ € {1,2,3}
a s € S plati A= {x;,y;,s}. Ak Ziadna trojica mnozin tvaru (1) neexistuje, tak prvky
kazdej jednej mnoziny z M tvoria dobré trojice bud iba s jednou dvojicou {z;,y;},
alebo iba jeden prvok tejto mnoziny je v dobrej trojici s niektorymi dvojicami {z;, y;}.
V kazdom pripade na jednu mnozinu z M prislichaji nanajvys tri dobré trojice.

Z pohladu dvojic prvkov {z;,y;} je v8ak podla zadania pocéet dobrych trojic aspon
S(L%nj — 1), pretoze, ako sme poznamenali na uvod, kazdy prvok, ktory s niektorou
dvojicou {z;,y;} tvori mnozinu z F, lezi v S. Z toho dostavame odhady

3| M| Z pocet dobrych trojic = 3(|3n] — 1),

¢o je v spore s predpokladom, ze | M| < L%nj — 1.






55. Medzinarodna matematicka olympiada

V termine 3.-13.7. 2014 sa v juhoafrickom Kapskom Meste uskutoc¢nila v poradi
55. Medzindrodna matematickd olympidada (IMO). Na africkom kontinente sa sutaz
konala vobec po prvy raz v histérii. Zacastnilo sa jej 560 studentov strednych $kol zo
101 krajin. Kazda krajina mohla vyslat najviac 6 stutaziach. Slovensko reprezentovali

Patrik Bak, Gymnazium Sobrance, 3.rocnik,

Bui Truc Lam, Gymnéazium Grosslingova, Bratislava, 3. ro¢nik,

Zhen Ning David Liu, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava, 3.ro¢nik,
Miroslav Psota, Gymnéazium Hlinska, Zilina, 4. ro¢nik,

Samuel Sladek, Gymnéazium A.Bernoldka, Namestovo, 2. roc¢nik,
Ludmila Simkovd, Gymnazium Parovska, Nitra, 4. ro¢nik.

Vedicim druzstva SR bol Mgr. Peter Novotny, PhD. (FMFI UK Bratislava), zastupcu

vediceho a pedagogicky dozor vykonaval Be. Filip Sladek (Student na FMFI UK Bra-
tislava).

Obr. 45

(ZTava: Filip Sladek, Patrik Bak, Miroslav Psota, Ludmila Simkov4,
Zhen Ning David Liu, Samuel Sladek, Peter Novotny; chyba Bui Truc
Lam, ktory odchadzal skor kvoli ticasti na I01.)
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Ziaci riesili po¢as dvoch dni (8. a 9. jila) dve trojice tiloh, za kazdt tilohu bolo mozné
ziskat najviac 7 bodov. Absolttnymi vitazmi IMO s plnym poctom 42 bodov sa stali
Alexander Gunning z Australie, Jiyang Gao z Ciny a Po-Sheng Wu z Taiwanu. Vysledky
druzstva SR st uvedené v tabulke.

Meno 1.12.13.|4.|5.|6.| Sucet Cena
Patrik Bak 71011171210 17 bronz
Bui Truc Lam 6710|7710 27 striebro
Zhen Ning David Liu 7150|700 19 bronz
Miroslav Psota 51610711010 18 bronz
Samuel Sladek 71607110 21 bronz
Ludmila Simkova 7150|710 20 bronz

Nasi ziaci ziskali jednu strieborni a péf bronzovych medaili. Vyborne si poc¢inal
najmé Bui Truc Lam, ktory vyriesil az Styri tlohy. Pritom z IMO odchédzal naspét
na Slovensko sdm o niekolko dni skor, pretoze cestoval aj na medzinarodna olympiadu
v informatike. T4 sa zacinala uz pocas IMO a Bui Truc Lam na nej ziskal takisto
strieborni medailu. Vyzdvihnaf treba tiez vykon Samuela Sladeka, ktorého delil len
jeden bod od striebornej medaily a pritom bol z nasich tcastnikov najmladsi — ma
moznost bojovat o ucast na IMO este dvakrat. Vsetci nasi ziskali medaily, ¢o sa nam
naposledy podarilo v roku 2006. Styria zo Sestice majt moznost z¢astnit sa aj o rok.
Ked k tomu priddme fakt, ze na IMO sa neztcastnil dvojnasobny drzitel bronzovej
medaily z predoslych IMO Eduard Batmendijn, ktory tiez moze budici rok sufazit,
déva nam to do budiiceho roka nédej na velmi sktisené druzstvo.

Najviac sa nasim darilo na tlohe ¢.4 — lahkej geometrii — vSetci ju vyriesili na plny
pocet bodov. K tomu sme boli blizko i v tillohe ¢.1 — Tahkej tlohe o postupnostiach
(zaradenej v Casti algebra). Tato tlohu vsak zvladlo porovnatelne dobre alebo lepsie
(bez straty bodov) mnoho krajin.

Celkom sa nam darilo aj v tlohe ¢. 2 — stredne naroc¢nej kombinatorike — ktoru
viac-menej vyrieili piati z nasich §tudentov. Ulohu ¢. 5 — stredne naro¢ni kombinato-
ricka tedriu ¢isel — vyriesil zo slovenského druzstva len Bui Truc Lam, no aj ostatnym
body, ktoré sa napokon u Patrika Baka ukazali ako dolezité pri rozhodovani o medailach
(na bronzovu bolo treba ziskat aspon 16 bodov).

V tazkych tlohach ¢.3 a 6 sme tradi¢ne nedokazali vyraznejsie bodovat. Byvaju to
ulohy, na vyrieSenie ktorych okrem tréningu treba nemalt davku Stastia a vrodenych
predispozicii.

V neoficidAlnom poradi krajin, ktoré vznikne s¢itanim bodov celého druzstva, sme sa
umiestnili so ziskom 122 bodov na 34.mieste. V ramci krajin EU sme sa zaradili na
11. miesto. Mrziet nas moze strata bodov za drobné nepresnosti (v tlohach ¢.1 a 2),
bez ktorej by sme skoncili v prvej tridsiadke. Celé poradie krajin uvadzame v tabulke
(¢isla v zatvorke st uvedené za krajinami, ktoré mali na IMO mensi pocet tcastnikov).
Kompletné vysledky a Statistiky z tohtoroc¢nej a aj z minulych IMO moZno najst na
internetovej stranke imo-official.org.
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Por. Stat Z S B > |Por. Stat S B >
1. Cina 5 1 201 Rakusko 1 1 86
2. USA 5 1 193 | 53. Bangladés 11 84
3. Taiwan 4 2 192| 54. Kolumbia 1 1 82
4. Rusko 3 3 191 Sri Lanka 2 82
5. Japonsko 4 1 1 177| 56. Argentina 2 81
6. Ukrajina 2 3 1 175| 57. Svédsko 2 80
7. Korejska republika 2 4 172 | 58. Slovinsko 2 78
8. Singapur 3 2 1 161| 59. Belgicko 1 7
9. Kanada 2 1 3 159 60. Novy Zéland 11 76
10. Vietnam 3 2 1 157| 61. Azerbajdzan 1 75
11.  Austrilia 1 3 2 156| 62. Macao 2 74

Rumunsko 15 156 | 63. Kostarika 1 72

13. Holandsko 3 2 1 155| 64. Irsko 67
14. KLDR 1 4 154 Juzna Afrika 1 67
15. Madarsko 1 4 1 153| 66. Lotyssko 1 1 64
16. Nemecko 6 152 | 67. Déansko 2 62
17. Turecko 1 3 2 147 Maceddnsko 1 62
18. Hongkong 4 2 143| 69. Norsko 1 61

Izrael 5 1 143| 70. Finsko 1 59
20. Spojené kralovstvo 4 2 142| 71. Paraguaj 1 56
21. Irdn 4 2 131| 72. Cyprus 53
Thajsko 4 2 131 Syria 53
23. Kazachstan 1 1 4 129| 74. Esténsko 52
Malajzia 2 1 1 129| 75. Pakistan 1 50
Srbsko 1 3 2 129| 76. Island 1 47
26. Mexiko 4 1 128| 77. Albansko (5) 46
Polsko 1 4 128 78. Maroko 43
Taliansko 1 2 1 128| 79. Luxembursko (3) 1 41
29. Chorvatsko 1 2 2 126| 80. Tunisko 37
Indonézia 2 3 126| 81. Chile (4) 1 33
Peru 1 5 126| 82. Nigéria 1 32

32. Ceska republika 1 5 124 Trinidad a Tobago (5) 1 32
33. Portugalsko 2 3 123| 84. Uruguaj 31
34. Bielorusko 1 1 3 122 85. Kirgizstan 29

Brazilia 3 2 122| 86. Venezuela (2) 24
Slovensko 1 5 122| 87. Lichtenstajnsko (1) 1 22

37. Bulharsko 3 1 120| 88. Cierna Hora (3) 21
38. Svajéiarsko 2 4 114| 89. Burkina Faso 19
39. Arménsko 2 1 110 Ekvador 19

India 1 3 110| 91. Portoriko (2) 12

41. Grécko 2 2 109| 92. Kuba (1) 10
42. Litva 1 3 104| 93. Panama (1) 7
43. Saudska Arédbia 4 103 | 94. Bolivia 5
44. Mongolsko 5 102 Uganda (4) 5
45. Filipiny 1 3 96 Zimbabwe 5

Franctzsko 1 4 96| 97. Pobrezie Slonoviny 3

47.  Gruzinsko 1 2 92| 98. Benin (3) 2

48. Moldavsko 2 90 Tanzénia (3) 2
Spanielsko 3 90|100. Gambia 1

50. Tadzikistan 2 89|101. Ghana (1) 0

51. Bosna a Hercegovina 1 86

115
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Kedze Kapské Mesto sa nachadza na juZnej pologuli a pomerne daleko od rovnika,
v case konania IMO tu bolo celkom chladno — priblizne ako na jesen na Slovensku.
Studenti pritom boli po¢as pobytu ubytovani na vysokosgkolskych internatoch, v kto-
rych, napriek velmi chladnym nociam, nebola Ziadna forma karenia. Rozne druZstvéa sa
s tym vyrovnavali po svojom. Niekto spal pod dvoma perinami, niekto v ¢iapke a boli
dokonca taki, ktori si zakupili elektrické ohrievace.

Mimo sutaze pripravili organizéatori pre sutaziacich dna 10.jala exkurziu na Mys
dobrej nadeje a 12.jula exkurziu pre sufaziacich aj veducich do centra Kapského
Mesta (s navStevou miuzea a oceandria). Diia 11.jala doobeda umoznil harmonogram
koordinacie slovenskym vedtucim spolo¢ne s ¢astou slovenského a c¢eského druZstva
zorganizovat si vlastny vylet v nadrodnom parku ,Table Mountain“ s vystupom na
dominantu Kapského Mesta a jeden z prirodnych divov sveta Stolova horu.

Budici ro¢énik IMO sa bude konat v Thajsku v meste Chiang Mai.

Peter Novotny

Zadania aloh IMO

Uloha 1.
Nech ag < a1 < as < ... je nekone¢nd postupnost kladnych celych ¢isel. Dokézte, ze
existuje prave jedno celé ¢islo n = 1 také, Ze

<a0—|—a1—|—...—|—an <

Qnp = Qn41-
n

(Rakuisko)

Uloha 2.

Nech n = 2 je celé ¢islo. Uvazujme Sachovnicu s rozmermi n X n pozostévajicu

z n? jednotkovych $tvorcovych poli¢ok. Konfiguraciu n vez na tejto Sachovnici na-

zyvame Stastnd, ak kazdy riadok a kazdy stlpec obsahuje prave jednu vezu. Najdite

najvicsie kladné celé ¢islo k také, ze pre kazdu Stastni konfiguraciu n vezi existuje

Stvorec s rozmermi k x k, ktory neobsahuje vezu na ziadnom zo svojich k2 policok.
(Chorvatsko)

Uloha 3.

V konvexnom $tvoruholniku ABCD plati |[{ABC| = |£CDA| = 90°. Bod H je pitou
kolmice z bodu A na priamku BD. Body S, T lezia postupne na stranach AB, AD,
pricom bod H je vnutornym bodom trojuholnika SCT" a plati

ILCHS| — |[£CSB| = 90°, |{THC|— |4DTC| = 90°.

Dokazte, ze priamka BD sa dotyka kruznice opisanej trojuholniku T'SH. (Iran)
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Uloha 4.

Na strane BC' daného ostrouhlého trojuholnika ABC lezia body P, @, pri¢om

|{PAB| = |[{BCA| a |[{CAQ| = |£ABC|. Body M a N lezia postupne na priamkach

AP a AQ tak, ze bod P je stredom tusecky AM a bod @ je stredom tusecky AN.

Dokéazte, ze priamky BM a CN sa pretinaji na kruznici opisanej trojuholniku ABC.
(Gruzinsko)

Uloha 5.

Banka v Kapskom Meste razi mince s hodnotou 1/n pre kazdé kladné celé ¢islo n.
Majme koneénu kolekciu takychto minci (nie nutne s réznymi hodnotami), ktord ma
celkovt hodnotu nanajvys 99—{—%. Dokazte, ze tuto kolekciu mozno rozdelit na 100 alebo
menej Casti tak, aby kazda cast mala celkovii hodnotu nanajvys 1. (Luxembursko)

Uloha 6.

Hovorime, ze priamky v rovine st vo vseobecnej polohe, ak ziadne dve nie st1 rovnobezné
a ziadne tri neprechidzaji jednym bodom. Mnozina priamok vo vSeobecnej polohe
rozdeluje rovinu na oblasti, z ktorych niektoré maju koneény obsah; nazyvame ich
konecné oblasti prislichajuce danej mnozine priamok. Pre kazdé dostatocne velké n
dokéazte, ze v Tubovolnej mnozine n priamok vo vSeobecnej polohe je mozné zafarbif
aspon /n priamok modrou farbou tak, ze ziadna z prislichajtcich koneénych oblasti
nebude mat celd hranicu modri. (Rakusko)

Riesenia dloh IMO

Uloha 1.

Ozna¢me B mnozinu tych prirodzenych ¢isel n, pre ktoré je splnend prva nerovnost zo
zadania, teda takych n, pre ktoré a,, < (ag + a1 + ...+ ay)/n. Ekvivalentnou tpravou
tejto podmienky dostaneme

(an —an—1) + (an —an_2)+ ...+ (an, —ay) < ap. (1)

Mnozina B méa nasledovné tri vlastnosti:
> Je neprazdna, pretoze zrejme 1 € B.
> Kazdy z n—1 s¢itancov na Tavej strane (1) je aspon 1, takze ak n > ag, tak n ¢ B.
Preto B je konecna.
> Pri zvdcSeni n o 1 pribudne na lavej strane (1) kladny séitanec a,,+1 — a,, a navyse
s rasticim n zvicsuje. Teda ak nejaké ¢islo patri do B, patri tam aj kazdé od
neho mensie prirodzené ¢islo.
Z uvedeného vyplyva, ze B = {1,2,3,...,n0} pre nejaké prirodzené ¢islo ny.
Vsimnime si, ze druhd nerovnost zo zadania (ag + a1 + ...+ an)/n < apy1 je ekvi-
valentna s podmienkou

ao = (ang1 — an) + (@1 — an_1) + ... + (ans1 — a1),

teda s tym, ze n + 1 ¢ B. Také n, ktoré spliia obe nerovnosti zo zadania, t.j. také, Ze
n € B a stcasne n + 1 ¢ B, je zrejme iba cislo ng.
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Uloha 2.

Hladana najvicsia hodnota je k = [v/n —1]. V prvej Casti rieSenia dokazeme, ze ak
n > 12, tak kazda stastna konfiguracia obsahuje prazdny stvorec | x [. V druhej casti
potom ukdZeme, ze ak n < (2, tak existuje $tastnd konfiguracia neobsahujica ziadny
prazdny Stvorec [ X [. Z tychto dvoch tvrdeni zrejme vyplyva uvedeny zaver.

Nech teda n > 2. Uvazujme lubovolnt §tastnt konfiguraciu. Zoberme blok [ za sebou
iddcich riadkov, medzi ktorymi sa nachadza aj riadok obsahujici vezu v prvom stlpci.
Spolu je v tomto bloku préave [ vezi. Nasledne z neho odstrafime prvych n — [2 stipcov.
Podla nasho predpokladu je n — % > 1, takze sme uvedenou operaciou odobrali z bloku
aspoti jednu vezu — t{, ktora sa nachadza v prvom stlpci. Zvysnych I x [% policok sa da
rozdelit na [ $tvorcov s rozmermi [ x [ (obr.46). KedZe je v nich spolu nanajvys [ — 1
vezi, aspon jeden z nich neobsahuje vezu.

n—12

/
— A
)

Obr. 46

V druhej éasti predpokladajme, ze n < [2. Najskor zostrojime $fastnt konfiguraciu
bez prazdnych $tvorcov pre pripad n = [? a potom ukiZeme, ako ju modifikovat pre
mensie hodnoty n.

Ozna¢me riadky a stipce Ssachovnice s rozmermi (2 x [? ¢slami od 0 po [2 — 1. Poli¢ko
v s-tom stlpci a r-tom riadku budeme oznacovat siradnicami (s, r). Rozlozme veZe na
policka so stradnicami (il + j, jl + ) pre vSetky dvojice i,j € {0,1,...,l—1} (na obr. 47
je zobrazena tato konfiguracia pre [ = 4; stipce st ¢islované zlava doprava, riadky zdola

X

Im

imtt
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g
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imtE
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Obr. 47
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nahor). Ked%e kazdé ¢islo od 0 po [> — 1 sa d& prave jednym sposobom zapisaf v tvare
il +7,kde 0 < 4,5 <1 —1, v kazdom stlpci sa nachidza prave jedna veza a rovnaky
zéver plati pre riadky.!! Preto tato konfiguracia je stastna.

Dokazeme, ze v kazdom Stvorci | x [ tejto konfiguracie sa nachédza aspon jedna
veza. Uvazujme [ubovolny taky $tvorec a zoberme [ po sebe iducich stipcov, ktoré ho
obsahuji. Povedzme, Ze prvy z nich m4 ¢islo pl + ¢, kde 0 < p,g < 1 — 1 (plati teda
pl +q < 1?2 —1). Potom ¢isla riadkov, v ktorych sa nachidzajt veze z tjchto stipcov, st
g +p, (q+Dl+p, ..., —Dl+p,p+1,1+(p+1),...,(g— 1)+ (p+1). Ak ich
zapiSeme od najmensieho po najvicsie, dostaneme postupnost

p+1L, I+ (p+1), ..o, (g=DI+(p+1), ¢d+p, (¢+1)l+p, ..., (=1l+p. (1)

Lahko nahliadneme, Ze najmensi ¢len tejto postupnosti ma hodnotu nanajvys [ — 1
(ak totiz p = 1 — 1, tak ¢ = 0 a postupnost za¢ina ¢lenom gl + p = | — 1), najvacsi
¢len méa hodnotu aspon [(l — 1) a rozdiel medzi fubovolnymi po sebe idtcimi ¢lenmi
neprevysuje [. Preto niektory z [ po sebe iducich riadkov prechadzajicich uvazovanym
Stvorcom [ X [ m4 ¢islo uvedené v (1), a teda veza z tohto riadku lezi v danom Stvorci.

Ostéva zostrojit $tastnt konfiguraciu bez prazdnych Stvorcov v pripade n < [2.
Nésledne odoberieme pridané riadky a stipce. Moze sa staf, Ze v niektorych riadkoch
a stIpcoch nebudt veze. Avsak riadkov bez vezi bude prave tolko ako stipcov bez vezi,
takze postupnym doplnenim veZi na priese¢niky prazdnych riadkov a stipcov vytvorime
Stastni konfiguraciu. KedZe neexistoval prazdny Stvorec [ x [ v Sachovnici rozsirenej na
rozmer (2 x [?, nendjdeme ho ani v tejto vyslednej konfigurécii.

Uloha 3.
Oznacme (@ priesecnik priamky AB s kolmicou na priamku SC vedenou bodom C.
Potom

|£SQC| =90° — |£CSB| = 180° — |£CHS],

teda stvoruholnik SQC'H je tetivovy. Jeho opisanou kruznicou je Téalesova kruznica nad
priemerom S@Q), ktorej stred leziaci na priamke AB ozna¢me K (obr.48). Analogicky
stred kruznice opisanej trojuholniku THC, ktory oznac¢ime L, lezi na priamke AD.
Na vyrieSenie ulohy staci ukézat, Zze prieseénik osi useciek SH a TH leZi na

priamke AH. Kedze |KH| = |K S|, je os tsecky SH zaroven osou uhla AK H; podobne
os usecky T'H je osou uhla ALH. Aby sme dokazali, ze osi uhlov AKH a ALH delia
use¢ku AH v rovnakom pomere, staci podla zndmeho tvrdenia o osi uhla v trojuhol-
niku'? dokazaft, ze

|AK|  |AL| (1)

|\KH| |LH|

11 Uvedend jednozna¢nost zapisu vyplyva z faktu, Ze ak s = il + j, tak j je zvySok &isla s po deleni
Cislom [ a 7 je celoCiselny podiel tohto delenia.

12 Os vnutorného uhla trojuholnika deli protilahlt stranu v pomere stran prilahljch. Tento poznatok
mozno odvodit jednoducho napr. pouzitim sinusovej vety pre trojuholniky, na ktoré deli os uhla
poévodny trojuholnik.
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Obr. 48

Ak body A, H, C lezia na jednej priamke, uvedend rovnost vyplyva zo symetrie
(8tvoruholnik ABCD je vtedy deltoid). V opa¢nom pripade uvazujme kruznicu k, ktora
cez ne prechadza. Kedze uhly pri vrcholoch B a D st pravé, je $tvoruholnik ABCD

tetivovy, preto

|{BAC| = |4BDC| = 90° — |{ADH| = |{HAD].

Nech N # A je priesecnik kruznice k s osou uhla CAH. Z prave odvodenej rovnosti
uhlov potom dostavame, ze AN je zaroven osou uhla BAD. Zrejme body H a C st
stmerne zdruzené podla priamky KL a |[HN| = |NC|. Z toho vyplyva, ze bod N
aj stred kruznice k lezia na priamke K L. Navyse z rovnakého tvrdenia o osi uhla,
ktoré sme pouzili pred chvilou, mame |KN|/|NL| = |AK|/|AL|. Uvedené skuto¢nosti
znamenaju, ze k je Apolléniovou kruznicou prislichajucou bodom K a L, odkial uz

priamo dostaneme rovnost (1).
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Uloha 4.

Oznac¢me S priesecnik priamok BM a CN. Podla zadania maju trojuholniky PBA
a QAC velkosti uhlov rovnaké ako trojuholnik ABC' (budeme ich oznacovat Standardne
a, B, ), st teda navzdjom podobné. Odtial

BP| _|BP| _ |AQ| _ NQ|
PM| ~ [PA] ~ |QC| T 1QC

Pritom |[{BPM| = |ANQC| = 180 — «, pretoze s to uhly susedné k uhlom pri
vrcholoch P a ) uvedenych podobnych trojuholnikov (obr.49). Trojuholniky BPM
a NQC majt zhodné uhly pri vrcholoch P a @ aj pomery dlZok stran, ktoré tieto uhly
zvieraju, takze su podobné. Preto [ BM P| = |[ANCQ)| a aj trojuholniky BPM a BSC
st podobné. Z toho dostavame |£CSB| = |[{BPM| = 180° — «, teda Stvoruholnik
ABSC je tetivovy.

A

Uloha 5.

Dokazeme vSeobecnejsie tvrdenie: Pre kazdé kladné celé ¢islo N sa mince s celkovou
hodnotou nanajvys N — % daju rozdelit na N casti tak, aby kazda ¢ast mala celkovi
hodnotu nanajvys 1 (pripastame aj ,prazdne“ ¢asti s hodnotou 0).

Uvazujme teda fubovolni kolekciu minci s hodnotou nanajvys N — % Pred samotnym
delenim na casti kolekciu mierne modifikujeme. Pokial niekolko minci dokopy mé
celkovit hodnotu 1/k, nahradime ich jednou mincou tejto hodnoty. Ak sa bude dat
zmenend kolekcia rozdelit pozadovanym sposobom, tak sa samozrejme da rozdelit aj
povodna. Po kazdej modifikacii pocet minci v kolekcii klesd, takze raz tento proces musi
skon¢it — vtedy uz nevieme vykonat Ziadne opisané ,zlu¢ovanie“ minci. Z toho vyplyva,
Ze pre kazdé parne k existuje len jedna minca s hodnotou 1/k (inak by sme dve mince
s touto hodnotou vedeli nahradit jednou mincou s hodnotou 1/ %) a pre kazdé neparne
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k > 1 existuje najviac k — 1 minci s hodnotou 1/k (inak by sme k takych minci vedeli
nahradit mincou s hodnotou 1).

Kazd4 minca s hodnotou 1 musi sama tvorit jednu z N c¢asti. Ak mame d minci
s hodnotou 1, stac¢i ich odobrat a v tvrdeni nahradit N hodnotou N — d. MdZeme teda
predpokladaf, ze v kolekcii neméame ziadne mince s hodnotou 1.

Za tychto predpokladov rozdelme mince nasledovne: Pre kazdé k = 1,2,..., N dajme
vSetky mince s hodnotami 1/(2k — 1) a 1/(2k) do skupiny C%. Celkova hodnota skupiny
C), bude nanajvys

1 1 1 1
(2k=2) 35 ﬁ_1_<2k—1_%><1‘

Ostéava rozdelit mince s hodnotami mensimi ako 1/(2N). Budeme ich pridavat po
jednej opakovanim nasledujiceho kroku. Zoberme Tubovolni mincu ¢o zostala. Celkova
hodnota uz rozdelenych minci je maximalne N — %, takze existuje cast s celkovou
hodnotou nanajvys

N—-3 1

N T 2N’
do ktorej je mozné nasu mincu pridaf bez prekrocenia stanoveného limitu.
Pozndmka. Algoritmus rozdelenia minci s hodnotami aspon 1/(2/N) sa da modifikovat:
napr. do ¢asti Cj, mozeme dat vSetky mince s hodnotami 1/[2%(2k — 1)] pre vSetky celé
¢isla s = 0. Lahko mozno nahliadnuf, Ze ich hodnota neprekroci 1.

Uloha 6.

Nech P je Tubovolnd mnozina n priamok vo vSeobecnej polohe. Ozna¢me F mnozinu
koneénych oblasti prislichajacich mnozine P. Zoberme maximélnu (vzhladom na ink-
ltziu) podmnozinu Q C P taki, Ze po zafarbeni priamok z Q namodro ziadna oblast
z F nebude maft celt hranicu modra. Polozme k = |Q|. Staci dokézat, ze k = \/n.

Zafarbime priamky z P\ Q nacerveno. Prieseéniky dvoch modrych priamok budeme
nazyvat modré body a prieseéniky modrych priamok s ¢ervenymi priamkami dvojfarebné
body. Modrych bodov je zrejme (’2“) a Cervenych priamok n — k.

Uvazujme Tubovolnu ¢erveni priamku p. Nech A € F je také oblast, ktord ma prave
jednu Cervenu stranu a ta lezi na p (ak by takd oblast neexistovala, mohli by sme
priamku p pridat do @, ¢o je v spore s maximalnostou mnoziny Q). Oznac¢me C, D,
My, My, ..., M; vrcholy oblasti A v smere hodinovych ruciciek, pricom C, D € p.
Potom body C', D st dvojfarebné, zatial ¢o body My, Ms, ..., M; s modré. Budeme
hovorit, ze priamka p je pridruZend k bodu M; cez bod D (obr. 50).
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Vsimnime si, ze pre kazdu dvojicu tvorent dvojfarebnym bodom D a modrym
bodom M méze byt k M cez D pridruzend nanajvys jedna ¢ervend priamka, pretoze
existuje nanajvys jedna oblast A, ktorda mé body D a M umiestnené na svojom obvode
v smere hodinovych ruciciek. Ukazeme, ze k Ziadnemu modrému bodu nie st pridruzené
viac ako dve Cervené priamky. Z toho dostaneme odhad

k
k<
n k::2<2>,

ktory je ekvivalentny so Zelanou nerovnostou n < k2.

Predpokladajme sporom, ze tri rozne priamky pi, p2, ps s pridruzené k modrému
bodu M postupne cez rozne dvojfarebné body D, Do, D3. Bodom M prechadzaja
dve modré priamky, ktoré urcuju styri polpriamky. Zrejme kazdy z bodov D; lezi na
jednej z nich (kazdy na inej) a je najbliz§im bodom k M spomedzi vSetkych priese¢nikov
leziacich na tejto polpriamke. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze Do
a D3 lezia na navzajom opac¢nych polpriamkach. Uvazujme oblast A, vzhladom na ktort

Obr. 51

je p1 pridruzend k M cez D;. Jej tri po sebe idiice vrcholy su D1, M a jeden z vrcholov
Dy, D3, povedzme D,. KedZe oblast A ma4 iba jednu ¢ervent stranu, musi to byt strana
D5Dq, t.j. A je trojuholnik Dy Dy M (obr.51). To je vSak spor s tym, ze priamky p;
a po su rozne.






8. Stredoeurdpska matematicka olympiada

Osmy ro¢nik Stredoeurépskej matematickej olympiady (MEMO) sa konal od 18. do 24.
septembra v Nemecku v meste Drazdany a tak ako i po minulé roky sa ho zucastnilo
60 sutaziacich z 10 krajin. Slovensko reprezentovali

Eduard Batmendijn, Cirk. g. sv. Mikulasa, St. Lubovna, 3. ro¢nik,
Ondrej Binovsky, Gymnazium A. Merici, Trnava, 3.roc¢nik,

Ondrej Bohdal, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava, 3. ro¢nik,
Zuzana Frankovskd, Gymnéazium Grosslingova, Bratislava, 2. ro¢nik,
Henrieta Michelovd, Gymnéazium Alejova, KoSice, 2. roc¢nik,

Silvia Nepsinskd, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava, 3. ro¢nik.

Vedtcim druzstva SR bol RNDr. Rébert Hajduk, PhD. (Prirodovedecka fakulta
Univerzity Pavla Jozefa Safarika v Kogiciach), zastupcom vedticeho bol Mgr. Toméas
Kocéak (Inria Lille — Nord Europe).

Sutaz pozostavala z dvoch sttaznych dni. V prvy den prebiehala stutaz jednotlivcov.
V nej sa nasim stutaziacim oproti predchadzajicemu roku az tak nedarilo a zo Siestich
nasich stufaziach len dvaja dosiahli na ocenenie. A to Edo Batmendijn na striebornt
medailu a Zuzka Frankovskd na cestné uznanie, ktoré sa udeluje tym sutaziacim,
ktori neziskaji medailu ale vyriesia aspon jednu tulohu na plny pocet, 8 bodov. Treba
poznamenat, ze Edo Batmendijn nebol velmi daleko od zlatej medaily, nakolko pre mala
nepozornost prisiel o 2 body, vdaka ktorym by uz na zlato dosiahol. V neoficidlnom
poradi Statov v stfazi jednotlivcov dominovali Chorvati pred Poliakmi a Madarmi.
NaSe umiestnenie zial nepatrilo medzi tie, na ktoré moézeme byt hrdi. Reputaciu sme
si vSak napravili v stutazi druZstiev, ktora sa konala na druhy den. V satazi druZstiev
(t.j. v sutazi, v ktorej sutaziaci z jedného $tatu tvoria jeden tim a teda spolu riesia
a odovzdavaju jedno spolo¢né riesenie kazdej z 6smich zadanych tloh) sme zopakovali do
tretice 4. miesto, a mat o 2 body viac, teSime sa z medaily. Vitazom v stfazi druzstiev sa
tak ako pred rokom stalo druzstvo Polska. Druhé skon¢ilo Madarsko a tretie Chorvatsko.
Tak ako minuly rok, aj teraz medzi stitaznymi tlohami nechybala tloha zo Slovenska
od Patrika Baka. Konkrétne §lo o ,fazsiu“ geometriu v timovej stutazi.

Vysledky druzstva SR v sufazi jednotlivcov st uvedené v prvej tabulke. Prehlad
vysledkov vSetkych krajin v sttazi jednotlivcov je v druhej tabulke. Krajiny st v nej
zoradené podla suc¢tu bodov celého druzstva, podobne ako pri neoficidlnom poradi krajin
na IMO. Vysledky stutaze druzstiev st uvedené v tretej tabulke.

Meno I1 | 12 | I3 | I4 | Suacet Cena
Eduard Batmendijn 3| 8 8 6 25 striebro
Ondrej Binovsky 0] 0| 0] 2 2
Ondrej Bohdal 2 3 1 3 9
Zuzana Frankovska 2 | 8|4 2 16 CuU
Henrieta Michelova 0| 3]0 3 6
Silvia Nepsinska 0|3 /0] 3 6
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Por. Stat Z S B CU Y |Por. Stat ZS B CU )
1. Chorvatsko 1 2 3 139| 6. Rakusko 1 2 3 101
2. Polsko 4 2 134| 7. Svajciarsko 2 2 82
3. Madarsko 1 1 4 133| 8. Slovinsko 1 1 72
4. Ceskdrep. 1 3 1 108| 9. Slovensko 1 1 64
5.  Nemecko 2 1 2 107| 10. Litva 3 63

Stat T1|T2|T3|T4|T5|T6|T7|T8|>

1. | Polsko 8 | 8| 7|8 |8 | 7| 8| — |54

2. | Madarsko 8 | 3|85 |8 8|8 | 4|52

3.|Chorvatsko | 8 | 5 | 7 | 8 | 8 | — | 8 | 2 |46

4. | Slovensko 812|888 | 1|8 |1 |44

5. | Nemecko 811|788 | —-|8]1]41

6.|Svajciarsko | 8 | 1 |8 | - |8 | - | 8|1 |34

Ceska rep. 8|46 | -8 -8 |34

Rakusko 4 12|18 |5 |6 -]8|1]|34

9. | Litva - |17/ 8|8|—-[5|1]30

Slovinsko 8|1 | 7|16 |—-|7]-130

Ucastnici aj vedtci boli ubytovani v hoteli, ktorj bol situovany v blizkosti centra
Drazdan. Samotné stfaz a aj zasadnutia jury prebiehali v priestoroch gymnéazia Marie
Curie, ktoré bolo situované par minit od miesta ubytovania sttaziacich a veducich.
Sprievodny program pre sutaziacich, ktory pripravili nemecki organizétori, obsahoval
prehliadku mesta, navstevu mizea matematiky v meste ako i dal$ich atrakcii v Drazda-
noch a jeho okoli. V den vyhodnotenia bola zorganizovana spolo¢né exkurzia do mesta
Meiflen znameho svojim porcelanom a zadmkom Albrechtsburg.

9. roénik MEMO sa bude konat v slovinskom Koperi v auguste 2015.

Robert Hajduk

Zadania iloh MEMO

Sutaz jednotlivcov

Uloha I-1.
Najdite vsetky funkcie f:R — R také, ze

f(y)+ f(zf(y) —af(f(y) — flzy) =22+ f(y) — f(z+y)

plati pre vSetky x,y € R. (Litva)

Uloha I-2.

Dany je pravidelny n-uholnik, ktory rozrezeme na n — 2 trojuholnikov pomocou n — 3
rezov pozdlz uhlopriecok, ktoré sa navzajom nepretinaji vo vnitri n-uholnika. Nech
dvojfarebnd trianguldcia je také rozrezanie m-uholnika, v ktorom kazdy trojuholnik je
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ofarbeny c¢iernou alebo bielou farbou a kazdé dva trojuholniky so spolo¢nou stranou
maju rozne farby. Celé ¢islo n = 3 nazyvame trianguldrne, ak pre pravidelny n-uholnik
existuje dvojfarebna triangulacia taka, ze pre kazdy vrchol A daného n-uholnika je pocet

.....

N4ajdite vSetky triangularne ¢isla. (Chorvatsko)

Uloha I-3.

Dany je trojuholnik ABC' so stredom [ kruznice vpisanej, pricom |AB| < |AC].
Ozna¢me E bod na strane AC' taky, ze |AE| = |AB|. Nech G je bod na priamke ET
taky, ze |[{IBG| = |{CBA| a bod I lezi medzi bodmi F a G. Dokazte, ze priamka AI,
kolmica na AE v bode E a os uhla BGI sa pretinaju v jednom bode.  (Chorvatsko)

Uloha I-4.
Pre celé ¢isla n = k = 0 definujme bibinomicky koeficient ((Z)) ako!3

() = om

Najdite vSetky dvojice (n, k) celych ¢isel n = k = 0 také, ze prisluchajici bibinomicky
koeficient je celé ¢islo. (Rakusko)

Sutaz druzstiev
Uloha T-1.

Urc¢te najmensiu mozna hodnotu vyrazu

1 1 1 1
- - - :
a+x a+y b+zxz b+y

kde a, b, = a y st kladné redlne &isla spliiajice nerovnosti

L >l L >l S
a+x — 2 a+y — 2 b+ax = 2 b+y —
(Madarsko)
Uloha T-2.
Najdite vsetky funkcie f: R — R také, ze
af (xy) + zyf(x) = f(=?) f(y) + 2%y
plati pre vsetky z,y € R. (Cesk4 rep., Pavel Calabek)

13 Dvojity“ faktorial n!! je definovany ako stéin vSetkych parnych ¢&isel od 2 po n, ak n je parne, a ako
sucin v8etkych neparnych ¢isel od 1 po n, ak n je neparne. Napriklad O!! = 1, 4! = 2-4 = 8 a
M=1-3-5-7=105.
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Uloha T-3.

Nech K a L su prirodzené c¢isla. Na Sachovnici pozostavajicej z 2K x 2L policok sa
pohybuje mravec. Zac¢ina v Tavom dolnom policku a presuva sa do pravého horného
policka. V kazdom kroku sa presunie na susedné policko vo vodorovnom alebo zvislom
smere a kazdé z policok pri svojom presune navstivi nanajvys raz. V niektorych
pripadoch nenavstivené policka tvoria pravouholnik — taky nazyvame MEMOTovany.
Urcte pocet vSetkych roznych MEMOrovanych pravouholnikov. (Pravouholniky st rozne,

pokial nepozostavaju z tych istych policok.) (Rakusko)
Uloha T-4.
V Happy City je 2014 obyvatelov oznacenych A, Ao, ..., Asg14. V kazdom okamihu

dna je kazdy obyvatel bud stastny alebo nestastny. Nalada obyvatela A sa zmeni
(z nestastnej na $fastni alebo opacne) prave vtedy, ak sa usmeje nejaky iny Stastny
obyvatel na obyvatela A. Na zaciatku v Happy City bolo N stastnych obyvatelov.
V pondelok pocas diia sa udialo nasledovné: obyvatel A; sa usmial na obyvatela A,
potom sa obyvatel Ay usmial na obyvatela Az, atd. Nakoniec sa obyvatel Aspi3 usmial
na obyvatela Aspi14. Okrem toho sa nikto iny neusmial na nikoho iného. Rovnako to
prebehlo aj v utorok, stredu a vo stvrtok. Na konci dna vo stvrtok bolo v Happy City
presne 2000 $tastnych obyvatelov. Uréte najviésiu mozni hodnotu N. (Litva)

Uloha T-5.

Dany je trojuholnik ABC| pre ktory plati |AB| < |AC/|. Kruznica vpisana trojuholniku
ABC so stredom [ sa dotyka stran BC', CA a AB postupne v bodoch D, E a F.
Priamka Al pretina priamky DE a DF postupne v bodoch X a Y. Ozna¢me Z pitu
vysky z bodu A na stranu BC. Dokéazte, ze D je stred kruznice vpisanej trojuholniku
XYZ. (Nemecko)

Uloha T-6.

Kruznica k vpisané trojuholniku ABC sa dotyka strany BC' v bode D. Nech L # D je
priese¢nik priamky AD a kruznice k a nech K je stred kruznice pripisanej k strane BC'.
Ozna¢me M a N postupne stredy tseciek BC a K M. Dokazte, ze body B, C, N a L
lezia na jednej kruznici. (Slovensko, Patrik Bak)

Uloha T-T7.

Konecnad mnozina A kladnych celych cisel sa nazyva priemerovd, ak pre kazdua jej
neprazdnu podmnozinu je aritmeticky priemer jej prvkov taktiez kladné celé ¢islo. Inac
povedané, A je priemerova, ak (a1 + ...+ ai)/k je celé ¢islo pre kazdé k = 1, kde

4 /. A % % 7’ ’ v/ v . v/ v /.
ai,...,ar € A st navzajom rozne. Pre Iubovolné celé ¢islo n uréte najmensi mozny
sucet prvkov priemerovej n-prvkovej mnoziny. (Rakiisko)
Uloha T-8.

Uréte vsetky Stvorice (z,y, z,t) kladnych celych ¢isel, pre ktoré plati
20% 4 14% = (x + 2y + 2)*".
(Litva)
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RieSenia uloh MEMO

Uloha I-1.
Ukazeme, Ze jedinymi rieseniami spliiajiicimi podmienky zo zadania st funkcie tvaru
f(z) = 2z + a, kde a je ubovolné redlne ¢islo.

Ozna¢me f(1) = c. Po dosadeni x = 1 do rovnosti zo zadania dostavame

0=2+f(y) - fly+1),
fly+1)=f(y) +2

pre vsetky y € R. Pouzitim matematickej indukcie v oboch smeroch dostavame

fly+n)=fy)+2n (1)

pre vietky y e Ran € Z.
Dosadenim y = 1 do rovnosti zo zadania dostavame

cx + f(ex) = f(c) = f(z) =2z 4+ c— (f(z) +2),
¢o modzeme upravit na tvar
flex) =x(f(c) —c+2)+c—2.

Ak ¢ # 0, mozeme nahradif x nezndmou z/c, z ¢oho uz vidno, ze f je linearna funkcia.
Z rovnosti (1) vSak vidime, Ze smernica funkcie f musi byt 2. Preto funkcia f moze byt
jedine tvaru f(z) = 2z + a.

Predpokladajme teraz, ze ¢ = 0. Z rovnice (1) dostavame

fn)=f(1+Mn-1)=f1)+2n—-1)=c+2n—2=2n—2
pre akékolvek celé ¢islo n. Dosadenim celého ¢isla y = n do rovnice zo zadania dostavame

(2n —2)z + f((2n — 2)z) — (4n — 6)x — f(nx) =22+ (2n — 2) — f(z) — 2n,
f((2n —2)x) — f(nx) + f(z) = (2n — 2)x — 2. (2)

V pripade n = 0 sa rovnost zjednodusi na tvar
f(—2z)+ f(z) = -2z + 4.
Dosadenim —2x za x a odc¢itanim od predchadzajicej rovnosti dostavame
fldz) = f(z) = (f(42) + f(=22)) = (f(22) + f(2)) = (4o —4) — (—22 — 4) = 6z. (3)

Dosadenim n = —1 do (2) a x = —z do (3) dostavame

f(—4x) = f(=2) + f(z) = -4z = 2,
f(—4z) = f(-z) = —6z.
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Od¢itanim poslednych dvoch rovnosti dostdavame f(z) = 2z —2, teda opét funkciu tvaru

f(x) =2z +a.

Dosadenim f(z) = 2z + a do rovnice zo zadania jednoducho overime, ze takéto
funkcia je naozaj rieSenim pre fubovolné a € R.
Uloha I-2.

Najskor ukézeme, ze vSetky triangularne ¢isla st delitelné tromi. Nech n je triangularne
¢islo. Uvazujme takti dvojfarebnt triangulaciu pravidelného n-uholnika, ktord splia
podmienky zo zadania. Celkovy pocet stran bielych trojuholnikov triangulécie oznacme
b. Kedze trojuholniky majua tri strany a ziadne dva biele trojuholniky nemaji spoloént
stranu, ¢islo b musi byt delitelné tromi.

Pozrime sa teraz blizsie na Tubovolny vrchol A. Trojuholniky pri vrchole A su strie-
davo biele a ¢ierne, pricom prvy a posledny trojuholnik musi byt ¢ierny, aby bola splnena
podmienka zo zadania. Preto st strany bielych trojuholnikov zaroven uhloprieckami n-
uholnika.

Rovnako dostaneme, Ze pocet stran c ¢iernych trojuholnikov je delitelny tromi. Kazdéa
uhlopriecka n-uholnika pouzita pri triangulécii je sticasne stranou bieleho aj ¢ierneho
trojuholnika a navysSe vSetky strany n-uholnika st stranami c¢iernych trojuholnikov,
preto ¢ = n + b. Kedze ¢ a b st delitelné tromi, musi byt tromi delitelné aj n.

V druhej ¢asti dokézeme, Ze pre Tubovolné prirodzené ¢islo k a pre n = 3k existuje
dvojfarebné triangulacia spliajica podmienky zo zadania, a to nielen pre pravidelny,
ale pre Tubovolny konvexny n-uholnik.

A
Ask+ 2k

Asjt2

Asjts

Obr. 52

Dokaz prevedieme indukciou vzhladom na k. Pre & = 1 méame len jeden troj-
uholnik, ktory po ofarbeni ¢ernou farbou tvori triangulaciu spliiajicu podmienky zo
zadania. Nech teda tvrdenie plati pre nejaké k. Uvazujme Iubovolny 3(k + 1)-uholnik
P = A1Ay... A3441)- Na 3k-uholnik AjAs... Az pouZijeme indukény predpoklad,
t.j. predpokladdme, ze v fiom je vytvorena dvojfarebna triangulacia spliiajica pod-
mienky zadania. Z prvej cCasti rieSenia vieme, Ze trojuholnik so stranou A;Asx je
v nej ofarbeny ¢iernou farbou. Do triangulacie mnohouholnika P pridame uhlopriecky
Ay Asgyo a AspAsgyo, trojuholnik Aj Asg Askio ofarbime bielou farbou a trojuholniky
AspAskr1Askr2 a AjAspioAskss ofarbime ¢iernou farbou (obr.52). Takto vznikne
dvojfarebna triangulacia 3(k + 1)-uholnika, ktora (ako mozno lahko nahliadnut) splia
podmienky zo zadania.
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Uloha I-3.

Nech H je priesecnik kolmice na AFE vedenej bodom E a priamky AI. NaSim cielom
bude ukazat, Zze bod H je stredom kruZnice pripisanej k strane BI trojuholnika BIG
a teda lezi na osi uhla BGI.

A

Obr. 53

Osové sumernost podla priamky Al zobrazi bod E na bod B a teda AI je osou uhla
BIE a zaroven uhol HBA je zhodny s uhlom HEA, ¢ize pravy (obr.53). Oznac¢me
|£ABC| = . Zo zadania vieme, ze |{IBG| = ( a |[{ABI| = /2. Preto |£IBH| =
= 90° — |{GBI|/2, z ¢oho vyplyva, ze H lezi na osi vonkajsieho uhla pri vrchole B
v trojuholniku BIG. Z toho uz dostavame dokazované tvrdenie.

Uloha I-4.
Dvojice (n, k) spliiaji podmienky zo zadania prave vtedy, ked (n, k) = (2,1), k € {0,n}
alebo n a k su parne.

Najskor ukdzeme, ze dvojice popisané vyssie skutocne spliiaji podmienky zo zadania.
Zrejme ((f)) = 2 a pre vSetky nezaporné celé ¢isla n mame

(o) = G =an =

Napokon, ak n a k st parne ¢isla, oznaéme n = 2n’ a k = 2k’. Potom

((Z)) - (2k’)!!((§g;?”— ) 2’“’]@’!2"?:7’1(/7!1’ — (Z/)

¢o ocividne je celé cislo.
Ostéva ukazat, ze ziadne dalSie dvojice zadaniu nevyhovuji. Nech n a k st také celé
nezaporné cisla, ze ((Z)) je celé cislo. Rozlisime dva pripady v zavislosti od parity n.
Nech n je neparne ¢islo. V takom pripade k£ = 0 alebo £ = n. V opac¢nom pripade
je totiz jedno z ¢isel k, n — k parne kladné celé ¢islo a preto aj menovatel rozpisaného
vyrazu () je parny, zatial ¢o Citatel je neparny.
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Nech n je parne ¢islo. Na ivod sme ukézali, ze v pripadoch n = 0 a n = 2 moze byt
k Tubovolné nezaporné celé ¢islo, ktoré spliia k& < n. Predpokladajme preto, 7e n > 4.
Oznacme n = 2m a nech k je neparne. Zo symetrie vyplyva ((Z)) = ((nﬁ k)), takze sa staci
obmedzit na pripady, ked 1 < k < m. Pre j € {1,2,...,m — k} je splnend nerovnost
k+j <k+ 25 apreto

m—k

IIk+j§§I[k+%

j=1

pricom rovnost nastdva pre m = k. Dalej pouZijeme aj nerovnost (k—1)!! < k!!, v ktorej
nastava rovnost pre k& = 1. Vynasobenim poslednych dvoch nerovnosti dostavame

(2m — k)!!

ol = (2m — k)!,

m!

(k — DHH < k!
pri¢om rovnost nastéva prave vtedy, ked m = k = 1, ¢o nastéva pre n = 2. V tejto casti
vSak predpokladdame, Ze n = 4 a preto v poslednej nerovnosti rovnost nikdy nenastava.
Prenasobenim k!! a pouzitim rovnosti (k — 1)!1k!! = k! dostavame m! < E!ll(2m — k)!!,
¢o znamena, ze podiel

m/!

KN (2m — k)!!

nemoze byt celé ¢islo. Kedze menovatel je neparny, podiel

kwgmiu:kwmgimu:«ﬁD

taktiez nemoze byt celé ¢islo. Preto v pripade, Ze n = 4 je parne a 0 < k < n je neparne,
rieSenie neexistuje.

Uloha T-1.

Ukazeme, ze najmensia mozna hodnota je 1—7.
Aka—ac—lab—y— =, potom
11 2 12 1
a+z 20 a+y 3 b+z 3 b4y

Podmienky st splnené a navyse stcet tychto styroch zlomkov je

1+2+2+1—
2 3 3 6

a teda 1 6 je naozaj mozna hodnota vyrazu za splnenia predpokladov.
Nech a, b, = a y st kladné realne &isla spliajice zadané nerovnosti. Z prvej a stvrtej
podmienky mame

a+b+z+y=(a+z)+(b+y) =2+1=3.
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Z nerovnosti medzi aritmetickym a harmonickym priemerom dvoch kladnych redlnych
¢isel dostavame

2 cla+y)+(+2) at+bta+y 3
1 1 = - =5
aty T b 2 2 2
Z toho upravou obdrzime nerovnost
byt 1
a+y b+zxz 3
Pridanim prvej a Stvrtej nerovnosti dostavame
1 n 1 n 1 . 1 >1_}_4+1_17
a+xr a+y b+x b+y 2 3 6

Uloha T-2.
Ukazeme, Ze jediné funkcie spliiajice podmienky zo zadania st funkcie v tvare

x, akx =0,
-]

kx, akx <0,

pricom k je Iubovolné redlne ¢&islo spliiajtce k > 1.
Nech f je funkcia vyhovujica zadaniu. Dosadenim z = y dostavame

02 (f(2?) = 2*)(f(z) - 2). (1)

Specidlne pre x = 1 a x = 0 mame f(0) =0 a f(1) = 1. Po dosadeni y = 1 do povodnej
nerovnosti dostavame
22 f(x) = f(2®) + 2 (2)

pre vSetky realne ¢isla x.
Najskor ukézeme, ze f(x) = z pre z = 0. Uvazujme dva pripady.
> Predpokladajme, %e f(z) < z. Z nerovnosti (2) dostavame 0 > f(x?) — 22.
Pouzitim tejto nerovnosti dostdvame 0 < (f(2?) — 22)(f(z) — z), ¢o je v spore
s nerovnostou (1). Preto f(x) 2 x pre vSetky = = 0.
> Predpokladajme, 7ze f(z2?) > z2. Z nerovnosti (2) dostdvame 0 < f(z) — .
Pouzitim tejto nerovnosti dostavame 0 < (f(z?) — 22)(f(z) — x), ¢o je opit
v spore s nerovnostou (1). Preto f(z?) < 22 pre vietky x = 0. Dosadenim /7 za
x dostavame f(x) < x pre vSetky x = 0.
Z uvedenych pripadov vidime, Ze jediné riesenie pre x = 0 je f(z) = x.
Pozrime sa teraz na pripad, ked x a y st zaporné ¢isla. Z nerovnosti zo zadania
a pouzitim f(x) = x pre x = 0 dostavame nerovnost x%y + xyf(r) = 22 f(y) + 2%y. Po
vydeleni tejto nerovnosti zdpornym ¢islom x2y dostavame

fx) o f(y)

T Y



134 63. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

V ostatnej nerovnosti musi nastat rovnost vdaka symetrii. Preto f(z) = kx pre nejaké
pevne zvolené realne ¢islo k. Po dosadeni x+ = —1 a y = 1 do pdvodnej nerovnosti
dostéavame podmienku k = 1. Preto rieSenim pre z < 0 moze byt len funkcia tvaru
f(x) = kx pre pevne zvolené k = 1.

Dosadenim tohto riesenia do pévodnej nerovnosti fahko nahliadneme, Ze je splnena.

Uloha T-3.

Predpokladajme, ze policka Sachovnice sit ofarbené striedavo ¢iernou a bielou farbou
tak, ze policko, na ktorom mravec zacina, je ¢ierne. Najskor ukadzeme, ze MEMOrované su
prave tie pravouholniky, ktoré maja vsetky rohové policka biele. V druhej ¢asti urcime
pocet pravouholnikov s bielymi rohmi.

Zavedme sturadnicovi sustavu na Sachovnici tak, Ze ¢ierne policko, na ktorom mravec
za¢ina, mé stradnice (1,1), jednotkova dizka je zhodn4 s dlzkou strany jedného policka
a x-ova os je rovnobezna so spodnou stranou Sachovnice. KedZe mravec zac¢ina a kon¢i
na ¢iernom policku, pocet ciernych policok, ktoré mravec pocas presunu navstivi, je
o 1 viac ako pocet bielych policok, ktoré navstivi. Preto na Sachovnici ostane neparny
pocet nenavstivenych policok a bielych bude medzi nimi o 1 viac ako ¢iernych. Z toho
vyplyva, Ze MEMOrovany pravouholnik musi mat strany nepéarnej dizky a rohy bielej
farby.

Dalej ukézeme, 7e kazdy pravouholnik spliajici vyssie popisané podmienky je
MEMOrovany. Budeme postupovat indukciou vzhladom na K + L. Pre K = L = 1
pozostavaju oba pripustné pravouholniky len z jedného policka. Pre oba jednoducho
najdeme cestu, ktorou mravec mohol ist. Predpokladajme preto, ze K + L = 3.
Uvazujme Iubovolny pripustny pravouholnik. Nech jeho lavy dolny roh mé stradnice
(a,b). Ak a > 3, tak mravec modze na zaciatku svojej cesty prejst Iavé dva stipce, ¢im sa
Sachovnica zmens$i o dva stlpce a mravec sa bude nachadzat na policku (3,1). Na tito
situdciu mozeme pouzit indukény predpoklad. Preto mézeme predpokladat, ze a < 3.
Analogicky mézeme predpokladat, ze b < 3. Kedze policko (a,b) musi mat bielu farbu,
ostavaju pripady (a,b) € {(1,2),(2,1)}. Vdaka symetrii sa mézeme obmedzif na pripad
a = 2 a b = 1. Podobnou tvahou ukazeme, Ze pre suradnice pravého horného rohu
uvazovaného pravouholnika sta¢i uvazovat moznosti (2L — 1,2K) a (2L,2K — 1). Aby
vSak pravouholnik mal strany neparnej dizky, pravy horny roh musi byt (2L,2K — 1).
V takomto pripade lahko nahliadneme, Ze sta¢i, aby mravec presiel lavy stipec z policka
(1,1) na policko (1,2K) a potom horny riadok z poli¢ka (1,2K) na policko (2L, 2K).

Ostéva uréit pocet pravouholnikov s bielymi rohmi. Kazdy taky pravouholnik je
jednoznac¢ne uréeny jeho lavym dolnym rohom (a,b) a pravym hornym rohom (c,d).
Navyse ¢isla a, b, ¢ a d musia spliat 1 < a < e <2L,1<b<d < 2K, &sla a a ¢ maja
rovnakt paritu a ¢isla b a d maji opacni paritu ako c¢islo a. V pripade, ze ¢islo a je
neparne, existuje (Lgl) moznosti pre dvojice (a,c) a nezavisle na tom (K;r 1) moznosti
pre parne dvojice (b,d). V pripade, Ze a je parne, dostaneme rovnako vela pripustnych
pravouholnikov. Preto pocet vSetkych MEMOrovanych pravouholnikov je

2(K2+1) (L-zH) _ K(K+1;L(L+1)
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Uloha T-4.

Kazdému $tastnému obyvatelovi Happy City priradme ¢islo —1 a kazdému nestast-
nému +1. Takéto priradenie ndm umoziuje jednoducho popisat zmenu v $tasti oby-
vatela: Ak sa obyvatel A s ¢islom a usmeje na obyvatela B s ¢islom b, nové ¢islo
obyvatela B bude ab.

Uvazujme situaciu, ked obyvatelia maju priradent postupnost ¢isel uq, us, . .., u2014.
Na konci dna sa postupnost priradenych ¢isel zmeni na vy, vs, ..., U914, pricom v; =
=UrU2 ... U; = Vj—1U;. 7 toho dostavame U; = ViVi—1.

Ozna¢me ay, ..., asp14 postupnost ¢isel priradenych vo Stvrtok vecer, by, ..., bagia
v stredu vecer, cq, ..., cog14 V utorok vecer, dy, ..., dog14 v pondelok vecer aeq, ..., 2014

v pondelok rano. Pre jednoduchost zépisu definujme a; = b; = ¢; = d; = e; = 1 pre
vSetky celé ¢isla i < 0. Pre vSetky i € {1,2,...,2014} dostavame

bi = a;a;—1,

2
ci = bibi_1 = a;a;_ja,—2 = a;a;—2,
di = cici—1 = a;a;—10;—20;_3,

e; = did;—1 = a;a;—4.

Nech z; oznacuje pocet jednotiek v postupnosti aj, ajt4, ajys, ... PouZitim tohto
oznacenia vieme zapisat pocet nestastnych obyvatelov vo $tvrtok veder ako x1 + xo +
+ 23+ x4 = 14.

Pozrime sa teraz na to, kolko obyvatelov mohlo mat v pondelok rdno priradené
¢islo —1. Kedze e; = a;a;_4, moze e; nadobudat hodnotu —1 len v pripade, Ze prave
jedno z cisel a;, a;—4 je rovné 1. Preto pre j = 1,2,3,4, pocet ¢lenov postupnosti e;,
€jt+4, €j+8, ... rovnych —1 moze byt maximalne 2z; + 1, pricom 2z; ¢lenov prislicha
nesStastnym obyvatelom vo Stvrtok vecer a jeden obyvatel navySe je v pripade, ze
a; =—1aj—4=0. Preto v pondelok rano mohlo byt maximalne 221 + 1+ 2z + 1+
+ 223 + 1+ 224 + 1 = 32 stastnych obyvatelov.

Poslednym krokom rieSenia je ukazaf situéciu, v ktorej bolo v pondelok réano 32 stast-
nych obyvatelov a ktora je v stulade so zadanim. Uvazujme pripad ag = a16 = ... =
= ag.14 = 1 a a; = —1 pre vSetky ostatné i. To znamena, ze vo Stvrtok vecer bolo
prave 14 nestastnych a teda 2000 stastnych obyvatelov. Jednoducho mozeme overit, ze
takito situdciu vo Stvrtok vecer mozeme dostat zo situécie v pondelok réno, pri ktorej

e1=ey=e3=—1,eq4=€g=...=e€4.99 =—1ae; =1 pre ostatné . V tomto pripade
je pocet stastnych obyvatelov v pondelok réano 3 + 29 = 32.
Uloha T-5.

Zrejme bod X lezi medzi bodmi A a Y (obr. 54). Velkosti vntutornych uhlov trojuholnika
ABC ozna¢me ako zvycajne «, 3, . Plati

(%

|{EXI|=|4DEC|— |{XAE| = (90° — ) — 18 =|4DBI]|,

1
2
odkial dostavame, ze Stvoruholnik BD X je tetivovy, a teda

|{AXB| = |{IXB| = |{IDB| = 90° = |{AZB|.
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A

Y
Obr. 54

Z toho vyplyva, ze aj $tvoruholnik ABZX je tetivovy. Odtial |[{ZXY| =  a kedze
|ADXY| = |[4EXI| = %3, dokézali sme, ze bod D lezi na osi uhla ZXY. Podobne
mozno dokézat, ze D lezi na osi uhla XY Z. Z toho uz vyplyva dokazované tvrdenie.

Pozndmka. Alternativny sposob, ako dokonéit rieSenie tlohy po dokdzani, Ze Stvoruhol-
nik ABZX je tetivovy, je nasledovny: Vieme, ze |[{DZX| = %a a podobne |£Y ZD| =
= . TakZe ZD je os uhla Y ZX. Ostava len overit, ze |[AY DX| = 90° + 1|4Y ZX]|.
Vieme, ze [AYZX| =« a

|4YDX| = |{FDB| +|£CDE| = (90° — ) + (90° — 1) = 90° + 1cv.

Uloha T-6.

Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze |[AB| £ |AC|. Ozna¢me w kruznicu
pripisant k strane BC trojuholnika ABC' a E priese¢nik priamky AD a kruZnice w,
ktory je dalej od D. Rovnolahlost so stredom A, ktord zobrazi k na w, zobrazi bod D
na bod E. Navyse priamka FK je kolma na stranu BC' a pretina ju v bode J, ktory je
dotykovym bodom w s BC. Kedze bod K je stredom JE a — ako vieme'* — bod M je
stredom DJ, st priamky MK a DE rovnobezné (obr. 55).

Vedme bodom N rovnobezku s BC a jej prieseénik s DE oznac¢me F. Potom $tvor-
uholnik DF N M je rovnobeznik. Aplikovanim Téalesovej vety na pravouhly trojuholnik
MK J dostavame |JN| = |[MN| = |DF|. Z toho vyplyva, ze DFNJ je rovnoramenny
lichobeznik, a kedze |BD| = |JC|, aj BFNC je rovnoramenny lichobeznik. Z toho
ddévodu je tiez tetivovym Stvoruholnikom a sta¢i ukézat, ze body B, C, F, L lezia na
jednej kruznici. Urobime to tak, Ze dokdzeme rovnost |DB| - |DC| = |DL|-|DF|.

14 Je zname, Ze pri standardnom oznaceni dizok stran trojuholnika ABC plati |BD| = |CJ| = s — b,
pricom s = %(a +b+c).
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Obr. 55

Nech I je stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC a |{ABC| = (. Pravouhlé
trojuholniky BDI a K JB maja ostré uhly s velkostami %6 a 90° — % , st teda podobné.
Preto

|DI|-|JK|=|DB|-|JB|=|DB|-|DC|

a ostava overit, ze |DI|- |JK| = |DL|-|DF|.

Kedze AF || MK a ID || JK, dostavame |{IDL| = |{JED| = |{JKM]|, preto
rovnoramenné trojuholniky /LD a N K J st podobné a tym je dokazané, ze |DI|-|JK| =
= |DL| - |JN|. Uz skor sme ukézali, ze |JN| = |DF)|, z ¢oho dostavame pozadovani
rovnost.

Uloha T-T7.
Oznac¢me S,, hladany najmensi mozny stucéet prvkov priemerovej n-prvkovej mnoziny.
Dokéazeme, ze S,, = n—f—%n(n—kl)Dn, pricom D; = Dy = 2 apren = 3 je D,, najmensim
spoloénym nasobkom prvkov mnoziny {1,...,n — 1}.

Prikladom priemerovej mnoziny, ktorej sucet prvkov nadobida uvedenti hodnotu, je
mnozina

A,={1+j-D,|j=0,1,...,n—1}

Naozaj, nech 1+ j1D,,, ..., 1+ jiD,, je nejakych jej k roznych prvkov. Ak 1 < k < n,
tak ich aritmeticky priemer

(L+71Dp)+ ...+ (1 + jxDy)
k

, .\ Dy
:14'(]1—}-...—}—]1@)'7
je celé ¢islo, pretoze D, /k je celé ¢islo. Ak k = n, tak ich aritmeticky priemer je

(14 j1Dp)+ ...+ (1 + j5xDy)
k

Dy,
27

=14+(n—-1) (1)

¢o je celé ¢islo, pretoze D,, je vzdy parne. Stucet prvkov mnoziny A, je n-nasobkom
vyrazu (1), ¢ize préave n + gn(n — 1)D,.
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Uvazujme teraz [ubovolnt n-prvkovt priemerovi mnozinu A = {ay, ..., a,}, priCom
a1 < as < ...<ay,. Dokdzeme, ze sucet jej prvkov je aspomn n + %n(n —1)D,.

Pre n = 1 a n = 2 to trividlne plati, preto predpokladajme, ze n = 3. Pouzijeme

nasledovné pomocné tvrdenie: Ak prirodzené éisla i, j spliaju 1 < i < j < n, tak
a; = a; (mod D,,).
Dékaz. Uvazujme Iubovolné celé ¢éislo k spliajice 1 < k < n a nech 71,...,7rp_1
je Tubovolnych k£ — 1 réznych indexov z mnoziny {1,2,...,n} — {i,j}. Kedze A je
priemerova, sucty a; +a,, +...+ar, , aa;j+a, +...+a,, , st delitelné ¢islom £ a teda
je nim delitelny aj ich rozdiel a; — a;. To dokazuje, Ze a; — a; je nasobkom kazdého
z Cisel 1,2,...,n — 1 a teda tiez nadsobkom ich najmensieho spolo¢ného nasobku D,,.

Z uvedeného tvrdenia mame a1 = as = ... = a, (mod D,,), preto existuju celé ¢isla
0=7j1<jo<...<jptaké, ze a; = a1 + j; - D,,. Odtial dostédvame

ay+as+...+a,=nar+ (1 +j2+...+7Jn)Dn 2
1
Zn—i—(O—i—l—l—...—l—(n—l))Dn:n+§n(n—1)Dn,

¢o sme chceli dokazaf.

Uloha T-8.
Ukazeme, Ze jedinym rieSenim je Stvorica (z,y, z,t) = (1,1,3,1).

Predpokladajme, Ze (x,y, z,t) je jedno z rieSeni. V pripade, %e z = t = 1, dostavame
upravenii rovnicu 20% + 14%Y = x + 2y + 1. Pritom 20% > 2% > z + 1 a 14% > 2y + 1.
Séitanim a vyuzitim vysSie upravenej rovnice dostavame z+2y+1 > (z+1)+ (2y+1),
¢o je spor. Preto zt > 1.

Ak by x bolo parne, mali by sme

20° 4+ 14% = (-1)" + (-1)* =2 (mod 3).

Zaroven, aby bola splnena rovnost (kedze Tava strana je vzdy parna), muselo by aj z
byt parne. V tom pripade by vSak prava strana bola Stvorcom a jej zvySok po deleni
troma by nemohol byt 2.

Preto x, a teda aj z, st neparne. Z toho dostavame

20° +14% = (-1)* + (-1)* =(-1)+1=0 (mod 3),
Cize x + 2y + z je delitelné tromi. Kedze zt > 1, mame
0=20"+196Y =2 +7Y (mod 9),
z ¢oho vyplyva
272 = 9T gV = (—7Y) . 4Y = —28Y = —1 (mod 9).

Vysetrenim zvyskov mocnin ¢isla 2 po deleni deviatimi lahko nahliadneme, Ze na
platnost predoslej kongruencie je nutné, aby = + 2y bolo delitelné tromi, ¢ize aj z =
= (z+ 2y + z) — (x 4+ 2y) musi byt delitelné tromi.
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Poznamenajme, ze x ani y nemozu byt delitelné tromi. V opa¢nom pripade by totiz
museli byt obe delitelné tromi a dostali by sme netrividlne rieSenie Fermatovej rovnice
a’® + b3 = ¢3, ktoré, ako vieme, neexistuje. K rovnakému zaveru mozno dospiet aj bez
pouzitia uvedeného poznatku, a to analyzou rovnice modulo 13: Ak by bolo x/3 neparne
celé ¢islo, mali by sme

207 +14% = (20%)"* 412 =573 4 1 =6 alebo 9 (mod 13).

Na druhej strane, Stvorec ¢isla moze po deleni ¢islom 13 déavat iba zvysky 0, 1, 5, 8
a 12.

Najskor predpokladajme, e x # y a ozna¢me a = min{z,y}. Vsimnime si, ze 22*
je najvidSou mocninou dvoch, ktord deli 207, zatial ¢o 22Y je najvicSou mocninou
dvoch, ktora deli 14%Y. Z toho vyplyva, ze 22¢ je najvii¢sou mocninou dvoch, ktora
deli 20® + 142Y. Vzhladom na to, Ze 3 | z, je nutne aj a delitelné tromi, ¢o je v spore
s predoslym zistenim, Ze Ziadne z ¢isel x, y nie je delitelné tromi. Nutne teda x = y.

Vyuzitim vSetkych doterajsich zéverov dostavame

(32 + 2)*" = 20% + 142" = 47(5% + 497) = 47 . 54 - A,

A=5""1_-49.5772 4492 .53 — 44971

A=D1 1. (-1)* 2+, . 4+1=14+1+...+1=2#0 (mod 3).

Cislo (3x + 2)*t = 4% - 54 - A = 22@+1 .33 . A nie je delitelné 3*. Preto 2t < 4 a kedZe
3|z, nutne z=3 at=1.
Ak by bolo z > 1, dostali by sme

27(x+1)% = (32+3)% = 20° +14%* > 14%" = 14".14" > 14%.8" > 27-(2%)% > 27(x+1)?,
¢o je ocividny spor. Takze x = y = 1 a jedinym kandidatom na rieSenie je Stvorica

(1,1,3,1). Tato Stvorica naozaj vyhovuje — hodnota na oboch stranach zadanej rovnice
je pre nu 216.






1KS — korespondencny seminar SKMO

Korespondenény seminar Slovenskej komisie Matematickej olympiady (KSSKMO)
vznikol v 24.ro¢niku MO v Skolskom roku 1974/75 ako jeden z prvych matematickych
korespondenénych seminarov (vtedy este ako Ceskoslovensky semindr) preto, aby bolo
umoznené venovat individualnu starostlivost aj tym Studentom, ktori nenavstevovali
triedy so zameranim na matematiku. Ulohy tohto semindra svojou naro¢nostou pre-
vysuju aktkolvek inii matematickt sutaz na Slovensku pre stredoskoldkov, seminér je
preto dolezitou stucastou pripravy aj na medzindrodni matematickii olympiadu (IMO).

Pocas svojej existencie presiel seminér viacerymi zmenami. V skolskom roku 2003 /04
jeho organizovanie prebrali vedici koreSponden¢ného seminara KMS a az do 60. ro¢nika
MO bol KS SKMO jeho kategériou GAMA a KMS oficidlnym seminarom SKMO.

V skolskom roku 2011/12 seminar dostal novi tvar pod ndzvom ¢KS a stal sa z neho
medzindrodny semindr, nakolko série striedavo pripravuji organizétori zo Slovenska
(vediici KMS; poz. dalsiu kapitolu) a z Ceskej republiky (vedtci semindra MKS orga-
nizovaného na Matematicko-fyzikdlnej fakulte Univerzity Karlovej v Prahe) — svojim
zéberom sa tak opif vratil na tzemie celého byvalého Ceskoslovenska, kde povodne
vznikol. RieSitelska zakladna sa stala ¢esko-slovenské, ¢o ma napomoct motivécii a kon-
kurencii medzi studentmi, ako i odovzdavaniu skisenosti medzi vediicimi.

Sutaz zmenila forméat na 6 sérii po 4 tlohy, v kazdej sérii je jedna tloha z kazdej zo
styroch tradi¢nych olympiddnych disciplin — algebra, geometria, kombinatorika, tedria
¢isel. Byvaju zoradené podla odhadovanej naroc¢nosti. Najlepsich cca. 10 Studentov
mé na konci roénika moznost zucastnif sa stustredenia, ktoré mé bohaty matematicky
program a koné sa tesne pred celostatnym kolom MO, aby riesitelia mohli skiisenosti
na nom ziskané v stutazi vyuzit. Plny pocet bodov za jednu tlohu je 7 — rovnako ako
na IMO, spolu sa teda za vSetky série dalo ziskat max. 168 bodov.

Celkové poradie :KS 2013/2014

1. Eduard Batmendijn, 3.ro¢nik, Cirk. g. sv. Mikulédga, St. Luboviia, SR, 152 bodov
2. Anh Dung Le, 4.ro¢nik, Gymnazium Tachov, CR, 143 bodov

3. Samuel Sladek, 2. ro¢nik, Gymnazium A. Bernoldka, Namestovo, SR, 121 bodov
4. Radovan Svarc, 3.ro¢nik, Gymnazium Ceska Tiebova, CR, 119 bodov

5. Bui Truc Lam, 3.ro¢nik, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, SR, 94 bodov

Uvédzame vsetky priklady tohto ro¢nika sttfaze spolu s rieSeniami, ¢asto Studentskymi.
Série pripravované v CR ponechavame v ¢eStine. Priklady boli zviésa vyberané z na-
rodnych olympiad ¢i inych satazi, pripadne z literattry, pévod (pokial bol zaevidovany)
uvadzame pri zadaniach.

Vsetky informacie o seminari mozno najst na internetovej adrese iksko.org.
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Zadania sataznych daloh :KS

PRVA SERIA

Mnozina M racionalnich ¢isel spliiuje
i) 0e M,
ii) kdykoli x € M, takiz+1€e Max—1¢€ M,
iii) kdykoli z € M\{0, 1}, tak

1

oM

Musi byt M uz nutné mnozina vsech raciondlnich ¢isel? (Putnam, 2009)

V kruhu je rozmisténo nékolik krabic. V kazdé z nich je né€jaky pocet micki,
pripadné mize byt krabice prazdna. Pavel chodi po sméru pohybu hodinovych
rucicek a pokazdé, kdyz se mu néjaka krabice zacne libit, vytahne z ni vSechny
micky a poc¢inaje od nésledujici krabice dava po jednom micku do kazdé krabice,
okolo které prochazi.

a) Dokazte, ze pokud se Pavlovi libi pokazdé ta krabice, do které naposledy
vlozil micek, tak bude rozmisténi mickt ¢asem stejné jako jejich pocatecni
rozmisténi.

b) Dokazte, ze Pavel umi vhodnymi sympatiemi ke krabicim zafidit, aby se
rozmisténi micki v krabicich ménilo na jakékoliv jiné se stejnym celkovym

poctem mick. (Moskovska MO, 2001)

Je dano reédlné ¢islo a a posloupnost {z,}22, spliujici rekurentni pfedpis
To=a, Tny1 = 2a — (a®? +1)/z,. Ukazte, ze pokud je tato posloupnost pe-
riodickd, mé jeji nejkratsi perioda lichou délku. (Petrohradska MO, 1996)

Trojuhelniky ABC' a XY Z sdili vepsanou kruznici a navic body B, C, Y, Z lezi
v pfimce. Uvazme kruznici, kterd se dotyka tisecek AB, AC a navic kruznice
opsané trojihelniku ABC,'5 a jeji bod dotyku s kruznici opsanou trojihelniku
ABC ozna¢me T. Ukazte, ze pokud X lezi na kruznici opsané trojihelniku
ABC, tak T lezi na kruznici opsané trojuhelniku XY Z.

(Mathematical Reflections, 2011)

15 T4to kruZnica sa v anglickych textoch nazyva ,mixtilinear incircle“.
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DRUHA SERIA

Na stranach AB a BC' konvexného Stvoruholnika ABC'D su postupne dané
body M a N tak, ze CM a AN delia jeho obsah na polovice. Dokazte, ze M N
rozpoluje uhlopriecku BD. (Kanada, 2008)

Mocninou nazveme také prirodzené ¢islo, ktoré sa d& zapisat v tvare a™, kde
a, n su prirodzené cisla, n > 1.
a) Dokézte, ze existuje takd mnozina 2013 prirodzenych éisel, Ze stc¢et prvkov
lubovolnej jej neprazdnej podmnoziny nie je mocnina.
b) Dokazte, ze existuje takd mnozina 2013 prirodzenych ¢isel, Ze sucet prvkov
lubovolnej jej neprazdnej podmnoziny je mocnina.

V kruhu (vrétane hranice) s polomerom 1 mame n bodov. Dokazte, ze aspon
n2/6 — n/2 dvojic tychto bodov je vzdialenjch najviac v/2.

Postupnost {a;}5°, spliia

a ap+1 = —ay + pre k = 1.

1
a1:§

2—(lk

Oznac¢me A,, aritmeticky priemer prvych n ¢isel postupnosti. Dokazte, ze

1 " "1
_ < AM . - _
(o, 1) =105 )

(Cina, 2006)

TRETIA SERIA

Rovnostranny trojuhelnik o strané délky n je vyplnény jednotkovou trojihel-
nickovou mrizkou. Uzaviena lomené ¢ara vede podél této mrizky a kazdy vrchol
miizky potkd pravé jednou. Dokazte, Ze tato ¢ara alespon (n + 1)-krat zahne
do ostrého thlu (obr. 56).
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Ctyfstén ABCD ma4 tu vlastnost, Ze soucet obsahti stén ABC a ABD je stejny
jako soucet obsahu stén CDA a C'DB. Ukaite, ze stifedy hran AC, AD, BC,

BD a stted koule vepsané lezi v jedné roviné. (Turnaj miest, 2003)
Jsou dana realna cisla xq, s, ..., x,. Ukazte, ze pro kazdou neprazdnou pod-
mnozinu M C {1,2,3,...,n} plati nerovnost
2 2
ieEM 1<iSjsn

(Rumunsko, 2004)

Naleznéte vSechna prirozend ¢isla n, pro kterd maji ¢isla n a 2™ + 1 stejnou
mnozinu prvociselnych déliteld. (Gabriel Dospinescu)

STVRTA SERIA

N4&jdite vSetky neprazdne mnoziny S celych ¢isel také, ze pre kazdé m,n € S
je3m—2ne€S. (Cina, 2013)

Najdite vsetky také n € N, pre ktoré 2n + 7 | n! — 1.

Oznac¢me O stred kruznice opisanej trojuholniku ABC'. Feuerbachova kruznica
trojuholnika ABC' a kruznica opisana trojuholniku O BC' sa pretinaju v dvoch
bodoch X a Y. Dokazte, ze |[{BAY | = [{CAX]|. (Srbsko, 2013)

Majme polyném P(x) s redlnymi koeficientmi taky, Ze existuje nekonecne vela
dvojic celych ¢isel a, b, pre ktoré plati P(a)+ P(b) = 0. Dokazte, ze graf funkcie
y = P(x) je symetricky podla nejakého svojho bodu.

PIATA SERIA

Pro vSechna pfirozena ¢isla n = 2 dokazte rovnost

| V/n| 4+ |/n] + ...+ | ¥/n] = |logy(n)] + |logs(n)] + ... + |log,(n)] .

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC'. O kruznici k fekneme, Ze je Sikovnd, pokud
prochazi bodem A, protina strany AB a AC (pruseciky oznacime postupné
Xk, Yi) a navic prusecik useéek BY; a C Xy lezi na k. Dokazte, Ze vSechny
sikovné kruznice prochézi pevnym bodem riznym od A.
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Na kruznici lezi dva bilé Zetony (a zadné ¢erné). Je povoleno provadét nasle-
dujici operace.
e Vlozime na kruznici dalsi bily Zeton a sousedni dva Zetony prebarvime
(z bilé na ¢ernou a obraceng).
e Zbyvaji-li na kruznici alespon 3 Zetony, jeden bily Zeton odebereme a pie-
barvime dva Zetony, se kterymi tento odebrany sousedil.
Je mozné dosédhnout stavu, kdy zbudou na kruznici pouze dva cerné zetony
a zadné bilé?
David zkoumal monicky!® polynom p s celo¢iselnymi koeficienty. Snazil se
dokazat, ze tento polynom nema celociselny koten tak, ze chtél najit prirozené
¢islo n takové, aby pro vsechna k € {0,...,n — 1} platilo

p(k) £20 (mod n).

Zjistil ale, ze takové n neni mozné najit. Musi uz v takovém pripadé polynom p
mit celo¢iselny kofen? (Finsko, 2007)

SIESTA SERIA

Najdite vSetky funkcie f:R — R, ktoré spliiaji nasledujtice podmienky:
e pre kazdé z plati f(2?) = f(x)? — 2z f(x);
e pre kazdé z plati f(—x) = f(z — 1);
e Ak 1 <z <y, tak potom f(z) < f(y). (Turecko, 2013)

Najdite vsetky prirodzené cisla k také, ze sucin prvych k£ neparnych prvocisel
sa da zapisaf v tvare a® 4+ 1, kde a, b st prirodzené &isla, pricom b > 1.
(Rusko, 2013)

Majme konvexny stvoruholnik ABC'D s navzajom kolmymi uhloprieckami pre-
tinajicimi sa v bode E. Ozna¢me P bod na strane AD rozny od A taky,
ze |EP| = |EC|. Kruznica opisana trojuholniku BCD pretina stranu AD
v bode ), ktory je rozny od A. KruzZnica prechadzajica cez A, ktora sa dotyka
priamky FP v bode P, pretina tsecku AC' v bode R. Ak B, ), R st kolinearne,
tak ukazte, ze | BCD| = 90°.

V kazdom vrchole pravidelného n-uholnika (n 2 3) je polozena minca. V kaz-
dom fahu si vyberieme nejakil stranu a vymenime 2 mince, ktoré lezia vo
vrcholoch vybranej strany. Urobime niekolko takych fahov, az nakoniec kazdéa
dvojica minci bude vymenend prave raz. Dokazte, ze nejakd strana nebola
vybrana (teda Ze sa nevymienali mince v jej vrcholoch).

(Romanian Masters in Mathematics, 2013)

16 Monicky polynom je takovy, ktery mé koeficient u ¢lenu nejvyssiho stupné roven jedné, tedy
napiiklad polynom 2 + 2z2 + 3 je monicky, zatimco polynom 2z + 1 neni.
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RieSenia sitaznych daloh :KS

PRVA SERIA

N1.

Ukézeme, ze mnozina M vSech racionalnich ¢isel bez ¢isel tvaru %—f—n, kde n je libovolné
celé ¢islo, spliiuje podminky zadéni. Ozna¢me S = {%—I—n; n € N} | tedy plati M = Q\ S.
Ziejmé 0 nalezi do M, takze je spliiena prvni podminka.

Pokud m nalezi do M, potom m + 1 a m — 1 jsou jist€ raciondlni ¢isla. Pokud by ale
jedno néalezelo S, pak existuje n, ze m £ 1 = % +n, ¢li m = % +(n+1) €S, coz je
spor s tim, ze m nalezi do M. Tim je zarucena platnost druhé podminky.

Zbyva ovérit, ze pokud m je prvkem M, poté i &islo 1/[m(m — 1)] je prvkem M. Cislo
m je racionélni, mizeme jej tedy zapsat v zédkladnim tvaru jako a/b. Potom dostaneme

1 1 b2

mim—1)  %(¢-1) a(a—b)
Ptredpokladejme nyni pro spor, ze existuje n, pro které plati

m +n= .

5

b? 3 3+ 5n
5

Protoze nsd(a, b) = nsd(b,a—b) = 1, &isla b? a a(a—b) jsou nesoudélna, stejné jako &isla
3+ 5n a 5. Oba zlomky jsou tedy v zédkladnim tvaru (az na znaménko ve jmenovateli),
porovnénim citatelii dostavame b2 = +(3 + 5n). Cislo b? tedy dava zbytek 2 nebo 3
po déleni péti, coz je ale nemozné, nebot 2 ani 3 nejsou kvadratickymi zbytky modulo
péti. Tim dospivame ke sporu, takze mnozina M splnuje i tfeti podminku. Vidime, ze
mnozina splnujici podminky ze zadani nemusi byt nutné mnozina vsSech racionalnich
Cisel.

C1.

a) Pavlovo sebrani mickt z jedné krabice a nasledné nahazeni micki do dalsich krabic
nazvéme tahem. Pokud zname krabici, do které Pavel hodil micek jako posledni a pocty
micku v krabicich po tahu, dokédZzeme zpétné zrekonstruovat cely tah (tedy i pocty micki
pred tahem). Staci jit v opacném sméru a sbirat micky, nez narazime na prazdnou
krabici, a jakmile se tak stane, tak do ni ddme vSechny sesbirané micky. V tomto
zpétném tahu jsme nemohli jit dal, protoze jinak by musela byt krabice prazdna po
Pavlové vhozeni micku. Soucasné jsme se nemohli zastavit dfiv, protoze jinak by Pavel
nevyprazdnil celou krabici.

Pocty mickt v jednotlivych krabicich spolu s pozici krabice, kterad se Pavlovi bude
v pristim tahu libit, nazveme stavem. Stavi je jen kone¢né mnoho, proto kdyz bude
Pavel dostatec¢né dlouho provadét tahy, dostane se jednou do stavu, ve kterém se
ocitl. Podivejme se na okamzik, kdy se to stane poprvé. Pokud by tento stav nebyl



1KS — KORESPONDENCNY SEMINAR SKMO, RIESENIA 147

pocatecnim, tak by se do n€j postupné dostal ze dvou rtiznych stavii — to je ovSem spor
s tim, ze stav pred tahem se da jednoznacné urcit. Pavel se tedy casem dostane do
stavu, ve kterém zacinal.

b) V této ¢asti se nebudeme zabyvat stavy, ale rozmisténimi — rozmisténim rozumime
pouze udaje o poctech mickt v krabicich (bez Pavlovy ,pozice“). Diky ¢asti a) vime, Ze
kdykoli se jednim tahem miizeme dostat z rozmisténi A do rozmisténi B, tak naslednym
opakovanim taht z a) se nakonec opét octneme v rozmisténi A. Jinak fe¢eno pak existuje
posloupnost taht vedouci z B do A.

Nyni trochu obecnéji, pokud existuje posloupnost tahtt z rozmisténi A do rozmis-
téni B, dejme tomu pres rozmisténi My, Ms, ..., My, tak z pozorovani z predchoziho
odstavce mame posloupnost tahtt z B do My, z My do My_+, ... az z M7 do A. Celkové
tedy opét existuje posloupnost tahti z B do A.

K vyfeseni tlohy jiz sta¢i najit jedno rozmisténi C' s celkovym poc¢tem n mickid
takové, Ze je mozné se do néj dostat z jakéhokoli jiného rozmisténi s celkovym poctem
n micktd. Tim totiz kdykoli se bude chtit Pavel dostat z rozmisténi A do rozmisténi B
(v obou je n micki), tak se nejprve dostane do C' a nasledné vime, Ze existuje posloup-
nost takti z B do C, tedy existuje i z C' do B.

Jako C volme takové rozmisténi, kdy je v jedné pevné krabici K vSech n micku
a zbylé krabice jsou prazdné. Do tohoto rozmisténi se dostaneme nasledovné: vzdy si
Pavel vybere mi¢ek M mimo K, a tento micek kazdym tahem posune o jednu krabici
dal (vybere si vzdy krabici s M a pfi rozdavani mickt se M zbavi jako prvniho). Takto
casem dostane M do K, a v tom okamziku si vybere jiny micek. Pavlovi se K nikdy
nelibi, tedy pocet mickt v K takto roste do té doby, nez jsou v K vSechny micky.

Al.

(Podle Fduarda Batmendijna a Samuela Slddeka.) Nejdiive si uvédomime, Ze nejenze
libovolny ¢len posloupnosti urcuje ¢len nasledujici, ale ze urcuje i ¢len predchozi. Plati

a’?+1
Ty = ——.

20 — Tpi41
Je-li posloupnost dobte definovana, je kazdy jeji ¢len nenulovy, takze kazdy c¢len je také
ruzny od 2a. Predchozi vztah lze proto pouzit pro kazdé n € Nj.

Predpokladejme, Ze zadana posloupnost je periodicka. Vezméme nejmensi m, pro
které x,, = x9g = a. V ramci prvni periody se podivejme na soucet clenil ,naproti,
napt. 2o + T = a +a = 2a, v1 + Tm_1 = (a®> —1)/a + (a®> + 1)/a = 2a atd. Indukei
dokézeme, ze plati z; + x,,—; = 2a i pro kazdou dalsi dvojici. Pfedpokladejme, ze jiz
plati z; + x,,_; = 2a pro né&jaké i € {0,1,...,m — 1}. Potom

a?+1 a?+1 a?+1 a?+1
Tit1 + Tim—i—1 = 2a — + = 2a — + =
T 20 — Tym—i T X

2a.

Nakonec pro spor predpokladejme, ze m = 2k, k € N. Potom z dokazané identity plyne
Tk + xr = 2a, tudiz xy = a, coz je spor s tim, ze 2k je nejkratsi perioda.
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Jiné feSeni. (Podle Anh Dung Le a Radovana Svarce; ndznak.) Pokusime se nalézt
explicitni vzorec pro z,. Za timto Gcelem si vypiseme nékolik prvnich ¢lenti

a? —1 a® — 3a
a
) a ) a2_17

a vSimneme si, ze se Citatel jednoho zlomku rovna jmenovateli nasledujiciho. Definujeme

si tedy posloupnost {y, }°2, tak, aby yo =1 a yp4+1/yn = Tn. Zadany rekurentni vztah

je po preformulovani do ¥, jiz linearni diferenc¢ni rovnice, ktera je standardné feSitelna.
Lze spocitat, ze

(CL + ,L')n—l—l + (CL o i)n—i—l
(a+9)™+ (a—0)"

n — )
kde 7 je komplexni jednotka. Regeni se dokonéi tak, ze se ukaze, e z rovnosti Tj = Tjqok
plyne (po tpravach) rovnost z; = x;4.

G1.

Oznacme w kruznici vepsanou trojuhelniku ABC, I jeji stied, r jeji polomér a D, E, F
body dotyku se stranami BC, C A, AB. Déle ozna¢me (2 kruznici opsanou trojuhelniku
ABC' a wy, ,mixtilinedrni“ kruznici ze zadani (obr.57a). Provedeme kruhovou inverzi
podle w. Obrazy zna¢me c¢arkované.

Body A, B, C se zobrazi na stfedy tsecek EF, F'D, DFE, takze {2 se zobrazi na
Feuerbachovu kruznici'” trojthelnika DEF. Oznaéme ji wg a jeji stfed Og. P¥imky
AB, AC se zobrazi na kruznice s pruméry [F, IFE, které tak maji stejné jako wg
polomér 17 a prochazeji bodem A’ (obr.57b). Kruznice wy, se tudiz zobrazi na kruznici
se stifedem A’ a polomérem r a bod T se zobrazi na ,bod naproti“ A’ na wg neboli na
stied tsecky DH, kde H je ortocentrum trojuhelnika DEF. Pov§imnéme si, ze OgT" je
jakozto stfedni piicka v trojuhelniku HID rovnobéznd s ID a ma délku |ID| = 1r.

Win_ 7
==
Obr. 57a Obr. 57b

17 O zakladnich vlastnostech Feuerbachovy kruznice (kruznice deviti bodti) se miizete doéist napiiklad
na Wikipedii.
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Nyni do zvlastniho obrazku zobrazime body X, Y, Z. Lezi-li bod X na €2, lezi jeho
obraz X’ na wy. Piimky XY, X Z se zobrazi na kruznice wi, ws, které prochézeji skrz I
a X’ a dotykaji se kruznice w, takZze maji rovnéz poloméry %r. Jejich priseciky s kruznici
nad praumérem DI (ozna¢me ji wy) jsou pak obrazy bodu Y, Z. Nyni sta¢i dokazat, ze
body 7", X', Y’, Z’ lezi na jedné kruznici (obr. 58a).

Obr. 58b

Dokreslime-li sttedy O1, Os, Og4 kruznic wq, ws, wy a vsechny vzniklé usecky délky
%7“, dostaneme obrazek Sestitthelniku X'O1Y’0O47'0O4 slozeného ze tii kosoc¢tvercil®
X010, Y'O11I04, Z'O2104 a lomenou ¢aru X'OgT" (obr.58b). S useckou 10, je
tak rovnobézna nejen usecka OgT”, ale i usecky O1Y’ a O2Z’. Dokreslime-li proto
rovnobéznik X’'I10,4S, vzniknou déale kosoctverce X' OgT’S, X'O1Y'S a X' 027’ S, takze

1

body 1", X', Y', Z' lezi na kruznici se stiedem S a polomérem 3.

DRUHA SERIA

G2.

Z konvexnosti Stvoruholnika (rozmyslite si) dostavame vypocty obsahov:

2SaBcm = SaBep,
-|AC| - |AC, B| + 3 - |AC| - |AC, M|) = 1 - |AC|- (|AC, B| + |AC, D|).

2(

Odtial

N[ =

2 )

|AC, M| =

18 Pro pokryti degenerovanych piipadii chdpeme rovnobéznik jako &tverici bodtt KLM N takovou, Ze
vektor KL je shodny s vektorem N M. Kosoctverec pak chapeme jako rovnobéznik KLMN, ve
kterém navic |KL| = |KN|.
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a podobne

|AC, D| — |AC, B
2

Z tejto rovnice vyplyva rovnobeznost M N s AC (okrem rovnakej vzdialenosti M, N

od AC totiz mame aj polohu M, N v rovnakej polrovine AC') a aj tvrdenie zo zadania

(napr. moéZzeme zaviest stradnicovi os kolmu na AC).

|AC, N| = — |AC, M|.

N2.
1

a) Staci zobrat mmozinu {p,2p,...,2013p} pre prvocislo p > 5 - 2013 - 2014. Potom
trividlne je stcet prvkov jej fubovolnej podmnoziny delitelny p, no je mensi ako p?,
preto nie je delitelny p?, a teda to uréite nie je mocnina.

b) (Podla Fduarda Batmendijna.) Dokédzeme indukciou, ze pre kazdé k € N existuje

¢islo s € N také, ze cisla si, 2sg, ..., ks s mocniny.
Pre k£ = 1 tvrdenie plati trividlne. Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre k, ¢ize cisla
Sky 28k, .., ks si mocniny. Potom is; = af'. Polozme

Shel = Sk - ((]C + l)sk)(h...(ﬂc.

Zrejme
1.9k N\ i
isi1 = s ((k+1)sp) " = afi - (((k +1)s) @ )

je mocnina pre 1 <7 < k, a tiez

(k+1D)sp1 = (k+1) s+ ((k+1)se)™ " = ((k+ 1)sk)1+q1“'q’“

je mocnina. Plati teda tvrdenie pre k + 1.

Uvazujme mnozinu {s,,2s,,...,2013s,} pre n = 1 .2013 - 2014. Stcet prvkov
Tubovolnej jej podmnoziny je nasobok s,,, ktory neprevySuje % -2013 - 2014 - s, a teda
podla definicie s,, to je mocnina.

C2.

(Podla Miroslava Stankovica.) Postupujme indukciou. Pre n = 1 tvrdenie plati. Staci
teda ukazat, ze medzi n + 1 bodmi existuje taky, ktory je od aspon

n+1)?2 n+1 n* n\ n-1
( 6 2 ) ( 6 2) 3
bodov vzdialeny najviac v/2.

Ak je nejaky bod v strede, mozeme zvolit ten. Ak Ziadny nie je v strede, vezmime
Tubovolny bod X, urobme priemer prechadzajici tym bodom a priemer nan kolmy.
Tym kruh rozdelime na $tyri ¢asti. Dva mensie $tvrtkruhy neobsahujice X oznacéme
A a B, zvysny polkruh ozna¢me C. Poc¢ty bodov v nich ozna¢me a, b, c+ 1. Body v A

st navzajom najdalej v/2, to isté plati o bodoch v B. Nakoniec vietky body v C s od
bodu X vzdialené najviac v/2.
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Rozlisme tri pripady:
> Ak n = 3k, z nerovnosti

1 1

a—1<”3 —k—z, dze a-1Zk-1,
—1 1

b—1< k= Gige b-1<k-1,
3 3
—1 1

e NS ko C Gige e<k-1

3 3

dostaneme n —2=a—1+b—1+c¢ < 3k —3=n— 3, ¢o je spor.
> Ak n = 3k + 1, z nerovnosti

1
a—1<”3 —k, &ide a—1<k—1,
—1
b—1<"3 —k, &ide b—1<k—1,
—1
c<”3 —k, &ide c<k-1

dostaneme n —2=a—1+b—1+¢ < 3k — 3 =n — 4, ¢o je opit spor.
> Ak n = 3k + 2, z nerovnosti

1 1
a—1<"3 =k+3. e a-1Zk
1 1
b—1<"3 =k+g. @z b-1=k,
1 1
c<n3 :k+§, Gize ¢k

dostaneme n —2 =a—1+b—1+c¢ < k+k+ k = n — 2. Zostala tak jedina
moznost: vSetky nerovnosti st rovnosti. Podla nasej konsStrukcie to znamen4, Ze
vietky body z A st od bodov z B, C vzdialené viac ako v/2, symetricky to plati
o bodoch z B. Body v A mozeme teda dat do jedného bodu, analogicky body v B
(rozmyslite si dokladne, Ze to mozeme spravit). Kedze vsak A aj B st navzijom
a aj od C vzdialené viac ako v/2, lezi C v jednom $tvrtkruhu (rozmyslite si), takze
pocet dvojic je
a(a—1) bb—1) @+Uc_3w+1m_jn+n2 n+1
o T T T 2 6 2

A2,

(Podla Samuela Slideka a Anh Dung Le.) RieSenie bude pozostavat z niekolkych pozo-
rovani (pocas tprav vyrazov v celom rieSeni si poriadne uvedomte, preco ich mézeme
urobit).
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Lema. Plati 0 < a; < %

Dokaz. Obe nerovnosti dokdzeme indukciou: lav priamo a prava sporom. Pre i = 1
tvrdenie plati, druhy krok je zhrnuty v zapisoch

1 (a; —1)2
—1)?>0 = a1 =—a = >0
(CLZ ) Git1 al+2—ai 2—ai
a
1 3
a¢+1:—ai+2_ai>§ = ai(2ai—3)>0 = ai>§.

Lema. Pre aq,...,a, € (0, l> plati

Dokaz. Upravme nerovnost na tvar

7'1_1 17041' n n
oo\ DT (- )
O = I '

L ay
n =1 "7

VIavo méme mocninu pomeru aritmetickych priemerov ¢isel a; a éisel stredovo su-
mernych s a; podla stedu %, vpravo zase mocninu pomerov geometrickych priemerov.
Pouzijeme klasickii metédu ,balance“ a dokédzeme, ze najhorsi pripad v nerovnosti
nastava pre a; = a2 = ... = a,, kde sa ale nadobtda rovnost, ¢im bude nerovnost
dokézana. Nech teda bez ujmy na vSeobecnosti x + ¢ = a; > a2 = = — €. Potom
nahradme a; aj as &slom 2 = £ (a1 + a2). Lava strana zrejme zostane rovnakd. Prava
strana sa prenasobi vyrazom

(x+¢e)(z—e)(1—x)?
(1—z—¢e)(1—z+e)x?’

o ktorom stac¢i ukézat, Ze je mensi alebo rovny jednej. To uz nechdme na citatela. Treba
si len uvedomit, aké moézu byt x a e.

Na dokoncenie tlohy netreba ni¢ viac, ako dokdzat nerovnost

1 " 1 "
_ < AM™ . —_ _ > 2 _
(2An 1> < AT (An 1) 2N 02>2A2 — 44, + 1.

Pretoze A,, je zrejme mensie ako %, a teda mensie ako vicsi z korenov danej kvadratickej
rovnice, rieSenie dokon¢ime dvomi lemami. Ozna¢me ¢ mensi z dvojice korenov rovnice
0=222 4z + 1.
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Lema. Plati as;—1 > c a ag; < c.

Dokaz. Kedze a; = % > ¢, staéi ukdzat, ze postupnost a; — ¢ meni znamienka. To ale
lahko nahliadneme z rovnosti

== (ot ) = (ser g ) = o (- g

pretoze posledny Cinitel je zrejme vacsi ako 1.
Lema. Plati A, = c.

Dokaz. Zrejme as = %. Vsimnime si, ze

1 1
agi—1 + ag; = 2 2 2c.
2 — ag;—1 1—c

Teraz pre parne n mame

1 1
LD (g4 an) + oot (anoy +an
An:(z ) + (a3 +as) (an—1 a)>c’
n

lebo % > 2c. Pre neparne n podobne mame

A = (a1 +az2)+ ...+ (an—2+ an_1) + ay S
n

lebo a,, > c.

TRETIA SERIA

C3.

Nejdiive si uvédomime, ze pro n = 1 tloha plati trivialné, dale budeme predpokla-
dat n = 2. Obarvéme si na ¢erno trojuhelnicky, které jsou otocené $pickou nahoru (tak
jako na obr. 59).

Obr. 59

Vsimnéme si, ze kazdy tsek cary vede podél pravé jednoho z téchto trojuhelnicki.
Zadny z nasich trojihelnicki nebude sousedit vSemi tfemi stranami s nasi ¢arou, protoze
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pak by byla ¢ara uzaviena jen kolem tohoto malého trojihelnicku. Oznac¢me si pocet
¢ernych trojuhelnicku, které maji s ¢arou spoleénou jen jednu (resp. dvé) strany a;
(resp. az). Pak si muzeme délku ¢ary vyjadrit jako a; + 2as. Navic vime, ze a1 + ag je
maximalné tolik, kolik je ¢ernych trojuhelnickii. Téch je 14+ 2+ ...+ n (pocitdme je po
fadcich). Vime tedy a; + a2 = 1+ 2+ ... 4+ n. Navic ¢ara je tak dlouhd, jaky je pocet
bodi, které obsahuje. Opét je spocitdme po fadcich a je jich 1+2+...4 (n+1). Vime
tedy, ze

1424+ ...+(n+1)=a1+2a2=az+ (a1 +az) Sas+1+2+...+mn,
as = n+ 1.

Existuje tedy alesponi n + 1 cernych trojuhelnickt, kde ¢ara prochéazi kolem dvou jeho
stran. Ale na téchto mistech se ¢ara lame do ostrého tthlu. Ostrych uhla je proto
alespon n + 1.

G3.

Nato¢me ¢&tyfstén tak, aby hrany AB a CD lezely ve svislych rovinach o, 7 (pfedsta-
vujme si g ,vlevo* a 7 ,vpravo“).

Mnozina stiedt usecek RT, kde R € o a T € 7 je zfejmé svisla rovina lezici presné
v poloviné mezi ¢ a 7. Nazvéme tuto rovinu o. Stredy hran AC, AD, BC, BD vsechny
patfi do roviny o.

Oznacme [ stfed koule vepsané a r jeji polomér. Hranatymi zavorkami zna¢me objem,
resp. obsah, a zaméfme se na soucet objemt [ABCI|+[ABDI]. Jelikoz [ABC]+[ABD)]
je rovno poloviné povrchu ¢tyfsténu, mame

1
[ABCI] + [ABDI] = g([ABC’] +[ABD]) = 3[ABCD].
Ozna¢ime-li pismenem J prusecik roviny ABI s hranou C'D (fezem ¢tyfsténu rovinou
ABI je tedy trojuhelnik ABJ), muZeme vyjadiit tentyz soucet objemi pomoci obsahu
spolecné stény ABI jako

[ABI]
3
kde |W, XY Z| znaci vzdalenost bodu W od roviny XY Z. Objem celého Gtyfsténu ale
lze vyjadiit jako [ABCD] = 3[ABJ](|C, ABI| + |D, ABI|). Porovnanim dostévéme
[ABI] = 1[ABJ]. Bod I tedy lezi v poloviné vysky z vrcholu J trojihelnika ABJ,

a tedy také lezi v roviné o.

[ABCI] + [ABDI] = (IC, ABI| + |D, ABI)),

Jiné feseni. Zavedeme barycentricky souradnicovy systém
A=(1,0,0,0), B=(0,1,0,0), C=(0,0,1,0), D =(0,0,0,1).
Stredy hran AC, AD, BC, BD maji potom postupné souradnice

SAC = (%,07%, )7 SAD = (%70707%), SBC = (0,%7%7 )7 SBD = (07 %707 %)
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a stfed koule vepsané ¢tyirsténu ABC' D ma soutradnice
I = ([BCD]/S,[ACD]/S,[ABD]/S,[ABC]/S),

kde [XY Z] zna¢i opét obsah trojuhelnika XY Z a S znaéi povrch étyfsténu ABCD.

Obecna rovnice roviny v prostoru ma tvar ax + By +vz + dw = 0, kde o, 5,v,6 € R
jsou parametry. Staci si tedy tipnout rovinu s rovnici z +y — z — w = 0 a dosazenim
ovérit, ze vSech pét pozadovanych bodu v ni lezi. U stiedd hran je to jasné (vzdy se
odecte polovina s polovinou), u bodu I vyuzijeme zadanou podminku [ABC|+[ABD] =
= [ACD] + [BCD].

A3.
Nejprve ucinime nékolik pozorovéani, kterd ndm umozni tlohu zkonkrétnit. Méjme
libovolnou n-tici redlnych ¢isel A = (z1,xa, ..., x,). Oznaéme Xy mnozinu {x;;i € M}.

Slovem interval budeme oznacovat sumu z; + ...+ z; pro néjakd 1 =i < j S n.

i) Pokud se v A vyskytuje nula, mizeme ji smazat, ¢imz dostaneme (n — 1)-tici, pro
kterou ma nerovnost opét platit. Smazanim nuly jsme levou stranu neovlivnili, zatimco
na pravé jsme vynechali nékolik ¢tverct intervali (zac¢inajicich nebo koncicich nulou).
Proto ndm staci nerovnost dokazat pro n-tice bez nuly, opakovanim tavahy bez nul.

ii) Pokud dokazeme platnost nerovnosti pro tu indexovou podmnozinu M C
C {1,2,...,n}, pro kterou je absolutni hodnota sumy » . _,, x; nejvétsi mozna, bude uz
nerovnost platit i pro v8echny ostatni a budeme hotovi (prava strana na M nezavisi).
Toho dosdhneme zfejmé volbou bud pravé vsSech kladnych, nebo pravé vsech zapor-
nych z;. Je vidét, ze zména znamének vsech cisel z; nerovnost nezmeéni, ¢ili miizeme
bez jmy na obecnosti predpokladat, ze vSechna ¢isla v X, jsou kladna.

iii) Pokud se v dané n-tici vyskytuji dvé sousedni ¢isla se stejnym znaménkem,
muzeme je ,slit* do jednoho (z;,x;41 — x, = x; + x;+1), ¢imz dostaneme novou
(n — 1)-tici takovou, Ze z platnosti nerovnosti pro ni plyne platnost nerovnosti pro
puvodni n-tici (leva strana se nezménila, protoze ¢isla se stejnym znaménkem bud obé
jsou, nebo obé nejsou v Xy, a prava strana se zmensila o ¢tverce téch interval, které
obsahuji pravé jedno z ¢isel z;, z;41). Po ,sliti“ dvou sousednich ¢isel pochopitelné
vSechna x; preindexujeme od 1 po n — 1 za zachovani poradi a M zménime tak, aby
X obsahovala zase vSechna kladna x;.

iv) Pokud je prvni nebo posledni ¢islo z A zaporné, mizeme je vynechat. Leva
strana zUstane, z pravé zmizi ¢tvrece téch intervalii, které zacdinaly/koncily jednim
z vynechanych cisel, ostatni intervaly ztstanou beze zmény — je dobré si uvédomit,
ze tuto ivahu nemiizeme pouzit pro ¢isla, kterd nejsou na kraji A, protoze by doslo i ke
zméné nékterych neodstranovanych intervali.

Z téchto pozorovani plyne, ze staci nerovnost dokazat pro n-tice s lichym n, které
zacinaji kladnym ¢islem, znaménka ¢isel se postupné stiidaji a M = {1,3,...,n}.
Dokéazeme, ze pro takové n-tice plati identita

2
3 (xi+...+xj)2:(zxi) 2 Y (b
1Sisjsn ieM 15i<j<n
2| j—i+1
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Z té jiz dokazovanad nerovnost trividlné plyne. Interval, ktery mé sudy (resp. lichy)
pocet ¢lent budeme nazyvat sudy (resp. lichy). Identita vlastné fika, ze soucet ¢tverci
vSech intervall je roven ctverci souctu pres Xy plus dvakrat soucet Ctvercti vSech
sudych intervali. Protoze leva strana je vlastné soucet ¢tvercti vsech sudych a lichych
intervald, po odecteni souctu ¢tvercit vsech sudych intervalii od obou stran dostaneme
ekvivalentni rovnost

2
Z (mi‘i‘...—i-CUj)Q:(in) + Z (!L‘i—i—...—i—l‘j)2.
15i<5<n ieM 15iSj<n

2|j—i 2| j—i+1

Tuto identitu roznasobime a ukéZeme, Ze vSechny vzniklé cleny se vyskytuji na obou
stranach ve stejném poctu, coz ziejmé implikuje jeji platnost. Jaké ¢leny po roznasobeni
vzniknou? Vzhledem k tomu, Ze se jedna o ¢tverce souc¢ta x;, budou to prave ¢leny zpx;,
kde k,1 € {1,2,...,n} (pro k # [ jsou to ¢leny 2xx;, coz nam ale nevadi, protoze dvojka
se objevuje vzdy). Tento ¢len se ve ¢tverci intervalu vyskytuje pravé tehdy, kdyz tento
interval obsahuje obé ¢isla xzj i x;. Bez Gjmy na obecnosti necht k& < [. Pro index ¢
prvniho prvku intervalu obsahujiciho zpx; plati ¢ < k. Podobné pro posledni index
j plati j = [. Takovych intervald je tedy k(n — [ 4+ 1). MuZeme si je pfedstavit jako
Sachovnici o rozmérech k x (n — [ + 1) (pole o soufadnicich (a,b) odpovida intervalu,
ktery zac¢ina ¢islem x,, a kon¢i xp). Je vidét, ze po standardnim obarveni této Sachovnice
(necht pole odpovidajici intervalu od z1 do x,, je bilé) budou liché intervaly bilé a sudé
intervaly budou c¢erné. Pokud je alespon jeden rozmér Sachovnice sudy, je pocet ¢ernych
a bilych poli stejny, ¢ili i pocet sudych a lichych intervalti obsahujici nase dva cleny je
stejny. To je v souladu s nasi identitou, protoze suma pifes M obsahuje pouze c¢leny
s lichymi indexy (plati n — 1+ 1 =1 (mod 2)). Pokud jsou oba rozméry liché, je bilych
poli o jedno vice nez ¢ernych (tzn. sudych intervali je o jeden méné). Déle to znamena,
ze k, [ jsou licha cisla, takze k,l € M, ¢ili chybéjici ¢len na pravé strané doplni suma
pres M. Dokézali jsme, ze kazdy ¢len se po roznasobeni vyskytuje na obou stranach ve
stejném poctu, ¢ili rovnost plati.

N3.

Na tvod si rozmyslime ¢tyfi mald tvrzeni. Prvni z nich by mélo byt vidét, druha dve
jsou znama a c¢tvrté neni prekvapivé.

Lemma. Pokud a, b jsou lich4 &isla takova, Ze a | b, pak 2% +1 | 2° + 1.

Drikaz. Pro kazdé liché k plati znamy rozklad

AP £ B* = (A+ B)(A*' —A* 2B ... — AB*? 4+ B*1),
Nase lemma neni nic jiného nez jeho primy dusledek pro A = 2%, B = 1 a liché ¢islo
k=b/a.
Lemma. Pro dané prvocislo p ozna¢me ord, nejmensi pfirozené ¢islo, pro které plati

207y = 1 (mod p) (tzv. fa4d prvku 2). Potom pro kazdé piirozené &islo m, pro které
2™ =1 (mod p) plati ord, | m.
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Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze existuje m = k - ord, +[, kde [ je nenulovy zbytek
po déleni ¢islem ord,, takové, ze 2 =1 (mod p). Potom je

1=2m =2kordptl =1k . 9l (mod p),

tedy 2! =1 (mod p) pro | < ord,, coZ je spor s minimalitou ord,.

Lemma. Rovnice 3% — 2° = 1 m4 v pfirozenych ¢islech pouze trivialni fefeni a = b = 1
aa=2b=3.

Diikaz Vsimnéme si, Ze pro b = 2 je a nutné sudé, protoze je 2 + 1 = 1 (mod 4).
Dostavame a = 2¢, ¢ € N, a nasledné

20 =32¢ —1=(3°—1)(3° +1).

Cisla 3¢ — 1, 3¢ + 1 se lisi o 2, takze pokud to nejsou zrovna éisla 2 a 4, nemohou byt
obé mocniny dvojky. Piipad 3 —1 =2 da c=1 a posléze a = 2, b = 3.

Lemma. Pro kazdé prvocislo ¢ > 3 ma cislo 29 4+ 1 prvociselného délitele vétsiho nez q.

Dikaz. Uvazujme prvociselného délitele p | 27 + 1. Potom je 2¢ = —1 (mod p). Nasim
velmi nepresné Fe¢enym planem je, ze ord, bude skoro délitel ¢ (—1 namisto 1 by snad
nemusela hrat velkou roli), tedy nejspis bude ord, = ¢. Zaroven ale z malé Fermatovy
véty vime, ze 2P~ =1 (mod p), takze ord,, | p—1. To by znamenalo, Ze ¢ = ord,, < p—1,
takze p by bylo vétsi prvocislo nez q. Zpresnéme nase myslenky.

Protoze je 2¢ = —1 (mod p), je 229 = 1 (mod p). Z druhého lemmatu vyplyva, Ze
ord, | 2¢, coz znamena, ze ord, je jedno z ¢isel 1, 2, ¢, 2q. Pfedpokladejme, Zze se nam
podafi vylouéit prvni dva pfipady. Pak je ¢ < ord,. Z malé Fermatovy véty a druhého
lemmatu dostavame ord, | p— 1, tedy ¢ < ord, < p — 1. Ukazali jsme, ze prvocislo p je
vetsi nez q.

Zbyva dokazat, ze ord, neni 1 nebo 2. Piipad ord, = 1 by znamenal, ze 2! 1
(mod p), coZ pro zadné prvoéislo p neplati. P¥ipad ord, = 2 znamena, 7e 22 = 1
(mod p), tedy p = 3. Jinymi slovy pokud ma ¢islo 27 + 1 prvociselného délitele vétsiho
nez 3, pak uz je tento délitel vétsi nez q. Pokud nem4, existuje prirozené a, pro néz
29 + 1 = 3%. 7 tretiho lemmatu pak plyne g = 3, ale my uvazujeme jen g > 3, ¢imz je
tento pripad vyloucen.

Za pouziti téchto lemmat konec¢né vyresime ptvodni tlohu. Jisté je 2" +1 liché, takze
je i n liché. Podle prvniho lemmatu pro kazdého délitele d ¢isla n plati 2¢ + 1| 2" + 1.
Je-li d > 3 a prvocislo, existuje podle ¢tvrtého lemmatu vétsi prvocislo p takové, ze
p| 2?41 ]2" +1. Podle zadani pak p | n. To je ale divné, protoze ke kazdému prvoéislu
d > 3 umime najit vétsi prvocislo p | n. Pokud neni n = 3% k € N, pak specialné
pro nejvétsiho prvoéiselného délitele d | n dostavame spor. V piipadé n = 3% zadani
vynucuje 2" + 1 = 3%, a € N. Tato rovnice ma podle tretiho lemmatu feseni pouze
n =1 an = 3. Prvni feSeni nevyhovuje, zatimco druhé ano.
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STVRTA SERIA

C4.

Ak je v mnozine S jediné ¢islo a, potom mozeme zvolit len m = n = a, ¢im dostaneme
3a — 2a € S, ¢o zjavne plati. VSetky mnoziny S = {a} teda podmienku zo zadania
spliaju.

Zamerajme sa teraz na aspon dvojprvkové mnoziny. Vyberme spomedzi rozdielov
dvoch roznych prvkov z S (v absolttnej hodnote) ten najmensi a ozna¢me ho d. Takyto
rozdiel je skutocne nejaké konkrétne cislo — predstavme si, Zze najprv zvolime za d
TubovoIny rozdiel dvoch ¢isel z S, potom skuisame v nejakom poradi vSetky dalsie dvojice
a vzdy, ked ndjdeme nejakt s mensim rozdielom, nastavime d na tdito novl, mensiu
hodnotu; kedze je ale d prirodzené ¢islo, zmens$it ho moézeme len konecne vela krat,
teda od nejakého okamihu uz d nikdy nezmensime, a vtedy sme uz dosiahli jeho zZiadant
hodnotu. (Ak by napr. S mohla obsahovat [ubovolné realne ¢isla, nemusel by existovat
ziadny rozdiel, ktory by bol najmensi — premyslite si, preco.) Niektoré dve ¢isla, ktoré
maju rozdiel d, potom vieme zapisat ako a + d, a + 2d.

Ukazeme teraz, ze mnozina S musi obsahovat vsetky ¢isla tvaru a + (3k + 2)d, kde
ze€{l,2} akeZ.

Postupujme matematickou indukciou. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre dané k
(pre k = 0 zjavne plati, lebo hovori len Ze a + d,a + 2d € S), a dosadme postupne do
podmienky zo zadania

m=a+ Bk+2)d, n=a+ Bk+1)d: a+Bk+4)d=a+B(k+1)+1)deS,
m=a+ 3k+1)d, n=a+ Bk+2)d: a+Bk—1)d=a+ 3(k—1)+2)d€S.

Z toho vieme, ze a + (3k + 4)d aj a + (3k — 1)d tiez patria do S, a mdzeme dalej
dosadzovat

m=a+ Bk+1)d, n=a+Bk—1)d: a+Bk+5)d=a+ 3(k+1)+2)deS,
m=a+ (3k+2)d, n=a+ 3k+4)d: a+Bk—2)d=a+3(k—-1)+1)deS.

Zistili sme, Ze nasSe tvrdenie plati aj pre k+ 1 (z ¢oho indukciou od k = 0 zistime, Ze
plati pre vSetky nezaporné k), aj pre k — 1 (z ¢oho podobne zistime, ze plati pre vSetky
zaporné k), mnozina S teda obsahuje vsSetky ¢isla v tomto tvare pre vSetky celé k.

Mnozina v8etkych ¢isel v tomto tvare skutocne vyhovuje. Ak si totiz zvolime Tubo-
volné m = a + (3k1 + 21)d, n = a + (3kz + 22)d, podmienka zo zadania hovori, ze

3m —2n=a+ (9ky — 6ky + 321 —229)d =a+gd € S,

kde 31 g, ¢o dokdzeme sporom — ak 3 | g, potom 3 | —2z5, teda 3 | 23, o nie je mozné
pre z3 € {1,2}. Cislo a + gd je preto medzi ¢islami, o ktorych sme uz povedali, ze do S
patria, a teda takdto mnozina S nasu podmienku spliia.

Ale ¢o ak patri do S eSte nejaké iné ¢islo? Méze ist len o Cislo v tvare a + 3kd,
pretoze ku kazdému ¢islu b vieme najst k také, ze a + (3k — 2)d < b < a + (3k + 1)d;
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z minimélnosti d musi potom platit a + (3k — 1)d < b < a + 3kd, ale kedZze chceme b
rozne od a + (3k — 1)d, musi byt dokonca a + 3kd < b < a + 3kd, teda b = a + 3kd.
Dosadme teraz

m = a+ (3k + 1)d, n = a+ 3kd: 3m—2n=a+3(k+1)de S,
m=a+ (3(k—1)+2)d, n=a+ 3kd: 3m—2n=a+3(k—1)d € S.

Z toho zasa matematickou indukciou v oboch smeroch po ¢iselnej osi dokazeme, ze do S
patria aj vSetky ¢isla v tvare a + 3kd. O mnozine S teda uz vieme, Ze musi obsahovat
vSetky ¢isla v tvare a + [d; ziadne dalSie ¢islo uz obsahovat nemoze, lebo také ¢éislo by
muselo lezat medzi dvomi ¢éislami a + (I — 1)d a a + Id, ¢o je spor s minimélnostou d.

Takato mnozina vyhovuje zadaniu, lebo pre m = a+11d, n = a+1l2d plati 3m — 2n =
:a+(3l1 —2l2)d:a+l3d€ S.

Zdver. Riesenim su pre lubovolné a € Z mnoziny S tvaru

{a}, {a+ Bk +2)d;k € Z,z € {1,2}}, {a+1d;l € Z} .

N4.

Predpokladajme, ze 2n + 7 | n! — 1 pre nejaké n. Ak 2n + 7 je zloZené, existuju také
a,b =2, 7e 2n + 7 = ab. Teda

a|l2n+7|nl—-1 = afn! = az=2n+1,

analogicky b = n + 1. Dostdvame 2n + 7 = ab = (n+ 1)%, po tprave 6 = n?, &ize 2 = n.
Po odskusani n = 1 a n = 2 zistime, ze iba n = 1 vyhovuje.

.....

2n+7|nl—-1 = nl=1 (mod2n-+7).

Vyuzitim tohto poznatku, kongruencie 2n + 7 — a = —a (mod 2n + 7) a Wilsonovej
vety, ktord hovori, ze (p — 1)! = —1 (mod p) pre p prvoéislo, dostavame

—1=2n+6)=n+6)!2n+7—n)2n+7—(n—1))...2n+7—-1) =
(n46)!(—n)(=(n—=1))...(=1) = (-Dn®)*n+1Dn+2)...(n+6) =
(—Dn(n+1)(n+2)...(n+6) (mod 2n+ 7).

Po prenasobeni &islom 64 = 2% mame

—64=(—1)n(2n+2)2n+4)(2n+6)(2n + 8)(2n + 10)(2n + 12) =
= (—1)n(=5)(=3)(—=1)-1-3-5 (mod 2n+7),
64 = (—1)n-225 (mod 2n+ 7).
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Pre parne n mame 0 = 225 — 64 = 161 (mod 2n + 7), preto 2n + 7 | 161 = 23 -7
a kedze 2n + 7 je prvocislo vicsie ako 7, nutne 2n + 7 = 23, t.j. n = 8. Pre nepéarne n
analogickym postupom dostaneme 2n + 7 | 289 = 172, teda 2n +7 = 17 an = 5. Po
dosadeni n = 5 a n = 8 zistime, Ze obe vyhovuji. Zadaniu vyhovuju prave ¢isla 1, 5 a 8.

G4.

Oznactme FE stred strany AB, F stred strany AC, P péatu vysky z vrcholu A na BC
a dlzky stran a obsah trojuholnika ABC ako obvykle.

Uvazujme zlozenie kruznicovej inverzie so stredom v bode A a polomerom r = 4/bc/2
a osovej sumernosti podla osi uhla BAC. Obraz bodu B, ktory oznac¢ime B’, bude
zrejme lezat na polpriamke AC a pre jeho vzdialenost od A bude platit

7’2 C

BA=—— =%
BAl= 1541 = 2

Teda B sa zobrazi na F' a preto sa aj F zobrazi na B. Analogicky sa C zobrazi na FE
a E na C. Priamky AP a AO st izogonélne (t.]. symetrické podla osi uhla, skiste si to
dokéazat), teda polpriamka AP sa v tomto zobrazeni zobrazi na polpriamku AQ. Dalej
mame

abe be

abe
AP| - |AO| = |AP|. — = |AP| —— = —
| N =1 | 45 | | 2a|AP)| 2’

¢ize P sa zobrazi na O a O sa zobrazi na P. Ak to dame dokopy, kruznica opisana
trojuholniku BC'O sa zobrazi na Feuerbachovu kruznicu (obr. 60). Teda ich prieniky
X, Y sa zobrazia v nejakom poradi na seba. Ak sa X zobrazi na X a Y na Y, tak oba
body musia lezaf na osi uhla BAC, a teda st identické a rovnost uhlov zo zadania plati
(mozete si skusit dokazat, Ze tento pripad nikdy nenastane). Ak sa zobrazi X na Y
a naopak, tak je zjavné, ze X a Y su izogonalne, teda rovnost uhlov zo zadania taktiez
plati.
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A4.

Zrejme graf nulového polynému je symetricky podla nejakého svojho bodu (dokonca
kazdého). Pre iny konstantny polyném neexistuju celé ¢isla x, y také, ze P(x)+ P(y) =
= 0. Dalej predpokladajme, Ze P je stupiia n > 1.
Nech teda P(z) = apz™ + ...+ ag a a, # 0. Je zrejmé, zZe
P(z)

P(x)+P(y)=0 <« a—+?

=0.

Pritom graf polynému P(z) je stredovo simerny prave vtedy, ked aj graf polynému
P(z)/a, je stredovo simerny. Mézeme teda polyném P vydelit a,, a odteraz predpo-
kladaft, ze a,, = 1.

Dalej vieme, 7e ak je polyném parneho stupiia, existuje X € R také, Ze pre vietky x
splitajice |z| > X je P(x) > 0. Potom vsak existuje iba koneéne vela celych éisel z,
v ktorych mé P zaporni hodnotu, a ku kazdému z existuje len konecne vela y takych,
ze P(y) = —P(z) (lebo inak by polyném P(z) — P(z) mal nekonecne vela koretiov).
Preto je len konec¢ne vela dvojic celych ¢isel, pre ktoré P(x) + P(y) = 0, ¢o je spor.
Preto je n neparne.

Ozna¢me d = a,—1/n. Teraz sa pozrieme na polyném Q(z) = P(z — d). Jeho graf
je len posunuty graf polynému P. Sta¢i ukézat, Ze graf polynému () je stmerny, ak
existuje nekonec¢ne vela dvojic ¢isel z, y, pre ktoré Q(z) + Q(y) =0ax+day+d st
celé.

Vieme, ze

Q(z) = (z—d)"+ay_1(z—d)"  +.. +ap = 2" —ndr" ' +a, 12" +R(x) = 2"+ R(z),

kde R(z) je polyném stupria najviac n — 2. Vieme, Ze existuju také K, L, ze Q je
na intervaloch (—oo, K) a (L,00) rastici. Na intervale (K, L) je ohraniceny, a preto
existuju také M, N (M < K, N > L), ze na intervaloch (—oo, M), resp. (N, 00) st
(K, L). Zvolme ich tak, aby Q(M) < 0 a Q(N) > 0. Na intervale (M, N) je len konecne
vela ¢isel tvaru z+d, z € Z a z rovnakého dévodu ako na zaciatku je len koneéne dvojic
x, y takych, ze Q(z) + Q(y) = 0. Preto ich je nekonecéne vela takych, ze x € (—oo, M)
ay € (IV,00).

—xz + {2d}, kde {2d} oznacuje desatinnu ¢ast ¢isla 2d. Ak je d = 1z pre nejaké celé z,
tak je to —x+1. V kazdom pripade to je —x +e, kde e je konStanta. Potom sa pozrieme
na polyném

Q) +Q(—z+e)=a"+R(z)+ (—x +e)" + R(—x — e) = nex" ' + S(x),

kde S(x) je stupnia najviac n — 2 (lebo R(x) je stupna najviac n — 2). Preto existuje h
také, ze pre z < h bude hodnota toho polynému kladné (je parneho stupna). Teda pre
r < hay>—x (astidle y > N) bude platit Q(z) + Q(y) = Q(x) + Q(—z +¢) > 0,
a teda mame spor.
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Obdobne ak —y > z, rovnako zistime, Ze existuje H, ze pre y > H a —y > x (a stéle
y > N) bude platit Q(z) + Q(y) = Q(—y — f) + Q(y) > 0. No teraz vidno, Ze je len
kone¢ny pocet takych dvojic x, y, ze |z| # |y|. Preto je ich nekonec¢ne takych, ze x = —y
(pre x = y také nie st na spominanych intervaloch). Preto polyném Q(x) + Q(—z) méa
nekonec¢ne vela korerniov a je nulovy. Teda ) je neparny a symetricky podla bodu [0, 0].

PIATA SERIA

A5.

Méjmeé tabulku n x n policek, kde do policka v a-tém sloupci a b-tém Ffadku napiseme
¢islo a’. Vybarvime vsechna ¢isla, kterd jsou mensi nebo rovna n. Jako piiklad je
vyobrazena tabulka pro n = 100.

1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10| 11 100 | 100
1| 4| 9| 16| 25| 36| 49| 64| 81 |100 | 121 1002 | 10
1| 8| 27| 64125216 | 343 | 512 | 729 | 103 | 113 100° | 4
1| 16| 81256 | 5* | 6* | 74 | 8% | 9% | 10* | 11* 100* | 3
1| 32243 | 45 | 5% | 6° | 7° | 8 | 9° | 10° | 11° 100° | 2
1| 64729 | 45 | 55 | 65 | 76 | 86 | 9% | 106 | 116 1009 | 2
1(128 | 37 | 47 | 57 | 67 | 77 | 87 | 97 | 107 | 117 1007 | 1
1 2100 3100 4100 5100 6100 7100 8100 9100 10100 11100 L 100100 1
00 6 4 3 2 2 2 2 2 2 1 1

Dvéma zptsoby spocitame pocet vybarvenych policek, z cehoz dostaneme kyzenou
rovnost. Ziejmé je vybarveny cely prvni fadek i prvni sloupec.

Podivejme se na ¢isla v a-tém sloupci (a > 1). Posledni vybarvené policko ozna¢me
jako z-té. Potom a® < n, ale a®™! > n. To ale piesné znamen4, ze z = |log, n|. Navic
vSechna ¢isla v pfedchozich fadcich jsou také vybarvena, takze v a-tém (kromé prvniho,
ktery je vybarven cely) fadku je tedy vybarveno |log, n| ¢isel.

Nyni se podivejme na ¢isla v b-tém radku. Opét posledni vybarvené policko oznac¢me
jako z-té, nyni plati z° < n, ale %! > n, tedy z = | ¥/n]. Stejné jako piedtim, i viechna,
¢isla v predchozich fadcich musi byt vybarvena, tedy v b-tém fadku je vybarveno presé
| /n] éisel.

Celkovy pocet vybarvenych ¢isel musi byt stejny, at je po¢itame po fadcich nebo po
sloupcich. Z toho dostavame

n+ [logyn] + [loggn| + ... + [log, n] =n+ [V/n] + [Vn] +...+ [ V/n].

Po odecteni n od obou stran zbude dokazovand rovnost.
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G5.
(Podle Patrika Baka.) Uvazme Sikovnou kruznici k protinajici strany AB, AC v bodech
X, Y aoznaéme Z = BY N CX. At D je takovy bod, ze ABDC je rovnobéznik
(obr.61a). Ze sikovnosti plyne

|{BZC| + |4£CDB| = |£Y ZX| + |£BAC| = 180°,

takze Gtyfuhelnik BDCZ je tétivovy (bod Z ziejmé lezi uvnitt trojuhelniku ABC).
Oznac¢me P druhy prisecik AD a kruznice opsané ¢tyriuhelniku BDCZ. Tvrdime, ze
P lezi na kruznici s body A, Y a Z, a tedy je to hledany pevny bod (obr. 61b).

Obr. 61a Obr. 61b

Je-li P = Z, neni co dokazovat. Lezi-li P na kratsim oblouku ZC, mame |{APZ| =
= |ADBZ| = |{LAY Z|, takzie AY PZ je tétivovy. Lezi-li P na krat$im oblouku BZ,
postupujeme obdobné (zkuste si).

Jiné reseni. (Podle Filipa Bialase.) Jako v prvnim FeSeni si vS§imneme, Ze pro prusecik
Z = BY N CX plati |BZC| = 180° — «. Uvazme na tomto oblouku kromé pevného
bodu Z jesté pohyblivy bod Z’ a jemu odpovidajici body X', Y’ (obr.62a). Z thla
snadno dostaneme, ze trojihelniky CX X’ a BYY’ jsou podobné. A ted je zbytek
ziejmy.

A
X' Y
Yl
X Z 7!
B C C

Obr. 62a Obr. 62b
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Kdyz totiz hybeme bodem Z’ po kruznici tak, aby se X’ vzdaloval od X konstantni
rychlosti, bude se diky podobnosti konstantni rychlosti vzdalovat i bod Y’ od Y. Osy
stran AX, AY se pfi tom budou konstantnimi (poloviénimi) rychlostmi posouvat na
osy stran AX’, AY" a jejich prisecik (¢ili stfed kruznice opsané trojuhelniku AX'Y”) se
tak bude konstantni rychlosti posouvat po pfimce (obr.62b). VSechny Sikovné kruznice
pak budou kromé A prochéazet i obrazem A podle této primky.

C5.
Ucinime krok stranou a podivdme se na trochu jinou tlohu — nazvéme ji Zlutomodrou:

Na kruznici lezi dva zZetony a celd kruznice je obarvena na zluto. Je povoleno provadét

nasledujici operace.

e Vlozime na kruznici dalsi zeton a oblouk mezi sousednimi dvéma zetony prebar-
vime (z zluté na modrou a obrécené).

e Zbyvaji-li na kruznici alespon tii zetony, odebereme jeden Zeton sousedici se stejné
barevnymi oblouky, a nasledné piebarvime ,slouc¢eny“ oblouk mezi zetony, se
kterymi tento odebrany sousedil.

Je mozné dosédhnout stavu, kdy zbudou na kruznici pouze dva zetony, jeden oblouk
bude obarveny na zluto a druhy na modro?

Ukézeme, ze odpovéd na tuto tlohu zni ,ne“. Nejprve ale vysvétlime souvislost
ptvodni a zlutomodré tlohy.

Zetony ve zlutomodré tloze, které sousedi se stejné barevnymi oblouky, budeme
nazyvat bilé a zetony, které sousedi s rtizné barevnymi oblouky budeme nazyvat cerne.
Snadno si rozmyslime, ze povolené kroky ve zlutomodré tloze za takto definovanych
barev zetonu presné odpovidaji povolenym krokiim v ptivodni tloze a ze pocatecni stav
ve zlutomodré tloze odpovida pocatecnimu stavu v ptvodni tloze.

Pokud by tedy bylo mozné v ptivodni tiloze néjakou posloupnosti kroki dostat stav,
kde jsou dva c¢erné zetony, mohli bychom tutéz posloupnost krokt pouzit ve zlutomodré
uloze a dostali stav, kde je jeden oblouk zluty a jeden modry. K tomu, abychom ukéazali,
ze v puvodni uloze takova posloupnost krokii neexistuje, staci ukazat, Zze neexistuje ve
zlutomodré tuloze.

Vénujme se tedy dale Teseni zlutomodré tulohy. V kazdém kroku se pii prida-
vani/odebirani zetonu zméni pocet oblouki jedné barvy o +2 a opacné barvy o F1.
Nicméné plati

+2=7F1 (mod 3),

takze mizeme Tici, Ze modulo tfemi se oba poc¢ty zméni o stejné ¢islo. Na zacatku mame
dva zluté oblouky a zadny modry, tedy tyto pocty davaji rizny zbytek po déleni tfemi.
Diky predchozimu poznatku budou tyto pocty stile nekongruentni (modulo tfemi),
takze neni mozné se dostat do stavu, kdy jsou oba pocty stejné, coz jsme chtéli dokazat.

Jiné Feseni. Vsimneme si, ze odebrani bilého Zetonu je jen inverzni operace k pridani
toho samého zZetonu. Nakreslime jako na obr.63 po patrech vSechna moznd rozlozeni
zeton na kruznici (aZ na spojité posuvy) a spojime ta rozloZeni, kterd na sebe lze
jednim tahem prevést.
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Obr. 63

Na prvnich patrech shledavame, Ze se obrazek (graf) déli na t¥i oddélené vétve
(komponenty souvislosti). K dokonéeni feSeni zbyva zduvodnit, pro¢ se tyto vétve
ani pozdéji nesrostou. Indukci — predpokladejme ze se vétve nesrostly az do patra n,
dosud nezarazené rozlozeni — samé cerné, nicméneé to spojit vétve nemuze, protoze bude
spojeno az na symetrii s jedinym dalsim rozlozenim. Nyni uvazme libovolné rozlozeni
z patra n+ 1, ze kterého vedou alespon dvé spojnice do patra n (tedy obsahuje alespon
dva bilé). Stac¢i ukazat, ze odebranim jednoho bilého Zetonu A se dostaneme do stejné
vétve jako odebranim jiného bilého zetonu B.
> Pokud A a B nesousedi, dostaneme odebranim B stejné rozlozeni jako kdyz
nejprve odebereme A a (dale se pohybujeme z indukce uvnitt vétve) pak ode-
bereme B a zpét pridame A.

> Pokud A a B sousedi, ale existuje bily C', ktery nesousedi s A ani s B, pouzijeme
dvakrat predchozi bod — odebranim A jsme ve stejné vétvi jako odebranim C
a tim jsme ve stejné vétvi jako odebranim B.

> Pokud A a B sousedi a zadny nesousedni bily Zeton tam neni, jsou to bud dva nebo
tii bilé vedle sebe. Prvni moznost vede jen do jednoho (az na symetrii) rozlozeni
s n zetony, druha krom toho uz jen do samych cernych.

Ve vsech pripadech se napojime jen na jednu ptivodni vétev a dikaz je hotov.

N5.

(Volné podle Anh Dung Le.) Dokazeme, ze spravnd odpovéd je ,ne“, tedy existuje
monicky polynom s celoc¢iselnymi koeficienty, ktery mé celociselny koten modulo kazdé
prirozené cislo, ale nemé celociselny koren. Konkrétné z téchto vlastnosti usvédcime
polynom P(z) = (22 + 1)(z2 + 7)(2? — 7). Tento polynom je zjevné monicky a neméa
celo¢iselné kotreny. Nyni ukdzeme, ze P(x) ma kofen modulo jakdkoliv mocnina prvodcisla
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a nakonec pomoci Cinské zbytkové véty najdeme kofen modulo libovoné piirozené &islo.

Nebudeme uvazovat modulo 1, jelikoz kazdé celé ¢islo je kofenem P(x) modulo 1.
Necht p je libovolné liché prvocislo. Pro p = 7 je jisté kofenem x = 0. Pro vSechna

ostatni prvocisla pouzijeme Legendreova symbolu k nalezeni korenu jedné ze zavorek.

Jak znamo plati
5)G)-0)
p/\p p)’
() -
— = Qq 2
p

je pravé Legendretv symbol. Pokud prvni dvé zavorky nemaji kofen modulo p, tedy —1,
ani —7 nejsou kvadratické zbytky modulo p, tedy

(-~

mame

¢ili 7 je kvadraticky zbytek modulo p, takze treti zavorka ma modulo p kofen. Prejdéme
ted k mocninam.

Dok4Zeme matematickou indukeci, Ze P(z) mé4 kofen modulo p*, kde k je pfirozené
¢islo a p libovolné liché prvocislo. Pro k = 1 a libovolné liché prvocislo p jsme jiz
pro jednu ze zavorek koten nasli. Necht n? + a = 0 (mod p*), tj. p* | n? + a, kde
a € {1,7,—7}. Uvazme p &isel (n + ip*)? +a, kde i € {0,1,2,...,p — 1}. Plati

(n+ip")2 +a=n?+a+2nipF +®p* =n> +a =0 (mod pr).
Vsechna tato ¢isla tedy davaji po déleni p**1 jeden z téchto p zbytki:

07 pka 2pk7 ey (p_l)pk

Kdyby (n + ip*)?2 +a = (n + jp¥)? + a (mod p**1) pro néjaki dvé rfizna i,j €
€ {0,1,2,...,p — 1}, potom by pk*t1 | 2(i — j)p*, odkud p | 2(i — j), coz je spor.
Existuje tedy takové i € {0,1,2,...,p — 1}, pro které (n +ip*)? +a = 0 (mod p*+?!),
¢ili n + ip” je kotfenem jedné ze zévorek (podle hodnoty a) modulo p**!. Tim je dikaz
indukci ukoncen.

Pro p = 2 budeme postupovat podobné. Z divodi, které budou jasné pozdéji,
zacneme s indukci od k = 3. Plati 12 + 7 = 0 (mod 23). Dale piedpokladejme, Ze
2% | n? 4+ 7. Potom uvazme &isla n? +7 a (n + 2871)2 + 7. Obé tato ¢isla jsou délitelna
¢islem 2F — prvni z indukéniho predpokladu, druhé z tpravy

(n+2""N2 4+ 7=n?+ 7+ n2kF 42272
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Pokud by obé tato ¢isla dévala stejny zbytek po déleni 2¥1, muselo by
2k+1 ’ n2k) 4 22k—2

a tedy 2 | n (totiz k = 3, takze 2k —2 = k + 1), coz je spor, protoze n je z predpokladu
2F | n2 4 7 liché.

Nyni jiz vime, ze P(x) méa kofen modulo libovolnd mocnina prvocisla. Nyni si
uvédomime, zZe ze znamého tvrzeni

a=b (modm) = P(a)=P(b) (modm)

pro P(z) polynom s celo¢iselnymi koeficienty plyne, ze pokud je n kofenem modulo
néjaké prirozené m, tak i kazdé celé ¢ = n (mod m) je koren. Mé&jme tedy libovolné
prirozené n. Uvazme jeho rozklad na mocniny prvocisel. Modulo kazda mocnina z tohoto
rozkladu jiz néjaky kofen P(z) umime najit. Z Cinské zbytkové véty plyne existence
celého cisla r takového, ze

r=hy. (mod pF),

kde p* je libovolnad mocnina prvoéisla p z rozkladu é&isla n a hpx je odpovidajici kofen
P(x) modulo p*. Z toho a vy$e uvedného tvrzeni jiz plyne, ze P(r) =0 (mod m). Tim
je tvrzeni dokazano.

SIESTA SERIA

AG6.

Uk4Zeme, Ze jedinym riesenim je f(x) = 22 + x + 1. Netradi¢ne urobime sktsku hned
na zaciatku:

fx)=a*+22 +1=(*+2+1)* —222® +2+1) = f(z)* — 22f(2),
flea)=a? —x+1=(z -+ (-1 +1=flz-1),

a kedZe pre vSetky x > 1 st obe funkcie 22 a x rasttice, aj f je rastiica na (1, c0).

Ozna¢me g(z) = 22 +x +1 a ukdZzeme, 7e f(z) = g(z) pre vietky x € R. Dosadenim
x =1t ax = —t do prvého vztahu dostdvame

F(#?) = f(t)* = 2tf(t) = f(—t)> + 2t f(—1),
)2 = f(=t)? =2tf(t) + 2t f(—1),
(&) = f(=8) (f(&) + F(=t)) = 2t(f(t) + f(—1)).

Kedze obor hodnot f je kladny, f(¢t) + f(—t) > 0 a po vydeleni dostdvame
f(t) — f(—t) = 2t a dosadenim podla f(—z) = f(z — 1) dostdvame

f) = ft=1) =2t
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Dalej dokazeme nasledujice tvrdenie:

Lema. Ak pre dané y plati f(y) = g(y), tak aj f(y+1) =g(y+1)a f(ly—1) =g(y—1),
a pokial je y = 0, tak aj f(\/y) = 9(\/¥)-

Dokaz. Podla vyssie uvedeného vztahu plati

fly+1)— fly) =2(y+ 1),

teda
fy+ )=y +y+1+2+1)=w+1)>2+@y+1)+1=g(y+1).

Podobne vieme, ze
fly) = Fly—1) =2y,

teda
fy-D=9*+y+1-2y=(y-1°+(y—-1)+1=g(y-1).

Dalej dosadime = = V/y do prvého vztahu. Dostaneme

v +y+1=fy) = F(VY)* - 2vuf(VY)-

Oznac¢ime a = f(/y) a dostaneme

a® —2a\/y — (y* +y+1) =0.

Téato kvadratickd rovnica méa iba jedno kladné riesenie a = y +,/y +1, a preto f (\/ﬂ) =
=a=g(/Y)

Dosadenim x = 0 do prvého vzfahu v zadani dostdvame f(0) = f(0)? a kedze obor
hodnét f obsahuje len kladné é&isla, nutne f(0) = 1, a teda f(0) = ¢(0). Indukciou
z lemy dostaneme, Ze f(x) = g(x) pre vietky celé x a taktiez pre vietky = = %/n, kde
n, k s prirodzené. Ak by sme teraz ukazali, Ze f(z) = g(x) pre vSetky x z nejakého
intervalu (z,z + 1), tak vyuzitim lemy pomocou indukcie dostaneme, ze f(z) = g(x)
pre vsetky z € R.

Zoberme teda z = 2 a dokdzme, ze f(z) = g(x) pre vSetky x € (2,3). Dokdzeme to
sporom. Predpokladajme, Ze existuje nejaké také y € (2,3), ze f(y) # g(y). Je jasné,
zey #2,y#3a7=g9(2) < f(y) < g(3) =13, inak by sme dostali spor z rasttcosti.
KedZe g je spojitd, urcite existuje h € (2, 3) také, ze g(h) = f(y).

Najprv uvazujme pripad, ze g(h) = f(y) > g(y). Z rastucosti funkcie g vieme, 7
3 > h >y > 2. Ukdzeme, Ze v intervale (g(y), f(y)) existuje ¢islo ¢ také, ze ¢ =
= g(*/n) pre nejaké prirodzené n, k. Potom z rastticosti funkcie g na intervale (2,3
dostaneme, 7e y < %/n a podla lemy vieme, ze f(3/n) = g(3/n) < f(y) a dostédvame
spor s rastucostou funkcie f na (2,3). Stac¢i teda ukazat, ze také c existuje. Uvazujme
rozklad

¢}

k—1

B =y = (h=y)(h+ ) (07 + 7). (0 7).
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Kedze h,y > 1, mame h2" — y2k > 2F(h — y) a teda uréite mozno zvolit také k, aby
h2" — lev > 2F(h—1) > 1. Nakolko medzi h?" a yzk urcite existuje nejaké prirodzené n,
lezi 2/n v (y,h) a teda aj ¢ = g(3/n) je v (9(y), f(y)). Uvedené ¢ sme nasli a teda
nastava spor. V pripade, ze g(y) > f(y), postupujeme analogicky. Preto je jediné
vyhovujtice riesenie f(x) = 22+ z + 1.

Ne6.

Oznac¢me prvych k neparnych prvocisel p; < po < ... < pi a ich stc¢in Pj.

Prvé pozorovanie je, ze staci uvazovat prvociselné b. Ak totiz b = cp, kde p je
prvoéislo, tak ak P, = a® +1 = a®? + 1 = (a®)? + 1, a mame ho zapisané v tom istom
tvare, no exponent je prvocislo.

Zrejme b # 2, lebo 3 | P, a teda a® = —1 (mod 3), aviak —1 nie je kvadraticky
zvySok modulo 3.

Nech b = p < pi. Zrejme p | Py, preto a? = —1 (mod p). No z malej Fermatovej
vety a? = a (mod p), a teda a = —1 (mod p). Teraz podla lemy o zvySeni exponentu®
vieme povedat, Ze v,(a? + 1) = vp(a+ 1) + v,(p) = 2. Takze p? | Py, o je spor, lebo
kazdé prvocislo deli P, najviac v prvej mocnine. Z toho vieme povedat, ze b > Pj.
Zrejme a nie je delitelné ziadnym prvoéislom od p; az po px (inak by a® aj a® + 1 boli
delitelné tym prvoéislom). Ak a > py, tak zrejme a® 4+ 1 > prr > p’]z > Py, ¢o je spor.

Ostal teda uz len pripad a = 2. Potom a® + 1 = 2% + 1. AvSak mocniny dvoch
dévaji po deleni 7 zvysky len 1, 2 a 4. Preto a® + 1 nie je delitelné 7, avsak P, pre
k = 3 je. Vyskusat pripady & = 1, k = 2 nie je fazké a ani jeden z nich nevyhovuje
(P, = 3, P, = 15). Presli sme teda vSetky moznosti a nikde nevyslo riesenie. Preto
také k neexistuje.

G6.

(Volne podla Bui Truc Lama.) Skiisme sa pozriet najprv na bod R. Je dost kompli-
kovane zadefinovany, tak si skisme prepisat podmienky na zmysluplnejsie. Pozrime sa
na mocnost bodu E ku kruznici dotykajtucej sa AD v P prechadzajicej cez A. Plati
|ER| - |[EA| = |EP|? = |EC|?. Viimnime si, %e sme prave vyuzili naplno informéaciu
o bode P, a bod R je jednoznacne urceny.

Uloha sa nam dost zjednodusila. Zafixujme body A, B, D, E a pozrime sa, ¢o
sa stane, ak budeme postuvat bod C po priamke FA smerom od bodu E. Bod P sa
bude hybat k bodu D a bod R k bodu A (poriadne si to rozmyslite). Podobne, ak
budeme postvat bod C po priamke EA smerom k bodu E, bod P sa bude hybat
k bodu A a bod R k bodu E. Teda rovnost uhlov |[{QBD| = |[{RBD)| (ekvivalentna
s kolinedrnostou B, R, ()) mdze platit pre najviac jednu polohu bodu C. Ukazeme, ze
to plati pre |[{BCD| = 90°.

19V anglickych textoch je tato lema znama pod nézvom ,Lifting the Exponent Lemma*“. Podla nej ak
x, y su celé &isla, n je neparne prirodzené ¢islo a p je neparne prvodislo, pricom p | z + y a ziadne
z Cisel z, y nie je nasobkom p, tak vp(x™ + y™) = vp(z + y) + vp(n). Pritom v, (k) je oznadenie pre
najvyssi exponent v taky, ze p¥ | k.
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Ak |[4BCD| = 90°, tak z Euklidovej vety o vyske vyplyva |ED|- |EB| = |[EC|? =
= |ER| - |FA|, a vdaka tomu, ze |[{BER| = 90° = |£DEA|, mame podobnost troj-
uholnikov DEA a BER, z ¢oho | DAE| = |{ RBD)|. Dalej z tetivovosti §tvoruholnika
BCDQ@ méame |£LAQB| = 90° a kedze tiez |{AEB| = 90°, dostavame tetivovost Stvor-
uholnika ABEQ), ktora zarucuje rovnost |[{QAFE| = |{QBE|. Dokopy teda |{RBD| =
= |ADAF| = |{QAFE| = |{QBE| = |£QBD|, z ¢oho vyplyva pozadovana kolinearnost
bodov Q, R, B.

Cé6.
(Podla Anh Dung Le.) Ukdzme najprv, Ze existuje minca, ktord sa hybe len jednym
smerom. Oznac¢me jeden smer pohybu po kruznici ako kladny a druhy ako zaporny. Ak
sa minca i pohla v k; tahoch kladnym smerom, potom sa v n — 1 — k; tahoch pohla
zapornym smerom (v kazdom fahu, ked sa s nejakou mincou vymenila, sa pohla préave
jednym smerom a spolu sa vymenila prave raz s kazdou zo zvys$nych n — 1 minci).
Stustredme sa na niektorti mincu s maximalnym k;; ozna¢me ju x.

Postupujme sporom — predpokladajme, Ze k, < n — 1, teda minca x sa aspon
v jednom tahu pohla zdpornym smerom. V poslednom z takychto tahov (ozna¢me ho t)
sa vymenila s mincou, ktora oznacime y. Teraz oddelene ukazeme, ze:

> Tesne pred tahom ¢ bolo &k, = k,. Ak sa v nejakom tahu pohla = kladnym smerom
a vymenila sa pri tom s mincou z, dostane sa tym z medzi = a y (tie sa zatial
eSte vymenit nemohli). Na to, aby sa mohla y spomenutym spoésobom vymenit s
x, sa musi pred tym vymenit so z tak, ze sa y pohne kladnym smerom (z a = sa
uz vymenit nemozu). Ak teda vymenou s mincou z narastie k, o 1, tak musi k,
tiez vymenou so z naréast o 1; to plati pre kazdd mincu z, teda k, = k,.
> Po tahu ¢ je vzdy k, > k,. Hned po tahu ¢ to plati, lebo pred nim bolo k, = k,
(z predpokladov o tahu ¢) a nesmie sa pri tom uz vymenit s y, preto sa y musi
eSte pohnit kladnym smerom aspor tolkokrat, kolkokrat sa eSte pohne x. Tym je
dokéazané aj k, > k.
Uz je jasné, ze minca y bude mat vicsie k ako minca x, ¢o je spor s maximalnostou k.
Preto je k, =n — 1 a x sa hybe len kladnym smerom.

Teraz ukazme, ze hrana h, ktora nebola vybrana pri Ziadnej vymene s mincou z,
ostala nevybrana cely ¢as. Postupujme opiit sporom — predpokladajme, Ze v nejakom
tahu ¢ je tdto hrana pouzité pri vymene minci y, z roznych od x.

Dovtedy mozeme hranu h zotrief a zvySok kruznice narovnaf na tsecku; vidime, ze
vSetky mince, ktoré sa s = vymenili, si na jednej strane (bez ujmy na vSeobecnosti
nalavo) od x, a vSetky, ktoré sa s x nevymenili, st napravo. V tahu ¢ sa vymenia mince
na koncoch tejto usecky; bez ujmy na vSeobecnosti y na favom a z na pravom konci.
Odteraz sa ale bude minca x musiet vymenit s y na to, aby sa mohla vymenit so z
(lebo y, z sa zasa vymenit nemo6zu a z, z sa maju vymenit tak, Ze sa  pohne kladnym
smerom); to ale nemdze, lebo z, y sa uz raz vymenili.

Dosli sme k sporu so zadanim — nevieme vymenit vSetky mince (napr. x, z). Preto
musi hrana h ostat nepouzité. Nielen Ze sme tvrdenie zo zadania dokézali, ale aj popisali,
o ktort hranu ide.



Iné koreSpondencné seminare

Okrem Matematickej olympiady sa pre studentov zakladnych aj strednych skol pocas
skolského roka organizované aj iné matematické sutaze. Patria medzi ne predovSetkym
koresponden¢né semindre. Tieto sufaze sa v detailoch istotne liSia, avsak zakladné
¢rty maju spoloéné. Pocas skolského roka prebiehaju dve casti (letnd a zimnd), ktoré
pozostavaju zvicSa z troch sérii tloh rozosielanych riesitelom do §kol alebo domov.
Riesenia sutaziaci vypracovavaji rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaju na adresu prislusného seminéra, odkial sa po niekolkych drioch az tyzdnoch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieSeniami a vysledkovou listinou. Mladsi a menej
sktseni riesitelia zvic¢sa nemusia riesit tie najzlozitejsie priklady, aby aj oni mali Sancu
ovplyvnif poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti stitaze st priblizne tridsiati
najuspesnejsi riesitelia pozyvani na tyzdnové sustredenie, ti¢ast na ktorom byva ¢asto
najsilnejSou motivaciou na rieSenie tloh. Nie je ale mozné nespomentut, ze takyto
reprezentantov Slovenska na IMO sa aktivne zapajala do viacerych z tychto seminarov.

Nizsie uvedené korespondenéné seminare (KS) st urc¢ené studentom strednych $kol,
svojim zaberom pokryvaji tizemie celého Slovenska a ¢asto maju aj riesitelov z Ceskej
republiky. Je vSak mozné, Ze vo svojom okoli najdete aj mensie sufaze podobného druhu.

Korespondenény matematicky seminar — KMS

KMS vznikol v roku 2002 spojenim Bratislavského a Stredoslovenského korespondenc-
ného matematického seminara. Organizovany je studentmi FMFI UK v Bratislave. M4
dve kategdrie. Zacinajucim a mladsim je urcenad kategdéria ALFA, pre skiisenejsich je
kategéria BETA. Rozdelenie do kategérii umoziiuje bojovat o miesta na stustredeni aj
nesktisenym Studentom, ktori by v silnej konkurencii stracali motivaciu.

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava
e-mail: kms@kms.sk
web: http://kms.sk

Sutaz talentovanych rieSitelov oblubujiicich matematiku — STROM

Seminar STROM je pokracovatelom najstarSieho korespondencéného seminara v byva-
lom Ceskoslovensku. Je organizovany z PF UPJS v Kosiciach skupinou nadsencov, vié-
S$inou byvalych riesitelov seminéara a studentov UPJS. Na organizovani sa okrem kosickej
skupiny podielaji aj Studenti pochadzajuci z vychodného Slovenska Studujici v inych
mestach v SR ¢i CR. Riesitelskt zédkladiiu m4 prevazne na vychodnom Slovensku.

STROM, PF UPJS, Jesenn4 5, 041 54 Kosice

e-mail: strom@strom.sk
web: https://strom.sk

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo semindrov zapojit, najrozumnejsie je zadania
a pravidla ndjst na internete zac¢iatkom septembra alebo zac¢iatkom januéra.
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