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O priebehu 62. ro¢nika Matematickej olympiady

Matematickd olympidada (MO) je najstarSia sutaz spomedzi predmetovych olympiad
a ostatnych postupovych sttazi ziakov zdkladnych a strednych $kol v SR. Kazdy
rok sa jej ztcastnuju tisicky riesitelov od piatakov ZS az po maturantov. Vyhlasuje
ju Ministerstvo gkolstva, vedy, vyskumu a $portu Slovenskej republiky (MSVVS SR)
v spolupraci s Jednotou slovenskych matematikov a fyzikov (JSMF). V §kolskom roku
2012/13 sa uskutoc¢nil 62. roénik MO.

Sutaz riadi Slovenska komisia Matematickej olympiddy (SKMO), ktora v 62. ro¢niku
pracovala v nasledovnom zlozeni:

Mgr. Peter Novotny, PhD., FMFI UK Bratislava, predseda

doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., mim. prof., F-PEDAS ZU Zilina, podpredseda
Mgr. Jan Brajercik, PhD., FHPV PU Presov, predseda KKMO PO

prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra, predseda KKMO NR

Mgr. Martin Kollar, PhD., FMFI UK Bratislava, predseda KKMO BA

doc. RNDr. Stanislav Krajci, PhD., PF UPJS Kosice, predseda KKMO KE

doc. RNDr. Maria Lucka, CSc., PF TU Trnava, predsednicka KKMO TT

doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, predseda KKMO ZA
RNDr. Eva Oravcovd, Gymn. J. G. T. Banska Bystrica, predsednicka KKMO BB
RNDr. Sona Pavlikovd, CSc., FCHPT STU Bratislava, predsednicka KKMO TN
RNDr. Monika Dillingerova, PhD., FMFI UK Bratislava

Mgr. Stefan Gyiirki, PhD., FCHPT STU, Bratislava

RNDr. Robert Hajduk, PhD., PF UPJS Kosice

Ing. RNDr. Frantisek Kardos, PhD., PF UPJS Kosice

doc. RNDr. Mdria Kmetovd, PhD., FPV UKF Nitra

RNDr. Jan Mazdk, PhD., PF TU Trnava

Mgr. Martin Potocny, Trojsten, FMFI UK Bratislava

RNDr. Oliver Ralik, CSc., Nitra

doc. RNDr. Roman Sotdk, PhD., PF UPJS Kosice

prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., FPV UKF Nitra

PhDr. Peter Barat, Iuventa, Bratislava, tajomnik

V priebehu 62. ro¢nika vo funkcii tajomnika na Iuvente Petra Barata vystriedala
Mgr. Maria Gajarova.

*

Priebeh a organizovanie jednotlivych k6l MO ostali rovnaké ako v predoslych roc-
nikoch, okrem pravidelnych ststredeni a medzinarodnych sufazi sa aj v tomto roc-
niku uskutocnilo Cesko-polsko-slovenské stretnutie juniorov pre najlepsich riesitelov
z kategorie C, ktoré sa prvykrat konalo v 61. rocniku MO. Nad ramec pravidelnych
pripravnych sustredeni sa podarilo zorganizovat v termine 30.11.-3.12.2012 v Hutéach
sustredenie pre cca. 50 najlepsich riesitelov krajskych kol MO predoslého roénika.
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Celostatne kolo MO (CKMO) sa konalo v diioch 17.-20.3.2013 v Kosiciach na
Prirodovedeckej fakulte Univerzity Pavla Jozefa Safirika. Organizaciu skomplikovalo
nevydarené verejné obstaravanie, zdroje na CK MO sa nastastie podarilo zabezpecit
¢lenovi SKMO RNDr. Rébertovi Hajdukovi, PhD., ktory mal spolu s ostatnymi ko-
legami z PF UPJS hlavnt zasluhu na zdarnom priebehu sttaze. Podakovanie patri aj
sponzorom CK MO: spolo¢nosti ALBI, ktora pravidelne pre CK MO poskytuje ako ceny
vyborné spolocenské hry a zdruzeniu Kosice IT Valley, ktoré prvym trom venovalo ¢i-
tacky knih. Knizné ceny poskytli tiez predseda Kosického samospravneho kraja a dekan
PF UPJS.

Mesiac po CKMO sa uskutocnilo vyberové sustredenie, na ktorom sa rozhodlo
o zlozeni druzstiev pre Medzindrodni matematickt olympiddu (IMO) a Stredoeurép-
sku matematicka olympiddu (MEMO). Nasledované bolo pripravnym sustredenim pre
obe druZstva. Z pripravnych medzinarodnjch akcii sa popri tradi¢nom Cesko-polsko-
slovenskom stretnuti (konalo sa v CR) uskuto¢nilo aj spoloéné pripravné stistredenie
IMO-druzstiev CR a SR. Finanéne ho zabezpeéuje Spolo¢nost Otakara Bortivky a od-
borne Ustredny vibor Matematickej olympiady v CR. Treba pripomentf, ze podobné
akcia na Slovensku neprebieha, a aspomn na tomto mieste sa chceme podakovat ¢eskym
kolegom za pravidelné pozyvanie.

Na 54. IMO v Kolumbii sme ziskali jednu strieborntt medailu, tri bronzové medaily
a dve Cestné uznania. Na 7. MEMO v Madarsku sme ziskali dve strieborné a tri bronzové
medaily. Kazdej sttazi je v ro¢enke venovand osobitnéd kapitola. V suvislosti s cestami
na IMO a MEMO patri nasa vdaka tajomnicke SKMO Mgr. Marii Gajarovej, ktord
tento rok organizacne zabezpecovala vybavenie vSetkych cestovnych nélezitosti.

Matematicka olympidda by neexistovala bez zaujimavych a originalnych tloh. O ich
pripravu sa stard Ulohova komisia MO, ktord mame spoloént s Ceskou republikou.
Kazdoro¢ne sa konaji dve zasadnutia komisie, jedno v CR, jedno na Slovensku.
V 62. ro¢niku sa uskutocnili v novembri 2012 v Znojme a v méaji 2013 v Bratislave.
Ulohova komisia mé4 dve sekcie, jednu pre stredoskolské kategérie (sekcia ABC), druht
pre kategérie pre ZS (sekcia Z). Zo Slovenska jej ¢lenmi v $kolskom roku 2012/13 boli:

doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., mim. prof., F-PEDAS ZU Zilina, sekcia ABC
PaedDr. Svetlana Bedndrovd, PhD., Gymn. I. Kraska, Rimavska Sobota, sekcia Z
RNDr. Monika Dillingerova, PhD., FMFI UK Bratislava, sekcia Z

Mgr. Miroslava Farkas-Smitkovd, PhD., FEI STU Bratislava, sekcia Z

Mgr. Veronika Hucikovd, SvVF STU Bratislava, sekcia Z

RNDr. Tomas Jurik, PhD., VSE Kosice, sekcia ABC

RNDr. Jan Mazdk, PhD., PF TU Trnava, sekcia ABC

Mgr. Erika Novotna, PhD., Datavard Bratislava, sekcia Z

doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, sekcia ABC

Mgr. Peter Novotny, PhD., FMFI UK Bratislava, sekcia ABC

V rocenke uvaddzame zadania vSetkych tloh kategorii Z5 az Z9 a zadania aj rieSenia
vsetkych uloh kategorii A, B, C.

Vymyslat nové tlohy do MO nie je jednoduché, tlohova komisia preto uvita zaslanie
zaujimavych navrhov na tlohy aj od autorov, ktori nie si jej clenmi. Navrhy je mozné
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posielat napriklad na adresu skmo@skmo.sk, najlepSie aj s menom autora, s rieSenim
a s odhadom, do ktorej kategoérie sa tloha hodi.

V decembri 2009 bola zalozena a spustena oficidlna internetova stranka SKMO. Jej
adresa je skmo.sk a zverejniujeme na nej vsetky terminy a dokumenty tykajice sa MO
(archiv zadani a rieSeni uloh, poradia vSetkych krajskych a vyssich kél, atd.). Okrem nej
mozno na internete najst viacero stranok suvisiacich s MO. Spomenme aspon niektoré
z nich:

skmo.sk — oficidlna stranka SKMO,

www.olympiady.sk — stranka Iuventy,
www.uan.edu.co/imo2013/en/ — stranka 54. IMO v Kolumbii,
imo-official.org — oficidlna stranka IMO,

kms.sk — stranka koresponden¢ného seminara KMS,

iksko.org — stranka koresponden¢ného seminara iKS.

Zaver tvodu tejto roc¢enky by sme radi vyuzili na podakovanie vSetkym ucitelom
a nadSencom, ktori pripravuju ziakov na MO a podielaju sa na propagécii a organizacii
MO na skolach. Uznanie patri tiez pracovnikom okresnych a krajskych komisii MO,
skolskych tradov a centier volného ¢asu, ktori zabezpecuju jednotlivé kola. Napokon,
dakujeme pracovnikom Iuventy podielajicim sa na organizacii CK MO, distribucii Gloh,
komunikécii s MSVVS SR a administrative stvisiacej s financovanim MO.

Peter Novotny, predseda SKMO
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Vysledky

Celostatne kolo kategoérie A

Filip HANZELY
Martin VODICKA
Jakub SAFIN
Miroslav STANKOVIC
Patrik BAK

BUI Truc Lam

Marko PUZA

Jakub DARGAJ
Vladimir MACKO

Vitazi
4 G A.Pridavka, Sabinov
4 G Alejovéa, Kosice
4 G P. Horova, Michalovce
3 G Postova, Kosice
2 G Sobrance
2 G Grosslingova, Bratislava
3 G Postova, Kosice
3 G Postova, Kosice
4 G L. Stuara, Zvolen

Dalsi uspesni riesitelia

Eduard BATMENDIJN
Tamas BALOGH
Marta KOSSACZKA
Toméas GONDA

Zhen Ning David LIU
Dusan KAVICKY
LCudmila SIMKOVA
Jaroslav PETRUCHA
Martin SMOLIK
Michal HLEDIK

Matias HALAJ
Matas HLAVACIK
Lészl6 MAZIK
Samuel SUCIK
Lucia MAGUROVA
Milan SMOLIK
Ivan MASAN
Tatiana MATEJOVICOVA
Marek GALAJDA
Filip POKRYVKA
Maté SKODA
Jakub BAHYL
Drahomir MROZEK
Peter POLACIK

2 Cirk. g. sv. Mikulésa, St. Lubovna
3 G P.Pazmana, Nové Zamky

4 G Grosslingova, Bratislava

4 G Grosslingova, Bratislava

3 G Grosslingova, Bratislava

4 G Jura Hronca, Bratislava

3 G Parovska, Nitra

4 G Metodova, Bratislava

4 G Grosslingova, Bratislava

4 G Jura Hronca, Bratislava

Ostatni riesitelia

3 G J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 G Alejova, Kosice

4 G H. Selyeho, Koméarno

2 G Jura Hronca, Bratislava

4 G Postova, Kosice

4 G Jura Hronca, Bratislava

4 SPMNDaG, Bratislava

3 G Jura Hronca, Bratislava

4 G sv.T. Akvinského, Kosice

3 G J. Jesenského, Banovce n. Beb.
4 G H. Selyeho, Koméarno

4 G Varsavska, Zilina

4 G Pezinok

4 G M. Hattalu, Trstena

TTTTTT
TTTTTT
47TTTTT
477776
547TTT
546776
357672
T7T1572
260677

370737
701675
261773
056572
155670
351671
431372
270712
060507
310760

150631
161071
020373
101670
002372
060611
040612
100372
101171
011611
310510
111132
030001
100110

42
42
39
38
37
35
30
29
28

27
26
26
25
24
23
20
19
18
17

16
16
15
15
14
14
13
13
11
10
10
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Uspesnost jednotlivych tiloh je zaznamenané v tabulke.

Z prislusného kraja a v prislusnej kategorii A, B, C a Z9 st uvedeni vSetci, resp. aspon

Pocet Spolu Cislo tlohy

bodov 1. 2. 3. 4. 5. 6.
7 bodov | 55 4 7 6 10 | 21 7
6 bodov| 20 0 5 2 10 1 2
5 bodov| 13 2 5 1 4 0 1
4 body 6 3 3 0 0 0 0
3 body 16 5 2 0 4 3 2
2 body 14 3 1 1 0 0 9
1 bod 38 8 4 10 3 6 7
0 bodov| 36 8 6 13 2 2 5
Priemer | 3,58 ,39 13,88 12,15(5,00(5,09]2,9

prvych 10 tspesnych riesitelov.

=

Krajské kola

Kraj Bratislava

BUI Truc Lam

Marta KOSSACZKA
Tomés GONDA

Dusan KAVICKY

Milan SMOLIK

Jaroslav PETRUCHA
Zhen Ning David LIU
Tatiana MATEJOVICOVA

. Michal HLEDIK
. Ivan MASAN

Drahomir MROZEK
Martin SMOLIK
Samuel SUCIK

KATEGORIA A

2 Gymnézium Grosslingova
4 Gymnéazium Grosslingova
4 Gymnézium Grosslingova
4 Gymnézium Jura Hronca
4 Gymnéazium Jura Hronca
4 Gymnéazium Metodova

3 Gymnéazium Grosslingova
3 Gymnézium Jura Hronca
4 Gymnéazium Jura Hronca
4 SpMNDaG Skalicka

4 Gymnazium Pezinok

4 Gymnézium Grosslingova
2 Gymnézium Jura Hronca
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BUI Truc Lam
Samuel SUCIK
Matej KRALIK
Ema KRAKOVSKA
Barbora LAKOTOVA
Maridn LONGA
Martin MURIN
Ondrej BOHDAL
Matas RAKO
Michal BELAK
Michal STURC

. Zuzana FRANKOVSKA

Juraj MAJEK

Simona VESELA

Peter RALBOVSKY
Filip HUSAR

Daniel LISY

Juraj HALABRIN
Jakub Jozef KOJDA
Tomas BANHEGYI
Matej CHOMA
Jaroslava KOKAVCOVA

Juraj HALABRIN
Samuel KARABA
Martin HOZ

Tomas BELAJ
Martin CULEN
Maros MALY

Jana BUBAKOVA
Peter CSICSAY
Michal CHVILA
Daniel KUKLOVSKY
Zuzana NEOGRADYOVA

VYSLEDKY

KATEGORIA B

Gymnazium Grosslingova
Gymnéazium Jura Hronca
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
SpMNDaG Skalicka

Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnézium Grosslingova

KATEGORIA C

Gymnéazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
SpMNDaG Skalické
Gymnéazium sv. Ursule
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
SpMNDaG Skalicka
Gymnazium Jura Hronca
Gymnéazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova

KATEGORIA Z9

Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Jura Hronca
ZS Vazovova

ZS Vazovova

SpMNDaG Skalicka

ZS Kupeckého, Pezinok
Gymnazium Jura Hronca
ZS Vyvojova

ZS Solosnica

ZS dr.J. Dérera, Malacky
ZS Matky Alexie

11
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Taméas BALOGH
Laszl6 MAZIK
Maté SKODA
LCudmila SIMKOVA

Katarina MARCEKOVA
Roman KLUVANEC
Jan GAJDICA

Tamés SARAI

Branislav KRAMAR
Tibor ROZSA

Arek ANTONIEWICZ
Matis BAFRNEC
D4avid BUGAR

Kristina PRESINSK A

Lucia TODOVA
Tomas DANIS

Gergely BUKOVSZKY
Samuel VALACH
Taméas VARGA

Tomas BENES
Tamara BARUSOVA
Mihaly KOTIERS
Péter KULCSAR SZABO
Michal PORUBSKY
Andrea SZABO

Géza CSENGER
Natéilia HOLKOVA
Ott6 IZSOF

Samuel NOVELINKA

Kraj Nitra

KATEGORIA A

3 Gymnézium P. Pazmana, Nové Zamky
4 Gymnéazium H. Selyeho, Komarno

4 Gymnézium H. Selyeho, Komarno

3 Gymnézium Péarovska, Nitra

KATEGORIA B

Gymnéazium Pérovska, Nitra
Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnéazium Topol¢any

Gymnazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnazium J. Krala, Zlaté Moravce
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnéazium Parovska, Nitra

KATEGORIA C

Gymnéazium Péarovska, Nitra
Spojena skola Nové Zamky
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnézium L. J. Suleka, Komérno
Gymnéazium H. Selyeho, Komérno
Gymnazium A. Vrabla, Levice
Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnéazium sv. Cyrila a Metoda, Nitra
Gymnéazium H. Selyeho, Komérno

KATEGORIA Z9

ZS Prace, Koméarno
ZS Ivanka pri Nitre
ZS s VJM, Sokolce
ZS Mocenok
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Simona ORAVECOVA

. Martin BENC

Jozef JOZA
Tamés PIVODA

. Viktéria BORGULOVA

Matej MACAK
Méark RANCSO

VYSLEDKY

ZS Komenského, Komérno

ZS sv.Don Bosca, Zlaté Moravce

7S Bernolakova, Sala

ZS J.Kossanyiho s VJM, Sviity Peter
ZS Ristiovee

Gymnéazium A. Vrabla, Levice

ZS s VJM, Pribeta

Kraj Trnava

KATEGORIA A

V kategorii A neboli ziadni tispesni riesitelia.

KATEGORIA B

. Jozet BUCKO

Tamés PAMMER

Gymnézium P.de Coubertina, Piestany
Gymnézium I. Madéacha s VJM, Samorin

KATEGORIA C

Pal SOMOGYI

Samuel OBUCH

Ondrej CERNEK

Matej BENKO

Jessica KONDERKOVA
Dominika DUROVCIKOVA
Noémi MERVA

Gymnézium I. Madéacha s VJM, Samorin
Gymnazium J. Hollého, Trnava
Gymnézium P. de Coubertina, Piestany
Gymnézium P. de Coubertina, Piestany
Gymnazium Z. Kodalya, Galanta
Gymnazium I. Kupca, Hlohovec
Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda

KATEGORIA Z9

Fridrich CSOLTKO

Ondrej SAKACI

Lenka BACHORIKOVA
Nikolas PATRIK

Gergé TAKACS

Martin MAJTAN

Adrian TULUSAK

Magdaléna KUBINCOVA
Veronika Andrea POLAKOVA

ZS B.Bartéka s VIM, Velky Meder
7S Brezové, Piestany

ZS Vancurova, Trnava

ZS Mojmirova, Piestany

ZS Z.Kodalya s VJM, D. Streda

ZS Leopoldov

ZS Trstin

ZS J. Hollého, Madunice

ZS Nam. SI. U¢. Tovarisstva, Trnava

13
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Kraj Trencin

KATEGORIA A

3 Gymnéazium J. Jesenského, Banovce n. Bebr.

KATEGORIA B

Adam MECIAR
Frantisek DRACEK
Pavel MADAJ
Martin DZURIK
Jaromir MIKULEC
Filip AYAZI

Gymnazium V. B. Nedozerského, Prievidza
Gymnazium Povazska Bystrica

Gymnéazium V. B. Nedozerského, Prievidza
Gymnézium L. Stara, Trenéin

Gymnazium sv. Jozefa, Nové Mesto n. Vahom
Gymnézium L. Sttra, Trenéin

KATEGORIA C

Lukas KOTLABA

Lubica JANCOVA

Samuel ZACHARA
Robert BRACHNA
Milan ZONGOR

Gymnézium L. Sttra, Trenéin
Gymnézium L. Sttra, Trenéin
Gymnazium J. Braneckého, Trencin
Gymnazium Povazska Bystrica
Gymnézium L. Sttra, Trenéin

KATEGORIA Z9

Paulina PODSKUBOVA
Adam JURENKA
Alexandra RYBARIKOVA
Jan HUNAK

Marek BORIK

Kristina BALAZOVICOVA
Tomas HROMADIK
Miroslav JURKECH
Lucia KYSKOVA

Kristina MECIAROVA
Marek STOSIC

ZS Dlhé Hony, Trencin

7S Nova Bosaca

7S Mladeznicka, Pichov

ZS Dlhé Hony, Trenéin

ZS Duklianska, Banovce nad Bebravou
ZS Duklianska, Banovce nad Bebravou
ZS Slov. partizanov, Povazska Bystrica
7S S.Zavodnika, Pruzina

ZS Tematinska, Nové Mesto nad Vahom
ZS Dlhé Hony, Trenéin

ZS Duklianska, Banovce nad Bebravou
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Jakub BAHYL
Peter POLACIK

. Lukas SADLEK

Filip SVABIK
Tatiana ZBONCAKOVA
Martina ZEMBJAKOVA

Daniel BACKOV

Samuel SLADEK

Adam KRAL

Eva BRANISOVA

Peter SUKENIK

Emilia MLYNARCIKOVA
Michal SLADECEK
Matas VACULIK

Jan CHUDY

Barbora STACHOVA

Filip KULLA
Michal SANDANUS
Rébert DRUSKA
Martin PIALA
Matas GALBA
Andrea KOMOVA
Tomés MIKSIK
Maximilan MOLNAR
Martin BAZGER
Adam RADVAN
Erik WETTER

VYSLEDKY 15
Kraj Zilina
KATEGORIA A

4 Gymnézium Varsavska, Zilina,
4 Gymnéazium M. Hattalu, Trstena

KATEGORIA B

Gymnézium J. M. Hurbana, Cadca
Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnézium J. M. Hurbana, Cadca
Gymnézium M. Hattalu, Trstena

KATEGORIA C

Gymnazium Ruzomberok

Gymnéazium A. Bernoldka, Namestovo
Gymnézium Varsavska, Zilina
Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnézium Varsavsk4, Zilina

Bilingvéalne gymnéazium M. Hodzu, Sucany
Gymnézium Varavska, Zilina
Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnézium J. M. Hurbana, Cadca

KATEGORIA Z9

Bilingvalne gymnazium M. Hodzu, Sucany
ZS Karpatska, Zilina

ZS Liptovska Tepla

ZS Sv. Gorazda, Zilina

7S Okoli¢ianska, Lipt. Mikulas

ZS Sv. Gorazda, Zilina

ZS Karpatska, Zilina

Ev. gymnézium J. Tranovského, Lipt. Mikulas
ZS Podvysoka

ZS Mieru, Bytéa

Bilingvéalne gymnéazium M. Hodzu, Sucany
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Matus HALAJ

. Vladimir MACKO

. Norbert BARLO

Milan KUBALA

Tomas TEREM

Lucia MARCINEKOVA
Tomas KOLEDA

Bence BIAL

Samuel SCHNEIDER
Tomas SMADO
Emanuel TESAR
Martin SKLENAR

. Matas PAVLUS

. Jozef LIPTAK

Matyas PELLE
Bernadett NOVAKOVA
Libor SASAK

Adam DOBROVIC
Michaela RAFAJOVA

Patrik BAK
Martin VODICKA
Miroslav STANKOVIC

Kraj Banska Bystrica

KATEGORIA A

3 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnézium L. Stira, Zvolen

KATEGORIA B

Gymnazium Tornala

KATEGORIA C

Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnézium Filakovo

Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium B. S.-Timravy, Lucenec
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium B. S.-Timravy, Lucenec

KATEGORIA Z9

ZS P. Jilemnického, Zvolen

ZS M. Tompu, Rimavska Sobota
ZS B. Balassiho, Vinica

ZS Podbrezova

ZS J.Horéka, Banska Stiavnica
ZS J.Simana, Valaska

Kraj Kosice

KATEGORIA A

2 Gymnézium Sobrance
4 Gymnazium Alejova, Kosice
3 Gymnézium Postova, Kosice



-

Jakub SAFIN

. Jakub DARGAJ

Matus HLAVACIK
Lucia MAGUROVA
Marko PUZA
Marek GALAJDA

Patrik BAK

Katarina KRAJCIOVA
Peter KOVACS

Rébert SCHONFELD
Roman STANO

Peter VOOK

Tomas KEKENAK
Zaneta SEMANISINOVA
Daniel ONDUS

Petra PLSKOVA
Henrieta MICHELOVA
Patrik LENART

David NGUYEN
Kristina MISLANOVA
René Michal CEHLAR
Lukas HAVRISAK
Viktor PRISTAS
Simon SOTAK

Jakub MACH

Martin MASRNA

Juraj MICKO

Veronika DEMCAKOVA
Jakub GENCI

Zoltén HANESZ

Samuel KRAJCI

Adam URBAN

Peter DRAGUN

Slavka MAGUROVA

VYSLEDKY

4 Gymnéazium P. Horova, Michalovce

3 Gymnazium Postova, Kosice

4 Gymnazium Alejova, Kosice

4 Gymnazium Postova, Kosice

3 Gymnéazium Postova, Kosice

4 Gymnéazium sv. T. Akvinského, Kosice

KATEGORIA B

Gymnazium Sobrance

Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice

KATEGORIA C

Gymnazium S. Maraiho, Kosice
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnézium Postova, Kosice
Gymnazium Alejova, KoSice
Gymnazium Park mladeze, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium S. Maraiho, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice

KATEGORIA Z9

ZS Krosnianska, Kogice

ZS Krosnianska, Kosice

ZS Krosnianska, Kosice

7S M. Lechkého, Kogice

ZS Krosnianska, Kogice

ZS S.Maraiho s VJM, Kosice
Gymnazium Alejova, Kosice
ZS S.Maraiho s VJM, Kosice
ZS Krymska, Michalovce

ZS Okruzna, Michalovce
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Eduard BATMENDIJN
Filip HANZELY

Dominik DROZD
Peter JEVCAK
Zuzana KOSELOVA

Slavomir HANZELY
Rébert KLUCAR

Jan KURIMSKY

Michal SCUR

Michal CIRIP

Samuel STASKO
Katarina SIMKOVA
Klaudia BACHLEDOVA
Lucia JAKUBIKOVA
Samuel MOLCAN

Miroslava BARANOVA
Daniela PITTNEROVA
Tadeds PETRAS

Patrik SEMANAK

Filip Daniel FEDIN
Natalia ABTOVA
Angelika FEDAKOVA
Ivana HELDAKOVA
Maria KOCUREKOVA
Sotia MAGDOLINICOVA
Ondrej SEKERAK
Katarina SCUROVA
Miroslava STEFCAKOVA

Kraj Presov

KATEGORIA A

2 Cirk. gymnazium sv. Mikulaga, St. Luboviia
4 Gymnéazium A. Pridavka, Sabinov

KATEGORIA B

Gymnézium Daxnerova, Vranov nad Toplou
Gymnéazium arm. gen. L. Svobodu, Humenné
Gymnézium J. A. Raymana, Presov

KATEGORIA C

Gymnézium A.Pridavka, Sabinov
Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium sv. Moniky, Presov
Gymnazium L. Stéckela, Bardejov
Gymnazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium J. A. Raymana, Presov
Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium P. O. Hviezdoslava, Kezmarok
Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Gymnézium J. A. Raymana, Presov

KATEGORIA Z9

ZS Spisska Teplica

ZS J.Svermu, Humenné

7S Dr. Fischera, KeZmarok
ZS Dr. Fischera, Kezmarok
ZS Studentska, Snina

ZS Dr. Fischera, KeZzmarok
78 svitého Cyrila a Metoda, Stara Luboviia
7S Sv.Kriza, Kezmarok

7S Hviezdoslavova, Lipany
ZS Studentsk4, Snina

ZS Hrnéiarska, Humenné

ZS Pod Vinbargom, Bardejov
7S Hviezdoslavova, Lipany



Zadania sutaznych ualoh
KATEGORIA Z5

Z5—-1-1

Mamicka zaplatila v knihkupectve 270 €. Platila dvoma druhmi bankoviek, dvadsateu-
rovymi a pitdesiateurovymi, a presne. Kolko ktorych bankoviek mohla pouzit? Uvedte
vSetky mozZnosti. (Marie Krejéova)

Z5 —-1-2
Pat napisal na tabulu ¢udny priklad:
550 4 460 + 359 + 340 = 2012.

Mat to chcel napravif, preto patral po nezndmom ¢isle, ktoré by pripoé¢ital ku kazdému
z piatich uvedenych ¢isel, aby potom bol priklad vypocitany spravne. Aké to bolo ¢islo?
(Libuse Hozova)

Z5—-1-3

Rudo dostal na narodeniny budik. Mal z neho radost a nastavil na nom presny cas.
Odvtedy kazdé rano, ked vstaval (vratane sobdt, nediel a prazdnin), stlac¢il presne na
4 sekundy tlac¢idlo, ktorym sa osvetluje cifernik. Pritom si vSimol, Ze pocas stlacenia
tlacidla je cas na budiku zastaveny. Inak sa ale budik vébec neoneskoruje. Popoludni
11. decembra sa Rudo pozrel na svoj budik a zistil, ze ukazuje presne o 3 mintty menej,
ako by mal. Aky je ddtum Rudovych narodenin? (Michaela Petrova)

Z5—-1-14

Cervik sa sklad4 z bielej hlavy a niekolkych &lankov, pozri obr. 1.

SO0

Obr.1

Ked sa Cervik narodi, ma hlavu a jeden biely ¢lanok. Kazdy den pribudne cGervikovi
novy ¢lanok jednym z nasledujtcich spésobov:
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e bud sa niektory biely ¢lanok rozdeli na biely a sivy (obr. 2a);
e alebo sa niektory sivy ¢lanok rozdeli na sivy a biely (obr.2b).

O-00 @00

Obr. 2a Obr. 2b

(V oboch pripadoch opisujeme situéciu pri pohlade na éervika od hlavy.) Na $tvrty den
¢ervik dospieva a dalej nerastie — jeho telo sa skladé z hlavy a Styroch ¢lankov. Kolko
najviac roznych farebnych variantov dospelych ¢ervikov tohto druhu moze existovat?

(Erika Novotna)

Z5—-1-5

Vypocitajte 3-15+20 : 44-1. Potom doplite do zadania jeden alebo viac parov zatvoriek
tak, aby vysledok bol:

a) ¢o najvicsie celé ¢islo,

b) ¢o najmensie celé ¢islo. (Marta Volfova)

Z5—-1-6

Sedem trpaslikov sa postavilo po obvode svojej zahradky, do kazdého rohu jeden, a napli
medzi sebou povraz okolo celej zahrady. Snehulienka vysla od Kyblika a isla pozdiz
povrazu. Najskor isla Styri metre na vychod, kde stretla Vedka. Od neho pokracovala
dva metre na sever, kym dorazila k Dudrosovi. Od Dudrosa isla na zapad a po dvoch
metroch natrafila na Plagka. Dalej pokracovala tri metre na sever, az dosla k Smejkovi.
Vydala sa na zapad a po $tyroch metroch stretla Kychala, odkial jej zostavali tri metre
na juh k SpachtoSovi. Nakoniec pozdlZ povrazka dosla najkratsou cestou ku Kyblikovi

a tym obisla celt zdhradu. Kolko metrov $tvorcovych mé celd zahrada?
(Martin Mach)

Z5—-1I -1

Na tabore sa skauti vazili na starodavnej vahe. Veduci ich upozornil, ze vaha sice nevazi
spravne, ale rozdiel medzi skutoénou a nameranou hmotnostou je vzdy rovnaky. Misovi
véha ukazala 30 kg, Emilovi 28 kg, ale ked si stupli na vahu obaja naraz, ukdzala 56 kg.
Ak4 bola skuto¢nd hmotnost Misa a Emila? (Marta Volfova)

Z5 - 11— 2

Na obr. 3 je stavba zlepena zo 14 rovnakych kococok. Stavbu chceme zo vSetkych stran
ofarbit, teda aj zospodu. Aka bude celkova spotreba farby, ked 10 mililitrov farby staci
na ofarbenie jednej celej kococky? (Martin Mach)
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Obr. 3

Z5—-11-3

Radka dostala rdno v den svojich narodenin velké balenie lentiliek. Kazdy den poobede
lentilky maskrtila, a to tak, Ze v pracovny den (t.j. mimo vikendu) si vzala vzdy
3 lentilky a kazda sobotu aj nedelu si ich vzala 5. Isty den vecer zistila, Ze zjedla
prave 111 lentiliek. Ktory den v tyzdni mohla mat Radka narodeniny? Najdite obe
moznosti. (Eva Patakova)

KATEGORIA Z6

Z6 - 1-1
Lubo$ si mysli trojciferné prirodzené ¢&islo, ktoré ma vsetky svoje cifry neparne. Ak

k nemu pripocita 421, dostane trojciferné c¢islo, ktoré nema ani jednu svoju cifru
neparnu. Nédjdite vSetky ¢isla, ktoré si moze Lubos myslief. (Libor Simtinek)

Z6 —1— 2

Na obr. 4 st vyznacené mrezové body Stvorcekovej siete, z ktorych dva sit pomenované
A a B. Nech bod C je jeden zo zvysnych mrezovych bodov. Najdite vSetky mozné
polohy bodu C' tak, aby trojuholnik ABC mal obsah 4,5 stvoréeka. (Erika Novotna)

Obr. 4
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Z6 — 1 -3

Obri Koloman a Bartolomej hovoria niektoré dni iba pravdu a niekedy iba klamu.
Koloman hovori pravdu v pondelok, v piatok a v nedelu, ostatné dni klame. Bartolome;j
hovori pravdu v stredu, stvrtok a piatok, ostatné dni klame.
a) Urcte, kedy méze Koloman povedat: ,,Véera som hovoril pravdu.
b) Jedného dna obaja povedali: ,,Véera som klamal.“ V ktory den to bolo?
(Marta Volfova)

Z6 - 1—-14
Eva ma tri listocky a na kazdom z nich je napisané jedno prirodzené ¢islo. Ked vynasobi

medzi sebou vSetky mozné dvojice cisel z listockov, dostane vysledky 48, 192 a 36. Ktoré
¢isla st napisané na Evinych listockoch? (Erika Novotna)

Z6 - 1-5

Na obr. 5 je utvar zloZeny z dvanastich zhodnych kociek. Na kolko roznych miest mozeme
premiestnit tmav kocku (oznacenu Sipkou), ak chceme, aby sa povrch zostaveného

telesa nezmenil?
'Z e

Obr. 5
Rovnako ako pri pévodnom telese sa aj pri novom telese musia kocky dotykat celymi
stenami. Poloha svetlych kociek sa menif nemoze. (David Reichmann)
Z6 -1-6

Obsluhujtci v bufete U Svindliara vidy zapoditava platiacemu hostovi do Gétu aj
V septembri sa v bufete dvakrat zisla trojica priatelov. Prvykrat platil kazdy z nich
zvlast, obsluhujuci teda vzdy pripisal ddtum a ziadal od kazdého 1,68€. O Styri dni
tam olovrantovali znova a dali si presne to isté ¢o minule. Tentoraz vsak jeden platil za
vSetkych dokopy. Obsluhujtci teda pripisal datum do Uc¢tu iba raz a vypytal si 4,86 €.
Priatelom sa nezdalo, Zze aj ked sa ceny v jeddlnom listku nezmenili, maja olovrant

lacnej$i ako minule, a podvod odhalili. Kolkého septembra préave bolo, ked podvod
odhalili? (Libor Simiinek)
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Z6 —1I — 1
Pat napisal na tabulu priklad:

589 + 544 + 80 = 2013.

Mat chcel priklad opravit, aby sa obe strany naozaj rovnali, a patral po neznidmom
¢isle, ktoré potom k prvému séitancu na lavej strane pripocital, od druhého séitanca
ho odcital a tretieho s¢itanca nim vynasobil. Po prevedeni tychto operacii bol priklad
vypocitany spravne. Aké ¢islo Mat nasiel? (Libuse Hozova)

Z6 — 11 — 2

Lenka si mysli dve dvojciferné ¢isla. Jedno mé obe cifry parne a druhé obe nepéarne.
Ked obe ¢isla sé¢ita, dostane opiit dvojciferné ¢islo, ktoré mé prvu cifru parnu a druht
neparnu. NavySe nam Lenka prezradila, ze vsetky tri dvojciferné c¢isla st nasobkami
¢isla tri a jedna z neparnych cifier je 9. Aké ¢isla si mohla Lenka mysliet? Néajdite
vSetky moznosti. (Veronika Hucikova)

Z6 — 11 - 3
Stvoruholnik ABC'D mé nasledujtice vlastnosti:
e strany AB a CD st rovnobezné,
e pri vrchole B je pravy uhol,

e trojuholnik ADB je rovnoramenny so zakladnou AB,
e strany BC' a C'D st dlhé 10 cm. Uréte obsah tohto Stvoruholnika. (Jan Mazék)

KATEGORIA Z7

Z7-1-1

Na obr. 6 je Sest krtzkov, ktoré tvoria vrcholy Styroch trojuholnikov. Napiste do krazkov
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navzajom rozne jednociferné prirodzené ¢isla tak, aby v kazdom trojuholniku platilo,
ze Cislo vnutri je sictom cisel napisanych v jeho vrcholoch. Najdite vSetky riesenia.
(Erika Novotna)

27 —-1-— 2

Pred nasou skolou je kvetinovy zahon. Jednu pétinu vsetkych kvetov tvoria tulipany,

dve devitiny narcisy, Styri piatnastiny hyacinty a zvySok su sirotky. Kolko kvetov je

celkom na zéhone, ak zo ziadneho druhu ich nie je viac ako 60 ani menej ako 307
(Michaela Petrova)

27 -1-3

Obri Bartolomej a Koloman hovoria niektoré dni iba pravdu a niektoré dni iba klama.
Bartolomej hovori pravdu iba cez vikendy, ostatné dni klame. Koloman hovori pravdu
v pondelok, v piatok a v nedelu, ostatné dni klame.
Jedného dna Bartolomej povedal: ,,Vcéera sme obaja klamali.*
Koloman vsak nesthlasil: ,,Aspon jeden z néas hovoril véera pravdu.“
Ktory den v tyzdni mozu obri viest takyto rozhovor?
(Marta Volfova, Vojtéch Zadnik)

Z7—-1-4

Pani ucitelka napisala na tabulu nasledujuce ¢isla:
1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34, 37, 40, 43.

Dve susedné ¢isla sa lisia vzdy o rovnaka hodnotu, v tomto pripade o 3. Potom z tabule
zotrela vSetky ¢isla okrem 1, 19 a 43. Dalej medzi ¢isla 1 a 43 dopisala niekolko celych
Cisel tak, ze sa kazdé dve susedné ¢isla opit ligili o rovnakt hodnotu a pritom Ziadne
¢islo nebolo napisané viackrat. Kolkymi sposobmi mohla pani ucitelka ¢isla doplnit?

(Karel Pazourek)

27 -1-5

V Sportovom areali je upravend plocha tvaru obdlznika ABCD s dlhsou stranou AB.
Uhlopriecky AC a BD zvieraju uhol 60°. BeZci trénuju na velkom okruhu ACBDA
alebo na malej drdhe ADA. Mojmir bezal desatkrat po velkom okruhu a Vojtech
pitnastkrat po malej dréhe, teda pétnastkrat z A do D a pitnastkrat z D do A.
Dokopy ubehli celkom 4,5km. Ak4 dlhé je uhlopriecka AC? (Libuse Hozova)

27 -1-6

Maéame Stvoréekovu siet so 77 mrezovymi bodmi. Dva z nich st oznacené A a B ako
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na obr.7. Bod C' nech je jeden zo zvys$nych mrezovych bodov. Najdite vSetky mozné
polohy bodu C' tak, aby trojuholnik ABC' mal obsah 6 Stvoréekov. (Erika Novotna)

Obr. 7

Z7—-11-1

Dedo Vendelin iSiel so svojimi dvoma vnukmi Cyrilom a Metodom ktpif rybarske pruty
a dalSie potreby. Cena nakupu zaujala Cyrila aj deda. Islo o Stvorciferné ¢islo, v ktorom

.....

.....

dvoch cifier. Deda vsak zaujalo ¢islo preto, lebo bolo stc¢inom jeho veku a veku oboch
vnukov, pritom kazdy z vnukov mal viac ako jeden rok. Kolko rokov mal dedo Vendelin
a kolko jeho vnuci? (Libuse Hozova)

Z7 — 11 -2

Petra ma rovnostranny trojuholnik ABC'. Najskor trojuholnik prehla tak, aby bod A
splynul s bodom C'. Potom vzniknuty atvar prehla tak, ze bod B splynul s bodom C.
Tento utvar potom obkreslila na papier a zistila, Ze jeho obsah je 12 cm?. Uréte obsah
povodného trojuholnika. (Erika Novotna)

Z7—-11-3

Do skladu priviezli cement vo vreciach po 25 kg a po 40 kg. Mensich vriec bolo dvakrat

.....

nespomenul, kolko je ktorych. Veduci si myslel, Zze vSetky vrecia vazia 25 kg. Nahlaseny
pocet vriec teda vynasobil ¢islom 25 a vysledok zadokumentoval ako hmotnost dodavky

.....

kg cementu, kolko vedici zapisal. Kolko kg cementu ostalo? (Libor Simiinek)
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KATEGORIA Z8

Z8 -1-1

Suéin troch prirodzenych ¢isel je 600. Keby sme jedného ¢initela zmensili o 10, zmensil
by sa stcin o 400. Keby sme namiesto toho jedného ¢initela zvicsili o 5, zvicsil by sa
stcin na dvojnasobok povodnej hodnoty. Ktoré tri prirodzené ¢isla maju tato vliastnost?

(Libuse Hozova)

Z8 —1— 2

Stano zlozil 7 zhodnych utvarov, kazdy zlepeny z 8 rovnakych sivych kociek s hranou
1cm tak ako na obr. 8.

Obr. 8

Potom vsetky ponoril do bielej farby a nasledne kazdy z atvarov rozobral na pévodnych
8 dielov, ktoré tak mali niektoré steny sivé a iné biele. Pridal k nim este 8 novych kociek,
ktoré boli rovnaké ako ostatné, akurat celé biele. Zo vsetkych kociek dokopy zlozil jednu
velkt kocku a snazil sa pritom, aby ¢o najvicsia ¢ast povrchu vzniknutej kocky bola
siva. Kolko cm? povrchu bude uréite bielych? (Martin Mach)

Z8 -1-3

Dedo zabudol stvorciferny kéd svojho mobilu. Vedel len, Zze na prvom mieste nebola
nula, ze uprostred boli bud dve Stvorky alebo dve sedmicky alebo tiez Stvorka so
sedmickou (v nezndmom poradi) a Ze sa jednalo o ¢islo delitelné ¢islom 15. Kolko je
moznosti pre zabudnuty kéd? Aka cifra mohla byt na prvom mieste? (Marta Volfova)

Z8 - 1—-4

Dané je pravidelna sedemcipa hviezda ako na obr.9. Aka je velkost vyznaceného uhla?
(Eva Patakova)
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Obr.9

Z8 - 1-5

Dna 1. septembra 2007 bola zalozena jazykova skola, v ktorej vyucovalo sedem pe-
dagégov. Dmia 1. septembra 2010 k tymto siedmim ucitefom pribudol novy kolega,
ktory mal prave 25 rokov. Do 1. septembra 2012 jeden z ucitelov zo Skoly odiSiel,
a tak ich zostalo opif sedem. Priemerny vek pedagdgov na $kole bol vo vsetkych
troch spomenutych ddtumoch rovnaky. Kolko rokov mal 1. septembra 2012 ucitel, ktory
v $kole uz nepracoval? Aky bol v ten den priemerny vek ucitelov na Skole?

(Libor Simtinek)

Z8 -1—-6

Anicka a Hanka chodili v labyrinte po Spiralovitej cesticke, ktorej zaciatok je schema-
ticky znazorneny na obr. 10. Strana stvorceka v stvoréekovej sieti méa dlzku 1m a cel4
cesticka od stredu bludiska az k vychodu je dlha 210 m.

Obr. 10
Dievcata vysli zo stredu bludiska, nikde sa nevracali a po Case kazd4a zastavila v nie-

ktorom z rohov. Anicka pritom presla o 24 m viac ako Hanka. V ktorych rohoch mohli
dievéata stat? Urcte vSetky riesenia. (Erika Novotna)

Z8 - 11 -1

Julia mé na papieri napisané Stvorciferné ¢islo. Ked vymeni cifry na mieste stoviek
a jednotiek a scita toto nové cislo s ¢islom povodnym, dostane vysledok 3332. Keby
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vSak vymenila cifry na mieste tisicok a desiatok a scitala by toto ¢islo s povodnym,
dostala by vysledok 7886. Zistite, aké ¢islo mala Julia napisané na papieri.
(Erika Novotna)

Z8 — 11 — 2

Péan Zeler mal na zdhradke dve rovnaké nadrze tvaru Stvorbokého hranola so Stvorcovym
dnom, v oboch dokopy mal 300 litrov vody. V prvej nadrzi tvorila voda presnta kocku
a vyplnila 62,5 % nadrze, v druhej nadrzi bolo vody o 50 litrov viac. Aké rozmery mali
nadrze pana Zelera? (Libuse Hozova)

Z8 — 11 -3

Sifrovacej hry sa ztcéastnilo 168 hracov v 50 timoch, ktoré mali dva az pit ¢lenov.

Najviac bolo stvorclennych timov, trojélennych timov bolo 20 a hry sa zacastnil aspon

jeden pétcélenny tim. Kolko bolo dvojélennych, Stvorélennych a patélennych timov?
(Martin Mach)

KATEGORIA Z9

79 -1-1

Na tabuli bolo napisané trojciferné prirodzené ¢islo. Pripisali sme k nemu vSetky dalsie
trojciferné ¢isla, ktoré mozno ziskat zmenou poradia jeho cifier. Na tabuli tak boli
okrem pdvodného cisla este tri nové. Stcet najmensich dvoch zo vSetkych styroch ¢isel
je 1088. Aké cifry obsahuje povodné ¢islo? (Libuse Hozova)

79 -1 2

Trojuholnik méa dve strany, ktorych dizky sa lisia o 12 cm, a dve strany, ktorych dizky
sa lisia o 15cm. Obvod tohto trojuholnika je 75cm. Uréte dlzky jeho stran. Najdite
vSetky moznosti. (Libor Simtinek)

Z9 -1-3

Pri horskej chate nam tréner povedal: ,Ak pojdeme dalej tymto pohodlnym tempom
4km za hodinu, prideme na stanicu 45 minit po odchode nasho vlaku.“ Potom ukazal
na skupinu, ktora nas prave minala: ,/Ti maju lepsiu obuv, a tak dosahuji priemernta
rychlost 6 km za hodinu. Na stanici buda uz pol hodiny pred odchodom néasho vlaku.“
Ako daleko bola stanica od horskej chaty? (Marta Volfova)
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79 —-1—-4

Do kruznice s polomerom 5cm je vpisany pravidelny osemuholnik ABCDEFGH.
Zostrojte trojuholnik ABX tak, aby bod D bol ortocentrom (priese¢nikom vySok)
trojuholnika ABX. (Martin Mach)

29 -1-5

Do kazdého policka schémy na obr. 11 mame zapisat Stvorciferné prirodzené ¢islo tak,
aby vSetky naznacené vypoctové operacie boli spravne. Kolkymi réznymi sposobmi
mozno schému vyplnit? (Libor Simtinek)

I i = s I B =

R S

Obr. 11

Z9 -1-6

Dany je pravouhly lichobeznik ABC' D s pravym uhlom pri vrchole B a s rovnobeznymi
stranami AB a CD. Uhlopriecky lichobeznika sti na seba kolmé a maju dlzky |AC| =
= 12cm, |[BD| = 9cm. Vypocitajte obvod a obsah tohto lichobeznika.

(Marie Krejcova)

729 - 11 -1

Do triedy chodi 33 Ziakov. Pred Vianocami boli s héjnikom v lese plnit kimidla.
Dievcata si rozobrali baliky sena. Chlapci sa rozdelili na dve skupiny: ti z prvej skupiny
vzali kazdy 4 vreckd mrkvy a 3 vreckd orechov (teda kazdy z nich vzal 7 vreciek)
a ti z druhej skupiny vzali kazdy jedno vrecko jablk a jedno vrecko orechov (teda kazdy
z nich vzal 2 vreckd). Pomer po¢tu dievéat, chlapcov z prvej skupiny a chlapcov z druhej
skupiny bol rovnaky ako pomer celkového poétu vreciek orechov, jablk a mrkvy. Kolko
bolo v triede dievéat, kolko chlapcov nieslo vreckd s mrkvou a kolko ich nieslo vrecka
s jablkami? (Martin Mach)

Z9 — 11 - 2

Na ¢istu tabulu sme Zltou kriedou napisali trojciferné prirodzené ¢islo tvorené navzajom
A . /. . . . U . . ’ . v > Y
roznymi nenulovymi ciframi. Potom sme na tabulu bielou kriedou vypisali vsetky dalsie
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trojciferné ¢isla, ktoré mozno ziskat zmenou poradia cifier zltého ¢isla. Aritmeticky
priemer vsetkych ¢isel na tabuli bol 370. Kazdé ¢islo mensie ako zlté sme podciarkli.
Podciarknuté cisla boli prave tri a ich aritmeticky priemer bol 205. Urcte zlté cislo.

(Libor Simiinek)

Z9 - 11 -3

Vyzna¢me vo vSeobecnom trojuholniku ABC nasledujice body podla obr. 12. Body A;
a Bj su stredy stran BC' a AC, body C7, Cs a (3 delia stranu AB na Styri rovnaké
Casti. Spojime body A; a By s bodmi C; a Cj3, takze vznikne masla ohranicend tymito
spojnicami. Akt ¢ast obsahu celého trojuholnika masla zabera? (Martin Mach)

C

A Cy O, Cs B
Obr. 12

729 - 11 - 4

Najdite vsetky sedemciferné cisla, ktoré obsahuju kazdu z cifier 0 az 6 prave raz a pre
ktoré plati, ze ich prvé aj posledné dvojcislie je delitelné 2, prvé aj posledné trojcislie
je delitelné 3, prvé aj posledné stvorcislie je delitelné 4, prvé aj posledné pitcislie je
delitelné 5 a prvé aj posledné Sestcislie je delitelné 6. (Martin Mach)

Z9 - 111 -1

V malom kralovstve prisli poddani pozdravit nového krala a jeho ministra. Kazdy
priniesol nejaky darcek: 60 najchudobnejsich prinieslo len vlastnoru¢ne vyrobenu dre-
venu sosku, ti bohatsi bud 2 zlatky, alebo 3 strieborniaky. Pritom strieborniakov bolo
darovanych viac ako 40, ale menej ako 100. VsSetky sosky dostal minister a k tomu
eSte sedminu vSetkych zlatiek a tretinu vSetkych strieborniakov. Kral aj jeho minister
dostali rovnaky pocet predmetov. Zistite, kolko mohlo byt poddanych, kolko mohlo byt
darovanych zlatiek a kolko strieborniakov. (Marta Volfova)

Z9 — 111 — 2

Matej mal v riadku v zoSite napisanych Sest roznych prirodzenych éisel. Druhé z nich
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bolo dvojnasobkom prvého, tretie bolo dvojnasobkom druhého a podobne kazdé dalsie
¢islo bolo dvojnasobkom predchadzajuceho. Matej vSetky tieto ¢isla opisal do nasledu-
jucej tabulky, a to v Tubovolnom poradi, do kazdého policka jedno:

Stcet oboch ¢&sel v prvom stipci tabulky bol 136 a suéet &sel v druhom stlpei bol
dvojnasobny, teda 272. Uréte stcet &isel v trefom stipci tabulky. (Libor Simiinek)

Z9 — 111 - 3

Dany je pravidelny osemuholnik ABCDEFGH a bod X taky, ze bod A je ortocentrom
(t.j. prieseénikom vySok) trojuholnika BDX. Vypocitajte velkosti vniatornych uhlov
tohto trojuholnika. (Vojtéch Zadnik)

Z9 - 111 — 4

V slove TESTOVANIE majt byt nahradené rovnaké pismenka rovnakymi nenulovymi
ciframi a rozne pismenké roznymi nenulovymi ciframi. Pritom stcin cifier vysledného
¢isla ma byt druhou mocninou nejakého prirodzeného ¢isla. Najdite najvicsie ¢islo,
ktoré mozno nahradenim pismen pri splneni uvedenych podmienok ziskat.

(Eva Patakova)

KATEGORIA C

C-1-1

Stvorcova tabulka je rozdelena na 16 x 16 poli¢ok. Kobylka sa po nej pohybuje dvoma,
smermi: vpravo alebo dole, pricom strieda skoky o dve a o tri policka (t.j. ziadne dva
po sebe idtice skoky nie st rovnako dlhé). Zacina skokom dlzky dva z lavého horného
policka. Kolkymi réznymi cestami sa moze kobylka dostat na pravé dolné policko? (Pod
cestou mame na mysli postupnost polic¢ok, na ktoré kobylka dosko¢i.)

(Peter Novotny)

C-1-2
Pre kladné realne cisla a, b, ¢, d plati
a+b=c+d, ad = be, ac—+ bd = 1.

Akt najvicsiu hodnotu moze mat siucet a + b+ ¢ + d? (Jan Mazak)
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CcC-1-3

Dany je obdlznik ABCD s obvodom o. V jeho rovine najdite mnozinu vsetkjch bodov,
ktorych sucet vzdialenosti od priamok AB, BC, CD, DA je rovny %0. (Tomas Jurik)

C-1-4
Rozhodnite, ¢i z Tubovolnych siedmich vrcholov daného pravidelného 19-uholnika mozno
vzdy vybrat Styri, ktoré si vrcholmi lichobeznika. (Jaromir Simsa)
C-1-5

Uréte vietky celé &isla n, pre ktoré 2n3 — 3n? +n + 3 je prvocislo.  (Jaroslav Svréek)

C-1-6
Vnitri pravidelného Sestuholnika ABCDEF s obsahom 30cm? je zvoleny bod M.

Obsahy trojuholnikov ABM a BCM st postupne 3cm? a 2cm?. Uréte obsahy troj-
uholnikov CDM, DEM, EFM a FAM. (Pavel Leischner)

C-S-1

Danému rovnostrannému trojuholniku vpisSme a opiSme kruznicu. Oznac¢me S obsah
vzniknutého medzikruzia a T' obsah kruhu, ktorého priemer je zhodny s dlzkou strany

.....

(Leo Bocek)
C-S-2
Urcte vsetky dvojice a, b celych kladnych cisel, pre ktoré plati
a-la,b]l =4-(a,b),

pri¢om symbol [a,b] oznacuje najmensi spoloény ndsobok a (a,b) najvicsi spoloény
delitel celych kladnych éisel a, b. (Jaroslav Svréek)

C-S-3

Kazdy vrchol pravidelného devitnastuholnika je ofarbeny jednou zo Siestich farieb.
Dokéazte, ze niektory tupouhly trojuholnik mé vsetky vrcholy ofarbené rovnakou farbou.
(Jaromir Simsa)
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C-1I-1
V tanecnej sa zisla skupina chlapcov a dievcat. Kazdy z pritomnych 15 chlapcov pozna

prave 4 dievéatd a kazdé dievéa poznd prave 10 chlapcov. (Zndmosti st vzéjomné.)
Dokazte, ze lubovolni dvaja chlapci maju aspori dve spolo¢né zname. (Jan Mazak)

C-11-2

Vnutri rovnobeznika ABCD je dany bod K a v pase medzi rovnobezkami BC a AD
v polrovine opac¢nej k C DA je dany bod L. Obsahy trojuholnikov ABK, BCK, DAK

a DCL su SABK = 18CIII2, SBCK = 8CD’12, SDAK = 16CII12, SDCL = 36CIII2.
Vypocitajte obsahy trojuholnikov CDK a ABL. (Pavel Novotny)
C-1I1-3
N3ajdite vsetky dvojice celych kladnych éisel a a b, pre ktoré je &islo a? + b o 62 vicsie
ako &islo b2 + a. (Jaromir Simsa)
C-11-4

Uréte najmensie celé kladné ¢islo v, pre ktoré plati: Medzi Iubovolnymi v vrcholmi
pravidelného dvadsatuholnika mozno najst tri, ktoré st vrcholmi pravouhlého rovnora-
menného trojuholnika. (Jaromir Simsa)

KATEGORIA B

B-1-1
Uréte vsetky trojice (a, b, ¢) prirodzenych ¢isel, pre ktoré plati
2% 44" = 8°.
(Jaroslav Svréek)
B-1-2
V obore realnych cisel rieste rovnicu
2® + (3v2 - 2)2% — (1 + V2)r — 14(V2 - 1) =0,

ak viete, ze ma aspon jeden celociselny koren. Pripadné iracionalne korene zapiste
v jednoduchom tvare bez odmocnin z iracionalnych ¢isel. (Jaromir Simsa)
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B-1-3

Nech V' je priesecnik vysok ostrouhlého trojuholnika ABC. Priamka C'V je spolo¢nou
doty¢nicou kruznic k£ a [, ktoré sa zvonka dotykaju v bode V a pritom kazda z nich
prechadza jednym z vrcholov A a B. Ich priese¢niky s vnutrami stran AC a BC' ozna¢me
P a Q. Dokazte, ze polpriamka V' C je osou uhla PVQ a ze body A, B, P, Q lezia na
jednej kruznici. (Jaroslav Svréek)

B-1-4

Najdite najmensiu hodnotu zlomku

n3 —10n% +17n — 4

Vin) =

() n?—10n+18

pricom n je lubovolné prirodzené ¢islo viicsie ako 2. (Vojtech Balint)
B-1-5

V rovine je dané tisecka AB. Pre lubovolny bod X tejto roviny, ktory je rozny od A aj B,
oznaéme X 4, resp. Xpg obraz bodu A, resp. B v osovej simernosti podla priamky X B,
resp. X A. Najdite vsetky také body X, ktoré spolu s bodmi X, Xp tvoria vrcholy
rovnostranného trojuholnika. (Pavel Calabek)

B-1-6

Je dané prirodzené ¢islo £ < 12. Vo vrcholoch pravidelného 12-uholnika st napisané ¢isla
1,2,...,12 (ako na ciferniku hodin). V jednom kroku mézeme bud vymenit niektoré
dve protilahlé ¢isla, alebo zvolit Tubovolnych k susednych vrcholov a v nich napisané
¢isla zvicsit o 1. Oznacme T'(k) nasledovné tvrdenie: ,Po koneénom pocte krokov mozno
dostat vsetkych 12 ¢isel rovnakych.“ Dokézte, ze T'(2) neplati, T'(5) plati, a rozhodnite
o platnosti 7'(3). (Jan Mazak)

B-S-1
Dokéazte, ze ziadna z rovnic
327 4 6Y = 2013, |3%*® —6Y| = 2013
nema riesenie v obore celych kladnych ¢isel. (Jaroslav Svréek)

B-S-2

Do poli¢ok stvoréekovej mriezky 11x11 sme postupne zlava doprava a zhora nadol
zapisali éisla 1,2,...,121. Stvorcovou doskou 3x3 sme vsetkymi moznymi spésobmi
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zakryli presne devit policok. V kolkych pripadoch bol sticet deviatich zakrytych ¢isel
druhou mocninou celého ¢isla? (Vojtech Balint)

B-S-3

Uvazujme dve kruznice so stredmi S; a Sy také, ze ich spolo¢né vnitorné dotycnice
pretinaja ich spolo¢né vonkajsie dotycnice v Styroch bodoch. Dokazte, ze tieto styri
priesec¢niky lezia na Télesovej kruznici nad priemerom S7.55. (Tomas Jurik)

B-1II-1
Pre Tubovolné realne ¢isla k # +1, p # 0 a ¢ dokdzte tvrdenie: Rovnica
2 +pr+q=0

ma v obore redlnych cisel dva korene, z ktorych jeden je k-nasobkom druhého, prave
vtedy, ked plati kp? = (k + 1)2q. (Jaromir Simsa)

B-1I-2

Obec mé 100 obyvatelov. Vieme, Ze kazdy z nich ma v obci prave troch znéamych.
(Znédmosti st vzajomné.)
a) Dokéazte, Ze v obci existuje skupina 25 0s6b, medzi ktorymi sa ziadne dve nepoz-
naju.
b) N&jdite najmensie prirodzené ¢islo n s vlastnostou, ze v lubovolnej skupine n 0s6b
kazdej takej obce existuje dvojica znamych.
(Jan Mazak)

B-1I -3
Uréte vsetky trojice (a, b, ¢) celych kladnych ¢isel, pre ktoré plati
2a+2b+1 + 4a + 16b — 46.

(Jaroslav Svréek)

B-1I-4

V rovine st dané kruznice m, n, ktoré sa pretinaji v bodoch K, L. Doty¢nica v bode K
ku kruznici m pretina kruznicu n v bode A # K, doty¢nica v bode L ku kruznici n
pretina kruznicu m v bode C' # K. Bod B # L je priese¢nik priamky AL s kruznicou m
abod D # K je priesecnik priamky C' K s kruznicou n. Dokézte, ze stvoruholnik ABC' D
je rovnobeznik. (Pavel Leischner)
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KATEGORIA A

A-1I-1

Najdite vsetky dvojice prvocisel p, q, pre ktoré existuje prirodzené cislo a také, ze

pg  a*+1
p+q a+1’
(Jan Mazak, Robert Toth)
A-1I-2

Dve kruznice k1(S1,71) a ko(S2,72) sa zvonka dotykaju a lezia vo Stvorci ABCD so
stranou a tak, Ze ki se dotyka stran AD a CD a ks sa dotyka stran BC a C'D. Dokéazte,

7e aspon jeden z trojuholnikov AS1S5, BS1S52 ma obsah najviac 13—6a2. (Tomas Jurik)

A-1-3
Ozna¢me p(n) pocet vSetkych n-cifernych c¢isel zlozenych len z cifier 1, 2, 3, 4, 5,
v ktorych sa kazdé dve susedné cifry lisia aspon o 2. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené

¢islo n plati
5.24" 1 <p(n) <5250

(Pavel Novotny)
A-1-4
Najdite vSetky funkcie f: R\ {0} — R také, Ze pre vSetky nenulové ¢isla x, y plati
z- flzy) + f(-y) =z f(2).

(Pavel Calabek)

A-1-5

Oznac¢me I stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC'. KruzZnica, ktord prechadza
vrcholom B a dotyka sa priamky Al v bode I, pretina strany AB, BC postupne
v bodoch P, (). Priese¢nik priamky QI so stranou AC ozna¢me R. Dokéazte, ze plati

|AR| - |BQ| = |PI|*.
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(Jaroslav Svréek)
A-1-6

V obore realnych ¢isel vyrieste ststavu rovnic

sin? & + cos? Yy = tg2 2,

sin? Y+ cos? z = tg2 x,
sin? z + cos? z = tg2 Y.
(Pavel Calabek)
A-S-1

V obdlzniku ABCD so stranami |AB| = 9, |BC| = 8 lezia navzajom sa dotykajtice
kruznice k1(S1,71) a ka2(S2,72) tak, ze ki sa dotyka stran AD a CD, ks sa dotyka stran
AB a BC.
a) Dokézte, ze 11 + ro = 5.
b) Uréte najmensiu a najvicsiu moznt hodnotu obsahu trojuholnika AS7Ss.
(Pavel Novotny)

A-S-2

Na kazdej z n + 1 stien n-bokého ihlana je napisané ¢islo 0. V kazdom kroku zvolime

.....

ich vSetky zmensime o 1. Dokazte, Ze nemoze nastat situdcia, v ktorej by na vsetkych
stenach ihlana bolo napisané ¢islo 1. (Peter Novotny )

A-S-3
Uréte vietky trojice redlnych &isel a, b, c, ktoré spliiaju podmienky
a2+ +c*=26, a+b=5 a b+c=>T.

(Pavel Novotny)

A-II-1

Danych je 21 roznych celych ¢isel takych, ze stcet Iubovolnych jedendstich z nich je

.....

.....

b) Uréte vSetky také skupiny 21 réznych celych ¢isel, ktoré obsahuju ¢éislo 101.
(Jaromir Simsa)
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A—-1I-2

Nech A, B st mnoziny celych kladnych ¢isel také, ze sucet Tubovolnych dvoch réznych

.....

patri do A. Urcte najviacsi mozny pocet prvkov mnoziny AU B. (Martin Pandk)

A-1II-3

V pravouhlom trojuholniku ABC s preponou AB a odvesnami dlzok |AC| = 4
a |BC| = 3 lezia navzdjom sa dotykajice kruznice kq(S1,71) a ko(S2,72) tak, Ze kq
sa dotyka stran AB a AC a k, sa dotyka stran AB a BC'. Urcte polomery 71 a ro, ak
plati 4r1 = 9rs. (Pavel Novotny)

A-1I1-4

Dokézte, ze kladné &isla a, b, ¢ st dlzkami stran trojuholnika prave vtedy, ked ststava
rovnic

alyz+z)=blzz+y)=clay+z2), z+y+z=1
s neznamymi x, y, z ma rieSenie v obore kladnych realnych ¢isel. (Tomas Jurik)
A-III-1
Najdite vSetky dvojice celych ¢isel a, b, pre ktoré plati rovnost

a? +1 a—1

22 -3  2—1°

(Pavel Novotny)

A—-1III -2

Kazdy zo zbojnikov v n-¢lennej druzine (n = 3) nazbijal uréity pocet minci. VSetkych
nazbijanych minci bolo 100n. Zbojnici sa rozhodli podelit korist nasledujicim sposo-
bom: v kazdom kroku da jeden zo zbojnikov po jednej minci inym dvom. Najdite vsetky
prirodzené ¢isla n = 3, pre ktoré po koneénom pocte krokov moze mat kazdy zbojnik
100 minci bez ohladu na to, kolko minci jednotlivi zbojnici nazbijali. (Jan Mazak)

A-T1I1-3

V rovnobezniku ABCD so stredom S ozna¢me O stred kruznice vpisanej trojuholniku
ABD a T bod jej dotyku s uhloprieckou BD. Dokézte, ze priamky OS a CT su
rovnobezné. (Jaromir Simsa)



ZADANIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA A 39

A-1II -4
Na tabuli je napisané v desiatkovej sustave celé kladné ¢islo V. Ak nie je jednociferné,
zotrieme jeho poslednu cifru ¢ a ¢islo m, ktoré na tabuli ostane, nahradime ¢islom
|m — 3¢|. (Ak napriklad bolo na tabuli ¢islo N = 1204, po tprave tam bude 120 — 3 - 4 =

= 108.) Najdite vSetky prirodzené ¢isla N, z ktorych opakovanim opisanej tGpravy
nakoniec dostaneme ¢islo 0. (Peter Novotny)

A-TIII-5

Dany je rovnobeznik ABC D taky, ze péty K, L kolmic spustenych z bodu D postupne
na strany AB, BC st ich vnatornymi bodmi. Dokézte, ze KL || AC prave vtedy, ked

| BCA| + |£ABD| = |{BDA| + |£ACD|.
(Jan Mazak)
A-1III-6

Najdite vsetky kladné redlne cisla p také, ze

Va2 +pb? + /b2 +pa® 2 a+b+ (p—1)Vab

plati pre Iubovoln dvojicu kladnych realnych éisel a, b. (Jaromir Simsa)






RieSenia sutaznych dloh

KATEGORIA C

C-1-1

V priebehu svojej cesty sa kobylka musi posuntif o celkom 15 policok doprava a 15 poli-
¢ok nadol. Dohromady sa tak posunie o 30 policok, takZe dvojicu skokov dizky 2+3 =5
zopakuje celkom Sestkrat. Presnejsie vyjadrené, jej jednotlivé skoky budiat mat dlzky
postupne

2,3, 2, 3,2 3,2 3, 2,3, 2, 3, (1)

takze pojde Sestkrat o skok dlzky dva (2-skok) a Sestkrat o skok dlzky tri (3-skok).
Ak jednotlivym 2-skokom a 3-skokom pripiseme poradové ¢isla podla ich pozicie v (1),
bude kobylkina cesta jednoznac¢ne urc¢ena vyberom poradovych ¢isel skokov smerujucich
doprava (zvy$né potom budi smerovat nadol). Musime pritom dodrzat len to, aby stcet
dlzok takto vybranjch skokov (t.j. skokov doprava) bol rovny 15. To mozno povolenymi
dlzkami dosiahnuf (bez rozlisenia poradia skokov) nasledujiicimi spdsobmi:

15=3+3+3+3+3,
15=34+3+3+2+2+2,
15=3+2+2+24+2+2+2.

V prvom pripade bude pét zo Siestich 3-skokov doprava (a vSetky 2-skoky nadol),
takze cesta bude uréend len poradovym ¢islom toho (jediného) 3-skoku, ktory bude
smerovat nadol. Preto je ciest tohto typu prave 6.

V druhom pripade bude cesta urc¢end poradovymi cislami troch 3-skokov doprava
a poradovymi c¢islami troch 2-skokov doprava. Vybery oboch trojic st nezavislé
(t.j. mozno ich spolu Tubovolne kombinovat) a pri kazdom z nich vyberame tri prvky
zo $iestich, ¢o mozno urobit 20 spdsobmi.! Preto je ciest tohto typu 20 - 20 = 400.

V tretom pripade je kobylkina cesta uréena len poradovym ¢islom toho jediného
3-skoku, ktory bude smerovat doprava, takze ciest tohto typu je (rovnako ako v prvom
pripade) opét 6.

Odpoved. Hladany celkovy pocet kobylkinych ciest je 6 + 400 + 6 = 412.

Iné rieSenie. Zadanat tulohu ,pre pravé dolné policko* vyrieSime tak, ze budeme
postupne uréovat pocty kobylkinych ciest, ktoré vedu do jednotlivych policok tabulky
(policka budeme postupne volit od Tavého horného policka po jednotlivych vedlajsich

e - - . . ( s 6 « <
1 Vicsina riesitelov kategérie C este zrejme nepoznd kombinac¢né ¢isla, hodnotu (3) = 20 vsak mozno

vypoditat aj vypisanim jednotlivych moZnosti.
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diagonéalach?, lebo ako Iahko zistime, po uréitom pocte skokov skonéi kobylka na tej
istej vedlajSej diagonale; tak sa nakoniec dostaneme k tomu najvzdialenejSiemu, teda
pravému dolnému policku). Pre zjednodusenie dalsieho vykladu ozna¢me (i, j) policko
v i-tom riadku a j-tom stipci.

Je zrejmé, Ze povolenym sposobom skdkania sa kobylka vie dostat len na niektoré
policka celej tabulky. Po prvom skoku (ktory musi byt 2-skok z policka (1, 1)) sa kobylka
dostane len na policko (1,3) alebo (3,1), po druhom skoku (teda 3-skoku) to bude
niektoré z policok

(1,6), (3,4), (4,3), (6,1).

Vo vsSetkych doteraz uvedenych polickach je v tabulke vpisané ¢islo 1, lebo na kazdé
z nich vedie jedind kobylkina cesta. Situdcia sa zmeni po trefom skoku (2-skoku)
kobylky, lebo na policka (3,6) a (6,3) vedu vzdy dve rozne cesty, a to z policok
(1,6) a (3,4), resp. z policok (6,1) a (4,3). Takto v dalSom kroku naSej Gvahy uréime
vSetky policka, na ktoré sa kobylka moze dostat po Styroch skokoch, aj pocty ciest,
ktoré v tychto polickach konéia. V zapliiani tabulky tymito ¢islami (postupom podla
poctu skokov kobylky) pokracujeme, az sa dostaneme do ,cielového“ policka (16, 16).
Pritom neustéle vyuzivame to, Ze posledny skok kobylky na dané policko méa dant dlzku
a jeden ¢i oba mozné smery. V prvom pripade cislo z predposledného policka na ceste na
posledné policko opiSeme, v druhom pripade tam napiseme stcet ¢isel z oboch moznych
predposlednych policok.

1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 2 3 3 4
1 1 2 2 3 3
1 1 3 3 6
1 2 4 6 9 12 16
1 2 4 7 10
1 2 6 9 18 24 40
2 3 9 13 25 35
2 4 13 20 44
1 3 9 18 36 61 101
3 7 20 40 75
1 3 12 25 61 105 206
3 6 24 44 105 180
3 10 35 75 180
1 4 16 40 101 206 412

Rovnako ako v prvom rieseni prichddzame k vysledku 412.

2 V tomto pripade pod vedlaj$ou diagonélou chidpeme skupinu poli¢ok, ktorych stredy lezia na priamke
kolmej na spojnicu stredu zaciatocného policka so stredom koncového policka.
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C-1-2

Najskor ukazeme, Ze prvé dve rovnosti zo zadania tlohy st splnené len vtedy, ked plati
a = ¢ a sucasne b = d. Naozaj, vdaka tomu, Ze zadané ¢isla su kladné (a teda rozne od
nuly), moézeme uvedené rovnosti zapisat ako

a(l-l-g):c(l-i-%) a 2:‘—2.

Podla druhej rovnosti vidime, Ze suc¢ty v oboch zatvorkdch z prvej rovnosti maja
rovnakd kladntt hodnotu, takze sa musia rovnat prvé ¢initele oboch jej stran. Plati
teda a = ¢, odkial uz vyplyva aj rovnost b = d.

Ked uz vieme, Ze plati a = ¢ a b = d, vystaCime dalej len s premennymi a a b
a najdeme najvicsiu hodnotu zadaného stuctu

S=a+b+c+d=2(a+b)

za jedinej podmienky, totiz Ze kladné ¢isla a, b spliaji rovnost a? + b?> = 1, ktora je
vyjadrenim tretej zadanej rovnosti ac + bd = 1 (prvé dve st vdaka rovnostiam a = ¢
a b= d zrejmé).

Vsimnime si, ze pre druhtt mocninu (kladného) stcétu S plati

S? = 4(a +b)* = 4(a® +b*) +8ab=4-1+ 8ab = 4(1 + 2ab),

takze hodnota S bude najvicsia préave vtedy, ked bude najvii¢sia hodnota 2ab. Zo
zrejmej nerovnosti (a — b)? = 0 po roznasobeni vSak dostaneme

2ab < a? + 1% =1,

pritom rovnost 2ab = 1 nastane prave vtedy, ked bude platif a = b, ¢o pre kladné
¢isla a, b spolu s podmienkou a? + b? = 1 vedie k jedinej vyhovujtcej dvojici a = b =
= 1/4/2. Najviicsia hodnota vyrazu 2ab je teda 1, takze najvicsia hodnota vyrazu S2
je 4(1+1) = 8, a teda najvicsia hodnota S je v/8 = 2v/2. Dosiahne sa pre jedint
pripustni §tvoricu a =b=c=d = 1/V2.

C-1-3
Pozadovant hodnotu sti¢tu styroch vzdialenosti zapiseme v tvare

2 1 1 1

Pre Iubovolny bod v pése uréenom priamkami AB a CD plati, Zze stcet jeho vzdia-
lenosti od tychto dvoch rovnobeziek je rovny ich vzdialenosti, t.j. |BC|. Pre Tubovolny

bod zvonka tohto pasu je sticet dvoch uvazovanych vzdialenosti rovny suctu hodnoty
|BC| a dvojnasobku vzdialenosti od blizsej z oboch rovnobeziek. Podobné dve tvrdenia
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platia pre sucet vzdialenosti lubovolného bodu od rovnobeziek BC a AD vo vztahu k ich
vzdialenosti |AB|. Vzhladom na vyjadrenie (1) tak mozeme urobif prvé dva zavery.

1) V pése medzi priamkami AB a C'D st hladanymi bodmi prave tie, ktorych stcet
vzdialenosti od priamok BC' a AD je rovny %o—i— |AB]|. St to teda body, ktoré lezia
zvonka pasu urceného priamkami BC a AD a maju od blizSej z nich vzdialenost
rovnad %0 12 = %0. Mnozinu hladanych bodov v pase medzi AB a CD tak tvoria
dve tsecky B1C7 a A1 D1 znazornené na obr. 13. Ich krajné body A, B; lezia na
priamke AB zvonka tsecky AB tak, ze |AAi| = |BBi1| = $50; krajné body Ci,
D; lezia na priamke C'D zvonka usecky CD tak, ze |CCy| = |[DD;| = $50.

Do Cy
/ \
’ \

/7 AN
D/ D c \Ci
\ ’

N 7
A By
Obr. 13

2) V péase medzi priamkami BC' a AD st hladanymi bodmi préave tie, ktorych stucet
vzdialenosti od priamok AB a CD je rovny %o + |BC|. Su to teda body, ktoré
lezia zvonka pasu urc¢eného priamkami AB a C'D a ktoré maju od blizSej z nich
vzdialenost 1—120. Mnozinu hladanych bodov v pase medzi BC' a AD tak tvoria dve
usecky As By a (U3 Do, pritom krajné body By, Cs lezia na priamke BC' zvonka
usecky BC tak, ze |BBs3| = |CCsy| = %0 a krajné body Ay, D5 lezia na priamke
AD zvonka tsecky AD tak, ze |AAs| = |DDs| = $5o.

Ag
Xo R = X
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Ostéva najst hladané body mimo zjednotenia oboch uvazovanych pasov, teda body
leZiace v nejakom zo Styroch pravych uhlov A1 AAs, B1 BBy, C1CCy, D1 DDs. 7 vysSie
uvedenych tvah vyplyva, Ze v kazdom z tychto uhlov hladdme prave tie body, ktorych
sucet vzdialenosti od oboch ramien uhla je rovny hodnote %o. Vzhladom na symetriu
ukazeme len to, ze také body uhla A; AA; vyplnia tsecku A;As; v ostatnych troch
uhloch to potom budu tse¢ky By Bg, C1C, D1 Dy (obr.13).

Vsimnime si najskor, ze body A;, As st jediné body na ramenéach uhla A; AA,, ktoré
maju pozadovanu vlastnost. Pre lubovolny vnitorny bod X uhla A; AAs ozna¢me dy, do
vzdialenosti bodu X od ramien AA;, resp. AAs. Hladdme potom prave tie body X, pre
ktoré plati d; + do = %0 (obr. 14). Tato ,rovnicu“ teraz vyrieSime uvahou o obsahu S
utvaru AA; X As, ktory je bud trojuholnik, alebo konvexny ¢i nekonvexny $tvoruholnik.

Obsah S je vzdy rovny suc¢tu obsahov dvoch trojuholnikov AA; X a AA;X:

1 1 1 1
S =844, x +544,x = §|AA1|d1 + §|AA2|d2 =3 132 (dy + da).

Rovnica di +ds = 1—120 je tak splnené prave vtedy, ked obsah S méa rovnaka hodnotu ako
obsah Sy pravouhlého trojuholnika AA; Ay, ktorého obe odvesny maji zhodnt dizku
1—120. Hladané body X su teda prave tie, pre ktoré je utvar AA; X A, trojuholnik; ak
je totiz AA; X Ay konvexny, resp. nekonvexny stvoruholnik, plati zrejme S > Sy, resp.
S < Sp. Hladané body X uhla AA;As preto naozaj tvoria tsecku Aj As.

Odpoved. Hladan4d mnozina je zjednotenim 6smich tseciek, ktoré tvoria hranicu osem-
uholnika A1A2B2B10102D2D1.

Pozndmka. Z obr. 14 je tiez zrejmé, ze rovnica dy + da = ¢, pricom ¢ = |AA;| = |AA,|,
bude splnena prave vtedy, ked bude | X1A1| = di a |X243| = da, t.j. prave vtedy,
ked budu oba trojuholniky X X7 A; a X X5As rovnoramenné. To zrejme nastane prave
vtedy, ked bude uhol A; X A, priamy, pretoze |{AA; Ag| = 45°.

C-1-4

Oznac¢me S stred daného pravidelného 19-uholnika A1 A, ... Aqg. Os kazdej Gsecky A; A;
je priamka, ktora okrem bodu S prechadza este niektorym vrcholom Ay (to vdaka tomu,
ze ¢islo 19 je neparne). Preto sa daju vsetky tsecky A;A; rozdelif na 19 skupin, pri¢om
v kazdej skupine budii navzajom rovnobezné tisecky so spolo¢nou osou, ktorou je vzdy
jedna z priamok S Aj. V kazdej skupine je pritom zrejme (19—1) : 2 = 9 tseciek a kazdé
dve z nich st zékladniami lichobeznika (nemoze sa jednat o rovnobeznik, lebo ziadna
z Useciek A;A; neprechadza stredom S, opdt vdaka tomu, ze ¢islo 19 je neparne).

Pocet vSetkych tseciek A;A; s krajnymi bodmi v lubovolne vybranej sedemprvkove;
mnozine vrcholov je (7-6) : 2 = 21 > 19, takze dve z tychto tseciek lezia v rovnakej
z 19 opisanych skupin. Tym je existencia ziadaného lichobeznika dokazana, nech uz je
sedemprvkova mnozina vrcholov zvolena akokolvek.

Poznamka. Uvodnt tvahu o osi tsecky A; A; mozno vynechat. Namiesto toho mézeme
’ o /. e ) /. z Y& v /. /. Ve
rovno opisat uvedenych 19 devatprvkovych skupin navzajom rovnobeznych useciek
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a potom skonstatovat, ze ide o vSetky mozné tsecky A;A;, lebo tych je (19-18):2 =
=199, teda prave tolko, kolko je tseciek v opisanych 19 skupinach.

Iné rieSenie. Zatial ¢o v prvom rieSeni sme uvazovali o zdkladniach hladaného licho-
beznika, teraz sa zameriame na jeho ramena alebo uhlopriecky. V oboch pripadoch to
musia byt dve zhodné usecky, lebo kazdy lichobeznik, ktorému mozno opisat kruznicu,
je rovnoramenny. Osi jeho zadkladni totiz musia prechadzat stredom opisanej kruznice,
takze splyvaja a tvoria tak os stmernosti celého lichobeznika. Naopak kazdé dve
tetivy jednej kruznice, ktoré majt rovnaku dizku kratsiu ako priemer kruznmice, nie
st rovnobezné a nemaju spolo¢ny krajny bod, tvoria bud ramené, alebo uhlopriecky
(rovnoramenného) lichobeznika (sta¢i si uvedomit, ze lubovolné dve zhodné tetivy
jednej kruznice sii simerne zdruzené podla priamky prechadzajtice stredom uvedenej
kruznice a prieseénikom prislichajicich seénic).

V pravidelnom 19-uholniku A;As ... A9 maja zrejme vsetky tsecky A;A; dokopy
len 9 roznych dizok. Vo vybranej sedemprvkovej mnozine vrcholov mé oba krajné body
celkom (7-6) : 2 = 21 tuseciek. Kedze 21 > 2 -9, podla Dirichletovho principu niektoré
tri z tychto tise¢iek majt rovnakt dizku (t.j. st zhodné). Keby kazdé dve z tjchto troch
tsefiek mali spoloény vrchol (a vieme, Ze z lubovolného vrcholu vychadzaju nanajvys
dve zhodné strany ¢i uhlopriecky), vytvorili by tieto tri tisecky rovnostranny trojuholnik,
¢o nie je mozné, lebo 3 1 19. Preto niektoré dve z tychto troch zhodnych tse¢iek nemaji
spolo¢ny krajny bod, takZze to st bud ramend, alebo uhlopriecky rovnoramenného
lichobeznika (protilahlé strany rovnobeznika to byt nemdozu).

C-1-5

Ukazeme, ze jedinymi celymi ¢islami, ktoré vyhovuja tlohe, sin =0a n = 1.
Upravme najskor vyraz V = 2n3 — 3n? + n + 3 nasledujticim sposobom:

V=mn>=3n*+2n)+n*—n)+3=mn-2)(n—1)n+n—1)nn+1)+3.

Oba stciny (n—2)(n—1)n a (n—1)n(n+1) v upravenom vyraze V si delitelné tromi pre
kazdé celé ¢islo n (v oboch pripadoch sa jedna o sti¢in troch po sebe idtcich celych éisel),
takze vyraz V je pre vSetky celé ¢isla n delitelny tromi. Hodnota vyrazu V je preto
prvocislom prave vtedy, ked V' = 3, teda prave vtedy, ked stucet oboch spomenutych
stucinov je rovny nule:

0=mn—-2)(n—n+(n—nn+1)=nn—1[(n-2)+n+1)]=n(n—-1)2n—-1)

Poslednt podmienku vsak spliiaja iba dve celé ¢isla n, aton = 0 an = 1. Tym je
uloha vyriesena.

Pozndmka. Fakt, ze vyraz V je delitelny tromi pre Tubovolné celé n, mézeme odvodit
aj tak, ze donho postupne dosadime n = 3k, n =3k +1 a n = 3k + 2, pricom k je celé
¢islo, rozdelime teda vsSetky celé ¢isla n na tri skupiny podla toho, aky davaja zvySok
po deleni tromi.
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C-1-6

Uloha je o obsahu $iestich trojuholnikov, na ktoré je dany pravidelny sestuholnik rozde-
leny spojnicami jeho vrcholov s bodom M (obr. 15). Cely Sestuholnik s danym obsahom,
ktory oznacime S, mozno rozdelit na Sest rovnostrannych trojuholnikov s obsahom S/6
(obr. 16). Ak oznac¢ime r ich stranu, v vzdialenost rovnobeziek AB, C'D a v vzdialenost
bodu M od priamky AB, dostaneme

1 1 S

1
SaBm + Sepym = gruLt Er(v — 1) = 5TV = 3

lebo S/3 je sucet obsahov dvoch vyfarbenych rovnostrannych trojuholnikov. Vdaka
symetrii maju ta isti hodnotu 5/3 aj sucty Spoym + Serym a Scpyv + Sranm- Odtial

uz dostdvame prvé dva nezndme obsahy Sprpy = S/3 — Sapy = 7em? a Sgpy =
= 5/3 — SBC’M = 8cm2.

E D E D

A B
Obr. 15 Obr. 16

Ako ur¢it zvysné dva obsahy Scpy a Span, ked zatial pozndme len ich sucet S/37?
Vsimnime si, ze stcet zadanych obsahov trojuholnikov ABM a BC'M ma vyznamnu
hodnotu S/6, ktora je aj obsahom trojuholnika ABC (to vyplyva opit z obr. 16). Taka
zhoda obsahov znamena prave to, ze bod M lezi na uhlopriecke AC'. Trojuholniky ABM
a BCM tak maju zhodné vysky zo spolo¢ného vrcholu B a to isté plati aj pre vysky
trojuholnikov CDM a FAM z vrcholov F' a D (t.j. bodov, ktoré maji od priamky AC
rovnaku vzdialenost). Pre pomery obsahov tychto dvojic trojuholnikov tak dostdvame

Scpm  |CM|  Spem 2

Spam |AM|  Sapm 3

V stéte Scpy + Sraym majicom hodnotu S/3 st teda séitance v pomere 2 : 3. Preto
SCDM = 4CII12 a SFAM = 6CH12.

C-S-1

Ukazeme, zZe sa oba obsahy rovnaju. Oznac¢me A, B, C vrcholy daného trojuholnika
a r a R zodpovedajtce polomery jeho vpisanej a opisanej kruznice; dlzku jeho strany
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oznacme a. Obe uvedené kruznice maju spolo¢ny stred S. Oznacme este P bod dotyku
vpisanej kruznice so stranou AB. Kedze trojuholnik ABC je rovnostranny, je P zaro-
ven stredom strany AB. Pouzitim Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku PSB
dostavame

¢o je ekvivalentné s dokazovanym tvrdenim S = w(R? —72) =7 (%a)2 =T.

Pozndmka. Rovnostranny trojuholnik so stranou a mé vysku velkosti v = %a\/g, takze
skiimané polomery st R = 2v (= %a\/ﬁ) ar=zv (= %a\/g), a preto

C-S-2

Ak oznacime d najvicsieho spoloéného delitela Cisel a a b, mdzeme pisat a = kd a b = Id,
pricom (k,l) = 1, takze [a,b] = kld. Po dosadeni do danej rovnice tak dostaneme

kd-kld=4-d  apo Gprave  k?ld = 4.

Z poslednej rovnosti je zrejmé, ze moze byt jedine k = 2 alebo k = 1.

Pre k = 2 vychadza [ = d = 1, ¢omu zodpoveda dvojica a = 2, b = 1.

Pre k = 1 dostavame rovnicu ld = 4, ktorda ma v obore kladnych celych cisel tri
rieSenia:

1. [ =4, d =1 a rieSenim tlohy je dvojica a =1, b = 4;

2. 1 =2, d =2 a rieSenim tulohy je dvojica a = 2, b = 4;

3. I =1, d =4 a riesenim tulohy je dvojica a = 4, b = 4.
Zdwer. Ulohe vyhovujt prave styri dvojice kladnych celych ¢isel (a,b), a to (2,1), (1,4),
(2,4) a (4,4).

Iné riesenie. Vyuzijeme znamu rovnost [a,b] - (a,b) = a - b, ktora plati pre vSetky celé
kladné a, b. Vynasobenim oboch stran danej rovnice ¢islom [a, b] tak dostaneme

ala, b)* = 4ab, ¢ize [a, b]? = 4b. (1)
Vzhladom na to, Ze [a,b] 2 b, a teda

4b = [a, b]* = b2,

je b < 4b, takze b < 4. NavySe z upravenej rovnice (1) vyplyva, Ze 4b, a teda aj b je
druhou mocninou celého ¢isla. Preskiimanim oboch pripadov b € {1,4} (dosadime do
povodnej rovnice postupne vSetky mozné hodnoty (a, b), ktorych je konecéne vela, alebo
dosadime do (1) a vyuzijeme to, Ze a je delitelom najmensieho spoloéného nasobku
[a, b]) dojdeme k rovnakému zéveru ako v prvom rieseni.



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA C 49

Iné riesenie. Kedze zrejme plati [a,b] = (a,b), vyplyva zo zadanej rovnosti nerovnost
a < 4, pricom rovnost a = 4 nastane prave vtedy, ked [a,b] = (a,b) ¢ize a = b = 4.
To je prvé rieSenie danej tulohy, pri vSetkych ostatnych musi byt a = 1, a = 2, alebo
a = 3. Pre a = 1 mame rovnicu 1-b = 4, takze (a,b) = (1,4) je druhym rieSenim. Pre
a = 2 mame rovnicu 2[2,b] = 4(2,b) ¢ize [2,b] = 2(2,b), odkial podla moznych hodnot
(2,b) =1 a (2,b) = 2 dostaneme b = 1, resp. b = 4; dalsie dve (tretie a Stvrté) rieSenia
teda st (a,b) = (2,1) a (a,b) = (2,4). Napokon pre a = 3 mame rovnicu 3(3,b] = 4(3,b),
z ktorej vyplyva 3 | (3,b), ¢ize 3 | b, takze mame vlastne rovnicu 3b = 12, ktorej jediné
riesenie b = 4 viak podmienku 3 | b nesplia.

Pozndmka. Diskusii o pripade a = 3 sa mozno vyhnut nasledujicou tivahou. PrepiSme
zadand rovnicu na tvar

Kedze zlomok na lavej strane je zrejme celé ¢islo, musi byt taky aj zlomok na pravej
strane, takze a je jedno z cisel 1, 2 alebo 4.

C-S-3

Kedze 19 > 6 - 3, maju rovnaku farbu niektoré Styri vrcholy, ktoré oznacime A, B, C,
D v poradi na opisanej kruznici. Tie tvoria vrcholy konvexného stvoruholnika, ktorého
vnatorné uhly maja sacet 360°, takze nemozu byt vSetky mensie ako 90°. Zaroven je
zrejmé, ze ziadny z nich nemoze byt rovny 90°, pretoze ¢islo 19 je neparne. Aspon jeden

tupouhly.
C-1I-1

Do kazdej znamosti vstupuje prave jeden chlapec a kazdy z chlapcov mé prave styri
znamosti, spolu teda v tanecnej existuje 15-4 = 60 znamosti. V kazdej znamosti je vsak
zastipené prave jedno dievca a kazdé dievéa maé prave desat znamosti. Ak oznacime
d pocet dievcat, tak 10 - d = 60. V tanecnej je teda 6 diev¢at. Uvazujme ITubovolného
z chlapcov, povedzme Tomaéasa. Tomas pozna 4 dievcata, v tanecnej su teda iba dve
dievcata, ktoré Tomas nepozna. Lubovolny dalsi chlapec vsak pozna tiez Styri dievéata,
musi tak poznat aspon dve z dievéat, ktoré pozna Tomas.

C-11-2

Trojuholniky ABK a C'DK maja zhodné strany AB a C'D a stucet ich vysok v; a v
(vzdialenosti bodu K od priamky AB, resp. C'D) je rovny vyske v rovnobeznika ABC' D
(vzdialenosti rovnobeznych priamok AB a C'D, obr.17). Preto sucet ich obsahov dava
polovicu suc¢tu obsahu daného rovnobeznika:

1 1 1 1 1
SaBx +Scpk = §|AB|U1 + E‘CD”UQ = §‘AB’ . (Ul —|—v2) = §|AB| V= §SABCD-
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Podobne aj Spck + Spax = 354pcD, teda

Scpx = Spcek + Spax — Saprx = 6cm?.

Obr. 17

Trojuholniky ABL a DC'L maju zhodné strany AB a C'D. Ak vs oznacuje prislusnu
vysku druhého z nich, je vyska prvého z nich rovna v + v3, takze pre rozdiel obsahov
tychto trojuholnikov plati

1 1 1
SarL — Spcr = §|AB| . (U+U3) — §|CD| c U3 = §|AB| . (v+v3 —Ug) =

1 1
= §|AB| v = §SABCD = Spck + Spak-

Odtial vyplyva

Sapr = Seck + Spak + Spor, = 60cm?.

C-1I-3
Zadanie zapiSeme rovnostou, ktorej prava stranu rovno upravime na suéin:
62 = (a®* +b) — (b*+a) = (a> —b*) — (a—b) = (a — b)(a + b —1).

Sucin celych cisel u =a —bav=a+b—1 je teda rovny stcinu dvoch prvocisel 2 - 31.
KedZe v 2 1+1—1 =1, je nutne aj ¢islo u kladné a zrejme u < v, takze (u,v) je jedna
z dvojic (1,62) alebo (2,31). Ak vyjadrime naopak a, b pomocou u, v, dostaneme

u+v+1 po v +1
a=——7— a b=—"—.
2 2
Pre (u,v) = (1,62) tak dostavame riesenie (a,b) = (32,31), dvojici (u,v) = (2,31)
zodpovedd druhé riesenie (a,b) = (17,15). Iné rieSenia tloha nema.
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C-1I1-4

Nech A;As... Ay je pravidelny dvadsatuholnik. Podla Talesovej vety jedine niektory
z desiatich priemerov A1 A1, AsA1s, ..., A1gAsg opisanej kruznice moze byt preponou
hladaného pravouhlého trojuholnika, takZe skimané tvrdenie neplati pre v = 10 (ani
pre ziadne v < 10): staci vybrat po jednom z vrcholov na roéznych priemeroch a nebude
existovat ziadny pravouhly trojuholnik s takto vybranymi vrcholmi.

V druhej casti rieSenia ukazeme, ze vyhovuje v = 11. Vsetkych 20 vrcholov dvad-
satuholnika rozdelime na péf Stvoric vrcholov Stvorcov Ay AgAqi1A1e, AsA7A10A17,
A3A8A13A18, A4A9A14A19 a A5A10A15A20. Ak teraz Vyberieme Tubovolne 11 VI‘ChOlOV,
budt vdaka nerovnosti 11 > 5-2 medzi vybranymi aspon tri vrcholy niektorého z piatich
uvedenych stvorcov (Dirichletov princip). Ostava dodat, ze akékolvek tri vrcholy Stvorca
zrejme tvoria pravouhly rovnoramenny trojuholnik.

Odpoved. Hladané najmensie ¢islo v je rovné ¢islu 11.
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KATEGORIA B

B-1I-1

Danti rovnicu mézeme prepisat ako 2¢ 4 22® = 23¢. Aby sme mohli vyraz na lavej strane
vydelit mocninou dvojky, poméZeme si oznacenim m = min(a,2b), M = max(a,2b),
0 <m < M, takze

20 4 220 — gm(gM=m 4 1)

.....

nemoze byt delitel mocniny 23¢, ktora je na pravej strane danej rovnice. Nutne teda
musi byt M = m, odkial vyplyva a = 2b a porovnanim oboch stran upravenej rovnice
aj 2b + 1 = 3c. Kedze 2b + 1 je neparne ¢islo, musi byt ¢islo ¢ tiez neparne, existuje
teda prirodzené c¢islo n, pre ktoré plati ¢ = 2n — 1. Z rovnice 2b + 1 = 3¢ dopocitame
b=3n—2aa=2b=06n—4.

Pre Tubovolné prirodzené ¢islo n je trojica (a,b,c) = (6n —4,3n —2,2n — 1) rieSenim
danej rovnice, ako méZzeme overit skuskou, ktord pri tomto postupe nie je nutna.

Pozndmka. Zo zapisu 2% + 220 = 23¢ a 7z jednoznacnosti zapisu ¢isla v dvojkovej ststave
okamzite vyplyva, Ze musi byt a = 2b, a teda 3¢ = a + 1.

B-1-2
Dant rovnicu prepiSme na tvar
V2322 —x —14) + (2® — 222 —x +14) = 0. (1)
Z toho vyplyva, Ze kazdy celoc¢iselny korern danej rovnice musi byt koreriom rovnice
302 —x—14=0,

inak by sa iracionalne &islo v/2 dalo z rovnice (1) vyjadrif ako podiel dvoch celjch
¢isel. Tato kvadratickd rovnica mé korene —2 a %, z ktorych iba ten prvy je koreniom
aj povodnej rovnice, ako sa Tahko presved¢ime dosadenim oboch ¢isel do upravenej
rovnice (1).

Nasli sme teda koren x; = —2 danej kubickej rovnice. Jej zvysné korene st korene
kvadratickej rovnice, ktort dostaneme, ked povodnti rovnicu vydelime koretiovym ¢ini-

tefom x + 2. Dostaneme tak
(234 (3v2-2)2? — (1+V2)r—14(V2—-1)) : (z+2) = 22+ (3v2—4)z - 7(V2—1) = 0.
Diskriminant D néajdenej kvadratickej rovnice je kladné iracionalne ¢islo

D=(3V2-4)° +28(vV2—1) =6 +4V2.
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Aby sme sa vyhli v zapise zvysnych koretiov odmocnindm iracionalnych ¢isel, hfTadajme
hodnotu v D v tvare

VD =1\/6+4V2=a+bV2

s racionalnymi koeficientmi a, b. Tie mozno lahko uhadnut, lebo po umocneni na druht
dostavame

6 + 4V2 = a® + 2b% + 2abV/2,

odkial a? + 2b%> = 6 a 2ab = 4, takZe je zrejmé, Ze vyhovuju hodnoty a = 2 a b = 1.
(Namiesto hddania méZzeme po dosadeni b = 2/a riesit pre neznamu a? rovnicu a? + 2 -
-(2/a)? = 6, z ktorej vychadza a? = 2 alebo a? = 4.)

Takze VD = 2 + /2 a zvysnymi korefimi x2,3 danej rovnice su ¢isla

_A-32H24VD) s x3:4—3\/_—(2+\/§):1_2¢§'

2 2 2

B-1-3

Oznac¢me velkosti vnutornych uhlov trojuholnika ABC zvycéajnym sposobom a V4, Vg,
Ve péty jeho vySok postupne z vrcholov A, B, C' (obr. 18).

Obr. 18

Trojuholnik AV4C' je pravouhly a plati [{VAC| = |£V4AC| = 90° — ~. Podobne
plati aj [{VBC| = |£VpBC| = 90° — . Z rovnosti usekového a obvodového uhla
pre tetivu PV kruznice k vychadza |£CV P| = [V AC| = 90° — . A obdobne pre
tetivu QV kruznice | mame |LCVQ| = |V BC| = 90° — . Polpriamka VC je teda
osou uhla PV (Q, ¢o sme chceli dokézat.

Druhu ¢ast tvrdenia mozeme dokazat nasledujicim sposobom. Podla Talesovej vety
lezia body V4 a Vi na Télesovej kruznici nad priemerom AC. Z rovnosti obvodovych
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uhlov nad tetivou V4C' tejto kruznice vyplyva |LVAAC| = |£VAVeC| = 90° — ~.
Usecky V4 Ve a QV st teda rovnobezné, pretoze zvieraju s priamkou C'Ve rovnaky uhol.
Podobne zistime, ze aj usecky Vp Ve a PV st rovnobezné. Odtial vidime, Ze trojuholnik
VaVBVe je obrazom trojuholnika QQ PV v rovnolahlosti so stredom v bode C, ktora
zobrazuje bod Vi na bod V. Preto st usecky V4 Vp a QP rovnobezné.

Podla Télesovej vety lezia body V4 a Vg na Télesovej kruznici nad priemerom AB,
z vlastnosti tetivového stvoruholnika ABVAVp tak vyplyva |{ PQC| = |{VEVAC| = «,
|£QPC| = |AV4VEC| = B. Tieto rovnosti uz, ako je zname, zarucuju, Ze aj Stvoruholnik
ABQP je tetivovy, teda jeho vrcholy lezia na jednej kruznici, ako sme mali dokazaf.

Pozndmka. Druhé ¢ast tvrdenia tiez jednoducho vyplyva z vlastnosti mocnosti bodu ku
kruznici: Mocnost bodu C ku kruznici k je rovnéa |CV|? = |C P|-|C A|. Podobne mocnost
bodu C ku kruznici [ je rovnd |CV|*> = |CQ| - |CB|. Preto |CP|-|CA| = |CQ| - |CB],
¢o je ekvivalentné s tym, ze body A, B, P, @ lezia na jednej kruznici.

To isté moézeme formulovat aj bez pocitania, ak vyuzijeme poznatok o chordalach®
troch kruznic: Ozna¢me m kruznicu opisant trojuholniku ABP. Kedze C'V je chordélou
kruznic k a [ a AC chordélou kruznic k£ a m, je BC chordéalou kruznic [ a m. Odtial
vyplyva, ze kruznice [ a m sa pretinaju v bode Q.

B-1-4

Najskor vypocitajme hodnoty vyrazu V(n) pre niekolko prirodzenych ¢isel n = 3:

n [3[4]5[6] 7 [8]9[10] 11 [ 12 ] 13 | 14
V(n) |55 |55 |62 |72 102 |2|72|92|1055 | 1152 | 1252 | 1322

Z tabulky vidime, ze V(n) = 2 pre vSetky n € {3,4,..., 14}, pricom V' (8) = 2. UkéZeme,
ze pre vsetky n = 9 uz plati V(n) > 2.
Postupnou tpravou vyrazu V(n) — 2 dostavame (vieme, ze V' (8) — 2 = 0)

nd —10n%2 4+ 17n — 4 n® —12n2 + 37n — 40
Vin)—-2= —2= =
n? — 10n + 18 n? —10n + 18
 (n=8)(n*—4n+5) (n—8)((n—2)%+1)
B (n—5)2 -1 B (n—5)2 -7

Pre n 2 9 st citatel aj menovatel posledného zlomku kladné ¢isla. Preto V(n) —2 > 0
pre kazdé n = 9.

Odpoved. Najmensia mozna hodnota zlomku V'(n) pre prirodzené ¢éisla n > 2 je rovna 2;
tato hodnotu vyraz V(n) nadobuda pre n = 8.

Iné riesenie. Delenim oboch polynémov so zvyskom dostaneme

n+4
n? —10n + 18"

V(n)=n— (1)

3 Chordéla dvoch kruZnic je mnoZina bodov, ktoré maju k obom kruZniciam rovnaki mocnost, ¢o
v pripade pretinajacich sa kruznic je ich spolo¢néa secnica.
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Ukéazeme, ze pre n = 10 plati

n—+4
n2 —10n + 18

< 1. (2)

Pre prirodzené &sla n = 10 je totiz menovatel n? — 10n + 18 = n(n — 10) + 18
kladné &islo, a nerovnost (2) je tak ekvivalentna s nerovnostou 0 < n? — 11n + 14 =
= (n —1)(n — 10) + 4, ktora je pre n = 10 zrejme splnena. Pre prirodzené ¢isla n = 10
preto podla (1) plati V(n) > n —1 =2 9. Ako lahko zistime (napr. podla hodnét
v tabulke na zaiatku prvého rieSenia), nadobtuda vyraz V(n) pre prirodzené ¢isla
n € {3,4,5,6,7,8,9} mensie hodnoty, medzi nimi je najmensia V(8) = 2.

B-1I-5

Bod X 4 je simerne zdruzeny s bodom A podla priamky X B, plati teda | X X 4| = | X A|.
Podobne | X Xpg| = |XB|. Ak ma byt trojuholnik X X 4 X5 rovnostranny, musi platit
| X X4l = |XXp|, ¢ize | XA| =|XXa|=|XXp| =|XB|.Bod X preto nutne lezi na osi o
usecky AB. Naopak, ak X lezi na osi tsecky AB, plati podla rovnosti z prvych dvoch
viet rieSenia | X X 4| = | X Xg|. Body X, X4 a Xp potom budt vrcholmi rovnostranného
trojuholnika prave vtedy, ked velkost uhla X 4 X X g bude 60°.

Obr. 19

Hladany bod X zrejme nemoze byt stredom S tsecky AB, pretoze potom by bolo
Xa=A, Xg =B abody X4, X, Xp by lezali na jednej priamke. Hladané body X
mozu teda lezat na priamke o mimo tsecky AB. Vzhladom na zrejma symetriu sa dalej
obmedzime len na body X v jednej z polrovin ur¢enych priamkou AB.

Ozna¢me « velkost ostrého uhla AXS (obr. 19), ktory zrejme moze nadobudat Tubo-
volnt hodnotu z intervalu (0°,90°). Zo zhodnosti orientovanych uhlov AXB a BX X 4
vyplyva, Ze orientovany uhol SX X 4 mé potom velkost 3. Ako uz vieme, bod X bude
vrcholom rovnostranného trojuholnika X X 4 X g prave vtedy, ked bude priamka X X 4
zvierat s osou o uhol 30°, ¢o vzhladom na nerovnosti 0° < 3a < 270° nastane jedine
pre 3a € {30°,150°,210°}, ¢ize o € {10°,50°,70°}.
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Obr. 20

Na obr. 20 vidime vsSetky tri zodpovedajice riesenia. St to vrcholy rovnoramennych
trojuholnikov so zékladiiou AB a uhlom 2« € {20°,100°,140°} pri vrchole X. Dalgie
tri rieSenia (stumerne zdruzené podla priamky AB) existuji v opa¢nej polrovine uréene;
priamkou AB.

B-1-6

Vrcholy pravidelného dvanastuholnika o¢islujme rovnako ako na ciferniku hodin. Pre
i€ {1,2,...,12} ozna¢me a; €islo napisané v i-tom vrchole dvandstuholnika; na za-
¢iatku je podla zadania a; = i pre vSetky ¢ € {1,2,...,12}.

Najskor ukédzeme, ze T'(2) neplati. Uvazujme sucty

S1=a1 +az+as +ar +ag + arn,

Sy = az + as + ag + ag + a0 + aia.

Na zaciatku je S; = 36 a Sy = 42. Kazdé dve protilahlé ¢isla sa nachadzaji spolo¢ne
v tom istom sucte, to znamena, Ze po ich vymene sa ziadny z oboch stuctov nezmeni.
Navyse ziadne dve susedné cisla nepatria do toho istého suctu, takze po kroku spo-
¢ivajucom vo volbe dvoch susednych vrcholov a zviiéSseni v nich napisanych ¢isel o 1
Sy — 51 = 6, nemozno sa nikdy dostat do situacie, ked by boli vSetky ¢isla a; rovnaké.
V takom pripade by totiz bolo S; = Ss a rozdiel Sy — S; by bol nulovy. Preto tvrdenie
T'(2) neplati.



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA B 57

Podobne dokazeme, Ze neplati ani tvrdenie 7'(3). Uvazujeme tentoraz tri sucéty

S1 =a1 + ag + a7 + aqo,
Sy =as +as +asg + a1,
S3 = a3 + ag + ag + a2,

pre ktoré na zaciatku plati S; = 22, So = 26, S3 = 30. Po kazdom kroku sa bud
7iadny z troch sic¢tov nezmeni (ak vymenime dvojicu protilahlych éisel), alebo sa vSetky

..........

nemo6zu byt vo vSetkych vrcholoch napisané rovnaké ¢isla, vtedy by totiz platilo S; =
=Sy = 53.

Nakoniec ukdzeme, ze tvrdenie T'(5) plati. Pod piticou ¢isel so stredom vo vrchole ¢
budeme rozumiet ¢isla vo vrcholoch i —2,i—1, 4,7+ 1, i + 2 so zvycajnou dohodou, Ze

..... .

vrchol —1 je vrchol 11, vrchol 0 je 12, vrchol 13 je 1 a vrchol 14 je 2. Zv&cSime pétice
so stredmi v jednotlivych vrcholoch tolkokrat, kolko je naznac¢ené v obr. 21, t.j. péticu

.....

.....

vo vrcholoch 11, 12, 1, 2 a 3. Po tychto krokoch bude teda a; = 14+7+2+9+4+411 = 34,
podobne sa zvicsia aj ¢isla pri dalsich vrcholoch a bude platit

a2 =2+2+9+4+11+6 =234,
a3=3+9+4+11+6+1=34,
as=4+4+11+6+1+8=34,
a5 =5+11+6+1+8+3 =34,
a6 =6+6+1+8+3+10 =34,
a7 =T+1+8+34+10+5=34,
as =8+8+3+10+5+0 =34,
a9 =9+3+10+5+0+7=34,
a10=104+10+5+0+7+2 = 34,
a11 =114+54+0+7+2+9 = 34,
a12 =124 04+7+2+9+4 = 34,

2X

Obr. 21

Vidime, Ze po opisanych krokoch (tie spocivali len vo zvicSeni pétice susednych
¢isel, vymenu protilahlych ¢isel sme nevyuzili) bude v kazdom vrchole dvanastuholnika
napisané zhodné cislo 34.

Pozndmka. Ukédzme, ako dokazat tvrdenie T'(5) systematickejsie, aj ked zdaleka nie tak

efektivne. Ak zvicsime pitkrat ¢isla v po sebe nasledujicich piticiach vrcholov, teda
postupne v péticiach vrcholov

(1,2,3,4,5), (6,7,8,9,10), (11,12,1,2,3), (4,5,6,7,8), (9,10,11,12,1),
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dosiahneme vdaka rovnosti 5-5 = 2-1241 to, Ze ¢isla vo vSetkych vrcholoch s vynimkou

..........

.....

vrcholoch, takZe opakovanim uvedeného postupu jedenastkrat pre vrchol 1, desatkrat
pre vrchol 2, ... a napokon jedenkrat pre vrchol 11 dosiahneme to, ze ¢isla vo vSetkych
vrcholoch budi rovnaké. Dodajme, Ze analogickym postupom mozno vdaka rovnostiam
7-7=4-124+1a11-11 =10-12+ 1 dokazat aj tvrdenia 7'(7) a 7'(11), nie vSak ziadne
tvrdenie T'(k) s ¢islom k sudelitelnym s ¢islom 12.

B-S-1

Pre y = 1 dostaneme z prvej rovnice 3% = 2013 — 6 = 32 - 223, ¢o je rovnica, ktora
nema v obore kladnych celych ¢isel riesenie, lebo 223 nie je mocninou troch.

Navyse pre y = 1 plati 32* > 9 > 6 pre Iubovolné kladné celé &islo z, takze tipravou
druhej rovnice dostdvame 3** = 2013 + 6 = 3 - 673. Z podobného dévodu ani této
rovnica nema rieSenie v obore kladnych celych c¢isel.

Dalej predpokladajme, ze y = 2. Pre kazdé kladné celé ¢islo z je ako 32, tak aj 6Y
delitelné deviatimi. Vyrazy na lavych stranich oboch rovnic st teda delitelné deviatimi,
avSak 2013 deviatimi delitelné nie je. Preto ani v tomto pripade nemé ziadna z oboch
rovnic riesenie v obore kladnych celych c¢isel.

B-S-2

Oznacme n ¢islo pokryté strednym polickom Stvorcovej dosky. Potom prvy riadok tejto
dosky pokryva ¢isla n—12, n—11, n— 10, jej druhy riadok pokryva ¢islan—1,nan+1
a treti riadok pokryva ¢isla n + 10, n + 11 a n + 12. Stcet vSetkych cisel pokrytych
doskou tak je 9n.

Stucet c¢isel pokrytych stvorcovou doskou bude druhou mocninou celého ¢isla prave
vtedy, ked jej stred pokryje ¢islo n, ktoré je samo druhou mocninou celého ¢isla. Medzi
¢islami 1,2, ...,121 maju tato vlastnost iba ¢isla z mnoziny {1, 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81,
100,121}, z nich ale é&isla 1, 4, 9, 100 a 121 lezia v krajnom riadku alebo krajnom stipci
mriezky 11x11, a nemdzu tak byt pokryté strednym polickom Stvorcovej dosky 3x 3.

Zo vsetkych moznych pokryti mriezky ma pozadovant vlastnost 6 pokryti, ked stred
dosky pokryva niektoré z cisel 16, 25, 36, 49, 64 a 81.

B-S-3

Oznacme k7 kruznicu so stredom S; a ko kruznicu so stredom S,. Priesec¢niky vnutor-
nych a vonkajsich dotyénic ozna¢me K, L, M, N (obr.22).

Pri uvedenom oznaceni st priamky KL a KM dotycnicami ako kruznice kp, tak
aj kruznice ko, takze polpriamky KS; a KS st osami dvoch susednych uhlov so
spolo¢nym ramenom K M. Velkost uhla S7;K S5 je teda % - 180° = 90°, a preto bod K
lezi na Talesovej kruznici nad priemerom S7.55.

Podobnym sposobom ukazeme, Ze na tejto kruznici lezia aj body L, M a N. Tym je
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tvrdenie ulohy dokazané.

Obr. 22

B-1I-1
Cisla x1, x9 st korefimi danej kvadratickej rovnice prave vtedy, ked plati
T1+x2=—-p a IT1T2=4. (1)

Predpokladajme, ze danad kvadratickd rovnica méa redlne korene x1y = «, x2 = ka.
Dosadenim do (1) dostaneme (k + 1)a = —p a ka? = q. Pre obe strany dokazovanej
rovnosti kp? = (k + 1)%q odtial vyplyva

kp? = k(—=(k +1)a)” = k(k + 1)%a?,
(k+1)2%q=(k+1)? ka® = k(k +1)%a?,

teda dand rovnost skutocne plati.

Nech naopak pre realne ¢isla p, ¢ a k # —1 plati kp? = (k + 1)2?¢. UvaZzujme dvojicu
realnych cisel
kL

R A I

Také ¢isla (pre ktoré plati 2; = ko) st koreimi danej kvadratickej rovnice, ak spliiaju
obe rovnosti (1). Overenie urobime dosadenim:

_ —kp -p  —(k+1)p
S e S i s
_ —kp —p kp*  (k+1)%¢
T1T2 = = =q.

k+1 k+1  (k+12 (k+1)

Tym je cely dokaz hotovy.
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B-1I-2

a) Predpokladajme, Ze existuje skupina N majaca k oséb, v ktorej nie je dvojica
znamych. (Urcite aspon pre k = 1 takd skupina existuje.) Do skupiny O zaradme
vSetky osoby, ktoré maju aspon jedného znameho v skupine N. V skupine O je nanajvys
3k osbdb. V oboch skupinach O a N je teda dokopy nanajvys 4k osob. Preto v pripade
4k < 100 (k < 25) modzeme v obci najst osobu, ktora nepatri do Ziadnej zo skupin N
a O. Ak ju pridame do skupiny IV, nebude v takto vytvorenej skupine ziadna dvojica
znamych a tato skupina bude mat k£ + 1 os6b. Opakovanim tohto postupu tak ziskame
skupinu asporni 25 0sdb, v ktorej neexistuje dvojica znamych, ¢o dokazuje tvrdenie a).

b) UkdZeme, ze skupina, v ktorej neexistuje dvojica znamych, pozostdva nanajvys
z 50 0s6b. Predpokladajme, ze existuje skupina M majica m os6b, v ktorej neexistuje
dvojica znamych. Kazdy c¢lovek zo skupiny M sa teda pozna s tromi osobami zo zvysnej
skupiny 100 — m os6b. To je spolu 3m znamosti, ¢o nemoze byt viac, ako je celkovy
pocet znamosti Iudi zo skupiny mimo M, a ten je nanajvys (niektori sa mozu poznat
navzajom) 3(100 — m), preto 3m =< 3(100 — m), ¢ize m < 50, ¢o sme chceli dokazat.

V obci mozu existovat dokonca dve 50-¢lenné skupiny, v ktorych sa nevyskytuje
ziadna dvojica znamych. Napr. ked sa osoba 1 pozna s osobami 51, 52, 53, osoba 2 sa
pozna s osobami 52, 53 a 54, ..., osoba 48 sa pozna s osobami 98, 99 a 100, osoba 49 sa
pozna s osobami 99, 100, 51 a osoba 50 sa pozna s osobami 100, 51, 52. Kazda z osob
tak ma troch znamych a v skupinach oséb 1,2,...,50 a 51,52, ..., 100 neexistuje ziadna
dvojica znamych.

Cislo n = 51 je teda najmensim prirodzenym é&islom s vlastnostou, Ze v skupine
n 0sob, z ktorych kazda mé v obci so 100 obyvatelmi prave troch znamych, vzdy existuje
dvojica znamych.

B-1I -3
Dant rovnicu mozeme prepisat ako
2a—|—2b—|—1 + 22(1 + 24b — 220' (1)

Ozna¢me m = min(a + 2b + 1,2a,4b). Lava stranu rovnice (1) tak moézeme zapisat
v tvare
2a+2b+1 + 220, + 24() — 2m(2a+2b+1—m + 22a—m + 24b—m)‘

Pritom aspon jeden z exponentov (a+2b+ 1 —m,2a —m,4b—m) je nulovy a prislusna
mocnina dvojky je tak rovna 1. Ak by zvy$né dva exponenty boli kladné, bolo by
ako 1. Preto st nulové aspon dva z exponentov, takze v trojici (a+2b+1, 2a, 4b) existuju
dve rovnaké cisla, ktoré su nanajvys rovné tretiemu z nich.

Ak by bolo a+2b+1 = 2a, dostali by sme a = 2b+ 1, ¢o je v spore s predpokladanou
nerovnostou 2a < 4b. Podobne z rovnosti a + 2b + 1 = 4b vyplyva a = 2b — 1, ¢o je
v spore s nerovnostou 4b < 2a. Nutne teda plati 2a = 4b, t.j. a = 20.



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA B 61

Lavéa strana danej rovnice tak mé tvar
2a+2b+1 + 220, T 24b — 24b+1 + 24b T 24b — 4 . 24b — 24b+2

Preto je rovnica splnend prave vtedy, ked 2¢ = 4b + 2, ¢ize ¢ = 2b + 1.
Pre Tubovolné prirodzené ¢islo b je tak trojica (a, b, c) = (2b,b,2b+ 1) rieSenim danej
rovnice a ziadne iné rieSenia neexistuju.

Iné riesenie. Lavu stranu danej rovnice mdzeme upravit nasledujicim spdsobom:
9a+2b+1 4 ga 4 165 = 2.929. 45 1 (29)2 4 (4%)2 = (2% + 4%)2.
Po odmocneni oboch stran tak dostaneme ekvivalentnti rovnicu
20 4+ 4% = 2¢, Gize 294 2% =2

Z jednoznacnosti zapisu ¢isla v dvojkovej stustave alebo spdésobom podobnym rieseniu
tlohy B-I-1 potom modzeme zistit, Ze a = 2b, odkial vyplyva ¢ = 2b + 1. Rovnako ako
v predchadzajicom rieseni sme tak dosli k zaveru, ze vSetky riesenia rovnice sa tvaru
(a,b,c) = (2b,b,2b+ 1), pricom b je Tubovolné prirodzené ¢islo.

B-1I-4

Obvodovy uhol K AL a tisekovy uhol C LK tetivy KL v kruznici n st zhodné. Podobne
sa zhoduju aj obvodovy uhol KCL a tsekovy uhol AKL tetivy KL v kruznici m
(obr. 23). Trojuholniky AK'L a LCK sa tak zhoduju v dvoch vnttornych uhloch, a preto
sa zhoduju aj v trefom uhle. Uhly ALK a LKC st teda zhodné, a preto st zhodné
aj ich doplnky do 180°, ktorymi st obvodové uhly ADK, resp. LBC v uvazovanych
kruzniciach. Zhodnost uhlov ALK a LKC' dokazuje rovnobeznost priamok AL a CK
(teda priamok AB a C'D), ktora spolu so zhodnostou uhlov ADK a LBC znamena, Ze
aj priamky AD a BC st rovnobezné. Stvoruholnik ABCD je teda rovnobeznik, ¢o sme
chceli dokazat.

Obr. 23
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Pozndmka. Akonahle pomocou zhodnych uhlov ALK a LKC zistime, Ze priamky
AB a CD st rovnobezné, mozeme konstatovat, Ze oba tetivové Stvoruholniky ADLK
a BLKC su bud pravouholniky, alebo rovnoramenné lichobezniky so zhodnymi uhlami
pri zékladniach. V oboch pripadoch to uz zrejme zarucuje rovnobeznost druhej dvojice
priamok AD a BC.
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KATEGORIA A

A-T1T-1

Budeme sa najskor zaoberat pripadom, ked hladané prvocisla p a ¢ st rozne. Vtedy st
¢isla pg a p + ¢ nestudelitelné: sucin pq je totiz delitelny len dvoma prvocislami p a g,
ale sucet p + ¢ ziadnym z tychto prvocisel delitelny nie je.

Zistime, ktoré prirodzené &islo r moze byt spoloénym delitelom &isel a + 1 a a? + 1.
Ak 7 |a+1astdasner | a?+1, potomr | (a+1)(a—1) atiezr | (a>+1)—(a®?—1) = 2,
takze r musi byt niektoré z ¢isel 1 a 2. Bud je teda zlomok

a?+1
a+1

v zékladnom tvare, alebo zakladny tvar vznikne vykratenim dvoma. Preskiimame
obidve moznosti.
V prvom pripade, ktory zrejme nastava, ked je ¢islo a parne, musi platit
pg=a*+1 a p+qg=a+1
Cisla p, ¢ st teda korene kvadratickej rovnice 22 — (a+ 1)z +a?+1 = 0; jej diskriminant

(a+1)?—4(a*+1) = -3a>+2a-3=—2a>— (a—1)* -2

je ale zaporny, preto rovnica neméa v mnozine realnych cisel riesenie.
Ak je a neparne, je najviacsim spoloénym delitelom ¢isel a® + 1 a a + 1 &islo 2. Preto

2pg=a*+1 a 2(p+q)=a+1.
Cisla p, q st teda korene kvadratickej rovnice 222 —(a+1)z+a?+1 = 0; jej diskriminant

je ale taktiez zaporny. Ziadna dvojica roznych prvoéisel p, ¢ teda tlohe nevyhovuje.
Ostala moznost p = ¢q. Potom

Y

pq _pp_p
2

p+a p+p
preto
2(a? +1) 4
=—>=2a—24+ ——;
P a+1 ¢ +a—|—1’

to je celé ¢islo prave vtedy, ked a + 1 | 4 ¢ize a € {1, 3}, takze p = 2 alebo p = 5.
Ulohe teda vyhovujt dvojice p=g=2ap=gq=>5.
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A-T1-2

Usecky AS, a BS; lezia na uhloprieckach $tvorca, st teda navzajom kolmé a pretinaji
sa v strede P Stvorca. Plati

|D51\ =Ty \/57 \351‘ = (a—ﬁ)\/i |P51’ = <% —7“1) \/5;

0S| =12 - V2, |ASo| = (a — 12)V2, |PSQ|:<%—T2> V2.

Preto ma trojuholnik AS7;.S55 obsah

1 a
SA8:5, = §|AS2| |PS1] = (a—12) <§ _7"1)

a trojuholnik BS7S> obsah

1 a
Snsi5, = 3IBS| - PSs| = (a—ra) (& —r2).

Sucet oboch obsahov je

3
S =(a—ry) (g — r1> + (a —11) (g — r2> =a® — 5(1(7’1 +79) + 2r1ra.

Oznac¢me K bod dotyku kruznice k; so stranou AD, H a L body dotyku kruznice k5
so stranami CD a BC a M prieseénik priamok KS7 a HSy (obr. 24).

D H C
So I
. k2
P
k1
A B
Obr. 24

Podla Pytagorovej vety pre trojuholnik S; M .Ss je

(a—ry— r2)2 + (r1 — r2)2 = (r1 + r2)2.
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Odtial dostavame

(a—ry — r2)2 = 4riro,

a—1ry—Tyg = 247172,

a=r1+r2+2v/rre = (Vi + Vi) 24/

Cize
a2

7“17“2§E

.....

a teda
2r1 + 2ry 2 a.

(To vyplyva aj z rovnosti a = r1 +rg9 + 24/7172, lebo podla AG-nerovnosti je 24/r17r2 <
S rp4ro.)

Preto
, 3 , 3., 1
S=a —§a(r1—|—r2)+2r1r2§a —Za®+ -a® =

3 2
4 '8 8
3

—a.

’ v N . o e 2
To znamend, Ze aspoil jeden z obsahov Sas,s,, SBs,s, je najviac {5a°.

Iné rieSenie. MéZeme polozit a = 1. Rozdiel obsahov trojuholnikov AS;Ss a BS1.55
je (podla vyjadrenia z prvého rieSenia)

SAs,5, — SBs,s, = (1 — 7“2)(% - T1> —(1- 7“1)(% - 7“2) = %(7“2 —71).

Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze 1 = 9. Potom Sas,5, < Sps,s,-
Pocitajme teda obsah trojuholnika AS1S;. Podla Pytagorovej vety je (1 — 7“1 —r9)2 +

+ (ry — 7“2)2 = (r1 + 12) 2 odtial \/_+ \/_ =1, a teda ry = (1 — \/_) Oznacéme

x = \/r1. Z nerovnosti vy + ry = % ary = re vyplyva rq z < a z druhej strany plati

r1 < 2, pretoze kruznica ky lezi vo stvorci ABC D. Odtial vyplyva <z < \/7 Obsah
trojuholnika AS155 je

1 1 T2
Sas;s, = (1 —7”2)<§ —7“1> =5 gt =
L, b e 9 o4 o3 Lo
=51 2(1 ) +z*(l—z)* =2"—2x 5% + x;
3 1 3 1 3 ) 3
Sasis =35 = =200 = ga® bw— o = (v - g ) (#* - 5t = Gk 5) =
1 3 5 3
e R
2 2 4 10
vdaka tomu, 2e1—%<%§x§%\/§ . Preto SASlgzg%.
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A-1-3

Odtrhnutim poslednej éislice vyhovujtaceho (n+1)-ciferného ¢isla dostaneme vyhovujtce
n-ciferné c¢islo. Vsimnime si, ako naopak z vyhovujiceho n-ciferného cisla vytvorime
vyhovujtice (n + 1)-ciferné ¢islo. Ak sa konéi n-ciferné ¢islo ¢islicou 1, moézeme na
koniec pridat niektoru z éislic 3, 4, 5. Za ¢islicu 2 mozeme pridat niektoru z ¢islic 4, 5,
za Cislicou 3 moze nasledovat 1 alebo 5, za ¢islicou 4 méze byt 1 alebo 2 a za ¢islicu 5
mozeme pridat jednu z ¢islic 1, 2, 3. Vidime, Ze zalezi na tom, aké je poslednd ¢islica.
Oznacme preto a,, po¢et vyhovujucich ¢isel zakoncenych niektorou z ¢islic 1, 5, b,, pocet
¢isel zakoncenych niektorou z ¢islic 2, 4 a ¢, pocet ¢isel zakoncenych cislicou 3. Potom
p(n) = an + b, +cy. Zrejme a; = by =2,¢; =1, p(1) =5=5-24° =525 ay =6,
by =4,c0=2,p(2)=12=5-24 <5-25%
Z predchadzajucich tivah vyplyva platnost rekurentnych vztahov

Upi1 = ap + by +2¢n, bpi1 = an +bny,  Cpi1 = an. (1)

Z nich vyplyva az = 14, b3 = 10, c3 = 6, p(3) = 30 € (5-2,4%;5-2,52).
Matematickou indukciou dokazeme, ze pre kazdé n = 3 plati

an 2 24", b, == -24" ¢, =24"1

wl N

Pre n = 3 to plati. Ak a,, = 2,4", b,, = % 224" a ¢, = 2,471, tak aj

2
Unt1 = Gp + by +2¢, 224" + . 24" +2.24"71 =

2 5
— 94" (1 -3+ 6> —95.24" > 2471

2 5 2
b1 = an +b, = 2,4" + 3 L2.4" = 3 2,4™ > 3 2,471
Cna1 = Ay = 2,4,

7 prave dokazanych nerovnosti vyplyva
2
p(n) = an + by +cn 2 2,4" + 3 24" 424" = (24+16+1)-24" 1 =5.24""1,

Podobne dokdzeme druht nerovnost; dokdzeme, Ze pre n = 3 plati

2
an Sh-25" by Skego25" Sk 2,5"71, (2)

kde £ je vhodne zvolené ¢islo. Potom bude

5

31 31
p(n) = an + by +cn S k- 2,5"71 (2,5+§+1> — k-2t 22

=5k — .25 L
6 30 7
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Ak teda zvolime k = %, bude pre kazdé n = 3 platit p(n) < 5-2,5" L.
Ostava matematickou indukciou dokazat nerovnosti (2), v ktorych k = 3%. Pre n = 3

nerovnosti platia. Ak plati (2), tak aj

an+1:an+bn+2cn§k'2a5n'

N
—_
+

bn+1:an+bn§k'275n'

Cne1 =ap S k-2,5".

/N
—_
_|_
Wl N W

Iné riesenie. Ukdzeme, Ze kazda z postupnosti {a,}, {b,}, {cn}, ktoré boli zavedené
v prvom riefeni, splia v df)sledku rovnosti (1) rekurentnt rovnicu z,i9 = 2,41 +
+ 2z, — 2x,_1, takze ju splia aj postupnost skimanych hodnét p(n) = a,, + b, + cn,
¢o dalej zapiseme vztahom (3).
Naozaj, z prvej a tretej rovnosti v (1) dostavame a, 1 = a, + by, + 2a,,—1, odkial
bn = apt1 —ap —2a,-1, atedaaj bpi1 = apnt2 — Any1 — 2a,.
Vzhladom na druhi rovnost v (1) tak plati
Upt2 — py1 — 2Gp = bpy1 = ap + by = ap + (Ang1 — @ — 265-1),
odkial porovnanim krajnych vyrazov vychadza avizovana rovnost
nt2 = 2ap4+1 + 20y, — 2ay,_1.
Teraz trikrat dosadime a,, = b, 41 —b,, do rovnosti b,, = a,+1 —a, —2a,_1 a dostaneme
b, = (bn+2 - bn+1) - (bn+1 - bn) - 2(bn - bn—l)’
odkial po tprave vychadza
bnio = 2bpy1 + 2b, — 2b,, 1.
Napokon, postupnost {c,} je len ,posunutd“ postupnost {a,}, takze
Cnt2 = Qpt+1 = 20yp + 201 — 20p—2 = 2Cp41 + 2¢5, — 2¢p—1.
Spojenim vsetkych troch rekurencii mame
p(n+2) =2p(n+1) 4+ 2p(n) — 2p(n — 1). (3)
Matematickou indukciou dokazeme, ze pre kazdé k = 1 plati

2,4p(k) = p(k +1) = 2,5p(k). (4)
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Pre k = 1 aj pre k = 2 nerovnosti (4) platia. Ak plati (4) pre vSetky k €
€{1,2,...,n+1,n+ 2}, potom

p(n+3) =2(p(n+2) +p(n+1) —p(n)) 2

1\

)

v

2(p(n+2) +p(n+1)— %) - 2(p(n+2) +
7 p(n+2)> _ 74p(n + 2)

2( 2) 4 — .
pin+2)+ 35" 55 30

1\

> 2.4p(n + 2).

Podobne tiez

p(n+1)) -

p(n+3)§2<p(n+2)+p(n+1)_ —

3 n+ 2
§2<p(n+2)+—-p—( )> = 2,5p(n + 2).
5 2.4
Z rovnosti 5-2,4° = p(1) = 5-2,5% a nerovnosti (4) vyplyva, ze nerovnost 5-2,47~1 <
< p(n) £5-2,5""! plati pre kazdé prirodzené n.

Pozndmka. Rovnica (3) sa nazyva linedrna diferencnd rovnica s konstantnymi koefi-
cientmi. Znadmy rekurentny vztah g,11 = g, - ¢ pre geometrické postupnosti napoveda,
Ze rovnici (3) by mohli vyhovovat niektoré geometrické postupnosti, teda p(n) = ¢".
Dosadenim do (3) dostaneme pre kvocient ¢ tzv. charakteristicki rovnicu

@ -2 -2¢+2=0,

ktora ma tri realne korene q; = —1,170086 487, q> = 0,688 892182, q3 = 2,481 194 304.
D4 sa dokazat, ze kazdé riesenie rovnice (3) je linedrnou kombinaciou postupnosti {¢7 },

{az} a {q5}, teda
p(n)=a-q +8-q3 +7-4q5.
Koeficienty «, 3, v vypocitame zo ststavy rovnic
aqi+Beatygs =p(1) =5, agi+Bas+vas = p(2) =12, agi+Bg+yqs = p(3) = 30.

Namiesto tretej rovnice sa da pouzit o + 5 + v = p(0) = 2; &islo p(0) sa sice neda
definovat ako pocet O-cifernych ¢isel, ale p(0) = 2 odpoveda vztahu (3). Pre ¢leny
postupnosti tak dostaneme priblizné vyjadrenie

p(n) ~ —0,063 627 54647 + 0,108 637 17943 + 1,954 990 3674

.....

zaokrihlovacie chyby.)
A-1-4
Dosadenim z = 1 dostaneme

fy) + f(=y) = f(1).
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Ak oznadime f(1) = a, mame f(—y) = a — f(y). Dalej dosadime y = —1 a méame
z- f(—x)+ f(1) =z f(z),

z(a— f(z)) +a=z- f(z)

a odtial

Skuskou overime, ze pre lubovolné redlne ¢ vyhovuje kazda funkcia f(z) = ¢(1+ 1/x):

w-f(xy)%—f(—y):x-c(l—k%)—|—c(1+_iy>:c<x+§+1—§>:

=c(r+1) :cx<1+é) =z f(z).

Iné rieSenie. Ozna¢me f(1) = a. Dosadenim y = —1 do danej rovnice dostaneme

a odtial

Dant rovnicu upravime na tvar

Flay) + > - f(~y) = f()

a po pouziti (1) mame

)
flag) + 12 - 2

Zamenou x a y navyse dostaneme

flz) a _
fyx) + R f(y),

takze odc¢itanim poslednych dvoch rovnic

9 TW) ) st
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a po dosadeni y = 1 vyjde
1
2f(x) = a(l + —>.
x
Opiit sa skuskou presvedéime, ze kazdd funkcia f(x) = ¢(1 + 1/x) je rieSenim.
Iné riesenie. Dosadenim y = —1 dostaneme
of (=) + f(1) = xf(x),

po uprave

Dosadenim z = 1 dostaneme

teda aj
f(@) + f(=x) = f(1) (3)
1 1
a po séitani rovnic (2) a (3) mame f(z) = %) (1 + —) ; opéit ostava urobit jednoducha
x
skasku.
A-1I-5

Ozna¢me «, (3, v velkosti vnutornych uhlov trojuholnika ABC' pri vrcholoch A, B,
C' a J priese¢nik priamky Al so stranou BC (obr.25). Uhol PBI je obvodovy uhol
prislusny k tetive PI a uhol QBI je obvodovy uhol prislusny k tetive 1Q). Pretoze oba
tieto obvodové uhly maji rovnaki velkost 18, maju tsecky PI a IQ) rovnakt dizku.

C

Obr. 25
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Usekovy uhol JIQ je zhodny s obvodovym uhlom QBI, jeho velkost je preto % B. Zo
zhodnosti vrcholovych uhlov potom vyplyva [{ RIA| = 1. Tt istd velkost ma i usekovy
uhol PIA, ktory je zhodny s obvodovym uhlom PBI. Dalej plati |[{ RAI| = |[{PAI| =
= La. Podla vety usu st trojuholniky RIA a PIA zhodné, a preto |RI| = |PI]|.

2
Uhol QIB mé velkost

4QIB| = 180° — | <ATB| | £71Q| = 180° — (90° + 1) - g _

= 90° — (§+%> = 5 = |4RAI.

Velkost uhla QIB se da urcit i nasledovne: Podla vety o tsekovom uhle plati
|LAIP| = 18 = |£IPQ)|. Zo zhodnosti striedavych uhlov vyplyva AI || PQ. Odtial
|£QPB| = |£IAB| = o a zo zhodnosti obvodovych uhlov méme |£QIB| = ;o

Zo zhodnosti uhlov |£QIB| = |{RAI| a |£QBI| = |{RIA| vyplyva podobnost
trojuholnikov AIR a IBQ a odtial |[AR|/|RI| = |IQ|/|QB|, takze

[AR| - |QB| = |RI| - |[IQ| = |PI|*.

Na dokaz podobnosti trojuholnikov AIR a IBQ moze posluzif i rovnoramennost
trojuholnika CR(Q), v ktorom os uhla je sticasne taznicou.

A-1-6

2 2

Substiticiou cos? x = a, cos?y = b, cos? z = ¢ vznikne ststava

1
l—-a+b=--1,
c
1
1—-b+c=--1, (1)
a
1 + ! 1
—ct+a=—-—-1,
b
pri¢om a, b, c € (0,1).
Sc¢itanim tychto rovnic dostaneme
1 1 1
-+ -+ -=6,
a b c
teda harmonicky priemer cisel a, b, c je %

Po vynésobeni rovnic postupne ¢islami ¢, a, b mame

c—ac+bc=1-c¢,
a—ab+ac=1-—a,
b—bc+ab=1-0b
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a po séitani 2(a+b+c) = 3. Aritmeticky priemer ¢isel a, b, ¢ je teda taktiez % Z rovnosti
aritmetického a harmonického priemeru vyplyvaji rovnosti a = b = ¢ = % Skuskou
sa Tahko presvedéime, Ze tato trojica vyhovuje stustave (1). RieSenim danej sustavy sa
vSetky trojice (%W + %k’?‘(, %171' + %ZTF, %ﬂ + %mw), kde k, I, m su celé ¢isla.

Iné riesenie. Pouzijeme substiticiu z prvého riesenia. Ststava (1) je cyklicka; ak je jej
rieSenim trojica (p, q,r), vyhovuju aj trojice (q,r,p) a (r,p, q). Staci teda najst vsetky
rieSenia, pre ktoré plati a = b,a = ¢, a vSetky ostatné dostaneme cyklickou zdmenou.

Nech teda a = b,a = c. Z prvej rovnice potom vyplyva 1/c =2 —a+b < 2, a preto
c2 % Podobne z tretej rovnice 1/b =2 —c+a = 2, preto b < %, a teda aj b < ¢. Podla
druhej rovnice potom 1/a =2 — b+ c 2 2, takze a < % Dokopy teda plati

1\
1\
1\

1
azczZ <
27

N

a preto a = ¢ = % Teraz uz z ktorejkolvek rovnice dostaneme b = % Rovnako ako
v prvom rieSeni overime, Ze najdend trojica ststave (1) vyhovuje a vyjadrime vseobecné
riesenie zadanej stustavy.

A-S-1

a) Bodom S; vedme rovnobezku so stranou AD a jej prieseéniky so stranami AB a C'D
ozna¢me M a N. Podobne vedieme bodom S5 rovnobezku s AB a jej priese¢niky so

D N C
k1

S
R 1 \T

K \/\

ko
A M Q

Obr. 26

stranami AD a BC oznacime K a L; prieseénik priamok K L a M N nech je P (obr. 26).
Podla Pytagorovej vety pre trojuholnik S; PSSy plati

(r1 + r2)2 =(8—-r; — r2)2 +09-—r — r2)2
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a odtial

(r1 +79)% — 34(ry +73) + 145 =0,
(T1+T2—5)(T1+T2—29) :0
platit’ r1+ 19 = 5.

b) Oznacime @ piatu kolmice z bodu Sy na stranu AB, R pétu kolmice z bodu S; na
stranu AD a T priesecnik priamok (QS2 a RS;. Obsah S trojuholnika AS3S; vypo-
Citame tak, ze od obsahu pravouholnika AQT R odcitame sucet obsahov pravouhlych
trojuholnikov AQSs, AS1R a S1.5:T":

1 1 1

S = (9—7"2)(8 —7‘1) — 57‘2(9 —7‘2) — 57‘1(8 —7‘1) — 5(9 — T —7“2)(8 — T —7"2) =

9 1 1 17 1

=T72—9ry —8rg + 7179 — —ro + =75 —4ry + —r] — 36+ ——(r1 +12) — = (r1 +12)?

2 2 2 2 2
a po vyuziti rovnosti r; 4+ ro = 5 dostaneme

157 25 1

S = 7—137“1—?7”2:16—57“1.

Z rovnosti r; + r9 = 5 a nerovnosti 2r; < 8, 2ry < 8 vyplyva 1 € (1,4), a teda

31
14, — ) ;
se ()

obsah mé najmensiu hodnotu 14, ked 71 = 4 a ro = 1, a najvic¢siu hodnotu 371, ked
rr=1ary =4.

Iné riesenie. a) Ozna¢me « uhol medzi priamkami KL a S5 (obr.26). Z rovnosti
|AB| = |KP| + |PS3| + |S2L| mame ry + (11 + r2) cosa + r2 = 9 ¢ize

(14 cosa)(ry +1r2) =09.
Podobne z rovnosti |[AD| = |M P| + |PS:1| + |S1N| vyplyva
(1+sina)(r; +1r2) = 8.
Z poslednych dvoch rovnic mame po dprave a umocneni

8(1+ cosa) = 9(1 + sin ),
8cosa =1+ 9sina,
64(1 — sin® ) = 1 + 18sin a + 81sin® o,
145sin® a + 18sina — 63 =0
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a odtial* .
sina = — a T1+T2:—_:5
5 1+ sinao

b) Obsah S trojuholnika AS55S; moézeme vypocitat pomocou vektorového sucinu vekto-
rov Sy — A a S — A. Zvolime sustavu sturadnic, v ktorej A =1[0,0,0], B =19,0,0],D =
= 1[0,8,0]. Potom So = [9 — ry,73,0], 51 = [r1,8 — r1,0] a skiimany obsah je

1

1 1
S = §|(SQ—A)X(51—A)| = [(9—7"2)(8—7‘1)—7“17“2] = 5(72—97“1—87‘2) = 16—57“1.

N =

Dostali sme rovnaky vyraz ako v prvom rieseni, a tak tym istym postupom zistime, ze
skiimany obsah méa najmensiu hodnotu 14 a najvic¢siu hodnotu 32—1

A-S-2

Oznacme b sucet ¢isel na bo¢nych stenach ihlana, a ¢islo na jeho podstave. Ak zvolime

..........

.....

.....

krokov bude V' delitelné éislom n. Keby boli na vSetkych stenach jednotky, mal by vyraz
V hodnotu n — 2. Toto ¢islo ale nie je delitelné ¢islom n, lebo n = 3.

Iné riesenie. Nech pri volbe hlavného vrcholu sa u-krat ¢isla zvicsuju a v-krat zmen-
Suju. Podobne nech sa pri volbe vrcholu A; podstavy ¢isla w;-krat zviacsuja a z;-krat
zmensuja. Oznacme y = u — v, x; = w; — 2;. Keby boli na vsetkych stenach jednotky,
platili by rovnosti

r1+zat+y=1,

2 t+w3ty=1,

Tp-1t+azn+y=1,
Tp+x1+y=1,
1 +x9+...+x, =1 (1)

Séitanim prvych n rovnosti dostaneme 2(z1 +x2+...+2,)+ny = n a podla (1) mame
2+ny=n.
Odtial vyplyva n | 2, ale to pre Ziadne n = 3 neplati.

4 Druhy koren t = — % kvadratickej rovnice 145t2 418t —63 nemusime uvazovat, ked%e v nasej situacii
sina > 0.
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A-S-3

Ukazeme, ze tlohe vyhovuje jedina trojica ¢isel: a =1, b=4 a c = 3.
Ozna¢me s = b+ ¢ = 7. Dosadenim ¢ = 5 —b a ¢ = s — b do prvej podmienky
dostaneme
a4+ b+ c® = (5-b)2+b*+ (s —b)* = 26,

a teda
30 —2(s+5)b+s*—1=0. (1)

Tato kvadratickd rovnica s parametrom s mé& v mnozine redlnych cisel rieSenie prave
vtedy, ked pre jej diskriminant plati 4(s +5)% — 12(s? — 1) = 0. Upravou tejto nerovnice
dostaneme s? — 5s — 14 < 0 ¢ize (s +2)(s — 7) < 0. Odtial s € (—2,7) a vzhladom na
podmienku s = 7 musi byt s = 7. Po dosadeni do (1) mame

3% — 24b + 48 = 0;

tato rovnica méa jediné riesenie b = 4. Lahko potom dopoditame a =1 a ¢ = 3.

Iné riesenie. Ak uhddneme vyhovujicu trojicu a = 1, b = 4 a ¢ = 3, tak jej jedinecnost
Tahko zddvodnime, ked ukézeme, Ze hodnota nezidporného suctu

S=(a—1)2+(b—4)72+ (c—3)?

musi byt pre kazda vyhovujicu trojicu rovné nule. Pri podmienkach zo zadania tlohy
totiz plati

S=(®+b*+c)—2a+b)—60b+c)+ (12 +4243%) =
=26—-2-5—6(b+¢)+26=42—6(b+c)<42—6-7=0,

takze naozaj S =0,atedaa=1,b=4ac=3.

A-1II-1
a) Oznacme dané ¢isla a1 < ay < az < ... < ag1. Kedze s tieto ¢isla celé, plati pre
kazdé i € {1,2,...,20} nerovnost a;11 —a; = 1, a preto a;110 — a; = 10 pre kazdé
i€{2,3,...,11}. Podmienka zo zadania je splnena prave vtedy, ked sicet najmensich

.....

a1 +ag+...+a11 > a2 +ai3+ ...+ ao. (1)

Odtial
ay > (a12 — ag) + (CL13 — ag) + ...+ (a21 — CL11) z 10-10 = 100,

.....
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.....

Ak teda skupina danych ¢isel T)bsahuje ¢islo 101, musi platif a; = 101. Z ostrej
nerovnosti (1) tak vyplyva neostra nerovnost

(a12 —a2) + (a13 —az) +... + (a21 — a11) < a;p — 1 =100,

a pretoze a;110 — a; = 10, musi byt splnend rovnost a;119 — a; = 10 pre kazdé
i€{2,3,...,11}. To nastane prave vtedy, ked st ag, as, ..., as1 po sebe idice celé éisla.
Hladané skupiny teda okrem ¢isla 101 obsahuja este Tubovolnych 20 po sebe iducich

.....

.....

A-1I-2

Najskor dokédzeme, ze v mnozine A mozu byt najviac dve ¢isla. Pripustme, Ze A obsahuje
tri ¢isla a < b < c¢. Potom do B patria ¢isla a +b < a + ¢ < b+ ¢, a teda do A musi
patrit ¢islo
b+c b—a
=1+ :
a+c a+c
to ale nie je celé, lebo 0 < b—a < a+c.

Keby mnozina B obsahovala Styri ¢isla & < [ < m < n, patrili by do A tri rézne cisla
n/k, n/l, n/m. Mnozina B ma teda nanajvys tri prvky a AU B nemdze mat viac ako
5 prvkov.

Tento pocet dosiahneme prave vtedy, ked A = {a,b}, B = {k,l, m}, pricom a < b
al/k =m/l =a, m/k =0b. Potom b = a? (a = 2) a jednym z prvkov mnoziny B je
a+ a?; dal§imi dvoma st potom bud a? + a® a a® 4 a* alebo 1 +a a a? + a3. Pit prvkov
tak maji dokopy napriklad mnoziny A = {2,4}, B = {3,6,12}.

A-1II-3

Prepona AB mé podla Pytagorovej vety dizku |AB| = 5. Pri zvyéajnom oznadeni
velkosti stran a uhlov dalej plati cosa = %, cosfB = %,

¢ o 1+ cosa 5

CO -_— = _—
g2 V 1—cosa
15} 1+ cosp

tg — =4/ ———— =2
c0g2 1—cosp

KedZe podla zadania lezia obe kruznice k1, ks celé v trojuholniku ABC, musia mat
vonkajsi dotyk — keby mali vnutorny dotyk (v bode prepony), bola by vicsia kruznica
pretatd odvesnou dotykajicou sa mensej kruznice. Ozna¢me D a E dotykové body
kruznic k1 a kg so stranou AB a F' kolmy priemet bodu Ss na tsecku S;D (obr. 27,
podla predpokladu je r1 > r3). Podla Pytagorovej vety pre trojuholnik FS5S; plati

(7”‘1 + T2)2 = (7”‘1 — T2)2 + ‘DElQ,
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odtial |DE’ =2 \/T1T2.

C
k1
Si
T1 k2
r
F = 5
04/2 /\ B3/2
A D FE B
Obr. 27

Z rovnosti |AB| = |AD| + |DE| + |EB| mame

c = ry cotg % + 24/r1re + 19 cotgg = 3r1 + 2/r17r2 + 279,

a kedZze r| = %rg, dostavame

27
ik + 3rg + 21y = 5,
a teda
20 45
27 7 T

Kruznica vpisana trojuholniku ABC ma polomer g9 = ab/(a+b+c) = 1. Kedze 71 < o,
ro < 0, lezia obe kruznice v trojuholniku ABC.

Intt moznost, ako vypocitat hodnotu cotg %a, poskytuje pravouhly trojuholnik AT'S,
kde S je stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC' a T bod dotyku tejto kruznice so

stranou AB. Plati

o & |AT| b+c—a

cotg — = =
&9 79T 20

podobne
B a+c—b
cotg — = ——— =
2 20

2.

Este ind moznost: V pravouhlom trojuholniku XC B s odvesnami dizok | X C| = ¢+,
|CB| = a m4 uhol BXC velkost 3o (pri umiestneni bodu X na polpriamku C'A totiz
vznikne rovnoramenny trojuholnik X BA), a preto

a c+b 6 c+a

tg — = dob tg — = .
cotg o a podobne  cotg 7 5
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A-1I-4

Nech a, b, ¢ st kladné ¢isla. Hladame rieSenie stustavy rovnic v mnozine kladnych ¢isel.
Vzhladom na podmienku z + y + z = 1 musia byt éisla x, y, z v intervale (0,1).
Dosadenim z = 1 — z — y do zvySnych rovnic dostaneme

aly—zy—y*+a)=cley+1-z—y), blxz—a2*—zy+y)=cley+1-z—y),
po uprave
ay(l —y) +ax(l —y) =cl—2)(1—-y), br(l—2z)+by(l—x)=cl—-=z)1-y),
a kedze x < 1, y < 1, mame
ay+axr=c—cxr, br+by=c—cy.
Odtial uz lahko vyjadrime

_b+c—a ct+a—2> at+b—c

o a+b+c’ y a+b+c’ : a+b+c (1)

RieSenie v mnozine kladnych d¢isel teda existuje prave vtedy, ked plati b + ¢ > a,
c+a>b,a+b> c, cosuzname trojuholnikové nerovnosti.

Iné rieSenie. Uvedieme este jeden sposob odvodenia vztahov (1). Vdaka podmienke
x + y + z = 1 moZno zrejme prepisat prva ¢ast uvazovanej sustavy rovnic na tvar

a(l =y)(1—2) =b(1 - 2)(1 =) = c(1 - z)(1 - y), (2)

odkial po vydeleni vyrazom (1 — z)(1 — y)(1 — 2) (roznym od nuly, dokonca ako vieme
kladnym) dostaneme ekvivalentné rovnice

Ak oznacime s spolo¢ni (kladnt) hodnotu poslednych troch zlomkov, lahko ziskame

vyjadrenia

b
:L’:l—g, y=1——, z:l—g, (3)
s s s

ktoré po dosadeni do rovnice z + y + z = 1 vedu k urceniu hodnoty

at+b+c
5 )

Pre také s potom uz z vyjadrenia (3) dostaneme zelané vztahy (1), a tym aj dokaz
tvrdenia tlohy.
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Dodajme, 7ze vdaka prepisu (2) by bolo teraz mozné urobit skasku priamym dosade-
nim, avSak ani teraz to nie je — vzhladom na platné vyjadrenia (3) — nutné.

A-III-1
Zrejme a # 1, preto mdzeme dani rovnost prepisat v tvare

a? +1 202 — 3
= . 1
a—1 26— 1 ()

Najskor preskimame moznost, ze ¢itatel druhého zlomku je zaporny, t.j. b € {—1,0,1}:

> Pre b = —1 dostaneme po uprave kvadratickt rovnicu 3a? —a+4 = 0, ktora nem4
realne riesenie.
> Pre b = 0 dostaneme rovnicu a? — 3a + 4 = 0, ani tato rovnica redlne rieSenie
nema.
> Pre b = 1 dostaneme rovnicu a®+1 = —a+1, ktori upravime na tvar a(a + 1) = 0.
Rovnica mé dve riesenia a € {0, —1}, méame teda dve dvojice (0,1) a (—1,1), ktoré
vyhovuja zadaniu.
Dalej predpokladdme, ze 2b% — 3 > 0, teda Ze oba zlomky v (1) maji kladné citatele.
Zistime, akymi prirodzenymi ¢islami sa daju tieto zlomky kratit.
Akn|a?+1azéroveiin|a—1,takn| (a®>+1) - (a+1)(a — 1) = 2. Podobne, ak
n | 20> — 3 a zaroveit n | 2b — 1, tak n | (20 — 1)(2b + 1) — 2(2b% — 3) = 5. St teda Styri
moznosti, ako dosiahnut rovnost zlomkov (1):

i) a®>+1=2b>-3aa—1=2b—1; dosadenim a = 2b do prvej rovnice dostaneme
4b? + 1 = 2b® — 3, tato rovnica vsak nem4 realne rieSenie.

ii) a?+1=2(20>—3) aa—1=2(2b— 1); dosadime a = 4b — 1 do prvej rovnice, po
aprave dostaneme rovnicu 3b% — 2b + 2 = 0, ktora v obore realnych ¢isel riesenie
nema.

iii) 5(a®?+1) =20 —3 a 5(a—1) = 2b— 1; dosadime a = £(2b + 4) do prvej rovnice,
po tprave dostaneme kvadratickt rovnicu 362 — 8b — 28 = 0, ktord m4 celo¢iselné
rieSenie b = —2. Tomu zodpoveda a = 0.

iv) 5(a® 4+ 1) = 2(2b*> — 3) a 5(a — 1) = 2(2b — 1); dosadime a = 1(4b + 3) do prvej
rovnice a dostaneme b —6b— 16 = 0. Tato kvadratick4 rovnica mé dva celo¢iselné
korene b = —2 a b = 8, ktorym zodpovedaji hodnoty a = -1 aa =17.

Vyhovuje teda 5 celo¢iselnych dvojic (a,b):

(0,1), (-1,1), (0,-2), (-1,-2), (7,8).

Iné rieSenie. Rovnicu (1) z prvého rieSenia upravime na tvar

2 b—3
a+1+m—b+2b—_1. (2)
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Zrejme plati, ze

aka < -2, tak —1<

2
k a >4, tak 1.
a—1<0 a ak a = 4, ta 0<a—1< (3)

Taktiez mozno Tahko ukézat, Ze

b—3
20—-1

ak b < —3 alebo b =4, tak 0 < <L (4)

Preto najskor vypocitame hodnoty oboch zlomkov v (1) pre a € {—1,0,2,3} (a # 1)
abe{-2,-1,0,1,2,3):

a |—1]01]2]3 b —2[—-170o] 123
a?+1 20% — 3

—-1/-11515 ~1] L 13]-1|2]3
a—1 26— 1 3 3

Porovnanim oboch tabuliek najdeme rychlo Styri riesenia: (—1,—-2), (—1,1), (0,—2),
(0,1). Ziadne iné riesenia pre a € {-1,0,2,3} neexistuji, pretoze z prvej ta-
bulky vidime, ze Tava strana v (2) je pre tieto hodnoty celo¢iselna, zatial ¢o pre
b¢ {—2,—-1,0,1,2,3} prava strana podla (4) celociselnd nie je. Podobne neexistuji
dalsie rieSenia ani pre b € {—2,-1,0,1,2,3}: pripady b = —1 a b = 2 moZno overit
priamym dosadenim a vyrieSenim rovnice s nezndmou a, v ostatnych pripadoch je prava
strana v (2) celo¢iselnd, zatial ¢o lava strana pre a ¢ {—1,0,2,3} podla (3) celo¢iselna
nie je.
Pre zvysné hodnoty a, b plati

b—3 2

-1 _
<2b—1 a—1

=a+1-b<2

a pretoze a + 1 — b je celé ¢islo, s len dve moznosti: a+1—-b=0aleboa+1—-b=1.
Ak a = b—1, dostaneme z (2)

2 b—-3

_ ) 2_ —
5= op 1 a odtial 0" —9b+ 8 =0,

¢ize b =1 alebo b = 8. Mame teda jedno dalsie riesenie (7, 8).
Ak a = b, dostaneme z (2)

2 b—3 . 2 —N-
b——1+1_25——1’ odtial b° +5b—4 = 0;

tato rovnica celodiselné riesenie nema.
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A—1IT - 2

Oznac¢me z; pocet minci, ktoré mé i-ty zbojnik (¢isla z; sa v priebehu delenia menia).

Nech n = 3. Po Tubovolnom kroku sa nezmeni zvysok po deleni é&isla z; — 2o tromi®.
Ak teda napriklad boli zac¢iato¢né stavy z; = 101, zo = 100 a z3 = 99, nemoze nikdy
nastat rovnost z; = 2. TakZe ¢islo n = 3 nevyhovuje.

Ukéazeme, ze pre kazdé n = 4 a Iubovolné zaciatoéné hodnoty z; dosiahneme po
konecnom pocte vhodnych krokov stav, v ktorom bude mat kazdy zbojnik 100 minci.

Ozna¢me s = >, |z;—100|. Cislo s budeme zmensovat, kym to bude mozné, tak, ze
v kazdom kroku niektory zo zbojnikov, ktori maji najviac, da po jednej minci niektorym
dvom, ktori maji najmenej. Nech uz sa takym spdsobom ¢islo s neda zmensit. Ak s = 0,
skon¢ili sme.

Ak s # 0, mé niektory zbojnik 100 — k£ minci (k > 0), k£ zbojnikov ma po 101 minci
a vSetci ostatni maju po 100 (v kazdej inej situdcii, t.j. ak by existovali dvaja zbojnici
s poc¢tom minci mensim ako 100 alebo ak by existoval zbojnik s aspon 102 mincami, by
sme zrejme hodnotu s jednym krokom opisanym vyssie zmensili). Ak k& = 2, zmensime
hodnotu s dvoma krokmi:

100 — £,101,101 — 100 — k+1,102,99 — 100 — k + 2,100, 100.

Ak je k parne, po %k takych dvojkrokoch bude mat kazdy zbojnik 100 minci. Ak je k
neparne, dostaneme sa do stavu, v ktorom mé jeden zbojnik 99 minci, jeden ich méa
101 a vSetci ostatni (ti st pri n = 4 asponi dvaja) maji po 100. Potom uz delenie lahko
dokoncime:

99,100,100,101 — 99,101,101,99 — 99,102,99,100 — 100,100,100, 100.

Iné rieSenie. (Pripad n = 4.) Pre neprdzdnu mnozinu zbojnikov Z ozna¢me r(Z)
rozdiel medzi poc¢tami minci najbohatsieho a najchudobnejsieho ¢lena mnoziny Z. Na
zaciatku vyberieme niektorého najbohatsieho zbojnika A (ITubovolného z tych, ktori
nazbijali najviac minci). Oznaéme Z mnozinu zvysnych zbojnikov. Ak r(Z) = 2,
tak jeden z najbohatsich zbojnikov zo Z da jednu mincu najchudobnejSiemu a jednu
zbojnikovi A. Takto pokracujeme dalej, pokial plati r(Z) = 2. KedZe pocet minci
zbojnika A stale narastd a minci je len konecny pocet, po konecnom pocte krokov
bude r(Z) < 1.

Od takého okamihu v kazdom dalsom kroku dé zbojnik A, ak méa aspon 102 minci,
po jednej minci dvom najchudobnej$im. Nerovnost r(Z) < 1 ostava zrejme zachovana.
Ked prvy raz nastane situacia, ze zbojnik A bude mat menej ako 102 minci, buda dve
moznosti: Ak bude mat zbojnik A 100 minci, je delenie skon¢ené. Ak bude mat 101
minci, musi mat jeden zo zbojnikov 99 minci a vSetci ostatni zo Z po 100. Delenie
potom skonc¢ime tak ako v prvom rieseni.

..........

.....
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A—-1I1 -3

Ozna¢me a = |AB|, b = |AD| a ¢ = |BD|. Pripad a = b je trividlny: ABCD je
kosostvorec a obidve priamky OS a CT su totozné s priamkou AC. Budeme teda
predpokladat, ze a > b (v pripade a < b sta¢i vymenit oznacenie bodov B a D).

Oznacéme T" obraz bodu T v stredovej stmernosti podla stredu S, v ktorej A je
obrazom bodu C. Kedze CT || AT, moézeme namiesto vztahu OS || CT dokazovaf,
ze OS || AT’. Ozna¢me P priesecnik priamky AO s uhloprieckou BD. Dokézeme, Ze
trojuholniky POS a PAT’ st rovnolahlé (obr.28). Predpoklad a > b zarucuje, ze P
je vniutornym bodom tsecky DS, T je vniutornym bodom tsecky DP a T” vnttornym
bodom usecky SB.

Bod T je dotykovym bodom kruZnice vpisanej trojuholniku DBC' so stranou BD,
a ako je zname, je to sucasne bod, v ktorom sa strany B.D dotyka kruznica k’ pripisanéd
trojuholniku ABD. Oznacme ¢ polomer kruZnice k vpisanej trojuholniku ABD a o
polomer kruznice k’. Bod P lezi na spojnici stredov kruznic k a k' aj na ich spolo¢nej
doty¢nici, je teda stredom rovnolahlosti tychto kruznic. Preto plati rovnost

|PT'| o a+b+c

|PT| o a+b-c
Ak oznac¢ime |ST'| = |ST| =z a |SP| = y, mame

r+y a+b+c L. T a+b
= , odtial —
r—y a+b—c Y c

Y

takze
|PT'| x+y a+b+c

IPS| c
Ak oznacime v velkost vysky trojuholnika ABD z vrcholu A, plati
|PA| v _a+b+c |PT|

|PO| o c - |PS|"

Tym je rovnolahlost trojuholnikov PAT" a POS, a teda aj rovnobeznost priamok AT’
a OS, dokazana.

C
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Iné riesenie. Ako je zname,

b+c—a

b+c—a a-—2>
2 ’ ’

|DT| = apreto |T'S|=|TS|=

c

2 2 2

KedZe AP je osou uhla BAD a DO je osou uhla ADB, platia zname rovnosti
|BP|:|PD|=|AB|:|AD| a |AO|:|OP|=|AD|:|DP|,

z ktorych postupne dostaneme

ac be
BP|= == a |DP|= ——.
ac ¢ _cla=b)
P|=|BP| - |B _¢
5P| = |BP| = |BS| = atb 2 2(a+ )’
|AO| |AD| b a+b
|OP|  |DP| aljfb c

Dokazeme, ze takd istd hodnotu mé zlomok |T”S|/|SP]:

7'S| %5t a+b

" cla=b)
|SP| 2(a+b)

Tym je rovnolahlost trojuholnikov PAT” a POS dokazana.

Iné rieSenie. (Analytické.) Zvolme karteziansku stradnicovu sustavu tak, ze A = [0, 0],
B = [1,0], D = [a,b]. Potom C = [a + 1,b], S = [§(a + 1), 3b]. Bod O m4 rovnaku
vzdialenost od stran trojuholnika ABD), jeho stradnice [z,y]| teda vyhovuja ststave

rovnic
br—ay  —br+(a—1)y+b

Vit Vi(a—1)2 4+ b2

Ak oznac¢ime ¢ = /(a — 1)2 + b2, d = Va? + b2, dostaneme
| a+d b

Cle+td+1c+d+1)°

Dalej

— 1—a)? 1—
r—pif(1-2fi\P=B_ 1 [ ., , 0=9", 1),
c+d+1 c c+d+1 c c

Overenie linearnej zavislosti vektorov

a+1 a+d b 2
— 0= _ el I I
5-0 { 2 c—l—d+1’2( c+d+1)]
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C—-—T=la+1- ,

c+dta— =22 k.
c+d+1 ’ c+d+1

Cize rovnosti

[(a+1)(c+d+1)—2a—2d]<c+d_ 1?‘) -

= [(a—l—l)(c—l—d+1)—c—d—a+ @}(cﬁ—d—l),
je uz rutinnou zélezitostou.
A-1I1 - 4
Pre viacciferné ¢islo N = 10m + ¢ (pricom ¢ € {0,1,...,9} a m je prirodzené)

ozna¢me u(N) = |m — 3c|. Najskor zistime, pre ktoré ¢isla N plati u(N) = 0. Rovnost
|m — 3c| = 0 plati prave vtedy, ked m = 3¢; potom N = 10m + ¢ = 31c. Dokazeme, Ze
ulohe vyhovuju prave vSetky nasobky ¢isla 31. Plati totiz

31|10m+c¢ < 31|30m+3c < 31|—m+ 3c,

31N & 31|uN). (1)

KedZe pre kazdé N = 20 plati u(IN) < N, po kone¢nom poécte krokov z kazdého ¢isla N
vznikne nejaké celé nezéporné &islo mensie ako 20. Cislo 0 podla (1) vznikne prave
vtedy, ked je N nasobok ¢isla 31.

A-1III-5

Striedavé uhly ABD a C' DB st zhodné (obr. 29), preto | BCA|+|£ABD|+|{BDA|+
+|£ACD| = 180°. Rovnost |{ BCA|+ |{ABD| = |{ BDA| +|£ACD]| teda plati prave

vtedy, ked
|{BCA| + |£{ABD| = 90°. (1)
Body K a L lezia na Téalesovej kruznici s priemerom BD. Obvodovy uhol BDK je
D C
L
S
A K B

Obr. 29
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zhodny s uhlom BLK, preto (vzhladom na rovnost striedavych uhlov ABD a CDB)
\{BLK| + |{ABD| = |{BDK| + |£CDB| = 90°.

Priamky KL a AC st zrejme rovnobezné prave vtedy, ked | BLK| = |£BCA|, ¢o je

podla predoslej rovnosti ekvivalentné s (1). Tym je pozadovana ekvivalencia dokazana.

A-III-6

Pre dvojicu a = b = 1 dostaneme pre parameter p > 0 nerovnicu, ktort vyriesime:

2v/p+12p+1,
22 4/p+1,

p = 3.

Ukéazeme, ze kazdé p € (0,3) vyhovuje.
Pre p € (0,1) dané nerovnost plati, lebo vtedy

Va2 +pb2>a, VP2+pa2>b a (p—1)Vab<0.

Zaoberajme sa preto dalej iba pripadom p € (1,3). Lava stranu L dokazovanej nerov-
nosti moézeme chapat ako sucet velkosti dvoch vektorov (a, b\/]_j), (b, a\/ﬁ) € R?, preto
podla trojuholnikovej nerovnosti
L= /a? + pb? + /b2 + pa? = |(a,b/p)| + |(b,a\/p)| 2
2[(a+b (a+h)Vp)=(a+b)yVI+p. (1)

Pre prava stranu P pomocou nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym prie-
merom naopak dostavame horny odhad

1
P:a+b+(p—1)\/%§a+b+(p_1)a;b: (p+ )2(a+b)'

Nerovnost L = P je tak dokdzand, pretoze silnejsia nerovnost

(a+b)y/pr1z EEUEED

je ekvivalentna s nerovnostou y/p + 1 < 2, ktora je pre kazdé p € (1, 3) zrejme splnena.

Pozndmka. Odhad (1) sa da dostat aj pouzitim Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti pre
dvojice (a,by/p) a (1,+/p): z nerovnosti

a+pb<y/a2+ph?-\/1+p,

vyplyva prva z nerovnosti

a+ pb b+ pa
Va2 £ph2 > “ T Vb2 fpa? > -2
a‘+p \/1_ pa \/1_

druhti odvodime analogicky.






Pripravné sustredenia pred IMO a MEMO

Pred medzindrodnou matematickou olympiadou (IMO) a stredoeurépskou matematic-
kou olympiddou (MEMO) sa kazdoro¢ne kona jedno vyberové a jedno pripravné sustre-
denie pre najlepsich riesitelov celostatneho kola kategérie A (CKMO). Od 55. ro¢nika
MO sa navyse kazdoro¢ne kona aj spolocné pripravné suistredenie ¢eského a slovenského
IMO-druzstva.

Po vyberovom ststredeni SKMO vyberie 6 najlepsich studentov do reprezentac-
ného druzstva Slovenska pre IMO a urc¢i jedného nahradnika. Spomedzi tych, ktori
sa nedostali na IMO a zarovenl nie si v maturitnom ro¢niku (t.j. maji moZnost
sutazit v MO aj nasledujuici skolsky rok), vyberie SKMO najlepsich 6 Studentov do
druzstva pre MEMO. Na vyberovom stustredeni pred IMO sa ztcastnilo 17 stutaziacich,
najuspesnejsich riesitelov tretieho kola MO kategérie A. Sustredenie sa konalo v drioch
17.-24. 4. 2013 v Bratislave. Ulohy zadavali okrem ¢lenov tilohovej komisie aj studenti
¢i ucitelia z FMFI UK Bratislava:

RNDr. Jan Mazdk, PhD., Robert Toth, tlohy 1 — 4,

Dominik Csiba, Be. Tomds Kocdk, tlohy 5 — 8,

RNDr. Tomas Jurik, PhD., Mgr. Martin Kollar, PhD., Glohy 9 — 12,
Mgr. Richard Kollar, PhD., Mgr. Peter Novotny, PhD., Glohy 13 — 15,
Michal Kopf, Filip Sladek, tlohy 16 — 18.

Kazdy den Studenti riesili sériu troch ¢i styroch tloh pri podobnych podmienkach
ako na IMO. V poobednajsich hodinach sa konal spolo¢ny rozbor tloh s lektorom. Na
konci stustredenia sa ziskané body za jednotlivé dni sé¢itali a s prihliadnutim na vysledky
tretieho kola MO boli vybrané Sestélenné druzstva pre ucast na IMO a MEMO.

Vysledky sustredenia:

Martin Vodicka 84 Marko Puza 31,5
Eduard Batmendijn 60 Tamds Balogh 29,5
Filip Hanzely 46,5 Zhen Ning David Liuv 27

Miroslav Stankovi¢ 46,5 Jakub Dargaj 20,5
Viadimir Macko 41,5 Tomds Gonda 20,5
Jakub Safin 40 Matus Halaj 18,5
Patrik Bak 35,5 Ludmila Simkovd 13,5
Bui Truc Lam 35,5 Samuel Sucik 7,5

Marta Kossaczka 32,5
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Poradie po zohladneni vysledkov CK MO:

1. Martin Vodicka 126 10. Marta Kossaczkad 60,5
2. Eduard Batmendin 89 11. Tamds Balogh 55,5
3. Filip Hanzely 88,5 12. Zhen Ning David Liu 51
4. Miroslav Stankovi¢c 84,5 13. Jakub Dargaj 49,5
5. Jakub Safin 79 14. Tomds Gonda 45,5
6. Patrik Bak 72,5 15. Matus Halaj 34,5
7. Bui Truc Lam 70,5 16. Ludmila Simkovd 33,5
8. Vladimir Macko 69,5 17. Samuel Sucik 22,5
9. Marko Puza 61,5

Pripravné sustredenie sa konalo v drioch 3.—7.6. 2013 v Bratislave. Stustredenie bolo
zamerané obzvlast na pripravu reprezentacnych druzstiev na IMO a MEMO. Lektormi
boli prevazne studenti a ucitelia z FMFI UK Bratislava:

Mgr. Peter Novotny, PhD. (kombinatorika),

RNDr. Jan Mazdk, PhD. (nerovnosti, tedria grafov),
Filip Slddek (geometria),

Be. Tomas Kocak (tedria ¢isel),

Michal Kopf (geometria).

V poradi 6sme spolo¢né sustredenie ceského a slovenského druzstva sa uskutocnilo
v ditoch 16.-21.6. 2013 v CR v Uherskom Hradisti v regionalnom vzdeldvacom stre-
disku Eduha. Ststredenie sa uskutocnilo pod zastitou Spolecnosti Otakara Bortvky
a bolo financ¢ne zabezpecené z nestatnych prostriedkov. Pedagogicky dozor slovenskym
(a na mieste aj ¢eskym) Studentom robil Filip Sladek z FMFI UK Bratislava. Odborné
prednasky viedli

doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., MU AV CR, Brno (teéria ¢isel),

RNDr. Pavel Caldbek, PhD., PF UP, Olomouc (algebra),

Mgr. Martin Pandk, PhD., MU AV CR, Brno (kombinatorika),

RNDr. Jaroslav Svréek, CSc., PF UP, Olomouc (syntetick4 planimetria).

Zadania sataznych aloh vyberového sustredenia pred IMO

1. Dokéazte, ze pre kazdé celé ¢islo n = 2 a Tubovolné kladné realne disla
r1,%9,...,T, plati

k=1 k=1

2. Polpriamky OA a OB sa dotykaja kruznice k v réznych bodoch A a B. Nech K
je vnutorny bod kratsieho obluka AB kruznice k. Priese¢nik polpriamky OB
s rovnobezkou s priamkou OA prechddzajucou bodom K ozna¢me L. Prie-
seénik priamky AK s kruznicou [ opisanou trojuholniku K'LB (rozny od K)
oznac¢me M. Dokézte, ze priamka OM sa dotyka kruznice [.
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. V kazdej z troch krajin zije 2n matematikov. N&ajdite najmensie celé ¢islo k
s nasledujucou vlastnostou: Ak kazdy matematik pozné aspon k kolegov z inych
krajin, tak existuju traja matematici, ktori sa poznaji navzajom. (Vztah ,po-
znat sa“ je vzajomny.)

Najdite vSetky usporiadané trojice kladnych celych ¢isel (a,b,c) také, ze
nsd(a,b,c) = 1, a £ b < c a ¢islo a + b+ ¢ je delitelom ¢isla a™ + 0™ + ¢
pre kazdé kladné celé cislo n.

Najdite vSetky trojice (x,y, z) redlnych ¢isel, ktoré su rieSenim sustavy rovnic

x> = 3z — 12y + 50,
Y3 =12y + 32— 2,
23 =272 + 27x.

. Néjdite vSetky polynémy P(x) s redlnymi koeficientmi, pre ktoré je
(x+1)P(x—1) — (z — 1)P(x)

konstantny polyném.

Nech P, Q a R st body na stranach BC, CA a AB ostrouhlého trojuholnika
ABC také, ze trojuholnik PQR je rovnostranny a ma minimalny obsah spome-
dzi vSetkych takych rovnostrannych trojuholnikov. Dokazte, Ze kolmice z bodov
A, B a C postupne na strany QR, RP a P(Q sa pretinaju v jednom bode.

Dokézte, ze neexistuje celé &islo n také, ze n” + 7 je druhou mocninou celého
¢isla.

Pre n = 1,2,3 budeme za ¢islo n-tého typu povazovat nulu, lubovolny ¢len
geometrickej postupnosti 1, (n+2), (n+2)2, (n+2)3, ... a tiez stcet niekolkych
jej roznych ¢lenov. Dokazte, ze kazdé prirodzené ¢islo sa da vyjadrit ako stcet
¢isla prvého typu, ¢isla druhého typu a ¢isla tretieho typu.

Je mozné zafarbit Stvorceky nekonecnej Stvoréekovej siete dvoma farbami (bie-
lou a ¢iernou) tak, ze Iubovolnd priamka rovnobezné so stranami Stvorcekov

, v J . o v v . ) 0 . ~ s
prechadza konecne vela bielymi Stvorcekmi a [ubovolna priamka nerovnobezna
so stranami Stvorcekov prechadza konecne vela ¢iernymi stvorc¢ekmi? (Priamka
prechédza Stvoréekom, ak s nim mé spolo¢ny aspon jeden bod.)

Kruznice k1 a ks so stredmi v bodoch O; a O3 sa pretinaji v dvoch bodoch A
a B. Priamky O3B a O1 B pretinaja kruznice k; a ko postupne v bodoch E a F
(réznych od B). Rovnobezka s priamkou E'F' prechadzajica bodom B pretina
kruznice k1 a ko2 v bodoch M a N (réznych od B). Dokazte, ze ak bod B lezi
vnutri usecky M N, tak |M N| = |AE| + |AF)|.

Dokazte, ze ak pre nezaporné ¢isla x, y plati nerovnost 2 + y3 > 23 + ¢4, tak
plati aj nerovnost z3 + 33 < 2.

Pre kazdé prirodzené ¢islo n = 3 najdite najmensie k také, ze mnozinu Tu-

bovolnych n bodov v rovine, z ktorych ziadne tri nelezia na jednej priamke,
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mozno oddelit systémom k priamok. (Systém priamok oddeluje body mnoziny,
ak pre kazdé dva body mnoziny existuje priamka, od ktorej lezia na opac¢nych
stranéch.)

Na Sachovnici n x n (pri¢om n = 2) je poloZenych niekolko domin rozmerov
2 x 1, pri¢om na Sachovnicu uz nie je mozné umiestnit dalsie domino tak, aby sa
neprekryvalo s nejakym uz poloZzenym dominom. Dokazte, Zze volnych policok
na Sachovnici nie je viac ako n?/3.

Nech 1 S a; <ag <...<a, < 2n je koneénd postupnost prirodzenych ¢isel,
pricom n = 6.
a) Dokazte, ze pre k = 6 plati

min  nsn(a;,a;) Sk (LQJ + 1) , (1)

15i<j<n 2

kde nsn(a;, a;) oznacuje najmensi spolocny nasobok ¢isel a;, a;. Ukazte, ze
koeficient k = 6 je najlepsi mozny, t.j. pre Ziadne n = 6 neexistuje k < 6
také, ze (1) plati pre vSetky postupnosti {a;}!; vyhovujice zadaniu.
b) Dokéazte, ze
38 310

1§1’fl<aj}(§n nsd(al-, aj) > E n— i,

kde nsd(a;, aj) oznacuje najviacsi spolocny delitel ¢isel a;, a;.

Neprazdnu mnozinu A C Z nazveme carovnd, ak spliia podmienku: Ak z,y € A
(mdZe byt aj x = y), potom aj z% + kxy + y? € A pre vietky k € Z. Najdite
vSetky také dvojice nenulovych celych ¢éisel m, n (vratane pripadov m = n), Ze
jedina carovnd mnozina obsahujica aj m aj n je Z.

Dany je trojuholnik ABC, pricom |AB| # |AC|. Oznac¢me O stred jeho opisane;j
kruznice. Os uhla BAC pretina stranu BC v bode D. Bod E je obrazom
bodu D v stredovej simernosti podla stredu strany BC'. Priamky kolmé na BC
prechadzajice postupne bodmi D, E pretinaju AO a AD postupne v X, Y.
Dokéazte, ze body B, X, C' a Y lezia na jednej kruznici.

Filip a Miki hraja hru s N > 2013 ucastnikmi vyberového ststredenia a 2013
stolickami umiestnenymi na kruznici. Najprv Filip posadi ticastnikov na sto-
licky tak, aby na kazdej stolicke sedel aspon jeden ¢lovek. V dalSom fahu ide
Miki a uz sa budu stéle striedat.

e Miki v kazdom svojom tahu presadi z kazdej stolicky prave jedného ¢loveka
na susednd.

e Filip vyberie niekolko Tudi, ktori sedia navzajom na roéznych stolickach
a ktorych Miki v predchéddzajicom tahu nepresadil, a kazdého z nich
presadi na susednu stolicku.

Néajdite najmensie N také, ze Filipovi sa vzdy podari, aby po jeho fahu boli
obsadené vsetky stoli¢ky bez ohladu na Mikiho snaZenie a dizku partie.



2. Cesko-polsko-slovenské stretnutie juniorov

Druhy ro¢nik stutaze sa uskutocnil v termine 13.—16.5. 2013 v Mszane Dolnej v Polsku,
teda na rovnakom mieste ako prvy ro¢nik. Za vznikom sttaze v predoSlom ro¢niku stali
organizatori z Polska, kde sa v Skolskom roku 2011/2012 konala po prvy raz stutaz
Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow, teda matematicka olympiada pre studentov
tzv. gymnazii. (Skolsky systém v Polsku je nasledovny: ziaci prvych 6 rokov navstevuju
zakladna skolu, dalsie 3 roky Studuji na gymnaziu a dalsie 3 roky na lyceu, z ktorého
mozu dalej pokracovat v Stidiu na vysokej skole. Do skolského roku 2010/2011 organi-
zovali v Polsku len Olimpiadu Matematycznu, teda sttaz pre Studentov lycei.)

Kolegovia z Polska ndm tuto stitaz navrhli s ponukou, Ze prvé tri ro¢niky zorganizuja
oni. Nagsou snahou bude spravit z tohto podujatia tradiciu, teda v budicnosti by sa
organizacia mala striedaf medzi krajinami podobne ako pri klasickom Cesko-polsko-
-slovenskom stretnuti.

Na tuto sutaz SKMO nominovala najlepsich riesitelov krajského kola v kategérii C.
Vyber druzstva bol urobeny na zédklade koordinacie rieseni najlepsich cca. 20 studentov.
Slovensko reprezentovali

Zuzana Frankovskd, Gymnazium Grosslingova, Bratislava,
Slavomir Hanzely, Gymnazium A. Pridavka, Sabinov,

Tomas Kekendk, Gymnazium S. Maraiho, Kogice,

Milan Kubala, Gymnazium J. G. Tajovského, Banska Bystrica,
Samuel Sladek, Gymnazium A. Bernoldka, Namestovo,

Lucia Todovd, Gymnézium Parovské, Nitra.

Ako veduci ich sprevadzali Mgr. Peter Novotny, PhD. a Filip Sladek.

Samotné sutaz sa delila na dve Casti — stitaz jednotlivcov a sttaz druzstiev. V sttazi
jednotlivcov, ktoré sa konala v pondelok doobeda, Ziaci samostatne riesili 5 tloh po-
dobnou formou ako byva zvykom na jednotlivych koldach MO. Pre sutaz druzstiev bolo
16som uréenych 6 druzstiev — v kazdom druzstve bol jeden ziak zo Slovenska, jeden z CR
a jeden z Polska. Pocas stufaze v utorok doobeda mala kazda trojica vyriesit 6 tloh,
pricom na priprave rieSeni mali spolupracovat a odovzdat za celé druzstvo ku kazdej
ulohe jedno riesenie. Zaujimavé bolo pravidlo, ze kazda tloha bola zadané len v jednom
z niektorych troch jazykov a kazda tloha mala predpisané, v akom jazyku musi byt
vypracované jej rieSenie. Pritom zadanie bolo napisané v inom jazyku, ako malo byt
vypracované jej rieSenie. Ziaci tak museli pri rieseni spolupracovat a mimo matematic-
kych schopnosti sa precviéili aj v jazykoch. Pre zaujimavost uvddzame zadania sttaze
druzstiev v takom jazyku, v akom ich dostali aj Ziaci na sutazi.

V tabulkach uvadzame vysledky oboch sttazi, plny pocet za kazda tlohu bol 5 bodov.
Najlepsi v oboch stutaziach ziskali hodnotné vecné ceny.
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Prehlad vysledkov:

Por. Meno Stat 1.]2.]3.[4.15. >
1. |Pavel Turek Ceskdrep. |54 |5(3]5][22
2. | Wiktoria Koény Polsko 5/5|5(5]0120
Pawet Piwek Polsko 5145|5120
4. | Pawel Burzynski Polsko 415105519
5. | Marian Poljak Ceskdrep. |45 |5|4]0]18
6. |Stanistaw Kurdzialek | Polsko 514105014
Samuel Sladek Slovensko |2 |5 [0|3|4]|14
8. |Jan Sorm Ceskdrep. |44 |5|0]0]13
9. |Filip Bialas Ceskdrep. |3 [4/0|5]0]12
Lucia Todova Slovensko [0 |4|0]|4|4|12
11. | Jan Gocnik Ceskdrep. |1[5/0|3]|0]9
Slavomir Hanzely Slovensko [1[{3[0[5]0] 9
Tomasz Kosciuszko Polsko 415/0[0]|019
Daniel Pistak Ceskdrep. |5[4/0|0]0]9
15. | Zuzana Frankovskad Slovensko |0|4|4|/0]0]| 8
Adam Kucz Polsko 41410(0]|0] 8
17. | Tomas Kekernak Slovensko [3[1[0|1|0| 5
18. | Milan Kubala Slovensko [3[0[0|0|0] 3
Por.| Zlozenie druzstva Stat Y
Pavel Turek Ceska rep.
1. | Stanistaw Kurdziatek | Polsko 14
Samuel Sladek Slovensko
Filip Bialas Ceska rep.
2. | Pawet Piwek Polsko 11
Milan Kubala Slovensko
Jan Gocnik Ceska rep.
3. | Tomasz Kosciuszko Polsko 10
Tomas Kekendk Slovensko
Daniel Pistak Ceska rep.
4. | Pawel Burzynski Polsko 9
Slavomir Hanzely Slovensko
Marian Poljak Ceska rep.
5. | Wiktoria Koény Polsko 5
Zuzana Frankovska Slovensko
Jan Sorm Ceska rep.
6. | Adam Kucz Polsko 3
Lucia Todovad Slovensko
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Zadania Gloh &esko-polsko-slovenského stretnutia juniorov

Sutaz jednotlivcov

Uloha 1.
Uréte vietky dvojice celych &isel (%) spliiajicich rovnost

V= Vi T+ Vi = Vg

Uloha 2.
Kazdé kladné celé ¢islo chceme natrief nacerveno alebo nazeleno, pricom musia byt
splnené nasledujice podmienky:
e Nech n je lubovolné cervené ¢islo. Sucet lubovolnych n (nie nutne roznych) erve-
nych cisel je Cerveny.
e Nech m je Iubovolné zelené ¢islo. Sucet Tubovolnych m (nie nutne roéznych) zele-
nych cisel je zeleny.
Urcte vsetky také ofarbenia.

Uloha 3.

Pituholnik ABCDE je vpisany do kruznice a plati |AB| = |BC| = |CD|. Usecky AC
a BFE sa pretinaju v bode K, usecky AD a CE sa pretinaju v bode L. Dokazte, Ze
|AK| = |KL|.

Uloha 4.

Najdite najvicsie dvojciferné ¢islo d s nasledujicou vlastnostou: pre kazdé Sestciferné
¢islo aabbee plati, Ze Cislo d je delitelom éisla aabbee prave vtedy, ked d je delitelom
trojciferného &isla abe.

Uloha 5.

Nech M je stred strany AB v ostrouhlom trojuholniku ABC. Pre Iubovolny bod P
vnutri tsecky AB oznac¢ime postupne 57 a Sy stredy kruznic opisanych trojuholnikom
APC a BPC. Dokaite, ze stred usecky S1.52 lezi na osi tisecky CM. (Jan Mazak)

Sutaz druzstiev

Uloha 1.
Rozhodnite, ¢ existuje nekoneéne vela prvocisel p, ktoré maji nasobok v tvare
n? +n + 1 pre nejaké prirodzené &islo n. (Jan Maz&k)
Uloha 2.
Najdite vSetky prirodzené ¢isla n také, ze sucet troch najviicéSich delitelov ¢isla n je
1457. (Pavel Novotny )
Uloha 3.

W pewnej grupie jest n = 5 oséb, przy czym kazde dwie osoby, ktére sie nie znaja,

maja dokladnie jednego wspdlnego znajomego oraz zadna osoba nie zna wszystkich
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pozostalych. Udowodnij, ze mozna 5 sposréd danych n oséb usadzi¢ przy okraglym
stole tak, aby kazda z nich siedziala pomiedzy swoimi
a) znajomymi,
b) nieznajomymi.
Uloha 4.
W czworokacie wypuktym ABCD

ADAB = LABC = £BCD > 90°.

Okrag opisany na tréjkacie ABC' przecina boki AD i C'D odpowiednio w punktach K
i L, réznych od wierzchotkéw czworokata. Odcinki AL i CK przecinaja sie w punkcie
P. Udowodnij, ze {ADB = £PDC.

Uloha 5.

Necht a, b, ¢ jsou kladna redlnd ¢isla, pro néz plati ab + ac + bc = a + b+ c. Dokazte, ze

a+b+c=3.

Uloha 6.
V roviné je dan ctverec ABCD, kde |AB| = a. Urcete nejmensi moznou hodnotu
polomeérii t¥i shodnych kruhti, pomoci nichz je mozno pokryt dany ctverec.



13. Cesko-polsko-slovenské stretnutie

V ramci zaverec¢nej pripravy pred IMO sa aj tento rok uskutoc¢nilo pripravné stretnutie
medzi druzstvami Ceskej republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé krajiny reprezen-
tovali Sestice Studentov, ktori si vybojovali vo svojich krajindch ucast na 54. IMO
v Kolumbii.

Sttaz sa uskutocnila 23.-26.6. 2013 v Bilovci v CR. Organizacia a priebeh sttaze
zostali nezmenené z predchadzajicich ro¢nikov — je prispésobend stylu celostatneho
kola nasej MO a podmienkam IMO. Sutaziacim boli pocas dvoch dni predlozené dve
trojice sutaznych tloh, pricom za kazda spravnu tlohu mohli ziskat najviac 7 bodov,
t.j. dovedna 42 bodov (rovnako ako na IMO). Na kazdua trojicu uloh mali sufaziaci
vymedzené 4,5 hodiny cistého casu.

Opravu rieseni zabezpecila medzinarodna porota, v ktorej Slovensko zastupovali
RNDr. Rébert Hajduk, PhD. z PF UPJS Kosice a Bc. Tomas Kocak z FMFI UK
Bratislava. Po prvykrat v historii v neoficidlnom poradi krajin, ktoré vznikne sii¢tom
bodov jednotlivych sutaziacich, zvitazili ziaci zo Slovenska.

Prehlad vysledkov:

Por. Meno Stét 1.12.13.]4.15.]16.>
1. | Konrad Paluszek Polsko TI7T|7|7|7|7]|42
Kamil Rychlewicz Polsko TI7T|7|7|7|7]42
3. | Filip Hanzely Slovensko |7 |7 |5 |7|7| 740
4. | Martin Vodicka Slovensko |7 |77 |7|7]10]|35
5. | Patrik Bak Slovensko |7 |76 |7|0| 7|34
6. | Michal Buran Ceskdrep. |7|0|7|7|7]5](33
7. | Jakub Safin Slovensko |7 |7 [1|7|7]0|29
8. | Eduard Batmendijn |Slovensko |7 |70 |7 |7]0 |28
Miroslav Stankovi¢ | Slovensko |7 |7 0|77 |0 |28
Stépan Simsa Ceskdrep. |7 |7|7|7]0]0(28
11. | Radovan Svarc Ceskdrep. |7|7|6|7]0]0|27
12. | Jakub Skorupski Polsko 710[0|7|5|7|26
13. | Marek Sokotowski Polsko 71714 7]0]0]|25
14. | Mark Karpilovskij Ceskdrep. | 7|7 |1]7|0]0|22
15. | David Hruska Ceskdrep. |7|7]0|7]0]0]21
Marcin Kostrzewa Polsko O|7|7|7]0]0]|21
Karol Marcinkowski | Polsko 7TI71017(0]0|21
18. | Josef Svoboda Ceskdrep. |77 |5[1]/0[0]20

Stat 1.12. (3. [4. |5 |6.]>

Ceska rep. [42[35[26[36| 7 | 5 | 151

Polsko 35135(25(42 19|21 |177

Slovensko |42 |42 1942 (35|14 194
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Zadania uloh &esko-polsko-slovenského stretnutia

Uloha 1.

Dany je tetivovy stvoruholnik ABC D, pricom |BC| = |C'D|. Nech w je kruznica so stre-
dom C' dotykajuca sa uhlopriecky BD. Ozna¢me [ stred kruznice vpisanej trojuholniku
ABD. Dokazte, ze priamka prechadzajica bodom I, ktora je rovnobeznd s AB, sa
dotyka kruznice w. (Kamil Duszenko)

Uloha 2.
Dokéazte, ze pre kazdé realne c¢islo x > 0 a kazdé celé ¢islo n > 0 plati

1 1
x”+——2§n2<x—|———2>.
z" x
(Kamil Duszenko)

Uloha 3.
Pre kazdé racionélne ¢islo r uvazujme tvrdenie: Ak z je realne éislo také, ze ¢isla 22 —rz
a 3 — rx st obe racionalne, tak z je tieZ racionalne.
a) Dokézte tvrdenie pre r = % aprer < 0.
b) Nech p, g st rézne neparne prvocisla také, ze 3p < 4q. Dokazte, Ze tvrdenie pre
r= § neplati.

(Jaromir Simsa)

Uloha 4.

Nech a, b st celé &isla, pri¢om b nie je druhou mocninou celého é&isla. Dokazte, ze x2 +
+ ax + b moéze byt druhou mocninou celého ¢isla len pre konecne vela celociselnych
hodnot x. (Martin Pandk)

Uloha 5.

Trojuholnikova sief rozdeluje rovnostranny trojuholnik so stranou dizky n na n? tro-
juholnikovych buniek (obr. 30). Niektoré bunky su infikované. Bunka, ktora zatial nie
je infikovana, sa infikuje, ak susedi (stranou) s aspon dvoma uz infikovanymi bunkami.
Urcte pre n = 12 najmensi mozny pocet na zaciatku infikovanych buniek, pri ktorom

je mozné, ze po Case budu infikované vsetky bunky povodného trojuholnika.
(Radek Horensky )
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Uloha 6.
Dany je trojuholnik ABC a jemu opisana kruznica. Bod P je stredom obluka BAC.
KruZnica s priemerom CP pretina os uhla BAC v bodoch K, L (JAK| < |AL|). Bod M
je obrazom bodu L v osovej sumernosti podla priamky BC. Dokazte, Ze kruznica
opisand trojuholniku BK M prechadza stredom tsecky BC.

(Dominik Burek, Tomasz Ciesla)

RieSenia Gloh &esko-polsko-slovenského stretnutia

Uloha 1.

Ozna¢me I' kruznicu opisant Stvoruholniku ABCD a p priamku, ktord sa dotyka
kruznice I' v bode D. Kedze C je stredom obluka BD, z usekovych a obvodovych
uhlov méme |£(CD,p)| = |[{CAD| = |{BAC| = |{BDC], a teda priamka p sa dotyka
aj kruznice w. Podobne ak oznac¢ime E stred obluka DA kruznice I', dostaneme, Ze p sa
dotyka kruznice w’, ktord mé stred E a dotyka sa strany DA. Preto priamka ¢, ktord
je obrazom priamky p v osovej simernosti podla priamky C'E, sa tiez dotyka kruznic
w a w’ (obr.31). Pritom zo zndmych vztahov® |CD| = |CI| a |ED| = |EI| dostévame,
ze aj body D a I st simerne zdruzené podla priamky CE. Takze I lezi na priamke ¢
a zostava dokazat, ze q || AB. To vyplyva z rovnosti

1£(q, IC)| = [£(CD, p)| = [£CAD| = [{BAC|

(vSetky pouzivané uhly dvoch priamok povazujeme za orientované).

Obr. 31

6 Je zndme, e stred kruznice vpisanej danému trojuholniku le#i na kruZnici, ktord méa stred v strede
oblika kruZnice opisanej a prechadza krajnymi bodmi tohto oblika. Tento fakt mozno lahko nahliad-
nut pomocou obvodovych uhlov, kedZe osi vnutornych uhlov trojuholnika, na ktorych stred vpisanej
kruznice lezi, pretinaji kruznicu opisanti prave v stredoch oblukov urcenych vrcholmi trojuholnika.
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Iné rieSenie. Ozna¢me ¢ priamku, ktora prechadza bodom I a je rovnobeznd s AB.

Nech P pita kolmice z bodu C na ¢ a M je stred BD (obr.32). Zo sthlasnych
a obvodovych uhlov dostavame

|LCIP| = |{CAB| = |£CDB| = |{CDM]|.

Kedze |CD| = |C1I|, st pravouhlé trojuholniky CDM a CIP zhodné podla vety usu,
odkial |CM| = |CP|. Z toho uz priamo vyplyva dokazované tvrdenie.

Uloha 2.
Pre z = 1 zrejme plati rovnost. Dalej bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, Ze
y = v/x > 1. Vzhladom na identitu

sta¢i dokazat nerovnost

ktora je ekvivalentna s nerovnostou y?" — n(y"™! — ¢y"1) — 1 = 0. Jej lavt stranu
vydelime kladnym vyrazom y — 1 a upravime na tvar, z ktorého bude jej kladnost
zrejma:

2n n—1(,2 2n—1
y" =1 ny (Z/ - 1) - i n—1 ny __
— = =2 v " ) =

1=0

n—1 n—1
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Uloha 3.

a) Nech ¢isla s = 22

3

—rx at=x° — rx si racionalne. Upravami dostavame

2 3 2

?=s+re, 2*=2° 2= (s+rr)r=sc+raz’

=sz+r(s+rz)=(r’+s)z+rs,

a teda

t=a—rz=((r*+s)z+rs) —re=(r*—r+s)z+rs.

Ak (r2 — 7+ s) # 0 (¢ize ak 22 —rx + 12 —r # 0), tak ¢islo

t—rs

T =5
re—r-4+s

je racionalne.
Odvodili sme, ze dané tvrdenie plati prave vtedy, ked rovnica

w2 —rr+r*—r=0 (1)

nemd ziadne iraciondlne korene. Dodajme, Ze pre lubovolny korenn x rovnice (1) sa
hodnoty s a t racionalne:

s=x>—rz=r—r1r> a t:O-x+Ts:rs:r(T—r2).

Pokial diskriminant D = r(4 — 3r) rovnice (1) je mensi alebo rovny 0, t4 nema realne
korene alebo mé jediny koren x = %T, ktory je raciondlny. Kedze D < 0 nastéva prave
vtedy, ked r = % alebo r £ 0, prva cast tlohy je vyrieSena.

b) Podla vysledkov prvej Casti staci ukédzat, ze D > 0 a ¢slo /D je iracionalne. Po

uprave mame
3 4q — 3
2_9<4__p) _pldg—3p) _
q

D=r(4-3r)= . 7z

Kedze p 1 4q, je vyraz p(4q — 3p) delitelny prvocislom p, nie vSak jeho druhou
mocninou, preto tento vyraz nie je druhou mocninou prirodzeného ¢isla a ¢islo v D =

= \/p(4q — 3p)/q je iracionalne.

Uloha 4.

Uvazujme diofantick rovnicu 22 +ax+b = y? s nezndmymi z a y. T mozno upravit na
tvar (2x + 2y + a)(2z — 2y + a) = a® — 4b. KedZe b nie je druhou mocninou celého éisla,
je a® — 4b # 0. Existuje len koneéne vela spésobov zapisu ¢isla a? — 4b v tvare suéinu
dvoch celych ¢isel. Z kazdého takého rozkladu dostaneme dve nezavislé linearne rovnice
s neznamymi z, y, ktoré maji nanajvys jedno celociselné riesenie. Preto existuje len
konecne vela takych x.

Uloha 5.
Vsimnime si, ze pri infikovani jednej bunky sa obvod infikovanej plochy zmensi aspon
o 1. Nech je na zaciatku infikovanych k buniek. Potom obvod infikovanej plochy je
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nanajvys 3k. Na infikovanie vSetkych buniek potrebujeme n? — k infikovani a obvod
infikovanej plochy sa pritom zmeni na 3n. Preto 3n < 3k — (n? — k), odkial

n? + 3n
1 )

k

1\

Pre n = 12 z tohto odhadu dostdvame k = 45. Jedno mozné rozloZenie 45 na zaciatku
infikovanych buniek, ktoré stacia na infikovanie celého systému, je znazornené na obr. 33.

INONINONONOY N
[0\/0\/0\ /o\ /o\ /o\ /o\ /o\

\VAVAVAVAVAVAV/:N
[0\ /0\/o\ [0\ /o\ /o\ /o\ Jo\ Jo\/ \
INONONONINININONONOYN
)\/0\/0\/0\/0\/0\/0\/0\/0\/0\/0\ &

>
S

Obr. 33 Obr. 34

Inou moznostou je pokrytie trojuholnika tromi mens$imi rovnostrannymi trojuhol-
nikmi a tromi kosostvorcami ako na obr. 34. Na infikovanie kazdého z mensich trojuhol-
nikov stac¢i 7 buniek, na kazdy kosostvorec staci 8 buniek. Mozné pociato¢né rozlozenia
infikovanych buniek st na obr. 35a a 35b. (Kazdy trojuholnik sa cely infikuje nezévisle na
tom, ¢o sa udeje mimo neho. Pre infikovanie celych kosostvorcov potrebujeme, aby boli
infikované plochy ,nalavo“ od nich a ,nad“ nimi, ¢o zabezpecia infikované trojuholniky.)

/o\ \VAVAVAVAN

/\/o\ o/ \/ Y\
AV \VAVAVAVAN

/0\/0\/0\/0\ \/ \/0\/0\/0\

Obr. 35a Obr. 35b

Uloha 6.
Oznacme D stred obluka BC, N stred strany BC' a X pitu kolmice z bodu P na
stranu AC. Body X, K, L, N leZia na Télesovej kruznici s priemerom PC' (obr. 36).
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Z obvodovych uhlov mame |{PNX| = |{PCA| = |{PDA|, preto XN || K L. Odtial
|LN| = |K X]|, z ¢oho vyplyva |[{LCN| = | KCA|. Kedze |{ BAK| = |{LAC], st body
K, L izogonalne zdruzené” vzhladom na trojuholnik ABC. Z toho dostavame

|AMBC| = |{CBL| = |{KBA| a |{4BCM|=|{LCB|=|{ACK]|.

To znamené, Ze body A, M sa izogondlne zdruzené vzhladom na trojuholnik K BC'.
S vyuzitim tetivového Stvoruholnika CK LN preto |[{BNM| = |[{LNB| = |{LKC| =
= |[{BK M|, a teda body B, M, N, K lezia na jednej kruznici.

Obr. 36

Iné riesenie. V predoslom rieseni sme ukazali, ze body K, L st izogonalne zdruzené
vzhladom na trojuholnik ABC. Preto osi uhlov CBA a BCA st zaroven osami uhlov

7 Ak Z je dany bod leziaci mimo priamok uréenych stranami trojuholnika ABC, tak obrazy priamok
ZA, ZB, ZC v osovych sumernostiach postupne podla osi vnutornych uhlov trojuholnika pri
vrcholoch A, B, C sa pretinaju v jednom bode — o niom hovorime, Ze je izogondlne zdruZeny
s bodom Z vzhladom na trojuholnik ABC.
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A

Obr. 37

LBK a KCL. Zo znameho tvrdenia o tom, v akom pomere deli v trojuholniku os uhla
protilahla stranu, mame |BK|/|BL| = |KC|/|LC|. To znamend, ze body K, L lezia
na Apolléniovej kruznici w prislichajicej bodom B, C. KedZe w je simerne zdruZené
podla priamky BC| lezi na nej aj bod M (obr.37). Ozna¢me Y priese¢nik kruznice w so
stranou BC'. Potom K'Y je zaroven osou uhla M K L (pretoze Y je stredom oblika LM)
aj uhla BKC (pretoze K lezi na Apolléniovej kruznici). Odtial |[{BKM| = |{LKC|
a dokaz mozeme dokoncif podobne ako v prvom rieSeni.



54. Medzinarodna matematicka olympiada

V dnoch 18.-28.7. 2013 sa v kolumbijskej Barranquille a Santa Marte uskutocnil
54. ro¢nik Medzinidrodnej matematickej olympiady (IMO), teda najstarsej celosvetovej
intelektudlnej sutaze ziakov strednych Skol. Zucastnilo sa jej 527 ziakov z 97 Statov.
Zlozenie delegéacie SR bolo nasledovné:

doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc., mim. prof., Zilinské univerzita, vedtci druzstva SR,
Filip Sladek, FMFI UK Bratislava, pedagogicky veduci,
doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc., Zilinska univerzita, pozorovatel.

Podstatu druzstva samozrejme tvorilo 6 sttaziacich:

Patrik Bak, Gymnazium Sobrance, 2. roc¢nik,

Eduard Batmendijn, Cirk. g. sv. Mikul&sa, St. Luboviia, 2.roc¢nik,
Filip Hanzely, Gymnazium A.Pridavka, Sabinov, 4. ro¢nik,
Miroslav Stankovi¢, Gymnazium Postova, Kosice, 3. ro¢nik,
Jakub Safin, Gymnazium P. Horova, Michalovce, 4.roénik,
Martin Vodicka, Gymnazium Alejova, Kosice, 4. ro¢nik.

L\ A
¥ i
1Y

Obr. 38
(ZTava hore: E. Batmendijn, P. Bak, J. Safin, M. Stankovi¢, F. Han-
zely; dole: M. Vodicka.)
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IMO je predovSetkym sutaz jednotlivcov a na prvych dvoch miestach so 41 bodmi
spolo¢ne skonéili Eunsoo Jee z Kérei a Yutao Liu z Ciny; na 3. mieste so 40 bodmi
skon¢ili Chung Song Hong z KI'DR a Jeck Lim zo Singapuru. Potom Izraeléan, Cinan,

Kdrejcan, ... Vysledky nasSich ziakov st v tabulke (maximéalny pocet bodov za kazdy
priklad je 7).

Meno 1.12.13.14.]5.|6.| Stcet Cena
Patrik Bak t{ofofl7[2]0] 10 CU
Eduard Batmendijn 0710|7710 21 bronz
Filip Hanzely 71710171010 21 bronz
Miroslav Stankovi¢ 2(/0(0[7]0]0 9 CU
Jakub Safin 712107710 23 bronz
Martin Vodicka 7171017710 28 striebro

Ziskali sme teda jedno striebro, tri bronzy a dve ¢estné uznania, takze kazdy nas ziak si
z Kolumbie — okrem dojmov a nadviazanych priatelstiev — odniesol aj certifikat aspechu.
Vzhladom na dlhotrvajicu dominanciu Cifianov (a vo vieobecnosti 4zijskych krajin,
samozrejme okrem Rusov a Ameri¢anov) by si niekto mohol mysliet, Ze matematické
schopnosti st ,narodné“, ba dokonca mozno ,rasové“. Z rozhovorov s veducimi druz-
stiev, v ktorych sa to azijskymi priezviskami sufaziacich len tak hemzi, sa vSak da
s istotou usudit, ze to tak nie je! Ak sa totiz nadany 13-ro¢ny Cinan (Korejéan,
Vietnamec, ...) prestahuje do Nérska (Brazilie, Velkej Britanie, Australie, Kanady,
USA, ...), tak tam dostane obéianstvo a potom bude uspesnym ¢lenom tamojsieho
IMO-timu. Lenze ak sa Citian (Kérejéan, Vietnamec, ...) uz narodil v Nérsku (Bra-
zilii, Velkej Britanii, Australii, Kanade, USA, ...), tak jeho Sanca na IMO-tspech je
podstatne nizsia, lebo neabsolvoval mimoriadne naro¢nti a nekompromisni (¢insku,
kérejski, vietnamskd, .. .) skolu, kde je konkurencia obrovska. Aj ked v mensej miere,
ale v podstate to isté plati aj o priezviskach ruskych a ukrajinskych, a donedavna to
platilo aj o priezviskdch madarskych, polskych, bulharskych a rumunskych, ktoré sa
neraz vyskytovali v najroznejsich druzstvach. Lenze v Madarsku, Polsku, Bulharsku,
Rumunsku — podobne ako u nas a v CR — sa na gkolach uZz upustilo od tvrdej driny
a populistické heslo ,8kola hrou“, ktoré je pre mladez samozrejme velmi prifazlivé, uz
prinieslo svoje velmi trpké ovocie: za svetovou $pickou nemélo zaostavame a pracoviti
Azijéania (a nielen oni!) ndm ukazujt, ¢o vsetko sa d4 poctivou pracou dosiahnut.

K samotnej zostave druzstva SR treba povedat, ze na IMO chodia od nés vzdy
najlepsi a v tomto roku vychod Slovenska prevalcoval vsetko ostatné. Je to vSak len
zasluzeny vysledok cielavedomej prace tamojsich ucitelov, a samozrejme — aj kuska
povestného $tastia.

Mnozstvo zaujimavych informacii sa d4 najst na webovej stranke imo-official.org,
a odtial je uz lahké dohladat vSetko ostatné.

Na IMO byva zvykom sledovat aj neoficidlne poradie 6-¢lennych druzstiev, ktoré je

uvedené v tabulke (&isla v zatvorke st uvedené za krajinami, ktoré mali na IMO mensi
pocet ucastnikov).
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Por. Stéat Z S B ) |Por. Stat S B )
1. Cina 51 208 Rakisko 11 77
2. Korejska republika 5 1 204 | 51. Gruzinsko 2 75
3. USA 4 2 190 | 52. AzerbajdZan 2 73
4. Rusko 4 2 187 | 53. Filipiny (5) 3 72
5. KLDR 2 4 184 | 54. Moldavsko 2 71
6. Singapur 15 182 | 55. Esténsko 2 67
7.  Vietnam 3 3 180 | 56. Sri Lanka 1 65
8. Taiwan 2 4 176 Tadzikistan 1 65
9. Spojené krélovstvo 2 3 1 171| 58. Juzna Afrika 2 64
10. Iran 2 3 1 168 59. Spanielsko 2 63
11. Japonsko 6 163 | 60. Svédsko 1 1 62

Kanada 2 2 2 163| 61. Bangladés (4) 3 60

13. Izrael 1 3 2 161 | 62. Kostarika 1 59

Thajsko 1 4 1 161| 63. Bosna a Hercegovina 1 56

15. Australia 1 2 3 148| 64. Cyprus (5) 1 52
16. Ukrajina 1 3 1 146 65. Tunisko (5) 1 49
17.  Mexiko 3 3 139| 66. Lotyssko 1 47

Turecko 1 2 3 139]| 67. Argentina 1 46

19. Indonézia 11 4 138 Finsko 1 46
20. Taliansko 1 2 1 137| 69. Ekvador 1 45
21. Francuzsko 2 4 136| 70. Paraguaj 2 38
22. Bielorusko 1 2 3 134| 71. Kirgizstan 1 36

Madarsko 2 4 134 Norsko 1 36
Rumunsko 3 3 134| 73. Chile (3) 1 35

25. Holandsko 2 3 133| 74. Macedonsko 1 34
26. Peru 3 2 132 Slovinsko 34
27. Nemecko 2 4 127 76. Irsko 33
28. Brazilia 3 1 124| 77. Dénsko 31
29. India 2 3 122| 78. Island 27
30. Chorvatsko 2 2 119| 79. Kosovo 25
31. Hongkong 1 5 117 Luxembursko (2) 1 25

Malajzia 2 3 117 Pakistan 25

33. Kazachstan 1 4 116 | 82. Nikaragua (3) 22

34. Slovensko 1 3 112| 83. Panama (4) 19
Srbsko 1 1 2 112 84. Nigéria (1) 1 18

36. Portugalsko 1 4 111| 85. Maroko (5) 17
37. Ceska republika 1 3 108 | 86. Trinidad a Tobago 16
38. Bulharsko 1 2 101| 87. Lichtenstajnsko (1) 1 15

Grécko 2 1 101| 88. Portoriko (4) 14

40. Arménsko 11 88 Salvador (2) 14

Svajé¢iarsko 3 88 Syria (4) 14
42. Mongolsko 3 84| 91. Kuba (1) 11
Saudska Arabia 4 84| 92. Venezuela (1) 9

44. Belgicko 1 2 82| 93. Uruguaj 7
45. Polsko 1 1 79| 94. Bolivia (5) 5
46. Litva 3 78| 95. Cierna Hora (4) 1

Turkmenistan 4 78 Uganda (5) 1

48. Kolumbia 2 77| 97. Honduras (1) 0

Novy Zéland 277
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Druzstvo SR skoncilo so 112 bodmi na 34. mieste spolu so Srbskom, pri¢om z krajin
EU za nami zaostali Portugalsko, CR, Bulharsko, Grécko, Belgicko, Polsko, Litva,
Rakusko, Esténsko, Spanielsko, Svédsko, Cyprus, Lotyssko, Finsko (46 bodov, teda len
41 % nasho vykonu; enormne vychvalovany tamojsi skolsky systém staci teda nanajvys
pre zakladna skolu a aj to len preto, ze otazky PISA tvoria severské krajiny; takze na
tom systéme st dobré len platy finskych uéitelov), Nérsko, Slovinsko, Irsko, Dansko.
Predbehli sme vsak aj také krajiny, ako napr. Svajéiarsko, doméacu Kolumbiu, Novy
Zéland, ... a vlastne 2/3 zucastnenych krajin. Takze viac krajin nam zavidi, ako nés
[utuje. Za zmienku stoji, Ze velké krajiny s obrovskou matematickou tradiciou, Nemecko
a Polsko, dosiahli svoje historicky najslabsie vysledky.

Znovu sa potvrdilo to, ¢o som pisal uz davnejsie a viackrat: treba dobre zratat obe
tzv. Tahké tlohy (¢. 1 a ¢. 4), a ak sa k tomu pridd dobre zratand aj jedna z tzv.
stredne fazkych uloh (¢. 2 a 5), tak vysledok druzstva je uz obvykle velmi dobry. Na
toto sa v priprave sustredujeme aj my, ale priklady musia pocitat ziaci. Plati totiz, ze
naucit ziakov spolahlivo riesit tazké tlohy (¢. 3 a 6 na IMO) sa v podstate ned4d — na
to potrebuje mat ziak mimoriadne nadanie. Napr. tlohu ¢. 6 tento rok vyriesilo len
7 ziakov.

Nasim ziakom sa tento rok podarilo vcelku dobre zratat dokonca obe stredne tazké
ulohy (¢. 2 a 5), pricom z najlahsej tlohy ¢. 4 ziskali plny pocet bodov, ale, bohuzial,
stratili hodne bodov na lahkej tilohe ¢. 1. Skoda, namiesto §tyroch medaili sme ich mohli
mat mozno aj Sest.

Velkym smoliarom sa stal Wijelath Mohotalage Don Kanchana Nisal Ranasinghe zo
Sri Lanky, ktory ziskal 13 bodov, takze chybali mu dva body k bronzovej medaile, ale
nakoniec nedostal ani ¢estné uznanie (ktoré sa udeluje za 7-bodové, teda kompletné
rieSenie jednej tlohy), lebo mal len 6 bodov z tlohy ¢. 1 a 5 bodov z tlohy ¢. 4 (a este
2 body z ulohy ¢. 2). Sttaz je netiprosna.

Dovolim si aj touto cestou v mene SKMO podakovat firme VALIN s.r. 0., ktora nasej
vyprave financovala reprezentacné tricka a pridala aj krasne ¢apice (ako ochranu pred
naozaj netprosnym slnkom) a pera na pisanie. Dakujem tiez primatorovi mesta Zilina
za darcekové perd pre nasich ziakov a veducich vSetkych delegacii.

Je treba pochvélit usporiadatelov za podmienky, ktoré pripravili ziakom a az na
dlhé cakania v horuéave vlastne aj nam, dospeldkom. Ziaci boli totiz po cely éas
v areali hotela Irotama s krasnou velkou plazou na pobrezi, sptustou ihrisk a s velkym
vyberom dostatoéného mnozstva stravy. V Ziadnom pripade sa nedé pripisat na vrub
usporiadatelom, ze v Kolumbii je velmi tazké kupit akékolvek pohladnice, ale asi uz
vobec nie je mozné kupit poStové zndmky. Dokonca ani na medzinidrodnom letisku
v Bogote.

Vzhladom na zna¢ny ubytok hodin matematiky na vSetkych typoch $kél sa da
ocakavat, ze v budiucnosti bude ¢oraz tazsie dosiahnut tspech, a ak sa taky tspech
aj dosiahne, tak nebude ukazovatelom mimoriadnej kvality nasho Skolstva, lebo tro-
veni v matematike a v prirodnych vedach bude upadat — Ubytok hodin matematiky
a prirodnych vied, ktoré matematiku pouzivaji, sa bude totiz prejavovat ovela vyraz-
nejsie. Slovenska komisia MO vsak urobi vSetko preto, aby navzdory zhubnym G¢inkom
skolskej reformy vysledky naSich ziakov boli na takychto stfaziach aspom obstojné.
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S pokracujucou skolskou reformou u nas a s rozvojom vyucovania vSade inde, aj v tzv.
zaostalych krajinach, to vSak bude ¢oraz tazsie, lebo tam stéle povazuji Skolu nie za
miesto zabavy, ale za miesto seridéznej a tvrdej prace.

Udrzanie aspon dnesnej irovne vedomosti Spicky stredoskoladkov bude teda ¢oraz viac
zévisiet od nadpréce, ktoru si schopni vykonévat len niektori ucitelia v ramci odbornych
krazkov. Mnozstvo tej nadprace vSak bude silne zavislé na mnozstve financii, ktoré
ministerstvo Skolstva bude ochotné do toho investovat — stustredenia Ziakov sa totiz
nedajt robif zadarmo. Musim konstatovat, Ze (ani) v tomto smere MSVVS SR neplni
svoje verejne hlasané sluby o podpore prirodnych vied a matematiky zvlast, lebo na
matematick olympiddu sa — namiesto valorizovania — dostane menej ako 60 % financii
z urovne spred 10 rokov. A to uz nehovorim o Spickovych platoch, ktoré si ako lakadlo
pre Spickovych mladych (ale aj starych) odbornikov na nasich skolach prichystané.

Vojtech Balint

Zadania dloh IMO

Uloha 1.
Dokazte, ze ku kazdej dvojici kladnych celych cisel £ a n existuje k kladnych celych
¢isel my, ma, ..., my (nie nutne roznych) takych, ze
2k —1 1 1 1
1+ = |1+ — 1+—)...(1+— ).
n m1 mao mg
(Japonsko)
Uloha 2.

Konfiguracia 4027 bodov v rovine sa nazyva kolumbijskd, ak pozostava z 2013 ¢ervenych
a 2014 modrych bodov a ziadne tri body tejto konfiguracie nelezia na jednej priamke. Ak
nakreslime niekolko priamok, rovina sa rozdeli na niekolko oblasti. RozloZenie priamok
je dobré pre kolumbijska konfiguraciu, ak sa splnené dve nasledovné podmienky:

e ziadna priamka neprechddza ziadnym bodom konfiguracie;

e ziadna oblast neobsahuje body oboch farieb.
N4jdite najmensiu hodnotu £k tak, ze pre kazda kolumbijsku konfiguraciu 4027 bodov
existuje dobré rozloZzenie k priamok. (Australia)

Uloha 3.

Nech kruznica pripisand k strane BC trojuholnika ABC sa dotyka strany BC
v bode A;. Definujme body B; na CA a C; na AB analogicky, pouzijic pripisané
kruznice k stranam C'A a AB. Predpokladajme, ze stred kruznice opisanej trojuholniku
Aq B1C1 lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC'. Dokézte, ze trojuholnik ABC' je
pravouhly. (Rusko)

Uloha 4.
Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik s ortocentrom H a nech W je vnutorny bod



108 62. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

strany BC'. Body M a N st postupne péty vysok z bodov B a C'. Ozna¢me w; kruznicu
opisanu trojuholniku BWN a nech X je taky bod na w;, ze WX je jej priemerom.
Analogicky oznac¢me wy kruznicu opisani trojuholniku CWM a nech Y je taky bod
na we, ze WY je jej priemerom. Dokazte, ze body X, Y a H lezia na jednej priamke.

(Thajsko)

Uloha 5.
Nech Q1 je mnozina kladnych racionalnych ¢isel. Nech f: QF — R je funkcia spliiajica
nasledovné tri podmienky:

(i) pre vsetky z,y € QT plati f(x)f(y) = f(zy);

(i) pre vsetky z,y € Q% plati f(z +y) = f(x) + f(y);

(iii) existuje racionélne ¢islo a > 1 také, ze f(a) = a.

Dokéaite, Ze f(x) = x pre vietky z € QT. (Bulharsko)
Uloha 6.

Nech n = 3 je celé ¢islo. Uvazujme kruznicu a na nej n + 1 rovnomerne rozlozenych
bodov. Uvazujme vSetky také oznacenia tychto bodov znakmi 0,1, ..., n, ze kazdy znak

je pouzity prave raz. Dve takéto oznacenia sa povazuju za zhodné, ak jedno z nich je
mozné dostat z druhého rotaciou kruznice. Oznacenie sa nazyva krdsne, ak pre lubovolné
styri znaky a < b < ¢ < d také, ze a+d = b+ c, tetiva spajajuca body oznacené znakmi
a a d nepretina tetivu spajajucu body oznacené znakmi b a c. Nech M je pocet krasnych
oznaceni a nech N je pocet usporiadanych dvojic (z,y) nestudelitelnych kladnych celych
¢isel takych, ze x + y < n. Dokazte, ze

M=N+1.
(Rusko)

Riesenia dloh IMO

Uloha 1

.....

1 pouzijeme dva typy rozkladu podla parlty n. Ak n je neparne, teda n = 2t — 1 pre
nejaké kladné celé cislo ¢, tak

2k 1 ok 1 2k—1 _ 1 1
1+ =1+ :(1+—t )<1+—>

n 2t —1 2t —1

Ak n je parne, teda n = 2t pre nejaké kladné celé ¢islo ¢, tak

At PP Sy SOV Lt PPN
no 2t t 2042k -2 )"

Hladané my, ..., my_1 dostaneme z indukéného predpokladu pre n = t z prvej zatvorky.
Staéi uz len polozit my, = 2t — 1 v prvom pripade a my = 2t +2¥ — 2 v druhom pripade
(zrejme 2t + 28 — 2 > 0).
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Uloha 2.
Ukéazeme, ze hladand najmensia hodnota je 2013.

V prvej casti riesenia uvedieme kolumbijskti konfiguraciu, pre ktori neexistuje dobré
rozlozenie s menej ako 2013 priamkami. Rozostavme na kruznicu striedavo 2013 cer-
venjch a 2013 modrjch bodov. Zvysny jeden bod zvolme Iubovolne tak, aby spliial
podmienky zadania. Takto sme rozdelili kruznicu na 4026 disjunktnych oblikov, pricom
pri dobrom rozlozeni kazdy z nich musi byt pretaty aspom raz nejakou priamkou, aby
boli oddelené jeho roznofarebné konce. KedZe vSak kazda priamka pretina kruznicu
najviac dvakrat a priesecnikov potrebujeme aspon je 4026, miniméalny pocet priamok
v dobrom rozlozeni je 4026/2 = 2013.

V druhej casti dokédzeme, ze na vytvorenie dobrého rozlozenia staci pre kazdu ko-
lumbijskt konfiguraciu 2013 priamok. Pouzijeme jednoduchy trik 7: Majme dva body
A a B s rovnakou farbou. Z dvoch priamok rovnobeznych s priamkou AB zostrojme
pas obsahujuci oba tieto body. Pretoze Zziadne tri body konfiguracie nelezia na jednej
priamke a bodov je konecne vela, vieme pas urobif dostato¢ne tzky tak, aby okrem
bodov A a B neobsahoval ziadne dalsie body konfiguracie (obr. 39).

Obr. 39

Uvazujme teraz lubovolni kolumbijskt konfiguraciu a zostrojme konvexny obal jej
bodov. Rozlisime dva pripady.

> Ak konvexny obal obsahuje aspon jeden cerveny bod, tak jednou priamkou vieme
tento bod oddelit od vsetkych ostatnych bodov (obr.40a). Zvysnych 2012 cerve-
nych bodov zoskupime Tubovolne do dvojic a na kazda dvojicu pouzijeme trik 7.
Sta¢i nam teda 1+ 2 -(2012/2) = 2013 priamok.

> Ak konvexny obal obsahuje iba modré body, zoberieme z neho Tubovolné dva
susedné body (t.j. niektoré susedné vrcholy mnohouholnika tvoriaceho konvexny
obal), tie oddelime jednou priamkou (obr.40b) a zvy$nych 2012 modrych bodov
zoskupime do dvojic, na ktoré aplikujeme trik 7. Opét ndam staci 2013 priamok.

Obr. 40a Obr. 40b

Uloha 3.
Oznac¢me k a m kruznice opisané trojuholnikom ABC a A;B;C;. Nech Aj je stred
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oblika C B kruznice k obsahujiceho A; By a Cy definujeme analogicky. Podla zadaného
predpokladu stred kruznice m, ktory oznacime @), lezi na k.

Lema. Plati |AgB1| = |AoCh|. Body A, Ay, Bi, C; leZia na jednej kruznici, pricom
body A, Ay lezia v rovnakej polrovine urcenej priamkou B;C;. Rovnaké tvrdenie plati
po cyklickej zmene oznacenia.

Dokaz. Ak A = Ay, tak trojuholnik ABC' je rovnoramenny so zakladnou BC, ¢ize
|AB:| = |AC| a lema zrejme plati. Predpokladajme dalej, ze A # Ay.

Z definicie bodu Ay méme |AoB| = |4¢C|. Je zndme (a Tahko mozno dokazat),
ze ’B01’ = |CB1| Zaroven MC’lBAO| = ‘KABAol = |KACAO| = |£BlC’A0| Teda
trojuholniky AgBCy a A¢CB; st zhodné. Z toho vyplyva |A¢C1| = |AoBi|, ¢im je
dokazana prva cast lemy.

Taktiez dostavame |LAygCy A| = |{LAgB1A|, pretoZe st to zodpovedajice si vonkajsie
uhly pri vrcholoch C; a By v zhodnych trojuholnikoch AgBCy a AgC By (obr. 41). Preto
body A, Ag, By a C tvoria tetivovy Stvoruholnik s protilahlymi stranami AAg a B1C1.
Tym je lema dokézana.

Evidentne body A;, B1 a C; lezia vnutri nejakej polkruznice na kruznici m, takze
trojuholnik A; B1C7 je tupouhly. Bez ujmy na vsSeobecnosti nech tupy uhol je pri
vrchole B;. Potom ) a Bj lezia v roznych polrovinach uréenych priamkou A;C;. To
isté plati pre body B a B;. Dokopy tak dostavame, ze body ) a B lezia v rovnakej
polrovine urcenej priamkou A;CY.

Vsimnime si, ze os tusecky A;Cj pretina kruznicu k£ v dvoch bodoch v réznych
polrovindch urcéenych priamkou A;C;. Kedze By a ) lezia v rovnakej polrovine, podla
prvého tvrdenia lemy st totozné. Z prvej casti lemy potom zaroven vyplyva, ze priamky
QAy a QCy st postupne osami useciek B1C; a A1 B;. Preto

’40130141‘ = ’401B0B1’ -+ ‘KBlBoAl‘ = 2‘41403031‘ + 2’481300@’ =
= 2|4 AgByCo| = 180° — |£ABC|.
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Posledna tuprava vyplyva z toho, ze Ag a Cj sa stredmi oblukov CB a BA — pri
zvyCajnom oznaceni velkosti vnutornych uhlov trojuholnika ABC' totiz obluk CyB
kruznice k zodpoveda stredovému uhlu 180° — a obluk Ay B stredovému uhlu 180° — a.

Obluk AyCy preto zodpoveda stredovému uhlu o + v = 180° — 5 = 180° — |[LABC|.
Na druhej strane, z druhej casti lemy mame

|£Cy By Ay| = |{C1BA;| = |{ABC].

Spojenim odvodenych dvoch rovnosti dostavame |{ABC/| = 90°.

Uloha 4.

Stredy kruznic wi, wo ozna¢me Si, Ss a ich prieseénik rozny od W nech je Z. Dalej
oznaéme L pitu vysky z bodu A a ws kruznicu nad priemerom BC, ktora podla
Téalesovej vety prechddza aj bodmi M a N (obr.42).

A

-7 w2

N
L (o~ -7 w3
Ve
/<

B L /MC

Obr. 42

Potenénym stredom?® trojice kruznic w, wa, ws je prieseénik chorddl BN a CM, teda
bod A. Preto body A, Z, W lezia na jednej priamke — chordale kruznic w; a wo. Téa je
kolmé na spojnicu stredov S;S5, ktord rozpoluje tusecku ZW. Pritom tsecka S1S55 je
strednou prieckou v trojuholniku XWY', takze body X, Z, Y lezia na priamke kolmej
na priamku urc¢ent bodmi A, Z, W.

Body B, L, H, N lezia podla Télesovej vety na kruznici, ozna¢me ju k. Z mocnosti
bodu A ku kruzniciam k a w; méame |AL|- |AH| = |AB| - |AN| = |AW| - |AZ|, preto
bud su tsecky HL a ZW totozné, alebo body L, W, Z, H lezia na jednej kruzZnici.
V prvom pripade H = Z, ¢ize dokazované tvrdenie plati trividlne; v druhom pripade
podla Télesovej vety | HZW | = 90°, odkial taktiez dostavame Zelany zaver.

8 Je zname, %e ak ku kazdej dvojici kruznic spomedzi danej trojice réznych po dvoch nestistrednych
kruznic zostrojime chordélu, vysledné tri chordaly st bud navzajom rovnobezné, alebo sa pretinaju
v jednom bode — tento bod sa potom nazyva potencnym stredom danej trojice kruznic.
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Uloha 5.
Dosadenim x =1 a y = a do (i) dostaneme f(1) = 1. Néasledne jednoduchou matema-
tickou indukciou z (ii) odvodime

f(nz) 2 nf(x) (1)

pre vietky n € N a vSetky = € Q. Specidlne pre 2 = 1 mame

fln) 2nf1) zn (2)

pre vsetky n € N.

Podla (i) plati f(m/n)f(n) = f(m), takze s vyuzitim (2) dostavame f(q) > 0 pre
vietky ¢ € QT. Preto vztah (ii) implikuje rydzu rasticost funkcie f, vdaka ¢omu z (2)
mame

flx) 2 f(lz]) 2 [z] >2 -1

pre vSetky = = 1. Pouzitim matematickej indukcie zo vztahu (i) obdrzime f(x)" =
= f(z™), takze
f@)* 2 f(@") 22" -1 (3)

pre vSetky x > 1 a n € N. Z toho vyplyva nerovnost
flx) 2z pre vSetky x > 1; (4)

formalne ju mozno dokézat napriklad takto: Uvazujme Iubovolné ¢islo y € (1, x). Potom
2" —ym = (x—y)(@" + 2" 2y + ... +y" 1) > n(z — y), teda pre dostatocne velké n
méame z" — 1 > y". Podla (3) potom f(z) > y.

Zo vztahov (i) a (4) médme a™ = f(a)” 2 f(a™) = a”, takze f(a™) = a”. Vezmime
fubovolné = 1 a vyberme k nemu n € N také, ze a” — x > 1. Potom z (ii) a (4)
dostavame

a" = f(a") = f(2) + fla" —z) Z 2+ (a" — ) = a”

a preto f(x) = x pre x = 1. Napokon pre vsetky n € N a vietky z € QT z (i) a (1)
dostavame

nf(z) = f(n)f(x) 2 f(nx) 2 nf(z),
odkial f(nz) =nf(z). Preto f(m/n) = f(m)/n =m/n pre vietky m,n € N.

Uloha 6.

Pre dané krasne rozlozenie ¢isel {0,1,...,n} nazveme k-tetivou takt (pripadne aj
degenerovant) tetivu, ktorej krajné body maju sucet ¢isel rovny k. Tri tetivy nazveme
zoradené, ak jedna z nich oddeluje zvysné dve. Skupina viacerych (aspon Styroch) tetiv
je zoradend, ak su kazdé tri jej tetivy zoradené. Napriklad na obr.43 trojica tetiv A,
B, C je zoradend, zatial ¢o trojica B, C, D nie je.
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Obr. 43

Lema. V kazdom krasnom rozlozeni st pre Iubovolné celé ¢islo k vSetky k-tetivy
zoradené.

Dokaz. Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na n. Pre n < 3 je
tvrdenie trividlne. Nech teda n = 4 a predpokladajme sporom, Ze tvrdenie neplati.
Uvazujme krasne rozlozenie S s tromi k-tetivami A, B, C, ktoré nie su zoradené. Ak by
¢islo n nebolo v ziadnom z krajnych bodov tetiv A, B, C, tak odstranenim n z S by sme
dostali krésne rozlozenie ¢isel {0,1,...,n — 1}, teda A, B, C by boli podla indukéného
predpokladu zoradené. Podobne ak by 0 nebola v ziadnom krajnom bode danych tetiv,
dostali by sme krasne rozlozenie ¢isel {0,1,...,n — 1} jej odobratim a zmenSenim
kazdého zvysného ¢isla o 1. Preto ¢isla 0 aj n lezia v krajnych bodoch uvedenych
tetiv. Zrejme lezia obe v krajnych bodoch tej istej tetivy, povedzme C, pretoze inak by
sucet ¢isel v krajnych bodoch kazdej tetivy nemohol byt rovnaky (n+x > 0+ y pre
kazdé x > 0 a y < n).

2B AN 2B AN
0N c /" o, ¢ s
;.\\i,.’// S < E o 2n—t
TTmeeT n—t t—n "7
Obr. 44a Obr. 44b

Oznacme D tetivu s krajnymi bodmi oznacenymi ¢islami v a v, ktoré v § susedia
s ¢islami 0 a n a s na rovnakej strane od C' ako tetivy A a B. Nech t = u + v.

> Ak t = n, tak tetivy A, B, D st nezoradené n-tetivy v krasnom rozlozeni, ktoré
vznikne odstranenim n z S, ¢o je spor s indukénym predpokladom.

> Ak t < n, tak t-tetiva spajajuca body s ¢islami 0 a t nesmie pretinat tetivu D,
takze tetiva C' oddeluje ¢islo ¢ a tetivu D (obr.44a). Pritom n-tetiva E spajajtca
body s ¢islami ¢t a n — ¢ nesmie pretinat tetivu C, takze A, B, E st nezoradené
n-tetivy, z ¢oho dostaneme analogicky spor.

> Ak t > n, tak t-tetiva spdjajica body s ¢islami n a t —n nesmie pretinat tetivu D,
takze tetiva C' oddeluje ¢islo ¢ — n a tetivu D (obr.44b). Pritom n-tetiva F
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spajajuca body s ¢islami ¢t — n a 2n — t nesmie pretinaf tetivu C, takze A, B,
F' st nezoradené n-tetivy, ¢o opéif vedie k sporu.
Tym je lema dokazana.

Samotné tvrdenie zo zadania budeme dokazovat tiez indukciou. Overit, ze pre n = 2
plati, je trividlne. Dalej uvazujme pripad n = 3. Nech S je Iubovolné krasne rozlozenie
Cisel {0,1,...,n}. Po odstraneni n dostaneme krésne rozlozenie ¢isel {0,1,...,n — 1},
ktoré oznacme 7. V nom st n-tetivy zoradené a ich koncové body obsahuju vsetky
¢isla okrem nuly. Budeme hovorit, Ze rozlozenie T je prvého typu, ak 0 lezi medzi dvomi
n-tetivami (obr.45a). V opa¢nom pripade (t.]. ked degenerovana tetiva s koncovymi
bodmi v ¢isle 0 je zoradend s ostatnymi n-tetivami) je 7 rozlozenim druhého typu
(obr. 45b). Ukazeme, ze kazdé krasne rozlozenie ¢isel {0,1,...,n — 1} prvého typu po-
chadza préave z jedného krasneho rozlozenia ¢isel {0, 1,...,n} a kazdé krasne rozlozenie
druhého typu pochadza prave z dvoch krasnych rozlozeni.

Obr. 45a Obr. 45b

\__._,
@)

Ak T je prvého typu, lezi 0 medzi dvoma n-tetivami, povedzme A a B. KedZe tetiva
spajajuca ¢isla 0 a n musi byt v S zoradena s tetivami A, B, mdze ¢islo n lezaf na
jedinom mieste — na obliku medzi A, B na opacnej strane ako 0. Teda existuje jediné
rozlozenie S, z ktorého mohlo 7 vzniknut. Takto zrekonStruované S pritom naozaj
je krasne. Pre k < n st totiz vSetky k-tetivy v S zaroven k-tetivami v T, takze st
zoradené. Taktiez n-tetivy su zrejme v poriadku, pricom vzhladom na kon$trukciu
S vieme, ze si navzajom rovnobezné, t.j. maju spolo¢nd os, ktort oznacme [. To
vyuzijeme na zdovodnenie toho, Ze aj pre k > n sa ziadne dve k-tetivy nepretinajiu. Ak
by sa totiz nejaké dve pretinali, tak ich obrazy v osovej simernosti podla [ by sa tiez
pretinali. AvSak ¢islo x je podla osi [ simerné s ¢islom n — x, ¢iZze obrazom k-tetiv s
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(2n — k)-tetivy (obr.46), a pre k > n je 2n — k < n, ¢o je v spore s tym, ¢o sme ukazali
pred chvilou.

Ak T je druhého typu, moézeme ¢islo n vlozit az na dve rdzne pozicie — musi susedit
s nulou bud z jednej, alebo z druhej strany. To, Ze obe takto vzniknuté rozloZenia st
krasne, sa ukaze rovnako ako pri prvom type.

Ozna¢me M, pocet krasnych rozlozeni ¢isel {0,1,...,n} a L, pocet tych z nich,
ktoré st druhého typu. Ukézali sme, zZe

M, = (Mn—l - Ln—l) +2Lyp 1 =My 1+ Lp_1.

Vzhladom na indukény predpoklad ostava dokézat, Ze hodnota L,,_1 je rovnd poctu
usporiadanych dvojic (z,y) kladnych celych éisel takych, ze x + y = n a nsd(z,y) = 1,
t.j. ze L,_1 = p(n).°

Uvazujme teda Iubovolné krasne rozlozenie ¢isel {0,1,...,n — 1} druhého typu.
Pozicie budeme oznacovat ¢islami 0, 1, ..., n — 1 v smere hodinovych ruciciek tak,
ze 0 je na pozicii 0. Pri oznadovani pozicii pripustame aj ¢isla mimo intervalu od 0 po
n — 1, pri¢om ich chdpeme modulo n (t.]. pozicia p zodpoveda zvysku ¢isla p po deleni
¢islom n). Nech f(i) je ¢islo na pozicii i. Poziciu ¢éisla n — 1 oznacme a.

KedZe n-tetivy st zoradené s degenerovanou tetivou majicou koncové body v ¢isle 0
a kazdé ¢islo okrem nuly je v nejakej n-tetive, su tieto tetivy vsetky rovnobezné, preto

f@)+ f(=i) =0 (mod n) pre vetky .

Podobne aj (n — 1)-tetivy st zoradené a kazdy bod je v nejakej (n — 1)-tetive, takze aj
tieto tetivy st vSetky rovnobezné a

f@)+ fla—i)=n—-1 pre vSetky 1.

Preto f(a —1i) = f(—i) — 1 (mod n), a kedze f(0) = 0, postupnym dosadenim i =
= a, 2a, ... dostavame

f(—ak) =k (mod n) pre vSetky k. (1)
Kedze f je permutdciou mnoziny {0,1,...,n — 1}, musia hodnoty —ak pre k =
= 0,1,...,n — 1 pokryvat vsetky zvySky po deleni ¢islom n, ¢o nastava, len ked

nsd(a,n) = 1. Pritom pre dané a nesudelitelné s n uz predpis (1) jednoznaéne urcuje
rozlozenie vSetkych ¢isel. Odtial L,,—1 < p(n).

Pre dokaz rovnosti ostdva ukézat, Ze rozlozenie uréené predpisom (1) je krasne
pre Tubovolné a spliajtice nsd(a,n) = 1. Nech w, z, y, z st rozne ¢isla z mnoziny
{0,1,...,n — 1}, pricom w + y = x + 2. Ich pozicie na kruznici spliaju (—aw) +
+ (—ay) = (—ax) + (—az), ¢o znamena Ze tetivy z w do y a z x do z st rovnobezné,
a teda sa nepretinaju. Preto uvedené rozloZenie je krasne a vzhladom na konsStrukciu
je zrejme druhého typu.

9 Funkcia ¢, ktora prirodzenému &islu n priraduje podet &isel, ktoré sit mensie alebo rovné n a st s n
nesudelitelné, sa nazyva Eulerova funkcia. V tedrii ¢isel je znama velmi ¢asto pouzivana.






7. Stredoeurdpska matematicka olympiada

Siedmeho ro¢nika Stredoeurdpskej matematickej olympiddy (MEMO), ktory sa konal
od 22. do 28. augusta v madarskom Vespréme, sa tradi¢ne zucastnilo 60 sutaziacich
z 10 krajin. Slovensko reprezentovali

Tamds Balogh, Gymnazium P. Pazmana, Nové Zamky, 3. roc¢nik,

Bui Truc Lam, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 2. ro¢nik,

Jakub Dargaj, Gymnazium Postova, Kosice, 3.roc¢nik,

Matus Halaj, Gymnazium J. G. Tajovského, Banska Bystrica, 3. ro¢nik,
Zhen Ning David Liu, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 3. roc¢nik,

Marko Puza, Gymnazium Postova, Kosice, 3. roc¢nik.

Vedtcim druzstva SR bol RNDr. Rébert Hajduk, PhD. (Prirodovedecka fakulta Uni-
verzity Pavla Jozefa Safarika v KosSiciach), zadstupcom vedticeho bol Mgr. Tomas Kocak
(Inria Lille — Nord Europe).

Sutaz tak ako i po minulé roky pozostédvala z dvoch sttaznych dni. V prvy den
prebiehala stufaz jednotlivecov. V nej sa na$im sufaziacim celkom darilo, ked ziskali
dve strieborné medaily a traja ziskali bronzovi medailu. V neoficidlnom poradi statov
v sttazi jednotlivcov zvitazilo Madarsko pred Polskom a Ceskou republikou a §tvrtym
Slovenskom. V stfazi druzstiev (t.]. v sutazi, v ktorej sttaziacich z jedného $tatu tvoria
jeden tim a teda spolu riesia a odovzdavaju jedno spolo¢né riesenie kazdej z 6smich
zadanych tloh) sme zopakovali umiestnenie spred roka a skonéili sme na 4. mieste,
tentokrat spolo¢ne s Ceskou republikou. Vitazom v stfazi druzstiev sa stalo druzstvo
Polska, ktoré, az na jednu ulohu, malo vSetky tulohy na plny pocet bodov. Druhé
skonéilo Madarsko a tretie Nemecko. Z pohladu umiestneni bol tento ro¢nik pre SR
najuspesnej$im od zac¢iatku sufaze. Uspesnost este podéiarkol fakt, Ze $tyri z dvanastich
sutaznych tloh boli navrhnuté Slovenskom a ich autorom bol Patrik Bak, ktory pred
rokom ziskal medailu na MEMO v Chorvéatsku a je este len druhdkom na strednej skole.

Vysledky druzstva SR v sutazi jednotlivcov st uvedené v prvej tabulke. Prehlad
vysledkov vsetkych krajin v sutazi jednotlivcov je v druhej tabulke. Krajiny st v nej
zoradené podla suc¢tu bodov celého druZstva, podobne ako pri neoficidlnom poradi krajin
na IMO. Vysledky stufaze druzstiev st uvedené v tretej tabulke.

Meno I1 | 12 | I3 | I4 | Sacet Cena
Tamas Balogh 010 8 | 8 16 striebro
Bui Truc Lam 0 1 8 | 8 17 striebro
Jakub Dargaj 0 7| 4 1 12 bronz
Matus Halaj 0 2 1 1 4
Zhen Ning David Liu 0| 0| 8] 2 10 bronz
Marko Puza 0 1 8 1 10 bronz
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Por. Stat Z S B CU Y |Por. Stat Z S B CU Y
1. Madarsko 3 2 114| 6. Svajciarsko 2 2 1 65
2. Polsko 3 3 90| 7. Chorvatsko 11 2 56
3. Ceska rep. 2 1 3 73| 8 Rakusko 2 4 53
4. Slovensko 2 3 69| 9. Nemecko 3 2 52
5. Slovinsko 1 2 3 68| 10. Litva 2 1 38

Stat T1|T2|{T3|T4|T5|T6|T7|T8|>

1. | Polsko 81 8| 8| 8|18 ] 8] 8|57

2. | Madarsko 8 13|88 |8 |8|8]| 2|53

3. | Nemecko 81416 | 8|1 |2]|8] 3|40

4. | Slovensko 1107|818 |8]|0133

Ceska rep. 2106|882 |7|0133

6. | Rakusko 210 (71812280129

7.|Svajéiarsko | 0 [ 0 | 7|5 |6 |3 |6 |0 |27

8. |Chorvatsko | 1 | 0 | 8 | 8 | 0O |2 |6 | 0|25

9. | Slovinsko 3106|5205 ]0(21

10. | Litva 3107103 [0]71]0120

Ucastnici aj vedici boli ubytovani v Studentskom hosteli Panénskej univerzity vo
Vespréme. Samotné stutaz oba dni, ako i zasadnutia jury, prebiehali v priestoroch Panén-
skej univerzity na fakulte informacnych technolégii. Pre sttaziacich bolo pripravenych
viacero sprievodnych aktivit, medzi ktoré patrila prehliadka Vesprému, prehliadka zoo
vo Vespréme ako i kipanie sa v nedalekom jazere Balaton. V den vyhodnotenia bola
zorganizovand spolo¢né exkurzia na niekolko miest v okoli jazera Balaton, medzi ktoré
patrilo kipelné mestecko Balatonfiired a dedinka, v ktorej je mtizeum ¢ervenej papriky,
ktorou je Madarsko preslavené.

Vyhlésenie vysledkov siutaze prebehlo v Studentskom hosteli. Medaily a ¢estné uzna-
nia odovzdal tym najlep$im vyznamny madarsky matematik v oblasti kombinatoriky
a tedrie grafov, profesor Zsolt Tuza, ktory pdsobi na miestnej univerzite.

8. ro¢nik MEMO sa bude konat vo Nemecku v Drazdanoch v septembri 2014.

Robert Hajduk
Zadania uloh MEMO

SttaZ jednotlivcov

Uloha I-1.
Nech a, b a ¢ st kladné realne ¢isla, pre ktoré plati
1 1 1
a+b+c= —+b—2+—-

Dokazte, ze
2(a+b+c) = VTa2b+ 1+ /Tb2c+ 1+ v/7c2a+ 1
Najdite vSetky trojice (a, b, c), pre ktoré nastava rovnost. (Slovensko, Patrik Bak)
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Uloha I-2.

Nech n je kladné celé cislo. Na Sachovnici pozostavajicej z 4n x 4n policok je roz-
miestnenych 4n Zeténov. Kazdy riadok a kazdy stipec obsahuje prave jeden Zetén.
Pri tahu je Zeton presunuty na stranou susediace policko. Na polickach modze byt aj
viac ako jeden Zetén. Cielom je presunit Zetény tak, Ze nakoniec budii umiestnené na
vSetkych polickach jednej z dvoch diagonél Sachovnice. Urcte najmensie k(n) také, ze
pre lubovolné pociato¢né rozloZzenie Zeténov vieme dosiahnut vysledné rozloZenie na
najviac k(n) tahov. (Nemecko, Bernd Mulansky)

Uloha I-3.
Je dany rovnoramenny trojuholnik ABC' taky, ze |AC| = |BC|. Nech N je vnutorny
bod trojuholnika ABC, pre ktory plati

2|£{ANB| = 180° + |£ACB|.
Nech D je priese¢nikom priamky BN a priamky rovnobeznej s AN prechadzajucej

bodom C. Oznacme P priesecnik osi uhlov CAN a ABN. Dokazte, ze priamky DP
a AN su na seba kolmé. (Chorvatsko, Matija Basi¢)

Uloha I-4.
Nech a a b st kladné celé ¢isla. Dokazte, ze existuju kladné celé cisla x a y také, ze

(.r—zi—y) = ax + by.

(Madarsko, Balint Hujter)
Sttaz druzstiev
Uloha T-1.
Najdite vsetky funkcie f: R — R také, ze pre vSetky =,y € R plati
flaf@) +2y) = f(@") + fy) +a+y -1
(Slovensko, Patrik Bak)

Uloha T-2.
Nech z,y, z,w € R\ {0} st také, ze z+y # 0, z+w # 0 a zy+ zw = 0. Ukazte platnost

nerovnosti
rt+y z4w B r  z\ ! Yy o w -t
< + ) +—z(—+—) +(—+—> :
z+w  T+y 2 z oz w oy

(Svajciarsko, Raphael Steiner)




120 62. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Uloha T-3.

Na jednej strane ulice sa nachadza n = 2 domov. Zo zapadu na vychod st oznacené
¢islami od 1 po n. Cislo kazdého domu je napisané na cedulke. Jedného diia sa obyvatelia
ulice rozhodli vystrelit si z postara a pomieSali cedulky s ¢islami domov nasledujicim
sposobom: kazdej dvojici susednych domov vymenili poc¢as diia cedulky s ich aktudlnym
¢islom préave raz. Kolko roznych usporiadani ceduliek s ¢islami moze na konci dia
nastat? (Madarsko, Balint Hujter)

Uloha T-4.

Uvazujme konecne vela bodov v rovine takych, ze ziadne tri nelezia na jednej priamke.
Kazdy z tychto bodov ofarbime cervenou alebo zelenou farbou tak, ze vo vnitri troj-
uholnika s vrcholmi jednej farby sa nachadza aspon jeden bod ofarbeny druhou farbou.
Aky je maximéalny pocet bodov s touto vlastnostou? (Madarsko, Balint Hujter)

Uloha T-5.

Je dany ostrouhly trojuholnik ABC'. Skonstruujte trojuholnik PQR, pre ktory plati
|AB| = 2|PQ)|, |BC| = 2|QR|, |CA| = 2|RP| a priamky PQ, QR a RP prechadzaji
postupne bodmi A, B a C. (Rakuisko, Gerd Baron)

Uloha T-6.

Nech K je bod vnutri ostrouhlého trojuholnika ABC taky, ze BC' je spolo¢nou doty¢ni-
cou kruznic opisanych trojuholnikom AK B a AKC. Nech D je priese¢nik priamok C'K
a AB a bod FE je priese¢nik priamok BK a AC. Ozna¢me F' priese¢nik priamky BC
a osi usecky DFE. Kruznica opisanad trojuholniku ABC a kruznica k so stredom F

a polomerom F'D sa pretinaja v bodoch P a (). Dokézte, ze tisecka P(@) je priemerom
kruznice k. (Slovensko, Patrik Bak)

Uloha T-7.

Do tabulky pozostavajicej z 2013 x 2013 poli¢ok st po riadkoch napisané ¢isla od 1 do
20132. Vsetky stipce a vsetky riadky obsahujtice aspoi jednu z druhjch mocnin 1, 4, 9,
..., 20132 naraz odstranime. Kolko poli¢ok tabulky ostane? (Rakitisko, Gerd Baron)

Uloha T-8.
Na tabuli je napisany vyraz

+0+x0+£0+£0+£0+£00

Hrac¢i A a B sa striedaju pri nahradzani symbolov [J kladnymi celymi ¢islami. Hra¢ A
zacina. Ked st vSetky symboly [ nahradené, hra¢ A nahradi kazdy znak + znamienkom
+ alebo —, nezavisle na ostatnych nahradeniach znakov 4. Hra¢ A vyhra, ak hodnota
vyrazu na tabuli nie je delitelnd Ziadnym z ¢isel 11, 12, ..., 18. Inak vyhra hra¢ B.
Urcte, ktory z hrac¢ov mé vitazna stratégiu. (Cesk4 republika, Michal Rolinek)
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Riesenia uloh MEMO

Uloha I-1.
Pouzitim nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom dostavame po-
stupne pre vyrazy v/7a2b+ 1, v/7b2c + 1 a v/7c2a + 1 odhady

8  8a?

b 1 2 b 1
\3/7a2b+1:2-i’/a-a-(7—+—>§§(a+a+7—+—>, (1)

8 = 8b?

1 2 1
\3/7b2c+1:2~i’/b'b-(k+—)§§(b+b+7—c+—>, (2)

8 8c2

1
\3/702a+1:2-§/c-c- (E—k—)

A
wl N
7N\

o

+

o

+

\]
|3

+
(0.¢]

Q| =
[\V)
~__
w
N~—

S¢itanim nerovnosti (1), (2) a (3) dostavame

2 (2 b 1/1 1 1
{’/7a2b+1—|—{’/7b2c—|—1—|—€/7c2a+1§—(M+g(§+b—2+c—2>).

3 8

Dosadenim rovnosti zo zadania a par upravami dostavame

V7020 + 1+ T2+ 1+ V7c2a+1 < 2(a+ b+ c).

Rovnost v povodnej nerovnosti nastava prave vtedy, ked nastava rovnost v (1), (2)
a (3), t.j. pre a, b, ¢, ktoré st rieSenim ststavy rovnic

7b 1 Tc 1 Ta 1

8 ' 82’ s T2 ‘T tsa

Oznac¢me f(z) = &(z — 1/(8z?)), potom

=500 = 3 (=) + g — gy ) = 5 (w0 + 0Dy

7 v 8u? Su2zv?
8 U+ v

KedZe ststava rovnic je cyklickd, mozeme predpokladat, ze a = max{a,b,c}. Z toho
postupne dostavame

aZb = f@)Zfb) = bZc = fOZf) = cZa = f(0) 2 fla).
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Z toho vyplyvac=2a =2b=c¢,atedaa=0=c.
Ostava najst riesenie pre f(a) = a:

1
8a — Pl Ta,
1
2=
1=a’.
Rovnost nastdva pre a = b =c = 1.
Uloha I-2.
Nasim cielom bude ukézat, ze k(n) = 6n%. Definujme vzdialenost policka od danej

diagonély ako najmensi pocdet tahov potrebnych na presun z policka na dant diagondlu.
V8imnime si, Ze tato vzdialenost je rovnakéa ako pocet horizontéalnych, respektive ver-
tikdlnych tahov potrebnych na presun na dant diagonélu. Pre dané rozloZenie Zeténov
definujeme vzdialenost rozlozenia od danej diagonaly ako stucdet vzdialenosti jednotlivych
zeténov od danej diagonaly.

Najskor ukazeme nerovnost k(n) = 6n2. Zvolme stradnicovy systém tak, Ze vrcholy
Sachovnice maju suradnice +2n. Zetény umiestnime na policka so stradnicami stredu
spliiajicimi > 0 a y — x = n. Tato konfigurdciu doplnime Zeténmi tak, aby sme
otocenim o 90° dostali to isté rozlozenie. (Pripad pre n = 3 je znézorneny na obr. 47.)
Vzdialenost takéhoto rozlozenia od Tubovolnej diagonély je 2n -n + 2n-2n = 6n2. Preto
k(n) = 6n2.

(@)

Obr. 47

Pre opa¢nii nerovnost ukézeme, ze pre fubovolné rozlozenie Zeténov je sucet vzdia-
lenosti od oboch diagonal nanajvys 12n?, ¢ize k(n) < 6n2.

Vsimnime si, Ze stcet vzdialenosti Zzeténu na policku so stredom (z,y) od oboch
diagonal je 2 - max{|x|, |y|}. Toto ¢islo mdze nadobtudat len hodnoty 1, 3, ..., 4n — 1
a kazdu z tychto hodnét maximéalne styrikrat. Preto maximalny sicet vzdialenosti
Tubovolnej konfiguracie od oboch diagondl je nanajvys

4((4n—1)+ (n—3)+...+ (2n+1)) = 4n-3n = 12n°.



7. STREDOEUROPSKA MATEMATICKA OLYMPIADA, RIESENIA 123

Uloha I-3.

Nech k je taka kruznica, ze priamky AC a BC su jej dotyCnice a dotykaju sa jej
postupne v bodoch A a B. Podmienka zo zadania definujica bod N implikuje, ze N
lezi na kruznici k.

Obr. 48

Z vety o tsekovom uhle vieme, ze |{BAN| = |£CBD| a |{CAN| = |{ABD|.
Z rovnobeznosti DC' a AN dostavame |{CAN| = |LACD| a preto aj [LACD| =
= |{ABN|, z ¢oho dostéavame, Ze Stvoruholnik ABCD je tetivovy. Z toho vyplyva
|{CAD| = |{CBD| = |{BAN| (obr.48). Preto os uhla CAN je totoZna s osou uhla
BAD a P je stredom kruznice vpisanej do trojuholnika ABD, ¢ize DP je osou uhla
ADB.

Kedze priamka CD je rovnobeznd s AN, dostdavame |[{AND| = |{BDC| =
= |{BAC| = |[{BAN| + |{NAC| = |£CAD| + |[ANAC| = |{NAD)|. Preto |AD| =
= |N D], z ¢oho vyplyva, Ze os uhla ADB je osou strany AN, t.j. priamka DP je kolma
na priamku AN.

Pozndmky. Prva Cast rieSenia je jednoduché dostat dopoc¢itanim uhlov bez pouzitia, Ze
AC' a BC su doty¢nice k.

Je zname, 7e priesecnik osi strany AN a osi uhla ABN lezi na kruZnici opisanej
trojuholniku ABN. Preto bod P lezi na kruZnici k. Tento fakt je jednoduché dostat
vyjadrenim velkosti uhla APB.

Uloha I-4.
Oznaéme A = 2a + 1 a B = 2b + 1. Dokazovana rovnost sa po Upravach zmeni na

B—(z+y) (:c+y)—A‘

x Y

Ak A = B, Tubovolné z, y také, ze = + y = A, spliiaja rovnost.
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Zaoberajme sa dalej pripadom A < B. Nech n je celé ¢islo z intervalu (A, B) delitelné

¢islom d = B — A. Potom n # A, pretoze A je neparne a d je parne. Zoberme

xr=(B—n)- =, y=(Mn-—A)-

I
E

Teda n = x + y a rovnost je splnena.

Uloha T-1.
Dosadenim x = y = 0 dostaneme f(0) = 1. Volbou x = 0, y = z ziskame

F(22) = f(2) + 2

aprex =z, y=—z- f(z) dostaneme

f(2?) = 2f(z) — 2z + 1.

Dosadenim 2t za z do (2) a pouzitim (1) mame

f(4t?) =2tf(2t) — 2t + 1 =2¢(f(t) +1) — 2t + 1 = 2t f(¢) + 2t — 2t + 1.

Dosadenim 2t? za z do (1) a pouzitim (1) a (2) dostaneme
fat?) = ft?) +2t> = f(P) + 2 + 26> = tf(t) —t + 1 + 3t°.
Z porovnania (3) a (4) vyplyva

2f(t) +2t2 — 2t + 1 =tf(t) —t + 1+ 32,
tf(t) —t* —t =0,
t(ft)—t—1)=0.

Za predpokladu ¢ # 0 dostavame f(t) = ¢t + 1. Pre t = 0 sme uz skor ukazali, zZe

f(0) = 1. Preto pre vSetky ¢t € R plati

f)=t+1.

Uloha T-2.
Najprv odpocitajme 1 od oboch stran a upravme nerovnost na tvar

Tz 1 n Yyw 1
2422 2 y24+w2  2)7

(z—2)° (y—w?, (@+ty—z—w)?

2?2 +22  yr4w? T (z+y)? 4+ (z4+w)?

+yl+w) 1
(z+y)?+(z+w)? 2

1\

ktory je ekvivalentny s
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Tato nerovnost plati vdaka nerovnostiam

=2 =, (@t h-w)? (@ty—z—up
r2+22 24 w? T o242+ 2 +w? T (v4y)?2+ (2 +w)?’

pri¢om prva cast vyplyva z Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti a druhé ¢ast z nerovnosti
2y + zw = 0 zo zadania.

Uloha T-3.

Oznacéme f(n) hladany pocet usporiadani pre n domov. Matematickou indukciou do-
kdzeme, Ze f(n) = 2"72. Pre n = 2 to tak je; f(2) = 2272 = 1. Definujme f(1) = 1.
Dalej budeme predpokladat, ze n > 2.

Ozna¢me H; dom s ¢islom i na zaciatku diia a ozna¢me (i = i + 1) vymenu medzi
domami H; a H;11. Nech Hy je dom, ktory mé na konci diia cedulku n. To znamen4,
ze vimeny (n—1=n),(n—2=n-1),..., (k= k+ 1) nasledovali v tomto poradi,
az sa cedulka n ocitla na dome Hj. NavySe vymena (kK — 1 & k) musela byt skor ako
vymena (k = k 4 1), inak by cedulka n skon¢ila na niektorom z domov H; az Hy_1.

To znamend, ze pre kazdé i spliajice k < i < n bude cedulka i na dome H;, 1, zatial

¢o cedulky 1, 2, ..., k budt na domoch Hy, Hs, ..., Hx_1 a Hix11 v nejakom rozlozeni.
Rovnako by sme postupovali, keby sme mali len domy H;, Hs, ..., Hg; s jedinym
rozdielom, Ze na konci dom Hj bude mat cedulku n. Spolu tak mame f(k) roznych
koneénych usporiadani ceduliek, ak n je na dome Hy (pre k=1,...,n—1).
Dostavame
n—1 n—3
i)=Y fk)y=1+) 2" =2""2

k=1 i=0

Uloha T-4.

Odpoved je 8.
Nazvime mnozinu pozostavajicu z cervenych a zelenych bodov dobrou, ak ziadne
tri body nelezia na jednej priamke a Tubovolny z trojuholnikov vytvoreny z bodov

Obr. 49

rovnakej farby obsahuje bod druhej farby. Na obr. 49 vidime taktito mnozinu s 8 bodmi
(Gervené body st znazornené prazdnym krazkom, zelené plnym; si tu zobrazené dva
typy jednofarebnych trojuholnikov, vdaka symetrii podmienku spliia aj zvy$nych Sest
trojuholnikov).

Chceme dokazat, ze dobra mnozina moéze mat najviac 4 body z kazdej farby. Doka-
zeme to dvoma spdsobmi.
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V prvom pripade postupujeme sporom. Nech mnozina S je kontraprikladom s mi-
nimélnou mohutnostou. Predpokladajme, Ze S obsahuje asponi pif cervenych bodov.
Nech P je nejaky vrchol z konvexného obalu mnoziny S. Potom P nelezi vo vnutri
ziadneho jednofarebného trojuholnika a mnozina S\ {P} je dobréa. Ale mnozina S bola
najmensim kontraprikladom, teda S\ {P} ma najviac styri body z kazdej farby. Preto S
maé prave pit c¢ervenych bodov, vSetky vrcholy konvexného obalu mnoziny S st éervené
a S méa najviac styri zelené body. Konvexny obal mnoziny S je trojuholnik, stvoruholnik
alebo patuholnik. Rozoberieme jednotlivé pripady.

A

Obr. 50a Obr. 50b Obr. 50c

Ak je konvexny obal trojuholnik, oznacme A, B a C jeho vrcholy a I, J c¢ervené
body vo vnitri trojuholnika. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, Ze
priamka IJ pretina strany AB a AC (a nepretina BC'). NavySe nech [ je k AB
blizsie ako J (obr.50a). Trojuholniky ABI, AIJ, AJC, BIJ a BJC su trojuholniky
vytvorené z cCervenych vrcholov, ktoré nemaji spolo¢né vnutro. Preto aspon jeden
z tychto trojuholnikov je prazdny, kedZze mame najviac Styri zelené body.

Ak je konvexny obal stvoruholnik, oznacme A, B, C', D jeho vrcholy a I nech je
zvysny cerveny bod vo vnutri. Trojuholniky ABI, BC'I, CDI a DAI st vytvorené
z ¢ervenych vrcholov, nemaja spolo¢né vnitro a kazdy z nich ma zeleny bod vo svojom
vnutri. Oznaéme tieto zelené body postupne X, Y, Z, W (obr. 50b). Potom trojuholniky
XY Z a ZW X maju zelené vrcholy, ale obidva nemo6zu mat bod I (jediny mozny ¢erveny
bod) vo svojom vnutri.

Ak je konvexny obal pdatuholnik, oznaéme A, B, C, D, E jeho vrcholy. Trojuholniky
ABC, ACD a ADF st tri trojuholniky vytvorené z ¢ervenych vrcholov, ktoré nemaju
spolo¢né vnuitro a kazdy z nich musi mat zeleny bod vo svojom vnutri. Tieto zelené
body tvoria trojuholnik, ktory nemé ziaden ¢erveny bod vo svojom vnutri (obr. 50c).

Vo vSetkych troch pripadoch sme odvodili, Ze S nie je dobrd mnozina, ¢o je spor
s nasim predpokladom.

Iné riesenie. Najskor dokazeme pomocné tvrdenie: Majme dobri mnozinu bodov. Ak
konvexny obal nejakych c¢ervenych bodov obsahuje prave x ¢ervenych bodov a prave y
z nich je v jeho vniutri, tak v jeho vnutri je aspon x +y — 2 zelenych bodov. (Analogické
tvrdenie plati samozrejme aj s vymenenymi farbami.)

Doékaz. Ak konvexny obal nie je mnohouholnik (t.j. 2 < 2), tvrdenie je trividlne. Inak
uvazujme rozdelenie konvexného obalu na trojuholniky, ktorych vrcholy st cervené
body a nemajui vo svojom vnutri ¢erveny bod. Oznac¢me N pocet tychto trojuholnikov.



7. STREDOEUROPSKA MATEMATICKA OLYMPIADA, RIESENIA 127

Potom stcet ich vnutornych uhlov je N7. Na druhej strane, pre kazdy vnutorny bod
je sucet uhlov okolo neho vzdy 27 a body z hranice konvexného obalu tvoria konvexny
(x — y)-uholnik so st¢tom vnutornych uhlov (x — y — 2)7. Porovnanim mame

Nm=2yr+ (z —y — 2)m,

odkial po uprave dostdvame N = x + y — 2. Kazdy z N trojuholnikov musi obsahovat
jeden zeleny bod vo svojom vnutri, z ¢coho vyplyva dokazované tvrdenie.

Aplikujme tvrdenie na vSetkych n ¢ervenych bodov, pricom m ¢ervenych bodov je
vo vnutri ich konvexného obalu. Dostavame, Ze vo vnutri konvexného obalu zlozeného
z Cervenych bodov je aspon n+m —2 zelenych bodov. Teraz aplikujme tvrdenie na tieto
zelené body a dostavame, ze je aspon (n+m — 2) — 2 ¢ervenych bodov v ich konvexnom
obale. Avsak tieto ¢ervené body su tiez vniutornymi bodmi konvexného obalu vsetkych
cervenych bodov a teda

(n+m—2)—2=< m.

Odtial dostavame n < 4 a naSe tvrdenie je dokdzané.

Pozndmka. Uvedené pomocné tvrdenie mozno dokazat aj matematickou indukciou
vzhladom na z.

Uloha T-5.
Existujii dva trojuholniky PQR spliiajice podmienky zadania (obr.51). Uvedieme
konstrukciu jedného z nich (takého, ze bod P lezi medzi A a Q).

C

Obr. 51

Kedze uhly trojuholnikov PQR a ABC su rovnaké, je |{QAB| = |{RBC| =
= |{PCA|. Ozna¢me S Brocardov bod v trojuholniku ABC, t.j. taky bod, Ze
|£{SAB| = |£SBC| = |£SCA|. Vzhladom na vlastnosti obvodovych a tisekovych uhlov
sa kruznica opisand trojuholniku APC dotyka priamky AB. Podobne kruznica opisana
trojuholniku ASC sa dotyka AB. Kedze existuje jedina kruznica prechadzajuca cez C
a dotykajtca sa priamky AB v bode A, dostavame, ze APSC je tetivovy stvoruholnik.
Podobne st tetivové aj Stvoruholniky BQSA a CRSB.
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Ukézeme, ze trojuholnik APS je podobny trojuholniku BQS. Vieme, 7e |{SAP| =
= |£SBQ)|, pretoze |[{SAB| = |{SBC| a |[{PAB| = |{QBC)|. Taktiez |{ASP| =
= |LQSB], pretoze |[{ASP| = |{ACP| = |£QAB| = |4£QSB]|. Trojuholniky APS
a BQS teda maju rovnaké uhly a to isté plati aj pre trojuholnik C'RS. Otocme
trojuholnik PQR okolo bodu S o uhol PSA a zobrazme ho v rovnolahlosti so stredom
S a koeficientom |SA|/|SP|. Vzhladom na podobnost trojuholnikov APS, BQS a CRS
bude vysledkom zobrazenia trojuholnik ABC' (obr. 52).

.\C

Obr. 52

Konstrukcia trojuholnika PQ R bude preto nasledovna: Najskor zostrojime kruznicu
prechadzajucu cez body A, C a dotykajicu sa priamky AB; analogicky zostrojime
dalsie dve kruznice. Priese¢nikom tychto troch kruznic je Brocardov bod, oznac¢ime
ho S. Nasledne zostrojime kruznicu so stredom S a polomerom |SA|/2. Jej priesecnik
s oblikom AS kruZnice opisanej trojuholniku ASC neobsahujicim bod C oznacime P.
Analogicky zostrojime body @ a R.

Vieme, ze Brocardov bod S vzdy existuje a je vo vnutri trojuholnika. Lahko mozno
overit, ze obliky AS, BS a CS vyuzité v konstrukcii st vo vnutri trojuholnika (napr.
oblik AS sa dotyka strany AB a tiez je vo vnutri tupouhlého trojuholnika ASB). To
znamend, ze bod P je jednoznacne urceny a je vo vnutri trojuholnika ABC'. Podobne
Q je jednoznacne uréeny a s vyuzitim definicie tsekového uhla dostavame | PAB| =
= |£QBC|. Bod R je tiez jednoznacne uréeny a |[£QBC| = |£RCA|. Uhol PCA je
taky isty, nakolko opdf vyuzitim tsekového uhla dostavame |{PCA| = |{PAB|. To
znamena, ze body R, P a C su kolinearne.

Uloha T-6.
Priamka BC' je doty¢nicou kruznice opisanej trojuholniku AKC, takze |{BCD| =
= |{CAK]|. Analogicky |{CBE| = |{BAK]|. Preto

180° = |{ KBC| + |{KCB| + |{BKC| = {DAK| + |{EAK| + |{DKE|

a teda ADKE je tetivovy $tvoruholnik. Potom |[{ KBC| = |{DAK| = |{DEK], ¢ize
DE || BC (obr.53).
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Obr. 53
Vsimnime si, ze F' je jediny bod na BC', pre ktory st uhly DF B a CFFE rovnaké.
Oznaéme F’ taky bod na BC, pre ktory je Stvoruholnik BF'K D tetivovy. Potom
ILF'KE|=360° — |{EKD| — |{DKF'| =
= 360° — (180° — [£BAC|) — (180° — |[{C'BA|) = 180° — | ACB|,
a teda Stvoruholnik F'CFEK je tiez tetivovy a
|4DF'B| = |{DKB| = |{CKE| = |{CF'E].
Z toho vyplyva, 7e F = F' a |{DFB| = |{CFE| = 180° — |{BKC| = |{BAC|, takze
trojuholniky FBD a FEC st oba podobné s trojuholnikom ABC, ¢ize
|AB| |FE| |FB|
|AC| ~ |FC| ~ |FD|’
Odtial |FB| - |FC| = |FD|?. Ozna¢me Q' priese¢nik priamky PF a kruznice opisanej

Obr. 54
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trojuholniku ABC' (obr. 54). Pouzitim mocnosti bodu F' dostavame
[FD]* = |FB| - |[FC| = |FP|-|FQ'| = |[FD| - |[FQ'|.

Preto |[FQ'| = |FD| a Q = @', z ¢oho uz vyplyva dokazované tvrdenie.
Pozndmka. Bod F sa nazyva Miquelov bod stvoruholnika ADKE.

Uloha T-7.
Nech m =503 a n =4m + 1 = 2013. Vsimnime si, Ze

(m—1n=(m-1){Am+1) <m-4m = (2m)*> < m(4m + 1) = mn,

takze mocnina (2m)? je v m-tom riadku.

Poznamenajme, ze ak k < 2m, tak hodnota vyrazu (k+1)? —k? = 2k+1 je nanajvys
n, a ak k = 2m, je tato hodnota aspoii n. TakZe prvych 2m+1 mocnin je rozmiestnenych
tak, ze nevynechaju ziaden zo za sebou iducich riadkov a teda prvych m + 1 riadkov
bude odstranenych. Na druhej strane poslednych n — (2m — 1) = 2m + 2 mocnin je
po dvojiciach v réznych riadkoch. Z toho vyplyva, Zze prvych m + 1 riadkov a dal$ich
2m riadkov bude odstranenych a m riadkov zostane.

Stipec j bude odstraneny prave vtedy, ked j je zvySkom nejakej druhej mocniny po
deleni ¢islom 2013 = 3 - 11 - 61. Podla ¢inskej vety o zvySkoch to nastane vtedy, ked
j je zvySkom nejakej druhej mocniny po deleni 3, 11 a 61. Kedze pocet vyhovujicich
zvyskov pre tieto tri ¢isla je postupne 2, 6 a 31, hladany pocet vyhovujucich zvyskov
po deleni 2013 (opit podla ¢inskej zvyskovej vety) je 2 - 6 - 31 = 372. Pocet stipcov,
ktoré ostant, je 2013 — 372 = 1641. Spolu teda ostane 503 - 1641 = 825423 policok.

Uloha T-8.
Cislo budeme nazyvat dobré, ak mé delitela z mnoziny {11,12,...,18}.

Ukéazeme, ze hra¢ B mé vifaznu stratégiu. Vo svojom prvom i druhom tahu nahradi
hra¢ B symbol [J ¢islom 18!. Vo svojom poslednom tahu ho nahradi ¢islom x (uréime
ho neskor), ktoré zabezpedi, ze kazdd mozna hodnota vyrazu, ktory ziskame po urceni
znamienok, bude v prospech hraca B.

Pri vybere ¢isla  mozeme pracovat v mnozine zvyskov po deleni ¢islom 18!. V ta-
komto pripade prvé dva fahy hrac¢a B sa vo vyraze budu pocitat ako 0 a znamienko
pred nimi vysledok neovplyvni. Pred poslednym tahom hraca B mame osem moznych
kombinacii pre znamienka pred ¢islami napisanymi hracom A, ¢o dava osem rodznych
vysledkov ay, as, ..., ag. Ak volbou ¢isla x zabezpecime, Ze kazdé z Cisel a1 + x, as + x,

.., ag + x bude dobré, potom taktiez ¢isla a; — x, ao — x, ..., ag — x budua dobré,
pretoze pre kazdé i € {1,...,8} existuje j € {1,...,8} také, ze a; —x = —(a; + ).

Cisla a1, ..., ag maji rovnaka paritu a teda sa medzi nimi nachadzaju najviac
dva rbzne zvysky po deleni ¢islom 4. Aspon tri z 6smich ¢isel davaju rovnaky zvysok
po deleni tromi, bez ujmy na vSeobecnosti nech a; = as = a3 (mod 3). Mézeme tiez
predpokladat, ze as = az (mod 4).

Hladané x moézeme na zéklade ¢inskej zvySkovej vety vybraf tak, ze

9|ar+z, 5las+z, 16|as+z, 7|as+=x, 11|asg+x, 13|a7+x, 17|as+ x.
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Na zéklade tohto vyberu x sme zabezpecili, ze

18ay+x, 15|as+x, 12|ag+z, 16|a4+ x,
4|as+z, 11|ag+=z, 13|ar+x, 17|ag+ x.






1KS — korespondencny seminar SKMO

Korespondenény seminar Slovenskej komisie Matematickej olympiady (KSSKMO)
vznikol v 24.ro¢niku MO v Skolskom roku 1974/75 ako jeden z prvych matematickych
korespondenénych seminarov (vtedy este ako Ceskoslovensky semindr) preto, aby bolo
umoznené venovat individualnu starostlivost aj tym Studentom, ktori nenavstevovali
triedy so zameranim na matematiku. Ulohy tohto semindra svojou naro¢nostou pre-
vysuju aktkolvek inii matematickt sutaz na Slovensku pre stredoskoldkov, seminér je
preto dolezitou stucastou pripravy aj na medzindrodni matematickii olympiadu (IMO).

Pocas svojej existencie presiel seminér viacerymi zmenami. V skolskom roku 2003 /04
jeho organizovanie prebrali vedici koreSponden¢ného seminara KMS a az do 60. ro¢nika
MO bol KS SKMO jeho kategériou GAMA a KMS oficidlnym seminarom SKMO.

V skolskom roku 2011/12 seminar dostal novi tvar pod ndzvom ¢KS a stal sa z neho
medzindrodny semindr, nakolko série striedavo pripravuji organizétori zo Slovenska
(vediici KMS; poz. dalsiu kapitolu) a z Ceskej republiky (vedtci semindra MKS orga-
nizovaného na Matematicko-fyzikdlnej fakulte Univerzity Karlovej v Prahe) — svojim
zéberom sa tak opif vratil na tzemie celého byvalého Ceskoslovenska, kde povodne
vznikol. RieSitelska zakladna sa stala ¢esko-slovenské, ¢o ma napomoct motivécii a kon-
kurencii medzi studentmi, ako i odovzdavaniu skisenosti medzi vediicimi.

Sutaz zmenila forméat na 6 sérii po 4 tlohy, v kazdej sérii je jedna tloha z kazdej zo
styroch tradi¢nych olympiddnych disciplin — algebra, geometria, kombinatorika, tedria
¢isel. Byvaju zoradené podla odhadovanej naroc¢nosti. Najlepsich cca. 10 Studentov
mé na konci roénika moznost zucastnif sa stustredenia, ktoré mé bohaty matematicky
program. Po prvom ,sktsobnom“ ro¢niku sa v tomto skolskom roku konal druhy ro¢nik
tKS a organizatori sa dohodli na presune zaveru roc¢nika tak, aby sa stuistredenie konalo
tesne pred celostatnym kolom MO a riesitelia mohli skiisenosti na nom ziskané v sutazi
vyuzit. Kvoli tomu mal semindr v tomto ro¢niku iba 5 sérii. Plny pocet bodov za
jednu tlohu je 7 — rovnako ako na IMO, spolu sa teda za vSetky série dalo ziskat max.
140 bodov.

Celkové poradie :KS 2012/2013

1. Martin Vodicka, 4.ro¢nik, Gymnazium Alejova, Kosice, SR, 131 bodov

2. Jakub Safin, 4.ro¢énik, Gymnazium Pavla Horova, Michalovce, SR, 118 bodov
3. Anh Dung Le, 3.ro¢nik, Gymnazium Tachov, CR, 107 bodov

4. Radovan Svarc, 2.ro¢nik, Gymnizium Ceska Tiebova, CR, 79 bodov

5. Stepdn Simsa, 4.ro¢nik, Gymnézium Litoméfice, CR, 75 bodov

Uvéadzame vSetky priklady tohto ro¢nika sutaze spolu s rieSeniami, ¢asto Student-
skymi. Série pripravované v CR ponechavame v &eStine. Zadania poslednej série st
uvedené v angli¢tine, pretoze organizatori stutaz otvorili aj pre pripadnych riesitelov
zo zahraniéia. Priklady boli zvic¢Sa vyberané z narodnych olympidd ¢i inych stfazi,
pripadne z literatury, povod (pokial bol zaevidovany) uvadzame pri zadaniach.

Vsetky informacie o seminari mozno néjst na internetovej stranke iksko.org.
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Zadania sataznych daloh :KS

PRVA SERIA

Dany je kruh k. Najdite vSetky mozné polohy vrcholu A rovnobeznikov ABC D,
v ktorych |AC| < |BD| a tsecka BD lezi vnutri k. (navrhy na IMO, 1973)

Najdite vietky prvocisla p také, Ze p(2°P~1 — 1) je k-ta mocnina prirodzeného
¢isla pre nejaké k£ > 1. (Singapur, 2003)

Dané st celé ¢isla 1 < aq,a0,...,am Snal<by,by,...,b, < m. Dokazte, ze
existuji indexy p < g a r < s také, ze

ap +app1+ ... +ag =by, + b1+ ...+ bs.

(E. Lozansky, C. Rousseau: Winning Solutions)

Dokézte, ze ak realne &isla a, b, ¢ spliiajia a + b+ ¢ = 0, potom

(2a+1)>  (20+1)%  (2c+1)% 5
2a% + 1 202 +1 2c24+1 — 7
Kedy nastdva rovnost? (Spojené krélovstvo, 2011)

DRUHA SERIA

Je dano prirozené cislo d. Dokazte, ze je mozné najit takové kladné realné
¢islo ¢, ze pro vSechna prirozena ¢isla n > d plati nerovnost

n—1,n—2,...,n—d] > cn®

Hranatymi zavorkami znac¢ime nejmensi spole¢ny nasobek.

Je dan trojihelnik ABC a déle mimo rovinu danou timto trojihelnikem bod S
takovy, ze |SA| = |SB| = |SC|. Na tseckach SA, SB, SC nalezneme postupné
body X, Y, Z tak, aby rovina XY Z byla rovnobézné s rovinou ABC. Bud O
stfed sféry opsané ctytsténu SABZ. Dokazte, ze pfimka SO je kolmé na rovinu
XYC. (Rusko, 1994)

Pepa s Mirkem hraji deskovou hru. Jeji soucéasti je hraci plan a jedna figurka.
Na hracim planu jsou policka a nékteré dvojice policek jsou spojeny rourou
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(roury jsou obousmérné a mohou vést nad sebou a pod sebou)!?. Na zacatku
hry polozi Mirek figurku na jedno policko a dale se hraci stridaji v tazich.
Prvni posune figurku Pepa podél nékteré roury na dalsi policko, pak Mirek,
atd. Figurku je zakazano posunout na policko, na kterém uz nékdy stala. Kdo
nemuze tahnout, prohral. Dokazte, ze kdyz je pocet policek na hracim planu
lichy, tak ma Mirek vyhravajici strategii. (Miroslav Olsak)

Dokazte, ze pokud polynom p s redlnymi koeficienty spliiuje

p(z)® — 1 =p(a® +1)

pro vSechna x € R, pak to je konstantni polynom. (Miroslav Olsak)

TRETIA SERIA

V trojuholniku ABC body K, L lezia postupne na stranich AB, AC. Usecky
BL a CK sa pretinaju v bode P. Dokazte, ze ak

[BC* = |BK|-|BA| +|CL|-|CA],

tak A, K, L, P lezia na jednej kruZnici. (Baltic Way, 2006)

Najdite vetky funkcie f : Q — Q spliajice

ff(x)+ fly) =2z +y

pre vSetky x,y € Q. (Kanada, 2008)

Majme n = 3 bodov leziacich v rovine, pricom ziadne tri nelezia na jednej
priamke. Kolko je moznosti, ako vybraf (”gl) trojuholnikov tak, aby kazdy
z vybranych trojuholnikov obsahoval stranu, ktora nie je stranou ziadneho
iného z vybranych trojuholnikov (trojuholniky mézu mat vrcholy len z danych

n bodov)? (Baltic Way, 2002)

. Dokazte, ze pre kazdé neparne prvocislo p je

p—2
1P—2+2”—2+...+<u) 52_2
2 D

bS]

(Singapur, 2001)

10V grafové terminologii jsou poli¢ka vrcholy a roury hrany obecného grafu.
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STVRTA SERIA

Slovem délky n rozumime usporadanou n-tici pismen a, b, c. Ozna¢me x,, pocet
vSech slov délky n, ktera neobsahuji jako podslovo aa ani bb. Oznacme y,, pocet
vSech slov délky n takovych, ze v kazdé trojici po sobé jdoucich pismen nékteré
z pismen a, b nebo ¢ chybi. Ukazte, Ze y,11 = 3z,. (Rumunsko, 1998)

Najdéte vSechny dvojice prirozenych cisel a, b takovych, Ze neexistuje nekonecna
posloupnost {x, }22 ; spliujici rekurentni vztah

2z, — 1

Tn4+1 = 1— 2
n

jejiz prvni ¢len je F,/Fy, kde Fj znaéi k-té Fibonacciho ¢islo.  (Polsko, 1998)

Dokazte, ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel p takovych, ze pro kazdé z nich
existuje prirozené Cislo n,, které nedéli p — 1, a pritom n,! + 1 je délitelné p.
(Moldavsko, 2007)

Uvnitf trojuhelniku ABC' zvolme bod P. Ozna¢me pruseciky polopiimek AP,
BP, CP s kruznici opsanou trojuhelniku ABC' postupné A;, B;, C;. Déle
ozna¢me As, By, Cy obrazy bodu A;, By, C7 ve stfedovych soumeérnostech
danych postupné stiedy stran BC, C'A, AB. Dokazte, ze ortocentrum troja-
helniku ABC' a body As, Bs, C5 lezi na jedné kruZnici. (Bulharsko, 2012)

PIATA SERIA

Let ABC be a triangle inscribed in a circle w and P a variable point on the
arc BC of w not containing vertex A. Denote by I, J the incenters of triangles
PAB, PAC, respectively. Prove that as P varies,
a) the circles with diameters .J all have a common point,
b) the midpoints of the segments I.J all lie on a single circle,
c¢) the circumcircles of the triangles PI.J all have a common point.
(Iran, 1997)

Let n = 2. Given that zq,...,x, are positive real numbers satisfying
22+ ...+ 22 = 1, determine (in terms of n) the minimal possible value of
the expression

2 S

j=1 _xj + Zk:l Tk

(Turecko, 1997)
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Let n = 2 and let P(x) = 2" +a,_12" ' + ...+ a1z + 1 be a polynomial with

positive integer coefficients such that ap = a,_; for kK = 1,...,n — 1. Prove
that there exist infinitely many pairs (x,y) of positive integers such that both
x| P(y) and y | P(x). (Rumunsko, 1997)

Czechoslovakia is a country with at least one village in which some pairs
of villages are connected by roads. Mirek the baker founded his M-Bakery
company and wants to build stores in several villages (at most one store per
village) in such a way that every citizen of Czechoslovakia who can’t buy
M-croissants in their own village can buy them in one of the neighbouring
ones. Prove that the number of ways to do so is odd.
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RieSenia sitaznych daloh :KS

PRVA SERIA

G1.

Celé riesenie rozdelime do dvoch krokov. Prvy krok bude ukézat, Ze vzdialenost bodu A
od stredu S zadanej kruznice k je ostro mengia ako 7v/2, kde r je polomer kruznice k.
Druhy krok bude konstrukcia mnoziny bodov A, teda ukazeme, ze mnozina bodov, ktoré
splfiaji podmienku zo zadania, je kruh bez hranice s polomerom /2 a stredom S.

Obr. 55

Predpokladajme, Ze mame skonstruovany rovnobeznik ABC D, ktory vyhovuje za-
daniu. Nech X je stred BD. Dalej pripustme, Ze body B a D mozu lezaf na kruznici &,
teda nech BD je tetiva kruznice k (obr.55). Ak by nelezali, méZeme posunuf cely

zhora odhadnuf vzdialenost bodu A od S. Z trojuholnikovej nerovnosti vieme, ze
|ISA| £ | XA|+|SX]|.
Zo zadania mame | X A| < |XB|, a teda
| XA|+[SX]| < |XB|+|5X]|.

Dalej vieme, 7e priamka SX je kolmé na BD, a teda pouzitim Pytagorovej vety
dostaneme |SX| = /72 — | X B|2. Po dosadeni do nerovnosti teda mame

IXA| +|SX| < |XB| +|SX| = |XB| + /r2 — | XB]2.
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Posledny vyraz mozeme eSte odhadnit nerovnostou medzi kvadratickym a aritmetickym
priemerom a dostaneme

XBP2+r2— [XB?
]XB|+\/7’2—]XB]2§2\/| |+T2 XBE _ .

Spojenim vSetkjch nerovnosti dostaneme |SA| < /2. Nech [ je kruznica so stredom S
a polomerom /2. Staéi ukéazat, Zze lubovolny bod vo vnitri kruznice [ vyhovuje zadaniu.

Najskor ukazeme, Ze vieme zostrojit taky rovnobeznik ABCD spliajici podmienky
zadania, ze bod A bude Iubovolne blizko ku kruznici [. Vezmime teda taka tetivu B’D’
kruznice k, ze uhol B’SD’ je pravy. Zostrojme Stvorec B'SD’A’. Zrejme bod A’ lezi na
kruznici [. Na tisecke S A’ zvolme bod A tak, ze |AA’| = € a na tsecke B’ D’ zvolme body
B a D tak, aby |BB’| = |DD’| = ¢/2. Bod C zostrojime ako obraz bodu A v stredovej
sumernosti podla stredu tsecky BD. Takto vznikne rovnobeznik ABC D, pricom bod A
je Tubovolne blizko ku kruznici I (obr.56). Ak by sme ale € volili lubovolne v intervale

D/

Obr. 56

(0,|B’'D'|/2), vedeli by sme zostrojit bod A v Iubovolnej vzdialenosti medzi stredom
usecky B’ D’ a kruznicou [. NavySe, ak vieme zostrojit bod A v nejakej vzdialenosti od S,
tak vieme tento bod otocit okolo S o Tubovolny uhol. Tento poznatok spolu s tym, Ze
bod A vo vnutri k vieme zostrojit jednoducho tak, Ze zostrojime maly rovnobeznik
ABCD, aby bol cely v k, ndm déava kons$trukciu rovnobeznika ABCD pre Tubovolni
polohu bodu A vnitri kruznice . Teda rieSenim je mnozina {4;|SA| < rv/2}.

N1.

Lahko zistime, Ze p = 3 je rieSenim, a naopak p = 2 nevyhovuje. Dalej nech p = 5,

.....

p(2(p—1)/2 — 1)(2(p—1)/2 +1).
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Kedze &isla 2(P~1)/2_1 a 2(P=1/2 1 1 511 nestdelitelné, prave jedno z nich je k-ta mocnina
nejakého neparneho prirodzeného ¢isla a > 1. V prvom pripade dostaneme podmienku

2P=1/2 1 =gk = 20"D/2_gk—1
a v druhom
oP=D/2 11 —gf = oF—20D/2_7,

Toto sa da odbif na jeden riadok. Totiz podla Mihailescuho vety (zndmej tiez ako
Catalanova hypotéza) moze nastat iba druhd moznost pre (p—1)/2 = 3. Lahko overime,
ze druhé mozné rieSenie p = 7 naozaj vyhovuje vSetkym podmienkam nasej tulohy.

UkéZme, ako postupovat bez uvedenej vety (podla Radovana Svarca).

> Nech 2(°~1/2 — 1 = ¢k, Mame

22P73)/2 _1) =2 D2 _92 ¢k _1=(a—-1)(d" 1+ 2+ .. +a+1).
Kedze vyraz nalavo je delitelny dvoma, ale nie Styrmi, musi byt prave jedna zo

zatvoriek parna. Ale a je neparne, teda druhd zatvorka musi byt nepéarna, preto
k musi byt tiez nepéarne. S touto vedomosfou upravme vyraz este inak:

2P=D/2 — gk f1=(a+1) (" =" 2+ ... —a+1).
Z neparnosti druhej zatvorky dostavame 2(P~1/2 =+ 1 a
0=a"'—ad" 2+ . —a=(a—- D" 2+ +...+a*+a).
Nakoniec z kladnosti druhej zatvorky posledného vyrazu ustidime a = 1, ¢o vedie

na pripad p = 3.
> Nech 2(P=1/2 1 1 = ¢*. Z rovnosti

20D/2 = (a — 1)(a* P+ d" 2+ tat 1)

vypljva parnost k, preto mozeme pisat 2P~1/2 =m2 — 1 = (m —1)(m + 1). Obe
zdtvorky st mocniny dvoch, odkial m = 3 a p = 7, ¢o overime, Ze vyhovuje.

C1.

V priklade chceme skiimat suéty postupnosti, preto sa poniika definovat postupnosti
¢lasto¢nych stctov {A;}7, a {B;}_,, priom

AOZO, Aizal—i-...—i—ai, BOZO, B]:bl-i--i—bj

Staci ukazaf, ze existuji také 0 < 1 < ca Sma0=d; <dy Sn,ze A, — A, =
= By, — By, .

Bez ujmy na vSeobecnosti nech B,, = A,,. Pre kazdé i € {0,1,...,m} sa pozrime na
postupnost {S;}"_, definovani predpisom S; = A; + B;. Tychto postupnosti je m + 1
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a kazd4 z nich obsahuje n+1 ¢isel. Vezmime jednu [ubovolnt z nich pre pevné i. Rozdiel
dvoch po sebe idtucich ¢lenov moze byt maximélne m, lebo

Sj+1— 8 =(Ai+ Bjy1) —(Ai+ Bj) = Bjp1 —Bj =bj;1 =m

Prvy ¢len odhadneme zhora ¢islom A,,, pretoze Sg = A; + By = A; £ A,,. Na druhej
strane posledny ¢len je aspon A,,, pretoze S,, = A; + B, = B,, = A,,.

Pozrime sa na interval (A,,, A,, + m). Kazdd postupnost mé asponi jeden ¢len
v tomto intervale, pretoze prvy ¢len je najviac A,,, posledny clen je aspon A,, a krok
v postupnosti je maximalne m. Kedze mame m + 1 postupnosti a nas interval obsahuje
iba m ¢isel, podla Dirichletovho principu existuju dve rézne postupnosti, ktoré obsahuju
to isté ¢islo. Inak povedané, pre nejaké 0 < ¢; < co < m existuju 0 < dq,ds < n také, ze
A., +Bg, = A, + By, . Upravou dostaneme A., — A., = Bg, — By, , z ¢oho hned vyplyva
dy < ds, ¢im je dokaz ukonceny.

Al.
Zrejme vzdy najdeme dve nezname s rovnakym znamienkom. Bez ujmy na vseobecnosti
nech st to a a b. Vyjadrime ¢ = —a—b. Od tretieho zlomku aj od pravej strany od¢itame

¢islo 3 a ekvivalentne upravujeme:
(2a+1)2  (2b+1)2  (2(—a—1b)+1)?
202 +1 202 +1 2(—a—0)2+1
4a> +4a+1 4> +4b+1  4(a+b)?—4(a+b)+1—6(a+b)?—-3

~3>23-3,

>0
202 +1 202 +1 2(a+b)2+1 -
4ﬁ+4a+1+4w+4b+1>2m+w2+qa+w+2
202 +1 202 +1  ~ 2(a+0)2+1 ’
4a2+4a+1+4bz+4b+1>2a2+4a+1+2b2+4b+1+4ab
2a2 +1 202 +1  ~ 2(a+b)2+1 '

Z toho vidno, Ze sta¢i ,zmenit“ 4ab na 2a? + 2b? a dostaneme na pravej strane éitatel
rovny suctu Citatelov z lavej strany. Plati

(a—b2>20 < a*—2ab+b*20 <& 2a*+2b* = 4dab.

Kvoli kladnosti vyrazu 2(a + b)? + 1 prav stranu nezmensime, ak 4ab nahradime
vyrazom 2a? 4 2b%, ¢ize stadi dokazaf silnejsiu nerovnost

4a? +4a + 1 +4b2+4b+1 S 40 +4da +1+ 40> +4b+ 1
202 +1 202 +1 2(a+b)2+1 '

Rozdelme ju na dve nerovnosti

4&+4a+1>4&+4a+1 4¥+4h+1>4W+4h+1
202+1 T 2(a+b)?+1 202 +1 T 2(a+0b)2+1
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Tieto nastastie platia, a teda aj ich sucet plati. Totiz z toho, Ze a, b maju rovnaké
znamienko, dostaneme |a + b| = |a|. Odtial

2@ +b)?+1=2la+b*+122/a?+1>0

a4a®+4a+1 = (2a+1)% > 0, vdaka ¢omu plati prva ¢iastkova nerovnost a analogicky
aj druha.

Ostava vyriesit, kedy nastava rovnost. Upravy na zaciatku boli ekvivalentné, &ize
rovnost v povodnej nerovnosti nastéva prave vtedy, ked ,nahradenim ni¢ nestratime
a zéroven v oboch ¢iastkovych nerovnostiach nastava rovnost. Z prvej podmienky
dostaneme podmienku a = b a vySetrovanie ciastkovych nerovnosti sa redukuje na
vySetrovanie jednej nerovnosti

4a% 4+ 4a + 1 > 4a% 4 4a + 1 (2a +1)? _ (2a+1)?
> = 2> .
202 4+1 = 2(2a)2+1 202 4+1 ~ 4a?2+1

Méme dva pripady — Citatele nulové alebo rovnaké menovatele. Prvy pripad nastava
pre a = —% a druhy pre a = 0. VSetky pripady rovnosti preto realizuju trojice (0,0, 0)
a permutdcie (—3,—3,1).

Iné rieSenie. Plati

b—c)?20 < BP+22c < 2024+ 20b+0)? =
= 2+ 30+ =22’ +2(b+¢)® =3a"+ 2(—a)® =2d%,
teda
Z (2a+1)? >Z (2a+1)? _3.(2a+1)2+(2b+1)2+(20+1)2
et 20241 fewn) a2+ +c?)+1 4(a® + b2 +c?)+3
4 40 + 40> + 4 +4(a+b+c) +3 4a2+4b2+4c2—|—3_3
B 4a? + 4b% + 42 + 3 7 4a? 442 +4c24+3 0 7

Z toho vyplyva, Ze rovnost nastava prave vtedy, ked plati rovnost

(2a+1)% (2a + 1)2
22 +1  3(a2+b2+c2)+1

a podobné rovnosti pre b a c. Analogicky ako v prvom rieSeni, bud st nulové ditatele,
alebo rovnaké menovatele. Rozobratim tychto pripadov aj v cyklickych nerovnostiach
dostaneme ziadany vysledok.
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DRUHA SERIA

N2.

Pro dalsi pouziti zavedeme

fn) =0 —=1)(n=2)...(n—-d),

Nyni chceme dokazat, ze

L-g(n)z f(n) (1)

pro néjaké L.
Oznacme prvocisla mensi nez d jako p1,ps, ..., pk, t€ch je urcité konecné. Oznacme
jesté a; pro i € {1,2,...,k} takové &islo, ze p&* < d — 1 a zaroven pf ™' > d. Koneéné

definujme

k
L = Hpifd/lﬂﬂai .
=1

vp, (n—k)
i <d-1 pro

Lemma. Pokud pf > d déli jedno z ¢isel tvaru n — j, pak uz je'! p
véechna 1 S k S d, k # j.
Diikaz Ptipustme, Ze existuji dvé 81 a B2. Vezméme mensi z nich /3, pak p? déli dvé
z d po sobé jdoucich ¢isel, ale samo je vétsi nez d. Spor.
Nyni (1) dokdzeme tak, ze se podivame na v,(x) pravé i levé strany nerovnosti pro
vSechna p.
> Necht ¢ je prvocislo, takové ze ¢ = d, pak vy(L - g(n)) = vq(g(n)) = v4(f(n)). Na
to si sta¢i uvédomit, ze f(n) je sou¢in d po sobé jdoucich ¢isel a z nich mize ¢
délit pouze jedno nebo zadné, a tedy ¢ bude v g(n) ve stejné mocniné a plati tedy

dokonce v, (g(n)) = vy(f(n)).
> Necht ¢ je jedno z prvodéisel p;, kde i € {1,2,...,k}. Pak chceme dokazat

%uwmm>:%u»+%@m»={ghu+%@m»zv4ﬂmx

ekvivalentné

d

HEER D RN
Podle lemmatu v,(n — i) < a; kromé toho nejvétsiho. Ten je ale roven v,(g(n)),
a proto se na pravé strané odecéte. Ted uz si staci uvédomit, ze ¢isel délitelnych ¢
v f(n) je maximélné [d/q]. Tim je nerovnost dokazana.

Tim jsme dokazali (1). Podivejme se nyni na

h@):%:(p%) (1-%)...(1_%>.

1y, (x) znadi takové nejvétsi cislo, ze pUr(*) deéli .
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To je soucin d rostoucih kladnych posloupnosti, a tedy i jejich soucin je rostouci. Plati

IO iy = hn—1)2 ... 2 hd+1) = C.

nd =

Mame tedy

a to jsme méli dokazat.

G2.

(Volné podle Anh Dung Le.) V celém textu budeme jako k oznacovat vektor SK pro
libovolny bod K.
Plati |o| = |o — a|, tedy
[o* = o —al?,

o-o=0-0—20-a+a-a,

20 - a = |a|’.

Analogicky obdrzime rovnosti 20 - b = |b|?, 20 - z = |z|*.

Z rovnobéznosti rovin ABC a XY Z dostavame existenci ¢isla p = 1 takového, ze
a = px,b = py,c = pz.

K dikazu kolmosti piimky SO a roviny XY C ndm sta¢i ukéizat, ze o- (c — x) = 0
ao-(c—y) =0, protoze pak je pfimka SO kolmé na dvé nerovnobézné ptimky v XY C
(konkrétné na XC' a Y (). Plati ovSem

1 1 1 1
0:(c—x) =0 c—0x =0 pm—0-1a= 1plaf — la = (e - faP) 0.
) b=yl — - [bl = (lef? — [bf?) = 0
o-(c—y)=o-c—o0o-y=o0-pz—o--b=_plz|* — — = —(le|* — =
y y p D 2p % % )
kde posledni rovnosti plati diky tomu, Ze podle zadani je |a] = |b| = |c|.
S

Obr. 57
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Jiné FeSeni. (Struc¢né podle Josefa Svobody.) Uvazme kulovou inverzi'? se stiedem v S
a polomérem +/|SA| - |SX]|. V tomto zobrazeni se body A, B, C zobrazi (po fad€) na
body X, Y, Z, obrazem sféry opsané ¢tyfsténu SABZ je tedy rovina XY C. Jelikoz
kulova inverze zachovava symetrie podle pfimek prochéazejicich jejim stifedem a vysSe
uvedena sféra je symetrickd podle ptimky SO, musi byt rovina XY C rovnéz symetricka
podle této primky. Protoze vsak SO v XY C nelezi, musi na ni byt kolmé, coz jsme
méli dokazat.

C2.

Mirkova vyhréavajici strategie vypada nasledovné. Nejprve seskupi policka do part tak,
aby

i) zadné policko nebylo ve vice parech (ale néktera policka mohou zistat nesparo-

vana),

ii) v kazdém paru byla dvé policka spojend rourou,

iii) pocet part byl za podminek i), ii) nejvyssi mozny.

Nékteré policko muselo zlistat nesparované, protoze je pocet policek lichy. Do néjakého
takového policka polozi Mirek figurku. Pak pokazdé kdyz Pepa tdhne do sparovaného
policka P (pozdéji ukazeme, ze do nesparovaného tahnout nemuze), tak Mirek posune
figurku na policko, s kterym je P v paru. Na zacatku kazdého Pepova tahu budou
z kazdého paru pouzitd bud obé policka nebo zddné, Pepa vzdy nac¢ind novy par a Mirek
ho dokoncuje. Mirek s takovou strategii tedy vzdy miize tdhnout, nemtize prohrat,
a proto (diky konec¢nosti hry) nakonec vyhraje.

Zbyvé ukazat, pro¢ Pepa nemtze tdhnout do nesparovaného policka. Predpokladejme
tedy pro spor, ze se Pepovi povedlo dostat figurku do nesparovaného policka. Prvni
i posledni tah udélal Pepa, takze figurka do této doby prosla pies lichy pocet rour,
feknéme 2n + 1. Diky Mirkové strategii je kazda druhé roura na trase figurky takova,
ktera spojuje dvé sparovana policka, to je n parud, které figurka potkala. Tato trasa se
ovSsem da sparovat i jinak, prvni policko s druhym, tieti s ¢tvrtym, ..., az predposleni
s poslednim. Timto zptisobem dostaneme n + 1 part na trase figurky, ¢ili zvysime
celkovy pocet part. To je vSak spor s tim, Ze pocet pari byl nejvyssi mozny.

Obr. 58

12 Kulovéa inverze (se stifedem v T a polomérem 7) je pfimoéarym zobecnénim kruhové inverze do tii
rozmérit — bod K (riizny od T') se v ni zobrazi do takového bodu K’ na polopfimce TK, ktery
splinje |TK| - |TK'| = r2.
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Na obr. 58 je znazornéna situace, kdy Mirek hraje podle své strategie, avsak nevybral
si nejvyssi mozny pocet partu. To, ze ho Pepa porazil, znamena, Ze je mozné pocet part
zvysit. Sedé roury znaéi roury mezi sparovanymi poli¢ky, ¢arkovana ¢ara trasu figurky
a pismenka M, P znaci, kdo provedl prislusny tah.

A2.
Pripomenme lemma, které je uzitecné kdykoliv pracujeme s polynomy.

Lemma. Necht p, ¢ jsou polynomy. Pokud rovnost p(z) = ¢(x) nastava pro nekone¢né
mnoho z, pak rovnost p(z) = ¢(x) plati pro vSechna x.

Dikaz. Kazdé x, pro které plati rovnost p(x) = ¢(x), je kofenem polynomu p — gq.
Polynom p — ¢ ma tudiz nekone¢né mnoho korenti. Podle zakladni véty algebry mé
kazdy nenulovy polynom stupné n nejvyse n kofent, takze polynom p — ¢ je nulovy.

Prvné ukdzeme, %e ze vztahu p(x)? — 1 = p(z? + 1) plyne, Ze polynom p je budto
sudy, nebo lichy.

Dosadime za x nejdrive t a potom —t. Pravé strany jsou v obou pfipadech stejné,
takze jsou stejné i levé strany, coz znamend, ze p(t)?> = p(—t)? pro libovolné t. Pro
kazdé t tedy plati bud p(t) = p(—t), nebo p(t) = —p(—t). Pokud rovnost p(t) =
= p(—t) plati pro nekoneéné mnoho ¢, pak tato rovnost podle lemmatu plati pro
kazdé ¢ a polynom p je sudy. Podobné pokud rovnost p(t) = —p(—t) plati pro nekoneéné
mnoho ¢, je polynom p lichy.

Postupné rozebereme oba piipady. Ukazeme, ze v pfipadé, ze je polynom p lichy,
umime ,generovat® nekonec¢né mnoho kofenti, takze nezbyva, nez ze p je nulovy. V pfi-
padé, Ze polynom p je sudy a nekonstantni, ukdzeme, Ze existuje polynom ¢, ktery
splnuje identitu ze zadani a je pritom polovicniho stupné nez p. Tim mtzeme snizovat
stupen polynomu dokud nedostaneme néjaky polynom ¢ lichého stupné. Ten bude muset
byt nulovy, coz bude znamenat, ze také p je nulovy.

Je-li polynom p lichy, pak je p(0) = —p(0), tj. p(0) = 0. Dosazenim x = 0 do zadani
dostdavame —1 = p(1) a dosazenim = = 1 dostavame 0 = p(2). Tento postup muzeme
libovolnékrat opakovat. Je-li t korenem, pak dosazenim x = t dostavame

—1=p(t* +1)
a dosazenim z = t? 4+ 1 dostavame 0 = p[(t*> + 1) + 1]. Vzhledem k nerovnosti
(BH+1)2+1>2 4122t 2>t

to znamena, Ze polynom p mé nekonecné mnoho kotent, takze je nulovy.
Je-li polynom p sudy stupné 2n, n € Ny, potom lze zapsat jako

2 2n—2 2
p(x) = a2, " + a2 22" " + ... + asx” + ay,

kde a; jsou redlna cisla. To je viceméné ziejmé, presto budeme podrobni. Jisté existuji
realna cisla a; takova, ze

2 2n—1 2n—2 2
p(x) = agnx™ + agp—12°"7 " + a2n—2x“" T + ... 4 a2z” + a1 + ap.
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Rovnost p(z) = p(—x) platnou pro vSechna x sta¢i pfepsat do tvaru
p(z) — p(—x) = 2 (agn_12*""" + a2 —32°" 2 + ...+ a3z’ + arz) = 0.
Vzhledem k tomu, ze tato rovnost plati také pro vSechna z, je
ap=a3=...=as,—1 =0.

Dale ptredpokladejme, Ze polynom p je sudy stupné 2n a nekonstantni, tj. n € N.
Potom mtzeme definovat polynom

q(y) = agny™ + a2n_oy™ t + ...+ azy + ao,

ktery je poloviéniho stupné n a ptitom p(x) = q(z?). UkdZeme, Ze polynom ¢ rovnéz
spliuje identitu ze zadani. Dosazenim obdrzime rovnost

q(z*)? =1 =p(x)? =1 =p(a® +1) = ¢((«? + 1)*).
Pisme y misto 2, coz nam dava
q(y)* = 1=q((y +1)%),

a upravujme pravou stranu tak, aby méla stejny tvar jako prava strana identity ze
zadani. Misto y piSme y — 1, ¢imz dostaneme

qy —1)* = 1= q(y?).

Nakonec zvétSime argument polynomu ¢ o 1, neboli definujeme polynom ¢;(y) =
= ¢(y — 1). Dostaneme

a(y)?—1=qy*+1).

Tuto identitu jsme sice obdrzeli jen pro néktera y (konkrétné pro y — 1 = 0), avsak
podle lemmatu plati pro vsechna y.

Vidime, ze polynom ¢; spliuje identitu ze zadani a pritom mé polovi¢ni stupen n.
Polynom ¢; je tedy opét lichy, nebo sudy. Je-lichy, je podle predchoziho nulovy, takze
i ptvodni polynom p je nulovy. Je-li sudy, miizeme najit polynom g2, ktery spliuje
identitu ze zadani a jehoz stupen je opét polovi¢ni oproti polynomu ¢;. Takto mtzeme
pokracovat tak dlouho dokud nedostaneme polynom g lichého stupné. Ten je potom
nulovy a zpétné dostavame, ze i polynom p je nulovy.

Jediny pripad, kterym jsme se dosud nezabyvali, je konstantni polynom p. Takové
polynomy jsou tedy jedinymi kandidaty, pro které mtze byt splnéna identita ze zadani.
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TRETIA SERIA

G3.

Majme trojuholnik ABC' a vyhovujice body K, L. Opisme trojuholniku AKC kruz-
nicu k. T4 pretne polpriamku BC eSte v bode X (rozmyslite si, preco ,polpriamku*).
Z mocnosti B ku k mame |BK|-|BA| = |BC| - |BX|. Analogicky kruznica [ opisana

A

K (L
<
£

X=Y
Obr. 59

trojuholniku ALB pretina polpriamku C'B v bode Y, pre ktory plati |CL| - |CA| =
= |CB| - |CY|. Pouzitim ziskanych rovnosti a rovnosti v zadani dostaneme

|BC|(|BX| +|CY|) = |BC|-|BX|+|CB|-|CY| = |BK|-|BA| +|CL|-|CA| = |BC|?.
Kedze |BC| je nenulové ¢islo a |BX| 4 |CY| = |BC|, musi byt X =Y (znova si treba

uvedomit, kde sme vyuzili Specificki polohu bodov X, Y na polpriamkach). Z tetivovych
stvoruholnikov AKX C a ALX B (obr. 59) uz teraz jednoducho dopocitame

|{AKP|+ |{ALP| = |{AKC| + |{ALB| = |{AXC| + |{AX B| = 180°.

A3.

(Podla Anh Dung Le.) Jednoduchym dosadenim x = y = 0, resp. z = y = 3f(0)
obdrzime rovnosti f(3f(0)) = 0 a f(0) = 9f(0), teda f(0) = 0. Dosadenim = = 0
ziskame f(f(y)) = y a néasledne nahradenim f(z) za = a f(y) za y ziskame

fx+y) =2f(x) + f(y).

Ked teraz v poslednej rovnici zvolime y = 0, dostaneme f(2z) = 2f(z), takze
f(2x 4+ y) = f(2x + y), ¢o v nasom pripade implikuje f(z+y) = f(x)+ f(y). Ale toto je
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zndma Cauchyho funkcionédlna rovnica na racionalnych éislach s rieSeniami f(z) = cx
pre ¢ € Q. Dosadenim do povodnej rovnice dostaneme ¢ = +1. Skaskou zistime, ze
naozaj funkcie f(z) = x a f(x) = —z vyhovuji, a preto su to vsetky rieSenia zadanej
ulohy.

C3.

(Podla Anh Dung Le.) Pripad n = 3 vyrieSme na zaciatok, pre ten je to zrejme 1. Dalej
pre n 2 4 vSetky tvahy budu korektné, lebo budeme predpokladaf iba existenciu Styroch
roznych bodov. Ulohu mézeme preformulovat ako grafovi, kedze Ziadne ,patologické“
pripady nevznikaji, nakolko mnozina neobsahuje tri kolinedrne body.

Zoberme konkrétny vyber vyhovujtcich trojuholnikov a mnozinu S pozostavajicu
zZ (”51) hran taku, ze kazda hrana patri prave jednému trojuholniku. Takéa mnozina
hran podla predpokladov existuje. Zostala mnozina M obsahujtica

n n—1
(6)-("2) =
hran. Kazdy trojuholnik mé dve strany v M a kazdym dvom trojuholnikom patri ina
dvojica. Kedze vSak z n — 1 hran vieme spravit najviac (”51) dvojic a tolko presne je
trojuholnikov, existuje bijekcia medzi trojuholnikmi a dvojicami hran z M. Z toho, ze
kazdé dve hrany v M urcuju trojuholnik, vyplyva, ze kazdé dve hrany maji spolo¢ny
vrchol.

Teraz ukazeme, ze dokonca vSetky hrany z M maji spolo¢ny vrchol. Nech to neplati.
Zoberme Tubovolny vrchol A, z ktorého vychédzaju nejaké dve hrany AB, AC € M. Ak
existuje nejakd hrana v M, ktora nevychédza z A, potom to musi byt BC (rozmyslite
si). Vieme ale tiez, ze AB a AC urcovali trojuholnik, teda BC' € S, a tu je spor, pretoze
MNS = (). Vidime, Ze mnozinu M tvoria vSetky hrany vychadzajtce z nejakého vrcholu.

Nech mnozinu M urcuje jej hlavny vrchol, povedzme X . Kazdy trojuholnik je uréeny
dvoma hranami vychadzajucimi z X. Lahko si mozno rozmysliet, ze takyto vyber
trojuholnikov (zoberieme vSetky trojuholniky s vrcholom X) je korektny a jediny
mozny. Na druhej strane Tahko nahliadneme, Ze pre rozne vrcholy dostaneme rozne
mnoziny trojuholnikov (aj tu vyuzivame, ze n = 4). Teda mame prosté a surjektivne
zobrazenie z mnoziny n vrcholov do moznych konfiguracii trojuholnikov. Nasli sme
bijekciu n-prvkovej mnoziny na hladani mnozinu, teda vysledok je n.

N3.

Zrejme

2-2 2-(1+1) _2-Y0, () X)) (Bt @)

p p p p —~ p = dillp-9)

Kedze p | (7; ) pre kazdé i = 1,2,...,p — 1, v poslednom vyraze je kazdy séitanec celym
¢islom. Aky zvysSok dava kazdé z tychto ¢isel po deleni prvocislom p? Pouzijeme Mala
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Fermatovu a Wilsonovu vetu. S ich vyuzitim mame
L O ) LN (s O L ¢ it O L
o= - Aoy V=D =00 o
p—(G—1)...p—1)-(i+1)...(p—1) =
(—=(i—=1))...(-1)-(i+1)...(p—1) =

(1)t —1). 1 (1) (p—1) = (~1) T

(p—. 1)!

(= B -y =

(=1)"-i?=2 (mod p).

Né&$ vyraz po deleni p tak vieme napisat v tvare
—1P72 422 4 (p—1)P2

Vsimnime si, ze pri parnych sc¢itancoch je znamienko plus a pri neparnych je minus.
Vieme ich zoskupit do dvojic spojenim k-teho a (p — k)-teho ¢lena, pri¢om za k volime
parne ¢isla. Kedze

(p— kP2 = (=172 (k—p)P~2 = —kF72,

po zoskupeni a s¢itani transformujeme vyraz na zelany tvar

p—1 p—1 p—1

2 2 2
d 2. => "2t p 2= P (mod p).
i=1 1=1 =1

Pre uplnost si treba uvedomit, kde sme potrebovali neparnost prvoéisla p a ktoré kroky
by inak neboli spravne, ale to uz nechame na citatela.

STVRTA SERIA

C4.

Pod pismeny si budeme pfedstavovat zbytky modulo tfema: a = 1, b = 2, ¢ = 0.
Pak kdykoli si vezmeme slovo délky n + 1 (kterému budeme fikat slovo hodnot),
miizeme spocist rozdil mezi kazdymi dvéma sousednimi pismeny modulo 3 (odec¢itame
vzdy ptfedchozi pismeno od nasledujiciho). Takto vznikne slovo délky n, které budeme
nazyvat slovo posuniu (obr. 60).

)
/a\ /a\ @ slovoposuni ¢ b a a b ¢ b c a
ayib) c, AN NANNAN
G_b e bece O slovo hodnot b b a b ¢ b b a a b

zakazany kus

Obr. 60
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Naopak, kdykoli méame dané slovo posunti a prvni pismeno slova hodnot, mame
zbytek slova hodnot jednoznacné urcen, staci postupné pric¢itat pismena ze slova posunti.
Jedno slovo posunu délky n tedy odpovida tfem slovim hodnot délky n + 1 (mame na
vybér tfi moznosti, které poc¢atecéni pismeno zvolit).

Nakonec si staci uvédomit, ze slova posuni aa a bb presné odpovidaji tém trojpis-
menym sloviim hodnot, kterd obsahuji vSechna t¥i pismena a, b, c. Tedy slova posunt,
ve kterych se aa ani bb nevyskytuje, odpovidaji tém sloviim hodnot, ve kterych se
nevyskytuje abc, bca, cab, cba, bac ani acb. Kazdé slovo posunti odpovida tfem takovym,
tedy yny1 = 3x,.

Poznamka. Pokusme se rozptylit predstavu, ze na tokovou trikovou bijekci nelze pfijit,
kterou by snad mohlo toto feseni u nékterych ctenari vzbudit.

Chceme ziskat predstavu, jak zhruba vypada x,, tedy za¢neme si psat néjaké slovo
bez aa i bb. Vzdy, kdyz piseme dalsi pismeno, se zamyslime, z kolika pismen méame
v daném okamziku na vybér. Shledavame, ze vzdy ze dvou nebo t¥i, tedy x, bude néco
mezi 2" a 3". Kdy pfitom mame t¥i moznosti? Pouze na zacatku, nebo kdyz je predchozi
pismeno c. Je-li predchozi pismeno a nebo b, jsou moznosti jen dvé.

Nyni si pro zménu stranu zkusime napsat nékteré slovo, ktera pocita y,,. Opét mame
v kazdém okamziku na vybér ze t¥i nebo dvou pismen. Ovsem kdy tentokrat mame na
vybér vSechna tii pismena? Kromé zacatku jen tehdy, kdyz predchazejici dvé pismena
jsou stejna. Jsou-li predchozi dvé pismena riizna, musime volit jedno z nich.

Vidime tedy, Ze pismena ¢ v prvnim piipadé ,néjak odpovidaji“ dvojicim stejnych
pismen v druhém pripadé. Naopak pismena a, b v prvnim pripadé ,odpovidaji“ dvojicim
ruznych pismen. Toto je samoziejmé jen nepiesna iivaha, ale jak je vidét na FeSeni vyse,
je v tomto piipadé funkéni a snadno formalizovatelna.

A4.

Pripominame, ze Fibonacciho posloupnost je zadana vztahem Fy =1, Fy =0 a F, =
=Fy 1+ F, 2.

Posloupnost nebude nekonecné, pokud se po néjaké dobé v posloupnosti objevi 1;
feknéme, ze se tak stane v x,,. Oznaéime y; = ,,—k+1 pro k € {1,...,m}. Z rekuren-
tniho vztahu dostaneme y,, = (2y,+1 — 1)/(1 — yny1), coZz se d& prepsat jako

y _ Yn+1
T gt 2
a y; = 1. Spocteme si prvnich par c¢lenti této posloupnosti: 1, %, g, %, ... ; chceme
dokézat, Ze y,, = F,,—1/F3,. Indukci, pro n =1 je to jasné a pro n + 1 plati
Fan_1 +1 I3
(I Py i+ oy Fogr)—a

Yn+1 = )

Yn +2 FzFL;l 192 Fon1+2F Fopg1 + Py Fony1)

kde v druhé rovnosti jsme pouzili indukéni predpoklad, ze nase tvrzeni plati pro n. Tim
dtikaz indukci kondi.
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Aby posloupnost byla kone¢né, musi se tedy x; rovnat nékterému z ¢isel y,,. Naopak
pokud se nebude rovnat zadnému z nich, nikdy uz posloupnost nenabyde 1, protoze
kazdy clen je jednoznacné urcen svym piedchazejicim i néasledujicim ¢lenem.

Staci si tedy rozmyslet, pro které dvojice (a,b) je F,/F, = Fb,/F5,_1 pro nékteré
n € N. Rozebereme 4 ptipady:

> a < b—2. Pak

F, F, < F, 1
F, Fy1+F_~ F,+F, 2

Na druhou stranu méame

Fon—1 Fon—1 Fon—1 1

— > =,
Fy), Fop1+ Fop—o  Fop1+Fop1 2

Ostra nerovnost plyne z faktu Fb,_ o < Fy,_1, jelikoz 2n — 1 nemuize nabyvat
dvojky.

> a = b — 1. Indukci si snadno rozmyslime, ze dvé po sobé jdouci Fibonacciho ¢isla
jsou nesoudélné. Vsechny zlomky tvaru F,/F,_1 jsou tak v zdkladnim tvaru, a
tedy navzajem ruzné. Proto z téchto dvojic (a, b) vyhovuji praveé ty, kde je b sudé.

> a = b. V takovém piipadé vzdy F,/F, = 1 = Fy/F5, tedy takové dvojice zadani
vyhovuji.

> a > b. Fibonacciho posloupnost je neklesajici, tedy

Fo 5y p Loy
Fb_ o F2n

Aby nastala rovnost, musi nastat v obou nerovnostech, tedy n = 1, F, = F}.
V tomto pfipadé vyhovuje jen dvojice (a,b) = (2,1).

Méme tedy, ze vSechny hledané dvojice (a,b) jsou (2,1) a (n,n), (2n—1,2n) pro vSechna
prirozena cisla n.
N4.

Chceme alespon pro nékterd prvocisla p najit takové n,, ze n,! = —1 (mod p). Z Wil-
sonovy véty pritom vime, zZe

npl(ny,+1)(np+2)...(p—2)(p—1) = np!S—l)(—(l —-1))... (—2)(—12 = -1 (mod p).

-~

| ¢initelu

ProtoZe nam staci najit ¢isla n, jen pro néktera prvocisla p, mizeme volit ¢islo [
a k nému teprve hledat prvocislo p. Abychom se nemuseli obtézovat znaménky a aby-
chom pozdéji uméli zajistit podminky (i) a (ii), zvolime [ sudé, tj. | = 2k. Nyni tedy ke
zvolenému cislu 2k hledame prvocislo p tak, aby

2k-(2k—1)-...-2-1=1 (mod p).
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Jinymi slovy volime p jako prvoéiselného délitele ¢isla (2k)!— 1. Toto ¢islo je liché, takze
ip je liché.

Protoze je n,+2k = p—1, tj. n, = p—1—2k, ukazme nejprve, ze takto definované n,
je kladné pro kazdého prvociselného délitele ¢isla (2k)! — 1. Kdyby p < 2k, pak

(2k)!—1=-1 (mod p).
Kdyby p = 2k + 1, pak podle Wilsonovy véty je
(2k)!—1=-1—-1 (mod p).

V obou pripadech p neni délitel ¢isla (2k)! — 1, takze vime, ze p > 2k + 1 a n, =
=p—1—-2k>0.

Druhym pozadavkem je, aby n, nedé¢lilo ¢islo p — 1. Zabyvejme se nyni déliteli ¢isla
p — 1. Namisto déliteltt p — 1 se vSak mizeme zabyvat déliteli ¢isla 2k, nebot

p—1-2k|p—-1 < p—1-2k|2k.

Bude tedy vyhodné, kdyz 2k bude mit méalo délitelii. Zvolme k prvocislo, protoze
potom nam staci zajistit jen to, aby se ¢islo p — 1 — 2k nerovnalo zadnému z ¢isel 1, 2,
k, 2k. Cisla p — 1 — 2k a 1 maji opa¢nou paritu, takZe se jisté nerovnaji. Totéz plati
i pro ¢isla p—1—2k a k, je-li k liché prvocislo. Odted proto budeme uvazovat jen liché
prvocisla k. Zbyva zajistit, aby se p — 1 — 2k nerovnalo ¢islu 2 ani 2k.

(i) p — 1 — 2k # 2k. Nerovnost p # 4k + 1 muzeme zajistit vybérem vhodného
prvociselného délitele ¢isla (2k)! — 1. VSechna licha prvodisla jsou tvaru 45 + 1
nebo 45 + 3 pro néjaké j € N, a tak by stacilo védét, ze lze vybrat prvociselného
deélitele ¢isla (2k)! — 1 tvaru 45 — 3. To mozné je, nebot (2k)! — 1 = 3 (mod 4),
takze existuje prvociselny délitel tvaru 45+ 3. Kdyby totiz vSechna prvocisla délici
(2k)! — 1 byla tvaru 45 + 1, dostali bychom spor modulo 4.

(ii) p—1—2k # 2. Nyni jiz mame vybrano prvodcislo p tvaru 4j + 3. Staci si rozmyslet,
ze nerovnost p # 2k + 3 je automaticky zajisténa, protoze obé strany davaji
ruzné zbytky modulo 4. Protoze k je liché (prvo)cislo, je 2k = 2 (mod 4), takze
2k +3=1 (mod 4).

Ke kazdému lichému prvoéislu k& (téch je nekoneéné mnoho) umime najit prvocislo
p > 2k + 1 tvaru 45 +3 a ke kazdému z nich umime najit pfirozené ¢islon, =p —1 — 2k
pozadovanych vlastnosti. Stac¢i tedy uz jen zajistit, ze vybiranych prvocisel p je neko-
necné mnoho. To ovSsem plyne z nerovnosti p > 2k 4 1, ze které vidime, ze zvolime-li k&
dostatecné velké, bude téz p dostatecné velké. Tim jsme hotovi.

Pozndmka. Celé feseni by se dalo napsat tak, ze bychom zvolili rychle rostouci posloup-
nost prvocisel ki, ko,..., napiiklad k; 11 > (2k;)!, a poté navzajem ruzna prvocisla
p1,D2, ... tvaru 45 + 3 takova, ze p; | (2k;)! — 1. K nim bychom pak zvolili n,, =
= p; — 1 —2k; a ukdzali, Ze n,, spliluje pozadované vlastnosti. Umyslné jsme vsak
tento postup nezvolili, aby byla vice vidét motivace, proc¢ se co vybira.
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G4.

Nejprve si vzpomenme na znamy fakt: Je-li H' stfedovy obraz ortocentra H trojihelniku
ABC podle stiedu BC, pak H’ lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC, pfi¢em?z
dokonce AH’ tvorii jeji pramér (obr.61a).

Ay
Obr.61a Obr.61b

Nyni jiz k dokazované tloze. Oznac¢me O stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC
a X takovy bod, ze XOPH je (pfipadné degenerovany do tsecky ¢ bodu) rovnobéznik
(s vrcholy v tomto poradi). Ukazeme, ze X je stfedem hledané kruznice. S ohledem na
symetrii staci dokazat, ze |A2X| = |H X |, diky ¢emuz se mizeme omezit na jednodussi
konfiguraci z obr. 61b.

Uvédomme si, ze diky stfedové symetrii je A;H'AsH rovnobéznik (také piipadné
degenerovany). Nakreslime-li AA; svisle, jsou pfimky A1 H' (AH' je prumér!) a HA,
vodorovné nebo degenerované do bodti. Budeme-li nyni sledovat pouze x-ové souradnice
bodi (bez ijmy na obecnosti AA; je osa y), sta¢i nam v kazdém pripadé ukazat

[Xe = S([H + [As])

To je ale snadné, nebot z rovnobéznikit XOPH a AyH' Ay H dostavame

[X]e = O + [H]e = S (. + [H].) + 5 [Hl. = 3 (14s], + [HL,),

kde jsme v prostfedni rovnosti vyuzili [H'], = 2[0], (O je stied AH').
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PIATA SERIA

G5.

Stredy kruznic vpisanych trojuholnikom ABC, BC P ozna¢me postupne K, R. Svrékove
body'3 trojuholnika ABC' prisluchajtce vrcholom A, B, C oznaéme S4, Sg, Sc.

A

kg

Obr. 62

a) Hladany bod je K. Vyplyva to priamo z Japonskej vety, ktora hovori, ze KIR.J
je obdlznik. Na dékaz tejto vety stadi pouzit iba znamu vec, ze A, K, I, B a A, K,
J, C lezia na kruzniciach k¢, kp so stredmi S¢, Sp (obr.62). Dalej je to jednoduché
pocitanie uhlov.

b) Kedze uhlopriecky v obdlzniku sa rozpoluji, z uz spomenutej Japonskej vety vyplyva,
ze stred tusecky IJ je zaroven stredom tusecky K R. Teraz nacrtneme viacero ciest
k rieseniu:
> Kedze trajektoria stredu tisecky I.J je obrazom trajektorie bodu R v rovnolahlosti
so stredom v bode K a koeficientom %, tvrdenie je zrejmé, lebo velkost uhla BRC'
je konstantna.
> Osi tsediek KT a K.J st na seba kolmé. Navyse prechadzaja po rade bodmi S¢,
Sp ateda stred tsecky I.J sa pohybuje po kruznici nad priemerom S¢S (obr. 62).

13 Svrékov bod v trojuholniku XY Z prislichajtci vrcholu X je stred oblika Y Z opisanej kruznice
neobsahujiceho X. Pomenovany je v komunite riesitelov MO podTa ¢lena tilohovej komisie Jaroslava
Svréka, ktory na viacerych prednaskach na pripravnych sustredeniach zdérazioval dolezitost poznat
vlastnosti tohto bodu.
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> (Podla Davida Hrusku.) Body I, J sa pohybuju po kruzniciach k¢, kg poloviénou
uhlovou rychlostou a rovnakym smerom ako bod P po w. Preto stred tsecky I.J
lezi na kruznici.l4

Obr. 63

c¢) (Podla Davida Hrusku.) Oznac¢me S, anti-Svrékov bod'® a Y prienik priam-
ky S’y K a kruznice w rozny od S’y (obr. 63). Potom zrejme | BY K| = |£KY C| a Iahko
mozno odvodit, ze |{ BKC| + |{BY K| = 180°. Navyse

|{BIK| = 180° — | BAK| = 180° — |{CAK| = |{K JC|,

takze existuje Spirdlova podobnost so stredom v Y, ktord zobrazi tsecku BK na
usecku KC' a zaroven oblik kruznice kp na obluk kruznice k- nad tymito tseckami.
Dalej sa v tomto zobrazeni zobrazi bod I na J kvdli uz spominanej rovnakej uhlovej
rychlosti bodov I, J. Teda

|{BYK|+|{KYC| |{BPC|

LIV J| = |{BYK| = |{KYC| = . :

= |LIPJ|

a hladany bod je Y.

14 To, ze stred tisecky urcenej bodmi pohybujicimi sa po kruznici tym istym smerom rovnakou
uhlovou rychlostou sa pohybuje tiez po kruznici, vidno najlahsie z komplexnych disel, kedze
(21 +11€"P + 22 + 12€"?) /2 = (21 + 22) /2 + (r1 + 12) /2 - €*¥.

15 Anti-Svrékov bod je obraz Svrékovho bodu v stredovej siimernosti podla stredu prislusnej opisanej
kruznice.
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A5.

(Podla Davida Hrusku.) Zadany vyraz ozna¢me V. Podla Holderovej nerovnosti je

" (i —:c?—kscf?zg”_lxj) ' ((i%>2—gﬁ> 2 (gﬁ) =1,

odkial dostavame odhad .

v n(S2—-1)’

v

pricom S = x1 + ...+ x,. Z nerovnosti medzi kvadratickym a aritmetickym priemerom
méame S < /n, takze
1

VZoy

Tento odhad sa nadobuda pre

T1=...=Tp = —.

NG

Pre tplnost dodajme, Ze vSetky pouzité vyrazy boli kvoli podmienkam v zadani kladné
a nerovnosti preto korektné. Specidlne overime umocnenim vyrazu S, ze S > 1.

N5.

Dvojica (1, P(1)) vyhovuje, pricom 1 < P(1). Ak teraz x < y a dvojica (z,y) vyhovuje,
vytvorme dvojicu (y, P(y)/x). K dokonéeniu rieSenia zrejme sta¢i ukazat, Ze nova

.....

P
> Ply) e N;
€
P n
> y+¥>y+yg>y+a};
P(y)
P
— | P(y);

a dopocitame
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C5.

Mnoziné vesnic, do které kdyz umistime M-pekarny, splnime zadani, budeme fikat
vyhovujici.

Podivame se na pocet vSech usporddanych dvojic disjunktnich mnozin vesnic (X,Y)
takovych, ze mezi X a Y nevede zaddnd cesta. Tento pocet je lichy, jelikoz mtzeme
dat kazdou takovou dvojici do paru s obracenou dvojici s jedinou vyjimkou — dvojice
prazdnych mnozin. Nyni zkusme dostat tento pocet jako soucet pres vSechny mozné
mnoziny X. Pokud je X vyhovujici, mame jedinou moznost (lichy pocet!), jak zvolit
Y — prézdnou. V opa¢ném piipadé je pocet moznosti 2" (sudy pocet!), kde n je pocet
mést, kterd nesousedi s X (ani v ni nelezi). Aby tento soucet vySel lichy, musi byt lichy
i pocet vyhovujicich mnozin.



Iné koreSpondencné seminare

Okrem Matematickej olympiady sa pre studentov zakladnych aj strednych skol pocas
skolského roka organizované aj iné matematické sutaze. Patria medzi ne predovSetkym
korespondencéné semindre. Tieto sufaze sa v detailoch istotne liSia, avSak zadkladné
¢rty maju spoloéné. Pocas skolského roka prebiehaju dve casti (letnd a zimnd), ktoré
pozostavaju zvicSa z troch sérii tloh rozosielanych riesitelom do §kol alebo domov.
RieSenia sutaziaci vypracovavaji rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaju na adresu prislusného seminéra, odkial sa po niekolkych drioch az tyzdnoch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieSeniami a vysledkovou listinou. Mladsi a menej
sktseni riesitelia zvic¢sa nemusia riesit tie najzlozitejsie priklady, aby aj oni mali Sancu
ovplyvnif poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti stitaze st priblizne tridsiati
najuspesnejsi riesitelia pozyvani na tyzdrnové sustredenie, ti¢ast na ktorom byva c¢asto
najsilnejSou motivaciou na rieSenie tloh. Nie je ale mozné nespomentut, ze takyto
reprezentantov Slovenska na IMO sa aktivne zapajala do viacerych z tychto seminarov.

Nizsie uvedené korespondenéné seminare (KS) st uréené studentom strednych $kol,
svojim zaberom pokryvaji tizemie celého Slovenska a ¢asto maju aj riesitelov z Ceskej
republiky. Je vSak mozné, Ze vo svojom okoli najdete aj mensie sufaze podobného druhu.

Korespondenény matematicky seminar — KMS

KMS vznikol v roku 2002 spojenim Bratislavského a Stredoslovenského korespondenc-
ného matematického seminara. Organizovany je studentmi FMFI UK v Bratislave. Ma
dve kategdrie. Zacinajucim a mladsim je urcenad kategdéria ALFA, pre skiisenejsich je
kategéria BETA. Rozdelenie do kategérii umoziiuje bojovat o miesta na stustredeni aj
nesktisenym Studentom, ktori by v silnej konkurencii stracali motivaciu.

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava
e-mail: kms@kms.sk
web: http://kms.sk

Sutaz talentovanych riesitelov oblubujiicich matematiku — STROM

Seminar STROM je pokracovatelom najstarsieho koreSpondenéného seminara v byva-
lom Ceskoslovensku. Je organizovany z PF UPJS v Kosiciach skupinou nadsencov, vii¢-
S$inou byvalych riesitelov seminéara a studentov UPJS. Na organizovani sa okrem kosickej
skupiny podielaji aj Studenti pochadzajuci z vychodného Slovenska Studujici v inych
mestach v SR ¢i CR. Riesitelskt zdkladiiu m4 prevazne na vychodnom Slovensku.

STROM, PF UPJS, Jesenn4 5, 041 54 Kosice

e-mail: strom@strom.sk
web: https://strom.sk

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo semindrov zapojit, najrozumnejsie je zadania
a pravidla ndjst na internete zac¢iatkom septembra alebo zac¢iatkom januéra.
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