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O priebehu 61. ro¢nika Matematickej olympiady

V skolskom roku 2011/2012 sa konal 61. ro¢nik Matematickej olympiady (MO),
ktord je medzi predmetovymi olympiddami a ostatnymi postupovymi sitazami na
Slovensku najstarsia a svojimi kategériami pokryva vSetky rocniky od piatej triedy
ZS po maturantov. Stfaz vyhlasuje Ministerstvo gkolstva, vedy, vyskumu a $portu
Slovenskej republiky (MSVVS SR) v spolupraci s Jednotou slovenskych matematikov
a fyzikov (JSMF).

Sutaz riadi Slovenské komisia Matematickej olympiady (SKMO), ktord v 61. roéniku
pracovala v nasledovnom zlozeni:

Mgr. Peter Novotny, PhD., FMFI UK Bratislava, predseda

mim. prof. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, podpredseda
Mgr. Jan Brajercik, PhD., FHPV PU Presov, predseda KKMO PO

prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra, predseda KKMO NR

Mgr. Martin Kollar, PhD., FMFI UK Bratislava, predseda KKMO BA

doc. RNDr. Stanislav Krajci, PhD., PF UPJS Kosice, predseda KKMO KE
doc. RNDr. Maria Lucka, CSc., PF TU Trnava, predsednicka KKMO TT
doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, predseda KKMO ZA
RNDr. Eva Oravcovd, Gymn. J. G. T. Banska Bystrica, predsednicka KKMO BB
RNDr. Sona Pavlikova, CSc., FCHPT STU Bratislava, predsednicka KKMO TN
RNDr. Monika Dillingerovd, PhD., FMFI UK Bratislava

Mgr. Stefan Gyiirki, PhD., FCHPT STU, Bratislava

RNDr. Robert Hajduk, PhD., PF UPJS Kosice

Ing. RNDr. Frantisek Kardos, PhD., PF UPJS Kosice

doc. RNDr. Maria Kmetova, PhD., FPV UKF Nitra

RNDr. Jan Mazdk, PhD., FMFI UK Bratislava

PaedDr. Anna Pobeskovd, SSI Levice

Mgr. Martin Potocny, Trojsten, FMFI UK Bratislava

RNDr. Oliver Ralik, CSc., Nitra

doc. RNDr. Roman Sotdk, PhD., PF UPJS Kosice

prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., FPV UKF Nitra

PhDr. Peter Bardt, IUVENTA Bratislava, tajomnik

Na konci 61. ro¢nika ukoncila svoju ¢innost v.SKMO PaedDr. Anna Pobeskova,
ktora v nej posobila od roku 2005. Touto cestou jej chceme vyjadrit vdaku za pracu pre
MO.

*

Priebeh a organizovanie jednotlivych k6l MO ostali rovnaké ako v predoslych ro¢ni-
koch, avsak okrem zvycajnych sustredeni a medzinarodnych sttazi sa v tomto ro¢niku
uskutoénilo po prvy raz Cesko-polsko-slovenské stretnutie juniorov, teda stifaz, na ktort
postupili najlepsi riesitelia z kategérie C. Stretnutie sa konalo sa v méji 2012 v Polsku
a je mu v rocenke venovana osobitna kapitola, podobne ako ostatnym pravidelnym
akciam.



O PRIEBEHU 61. ROCNIKA MATEMATICKEJ OLYMPIADY 5

Celostatne kolo MO (CK MO) sa konalo v ditoch 25.-28. 3. 2012 na Strednej odbor-
nej skole v Rakoviciach (blizko Piestan). Komunikaciu s vedenim SOS pred konanim
a pocas konania sutaze zabezpecovala doc. RNDr. Maria Lucka, CSc., predsednicka
krajskej komisie MO Trnava. Podakovanie patri tiez sponzorom CK MO, najméi spo-
lo¢nosti ALBI, ktora pravidelne pre CK MO poskytuje ako ceny hodnotné spolo¢enské
hry.

Po CKMO sa uskutocnilo vyberové sustredenie, na ktorom sa rozhodlo o zlozeni
druzstiev pre Medzindrodni matematickt olympiddu (IMO) a Stredoeurépsku mate-
maticki olympiddu (MEMO). Nasledované bolo pripravnym ststredenim pre obe druz-
stva. Z pripravnych medzinarodnych akcii sa popri tradiénom Cesko-polsko-slovenskom
stretnuti (konalo sa vo Fackovskom sedle) uskuto¢nilo aj spolo¢né pripravné sustredenie
IMO-druzstiev CR a SR. Finanéne ho zabezpeéuje Spolo¢nost Otakara Bortivky a od-
borne Ustredny vybor Matematickej olympiady v CR. Treba pripomentft, Ze podobné
akcia na Slovensku neprebieha, a aspon na tomto mieste sa chceme podakovat ¢eskym
kolegom za pravidelné pozyvanie.

Na 53. IMO v Argentine sme ziskali jednu zlati medailu, dve bronzové medaily
a dve Cestné uznania. Na 6. MEMO vo Svajéiarsku sme ziskali tri bronzové medaily.
Kazdej sutazi je v rocenke venovand osobitna kapitola. V stvislosti s cestami na IMO
a MEMO patri nasa vdaka pracovnickam sekcie medzinarodnej spoluprace MSVVS SR,
ktoré tento rok posledny krat zabezpecovali vybavenie vsetkych cestovnych nalezitosti.
(Od dalsieho ro¢nika tieto kompetencie prevzala IUVENTA.)

Matematickéa olympidda by neexistovala bez zaujimavych a originalnych iloh. O ich
pripravu sa stard Ulohova komisia MO, ktord mame spoloéntt s Ceskou republikou.
Kazdoro¢ne sa konaju dve zasadnutia komisie, jedno v CR, jedno na Slovensku.
V 61. ro¢niku sa uskutoénili v novembri 2011 v Bilovci a v maji 2012 v Ziline. Ulohové
komisia m4 dve sekcie: jednu pre stredoskolské kategérie, druhti pre kategérie pre ZS.
Zo Slovenska pracovali v prvej sekcii mim. prof. RNDr. Vojtech Balint, CSc., RNDr.
Tomas Jurik, PhD., RNDr. Jan Mazak, PhD., doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc. a Mgr.
Peter Novotny, PhD. a v druhej sekcii PaedDr. Svetlana Bednarova, PhD., RNDr.
Monika Dillingerova, PhD., Mgr. Veronika Hucikova, Mgr. Erika Novotna, PhD. a Mgr.
Miroslava Smitkova, PhD. V rocenke okrem zadani a rieSeni tuloh kategérii A, B, C
uvadzame aj zadania vSetkych tloh kategérii Z5 az Z9.

Vymyslat nové tlohy do MO nie je jednoduché, ilohova komisia preto uvita zaslanie
zaujimavych navrhov na tlohy aj od autorov, ktori nie st jej ¢lenmi. Navrhy je mozné
posielat napriklad na adresu skmo@skmo.sk, najlepSie aj s menom autora, s rieSenim
a s odhadom, do ktorej kategorie sa tloha hodi.

V decembri 2009 bola zaloZené a spustena oficidlna internetova stranka SKMO. Jej
adresa je skmo.sk a zverejiiujeme na nej vsetky terminy a dokumenty tykajice sa MO
(archiv zadani a rieSeni uloh, poradia vSetkych krajskych a vyssich kél, atd.). Okrem nej
mozno na internete najst viacero stranok suvisiacich s MO. Spomenme asponl niektoré
z nich:

skmo.sk — oficidlna stranka SKMO,
matematika.okamzite.eu — archiv zadani, poradi a rieseni MO,
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fpedas.uniza.sk/ novotny/MO — aktudlne dokumenty, najmi pre kraj Zilina,
www.olympiady.sk — stranka IUVENTY,

oma.org.ar/imo2012/ — stranka 53. IMO v Argentine,
www.imosuisse.ch/memo2012/ — stranka 6. MEMO vo Svajc¢iarsku,
imo-official.org — oficidlna stranka IMO,

kms.sk — stranka koresponden¢ného seminara KMS,

iksko.org — stranka koreSponden¢ného seminara iKS.

Zéaver tvodu tejto rocenky by sme radi vyuzili na podakovanie vSetkym ucitelom
a nadSencom, ktori pripravuju ziakov na MO a podielaji sa na propagécii a organizacii
MO na skolach. Uznanie patri tiez pracovnikom obvodnych a krajskych komisii MO,
skolskych tradov a centier volného ¢asu, ktori zabezpecuju jednotlivé kold. Napokon,
dakujeme pracovnikom IUVENTY podielajicim sa na organizacii CK MO, distribucii
tiloh, komunikécii s MSVVS SR a administrative stvisiacej s financovanim MO.

Peter Novotny, predseda SKMO



AN R

10.
11.
12.

14.

18.
19.

21.

22.
23.

27.

30.

32.

Vysledky

Celostatne kolo kategoérie A

Martin VODICKA
Maridn HORNAK
Miroslav STANKOVIC
Klara FICKOVA
Marta KOSSACZKA
Filip HANZELY

Jakub SAFIN

Eduard BATMENDIJN

Patrik BAK

Vladimir MACKO
Sotta GALOVICOVA
Monika DANILAKOVA
Pavol KOPRDA

Tamés BALOGH
Tomas GONDA

Michal TOTH

Bui TRUC LAM

D4vid LIU ZHEN NING
Viktor LUKACEK

Matej MOLNAR

Jan KUZMIK

Samuel CIBULKA
Barbora KLEMBAROVA

Vitazi
3 G Alejova, Kosice
4 G Parovska, Nitra
2 G Postova, Kosice
4 G Postova, Kosice
3 G Grosslingovéa, Bratislava
3 G A.Pridavka, Sabinov
3 G P. Horova, Michalovce
1 Cirk. g. sv. Mik., St. Lubovna

Dalsi uspesni riesitelia

1 G Sobrance

3 G L. Stara, Zvolen

4 G Jura Hronca, Bratislava
4 G J. A.Raymana, Presov

4 G A. Merici, Trnava

2 G P.Pazmana, Nové Zamky
3 G Grosslingova, Bratislava
4 G Jura Hronca, Bratislava
1 G Grosslingovéa, Bratislava

Ostatni riesitelia

2 G Grosslingova, Bratislava
4 G sv. Moniky, Presov

4 G Jura Hronca, Bratislava
4 G Grosslingova, Bratislava
3 G Jura Hronca, Bratislava
4 G Kukucinova, Poprad

Tatiana MATEJOVICOVA 3 G Grosslingova, Bratislava

Laszl6 MAZIK
Martin SMOLIK
Matts HALAJ
Peter SICHMAN
Maté SKODA
Anna FAZEKAS
Mirio LIPOVSKY
Jakub CIMERMAN
Askar GAFUROV
Janos LELKES
Lészlé SEBO

3 G J. Selyeho, Komarno
3 G Grosslingova, Bratislava

11 G J. G. Tajovského, B. Bystrica

4 G Grosslingova, Bratislava

3 G J. Selyeho, Komarno

4 Sukr. gymn. Dunajska Streda
2 G Jura Hronca, Bratislava

3 G J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 G Grosslingova, Bratislava

3 G L. Madécha, Samorin

3 Sukr. gymn. Dunajska Streda

TT3TT7T
717676
660656
770617
720607
760007
660107
770500

640007
510307
100707
150701
700007
700501
701500
000607
000607

600104
100207
050401
000107
700000
050001
001500
100401
000501
100301
040001
101021
101001
100101
100001
100001
000101
001100

38
34
29
28
22
20
20
19

17
16
15
14
14
13
13
13
13
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Uspesnost jednotlivych tiloh je zaznamenané v tabulke.

Pocet Spolu Cislo tlohy

bodov 1. 2. 3. 4. 5 6.
7 bodov 32 10 3 1 3 2 13
6 bodov| 15 4 3 0 6 0 2
5 bodov 10 1 3 0 5 1 0
4body | 5 ol 202101
3body | 3 oo 1]l2]0]o0
2 body 3 0 1 0 1 1 0
1 bod 38 10 | 2 5 6 1 | 14
0 bodov| 104 10 | 21 | 28 | 10 | 30 5}
Priemer | 2,08 [3,11]1,89(0,43|2,97|0,63 | 3,46

Krajské kola
Z prislusného kraja a v prislusnej kategérii A, B, C a Z9 st uvedeni vsetci, resp. aspon

prvych 10 tspesnych riesitelov.

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

1. Bui TRUC LAM 1 Gymnézium Grosslingova

2. Sona GALOVICOVA 4 Gymnéazium Jura Hronca

3. Michal TOTH 4 Gymnéazium Jura Hronca

4. Samuel CIBULKA 3 Gymnazium Jura Hronca
Marta KOSSACZKA 3 Gymnézium Grosslingova
Tatiana MATEJOVICOVA 3 Gymnézium Grosslingova
Martin SMOLIK 3 Gymnéazium Grosslingova

8. Jan KUZMIK 4 Gymnézium Grosslingova
Matej MOLNAR 4 Gymnézium Jura Hronca
Dévid LIU ZHEN NING 2 Gymnéazium Grosslingova

KATEGORIA B
1. Mério LIPOVSKY Gymnazium Jura Hronca

Déavid LIU ZHEN NING Gymnézium Grosslingova
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Barbora KOVACOVA
Hana KRAKOVSKA
Lukas IVAN

Martin KOTULIAK
Karolina MOJZISOVA
Bui DIEU LY

Erik SZALAY

Samuel KEBIS

Samuel SUCIK

Bui TRUC LAM
Ema KRAKOVSKA
Ondrej BOHDAL
Maridn LONGA
Jakub KOJDA

Jakub HRDINA
Barbora LAKOTOVA
Michal BELAK

Matej KRALIK

. Zuzana FRANKOVSKA

Juraj MAJEK
Mikulas POLAK
Richard VINCZE
Juraj KUHN

. Adam SKRLEC

Andrea TOTHOVA
Tomas BANHEGY]I
Jaroslava KOKAVCOVA
Daniel LISY

VYSLEDKY

SpMNDaG Skalicka

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnézium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
SpMNDaG Skalicka

Gymnazium Grosslingova

KATEGORIA C

Gymnazium Jura Hronca
Gymnéazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
SpMNDaG Skalické

SpMNDaG Skalicka

Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca

KATEGORIA Z9

Gymnazium Grosslingova
Gymnéazium Grosslingova

Spojenéa skola sv. Frantiska z Assisi
7S Nam. A. Molnéra, Senec
Gymnazium Grosslingova

ZS Ostredkova

SpMNDaG Skalicka

Gymnazium Jura Hronca

ZS Ivanka pri Dunaji

ZS s VIM, Toméasov

Kraj Nitra

KATEGORIA A

. Marian HORNAK
. Tamas BALOGH

4 Gymnéazium Parovska, Nitra
2 Gymnézium P.Pazmana, Nové Zamky
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Laszl6 MAZIK
Mété SKODA

. Adam MARKO

Samuel HORVATH
Tamés BALOGH
Juraj KOVAC
LCudmila SIMKOVA

. Dominika BALESOVA

Katarina BATOVSKA
Tibor ZAUKO

. Daniel GULIS

Stefan STANKO

D4vid BUGAR

Kristina PRESINSKA
Barbora PAUCEKOVA
Kristina PAULOVICOVA
Andrej SEDIVY

Roman KLUVANEC
Katarina MARCEKOVA
Rébert SZABO

Tomas DANIS

Lucia TODOVA
Juraj HALABRIN
Erik KELEMEN
Tamara BARUSOVA
Adam VENGER
Ott6 IZSOF

P.P. Arthur PETRAS
Michal PORUBSKY
Eva Barbara JAKAB

3 Gymnézium H. Selyeho, Koméarno
3 Gymnézium H. Selyeho, Koméarno

KATEGORIA B

Gymnazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnazium Parovska, Nitra

Gymnéazium P. Pazmana, Nové Zamky
Gymnazium sv. Cyrila a Metoda, Nitra
Gymnazium Parovska, Nitra

Piaristické gymn. sv. J. Kalazanského, Nitra
Gymnéazium A. Vrabla, Levice

SPS Komaérno

KATEGORIA C

Gymnéazium P. Pazmana, Nové Zamky
Gymnéazium A. Vrabla, Levice

Gymnazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnazium Parovska, Nitra

Piaristické gymn. sv. J. Kalazanského, Nitra
Piaristické gymn. sv. J. Kalazanského, Nitra
Gymnézium J. Krala, Zlaté Moravce
Gymnazium Parovska, Nitra

Gymnazium Parovska, Nitra

Gymnézium J. FAndlyho, Sala

KATEGORIA Z9

ZS Jasova

Gymnazium Parovska, Nitra

7S Komenského, Komarno

7S Bernolakova, Sala

ZS Na Hérke, Nitra

ZS Mojzesovo

ZS Sokolce

78S Tribecska, Topolcany

Gymnazium sv. Cyrila a Metoda, Nitra
ZS M. Korvina, Kolarovo
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Pavol KOPRDA
Anna FAZEKAS
Laszlé SEBO
Janos LELKES

Michaela BIELIKOVA
Barnabas DOBOSSY
Tamara TOROKOVA
Andras LEPES
Valentina STRAKOVA

Tamas PAMMER
Tamas ROZSA
Jozef BUCKO
Zsolt BOGNAR
Adela KRIDLOVA
Réka PENZINGER
Alexander TURAN

Lucia BACOVA
Samuel OBUCH

Pal SOMOGYI
Samuel GORTA
Terézia POTROKOVA
Matej BENKO
Roman SOBKULIAK

VYSLEDKY 11
Kraj Trnava

KATEGORIA A

4 Gymnéazium A. Merici, Trnava

4 Sukr. gymnéazium, D. Streda

3 Stkr. gymnazium, D. Streda

3 Gymnéazium I. Madacha, Samorin

KATEGORIA B

Gymnéazium V. Mihéalika, Sered
Gymnazium Z. Kodalya, Galanta
Gymnazium Z. Kodalya, Galanta

Sportové gymnézium, D. Streda
Gymnézium V. Mihélika, Sered

KATEGORIA C

Gymnézium I. Madacha, Samorin

Stkr. gymnazium, D. Streda
Gymnézium P.de Coubertina, Piestany
Gymnézium A.Vambéryho, D. Streda
Gymnézium J. Bosca, Sastin-Straze
Gymnéazium A. Vambéryho, D. Streda
Gymnézium P.de Coubertina, Piestany

KATEGORIA Z9

ZS Mojmirova, Piestany

ZS Vanc¢urova, Trnava

ZS L. Batthyanya-Strattmanna, Horny Bar
ZS Skolska, Holi¢

ZS Komenského, Vrbové

ZS Mojmirova, Piestany

Gymnazium I. Kupca, Hlohovec
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Kraj Trencin
KATEGORIA A
V kategorii A neboli ziadni tispesni riesitelia.

KATEGORIA B

Filip POKRYVKA Gymn. J. Jesenského, Banovce nad Bebravou
Michal KORBELA Gymn. J. Jesenského, Banovce nad Bebravou
Jozef RAJNIK Gymnézium L. Sttra, Trenéin

Andrej ZBIN Gymnézium 1. maja, Ptachov

KATEGORIA C

. Filip AYAZI Gymnézium L. Sttra, Trenéin
Pavel MADAJ Gymnézium V. B. Nedozerského, Prievidza
Andrej FUSEK SPS Dubnica nad Vahom

. Adam MECIAR Gymnazium V. B. Nedozerského, Prievidza

KATEGORIA Z9

. Andrej HOFERICA ZS Slov. partizanov, Povazska Bystrica
Lubica JANCOVA Gymnézium L. Sttra, Trenéin
Martin STEFANEC Gymnézium Dubnica nad Vahom
Adam HLAVAC ZS P.J.Safarika, Prievidza
Michaela GERBELOVA ZS Duklianska, Banovce nad Bebravou
Radovan BEZAK 7S Marianska, Prievidza
Tomas PALIESEK 7S Mladeznicka, Pichov
Lukas KOTLABA ZS Hodzova, Trenéin
Katarina BEHANOVA ZS Medtianska, llava
Michal SLAVIK ZS Dolné Marikova

Kraj Zilina
KATEGORIA A

V kategorii A neboli ziadni tispesni riesitelia.
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VYSLEDKY

KATEGORIA B

Miroslav PSOTA Gymnézium Hlinska, Zilina

Martin MORES Gymnézium Varsavsk4, Zilina

Zuzana HROMCOVA Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Jakub MELO Gymnézium sv. Frantiska z Assisi, Zilina

KATEGORIA C

Samuel SLADEK Gymnéazium A. Bernoldka, Namestovo
Lukas SADLEK Gymnézium J. M. Hurbana, Cadca
Filip SVABIK Gymnézium Velka okruzna, Zilina
Tatiana ZBONCAKOVA Gymnézium J. M. Hurbana, Cadca
KATEGORIA Z9
Samuel SLADEK Gymnazium A. Bernolaka, Namestovo
Barbora STACHOVA Gymnézium J. M. Hurbana, Cadca
Katarina JAKUBJAKOVA ZS Karpatska, Zilina
Jakub BARANEK Cirk. ZS R. Zaymusa, Zilina
Daniel BACKOV Gymnézium Ruzomberok
Jakub HOMOLKA ZS P.Skrabaka, D. Kubin
Filip LACO Cirk. ZS R. Zaymusa, Zilina
Emilia MLYNARCIKOVA Gymnazium Sucany
Miroslav HUTAR, ZS Hrustin
Jan CHUDY Cirk. ZS R. Zaymusa, Zilina
Mario KOZIENKA ZS M. Medveckej, Tvrdosin
Kraj Banska Bystrica
KATEGORIA A
. Vladimir MACKO 3 Gymnéazium L. Stara, Zvolen
Matts HALAJ 2 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Jakub CIMERMAN 3 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
KATEGORIA B
Matus HALAJ Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Matas KULICH Gymnazium Detva
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Jaroslav VALOVCAN
Norbert SLIVKA
Martin ZILAK

Filip CONKA
Norbert BARTO
Dévid BARBORA
Kristina SULAJOVA

. Silvia NEPSINSKA

Veronika VERESOVA
Anthony FILLO

Bial BENCE

Stefan RACAK
Samuel SCHNEIDER
Martin HOSALA
Vladimir KRALOVIC

. Milan KUBALA

Eva VARGOVA
Marek OSLANEC

. Veronika BALOGHOVA

Peter BURSKY
Dana RUDIKOVA
Martin SKLENAR

Kléra FICKOVA
Martin VODICKA

. Miroslav STANKOVIC

Jakub SAFIN
Patrik BAK

Gymnézium L. Stara, Zvolen
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica

KATEGORIA C

Gymnézium L. Sttra, Zvolen

Gymnazium Tornala

Gymnézium F. Svantnera, Nova Bara
Gymnazium B. S.-Timravy, Lucenec
Gymnazium J. Chalupku, Brezno

Ref. cirk. gymn. M. Tompu, Rimavska Sobota
Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica

KATEGORIA Z9

ZS Mladeznicka, Filakovo

ZS Modry Kameii

7S Radvanska, B. Bystrica

Sportové gymnézium B. Bystrica
Kat. spoj. skola sv. Fr. Assiského, B. Stiavnica
ZS J. Alexyho, Zvolen

ZS M. R. Stefanika, Ziar nad Hronom
ZS M. R. Stefanika, Ziar nad Hronom
ZS P. Jilemnického, Zvolen

ZS sv. Alzbety, Nova Baiia

ZS Obrancov mieru, Detva

ZS P.Dobsinského, Rimavska Sobota

Kraj Kosice

KATEGORIA A

4 Gymnéazium Postova, Kosice

3 Gymnéazium Alejova, KoSice

2 Gymnézium Postova, Kosice

3 Gymnézium P. Horova, Michalovce
1 Gymnazium Sobrance
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. Miroslav STANKOVIC

Jakub DARGAJ
Patrik BAK

Martin RAPAVY
Marko PUZA

Patrik TURZAK
Michal STEFANCIK

Patrik BAK

Katarina KRAJCIOVA
Peter VOOK

Peter KOVACS

Daniel KUPEC
Henrieta MICHEL.OVA
Rébert SCHONFELD

. Patrik LENART
. Ivan GREGA

Tomas KEKENAK
Petra PLSKOVA

René Michal CEHLAR
Terézia VOLAVKOVA
Dominik DORCAK
Henrieta MICHELLOVA
Kristina MISLANOVA
Daniel ONDUS

VYSLEDKY

KATEGORIA B

Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnazium Sobrance
Gymnazium Alejovéa, KoSice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnézium L. Sttra, Michalovce

KATEGORIA C

Gymnazium Sobrance
Gymnazium Alejovéa, KoSice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnézium Krompachy
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice

KATEGORIA Z9

ZS M. Lechkého, Kogice

ZS Velky Folkmar

ZS S.Maraiho, Kogice

ZS Starozagorska, Kosice

ZS Krosnianska, Kosice

ZS Krosnianska, Kogice

ZS Svermova, Michalovce
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnazium Trebisovské, Kosice

15

Kraj Presov

KATEGORIA A

. Eduard BATMENDIJN
. Filip HANZELY
Viktor LUKACEK

. Monika DANILAKOVA

1 Cirk. gymn. sv. Mikulasa, Stara Luboviia
3 Gymnéazium A.Pridavka, Sabinov

4 Gymnéazium sv. Moniky, Presov

4 Gymnazium J. A. Raymana, Presov
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Marcel SCHICHMAN 4 Gymnéazium J. A. Raymana, Presov

4 Gymnazium Kukucinova, Poprad

KATEGORIA B

Robert ECKHAUS
Dominik GRIGLAK
Jozef LUKAC

Irena BACINSKA
Juraj DZAMA
Jaroslav HOFIERKA
Roman PIVOVARNIK

Henrieta KOPNICKA
Zuzana KOSELOVA
Kristian KATANIK
Andrea ZENCUCHOVA
Marek BIROS

Slavomir HANZELY

Andrej JURCO

Jan KURIMSKY
Samuel MOLCAN
Michal SCUR

Klaudia BACHLEDOVA
Lukas HAVRISAK
Samuel STASKO

Rébert KLUCAR

Jakub COPAK

. Jakub CEHULA

Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium P. O. Hviezdoslava, Kezmarok
Gymnéazium L. Stockela, Bardejov
Gymnéazium Lipany

Gymnazium sv. Moniky, Presov
Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Gymnéazium J. A. Raymana, Presov

KATEGORIA C

Gymnazium D. Tatarku, Poprad
Gymnézium J. A. Raymana, Presov
Gymnéazium L. Stockela, Bardejov
Gymnazium J. A. Raymana, Presov
Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Gymnézium A.Pridavka, Sabinov

KATEGORIA Z9

Sukr. gymnazium Letna, Poprad

Cirk. ZS sv. Gorazda, Presov

7S Komenského, Sabinov

ZS Pod Vinbargom, Bardejov

7S Dr. Fischera, KeZmarok

7S Kudlovsks, Humenné

Gymnazium J. A. Raymana, Presov

ZS Kupelna, Presov

ZS Pod Vinbargom, Bardejov

Gymnéazium P. O. Hviezdoslava, Kezmarok



Zadania sutaznych ualoh

KATEGORIA Z5

Z5—-1-1

Traja kamarati Pankrac, Servac a Bonifac isli cez prazdniny na no¢nt prechadzku pri-
rodnym labyrintom. Pri vstupe dostal kazdy sviecku a vydal sa inym smerom ako zvysni
dvaja. Vsetci traja labyrintom tspesne presli, ale kazdy isiel inou cestou. V stvorcovej
sieti na obr. 1 st vyznacené ich cesty. Vieme, ze Pankrac nikdy nesSiel na juh a ze Servéac
nikdy nesiel na zapad. Kolko metrov presiel v labyrinte Bonifac, ked vieme, ze Pankrac

presiel presne 500 m? (Michaela Petrova)
N o
4; ‘ . : _?vychod
. - B o — — — — i
S
C p—t—
P - i
Po. .. r L +—=q
R A S 1
vchod
Obr. 1
Z5 —-1-2

Do kazdého nevyplneného stvorceka na obr.2 doplnte cislo 1, 2 alebo 3 tak, aby
v kazdom stlpci a riadku bolo kazdé z tychto éisel prave raz a aby boli splnené dodatoéné
poziadavky v kazdej vyznacenej oblasti. (Ak vo vyznacenej oblasti pozadujeme urcity

.....

pracujeme aj s rozdielom.) (Svetlana Bednarova)
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Podiel 3
Rozdiel 1

\
2 | T

Sticet 4

Obr. 2

Z5—-1-3

Julka pripravuje pre svoje kamaratky obcerstvenie — chlebicky. Natrie ich zemiakovym
salatom a navrch chce dat eSte prisady: Sunku, tvrdy syr, platok vajicka a pruzok
nakladanej papriky. Nechce vsak, aby niektoré dva chlebicky obsahovali uplne rovnaka
kombinéciu prisad. Aky najvicsi pocet navzajom roznych chlebickov moze nachystat,
ak ziadny z nich nemé maft vSetky Styri prisady a ziadny z nich nie je iba so Saldtom
(t.j. bez dalsich prisad)? (Michaela Petrova)

Z5—-1-4

Na obr. 3 je nakreslena stavba zlepena z rovnako velkych kociek. Stavba je vlastne velka
kocka s tromi rovnymi tunelmi, ktorymi sa dé pozerat skrz a ktoré maju vSade rovnaky

prierez. Z kolkych kociek je stavba zlepend? (Marie Krejcova)
pi
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Obr. 3
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Z5—-1-5

V rozpravke o siedmich zhavranenych bratoch bolo sedem bratov, z ktorych kazdy
sa narodil presne rok a pol po predchadzajicom bratovi. Ked bol najstarsi z bratov
prave Styrikrat starsi ako najmladsi, matka vSetkych bratov zakliala. Kolko rokov mali
jednotlivi bratia, ked ich matka zakliala? (Marta Volfova)

Z5—-1-6

Janka a Hanka sa rady hraji s modelmi zvieratiek. Hanka pre svoje kravicky postavila
z uzéverov z PET flia§ obdlZnikovt ohradu ako na obr.4. Janka zo vsetkych svojich
uzaverov zlozila pre ovecky ohradu tvaru rovnostranného trojuholnika. Potom ju rozo-
brala a postavila pre ne Stvorcovii ohradu, takisto zo vSetkych svojich uzéverov. Kolko

mohla mat Janka uzaverov? Najdite aspon dve rieSenia. (Marta Volfova)
Obr. 4
Z5 -1 -1

Vojto si kupil 24 rovnako velkych $tvorcovych dlazdic. Strana kazdej dlazdice merala
40 cm. Zo vsetkych dlazdic postavil pred svoju chatku obdlZznikov plosinu s najmensim
moznym obvodom. Kolko meral obvod tejto obdlznikovej ploginy? (Vojto dlazdice
nerezal ani inak neldmal.) (Libuse Hozova)

Z5 - 11— 2

Lupeznik Rumcajs ucil Cipusika pisat ¢isla. Ako prvé napisal Cipuasik ¢islo 1, potom
napisal ¢islo 2 a potom pokracoval pisanim dalSich bezprostredne po sebe iducich
prirodzenych ¢isel. O chvilu to Cipuasika prestalo bavit a prosil, aby prestali. Rumcajs
sa nechal prehovorit a pisanie skoncili. Ktoré ¢islo napisal Cipasik ako posledné, ak sa
cifra nula nachadza v napisanych ¢islach 35-krat? (Marie Krejcova)

Z5—-11-3

Na drote sedi 9 lastoviciek, pricom vzdialenost kazdych dvoch susednych lastoviciek je
rovnaka. Vzdialenost prvej a poslednej lastovicky je 720 cm. Aké je vzdialenost dvoch
susednych lastovic¢iek? Kolko by na dréte sedelo lastoviiek, keby si medzi kazdé dve
susedné lastovicky, ktoré prave teraz sedia na drote, sadli dalsie tri? (Marie Krejcova)



20 61. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

KATEGORIA Z6

Z6 -1-1

Mirka ¢istila fazulu do polievky na papieri, ktory vytiahla zo stolika svojej sestry. Na
papieri boli nakreslené tri rovnako velké kruhy, v ktorych spolo¢né ¢asti boli vyfarbené
sivou pastelkou. Do bielych ¢asti jednotlivych kruhov umiestnila tolko fazuliek, kolko
je napisané na obr. 5. Kolko fazuliek mé umiestnit do sivych ¢asti, aby bol v kazdom
kruhu rovnaky pocet fazuliek? (Libor Simtinek)

Obr. 5

Z6 —1— 2

Do hrackarstva priviezli nové plysové zvieratka: vazky, pstrosy a kraby. Kazda vazka mé
6 noh a 4 kridla, kazdy pstros méa 2 nohy a 2 kridla a kazdy krab mé 8 noh a 2 klepeta.
Dohromady maju tieto privezené hracky 118 ndh, 22 kridiel a 22 klepiet. Kolko maja
dohromady hlav? (Michaela Petrova)

Z6 —-1—-3

Na obr. 6 je stavba zlepena z rovnakych kociek. Stavba je vlastne velka kocka s tromi
rovnymi tunelmi, ktorymi sa d& pozeraf skrz a ktoré maja vSade rovnaky prierez.
Tuato stavbu sme celt ponorili do farby. Kolko kociek, z ktorych je kocka zlozené, mé

zafarbent aspon jednu stenu? (Marie Krejcova)
i
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Obr. 6



ZADANIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA Z6 21
Z6 -1 -4

Do kazdého nevyplneného stvorceka na obr.7 doplite ¢islo 1, 2, 3 alebo 4 tak, aby
v kazdom stlpci a riadku bolo kazdé z tjchto ¢isel prave raz a aby boli splnené dodatoéné
poziadavky v kazdej vyznacenej oblasti. (Ak vo vyznacenej oblasti pozadujeme uréity

>

AN
S{¢in 48 Podiel 2

Obr. 7
podiel, mame na mysli podiel, ktory ziskame vydelenim vicsieho ¢isla mensim. Podobne
pracujeme aj s rozdielom.) (Svetlana Bednarova)
Z6 - 1-5

Ondro, Mato a Kubo dostali na Vianoce od prarodi¢ov kazdy jednu z nasledujtcich
hraciek: velké hasiéské auto, vrtulnik na dialkové ovladanie a stavebnicu Merkur.
Bratranec Peto doma hovoril: ,,Ondro dostal to velké hasicské auto. Zelal si ho sice
Kubo, ale ten ho nedostal. Mato nema v oblube stavebnice, takze Merkur nebol pre
neho.“ Ukazalo sa, ze Peto sa dvakrat mylil v informacii, kto dostal ¢i nedostal dany
darcek a len raz povedal pravdu. Ako to teda s darcekmi bolo a kto teda dostal aky
darcek? (Marta Volfova)

Z6 - 1—-6

Marta, Libugka a Méria si vymysleli hru, ktort by chceli hrat na obdlZnikovom ihrisku
zlozenom z 18 rovnakych Stvorcov ako na obr.8. Na hru potrebuju ihrisko rozdelit

Obr. 8
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dvoma rovnymi ¢iarami na tri rovnako velké casti. NavySe tieto ¢iary musia obe
prechadzat tym rohom ihriska, ktory je na obrazku vlavo dole. Poradte dievéatam,
ako maju dokreslit ¢iary, aby sa mohli zacat hraf. (Erika Novotna)

Z6 - 11 -1

Danka a Janka dostali na narodeniny dve rovnako velké biele kocky. Kazda kocka bola
zlepena zo 125 malych kociek, tak ako vidite na obr.9. Aby kocky rozoznali, dohodli
sa, ze ich omaluju. Danka vzala Stetec a tri celé steny svojej kocky omalovala ¢ervenou
farbou. Janka vzala Stetec a tri celé steny svojej kocky ofarbila zelenou farbou. Po case
sa dievc¢ata rozhodli, ze kazda z kociek rozkrdjaju na jednotlivé malé kocky. Ked to
urobili, zistili, ze pocet kociek, ktoré maju aspon jednu stenu c¢ervent, je iny, ako pocet
kociek, ktoré maju aspon jednu stenu zelenu. Zistite, aky je rozdiel tychto poctov.
(Erika Novotna)

Obr.9

Z6 — 11 — 2

Jurko zbiera podpisy znadmych Sportovcov a spevakov. Na podpisy si kupil zvlastny
zosit. Rozhodol sa, ze podpisy budi vzdy na kazdom liste zosSita iba na prednej strane.

Tieto strany postupne ocisloval ¢islami 1, 3, 5, 7, 9, ... aby zistil, keby sa mu nejaky

list zo zosita stratil. V celom zoSite tak napisal dokopy 125 cifier. Kolko mal Jurkov

zosit listov? Kolko jednotiek napisal do zosita? (Marta Volfova)
Z6 — 11 — 3

Na noc¢ny pochod dostali druziny Vlkov a LiSok po jednej rovnakej sviecke. Sviecky
zapalili spolo¢ne na Starte a vyrazili. Pocas pochodu kazdy ¢len druziny Vlkov niesol
svie¢ku takt dobu, za ktord sa jej dlzka skratila na polovicu. Vlci dobehli do ciela
v momente, ked mal Siesty ¢len druziny podat sviecku siedmemu. Od toho okamihu ich
sviecka celd dohorela o tri minuty. Lisky dobehli do ciela za 2 hodiny a 57 minat. Ktora
druzina bola v cieli ako prva? O kolko minit dobehla vifaznd druzina do ciela skor
ako druhd druzina? (Sviecka hori rovnomerne: za rovnaky cas vzdy rovnaky kusok.)

(Monika Dillingerova)
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KATEGORIA Z7

Z7-1-1

Trpaslici chodia na vodu k potoku. Dzbanik kazdého z trpaslikov je inak velky: maju
objemy 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 litrov. Trpaslici si dzbaniky medzi sebou nepoziciavaju a vzdy
ich prinesa uplne plné vody.
e Kjychal prinesie vo svojom dzbaniku viac vody ako Smejko.
e Spachto$ by musel ist po vodu trikrat, aby priniesol prave tolko vody, kolko Plasko
v jednom svojom dzbéaniku.
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Sam Kyblik prinesie tolko vody, kolko Spachto$§ a Smejko dokopy.

Ked ida po vodu Vedko a Kyblik, prinest rovnako vody ako Dudros, Kychal
a Smejko dokopy.

Kolko vody prinest Kychal a Kyblik dohromady? (Michaela Petrova)

27 -1-2

Na obr.10 je stvorec ABCD, v ktorom su umiestnené Styri zhodné rovnoramenné
trojuholniky ABE, BCF,CDG a DAH, vsetky vyfarbené sivou. Strany stvorca ABC D
su zakladnami tychto rovnoramennych trojuholnikov. Vieme, ze sivé plochy Stvorca
ABCD maja dokopy rovnaky obsah ako biela plocha stvorca. Dalej vieme, ze |HF| =

= 12cm. Uréte dizku strany stvorca ABCD. (Libor Simtinek)
D C
A B
Obr. 10
Z7 -1-3

Sedem bezprostredne po sebe idicich celych ¢isel stalo v rade, zoradené od najmensieho
po najvicsie. Po chvili sa ¢isla zacali nudit, a tak sa najskor vymenilo prvé s poslednym.
Potom sa druhé najvicsie posunulo uplne na zaciatok radu a nakoniec sa najvicsie
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z Cisel postavilo do stredu. Na svoju velk spokojnost sa tak ocitlo vedla éisla, ktoré
bolo presne jeho polovicou. Ktorych sedem ¢isel mohlo staf povodne v rade?
(Svetlana Bednéiova)

Z7—-1-4

Ucitelka Smoliarska pripravovala previerku pre svoju triedu v troch verziach, aby ziaci
nemohli odpisovat. V kazdej verzii zadala tri hrany kvadra v centimetroch a tilohou bolo
vypod&itat jeho objem. Ulohy si ale dopredu nepreriegila, a tak netusila, Ze vysledok je
vo vSetkjch troch verzidch rovnaky. Do zadani Ziakom napisala tieto dizky hran: 12,
18, 20, 24, 30, 33 a 70. Z deviatich celo¢iselnych dizok hran, ktoré ucitelka Smoliarska
zadala, sme vam teda prezradili iba sedem a ani sme vam neprezradili, ktoré dlzky
patria do toho istého zadania. Podari sa vam napriek tomu urcit zostavajice dve dizky

hran? (Libor Simtinek)
Z7-1-5

Jeden vnutorny uhol trojuholnika mé 50°. Aky velky uhol zvieraju osi dvoch zostava-

jacich vnatornych uhlov trojuholnika? (Libuse Hozova)
Z7-1-6

Hladame Sestciferny ¢iselny kéd, o ktorom vieme, Ze:
e ziadna cifra v nom nie je viackrat,
obsahuje aj 0, ta4 vSak nie je na predposlednom mieste,
vo svojom zapise nemd nikdy vedla seba dve parne ani dve neparne cifry,
susedné cifry sa od seba lisia aspon o 3,
ked ¢islo rozdelime na tri dvojcislia, tak prvé aj druhé dvojéislie st obe ndsobkom
tretieho, teda posledného dvojcislia.
Uréte hladany kéd. (Marta Volfova)

27 -1I1 -1

Peter a Karol spolu hrali vela partii damy. Dohodli sa, Ze za vyhru si hra¢ pripodita
3 body, za prehru si 2 body od¢ita a za remizu sa ziadne body nepripocitavaja ani
neodd¢ituji. Petrova sestra chcela vediet, kolko uz Peter a Karol odohrali partii a kto
vedie, ale dozvedela sa iba, Ze Peter Sestkrat vyhral, dvakrat remizoval a niekolkokrat
prehral a Karol méa prave 9 bodov. Zistite, kolko partii chlapci hrali a kto prave teraz
vedie. (Marta Volfova)

Z7 — 11 - 2

V trojuholniku ABC' sa osi jeho vniatornych uhlov pretinaju v bode S. Uhol BSC
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mé velkost 130° a uhol ASC mé 120°. Zistite velkosti vSetkych vnutornych uhlov
trojuholnika ABC. (Eva Patakova)

Z7—-11-3

Trojciferné prirodzené ¢islo budeme nazyvat pdrnomilné, ak obsahuje dve parne cifry
a cifru 1. Trojciferné prirodzené ¢islo budeme nazyvat nepdrnomilné, ak obsahuje dve
neparne cifry a cifru 2. Zistite, kolko je vSetkych trojcifernych parnomilnych a kolko
neparnomilnych éisel. (Erika Novotna)

KATEGORIA Z8

Z8 -1-1

Korespondenénd matematickd sataz prebieha v troch kolach, ktorych néaroc¢nost sa
stupnuje. Do druhého kola postupuju len ti riesitelia, ktori boli tispesni v prvom kole,
do tretieho kola postupuja len tispesni riesitelia druhého kola. Vifazom je kazdy, kto je
uspesnym riesitelom posledného, teda tretieho kola. V poslednom roc¢niku tejto stutaze
bolo presne 14 % riesitelov ispesnych v prvom kole, presne 25 % riesitelov druhého kola
postupilo do tretieho kola a presne 8 % riesitelov tretieho kola zvitazilo. Aky je najmensi
pocet sutaziacich, ktori sa mohli zi¢astnit prvého kola? Kolko by bolo v takomto pripade
vitazov? (Michaela Petrova)

Z8 —1— 2

Je dany rovnoramenny trojuholnik ABC' so zékladnou AB dlhou 10 cm a ramenami dl-
hymi 20 cm. Bod S je stred zékladne AB. Rozdelte trojuholnik ABC $tyrmi priamkami
prechadzajucimi bodom S na pif casti s rovnakym obsahom. Zistite, aké dlhé tseky
vytnu tieto priamky na ramendach trojuholnika ABC. (Erika Novotna)

28 -1—-3

Hladédme pitciferné ¢islo s nasledujticimi vlastnostami: je to palindrém (t.j. ¢ita sa
odzadu rovnako ako odpredu), je delitelné dvanastimi a vo svojom zapise obsahuje
cifru 2 bezprostredne za cifrou 4. Urc¢te vsetky mozné ¢isla, ktoré vyhovuju zadanym
podmienkam. (Martin Mach)

Z8 - 1—-14

Na stred hrnciarskeho kruhu sme polozili kocku, ktord mala na kazdej svojej stene
napisané jedno prirodzené cislo. Tesne predtym, ako sme kruh roztocili, sme z miesta,
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kde stojime, videli tri steny kocky a teda len tri cisla. Ich sticet bol 42. Po otoceni
hrnciarskeho kruhu o 90° sme z rovnakého miesta videli tri steny s ¢islami, ktoré mali
sucet 34 a po otoceni o dalsich 90° sme videli tri ¢isla so su¢tom 53.
a) Urcte sucet troch ¢isel, ktoré z nasho miesta uvidime, ked sa kruh oto¢i este
o dalsich 90°.
b) Kocka cely ¢as lezala na stene s ¢islom 6. Urcte maximalny mozny sucet vSetkych
Siestich ¢isel na kocke. (Libor Simtinek)

Z8 - 1-5

Pankrac, Servac a Bonifac su traja bratia, ktori maja P, S a B rokov. Vieme, ze P, S
a B su prirodzené ¢isla mensie ako 16, pre ktoré plati:

)
S=2(B-P),
B =8(S - P).
Uréte vek vSetkych troch bratov. (Libuse Hozova)
Z8 —-1-6

Janka narysovala obdlZnik s obvodom 22 cm a dizkami stran vyjadrenymi v centimet-
roch celymi ¢islami. Potom obdlznik rozdelila bezo zvysku na tri obdlzniky, z ktorjch
jeden mal rozmery 2cm x 6cm. Stcet obvodov vSetkjch troch obdlznikov bol o 18 cm

.....

Najdite vSetky rieSenia. (Monika Dillingerova)

Z8 - 11 -1

Divadelny stibor uviedol pocas sezény tridsatkrat ,,Vecer plny improvizacie“. Filoména,
obdivovatelka hlavného hrdinu, si na zaciatku sezény vypocitala, kolko by dokopy
minula penazi, keby chodila na kazdé predstavenie. Po niekolkych predstaveniach vSak
vstupné necakane vzrastlo o 6 €. Neskor ziskal subor sponzora a tito novi cenu znizil
o 8,50 €. Na konci sezény Filoména mohla povedat, Ze nevynechala ani jedno predstave-
nie a na vstupné minula presne tolko, kolko si vypocitala na zaciatku sezény. Kolkokrat
isla Filoména na predstavenie za vstupné v poévodnej vyske? (Libor Simtinek)

Z8 —1I — 2

Néajdite najmensie také prirodzené ¢islo, Ze jeho polovica je delitelné tromi, jeho tretina
je delitelné Styrmi, jeho Stvrtina je delitelna jedenastimi a jeho polovica dava po deleni
siedmimi zvysok 5. (Eva Patakova)
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Z8 — 11 — 3

Je dany trojuholnik ABC, ktorého nacrt vidite na obr.11. Na strane AB lezi bod X
a na strane BC lezi bod Y tak, ze CX je taznica, AY je vyska a XY je stredné
priecka trojuholnika ABC. Vypocitajte obsah trojuholnika vyznaceného na obrazku

sivou farbou, ak obsah trojuholnika ABC je 24 cm?. (Monika Dillingerova)
C
Y
A X B
Obr. 11

KATEGORIA Z9

729 -1-1

Pokladnicka v galérii predava névstevnikom vstupenky s ¢islom podla toho, kolki v po-
radi v ten den prisli. Prvy navstevnik dostane vstupenku s ¢islom 1, druhy s ¢islom 2,
atd. Pocas dna sa vSak minul zlty papier, na ktory sa vstupenky tlacili, preto musela
pokladnicka pokracovat tlacenim na Cerveny papier. Za cely den predala rovnako vela
zltych vstupeniek ako cervenych. Vecer zistila, ze sucet ¢isel na zltych vstupenkach bol
0 1681 mensi ako sucet ¢isel na ¢ervenych vstupenkach. Kolko vstupeniek v ten den
predala? (Martin Mach)

79 —1-—2

Filoména m4 mobil s rozmiestnenim tladidiel ako na obr. 12. Devitciferné telefénne ¢islo

11213
4(5]6
71819
0]
Obr. 12

jej najlepsej kamaratky Klary mé tieto vlastnosti:
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e vsetky cifry Klarinho telefénneho ¢isla st rozne,
e prvé $tyri cifry st zoradené podla velkosti od najmensej po najvicsiu a stredy ich
tlacidiel tvoria Stvorec,
e stredy tlacidiel poslednych styroch cifier takisto tvoria Stvorec,
e telefénne ¢islo je delitelné tromi aj piatimi.
Kolko roznych deviitcifernych ¢isel by mohlo byt Klaringym telefénnym ¢islom?
(Karel Pazourek)

Z9 -1-3

Alenka pozorovala vevericky na zahradke, kde rastli tieto tri stromy: smrek, buk a jedIa.
Vevericky sedeli pokojne na stromoch, takze ich mohla spocitat — bolo ich 34. Ked
preskakalo 7 veveri¢iek zo smreka na buk, bolo ich na buku rovnako vela ako na oboch
ihlicnanoch dokopy. Potom este preskakalo 5 vevericiek z jedle na buk, a vtedy bolo
na jedli rovnako vela vevericiek ako na smreku. Na buku ich bolo vtedy dvakrat viac,

ako na jedli na tplnom zaciatku. Kolko veveri¢iek povodne sedelo na kazdom strome?
(Martin Mach)

79 -1-4
V pravidelnom dvanastuholniku ABCDEFGHIJK L vpisanom do kruZnice s polome-
rom 6 cm uréte obvod pétuholnika ACFHK (obr.13). (Karel Pazourek)
H G
I F
J E
K D
L C
A B
Obr. 13
Z9 -1-5

Pred viano¢nym koncertom pontikali Ziaci na predaj 60 vyrobkov z hodin vytvarnej
vychovy. Cenu si mohol kazdy zdkaznik urcéit sdm a cely vytazok iSiel na dobro¢inné
ucely. Na zaciatku koncertu ziaci spocitali, kolko centov v priemere utizili za jeden
predany vyrobok, a vyslo im celé ¢islo. Kedze ale nepredali vSetkych 60 vyrobkov,
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pontikali ich aj po koncerte. Po koncerte si Tudia kupili eSte sedem vyrobkov, za ktoré
dali dokopy 2 505 centov. Tym sa priemerna trzba za jeden predany vyrobok zvysila na
rovnych 130 centov. Kolko vyrobkov potom ostalo nepredanych? (Libor Simiinek)

Z9 -1-6

V obdlZnikovej zahrade rastie broskyiia. Tento strom je od dvoch susednjch rohov
zdhrady vzdialeny 5 metrov a 12 metrov a vzdialenost medzi spominanymi dvoma
rohmi je 13 metrov. Dalej vieme, ze broskyha stoji na uhlopriecke zdhrady. Ak velka
modZe byt plocha zahrady? (Martin Mach)

Z9 - 11 -1

Dany je kosodlznik ABCD ako na obr.14. Po strane AB sa pohybuje bod E a po
strane DC' sa pohybuje bod G tak, ze tsecka EG je stale rovnobezna s AD. Ked bol
priese¢nik F' tseéiek EG a DB v pitine uhlopriecky DB (blizsie k bodu D), bol obsah

.....

blizgie k D). Uréte obsah kosodlznika ABCD. (Eva Patakova)
D G C
F
A E B
Obr. 14
Z9 — 11 -2

Snehulienka mé na zdhrade 101 sadrovych trpaslikov zoradenych podla hmotnosti
od najtazsieho po najlahSieho, pricom rozdiel hmotnosti kazdych dvoch susednych
trpaslikov je rovnaky. Raz Snehulienka trpaslikov vazila a zistila, ze prvy (teda najtazsi)
trpaslik vazi presne 5 kg. Snehulienku vSak najviac prekvapilo, ze ked na vdhu postavila
vSetkych trpaslikov od 76. po 80., vazili dokopy rovnako ako vsetci trpaslici od 96. po
101. Kolko vazi najlahsi trpaslik? (Martin Mach)

Z9 - 11 -3

Turisticky oddiel usporiadal trojdniovy cyklisticky vylet. Prvy den chceli prejst % celej
planovanej trasy, ale presli o 4 km menej ako chceli. Druhy den chceli prejst viac:
polovicu zvysku, ale presli o 2 km menej ako chceli. Treti den vsak vsSetko dobehli
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a presli % zvysku trasy a eSte 4 km, takze dorazili do planovaného ciela. Aké dlha bola
trasa a kolko presli prvy, druhy a treti den? (Marta Volfova)

729 - 11 - 4

Organizator vystavy ,Staviam, stavias, staviame“ rozdelil vystavu na dve Casti: ,,Vyvoj
stavebnych technik“ a ,,Budovy z iného uhla“. KedZe ho zaujimala reakcia navstevnikov,
vyplnil kazdy navstevnik pri odchode jednoduchy dotaznik. Vyplynuli z neho tieto
zaujimavé skutocnosti:
e medzi tymi, ktorym sa pacila prva cast, bolo 96 % takych, ktorym sa péacila aj
druhé cast;
e medzi tymi, ktorym sa péacila druhé cast, bolo 60 % takych, ktorym sa pacila aj
prva cast;
e medzi vSetkymi navstevnikmi bolo 59 % takych, ktorym sa nepécila ani prva ani
druhé cast.
Kolko percent vsetkych navstevnikov uviedlo, Ze sa im pacila prva cast vystavy?
(Michaela Petrova)

Z9 - 111 -1

Na obr. 15 je obdlznik ABC D, ktorého dlzky stran AB a BC st v pomere 7 : 5. Vnitri
obdlznika ABCD lezia body X a Y tak, Ze trojuholniky ABX a CDY st pravouhlé
rovnoramenné s pravymi uhlami pri vrcholoch X a Y. Spolo¢né sivad plocha oboch
trojuholnikov tvori §tvorec s obsahom 72 cm?. Uréte dlzky stran AB a BC obdlznika

ABCD. (Libor Simtinek)
D C
X
Y
A B
Obr. 15
Z9 — III — 2

Marienka mala desaf kartic¢iek, na ktoré napisala desat po sebe iducich prirodzenych
¢isel, na kazdu karticku prave jedno. Nestastnou ndhodou vsak jednu karticku stratila.
Sucet ¢isel na zostavajucich deviatich kartickach bol 2012. Zistite, aké ¢islo bolo napi-
sané na stratenej karticke. (Libuse Hozova)
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Z9 — 111 — 3

Zistite, kolkymi réznymi sposobmi sa daji do jednotlivych poli¢ok trojuholnika na
obr. 16 vpisat ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 tak, aby stcet v kazdom Stvorpolickovom
trojuholniku bol 23 a aby na niektorom policku v smere kazdej sipky bolo vpisané ¢islo
zadané pri Sipke. (Erika Novotna)

- )
-7
Obr. 16
Z9 — 111 — 4

Vojto chcel na kalkulacke séitat niekolko trojcifernych prirodzenych ¢isel. Na prvy pokus
dostal vysledok 2 224. Pre kontrolu s¢ital tieto ¢isla este raz a vyslo mu 2 198. Preto scital
Cisla este raz a teraz dostal stucet 2204. Piate pripocitavané ¢islo bolo totiz prekliate —
Vojto pri kazdom pokuse nestlacil niektoria z jeho cifier dostatoc¢ne silno a do kalkulacky
zadal vzdy namiesto trojciferného ¢isla len dvojciferné. Ziadne dalsie chyby pri s¢itovani
neurobil. Aky je spravny sucet Vojtovych ¢isel? (Libor Simiinek)

KATEGORIA C

C-1-1

Najdite vietky trojcleny p(z) = axz? + bx + ¢, ktoré davaji po deleni dvojélenom z + 1
zvy$ok 2 a po deleni dvojélenom x + 2 zvySok 1, pricom p(1) = 61.  (Jaromir Simsa)

C-1-2

Dlzky stran trojuholnika st v metroch vyjadrené celymi ¢islami. Uréte ich, ak ma
trojuholnik obvod 72m a ak je najdlhsia strana trojuholnika rozdelend bodom dotyku
vpisanej kruznice v pomere 3 : 4. (Pavel Leischner)
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CcC-1-3
Néajdite vSetky trojice prirodzenych ¢isel a, b, ¢, pre ktoré plati mnozinova rovnost

{(a, b), (a,c), (b, c),[a,b],[a,c], b, c]} ={2,3,5,60,90, 180},

pri¢om (z,y) a [x,y] oznacuje postupne najvic¢si spoloény delitel a najmensi spoloény
nasobok ¢isel = a y. (Tomas Jurik)

C-1-4

Redlne cisla a, b, ¢, d vyhovuja rovnici ab + bec + cd + da = 16.
a) Dokézte, ze medzi ¢islami a, b, ¢, d sa ndjdu dve so st¢tom najviac 4.
b) Akt najmensiu hodnotu moze mat stcet a® + b? + ¢® + d?? (Jan Mazak)

C-I-5

Dany je rovnoramenny trojuholnik so zékladiou dizky a a ramenami dizky b. Pomocou
nich vyjadrite polomer R kruznice opisanej a polomer r kruznice vpisanej tomuto
trojuholniku. Potom ukézte, ze plati R = 2r, a zistite, kedy nastane rovnost.

(Leo Bocek)

C-1-6

Na hracej ploche n x n tvorenej bielymi Stvorcovymi polickami sa Monika a Tamara
striedaju v tahoch jednou figirkou pri nasledujicej hre. Najskor Monika polozi figurku
na Iubovolné poli¢ko a toto policko zafarbi namodro. Dalej vzdy hracka, ktora je na
tahu, urobi s figirkou skok na policko, ktoré je doposial biele, a toto policko zafarbi
namodro. Pritom pod skokom rozumieme bezny fah Sachovym jazdcom, t.j. presun
figirky o dve policka zvislo alebo vodorovne a sti¢asne o jedno policko v druhom smere.
Hrécka, ktord je na rade a uz nemoze urobit tah, prehrava. Postupne pre n = 4,5,6
rozhodnite, ktord z hra¢ok moze hrat tak, Ze vyhra nezavisle na tahoch druhej hracky.

(Pavel Calabek)
C-S-1
Najdite vSetky dvojice prirodzenych éisel a, b, pre ktoré plati rovnost mnozin
{a-[a,b], b-(a,b)} = {45,180},

pri¢om (z,y) oznacuje najviacsi spolo¢ny delitel a [z, y| najmensi spoloény nasobok ¢isel
T ay. (Tomas Jurik)
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C-S-2

Oznacme S stred zakladne AB daného rovnoramenného trojuholnika ABC'. Predpo-
kladajme, ze kruznice vpisané trojuholnikom ACS, BCS sa dotykaju priamky AB
v bodoch, ktoré delia zakladnu AB na tri zhodné diely. Vypocitajte pomer |[AB| : |CS].

(Jaromir Simsa)

C-S-3

Reélne ¢isla p, g, r, s spliiaja rovnosti
P+ +ri+st=4 a pqg+rs=1.

Dokéazte, ze niektoré dve z tychto styroch cisel sa lisSia najviac o 1 a niektoré dve sa lisia
najmenej o 1. (Jaromir Simsa)

C-11-1

Pre vSetky realne ¢isla x, vy, z také, ze v < y < z, dokédzte nerovnost
22—y 22> (r—y+2)>

(Jaromir Simsa)

C-1I-2

Janko ma tri karticky, na kazdej je ind nenulova cifra. Stcet vSetkych trojcifernych

.....

z nich. Aké cifry st na kartickach? (Tomas Jurik)

C-11-3

Nech E je stred strany C'D rovnobeznika ABCD, v ktorom plati 2|AB| = 3|BC|.
Dokéazte, ze ak sa da do Stvoruholnika ABC'E vpisaf kruznica, dotyka sa tato kruznica
strany BC' v jej strede. (Jan Mazék)

C-1I1-4

Na tabuli je napisanych prvych n celych kladnych ¢isel. Marina a Tamara sa striedaja
v tahoch pri nasledujtcej hre. Najskor Marina zotrie jedno z ¢isel na tabuli. Dalej vidy
hracka, ktord je na tahu, zotrie jedno z ¢isel, ktoré sa od predchadzajuceho zotretého
¢isla ani nelisi o 1, ani s nim nie je sudelitelné. Hracka, ktord je na fahu a nemoze uz
ziadne ¢islo zotriet, prehra. Pre n = 6 a pre n = 12 rozhodnite, ktora z hracok moze
hrat tak, ze vyhra nezavisle na tahoch druhej hracky. (Pavel Calabek)
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KATEGORIA B

B-1-1
Medzi vSetkymi desatfcifernymi ¢islami delitelnymi jedendstimi, v ktorych sa ziadna
cifra neopakuje, najdite najmensie a najvicsie. (Jaroslav Zhouf)
B-1-2

Dany je pravouhly trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C', ktorého obsah
oznacme P. Nech F' je pita vysky z vrcholu C na preponu AB. Na kolmiciach na
priamku AB, ktoré prechadzaju vrcholmi A a B, v polrovine opac¢nej k polrovine ABC
uvazujme postupne body D a E, pre ktoré plati |AF| = |AD| a |BF| = |BE|. Obsah
trojuholnika DEF ozna¢me Q. Dokézte, ze plati P = @, a zistite, kedy nastéva rovnost.

(Jaroslav Svréek)

B-1-3
Najdite vsetky dvojice redlnych cisel x, y, ktoré vyhovuju ststave rovnic

Tyl =1,
y- x| =8.

(Zapis |a| oznacuje dolni celi cast ¢isla a, t.j. najviicsie celé ¢islo, ktoré neprevysuje a.)
(Pavel Novotny)

B-1-4

Dané st dve réznobezky a, ¢ prechadzajice bodom P a bod B, ktory na nich nelezi.
Zostrojte pravouholnik ABCD s vrcholmi A, C' a D postupne na priamkach a, c a PB.
(Jaromir Simsa)

B-1I-5

V istom meste maji vybudovana siet na Sirenie klebiet, v ktorej si kazdy klebetnik
vymiena informacie s tromi klebetnicami a kazda klebetnica si vymiena informaécie
s tromi klebetnikmi. Inak sa klebety nesiria.
a) Dokézte, ze klebetnikov a klebetnic je rovnako vela.
b) Predpokladajme, Ze siet na Sirenie klebiet je suvisla (klebety od lubovolného
klebetnika a lubovolnej klebetnice sa mozu dostat ku vSetkym ostatnym). Dokazte,
ze aj ked sa jeden klebetnik z mesta odstahuje, zostane siet stvisla. (Jdn Mazak)
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B-1-6

Anna a Boris hraja kartovi hru. Kazdy z nich mé pét kariet s hodnotami 1 az 5
(z kazdej jednu). V kazdom z piatich kol obaja vylozia jednu kartu a kto mé vyssie
¢islo, ziska bod. V pripade kariet s rovnakymi ¢islami neziska bod nikto. Pouzité karty
sa do hry nevracaju. Ten, kto ziska na konci viac bodov, vyhral. Kolko percent zo
vsetkych moznych priebehov takej hry skonéi vyhrou Anny? (Tomés Jurik)

B-S-1

V obore celych c¢isel vyrieste rovnicu
x2+y2+x—|—y:4.

(Jaroslav Svréek)

B-S-2

Dany je pravouhly trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole C. Nech F' je pita
vysky z vrcholu C na preponu AB. Na kolmiciach na priamku AB, ktoré prechadzaju
vrcholmi A a B, st v polrovine opacnej k polrovine ABC zvolené postupne body D
a F, pre ktoré plati |AF| = |AD| a |BF| = |BE|. Ozna¢me dalej R stred tsecky DE.
Dokazte, ze plati nerovnost |RF| = |C'F| a zistite, kedy nastane rovnost.

(Jaroslav Svréek)

B-S-3

V istom meste maji vybudovant stvisla siet na Sirenie klebiet (klebety od Iubovolného
klebetnika a Tubovolnej klebetnice sa mézu dostat ku vSetkym ostatnym). V nej si kazdy
klebetnik vymiena informacie s dvoma klebetnicami a kazda klebetnica si vymiena
informacie s troma klebetnikmi. Predpokladajme, ze v uvedenej sieti sa najde taky muz
aj taka Zena, ze po pripadnom odstahovani ktorejkolvek z tychto dvoch 0sob prestane
byt siet suvislou. Najdite najmensi mozny pocet ¢lenov tejto siete.  (Pavel Caldbek)

B-1I-1
Danych je 2012 kladnych ¢isel mensich ako 1, ktorych stcet je 7. Dokazte, ze tieto cisla

sa daju rozdelit na Styri skupiny tak, aby stcet ¢isel v kazdej skupine bol aspon 1.
(Vojtech Balint)

B-1I-2

Urcte, kolkymi sposobmi mozZno vrcholom pravidelného 9-uholnika ABCDEFGHI
priradit ¢isla z mnoziny {17,27,37,47,57,67,77,87,97} tak, aby kazdé z nich bolo
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priradené inému vrcholu a aby stcet ¢isel priradenych kazdym trom susednym vrcholom
bol delitelny tromi. (Jaroslav Svréek)

B-1I-3

Pravouhlému trojuholniku ABC' je vpisana kruznica, ktora sa dotyka prepony AB
v bode K. Usetku AK oto¢ime o 90° do polohy AP a tusedku BK otoc¢ime o 90° do
polohy BQ tak, aby body P, @ lezali v polrovine opacnej k polrovine ABC.

a) Dokézte, ze obsahy trojuholnikov ABC a PQK si rovnaké.

b) Dokéazte, ze obvod trojuholnika ABC nie je vicsi ako obvod trojuholnika PQK.
Kedy nastane rovnost obvodov? (Jaroslav Zhouf')
B-1I-4

Najdite vsetky realne ¢isla x, y, ktoré vyhovuju ststave rovnic

(Zapis | a| oznacuje dolni celi cast ¢isla a, t. j. najvicsie celé ¢islo, ktoré neprevysuje a.)
(Pavel Calabek)

KATEGORIA A

A-T1-1

Oznacme n sucet vSetkych desatcifernych ¢isel, ktoré maju vo svojom dekadickom zépise
kazdua z cifier 0, 1, ..., 9. Zistite zvysSok po deleni ¢isla n sedemdesiatimi siedmimi.
(Pavel Novotny)

A-T1T-2

Na stretnuti bolo niekolko Iudi. Kazdi dvaja, ktori sa nepoznali, mali medzi ostatnymi
pritomnymi prave dvoch spoloénych znamych. U¢astnici A a B sa poznali, ale nemali
ani jedného spolo¢ného znameho. Dokazte, ze A aj B mali medzi pritomnymi rovnaky
pocet znamych. Ukéazte tiez, Ze na stretnuti mohlo byt prave Sest osob.

(Vojtech Balint)
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A-1-3

Oznacme S stred kruZnice vpisanej, T' tazisko a V prieseénik vySok daného rovnora-
menného trojuholnika, ktory nie je rovnostranny.
a) Dokézte, ze bod S je vnutornym bodom tsecky T'V.
b) Uréte pomer dlzok stran daného trojuholnika, ak je bod S stredom tsecky T'V.
(Jaromir Simsa)

A-T1-4

Nech p, g st dve rozne prvocisla, m, n prirodzené ¢isla a stcet

mp—1 ng—1
p 4 q
q p
je celé ¢islo. Dokéazte, Ze plati nerovnost

m o n
—+—->1
q p

(Jaromir Simga)
A-I-5

Dané sa dve zhodné kruznice ki, ko s polomerom rovnym vzdialenosti ich stredov.
Ich priesecéniky ozna¢me A a B. Na kruznici ks zvolme bod C tak, ze tsecka BC
pretne kruznicu k; v bode réznom od B, ktory ozna¢ime L. Priamka AC pretne
kruznicu k; v bode réznom od A, ktory oznac¢ime K. Dokéazte, Ze priamka, na ktorej
lezi taznica z vrcholu C' trojuholnika K LC, prechadza pevnym bodom nezévislym od
polohy bodu C. (Tomas Jurik)

A-1-6

Néajdite najvicsie redlne ¢islo k také, Ze nerovnost

2(a? + kab + b?)
(k+2)(a+0b) Z Vab

plati pre vsetky dvojice kladnych realnych ¢isel a, b. (Jan Mazak)

A-S-1

V obore realnych ¢isel vyrieste ststavu rovnic
y + 3z = 4a3,
z + 3y = 49°.
(Pavel Calabek)
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A-S-2
V rovine uvazujme lichobeznik ABCD so zékladnami AB a C'D a ozna¢me M stred

jeho uhlopriecky AC. Dokazte, ze ak maju trojuholniky ABM a ACD rovnaké obsahy,
tak st priamky DM a BC rovnobezné. (Jaroslav Svréek)

A-S-3

Néjdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré je stcin (2" +1)(3™ +2) delitelny ¢éislom 5.
(Jan Mazék)

A-1II-1
Oznacme 5, stucet vsetkych n-cifernych cisel, ktorych dekadicky zapis obsahuje iba cifry

1, 2, 3, kazdu aspon raz. Najdite vSetky celé ¢isla n = 3, pre ktoré je ¢islo S,, delitelné
siedmimi. (Pavel Novotny)

A—-1I-2

Dané je celé ¢islo a vicsie ako 1. Najdite aritmetickt postupnost s prvym ¢lenom a, ktoré

obsahuje prave dve z ¢isel a?, a3, a*, a® a ma ¢o najvicsiu diferenciu. (Nepredpokladame,

ze diferencia je nutne celociselna.) (Jaromir Simsa)

A-1II-3
Do kruznice je vpisany Sestuholnik ABCDEF', v ktorom plati AB | BD, |BC| = |EF|.
Predpokladajme, ze priamky BC, E'F pretinaja polpriamku AD postupne v bodoch P,

Q. Ozna¢me S stred uhlopriecky AD a K, L stredy kruznic vpisanych trojuholnikom
BPS, EQS. Dokazte, ze trojuholnik K LD je pravouhly. (Tomas Jurik)

A-1I1-4
Predpokladajme, ze pre kladné redlne cisla a, b, ¢, d plati
ab+cd=ac+bd =4 a ad 4 bc = 5.

N&jdite najmensiu mozni hodnotu stctu a+b-+c+d a zistite, ktoré vyhovujtce stvorice
a, b, ¢, d ju dosahuju. (Jaromir Simsa)

A-IIT-1

Najdite vsetky celé ¢&isla n, pre ktoré je n* — 3n? + 9 prvoéislo. (Ales Kobza)
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A—-1II -2
Zistite, aky je najvia¢si mozny obsah trojuholnika ABC, ktorého faznice maju dizky
spliiajtce nerovnosti t, < 2, ¢, < 3, t. < 4. (Pavel Novotny)
A-1II -3

Dokazte, ze medzi Tubovolnymi 101 redlnymi ¢islami existuju dve ¢isla u a v, pre ktoré
plati
100 ju — o] - |1 —uv| £ (1 +u?)(1 4 0?).

(Pavel Calabek)
A-1II1 - 4
Vnatri rovnobeznika ABCD je dany bod X. Zostrojte priamku, ktord prechadza

bodom X a rozdeluje dany rovnobeznik na dve casti, ktorych obsahy sa navzajom
lisia ¢o najviac. (Vojtech Balint)

A-1III-5
V skupine 90 deti mé kazdé aspon 30 kamaratov (kamaratstvo je vzajomné). Dokazte,

ze ich mozno rozdelit do troch 30-¢lennych skupin tak, aby kazdé dieta malo vo svojej
skupine asponl jedného kamarata. (Jan Mazak)

A-1III-6
V obore realnych cisel rieste sustavu rovnic

zt +y? + 4 = byz,
y* + 22 4+ 4 =52z,
z4+x2+4:5xy.

(Jaroslav Svréek)



RieSenia sutaznych aloh

KATEGORIA C

C-1-1

Dvojnasobnym pouzitim algoritmu delenia dostaneme

ax’ +br+c=(ax+b—a)(xr+1)+c—b+a,
ar? +bx +c= (ax +b—2a)(z + 2) + c — 2b + 4a.

Dodajme k tomu, ze najdené zvysky ¢ — b+ a a ¢ — 2b+ 4a st zrejme rovné hodnotam
p(—1), resp. p(—2), ¢o je v zhode s poznatkom, ze akykolvek mnohoclen ¢(x) dava pri
deleni dvojélenom x — xo zvySok rovny ¢islu g(zo).

Podla zadania plati ¢ —b+a =2 a ¢ — 2b + 4a = 1. Tretia rovnica a + b + ¢ = 61
je vyjadrenim podmienky p(1) = 61. Ziskana ststavu troch rovnic vyrieSime jednym
z mnohych moznych postupov.

Z prvej rovnice vyjadrime ¢ = b — a + 2, po dosadeni do tretej rovnice dostaneme
a+b+(b—a+2) =61, ¢ize 2b = 59. Odtial b = 59/2, ¢o po dosadeni do prvej a druhej
rovnice dava a+c = 63/2, resp. c+4a = 60. Ak odéitame posledné dve rovnice od seba,
dostaneme 3a = 57/2, odkial a = 19/2, takze ¢ = 63/2 — 19/2 = 22. Hladany trojclen
je teda jediny a ma tvar

19 59 1922 4 59 44
pr)=— 22+ = .z 4+22= T oI :

2 2 2

C-1-2

Vyuzijeme vSeobecny poznatok, ze body dotyku vpisanej kruznice delia hranicu troj-
uholnika na Sest tseciek, a to tak, Ze kazdé dve z nich, ktoré vychadzaja z toho istého
vrcholu trojuholnika, st zhodné. (Dotyénice z daného bodu k danej kruznici st totiz
stmerne zdruzené podla spojnice daného bodu so stredom danej kruznice.)

V nagej tulohe je najdlhsia strana trojuholnika rozdelena na tseky, ktorych dlzky
ozna¢ime 3z a 4x; dlzku tsekov z vrcholu oproti najdlhsej strane oznac¢ime y (obr. 17).
Strany trojuholnika maji teda dizky 7z, 4z + y a 3z + v, kde x, y st nezname kladné
¢isla (dlzky berieme bez jednotiek). Ak méa byt 7x dizka najdlhSej strany, musi platit
Tx > 4x + y, Cize 3x > y. Zddraznime, ze hladané ¢isla z, y nemusia byt nutne celé,
podla zadania to vSak plati o ¢islach 7z, 4z + vy a 3z + y.
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3z 4z

3z 4x
Obr. 17

Udaj o obvode trojuholnika zapiseme rovnostou
72=Tr+ Bzx+y)+ 4z +y), dize 36=Tr+y.

Pretoze 7z je celé Cislo, je celé i ¢islo y = 36 — Tx; a pretoze podla zadania i ¢isla 4z +y
a 3z + y su celé, je celé i ¢islo z = (4o + y) — (3x + y). Preto od tohto okamihu uz
hladame dvojice celych kladnych ¢isel x, y, pre ktoré plati

3r >y a Tx+y=36.

Odtial vyplyva 7x < 36 < 7z + 3z = 10x, teda x < 5 a stcasne x = 4.

Prezx=4jey=8a (Tr,dx+y,3x+y) = (28,24,20), prex =5 jey =1 a (Tz, 4z +
+ y,3z + y) = (35,21,16). Strany trojuholnika st teda (28,24,20) alebo (35,21, 16).
(Trojuholnikové nerovnosti su zrejme splnené.)

C-1-3
Prvky danej mnoziny M rozlozime na prvocinitele:
M=1{2 352235 2-3%.5, 22.3%.5}.

Odtial vyplyva, ze v rozklade hladanych ¢isel a, b, ¢ vystupuja iba prvodéisla 2, 3
a 5. Kazdé z nich je pritom prvocinitelom prave dvoch z ¢isel a, b, ¢: keby bolo
prvocinitelom len jedného z nich, chybalo by v rozklade troch najviicsich spoloénych
delitelov a jedného najmensieho spolo¢ného nasobku, teda v Styroch éislach z M; keby
naopak bolo prvocinitelom vSetkych troch ¢isel a, b, ¢, nechybalo by v rozklade ziadneho
¢isla z M. Okrem toho vidime, ze v rozklade kazdého z cisel a, b, ¢ je prvocislo 5 najviac
v jednom exemplari.

Podla uvedenych zisteni moézeme ¢isla a, b, ¢ usporiadat tak, Ze rozklady ¢isel a, b
obsahuji po jednom exempléri prvocisla 5 (potom (c,5) = 1) a Ze (a,2) = 2 (ako vieme,
asponi jedno z &fsel a, b musi byt parne). Cislo 5 z mnoziny M je potom nutne rovné
(a,b), takze plati (b,2) = 1, a preto (b,3) = 3 (inak by platilo (b,c) = 1), odtial zase
s ohladom na (a,b) = 5 vyplyva (a,3) = 1. Mame teda a = 5-2% a b = 5- 3" pre vhodné
prirodzené cisla s a t.
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Z rovnosti [a, b] = 25 - 3! -5 vyplyva, Ze nastane jeden z troch nasledovnych pripadov.
(1) 25-3t-5 =60 = 223! .5. Vidime, e plati s =2 at = 1, ¢ize a = 20 a b = 15.
Lahko uréime, Ze tretim ¢islom je ¢ = 18.
(2) 2°-3"-5=90=2'-32.5. V tomto pripade a = 10, b = 45 a ¢ = 12.
(3) 2°-3t-5=180=22-32.5. Teraz a = 20, b = 45 a ¢ = 6.
Odpoved. Hladané ¢&isla a, b, ¢ tvoria jednu z mnozin {20,15,18}, {10,45,12}
a {20,45,6).

Iné riesenie. V danej rovnosti je mnozina napravo tvorend Siestimi réznymi ¢islami

.....

¢isel [a,b], [a,c], [b,c]. Cisla 2, 3, 5 ale ziadne netrividlne delitele nemajt, musi teda
platit

{(a,b), (a,c), (b,c)} ={2,3,5} a {[a,b],[a,d],[b,c]} ={60,90,180}.

Pretoze poradie ¢isel a, b, ¢ nehra ziadnu tlohu, mézeme predpokladat, ze plati (a,b) =
=2, (a,c) =3 a (b,c) = 5. Odtial vyplyvaju vyjadrenia

a=2-3-x=6zx, b=2-5-y=10y, ¢c=3-5-2=152

pre vhodné prirodzené ¢isla x, y, z. Zo znamej rovnosti [z, y]- (z,y) = xy tak dostaneme
vyjadrenia najmensich spolo¢nych nasobkov v tvare

6x - 10y 6x - 152 10y - 152

la, b] = 5 = 30xy, |a,c] = T = 30xz, [b,c]= 5

= 30y=.

Z rovnosti {30xy,30xz,30yz} = {60,90,180} upravenej na {zy,zz,yz} = {2,3,6}
potom vdaka tomu, ze 2 a 3 s prvodisla, vyplyva {z,y, z} = {1,2,3}. Pretoze z pod-
mienky 5 = (b,¢) = (10y,15z) vyplyva y # 3 a z # 2, prichddzaji do tvahy len
trojice (z,y, z) rovné (1,2,3), (2,1,3) a (3,2,1), ktorym postupne zodpovedaju trojice
(a,b,c) rovné (6,20,45), (12,10, 45), (18,20, 15). Skaskou sa presved¢ime, ze vSetky tri
vyhovuji mnozinovej rovnosti zo zadania tlohy.

C-1-4

a) Z rovnosti 16 = ab + bc + c¢d + da = (a + ¢)(b + d) vyplyva, ze obidva suéty a + ¢

..........

ako 16. Preto vzdy aspon jeden zo suc¢tov a + ¢ alebo b + d mé pozadovanu vlastnost.

b) VyuZijeme v8eobecnt rovnost
A+ +E+d>=2a—-b0)+3(b—c)®+i(c—d)?*+i(d—a)®+ab+bc+ cd+ da,

o platnosti ktorej sa Tahko presvedéime tipravou pravej strany. Vzhladom na nezépornost
druhych mocnin (a—b)?2, (b—c)?, (c—d)? a (d — a)? dostdvame pre Tavii stranu rovnosti
odhad

A+ +E+d®=ab+be+ ed+ da = 16.
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Je najdené ¢islo 16 najmensou hodnotou uvazovanych stactov? Ina¢ povedané: na-
stane pre niektori vyhovujicu Stvoricu v odvodenej nerovnosti rovnost? Z mnéasho
postupu je jasné, ze musime rozhodnut, ¢i pre niektort z uvazovanych Stvoric plati
a—b=b—c=c—d=d—a=0, ¢ize a = b = c¢ = d. Pre taka Stvoricu méa rovnost
ab + bc + cd + da = 16 tvar 4a® = 16, ¢omu vyhovuje a = 2. Pre vyhovujtice §tvorice
a=b=c=d=2aa=0b=c=d= —2 ma stcet a® + b? + c? + d? naozaj hodnotu 16,
preto ide o hladané minimum.

C-1-5

Oznacme S stred zakladne BC' daného rovnoramenného trojuholnika ABC, O stred
jeho opisanej kruznice, M stred vpisanej kruznice a P patu kolmice z bodu M na
rameno AC (obr. 18).

A/
Obr. 18

Z pravouhlého trojuholnika BSA pomocou Pytagorovej vety vyjadrime velkost v
visky AS, pricom v pravouhlom trojuholniku BSO s preponou dizky R pre odvesnu OS
plati |OS| = ||AS|—]AO|| = |v— R| (musime si uvedomit, Ze v tupouhlom trojuholniku
ABC bude bod S lezat medzi bodmi A a O!). Dostavame tak dve rovnosti

a2

v =% — —,
4

a2
R*= " + (v - R)%
4
ich s¢itanim vyjde

v2+ R? =0+ (v—R)?, ¢&ze b®=2vR.

Dosadenim z prvej rovnice v = 3v/4b%> — a? do poslednej rovnosti dostaneme hladany
vzorec pre R.
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Dodajme, ze rovnost b®> = 2vR, ktori sme prave odvodili a z ktorej uz Tahko
vyplyva vzorec pre polomer R, je Euklidovou vetou o odvesne AB pravouhlého troj-
uholnika ABA’ s preponou AA’, ktord je priemerom kruZnice opisanej trojuholniku
ABC (obr. 18).

Néajdeny vzorec pre polomer R zapiSeme prehladne spolu s druhym hladanym vzor-
com pre polomer r, ktorého odvodeniu sa eSte len budeme venovat:

b2 a\/4b? — a?
R=—— a r=——7m7m . (1)
07— a2 2(a + 2b)

Druhy zo vzorcov (1) sa dé ziskat okamzite zo znameho vztahu r = 25/(a+b+c) pre
polomer r kruznice vpisanej do trojuholnika so stranami a, b, ¢ a obsahom .S; v nasom
pripade staci len dosadit b = ¢ a 25 = av, kde v = %\/ 4b? — a? podla tvodnej cCasti
riesenia.

Dalsie dva sposoby odvodenia druhého zo vzorcov (1) zalozime na tivahe o pravouh-
lom trojuholniku AM P, ktorého strany maji dlzky

a

[AM|=v—r, |MP|=r, |AP|=|AC|~|PC|=b-|SC|=b~Z

Pre tento trojuholnik mézeme napisat Pytagorovu vetu alebo vyuzif jeho podobnost
s trojuholnikom AC'S, konkrétne zapisat rovnost sinusov ich spolo¢ného uhla pri vr-
chole A. Podla toho dostaneme rovnice

1
— = b——), esp. ==,
(v=r) r+( 2 TP v—r b

ktoré st obidve linedrne vzhladom na neznamu r a maju rieSenie

1 (b a>2 av
—— (b= = resp. T = .
2 9) TP a+ 2b

T =

Po dosadeni za v v oboch pripadoch dostaneme hladany vzorec pre r. V druhom pripade
je to zrejmé, v prvom to ukazeme:

(b_g>2: v2—b2+ab—ia2 _ 2ab — a?
2v 4v

B a(2b — a) _aV2b—a  aV4b? —a?

2/@b—a)2b+a) 2v2b+a  2(a+2b)

Este ostava dokazat nerovnost R = 2r. Vyuzijeme na to odvodené vzorce (1),
z ktorych dostdvame (pripominame, ze 2b > a > 0)

R 1 b? a+2b b?

—R.-— = . = .
2r 2r AA4b2 — a2 a\/4b2 — g2 G(Qb — CL)
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Nerovnost R = 2r teda plati prave vtedy, ked b?> = a(2b — a). Posledn4 nerovnost
je vsak ekvivalentnd s nerovnostou (a — b)®> = 0, ktorej platnost je uz zrejma. Tym
je dokaz nerovnosti R = 2r hotovy. NavySe vidime, Ze rovnost v nej nastane jedine
v pripade, ked (a — b)? = 0, ¢ize a = b, teda prave vtedy, ked je povodny trojuholnik
nielen rovnoramenny, ale dokonca rovnostranny.

C-1I-6

Ak je celkovy pocet policok hracej plochy parny (v zadani pre n = 4 a n = 6), moze
v poradi druh4 hracka pomyslat na tito vifazni stratégiu: sparovat vSetky policka
hracej dosky do dvojic tak, aby v kazdom péare boli policka navzajom dosiahnutelné
jednym skokom. Pokial také sparovanie poli¢ok druhé hracka najde, mé vitazna straté-
giu: v kazdom fahu urobi skok na druhé poli¢ko toho paru, na ktorého prvom policku
figirka prave lezi.

Ak je celkovy pocet policok hracej plochy neparny (v zadani pre n = 5), moze
v poradi prva hracka pomyslat na tato vifazna stratégiu: sparovat vsetky policka
hracej dosky okrem jedného do dvojic tak, aby v kazdom pare boli policka navzajom
dosiahnutelné jednym skokom. Pokial také sparovanie prvéa hracka najde, ma vitaznu
stratégiu: v prvom fahu polozi figirku na (jediné) nesparované policko a v kazdom
dalsom tahu urobi skok na druhé policko toho paru, na ktorého prvom policku figirka
prave lezi.

N4jst pozadované sparovania policok je pre zadané priklady Tahké a je to mozné
urobit viacerymi sposobmi. UkéZme tie z nich, ktoré maj urcité ¢rty pravidelnosti. Na
obr. 19 zlava je vidno, ako je mozné sparovat policka ¢asti hracej plochy o rozmeroch
4 x 2; celi hraciu plochu 4 x 4 rozdelime na dva také bloky a urobime sparovanie
v kazdom z nich. I na sparovanie poli¢ok hracej plochy 6 x 6 moZeme vyuzit sparovanie
v dvoch blokoch 4 x 2; na obr. 19 uprostred je znazornené mozné stredovo stimerné
sparovanie vSetkych policok. Nakoniec na obr. 19 vpravo je priklad sparovania policok
hracej plochy 5 x5 s nesparovanym poli¢kom v lavom hornom rohu (nesparované polic¢ko
nemusi byt nutne rohové); opét je pritom vyuzity jeden blok 4 x 2.

1 2| A D B

3 4|D B C" A e A B C D
1 2 2 1(C" E|3 4 1 2 F A B
3 4 4 3|E C|1 2 3 4 C D F
2 1 A C B D|4 3% 2 1 G E H
4 3 B D A E|2 1 4 3 H F G

Obr. 19
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C-S-1

Z danej rovnosti vyplyva, ze ¢islo b je neparne (inak by obe ¢isla nalavo boli péarne),
a teda ¢islo a je parne (inak by obe ¢isla nalavo boli nepérne). Rovnost mnozin preto
musi byt splnena nasledovne:

a-la,b] =180 a b-(a,b)=45. (1)

KedZe ¢islo a deli ¢islo [a, b], je ¢islo 180 = 22-32-5 delitelné druhou mocninou (parneho)
Cisla a, takZe musi platit bud a = 2, alebo a = 6. V pripade a = 2 (vzhladom na to, Ze
b je neparne) plati

a-la,b) =2-[2,b] =2-2b=4b,

¢o znamena, ze prva rovnost v (1) je splnend jedine pre b = 45. Vtedy b - (a,b) = 45 -
- (2,45) = 45, takze je splnend aj druha rovnost v (1), a preto dvojica a = 2, b = 45 je
rieSenim tlohy.

V pripade a = 6 podobne dostaneme

a-[a,b]=6-[6,b]=6-2-[3,b =12 [3,b],

¢o znamend, ze prva rovnost v (1) je splnend prave vtedy, ked [3, b] = 15. Tomu vyhovuji
jedine hodnoty b = 5 a b = 15. Z nich viak iba hodnota b = 15 spliia druhi rovnost
v (1), ktora je teraz v tvare b- (6,b) = 45. Druhym rieSenim tlohy je teda dvojica a = 6,
b = 15, ziadne dalSie rieSenia neexistuju.

Odpoved. Hladané dvojice st dve, a to a =2, b=45 a a = 6, b = 15.

Iné rieSenie. Oznacme d = (a,b). Potom a = ud a b = vd, pri¢om u, v st nesidelitelné
prirodzené ¢isla, takze [a, b] = uvd. Z rovnosti

a-la,b =ud-wd=u*vd®> a b-(a,b)=vd-d=vd

vidime, ze &slo a - [a,b] je u?-ndsobkom ¢&isla b - (a, b), takze zadana rovnost mnozin
moze byt splnend jedine tak, ako sme zapisali vztahmi (1) v prvom rieSeni. Tie teraz
mozeme vyjadrit rovnostami

wvd? =180 a wvd? = 45.

Preto plati u? = %0 =4, ¢ize u = 2. Z rovnosti vd? = 45 = 32 -5 vyplyva, ze bud d = 1
(a v =45), alebo d =3 (a v =25). V prvom pripade a =ud =2-1=2ab=vd =45-
-1=45 vdruhoma=ud=2-3=6ab=vd=5-3=15.

Pozndmka. Kedze zo zadanej rovnosti okamzite vyplyva, ze obe ¢isla a, b st delitelmi
¢isla 180 (takym delitelom je dokonca aj ich najmensi spoloény nasobok [a,b]), je
mozné tlohu vyriesit réznymi inymi cestami, zalozenymi na testovani koneéného poctu
dvojic konkrétnych ¢isel a a b. Takyto postup urychlime, ked vopred zistime niektoré
nutné podmienky, ktoré musia ¢isla a, b spliat. Napriklad spresnenie rovnosti mnozin
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na dvojicu rovnosti (1) mozno (aj bez pouzitia Gvahy o parite ¢isel a, b) vysvetlit
vSeobecnym postrehom: sGéin « - [a,b] je vZdy delitelny sic¢inom b - (a,b), pretoze ich
podiel mozno zapisat v tvare

a-la,b] a la,b]

b-(a,b)  (a,b) b’

teda ako sucin dvoch celgych cisel.
C-S-2

Vdaka stimernosti podla priamky CS sa obe vpisané kruznice dotykaji vysky CS
v rovnakom bode, ktory oznac¢ime D. Body dotyku tychto kruznic s tseckami AS, BS,
AC, BC oznadime postupne F, F, G, H (obr. 20). Pre vyjadrenie vSetkych potrebnych
dlzok este zavedieme oznacenie z = |SD| a y = |CD|.

D

A 2 E 2§ % F 2 B
Obr. 20

Vzhladom na symetriu doty¢nic z daného bodu k danej kruznici platia rovnosti
|ISD| = |SE|=|SF|=2 a |CD|=|CG|=|CH|=y.
Usetka EF mé preto dlzku 2z, ktord je podla zadania zaroveni dlzkou tuseciek AFE

a BF, a teda aj dlzkou use¢iek AG a BH (opif vdaka symetrii doty¢nic). Odtial uz
bezprostredne vyplyvaja rovnosti

|AB| =6z, |AC|=|BC|=2zx+y a |CS|=z+y.

Zéavislost medzi dizkami x a y zistime pouZitim Pytagorovej vety pre pravouhly

trojuholnik AC'S (s odvesnou AS dlzky 3z):

2z +y)? = (32)% + (z + ).
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Roznasobenim a dals$imi tpravami odtial dostaneme (z a y st kladné hodnoty)

422 + 4xy —}—y2 =922 + 2% + 2xy + y2,
20y = 622,
y = 3.

Hladany pomer tak ma hodnotu
|AB| : |CS| =6zx: (x+y)=06x:4x=3:2.

Poznamenajme, Ze prakticky rovnaky postup celého rieSenia mozno zapisat aj pri
standardnom oznaceni ¢ = [AB| a v = |CS|. KedZe podla zadania plati |[AE| = %c,
ateda |[SE| = }c, z rovnosti |SD| = |SE| vyplyva |CD| = |CS|—|SD| = v— ¢c, odkial

|AC| = |AG| + |CG| = |AE| + |CD| = 3¢+ (v — g¢) = v + zc,
takze z Pytagorovej vety pre trojuholnik AC'S,
(v+ 30 = (307 + 42
vychadza 3v = 2¢, ¢ize c: v =3 : 2.
C-S-3

Druhé zo zadanych rovnic napovedd, Ze by sme mali skiimat odchylky ¢isel v dvojiciach
p, q ar,s. Pre sucet druhych mocnin tychto odchylok plati

p—aq)?+(—s5)2=@"+P+r°+5%) —2pg+7rs) =4—2-1=2,

ako 1, ani mensie ako 1. Jedno z ¢isel (p — q)?, (r — 5)? je teda najviac 1 a jedno je
najmenej 1. To isté potom plati aj o ¢éislach |p — g| a |r — s|, ¢o sme chceli dokazat.

C-11-1

Aby sme mohli pouzit vzorec A2 — B? = (A — B)(A + B), presufime najskor jeden
z krajnych ¢lenov lavej strany, napriklad ¢len 22, na pravi stranu:

22 —y? > (x—y+2)? — 22,

(z—y)(x+y) >@—y+z—2)(z—y+2z+2),
(z—y)(x+y) > (x—y)(z—y+22).

Kedze spolo¢ny ¢initel  — y oboch stran poslednej nerovnosti je podla predpokladu
tilohy ¢islo zaporné, budeme s dokazom hotovi, ked ukdZzeme, Ze zvysné ¢initele splhaji
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opa¢ni nerovnost = +vy < x — y + 2z. T4 je vSak zrejme ekvivalentna s nerovnostou
2y < 2z, Cize y < z, ktord podla zadania tlohy naozaj plati.

Iné riesenie. Podla vzorca pre druhtt mocninu trojélena plati
(z—y+2)? =22 +y* + 2% — 20y + 202 — 2yz.

Dosadme to do pravej strany dokazovanej nerovnosti a urobme niekolko dalSich ekvi-
valentnych uprav:

22—y 22 > 2?4 y? 4 2% — 2ay + 2wz — 22,
0> 2y? — 22y + 222 — 2z,
0>2y(y —z) + 2z(x — y),
0>2(y—2x)(y—2).

Posledna nerovnost uz vyplyva z predpokladov tlohy, podla ktorych je ¢initel y — x
kladny, zatial ¢o ¢initel y — z je zaporny.

C-1I-2

Oznaéme abc to trojciferné &slo, o ktorého trojnasobku sa pise v texte tlohy. Plati tak
rovnica
3abc 4+ 6 = abc 4 acb + bac 4 bea + cab + cba.

KedZe na pravej strane je kazda z cifier a, b, ¢ dvakrat na mieste jednotiek, desiatok aj
stoviek, méZeme rovnicu prepisat na tvar

300a + 30b 4 3¢ + 6 = 222a + 222b 4 222¢, cize 78a + 6 = 192b + 219c.

Po vydeleni ¢islom 3 dostaneme rovnicu 26a + 2 = 64b + 73c¢, z ktorej vidime, ze ¢ je
parna cifra. Plati preto ¢ = 2, ¢o spolu so zrejmou nerovnostou b = 1 (pripominame, Ze
vSetky tri nezname cifry st podla zadania nenulové) vedie na odhad

64b + 73c = 64 + 146 = 210.

Musi preto platit 26a + 2 = 210, odkial a = (210 — 2) : 26 = 8, takze cifra a je bud
8, alebo 9. Pre a = 8 vSak v nerovnosti z predoslej vety nastane rovnost, takZe nutne
b=1ac =2 (arovnica zo zadania ulohy je potom splnend). Pre a = 9 dostdvame
rovnicu

64b + 73c = 26 - 9 + 2 = 236,

z ktorej vyplyva, ze ¢ je jednak delitelné Styrmi, jednak je mensie ako 4, ¢o nemoze
nastat sucasne.

Odpoved. Cifry na kartickach su 8, 2 a 1.
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Pozndmka. Riesit odvodenu rovnicu 26a + 2 = 64b + 73c¢ pre nezname (nenulové
a navzajom rozne) cifry a, b, ¢ mozno viacerymi uplnymi a systematickymi postupmi,
uviedli sme len jeden z nich.

C-1I-3

Kedze $tvoruholnik ABCE je podla zadania dotyc¢nicovy, pre dlzky jeho stran plati
znama rovnost’

|AB| + |CE| = |BC| + |AE|.

V nasej situdcii pri oznaceni a = |AB| plati |[BC| = |AD| = %a a |CE| = |DE| =

(obr.21), odkial po dosadeni do uvedenej rovnosti zistime, ze [AE| = 2a.

1
2

<l

Wit

S
-

|

|

|

|

|
S

A a
Obr. 21

Teraz si véimneme, Ze pre dlzky stran trojuholnika ADFE plati
. . _ 2, .1 .5, _4.9.

takze podla (obréatenej Casti) Pytagorovej vety mé trojuholnik ADE pravy uhol pri
vrchole D, a teda rovnobeznik ABCD je obdlznik. Doty¢nica BC kruznice vpisanej
Stvoruholniku ABCFE je teda kolmé na dve jej (navzéjom rovnobezné) doty¢nice AB
a CE. To uz zrejme znamena, ze bod dotyku dotyc¢nice BC' je stredom tsecky BC
(vyplyva to zo zistenej kolmosti vyznaceného priemeru kruznice na jej vyznaceny
polomer).

Iné riesenie. UkaZeme, Ze pozadované tvrdenie mozno dokézat aj bez vSimnutia si,
ze rovnobeznik ABCD je v danej tlohe obdlZnikom. Namiesto toho vyuZijeme, Ze
usecka C'E je stredna priecka trojuholnika ABF, pricom F' je priesec¢nik polpriamok
BC a AE (obr.22),lebo CE || AB a |CE| = }|AB|. Ozna¢me preto a = |AB| = 2|CE]|,

! Rovnost sa odvodi rozpisanim diZok stran na ich tiseky vymedzené bodmi dotyku vpisanej kruznice
a naslednym vyuzitim toho, ze kazdé dva z tychto tsekov, ktoré vychadzaju z rovnakého vrcholu
Stvoruholnika, s zhodné.
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F

Obr. 22

b= |BC|=|CF|ae=|AE| = |EF| (rovnost 2a = 3b pouzijeme az neskor). Rovnako
ako v prvom rieSeni vyuZzijeme rovnost b+e = a+ %a (= %a), ktora plati pre dizky stran
dotyc¢nicového Stvoruholnika ABC'E. Kruznica jemu vpisand sa dotyka stran BC, CE,
AF postupne v bodoch P, @), R tak, Ze platia rovnosti

|CP| = |CQ|, |EQ|=|ER| atiez |FP|=|FR)|.
Pre sti¢et zhodnych dizok |FP| a |FR| teda plati

|FP|+|FR| = (b+|CP|)+ (e+ |ER|) = (b+e) + (|CP| + |ER|) =
= 3a+(I0Q| + |EQ|) = §a + ja=2q,
¢o znamena, ze |F'P| = |FR| = a.

Teraz uz rieSenie wlohy fahko dokonéime. Rovnost |[BP| = 1b, ktort mame v nage;
situacii dokéazat, vyplyva z rovnosti

|BP| = |BF|— |FP| =2b— a,
ked do nej dosadime zadany vztah a = 3b.
C-1I-4

Uloha dvoch po sebe zotieranych éisel je v zadanej hre symetricka: ak je po &isle x
mozné zotriet ¢islo y, je (pri inom priebehu hry) po ¢isle y mozné zotriet ¢islo x. Preto si
mozeme celt hru (so zadanym ¢islom n) ,sprehladnit® tak, ze najskor vypiseme vsetky
takéto (nazyvajme ich pripusiné) dvojice (x,y). Kedze na poradi ¢isel v pripustne;
dvojici nezélezi, sta¢i vypisovat len tie dvojice (z,y), v ktorych = < y.

V pripade n = 6 vSetky pripustné dvojice s

(1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,5), (3,5).
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Z tohto zoznamu lahko odhalime, ze vitaznu stratégiu mé (prva) hracka Marina. Ak
totiz zotrie na zaciatku hry ¢islo 4, musi Tamara zotriet ¢islo 1, a ked potom Marina
zotrie ¢islo 6, nemo6ze uz Tamara Ziadne dalSie ¢islo zotrief. Okrem tohto priebehu
4 — 1 — 6 si mdoze Marina zaistit vitazstvo aj inymi, pre Tamaru ,vynatenymi“
priebehmi, napriklad 6 —+1 — 4 alebo4 -1 —-3 — 5 — 2.

.....

polozime otézku, ¢i vSetky ¢isla od 1 do 12 mozno rozdelit na Sest pripustnych dvojic. Ak
totiz nadjdeme taka Sesticu, moZeme opisat vitazni stratégiu druhej hréacky (Tamary):
ak zotrie Marina pri ktoromkolvek svojom tahu ¢islo x, Tamara potom vzdy zotrie to
¢islo y, ktoré s ¢islom x tvori jednu zo Siestich najdenych dvojic. Tak nakoniec Tamara
zotrie aj posledné (dvanaste) ¢islo a vyhra (pripadne hra skonéi skor tak, ze Marina
nebude moct zotrief ziadne ¢islo).

Hladané rozdelenie vSetkych 12 ¢isel do Siestich dvojic naozaj existuje, napriklad

(1,4), (2,9), (3,8), (5,12), (6,11), (7,10).

Iné vyhovujuce rozdelenie dostaneme, ked v predoslom dvojice (1,4) a (6,11) zamenime
dvojicami (1,6) a (4, 11). Dalsie, menej podobné vyhovujtice rozdelenie je napriklad

(1,6), (2,5), (3,10), (4,9), (7,12), (8,11).

Odpoved. Pre n = 6 mé vitaznu stratégiu Marina, pre n = 12 Tamara.

KATEGORIA B

B-1-1
Uvazované desatciferné ¢isla oznaéme agagaragasasazazaiag, pricom ag, as, ..., ag su
navzajom rozne cifry, teda vsetky cifry 0, 1, 2, ..., 9 v nejakom poradi. Dalej oznac¢me

So = ag + as + a4 + ag + ag sudet jeho cifier na parnych? miestach a s; = a; +as +as +
+ a7 + ag sucet cifier na neparnych miestach.

Na zistenie delitelnosti jedenastimi pouzijeme zndme kritérium: Cislo agag ... aiao je
delitelné jedenastimi prave vtedy, ked je jedenastimi delitelny prislusny rozdiel sy — s7.
Zrejme |so —$1| S (94+84+7+6+5)—(4+3+2+1+0) = 25, ¢ize —25 < 59— 51 < 25.
Sucet so+s1 =0+1+2+...4+9 = 45 je neparne ¢islo, preto musi byt neparne aj
¢islo sg — s1. Pre vyhovujtce ¢islo mozu teda nastat dve moznosti: s, —s; = —11 alebo
S9 — 81 = 11.

V prvom pripade zo stustavy rovnic se + s; = 45, so — s1 = 11 dostaneme sy = 28,
s1 = 17, v druhom naopak s, = 17, 51 = 28.

2 Miesta ¢islujeme podla mocnin desiatky v dekadickom zapise; pre riesenie samozrejme nie je pod-
statné, ktoré miesta oznacCime za parne a ktoré za neparne, dolezité je len to, Ze sa parne a neparne
miesta striedaja.
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Cislo 17 rozpiSeme vsetkymi moznymi spésobmi na stcet piatich navzajom réznych
cifier:

17=94+54+24+1+0=94+44+3+1+0=
=8+6+2+1+0=8+5+3+14+0=8+4+3+2+0=
=7+6+3+1+0=74+54+44+14+0=7T+5+3+2+0=74+44+3+2+1=
=6+5+4+2+0=6+5+3+2+1.

Medzi desatcifernymi ¢islami zapisanymi vSetkymi desiatimi ciframi st urcite najvic-
Sie tie, ktoré zacinaju ciframi 987 alebo dokonca 9876. Vzhladom na néjdené rozklady
¢isla 17 to zrejme nemozno dosiahnut pre s; = 17, zato pre so = 17 4no: staci za s
zobrat sucet 17 = 84+ 6 + 2+ 1 + 0, ¢o je zaroven jedind moznost. Ostatné cifry uz
na zéklade tejto volby doplnime jednoznacne tak, aby sme dostali ¢islo ¢o najvicsie.
Hladané najvicsie ¢islo je teda 9876 524 130.

Najmensie ¢islo ndjdeme analogickym postupom. Kedze ag # 0, st medzi uvazova-
nymi ¢islami urc¢ite najmensie tie, ktoré zacinaju ciframi 102. Z najdenych rozkladov
¢isla 17 opiit vidime, Ze to mozno dosiahnut jedine volbou s; =17 =6+5+3 + 2+ 1.
Tomu potom zodpoveda ¢islo (kedze pozname vSetky jeho cifry na neparnych aj parnych
miestach, je ich usporiadanie uréené poziadavkou, aby vysledné ¢islo bolo najmensie)
1024 375 869.

B-1-2

Ozna¢me tsecky (a ich dizky) ako na obr.23. Kedze DAF a EBF sa pravouhlé
rovnoramenné trojuholniky, maji uhly pri ich preponach velkost 45°, takze |{ DFE| =

C

Ca /]F Ch

Cb\/§ Cp

Obr. 23
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= 90° a trojuholnik DEF" je pravouhly s odvesnami, ktoré si1 zaroven preponami oboch
rovnoramennych pravouhlych trojuholnikov. Pre obsahy P a () oboch uvazovanych
trojuholnikov preto plati

1 1
P:§(0a+cb)v a Q:§-ca\/§-cb\/§.

Podla Euklidovej vety o vyske v danom pravouhlom trojuholniku plati v = /c,cp.
Na dokaz danej nerovnosti stac¢i teda overit, Ze

1 1
§(Ca + Cb)\/ CaCp z 5 ' ca\/§ : Cb\/§~

Po jednoduchej (ekvivalentnej) iprave dostaneme

Ca + Cp = 2:/Cqcy, éize (V¢a — \/c_b)2 > 0.

Kedze posledna nerovnost ocividne plati, je dokaz tvrdenia ukonceny. Rovnost pritom
nastane prave vtedy, ked ¢, = ¢y, t.j. prave vtedy, ked je dany pravouhly trojuholnik
ABC rovnoramenny.

Iné riesenie. Rovnako ako v prvom rieseni vyjdeme zo zrejmého poznatku, ze trojuhol-
nik DEF je pravouhly. Odvesny oboch uvazovanych pravouhlych trojuholnikov maja
rovnaké kolmé priemety na priamku AB, pritom

|AF| = |AC|cosy1 = |DF|cos45°, |BF| = |BC|cosvyy = |EF|cos45°,

kde 71, v2 oznacuju zodpovedajtce casti pravého uhla pri vrchole C, takze vo = 90° —
— 1. KedZe cos45° = %\/5, vyplyva odtial pre dvojnasobky oboch obsahov

45° 45°
9P = |AC| - |BC| = |DF| - |EF| - 222 £
COs7y1  COS72
1 1
=2Q s =2Q - - = 2Q.
2 cosy1 siny; sin 271

Rovnost P = @ zrejme nastane prave vtedy, ked sin2v; = 1, ¢ize v3 = 7o = 45°,
teda prave vtedy, ked je dany trojuholnik ABC rovnoramenny.

B-1-3

Z druhej rovnice vyplyva, ze |z] # 0, a y = 8/|x| je tym paddom nenulové ¢islo
v absoliitnej hodnote nie vicsie ako 8. Po dosadeni do prvej rovnice dostaneme rovnicu

. {%J _7 (1)
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ktora je v skutocnosti s danou ststavou ekvivalentna v nasledujicom zmysle: ak prira-
dime Iubovolnému rieseniu x rovnice (1) hodnotu y = 8/|z |, bude zrejme dvojica (x,y)
rieSenim povodnej sustavy.

Budeme preto postupne hladat rieSenia rovnice (1) pre jednotlivé hodnoty celych
Cisel a = L8/|_£L‘JJ € {-8,...,—-1,1,...,8} tak, Ze vypocitame z = 7/a, y = 8/|xz|
a overime, ¢i |y| = a. Navyse je vzhladom na nerovnost |x| # 0 z rovnice (1) zrejmé,
ze a # 8.

Prea:—8jex=—§, lz] =-lay= -8, teda |y| =a
Prea=-Tjex=—-1=|z|]ay= -8, teda |y] <a
Prea:—6jex:—%, lz] = —2ay = —4, teda |y] > a.
Prea:—’i)jex:—%, x| = -2 ay=—4, teda |y]| > a.
Prea:—4jex:—£, |z] = -2 ay=—4, teda |y| = a.
Prea:—3jex:—§, lz] = -3 ay= §,teda ly] =a
Prea=-2jex=—1 |[z]=-4ay=-2 teda|y]=a
Prea=—-1jex=-7=|z| ayz—%,teda ly] <a
Prea=1ljex=7=|z]ay=2, teda |y| =a.
Prea:2jex:g, || :3ay=§,teda lyl=a
Prea:?)jex:%, lx] =2 ay =4, teda |y]| > a.

Prea € {4,5,6,7} je |[x| =1 ay =28, teda |y] > a.
Zaver. Ststava rovnic ma 6 rieSeni, st nimi usporiadané dvojice (—%, —8), (—;Z, —4),
(=5 —35) (=3.72), (1.3) a (5. 3)-

B-1-4

Ozna¢me S priesecnik uhloprietok AC' a BD, ktory mé lezat na priamke b = PB.
Pritom nemdze byt S = P, pretoze potom by na priamke a lezal aj vrchol C. Taka
moznost odporuje zadaniu.

Preto ak zvolime na priamke b lubovolny bod S’, S” # P, existuje préve jedna rovno-
Tahlost so stredom P, ktora zobrazi bod S na S’. V tejto rovnolahlosti sa pravouholnik
ABCD zobrazi na pravouholnik A’ B’C’D’ s priese¢nikom uhlopriecok S’, pritom A’ €
€a, B,D € ba(C" € c. Kedze vrcholy A’, C’ st stimerne zdruzené podla zvoleného
stredu S’ (obr. 24), zostrojime bod A" ako priese¢nik priamky a s priamkou ¢, ktora je
stmerne zdruzend s priamkou ¢ podla stredu S’. Potom uz lahko z bodov A’, S’ uréime
bod C’ a napokon — vdaka pravym uhlom A’B’'C’ a A’D’'C’" — ndjdeme body B’, D’
ako prieseéniky priamky b s Talesovou kruznicou nad priemerom A’C’. Pritom tieto
dva priese¢niky mozeme oznacit ako B’, D’ v Tubovolnom poradi s vynimkou pripadu,
ked jeden z priesecnikov splynie s bodom P; v takom pripade moze byt jedine D' = P,
lebo z B # P vyplyva B’ # P. Nakoniec zobrazime pravouholnik A’ B’C'D’ v ,spétnej*
rovnolahlosti, v ktorej B’ — B. Tak dostaneme $tvoruholnik ABC D, ktory mé zrejme
vSetky pozadované vlastnosti.
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Obr. 24

Diskusia. Pre zvoleny bod S” € b, S’ # P, body A’ a C’ existuju a st jediné (priamky
a, ¢ s totiz roznobezky a ziadna z nich stredom stimernosti S’ neprechadza). Kruznica
nad priemerom A’C’ méa kladny polomer, a preto mé s priamkou b prechadzajicou jej
stredom S’ vzdy dva prieseéniky. Ak st oba rozne od bodu P, m4 tloha dve rieSenia.
Jeden z tychto dvoch priese¢nikov splynie s bodom P prave vtedy, ked bude uhol A’ PC’
pravy, teda prave vtedy, ked dané priamky a, ¢ budi navzajom kolmé. V takom pripade
bude D’ = P a tloha bude mat jediné riesenie (vrchol D splynie s bodom P).

B-1I-5

a) Nech m je pocet klebetnikov. Kedze kazdy klebetnik je v spojeni s tromi klebetnicami,
je medzi vSetkymi celkom 3m spojeni. A kedze k rovnakému vysledku musime déjst, ked
spocitame vSetky spojenia jednotlivych klebetnic, z ktorych kazda je v spojeni s tromi
klebetnikmi, je klebetnic tiez m.

b) Predpokladajme, Zze po odstahovani jedného z klebetnikov sa siet rozpadne na
niekolko suvislych casti. To znamend, Ze odstahovany klebetnik bol v spojeni s aspon
jednou klebetnicou v kazdej zo vzniknutych casti, inak by prislusna ¢ast nebola pre-
pojené so zvyskom siete uz pred jeho odchodom. Odtial je dalej zrejmé, Ze vzniknuté
Casti st nanajvys tri, pricom pocet klebetnic, ktoré boli v spojeni s odstahovanym
klebetnikom, musi v kazdej z nich byt 1 alebo 2.

Uvazujme [ubovolnt z ¢asti, na ktoré sa sief rozpadla, a oznaé¢me m a n prislichajtce
pocty klebetnikov a klebetnic v tejto ¢asti. Ak teraz spocitame pocet spojeni vsetkych
klebetnikov v tejto ¢asti, dostaneme 3m. Vzhladom na to, Ze jedna alebo dve klebetnice
o jedno spojenie prisli, je celkovy pocet ich spojeni s klebetnikmi 3n—2 alebo 3n—1. Ani
jedno z tychto ¢isel vSak nie je delitelné tromi, preto sa nemoze nikdy rovnat celkovému
poctu spojeni klebetnikov vo zvolenej casti. To je spor, ktory dokazuje tvrdenie b)
ulohy.

B-1I-6

Opisana hra je zrejme spravodliva v tom zmysle, ze obaja hraci maja rovnaky pocet
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moznosti ako vyhrat. Aby sme zistili pozadovany pocet, staci zistit, kolkymi sposobmi
moze nastat remiza, teda jeden z vysledkov 0:0,1:1a 2:2.

Pripad 0 : 0 nastane, ak obaja hraci vylozia v kazdom kole rovnaké karty. Takyjch
moznosti je 5! =1-2-3-4-5.

Vysledok 1 : 1 znamend, ze hraci vylozia rovnaké karty v troch koldch a v dvoch
zvy$nych kolach vylozia dve rozne karty (z,y), kazdy v inom poradi. Kazdy taky
vysledok je teda jednoznacne urceny poradim kariet jedného z hracov a vyberom kol,
v ktorych druhy hra¢ zahra rovnako. Tri kolé z piatich mozno vybrat 10 spdsobmi a pét
kariet mozno usporiadat 5! sposobmi. Vysledok 1 : 1 tak nastane v 10 - 5! pripadoch.

Ostéva vysetrit, kedy nastane vysledok 2 : 2. T kartu x, ktort vylozia hraci v jednom
z piatich kol obaja naraz, je mozné vybrat 5 sposobmi. Anne aj Borisovi potom zvysia
Styri karty a < b < ¢ < d. KedZe na poradi kol nezalezi, spoc¢itajme najprv, kolko je
moznosti v pripade, ze Anna vylozi karty x, a, b, ¢, d v tomto poradi. Aby nedoslo
k dalsej remize, musi Anna ziskat dalsi bod v poslednom kole za kartu d, zatial ¢o Boris
musi ziskat bod v druhom kole, ked Anna vylozi kartu a. Preto staéi zistit, aké ma
Boris v tretom a Stvrtom kole mozZnosti, aby tieto dve kold skonéili 1 : 1.

V tychto koldch musi Boris vylozit jednu z dvojic (a,d), (¢, a), (¢,b), (d,a), (d,b),
ktoré mozno doplnit kartami pre druhé a piate kolo tak, aby v nich nenastala remiza,
do celkom siedmich poradi:

(x’ b7 a’ d’ C)? (:L.7 C7 a’ d’ b)7 (x7 d7 C? a7 b)7 (x7 d? c’ b? a’)? (x7 b? d? a’ C)’
(x,¢,d,a,b), (x,¢,d,b,a).
Anna moze karty x, a, b, ¢, d vylozit 5! sposobmi. Vysledok 2 : 2 tak nastane v 5-7 - 5!
pripadoch.

Celkovo mozu ako Anna, tak Boris vylozif karty 5! sposobmi, to je dokopy 5!
moznosti. KedZze pocet vSetkych moznych priebehov hry, v ktorych nastane remiza,
je rovny 5!410-5! +5-7-5! = 5! - 46, je pocet moznych vyhier kazdého z nich 3 (51> —
—5!-46) = 5!- 37. Vyhrou Anny teda skonci

51-37 37

vSetkych moznych hier.
B-S-1
Vynasobenim oboch stran danej rovnice styrmi dostaneme
422 + 49 + 4o + 4y = 16.

Vyraz na lavej strane takto upravenej rovnice doplnime na stcet druhych mocnin dvoch
dvojc¢lenov. Obdrzime tak

(42® +4z+ 1)+ (dy° + 4y +1) = 2z + 1) + 2y + 1)* = 18.
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Staci teda vySetrit vSetky rozklady ¢isla 18 na stucéet dvoch kladnych neparnych ¢isel,
pretoze Cisla 2x + 1 a 2y + 1 nie st delitelné dvoma pre Ziadne celé x a y.

Uvazujme preto nasledujuce rozklady:

18=14+17=3+156=5+13=7+11=9+09.

Medzi uvedenymi stuc¢tami je iba jeden (18 = 9 + 9) stétom druhych mocnin dvoch
celych ¢isel. Mozu teda nastat nasledujice Styri pripady:

20 4+1=3, 2y+1=3, t.j.z =1, =1,
20 4+1=3, 2y+1=-3, t.joz=1, y=-2,
20 +1=-3, 2y+1=3, t.j.x=-2, y=1,

2r+1=-3 2y+1=-3, tja=-2 y=—2.

8

Zaver. Danej rovnici vyhovuji prave $tyri dvojice celych ¢isel (x,y), a to (1,1), (1, —2),
(—2,1) a (—2,-2).

Iné riesenie. Dand rovnicu mozno upravit na tvar x(x + 1) + y(y + 1) = 4, z ktorého
vidno, Ze ¢islo 4 je nutné rozlozit na stcet dvoch celych ¢isel, z ktorych kazdé je sti¢inom
dvoch po sebe iducich celych ¢isel. Kedze najmensie hodnoty vyrazu t(t+ 1) pre kladné
aj zaporné celé t sa 0,2,6,12,..., do uvahy prichadza iba rozklad 4 = 2 4 2, takze
kazda z neznamych z, y sa rovna jednému z cisel 1 ¢i —2 — jedinych celych ¢isel ¢, pre
ktoré ¢t(t+1) = 2. Navyse je jasné, ze naopak kazda zo styroch dvojic (x,y) zostavenych
z Cisel 1, —2 je rieSsenim danej tulohy.

B-S-2

Kedze DAF a EBF st pravouhlé rovnoramenné trojuholniky, maja uhly pri ich pre-
ponach velkost 45°, takze trojuholnik DEF je pravouhly. Ozna¢me S stred tsecky AB
(obr. 25). KedZe stred prepony pravouhlého trojuholnika je zéroven stredom jeho opi-
sanej kruznice, zrejme plati |RF| = 1|DE| a |CS| = 1| AB|. Pritom AD a BE st dve
rovnobezné priamky, ktorych vzdialenost je rovna |AB|, a preto |DE| = |AB|. Plati
teda

1 1
|RF| = 5|DE| 2 5|AB| =[C5] 2 [CF],

¢o sme chceli dokazaf.
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C

b e

Obr. 25

Rovnost nastane prave vtedy, ked |DE| = |AB| a |CS| = |CF|, teda prave vtedy,
ked S = F (potom je aj |AD| = |AS| = |BS| = |BE| a |DE| = |AB]), ¢iZe prave vtedy,
ked je trojuholnik ABC rovnoramenny.

Iné riesenie. Oznatme ¢, = |BF| a ¢, = |AF|. Vzhladom na to, ze |[AD| = ¢
a |BE| = ¢, (obr.25), vidime, ze pre dizku prepony DE v pravouhlom trojuholniku
DEF (poz. riesenie 2. ulohy doméceho kola) dostaneme pouzitim nerovnosti medzi
aritmetickym a geometrickym priemerom pre dvojicu kladnych ¢isel ¢ a ¢i a dalej
pouzitim Euklidovej vety o vyske C'F' v pravouhlom trojuholniku ABC odhad

IDE| = 1/2(c2 + ¢}) 2 V2 - 2cqc = 2y/cacy, = 2|CF|.

Kedze v pravouhlom trojuholniku DEF plati |RF| = 1|DE|, dostdvame vyuZitim
uvedenej nerovnosti

9|RF| = |DE| 2 2|CF| aodtial |RF|2 |CF|,

¢o sme chceli dokéazaf.
Rovnost nastane prave vtedy, ked sa obe priemerované hodnoty 2 a c? rovnaji, t. j.

ked plati ¢, = ¢p, ¢o nastane prave v pripade pravouhlého rovnoramenného trojuholnika
ABC.

B-S-3

Oznacéme A toho klebetnika, po ktorého odstahovani sa sief rozpadne, a M, Z;
pocty klebetnikov a klebetnic v jednej oddelenej skupine, Ms a Z5 v druhej. Kedze
v kazdej skupine existuje aspon jedna klebetnica a ta je eSte stale v spojeni s aspon
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dvoma klebetnikmi, je My = 2 a My = 2. V kazdej skupine medzi poc¢tami klebetnic
a klebetnikov platia teraz vzfahy 3Z; — 1 = 2M; a 3Z5 — 1 = 2M>. Rovnica tvaru
3z — 1 = 2m nema celociselné rieSenie z ani pre m = 2, ani pre m = 3, az pre m = 4
vychadza celé z = 3. Najmensi mozny pocet Clenov siete tak moéze byt M; = My = 4,
Zl == Z2 = 3.

Taku siet lahko zostrojime podla obr. 26, v ktorom z; st klebetnice a m; klebetnici.

z2 my ms Z5
2 » ’ ! h « 7
Al ms me Z6

Obr. 26

Zaroven vidime, ze uvedena siet sa stane nestvislou po odstahovani jednej z klebetnic
z3 G z4. Najmensi pocet Clenov siete s pozadovanou vlastnostou je preto 15.

B-1I-1
Dané ¢isla ozna¢me aq, as, ... ,as12. Zrejme existuje index k = 1 taky, ze
a1+ tap<1lZar+- - +ap+akr <2

Cisla ay,... ,ar41 tvoria prvi pozadovant skupinu. Dalej zrejme existuje index [ >
2> k + 2 taky, ze

apyo+ - F+a <1 apyo+ -+ ar+ a1 < 2.

Cisla ajy2,...,a;41 tvoria druhti pozadovant skupinu. Analogicky zrejme existuje
index m 2 [ + 2 taky, Ze

Qo+t am <1< apo+ -+ am+ame <2

Cisla aj42,- .. ,Qmy1 tvoria tretiu pozadovana skupinu. Kedze a1 +- - -+a,,11 < 6, plati
o+ -+ + agp12 = 1, takZe ¢isla apyo,. .. , azp12 tvoria Stvrtil pozadovani skupinu.
B-1I -2

Najskor si uvedomme, Ze ¢isla 27, 57 a 87 su delitelné tromi, ¢isla 37, 67 a 97 davaju
po deleni tromi zvysok 1 a ¢isla 17, 47 a 77 davaja po deleni tromi zvysok 2. Oznac¢me
0 = {27,57,87}, 1 = {37,67,97} a 2 = {17,47,77}. UvaZujme teraz pravidelny
deviituholnik ABCDEFGH I. Pri skiimani delitelnosti tromi st¢tu trojic prirodzenych
¢isel priradenych trom susednym vrcholom uvazovaného devituholnika staci uvazovat
namiesto danych ¢isel iba ich zvysky po deleni tromi. Pritom tri ¢isla mozu dat v stacte
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¢islo delitelné tromi jedine tak, ze bud vSetky tri davaju po deleni tromi rovnaky zvySok
(patria do rovnakej zvyskovej triedy), alebo st kazdé z inej zvyskovej triedy. Keby vsak
boli tri ¢isla priradené po sebe idicim vrcholom z rovnakej zvyskovej triedy, muselo by
z tej istej triedy byt aj ¢islo priradené nasledujicemu vrcholu (ktorymkolvek smerom),
a tym padom aj vSetky dalsSie ¢isla. Takych deviit ¢isel k dispozicii nemame, preto
Tubovolnym trom susednym vrcholom musia byt priradené ¢isla z navzajom roznych
zvyskovych tried.

Predpokladajme najskor, Ze vrcholu A je priradené niektoré ¢éislo z mmnoziny 0.
V takom pripade mozno vrcholom uvazovaného devituholnika vzhladom na podmienky
tlohy priradit zvyskové triedy 0, 1, 2 iba dvoma sposobmi podla toho, ktorému z dvoch
susednych vrcholov vrcholu A priradime 1 a ktorému 2. Dalsim vrcholom st potom uz
zvySkové triedy vzhladom na podmienku delitelnosti priradené jednoznacne. Vysledné
priradenie mdzeme zapisat ako

alebo

(A,B,C,D,E,F,G,H,I)+ (0,2,1,0,2,1,0,2,1).
Podobne, ak je vrcholu A priradend zvyskova trieda 1, plati bud

alebo

(A,B,C,D,E,F,G,H,I) <+ (1,2,0,1,2,0,1,2,0).
Napokon, ak je vrcholu A priradenda zvyskova trieda 2, plati bud

alebo

Podla poétu moznosti, ako postupne vyberat ¢isla z jednotlivych zvyskovych tried,
kazdému z uvedenych pripadov prislicha podla pravidla st¢inu préave

(3-2-1)-(3-2-1)-(3-2-1) =6°

moznosti. Vzhladom na to, Ze iny pripad okrem Siestich uvedenych nemodze nastat,
vidime, Ze hladany pocet moznosti, ako priradif vrcholom uvazovaného devituholnika
danych devit ¢isel, je

6-6% = 6% =1296.

B-1I-3

a) Ozna¢me S stred a r polomer kruznice vpisanej trojuholniku ABC a L, M body
dotyku tejto kruznice postupne so stranami BC, C' A (obr. 27). Ak ozna¢ime |AK| = z,
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|BK| =y, tak |AP| = |[AM| = z, |KP| = V2, |BQ| = |BL| = y, |KQ| = yv/2. Kedze
oba uhly AKP, BKQ maju velkost 45°, je trojuholnik PQK pravouhly, takze jeho

obsah je
V2 yv2
SPQK:T:xy
C
r /N I
M / y
™oy " y
x S
,

Obr. 27

Stvoruholnik SLOM je $tvorec so stranou dlzky r a |[AM| = x, |BL| = y. Obsah
trojuholnika ABC' je rovny suctu obsahov trojuholnikov ABS, BCS a C'AS, teda

(x+y)r+@w+r)r+(@+r)r
2

Sapc = :(l’—Fy—i—?‘)?‘.

Obsah trojuholnika ABC' je zaroven rovny

|AC|-|BC| _ (z+r)(y+r) zy  (x+y+nr)r ay  Sasc
SABC: 2 - 9 :74—#:7‘*— 2 .

Odtial dostavame Sapc = 2y, Cize Sapc = Spgk, o sme mali dokazat.
b) V trojuholniku ABC st dizky stran a = y+r, b = 4+, ¢ = 2+%. Obvod trojuholnika
ABC je a + b+ |AB|, obvod trojuholnika PQK je 2v/2 + yv/2 + |PQ|.

Zrejme plati |[AB| < |PQ)| (|AB| je vzdialenostou rovnobeziek AP, B(Q, obr.27).
Rovnost nastane jedine v pripade |AP| = |BQ)|, ¢ize x = y.

Este dokazeme, 7e a + b < 2v/2 4+ yv/2, teda ze a + b < ¢v/2. Posledna nerovnost je
ekvivalentné s nerovnostou, ktorti dostaneme jej umocnenim na druhd, pretoze obe jej
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strany st kladné. Dostaneme tak a? + b +2ab < 2¢2. Kedze v pravouhlom trojuholniku
ABC plati a® + b?> = ¢?, mame dokazat nerovnost 2ab < a? + b?, ktord je vsak
ekvivalentna s nerovnostou 0 < (a — b)2. T4 plati pre vietky realne ¢isla a, b a rovnost
v nej nastane jedine pre a = b, t.j. x = y.

Celkovo vidime, ze obvod trojuholnika ABC' je mensi alebo rovny obsahu troj-
uholnika PQK a rovnost nastane prave vtedy, ked je pravouhly trojuholnik ABC
rovnoramenny.

B-1I-4
Nutne plati zy # 0. Zrejme tiez = # y; keby bolo x = y, dostali by sme |z/y| =
= |y/x] = 1, takZe z prvej rovnice by vyslo x = 5 a z druhej rovnice y = —6, ¢o je
v rozpore s rovnostou x = y. Podobne nemoéze byt ani x = —y, takze dokonca |z| # |y|.

Ak by obe nezndme mali rovnaké znamienka, bolo by jedno z ¢isel z/y, y/x z intervalu
(0,1), takze jeho cela cast by bola 0, ¢o nevedie k rieSeniu. Jedna z neznamych teda
musi byt kladnd a druhd zapornd a obe celé ¢asti v rovniciach st zadporné. Z nich preto
tiez vyplyva, ze x <0 ay > 0.

Znamienka cisel z, y st rozne a absolitne hodnoty tychto ¢isel su tiez rozne, preto
prave jedno z ¢isel x/y, y/z je z intervalu (—1,0), a jeho celd ¢ast je teda —1.

Najskor preskimame pripad |z/y| = —1. Z druhej zadanej rovnice dostaneme y = 6.
Prva zadana rovnica ma potom tvar |6/x] = 5/x. Ak navyse vyuzijeme definiciu celej
casti, dostaneme

5188,y Bsf

x zl T x r - x

Poslednd nerovnica vSak nemoéze pre zaporné ¢islo x platit, lebo je ekvivalentna s ne-

rovnostou 5 2 6. Dand ststava rovnic nemé teda v pripade |x/y| = —1 rieSenie.
Ostéava pripad |y/x| = —1. Z prvej zadanej rovnice mame x = —5. Druhd zadana

rovnica ma potom tvar |—5/y| = —6/y. Podla definicie celej casti teda plati

-5 |5 —6 -5 —6
—<{—J+1:—+1, b, — < — 41,

Yy Y Yy Yy Yy
odkial po vynasobeni kladnym ¢islom y dostaneme y > 1. Ked vyuzijeme definiciu celej
Casti aj pre rovnicu |y/ — 5] = —1, dostaneme
—1§i5<0, Gize 0<y<5.

Spojenim oboch podmienok pre neznamu y tak dostdvame 1 < y < 5. Naopak, pre
kazdé také y a x = —5 je prva rovnica sustavy splnena. Tuto podmienku postupne
upravime na ekvivalentné nerovnosti 1 > 1/y = % a —b < —5/y £ —1. Z tej poslednej
vyplyva, ze vyraz | —5/y| moze nadobudat jedine hodnoty —5, —4, —3, —2, —1.

Z druhej rovnice upravenej na tvar y = —6/|—5/y| tak vyplyva, Ze neznama y moze
nadobudat jedine hodnoty g, %, 2, 3, 6. Poslednd z nich v8ak (na rozdiel od prvych
Styroch) nespliia odvodené kritérium 1 < y < 5 platnosti prvej rovnice ststavy. Ci
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je pre prvé Styri hodnoty splnend druhd rovnica sa musime presved¢it aspon tak, Ze
overime hodnotu vyrazu |—5/y|, ktora nas k nim doviedla. Pre y rovné postupne g,
25 10 _5

5 . /. e/ . . , .
—3 a —3 s prislachajicimi celymi

%, 2, 3 je zlomok —5/y postupne rovny —% — 35 — 5

¢astami skuto¢éne —5, —4, —3, —2.
Zaver. Zhrnutim vsetkych tvah dostavame, Ze riesenim danej ststavy st nasledujice

dVOjiCG Cisel (x,y): (_57 g)v (_57 %)7 (_57 2)7 (_573)

KATEGORIA A

A-T1T-1

Najskor vypocitame hodnotu c¢isla n, potom uz jeho zvysok po deleni ¢islom 77 urc¢ime
jednoducho. V zadani opisané desatciferné ¢isla nebudeme séitovat priamo. Hladany
sucet lahSie ndjdeme tak, Ze zistime, kolkokrat sa ktord cifra nachadza vo vsetkych
¢islach na mieste jednotiek, desiatok, stoviek, atd. Nasledne urc¢ime, aky je ,prispevok*
kazdej cifry do celkového suctu n.

Ak je cifra 1 na mieste jednotiek, potom na zvysnych devit pozicii mézeme zvysSnych
deviit cifier rozmiestnit Tubovolne, akurat na prva poziciu nesmieme dat cifru 0. Na
prvi poziciu teda mozeme umiestnit niektort z 6smich roéznych cifier (kazda okrem 0),
nasledne na druht poziciu niektort z 6smich réznych cifier (kazda okrem tej, ktort sme
dali na prvé miesto), na tretiu poziciu niektort zo siedmich réznych cifier (kazda okrem
cifier na prvych dvoch poziciach), atd. Cifra 1 sa preto na mieste jednotiek nachadza
8.-8:7-6-5-4-3-2-1=8-8-krat.3

Rovnakou tvahou zistime, Ze cifra 1 sa nachadza 8 - 8!-krat aj na mieste desiatok,
stoviek, tisisok, atd. Len na prvej pozicii sa nachddza az 9!-krat, pretoze vtedy na
zvy$nych devit pozicii moézeme zvysSnych devit cifier rozmiestnit lubovolne — neméame
obmedzenie pre cifru 0.

Takze prispevok cifry 1 do celkového suctu je

8-8!+8-8-10+8-8!-100+---+8-8!-10° +9!-10° =
=8-8!-111111111 +9-8!- 107 = 8! - 9 838 888 888.

Cifra 2 sa zrejme nachadza vo vSetkych ¢islach na jednotlivych pozicidch rovnako
velakrat ako cifra 1, takZe jej prispevok do celkového stucétu je dvojnasobny. Prispevok
cifry 3 je trojnasobny, prispevok cifry 4 je Stvornasobny, atd. Pocet vyskytov cifry 0 na
jednotlivych poziciach je sice iny ako pri ostatnych cifrach, ale nemusime ho urcéovat,
kedZe prispevok cifry 0 do stc¢tu je nulovy. Spolu teda méame

n =38! 9888888888 (1+2+---+9)=45-8!-9888888888. (1)

3 K rovnakému vysledku by sme dospeli aj inou tivahou: Ak by sme cifru 0 pripustili aj na prvej
pozicii, v8etkych ¢isel konciacich cifrou 1 by bolo 9!. Nevyhovujtcich ¢isel s nulou na prvej pozicii
je 8!. Vyhovujucich ¢isel je teda 9! — 8! =9 -8! — 8! =8-8!.
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Hladany zvySok by sme uz teraz mohli urcif vycislenim hodnoty n a néaslednym
delenim éislom 77. My sa vSak vyhneme zdlhavému nasobeniu a deleniu velkych ¢isel.
Z vyjadrenia (1) vidime, ze n je delitelné siedmimi (pretoze cinitel 8! je nasobok
siedmich). Kedze 77 = 7 - 11, zvySok n po deleni sedemdesiatimi siedmimi musi byt
nasobkom siedmich.

Este uréime zvysok ¢isla n po deleni jedendstimi. Trividlne plati 45 = 1 (mod 11)
a lahko vypocitame, ze 8! = 40320 = 5 (mod 11). Urcenie zvysku c¢isla 9 888 888 888
mozeme urychlit zndmym tvrdenim: Cislo s dekadickym zapisom @rar—1...a1a0 dava
po deleni jedenéstimi rovnaky zvysok ako ¢islo ag — ay + as — - - + (—1)*ay. Takze
dostavame

0888888888 =8—-8+8—-8+---+8—-9=—-1=10 (mod 11).
Spolu mame
n=45-8!-9888888888=1-5-10=50=6 (mod 11)

(vyuzili sme vlastnost, ze stcin ¢initelov dava rovnaky zvySok ako stéin zvyskov €ini-
telov).

Zvyskom po deleni c¢isla n sedemdesiatimi siedmimi je teda c¢islo z mnoziny
{6,17,28,39,50,61, 72}, ktoré je delitelné siedmimi, teda ¢islo 28.

Iné rieSenie. Pripustme, Ze na prvom mieste méze byt aj nula. Potom medzi vSetkymi
¢islami, ktoré maja vo svojom dekadickom zapise kazdua z cifier 0, 1, ..., 9, sa kazda
cifra vyskytuje na kazdom z desiatich miest 9!-krat. Preto je stcet vSetkych takych cisel

1019 —1

s1=910+1+2+-+9)-(1+10+...+10%) =9!-45. 5

=9!-5-(10'° —1).

Musime ale od¢itat stacet tych (navyse zaratanych) desatcifernych cisel, ktoré zacinaju
nulou. To su vlastne deviitciferné ¢isla, ktoré maju vo svojom dekadickom zapise kazdu
z cifier 1, 2, ..., 9. Analogicky ako v pred chvilou odvodime, Ze ich sucet je

10°—-1

sp=8(1+2+--+9) - (1+10+...+10% =8!-45- 8! 5. (107 —1).

Zrejme 7 | 51 a 7 | s, takze aj 7| s1 — s3 = n. Dalej s vyuzitim znameho rozkladu
(102F+1 + 1) = (10 + 1)(10%* — 10471 + ... + 1) mAme

s1=9!-5(10° — 1)(10° + 1) = 9! - 5(10° = 1)-0=0 (mod 11),
sp=81-5-(10°—1)=(8-7)-(6-5-4)-3-2-5-(10° +1 - 2) =
=1-(-1)-30-(-2)=5 (mod 11),

¢ize n = s1 — s2 = 6 (mod 11). Zaver je rovnaky ako pri prvom rieseni.
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A-1T-2
Uéastnikov stretnutia budeme znazoriiovaf plnymi krazkami a to, Ze sa dvaja Iudia

poznaji, budeme znazoriiovat spojenim prislusnych krazkov éiarou?. Zadant situciu
zakreslime na obr. 28.

Obr. 28

Mnozinu znamych ucastnika A réznych od B oznatme M, a mnozinu znamych
ucastnika B roznych od A ozna¢me Mp. Ani jeden ¢lovek z M4 sa nepozna s B, lebo A
a B nemajua spolo¢ného znameho. Takze kazdy z M4 mé s B prave dvoch spolo¢nych
znamych: jeden z nich je A, druhy sa nachadza medzi zvysnymi znadmymi tcastnika B,
teda v Mp. Pritom ziadni dvaja ludia X, Y z M4 nemo6zu poznat toho istého ¢loveka Z
v Mp. V opa¢nom pripade by sa totiz Z nepoznal s A (lebo A, B nemaju spolo¢nych
znamych) a zaroven by X, Y, B tvorili trojicu ich spolo¢nych znamych (obr.29a), ¢o
je v rozpore so zadanim.

R ~Mp Ny e T ~Ms
! _ ] - VA \\ ' Ye ] ‘ ﬁ. \\
A 2 A 'B
Obr. 29a Obr. 29b

Zhrnme este raz poznatky odvodené v predoslom odseku: Kazdy clovek z M4 pozna
niekoho z Mp a ziadni dvaja [udia z M4 nepoznaju toho istého v Mg (obr.29b). Z toho
vyplyva, Ze v mnozine Mg je asponi tolko Iudi ako v mnozine My, t.j. [Mp| = |Ma].
Tou istou tvahou (po zdmene tloh A a B) vieme samozrejme dokazat, ze |My| = |Mp|.
Nutne teda |[M4| = |Mp]|, ¢ize A a B maju medzi pritomnymi rovnaky pocet znamych.

V druhej casti rieSenia uz len vymyslime a znazornime nejaké vyhovujtce rozlozenie
znamosti medzi Sesticou osoéb, z ktorych dve osoby st A a B, poznaju sa a nemaju

4 Takému znazorneniu sa hovori graf; G€astnici st vrcholy a zndmosti stt hrany grafu
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spoloénych zndmych. Z prvej ¢asti uz vieme, Ze tieto osoby musia mat rovnaky pocet
znédmych. Staci teda napriklad nakreslit spojené osoby A, B, kazdu z nich spojit s dvoma
dalsimi osobami a medzi $tvoricou 0sob dokreslit ¢iary tak, aby bolo splnené zadanie.
LCahko objavime vyhovujtce rozlozenie ako na obr.30a (ktoré mozno prekreslit napr.
do tvaru na obr. 30b).

Obr. 30a Obr. 30b

Iné riesenie. Nech M4, Mp st tie isté mnoziny ako v prvom rieSeni. Budeme pouzivat
pojmy z tedrie grafov. Nech M4 obsahuje m vrcholov a Mg obsahuje n vrcholov. Kedze
kazdy vrchol z M4 mé s B spolo¢ného znameho A a zaroven nie je znAmym vrcholu B,
musi mat s B prave jedného zndmeho v Mg (aby bola splnend podmienka zo zadania,
ze maju prave dvoch spoloénych znamych). Takze z kazdého vrcholu v My vychédza
prave jedna hrana do Mp. Spolu preto vychadza z M4 do Mp prave m hran. Analogicky
z Mp vychiddza do M4 prave n hran. Sa to vSak tie isté hrany, takze nutne m = n.

A-1-3

Oznac¢me vrcholy daného trojuholnika pismenami A, B, C tak, aby BC bola zakladna.
Velkosti stran a uhlov trojuholnika budeme oznacovat Standardnym sposobom, t.].
|BC| = a, |AC| = |AB| = b, 8 = v =90° — 2a. Nech H je stred zékladne BC.

a) Vedme vrcholom B vysku, os uhla a taznicu trojuholnika ABC' a ich priese¢niky
s priamkou C'A ozna¢me postupne P, D a M. Vsetky tri lezia na polpriamke C'A (body
D, M dokonca na tsecke C'A). Zrejme sta¢i dokazat, ze bod D je vnutornym bodom
usecky M P. Rozoberieme dva pripady.

Ak b > a (obr.31a), tak zrejme 5 > 60°. Odtial mame

|£CBP|=90° — 3 < 90° — 60° = 30° < 18 = |[£CBD)|,

takze |C'P| < |CD|. Os uhla deli stranu trojuholnika v pomere prilahlych stréan, preto
|CD|/|AD| = a/b < 1, odkial |CD| < 1|CA| = |CM]|. Spolu teda |CP| < |CD| <
< |CM]|, ¢ize D lezi vnutri tsecky M P.

Ak a > b (obr. 31b), tak § < 60° a analogicky dostavame |[{C'BP| = 90° — (3 > 90° —
—60° = 30° > £3 = |£CBD|, |CD|/|AD| = a/b > 1, takze |CP| > |CD| > 3|CA| =
= |C M|, ¢ize aj v tomto pripade D lezi vnutri tsecky M P.
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Obr. 31a Obr. 31b

b) Najskor vyjadrime dizky tseciek TH, SH, VH pomocou dlzok stran trojuholnika
a pomocou dlzky |AH|, ktorti oznaéme v (obr.32). Z Pytagorovej vety v trojuholniku
ABH mame v? = b — iaz, takze neskor budeme vediet za v dosadif vyjadrenie len
pomocou dlzok a, b.

Tazisko T deli taznicu AH v pomere 2 : 1, takze [TH| = zv.

Usecka SH je polomerom vpisanej kruznice, takze jej dizku vypoéitame zo znameho
vzorca Sapc = 0- s pre obsah trojuholnika ABC, pricom s oznacuje polovicu obvodu.
Dostévame

Sasc Tav av
SH pu— pr— p— 2 pu— .
SH|=¢ T(a+2b) a+2b

Trojuholniky BV H a ABH st podobné, pretoze s oba pravouhlé a |[{VBH| =
=90° — 8 = 1a = |[{BAH]|. Pre prisluchajice dlzky strdn preto mame |VH|: |BH| =
= |BH| : |AH|, odkial
|BH|?>  a?

|AH| — 4v’

VH| =
Ak je S stredom tusecky TV, plati |[T'S| = |SV/|. Pritom
TS| = ||TH|~[SH||,  |SV|=|[SH| - |[VH]| (1)

a z Casti a) vieme, Ze rozdiely v absolitnych hodnotach v (1) st bud oba kladné, alebo
oba zaporné. Rovnost |T'S| = |SV| je teda ekvivalentna s rovnostou

ITH|—|SH| = |SH| — [VH|, ¢ze |TH|+|VH|=2|SH|
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Dosadenim odvodenych diZok po ekvivalentnjch tpravach dostédvame

1 a?  2av
3 T T ar
4o (a+2b)—|—3a (a + 2b) = 24av?,
3a®(a + 2b) = 4v*(5a — 2b),
2(a +2b) = 4(b* — a?)(5a — 2b),
a*(a + 2b) = (2b + a)(2b — a)(5a — 2b),

3a® = (2b — a)(5a — 2b),
3a® = 12ab — 5a® — 4b?,
26 — 3ab + bv? = 0,
(2a —b)(a —b) =

KedZe podla zadania je a # b, bod S je stredom tsecky TV prave vtedy, ked 2a = b,
teda ked pomer dlZok stran trojuholnika je 1: 2 : 2.

A

S

v

B 1 H C
Obr. 32 Obr. 33

Iné riesenie. a) Kedze S, T, V st vnatorné body polpriamky HA (body S, T st
dokonca vnutorné body usecky H A), staci ukazat, ze oba rozdiely |HS|—|HT| a |HV|—
— |H S| st nenulové a maju rovnaké znamienko.

Bez ujmy na vSeobecnosti nech a = 2, t.j. |BH| = |HC| = 1. Z pravouhlych
trojuholnikov BSH, BAH a BV H dostavame (obr. 33)

1S =g, |HT| =

|HA|  tgp 1
e — a
27

5~ 3 |HV|:tg(9OO—5):tg—B-
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2t
Vdaka vztahu tg2x = % pri oznaceni t = tg % £ méame
2t t(1 — 3t?)

HS| - [HT| =t — _ ,
|[HS| — |HT| 3(1—1¢t2)  3(1—1¢?)

1—¢? 1—3t2
HV|— |HS| = = ,
[HV] = |HS| = — 5

Kedze  je ostry uhol rozny od 60°, plati %B € (0°,45°) a %5 # 30°, odkial pre hodnotu
t=tg %B vyplyvaju vzfahy 0 < t < 1 a 3t?> # 1, takZe oba skiimané rozdiely st bud
kladné (ak 8 < 60°), alebo zaporné (ak 5 > 60°).

b) Podiel rozdielov z ¢asti a) ma vyjadrenie

|HS| — |HT| _ t(1— 3t?) 2t 2t2

|HV|— |HS| ~ 3(1—) 1-3t2 3(1—t2)

V obore (0,1) rieSime rovnicu

2t?
= =1,
3(1—1t2)
ktora tam ma zrejme jediny koren

- 2t
t:\/g, odkial tgﬂ:m: \/15
Teda v trojuholniku BHA okrem |BH| = 1 plati |[HA| = tg = V15, takze podla
Pytagorovej vety mame |BA| = /1415 = 4. Strany trojuholnika ABC' su teda
v pomere 2 :4:4, ¢ize1:2:2.

Iné rieSenie. a) Oznacme vrcholy daného trojuholnika rovnako ako v prvom rieseni,
dalej O stred opisanej kruznice, By pétu vysky z vrcholu B a By stred strany AC. Kedze
os uhla pri vrchole B pretina obluk C'A opisanej kruznice v jeho strede M (obr.34), je
zrejmé, ze vdaka podmienke O # V' (ktora je ekvivalentnd s tym, ze dany trojuholnik
nie je rovnostranny) pretne tato os stranu AC' vnutri tsecky ByBj, a teda bod S lezi
vnutri asecky T'V.

A
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b) Vyuzijeme znadmu vlastnost troch zakladnych bodov trojuholnika: faziska 7', stredu O
opisanej kruznice a priesecnika V' vysok. Uvedené tri body lezia totiz na priamke
v Tubovolnom trojuholniku, pri¢om taZisko T' vidy deli isecku OV v pomere 1 : 2.°
Ak teda stred S kruznice vpisanej trojuholniku ABC' rozpoluje tsecku TV, delia body
T a S (v tomto poradi) orientovant usecku OV na tri zhodné ¢asti.

Pre kolmé priemety Bj, Sp a By bodov O, S a V na stranu AC' (obr. 35) preto plati

CBy = CBy +3(CSy — CBy) = 3CSy —2CBy.
Ak uvedent rovnost chidpeme ako rovnost orientovanych tseciek (alebo vektorov) na

priamke C'A, vyhneme sa nutnosti rozliSovat, ¢i je uhol pri vrchole A vicési alebo mensi
ako 60°, pretoze ako uz vieme, na poradie spomenutych bodov to neméa vplyv.

A

Obr. 35

Do odvodenej rovnosti teraz mozeme dosadit 2b za CB1, 2a za CSy (|CSo| = |C A4
je dlzka tisekov oboch dotyénic z vrcholu C' ku kruznici vpisanej trojuholniku ABC)
a napokon z dvoch podobnych pravouhlych trojuholnikov BCBy a AC A; (zhoduju sa
v spolo¢nom uhle BC'A) vychéddza CBy = 1a?/b. Dostavame tak

b_3a
2

®|QM

. cize b%®—3ab+2a®=0.

Poslednt rovnost mozno prepisat ako (b — a)(b — 2a) = 0, a kedze a # b, musi byt
b= 2a.

Iné rieSenie. Cast a) uz nebudeme znovu dokazovaf, pouzijeme rovnaky postup aj
oznacenie ako v predoslom rieseni.

5 Uveden4 vlastnost jednoducho vyplyva z toho, Ze trojuholnik A; B1C1 tvoreny strednymi prieckami
daného trojuholnika ABC je jeho obrazom v rovnolahlosti so stredom v tazisku a koeficientom .
A kedze os kazdej zo stran trojuholnika ABC' je zaroveri vyskou trojuholnika A; B1C1, je stred O
kruznice opisanej danému trojuholniku ABC zaroven priese¢nikom vysok trojuholnika A;B1Cq,
takze bod O je v uvedenej rovnolahlosti obrazom bodu V' a |TO| = %|TV|.
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.....

nemoze os uhla stredom tsecky VT vobec prechadzat. Na to vyuzijeme znamu vlastnost
priesecnika vysSok: jeho obraz V' v osovej simernosti podla strany AC' lezi na kruznici k
trojuholniku ABC' opisanej (obr. 36). Kedze za uvedeného predpokladu lezia body T
a O (v tomto poradi) na polpriamke AO az za bodom V, lezia zrejme obrazy T”,
O’ bodov T, O v uvedenej osovej simernosti vo vonkajsej oblasti kruznice k. V jej
vonkajsej oblasti lezi v8ak aj obraz B” vrcholu B v stredovej simernosti podla stredu
tsecky VT': bod B” je totiz priese¢nikom polpriamok TT” a CO’, pretoze CO’ je zaroven
kolma na BC (AOCO' je kosoStvorec) a je tak obrazom priamky AO v rovnolahlosti
so stredom B a koeficientom 2. Uhlopriecka BB” rovnobeznika BT BV (na ktorej lezi
taznica trojuholnika BT'V') preto urcite pretne kruznicu k vnutri pasu rovnobeziek BV
a TT'. Os uhla pri vrchole B vSak pretina kruznicu k v strede M prislugného obluka AC
a priamka OM lezi mimo spomenutého pasu.

Obr. 36

Predpokladajme teda, ze v danom trojuholniku je pri vrchole A uhol mensi ako 60°
a ze stred S vpisanej kruznice rozpoluje tsecku VT'. Oznac¢me (Q stred tsecky BT,
So bod dotyku vpisanej kruznice so stranou AC. Teda |[SA;| = |SSy|. Bod Sy lezi
zrejme na Talesovej kruznici s priemerom (QB; a zaroven bod A; lezi na Téalesovej
kruznici s priemerom BT (obr.37), takze |SoT'| = |TQ| = |QA1]. Trojuholniky ST'Sy

a SQA; sa zhoduju v dvoch stranach a v uhle oproti jednej z nich. Oba trojuholniky
preto maji zhodné opisané kruznice a pre ich uhly pri vrcholoch T, resp. ) oproti



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA A 73

zhodnym tetivim SSy a SA; zodpovedajucich kruznic plati, Ze st bud zhodné, alebo
doplnkové (t.j. ich stcet dava 180°).

Ak st oba uhly zhodné, lezia body A1, Sy, T', @ na kruznici, a kedze |QA1| = |T'Sy|,
je A1SoTQ lichobeznik alebo pravouholnik, takze tsecka A;Sy je rovnobezna s QT
a je teda strednou prieckou trojuholnika BC B;. Trojuholnik A;5,C' je rovnoramenny,
preto je rovnoramenny aj trojuholnik BB1C'. Odtial ihned vyplyva, ze b = 2a.

Ukéazeme teraz, ze vdaka predpokladu a < 60° nemoze druhd moZnost nastat,
teda ze stucet oboch uhlov ST'Sy a SQA; je mensi ako 180°. Na obr. 37 st vyznacené
jednoduchym obluc¢ikom uhly, ktoré sa zhoduji s uhlom SQT (vSade sa jedné o stthlasné
uhly alebo o uhly pri zdkladni rovnoramenného trojuholnika). Podobne dva oblaciky
vyznacujui uhly zhodné s uhlom ST'Q. Z trojuholnika ST'Q) navyse vyplyva, ze |£SQT|+
+ |[4STQ| = B8 > 60°. Z kombinacie uhlov pri bodoch @, T priamky BB; vidime, Ze
na vySetrovany sucet uhlov ST'Sy a SQA; ostava len 2 - 180° — 35 < 180°. Tym je
pozadovana vlastnost dokazana.

A-1-4

Aby sa dala jednoduchsie vyuzit podmienka celociselnosti, stcet z prvej vety zadania
prepiseme na jeden zlomok do tvaru

mp—1 ng-1 _ p(mp —1) +¢(ng —1)
q P pq

Citatel posledného zlomku je ndsobkom jeho menovatela, takze je delitelny ako prvo-
¢islom p, tak aj prvocislom ¢. Kedze prvy séitanec ¢itatela je ndsobkom p, musi nim byt
aj druhy sc¢itanec, teda p | ¢(ng — 1). Z nestudelitelnosti prvoéisel p, g odtial dostavame
p | ng — 1. Podobne mame q | p(mp — 1), ¢ize q | mp — 1.

Prirodzené ¢islo mp + (ng — 1) (ktoré mozno zapisat aj v tvare (mp — 1) + ngq) je
preto delitelné ako ¢islom p, tak aj ¢islom ¢, a teda aj (vdaka nesudelitelnosti p, q)
stuc¢inom pq. Pre jeho velkost potom plati odhad

mp+ng—12pg, odkial mp+ ng > pq.

Po vydeleni oboch stran ¢islom pq dostaneme nerovnost, ktori sme mali dokazat.

Pozndamka. KIucové tvrdenie pg | mp + ng — 1 mozno dokazat aj inak. Kedze p | ng — 1
a q| mp—1, nutne pq | (ng—1)(mp—1) = mnpg+1—mp—ngqg. Odtial pq | 1 —mp —ngq.

A-1-5

Oznacme S7, So stredy kruznic ki, ko. Nech P je taky bod kruznice ki, ze PS> je jej
priemerom. UkéZeme, ze hladanym pevnym bodom je P, t.j. dokdZeme, Ze stred tsecky
KL lezi s bodmi P, C na jednej priamke.

Aby usecka BC' pretala kruznicu ki, musi bod C' lezat vnutri kratsieho oblika AQ
kruznice ko, pricom S;Q je priemerom ks. Bod L je potom vnitornym bodom kratsieho
oblika AB a bod K vnutornym bodom kratsieho oblika PA kruZnice k; (obr. 38).
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K
A
C
P Q
kl k2
B
Obr. 38

KedZe kruznice maju rovnaké polomery, st trojuholniky S;.55 A, S1.52 B rovnostranné
a velkost stredového uhla BS7 A je 120°. Prislusny obvodovy uhol BP A mé preto velkost
60°. Navyse body A, B st simerne zdruzené podla priamky PS,, takze |PA| = |PB)|
a trojuholnik ABP je rovnostranny®. Vsetky obvodové uhly nad zhodnymi tetivami
PA, PB, AB maju teda velkost 60° (ak vrchol lezi na dlhSsom obliku), resp. 120°
(ak vrchol lezi na kratSom obliku). Pri tetive AB to plati aj pre obvodové uhly na
kruznici ko, kedZe obe kruznice sii zhodné.

Z uvedeného dostavame

|KACB| =60°,  |4PLB|=60°, |{PKA|=120°.

Z rovnosti prvych dvoch uhlov vyplyva rovnobeznost priamok PL a KC a z toho,
ze sucet prvého a tretieho uhla je 180°, vyplyva rovnobeznost priamok PK a LC.
Stvoruholnik PLCK je teda rovnobeznik, z ¢oho uz priamo vyplyva dokazované tvr-
denie (uhlopriecky rovnobeznika sa rozpoluji, takze priamka PC prechadza stredom
usecky KL).

Iné riesenie. Ozna¢me body rovnako ako v prvom rieSeni. Odlisnym spésobom doka-
zeme, ze PLCK je rovnobeznik.

K

B
Obr. 39

5 To ihned vyplyva aj z toho, ze P, B, Sa, A st styri zo Siestich vrcholov pravidelného Sestuholnika
vpisaného do k.
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Body A, B st stumerne zdruzené podla priamky PSs, preto s vyuZitim vlastnosti
obvodovych a stredovych uhlov dostavame

1
PLB| = |£PS;B| = 5| £AS; B = |LACB,

odkial vyplyva PL || KC. Stvoruholnik PLAK je teda lichobeznik, a kedze je tetivovy
(mé opisant kruznicu k;), musi byt rovnoramenny. Jeho uhlopriecky KL, PA st teda
zhodné, a kedZze z vysSie spomenutej simernosti mame |PA| = |PB|, plati tiez |KL| =
= |PB)|. Stvoruholnik K PBL je tetivovy a jeho protilahlé strany K L, PB st zhodné,

takze to tiez musi byt rovnoramenny lichobeznik” (obr. 39). Z toho uz dostavame PK ||
| LC.

Poznamka. Zadané tvrdenie plati, aj ked pripustime, Ze kruZnice k1, ko maja rézne po-
lomery, pricom Ss lezi na k1; v druhom uvedenom rieSeni sme nikde nevyuzili zhodnost
kruznic. V takom pripade vSak bod K moze lezat aj mimo kratsieho obluka PA, takze
treba osobitne rozligit dva pripady.

A-1-6

Pre k = 2 sa d4 nerovnost po vykréateni upravit na tvar %(a +b) > Vab, &o je znama
nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom platna pre Tubovolné kladné
a, b. Hladané najvicsie k je teda urcite aspon 2. Skiimajme dalej dani nerovnost len
za predpokladu k& = 2.

Ekvivalentnou upravou (kedze k + 2 > 0) dostaneme

2(a? + kab + b?) = (k + 2)(a + b)Vab

a po vydeleni oboch stran ¢lenom b? mame

(1/2 a a a
_ s > _ _
2<b2+kb+1):(k:+2)<b+1> .

Ozna¢me \/a/b = z. Zrejme z mdze nadobudnif fubovolni kladnt hodnotu. Dalej sa
preto staéi zaoberat nerovnostou

2zt 4+ kx? +1) 2 (k4 2)(22 + 1)z

a hladat najviicsie k také, Ze je splnené pre kazdé kladné x. Po jednoduchych tpravach
smerujacich k osamostatneniu k£ dostavame

7 Vyplyva to napriklad z rovnosti obvodovych uhlov PLB, KPL nad zhodnymi tetivami PB, KL,
alebo jednoducho zo stimernosti podla osi tsecky BL.
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pre x = 1 je posledna nerovnost splnena vzdy. Pre x # 1 nerovnost vydelime kladnym
vyrazom x(z — 1)? a ziskame priamo ohraniéenie pre k:

k M:zm(ﬁé). (1)

A

xT

Pre kladné = je x + 1/z 2 2, pricom rovnost plati jedine pre z = 1. Pre x # 1 vyraz
x+1/x nadobida vSetky hodnoty z intervalu (2, 00). Teda prava strana v (1) nadobuda
v8etky hodnoty z intervalu (6,00). Z toho je jasné, ze najviicsie k také, ze (1) plati pre
vsetky kladné x # 1, je k = 6.

Iné rieSenie. Zadant nerovnost ekvivalentne upravime:

2 (a+b)?+ (k—2)ab
. >/
k42 a+b = vab

2 a+b+k Vab
k+2\ Vab

>1. (2)

Ozna¢me z = (a + b)/Vab. Potom z > 2, pretoze (a +b) = Vab. Upravou (2) za
podmienky k + 2 > 0 ziskame

2 1
— k—2)—)] =21
k—|—2<x+( )x)_ ’

s k+2

x4 (k—2)20. (3)

Kvadraticka funkcia na lavej strane poslednej nerovnosti mé pre kazdé k koren x = 2
a jej koeficient pri kvadratickom ¢lene je kladny. Takze (3) plati pre kazdé x = 2 préave
vtedy, ked je vrchol paraboly tejto funkcie na ¢iselnej osi nalavo od bodu 2, teda prave
vtedy, ked

k
kt2 < 2, ¢ize k < 6.
4
Zdver. Hladana najvicsia hodnota je k = 6.
A-S-1

S¢itanim, resp. od¢itanim oboch rovnic a pravou dostaneme

— A(3 3
4(;1;—|—y) :4(3}34—:{/3)’ 2(5(3—y) _4(33 -y )7
2 2 resp. 1 2 2
(z+y) = (z+y)(a” —zy+y°), (@ —y) = (& —y)(@” +zy +y°).
Ak x +y = 0, tak dosadenim y = —x napriklad do prvej rovnice pévodnej sistavy

dostaneme 2z = 423, teda po tprave x(2z% — 1) = 0. Riesenim tejto rovnice st zrejme
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hodnoty r =0 a = = i%ﬂ, mame tak prvé tri rieSenia stistavy: usporiadané dvojice
0,0), (3V2,—3v2) a (—3v2,3V2).

Ak x —y = 0, tak dosadenim y = x do prvej rovnice dostaneme 4z = 423, &ize
z(x? — 1) = 0. RieSenim tejto rovnice st # = 0 a z = &1. Pre z = 0 dostaneme uz skor
objavené riesenie (0,0), pre z = £1 mame dalSie dve rieSenia sustavy (1,1) a (—1, —1).

Ostéva rozobrat pripad, ked st oba vyrazy = +y, © —y nenulové. Pri tejto podmienke
mozeme rovnice odvodené na zaciatku uvedenymi vyrazmi vydelit a dostaneme ststavu

rovnic ) )
1l=2"—zy+y~,

1
§:x2—|—xy+y2.

Z nej opit séitanim, resp. odéitanim oboch rovnic odvodime z? + y? = Jaxy= —i.
Na zéklade toho mame

(x+y)? =2 +y* +2zy =

A

=] W
N | =

teda x+y = % alebo x+y = —%. Hodnoty nezndmych z, y vieme potom podla Vietovych
vztahov dostat rieSenim kvadratickych rovnic

poti oy ety
——t——-=0, resp. —t——-=0.

2 4 P 2" 4

v e v . , 1 1 _ 1 1 , v s s v .
KedZe ich korefimi st t12 = 7 £ V5, resp. t34 = —5 =+ Z\/37 dostéavame Styri rieSenia

(t17 t2)7 (t27 tl)? (t37 t4)7 (t47 t3)
Zaver. Ststava ma spolu 9 roznych rieseni, st nimi usporiadané dvojice

(0,0), (%f—%\/i) <—%ﬁ,%¢§),(1,1), (-1, -1),

1 1 1 1 1 1 1 1

(ZJFZ\/E’ZL_Z\/E)’ (Z—Z\/g,erZ\/g),
1 1 1 1 1 1 1 1

(—Z'i‘z\/g,—zl—z\/g), (—Z—Z 5,—Z+Z\/g).

Z postupu vyplyva, ze vietky spliiaji povodni stistavu, sktska teda (pri tomto postupe)
nie je nutna.

Iné rieSenie. Ak |z| > 1, tak z prvej rovnice vyplyva |y| = |z|(42® — 3) > |z| > 1.
Z druhej rovnice nasledne rovnako odvodime |z| > |y|, ¢o je spor. Preto —1 < z <1
a existuje ¢ v intervale (0, ) také, ze x = cost. Dosadenim do prvej rovnice dostaneme
y = 4cos®t —3cost = cos 3t,® z druhej potom podobne x = 4 cos® 3t — 3 cos 3t = cos 9¢.

8 Na odvodenie rovnosti cos 3t = 4 cos® t — 3 cos t sta¢i pouzit znamy vzorec cos(a + b) = cosacosb —
— sinasinb.
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Preto musi platit cost = cos 9¢, odkial po tprave

cos 9t — cost =0,

S1n 9 S1n 9 5

sin 5t sin4t = 0.

Preto 5t alebo 4t musi byt ndsobkom 7. Spolu s podmienkou 0 < ¢t < 7 dostavame
rieSenia tvaru (cost, cos 3t) pre

T 2r m 3w 3w 4w
te 07_7_7_7_7_5_7_77-(- .
54 52 5745

(Skuska ani v tomto pripade nie je nutna.)

Iné rieSenie. Vyjadrenim y = 423 — 3z z prvej rovnice a dosadenim za y do druhej
dostaneme po uprave

x + 3(42° — 32) = 4(42® — 32)3,
25627 — 57627 + 4322° — 12023 + 8z = 0,

x(3220° — 722° + 542* — 152% + 1) = 0.

Mnoho¢len v zatvorke po substittcii 22 = z prejde na mnoho¢len §tvrtého stupiia 3224 —

— 7223 4 5422 — 152 + 1, ktory mdzeme rozlozif na sicin tak, ze uhddneme jeho korene
1

z =1 a2z = 5 a nasledne ho vydelime prislusSnymi koreniovymi ¢initelmi. Odvodena

rovnica pre neznamu x tak prejde na tvar
2z(x® — 1)(z® — 3)(162* — 122 + 1) = 0.

2

Doriesenim bikvadratickej rovnice 162* — 1222 + 1 = 0 (napriklad substitticiou 2 = 2)

uz lahko ur¢ime vsSetky riesenia. S nimi

x€ {o, +1, £1V2, i\/gi%\/g}

(treba sa presved¢it, ze vyraz pod odmocninou je pre kazdd kombinaciu znamienok
kladny). Ku kazdej z uvedenych deviatich hodnét x uz lahko dopocitame riesenie tvaru
(7,423 — 3x), skska opét vzhladom na postup nie je nutna.

A-S-2

Usetka BM je taznicou v trojuholniku ABC, deli ho teda na dva trojuholniky s rov-
nakym obsahom. Podla zadania mé jeden z tychto trojuholnikov rovnaky obsah ako

ACD. Tieto trojuholniky maji pritom zhodné vysky na strany AB, CD (ktoré sa
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zhoduju s vyskou uvazovaného lichobeznika). Vzhladom na ich obsahy teda plati |AB| =

—2/CD.
FE D C
M
A B

Obr. 40

Na priamke CD uvazujme taky bod E, ze D je stredom usecky CE (obr.40).
Z odvodenej rovnosti |AB| = 2|CD| vyplyva zhodnost tseciek CE a AB. Stvoruholnik
ABCE je preto rovnobeznik a bod M (ako stred jeho uhlopriecky AC) je sucasne
stredom jeho uhloprie¢ky BE. Usetka DM je teda strednou prie¢kou v trojuholniku
BCE, ¢ize je rovnobeznéa s jeho stranou BC, ¢o sme chceli dokazat.

Pozndmka. Dokaz rovnobeznosti priamok DM a BC mozno podobne urobit s vyuzitim
stredu F' zédkladne AB uvazovaného lichobeznika ABCD (¢im vznikne rovnobeznik
AFCD). Inym moznym postupom je zostrojit priese¢nik G priamok AD a BC' a vyuZit
vlastnosti strednych priecok v trojuholnikoch ABG a CGA.

A-S-3

Skimajme pre ktoré hodnoty n st jednotlivé ¢initele zadaného sti¢inu delitelné piatimi.
VypiSeme cinitele pre malé hodnoty n a vypiSeme tiez ich zvysky po deleni piatimi.

n| 1 2 3 4 5 6 7 8
2"+1 | 3 5 9 17 | 33 | 65 | 129 | 257

zvysok po deleni 5 | 3 0 4 2 3 0 4 2
3"+2 | 5 11 | 29 | 83 | 245 | 731 |2189|6 563

zvysok po deleni 5 | 0 1 4 3 0 1 4 3

Ako mozno uhddnut z tabulky, postupnost zvyskov ¢initela 2" 41 po deleni piatimi je
tvorend Stvoricou 3, 0, 4, 2, ktord sa periodicky opakuje. Dokézat to mozeme napriklad
tak, Ze ukaZeme, Ze ¢isla 2" + 1 a 2" + 1 davaju pre kazdé prirodzené n po deleni
piatimi rovnaky zvySok, teda Ze ich rozdiel je delitelny piatimi:

M) (@24 1) =2"T 2" =272 —1)=5-3.2",

Podobne postupnost zvyskov ¢initela 3™ + 2 po deleni piatimi tvori periodicky sa
opakujuca stvorica 0, 1, 4, 3, lebo rozdiel

(3" 4+2)— (3" +2)=3""*-3"=3"(3"-1)=5-16-3"
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je pre kazdé prirodzené n delitelny piatimi.

Z uvedeného vyplyva, ze 2™ + 1 je delitelné piatimi len pre n = 2,6, 10, ..., zatial
¢o 3" 4 2 je delitelné piatimi len pre n = 1,5,9,..., ¢ize pre Ziadne n nie st piatimi
delitelné oba ¢initele zadaného sucinu. Aby bol teda sucin delitelny ¢islom 5™, musi
nim byt delitelny jeden z éinitelov. AvSak pre kazdé n = 2 je zrejme 5" > 3™ + 2 a tieZ
5" > 2™ + 1, takze 5™ nemoze delif ani jedného z ¢initelov. Jedine pre n = 1 mame
5t = 3! + 2. Preto jediné vyhovujtce éislo je n = 1.

A-1II-1

Sucet S, najdeme tak, Ze zistime, kolkokrat sa ktord cifra nachadza vo vsetkych
uvazovanych ¢islach na mieste jednotiek, desiatok, stoviek, atd. Potom urcéime, aky
je ,prispevok” jednotlivych cifier do celkového suctu.

Ak je cifra 1 na mieste jednotiek, tak zvysnych n — 1 pozicii mozeme zaplnit 37!
sposobmi (pre kazda poziciu mame tri moznosti). Takto sme ale bohuzial zapocitali aj
¢isla zlozené len z jednotiek a dvojok, teda ¢isla neobsahujice aspon jednu cifru 3; tych
je zrejme 2”1, Takisto nesmieme zapocitat ani éisla zloZené len z jednotiek a trojok,
ktorych je tiez 2"~ !. (Stale pocitame s cifrou 1 na mieste jednotiek.)? Kedze ¢islo
zlozené zo samych jednotiek sa nachadza v obidvoch nespravne zapocitanych skupinach
(a Ziadne iné také ¢islo nie je), navySe sme zapocitali 2 - 2771 — 1 ¢&isel. Cifra 1 sa teda
na mieste jednotiek nachadza k-krat, pricom k = 3"~ —(2.2771 —1) =37~1 2" 4 1.

Rovnako vela krat sa nachddza cifra 1 aj na kazdej dalSej pozicii (za rovnakych
podmienok zapliiame vzdy n — 1 zvysnych pozicii). Pre prispevok p cifry 1 do celkového
suctu preto plati

10" —1

p:k:+10k3+100k+---+10"_1k:(1+10+100+---+10"‘1)k:Tk.

.....

kedZe na jednotlivych poziciadch sa tieto cifry nachddzaji rovnako vela krat ako cifra 1.
Spolu mame
0" -1, 2
Sn=p+2p+3p=0p=06-—5—k= 5(10” — (3" —2" +1).
Toto ¢islo je delitelné prvocislom 7 prave vtedy, ked je nim delitelny aspon jeden z ¢ini-
telov 10" — 1, 3"~1 — 27 + 1 (Cinitel % delitelnost siedmimi samozrejme neovplyviiuje).
VypiSeme cinitele pre malé hodnoty n a vypiSeme tiez ich zvysky po deleni siedmimi.

n 1 2 3 4 5 6 7 8
10" —1 9 99 999 | 9999 | 99999 [999999| ...
zvySok po deleni 7 2 1 5 3 4 0 2 1
3n=l—on 41 0 0 2 12 50 180 602 | 1932
zvysok po deleni 7 0 0 2 ) 1 5 0 0

9 Cisla majtce na zvysnych n — 1 poziciach len dvojky a trojky zapoéitavat budeme, pretoze pozado-
vanu aspoii jednu (a zaroven prave jednu) cifru 1 maji na mieste jednotiek.
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Ako mozno uhadnut z tabulky, postupnost zvyskov ¢initela 10™ —1 po deleni siedmimi
je tvorend Sesticou 2, 1, 5, 3, 4, 0, ktora sa periodicky opakuje!?. Dokazat to mozeme
napriklad tak, Ze ukdZzeme, Ze ¢isla 10” — 1 a 10"6 — 1 davaji pre kazdé prirodzené n
po deleni siedmimi rovnaky zvysok, teda Ze ich rozdiel je delitelny siedmimi:

(10"*% — 1) — (10" — 1) = 10""% — 10" = 10"(10° — 1) = 7 - 142857 - 10"

(Pri poslednej tuprave sa mozno vyhnaf priamemu deleniu a skonstatovat, Ze z malej
Fermatovej vety vyplyva 7 | 106 — 1.)

Postupnost zvyskov ¢initela 3"~ — 2" + 1 po deleni siedmimi je taktiez periodicka
a tvori ju opakujica sa Sestica 0, 0, 2, 5, 1, 5, pretoze rozdiel

(3n+5 _ 2n—|—6 + 1) _ (377,—1 _ 2n + 1) — (3n+5 o 37’L—1) _ (2n+6 o 2n) —
=3"1(3%—-1)-2"(2° - 1) =7-(104-3""t —9.2")

je pre kazdé prirodzené n delitelny siedmimi.

Z uvedeného vyplyva, Ze S, je delitelné siedmimi (t.j. dava zvySok 0 po deleni
siedmimi) prave pre tie prirodzené ¢isla n = 3, ktoré mozno zapisat v tvare 6m, 6m + 1
alebo 6m + 2 pre nejaké prirodzené cislo m, cize pre ¢isla n davajice po deleni Siestimi
zvysok 0, 1 alebo 2.

A—-1I-2

Aritmetickd postupnost A s prvym ¢lenom a a kladnou diferenciou d obsahuje prave

tie z ¢isel a?, a3, a*, a®, pre ktoré je prislusny rozdiel

(1)

celym nésobkom ¢isla d. Predpokladajme, Ze A obsahuje prave dve z &isel a?, a3, a*

CL5

Y

Ak a? € A, tak prvy rozdiel a(a—1) je celym nasobkom d. Ked%e a € Z, st potom aj

ostatné tri rozdiely v (1) (ktoré su o¢ividne celo¢iselnymi nasobkami prvého rozdielu)
celymi nasobkami d. To vSak znamen4, ze A obsahuje vSetky &isla a2, a3, a*, a®, ¢o je
v spore s predpokladom, Ze obsahuje prave dve z nich. Preto a? ¢ A, teda A obsahuje
prave dve z ¢isel a3, a?, a®.

Ak a® ¢ A, tak nutne a?,a® € A, ¢ize vyrazy

10 Pri vypliiani tabulky nemusime pracne delif siedmimi &isla 10 — 1. Staéi vyuzit, ze 10711 dava po
deleni siedmimi rovnaky zvysok ako 10-nasobok zvysku cisla 10™.
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st oba celociselné. Potom je celym ¢islom aj ich kombinacia

teda a? € A, ¢o je spor. Preto a® € A.

Dokézali sme, 7e hfadana aritmeticka postupnost .4 musi obsahovat é&islo a3. Pre jej
diferenciu d tak plati odhad d < a3 — a, pricom rovnost nastane (t.j. diferencia bude
najvicsia) v pripade, Ze a® je jej druhym ¢lenom. Aritmetickd postupnost s prvym
¢lenom a a diferenciou d = a® — a uréite neobsahuje ¢islo a?, obsahuje a® a obsahuje aj
a+ (a® +1)(a® — a) = a5. Stadi uz iba overit, ze neobsahuje a*. To vyplyva z toho!l,
Ze vyraz

a*—a a*—a a2—|—a+1_ 1

d ad —a a—+1 CL—'—a—f—l

nie je celym cislom pre ziadne kladné celé ¢islo a.

Zdver. Hladana postupnost je aritmetickd postupnost s prvym ¢lenom a a diferenciou
d=a®—a.

Pozndmka. Ak uhddneme vysledok a ukéZeme, ze postupnost s diferenciou d = a® — a
obsahuje a?, a® a neobsahuje a2, a*, na dokonéenie riesenia uz staci ukézat iba to, ze

.....

neobsahuje a? ani a®, musi teda obsahovat a* aj a® a z toho rovnako ako v uvedenom

rieseni mozno odvodit a? € A a tym dojst k sporu.
A—-1I-3

Oznacme k kruznicu opisant zadanému Sestuholniku. Kedze AB 1 BD, je k Téalesovou
kruznicou nad priemerom AD a stred S uhlopriecky AD je zaroven stredom kruznice k.

Dokézeme, Ze trojuholnik K LD ma pravy uhol pri vrchole D. Velkost uhla K DL
je suctom velkosti uhlov K DS a LDS. Trojuholniky K DS, KBS st zhodné podla
vety sus: stranu SK maju spolo¢ni, strany SD, SB st obe polomerom kruznice k
a uhol pri vrchole S maju trojuholniky zhodny, lebo SK je osou uhla BSP (obr.41).
Preto |[{KDS| = |£KBS|. Odtial vzhladom na to, ze BK je osou uhla SBP, vyplyva
|{KDS| = %|A{CBS|.

Analogickou tvahou (s vyuzitim zhodnosti trojuholnikov LDS, LES) dostaneme
|LLDS| = %|¢CQES|.

11 Argumentovat mozno aj takto: V predoslom odseku sme vSeobecne dokazali, ze ak a*,a® € A, tak
a? € A. My uz o A vieme, 7e obsahuje a® a neobsahuje a?. Preto neméze obsahovat a*.
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Obr. 41

Pre dokoncenie riesenia staci aplikovat zatial nepouzity predpoklad |BC| = |EF)|.
Vdaka nemu st podla vety sss trojuholniky BCS, EF'S zhodné (vSetky ich zvy$né
strany st polomermi kruznice k), teda |£CBS| = |{FES|. Spojenim odvodenych
poznatkov mame

1 1 1 1
[¢KDL| = |£KDS| +|4LDS| = |£CBS| + 3|£QES| = J|{FES| + ;|4QES| =

1 1
= 5(|4FES| + |4QES|) = 5 180° = 90°.

A-1I1-4

KedZe zadané rovnosti obsahuji zmieSané stucéiny premennych, vyhodné je skiimat druhta
mocninu suétu a + b+ ¢ + d. Upravou s dosadenim zadanych rovnosti dostaneme

(a+b+c+d)?=a>+b>+c*+d*>+2(ab+ cd + ac + bd + ad + bec) = )
=a®+ 0+ +d>+2(4+4+5)=a* +d*+b* + +26.
Vyuzijeme zndme nerovnosti a® +d? = 2ad, b> +c? = 2bc, v ktorych rovnost plati prave
vtedy, ked a = d a b = c. Na zaklade toho z (1) mame

(a+b+c+d)* = 2ad+ 2bc +26 =2 -5+ 26 = 36.

Preto pre kladné &isla a, b, ¢, d musi platit a +b+ ¢+ d = /36 = 6.
Rovnost plati prave vtedy, ked a = d a b = ¢. Dosadenim do pdvodnych rovnosti
dostaneme sustavu
2ab=4,  a*+b* =5,
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Tt mozno vyrieSif viacerymi roznymi postupmi. Napriklad mozeme vyjadrit
(a+b)?=0a®>+b*+2ab=5+4=09,

teda a + b = 3 (kedze a,b > 0). Podla Vietovych vztahov st a, b korerimi kvadratickej
rovnice 72 — 3x + 2 = 0, teda {a,b} = {1,2}. Lahko overime, Ze §tvorice a = d = 1,
b=rc=2,resp. a =d =2, b=c =1 skuto¢ne spliiaji zadané rovnosti a plati pre ne
a+b+c+d=6.

Odpoved. Najmen$ia mozné hodnota stétu a + b + ¢ + d je 6, dosahuju ju Stvorice
(1,2,2,1) a (2,1,1,2).

Iné riesenie. Z rovnosti ab + c¢d = ac + bd vyplyva a(b — ¢) = d(b — ¢), takze plati
a = d alebo b = ¢. Vzhladom na symetriu mozeme uvazovat iba vyhovujtce Stvorice
(a,b,c,d), v ktorych je d = a, a hladat tak najmensiu hodnotu saétu S = 2a + b + ¢ za
predpokladu, Ze kladné ¢isla a, b, c spliiaji rovnosti a(b + ¢) = 4 a a? + bc = 5.

PodTla Vietovych vztahov st potom kladné ¢isla b, ¢ korenmi kvadratickej rovnice

4
2 — 2+ (5—a*) =0.
a

T4 méa dva kladné (nie nutne roézne) korene préave vtedy, ked je jej diskriminant

16 )
D= —4(5-a”) = -

4(a? —1)(a® —4)

nezaporny a ked okrem nerovnosti a > 0 plati aj a? < 5. Dokopy to znamena, ze a €
€(0,1) U (2,V5).

Vsimnime si, ze pre a = 1 vychadzaju korene b = ¢ = 2, naopak prea =2 jeb=c=
= 1. V oboch tychto pripadoch ma zrejme vyraz S = 2a+ b+ c hodnotu 6. Ak ukdzeme,
Ze pre ostatné pripustné a plati S > 6, bude to znamenat, ze min S = 6 a ze (1,2,2,1)
a (2,1,1,2) st jediné stvorice davajuce najdené minimum (kedZe v oboch z nich plati
b = ¢, ziadne iné také stvorice — napriek obmedzeniu nasich tvah na prvi z moznosti
a = d, b = ¢ — neexistuji). Z vyjadrenia rozdielu S — 6 v tvare

2(a—1)(a—2)

4
S—6=2a+b+c—6=2a+—-—-6=
a

vidime, Ze ziadana nerovnost S > 6 naozaj plati pre kazdé a € (0,1) U (2, \/5)

Iné riesenie. Sé¢itanim rovnic ab+ cd = 4 a ad + bc = 5 dostaneme (a + ¢)(b+ d) = 9,
odkial podla AG-nerovnosti pre dvojicu ¢isel a + ¢ a b 4+ d obdrzime

(a+c)+ (b+d) =2/ (a+c)b+d) =2V9=6.

Rovnost nastane prave vtedy, ked bude platit a+c=b+d =3 (atieza+b=c+d =3,
¢o odvodime rovnakou tivahou z podobne ziskanej rovnosti (a + b)(c + d) = 9). Z toho
uz lahko zistime (napr. postupom ako v zdvere prvého rieSenia), Ze minimélnu hodnotu
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a+ b+ c+d =6 davaja len vyhovujice stvorice b=c=1aa=d=2,resp. b=c=2
aa=d=1.

A-III-1
Zadany vyraz mozno jednoduchou tpravou rozlozit na saéin:
n* =302 +9=n*4+6n>+9-9n% = (n?+3)%> - (3n)* = (n*+3n+3)(n* —3n +3).

Oba ¢initele st celymi ¢islami, teda delitelmi sti¢inu. Aby sté¢in bol prvocislom p, musi
byt niektory z ¢initelov rovny 1, resp. —1 (a druhy p, resp. —p). AvSak diskriminant
oboch kvadratickych ¢initelov je (+:3)% —4-4 = —3, teda zdporny, ¢ize oba nadobtidajt
len kladné hodnoty. Vzhladom na to nemozu nadobtidat hodnotu —1 a sta¢i uvazovat
kvadratické rovnice

n>+3n+3=1 a n?>—3n+3=1.

RieSenim prvej rovnice st hodnoty n = —1 a n = —2, pre ktoré druhy cinitel
nadobiida hodnoty 7 a 13, ¢o st prvocisla.

RieSenim druhej rovnice st n = 1 a n = 2, pre ktoré prvy ¢initel nadobuda opét
prvociselné hodnoty 7 a 13.

Odpoved. Zadany vyraz je prvocislom prave vtedy, ked n € {—2,—-1,1,2}.
A —-1III -2

Ozna¢me T tazisko trojuholnika ABC a K, L, M stredy stran BC, C A, AB. Taznice
delia trojuholnik ABC' na Sest mensSich trojuholnikov s rovnakym obsahom: Napr.

trojuholnik AMT mé stranu |AM| = %c a jeho vyska na stranu AM m4 zrejme velkost

%vc, takze Sapr = % . %c- %UC = % . %c C Ve = %SABC a analogicky to plati aj pre
zvySnych pit trojuholnikov.

Uloha uréit najvicsi mozny obsah trojuholnika ABC je teda ekvivalentné s tlohou
uréit najviacsi mozny obsah jedného zo Siestich mensich trojuholnikov — vysledok staci

vynasobit Siestimi.
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Uvazujme napriklad trojuholnik AT'L (obr.42). Pre jeho dve strany plati

2 4 1
|AT| = —t < 3’ ITL| = —tb <1
Preto pre jeho obsah dosta,vame

2

1 2
Sarr = §|AT| ~|TL|-sin|LATL| < -1-sin|LATL| = —sm|ACATL| < - 3

L\Dlr—l
wln-lk

Tym sme dokézali, ze obsah trojuholnika ABC ktorého tazmce spliaji zadané nerov-
nosti, nemoze byt vicsi ako 6- 2 = 4. Pritom rovnost Sary;, = (t. j. Sapc = 4) nastane
len vtedy, ked t, =2, t, = 3 a |4(ATL| 90°.12

Trojuholnik ABC' s takymito vlastnostami vieme Tahko ,zrekonstruovat®: Najskor
narysujeme pravouhly trojuholnik ATL, v ktorom pozname dlzky oboch odvesien
|AT| = 4, |TL| = 1 a nésledne zostrojime bod C ako obraz bodu A v stredove;
sumernosti so stredom L a bod B ako obraz bodu L v rovnolahlosti so stredom T
a koeficientom —2 (obr.43). Staci uz len overit, Ze v takomto trojuholniku ABC' plati

t. < 4.
C

[N

A
Obr. 43

Dizku t. mozno vypoéitat roznymi spdsobmi. Napriklad v pravouhlom trojuholniku
ABT mé prepona AB podla Pytagorovej vety dlzku

AB| = VIATE+ [TBE =[5 +1= 1/ = Vi3,

takze velkost polomeru Télesovej kruznice nad priemerom AB je

1 1

Odtial t, = 3|MT| = V13 < 4.13
Odpoved. Najvicési mozny obsah trojuholnika ABC' je 4.

12 Rovnaky vysledok vieme lahko dostat aj bez pouzitia funkcie sinus: Pre vysku v na stranu AT
v trojuholniku ATL zrejme plati v £ |T'L|, takze Sarr = %’U‘AT‘ < %|TL||AT|, pri¢om rovnost
plati, ked AT L TL.

Ak si nevS§imneme Télesovu kruznicu nad AB, moZzeme postupovat tak, Ze aj z pravouhlych troj-
uholnikov AT'L a BTK dopocitame prepony, ktoré sii polovicami stran b, a trojuholnika ABC:

%b: 1/1—1—% = g, %a = \/4—|—% = %\/10. Teda a = %\/10, b = %, c = 2 13 a na vypocet

taznice moéZeme pouzif zndmy vzorec t. = % 2a2 + 2b2 — ¢2

13
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Iné riesenie. Obsah trojuholnika ABC mozno vypocitat podla vzorca

1
Sapc = 3\ 260+ 42+ 1262) = (th + 1} + 1) 1)

Tento vzorec mozno Tahko odvodit nasledovnou vahou: Ak zobrazime trojuholnik ABC
v stredovej stimernosti so stredom K (pri oznaceni bodov ako v prvom rieseni) a obrazy
bodov M, A ozna¢ime M’, A’, tak trojuholnik BM'L mé zrejme dlzky stran rovné
ta, ty, te (obr.44). Pritom jeho obsah tvori % obsahu rovnobeznika ABA'C, &ize 3

obsahu trojuholnika ABC'. Takze podla Herénovho vzorca mame Sapc = % SBM/L

1
= é\/u(u —tq)(u —tp)(u — t.), pricom u = %(ta +ty +tc), a po tprave dostaneme (1).

c M’ A’

A M B
Obr. 44

Ozna¢me t2 = z, t? = y, t2 = 2. Vyraz na pravej strane (1) ma najvécsiu hodnotu
vtedy, ked v iom maé najvic¢siu hodnotu vyraz pod odmocninou. Zabudnime teda na
geometricky vyznam vzorca a hladajme najviésiu mozni hodnotu vyrazu

V =2(zy +yz + zx) — (22 + 5y + 2?)

pri podmienkach 0 S 2 <4, 0y <9,0 =< 2z £ 16.
Ak zvolime hodnoty z, y pevné, vyraz V je kvadraticky v premennej z. Upravou na
Stvorec dostaneme

V=—(z—(r+y) +4ay <dzy <4-4.9 =144,

Rovnost pritom nastane pre x =4, y = 9 a z = x + y = 13. Nasli sme teda najvic¢siu
mozna hodnotu vyrazu V pri stanovenych podmienkach. Ked tento vysledok dosadime
do (1), obdrzime

1 1
Supc = §\/V < g\/144 =4.

Rovnost Sagc = 4 je splnend pre trojuholnik s taznicami t, = V4 = 2, t, =
=9 =3 at, = V13 < 4. Trojuholnik s takymito dizkami faznic naozaj existuje
— uvedené dlzky totiz splhaji trojuholnikové nerovnosti (2 + 3 > 1/13), takze vieme
zostrojit trojuholnik BM'L z obr.44 (|BM'| = t. = /13, |M'L| = t, = 2, |LB| =
= t, = 3) a nésledne dorysovat trojuholnik ABC (bod K je taziskom trojuholnika
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BM'L, vrchol C je obrazom B v stredovej simernosti podla K, vrchol A je obrazom
C' v stredovej simernosti podla L).

A-1III-3

Ekvivalentnymi pravami nerovnosti zo zadania (s vyuZitim toho, Ze vyraz 1 + 22 je
kladny pre kazdé x € R) dostaneme

100 [(u — v)(1 — uv)|
100‘u—v—u v+ uv |

(1+u?)(1+0?),
(1+u?)(1+v%),
1

100
U v 1

— . 1
1+u? 1402 100 (1)

A NIA

A

|u(1+v2)—v(1+u )| (1+u2)(1+v2),

Vsetky hodnoty funkcie
x

=— R

lezia v intervale (—1, 1), pretoZe pre kazdé redlne &islo x plati

(1-x)* 20, (1+x)* 20,
1+ 22 2 2z, N 1+ 2% > -2z,
1, = o
2 = 1+ 22 2 = 14 22

Rozdelme interval (—3, 3) s dlzkou 1 rovnomerne na sto malych intervalov s dlzkou 155 .
Podla Dirichletovho principu medzi Iubovolnymi 101 ¢islami nédjdeme dve éisla u, v
také, ze f(u), f(v) lezia v tom istom malom intervale. Pre tito dvojicu zrejme plati
|f(u) — f(v)] £ 155, €o je presne nerovnost (1), ktord je ekvivalentné so zadanou ne-
rovnostou.

A-TII1-4

Kedze stucet obsahov oboch casti, na ktoré priamka deli rovnobeznik ABCD, je stéle
rovnaky, 1i$if sa buda ¢o najviac prave vtedy, ked mensi z obsahov bude najmensi
mozny. RieSenie zacneme pozorovanim, ze ak bod X lezi v strede rovnobeznika ABCD,
tak kazda priamka, ktord nim prechadza, deli rovnobeznik na dve c¢asti s rovnakym
obsahom. Obe casti st totiz v takom pripade zhodné — jedna sa zobrazi na druhu
v stredovej simernosti podla stredu X (obr. 45).

Uvedeny fakt vyuzijeme aj pri vSeobecnej polohe bodu X. Predpokladajme, ze bod
A’ ktory je obrazom bodu A v stredovej simernosti podla X, lezi vnutri rovnobeZnika
ABCD. Ak oznacime K, L, M, N postupne stredy stran AB, BC, CD, DA a S
stred rovnobeznika ABC D, tak opisana situécia nastane prave vtedy, ked X lezi vnutri
rovnobeznika AKSN (obr.46).
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Obr. 45 Obr. 46

Bodom A’ vedme rovnobezky so stranami rovnobeZnika a ich priese¢niky so stranami
AB a AD oznaéme P a Q. Stvoruholnik APA’Q je zrejme rovnobeznik a bod X je
jeho stredom. Preto kazda priamka prechadzajica cez X rozdeluje APA’Q na dva
utvary s rovnakym obsahom. Kazdy z tychto dvoch utvarov pritom patri do inej
Casti rovnobeznika ABCD (obr.47a), takze ziadna z dvoch ¢asti rovnobeznika ABC' D
nemoze mat obsah mensi ako polovica obsahu rovnobeznika APA’(). Najmensi obsah
mensSej Casti dosiahneme, ked okrem tutvaru pochédzajuceho z rovnobeznika APA'Q
nebude ¢ast obsahovat nic¢ iné, ¢o je mozné len v pripade, Ze deliaca priamka je totoznéa
s priamkou PQ (obr.47b).

D C D C
fq / /Q‘VA/ /
A P B A P\ B

Obr.47a Obr.47b

Ak bod X lezi vnutri rovnobeznika K BLS, SLCM, resp. NSMD (obr.46), de-
liacu priamku zostrojime obdobnym postupom: Pomocou obrazu bodu B, C resp. D
v stredovej stmernosti podla X zostrojime mensi rovnobeznik, ktory lezi cely vnutri
rovnobeznika ABCD, mé stred X a dve jeho strany leZzia na stranidch poévodného
rovnobeznika. Rozdelujicou priamkou musi byt uhlopriecka mensieho rovnobeznika
oddelujtca jeho polovicu od zvysku rovnobeznika ABCD.

Ostéava vySetrit pripad, ked X lezi vnutri jednej z tsefiek KM, NL (mimo stredu
rovnobeznika ABCD). Aj v tejto situdcii vieme zostrojit mensi rovnobeznik, ktory cely
lezi v rovnobezniku ABCD, bod X je jeho stredom a strany (tentoraz az tri) ma na
stranach pévodného rovnobeznika.

Ak X lezi vnutri tsecky K .S, tak takym rovnobeznikom je ABA’B’, pricom A’, B’ st
obrazy bodov A, B v stredovej simernosti podla X. Aj v tomto pripade musime deliacu
priamku cez X viest tak, aby jedna z Casti rovnobeznika ABC' D neobsahovala okrem
utvaru pochadzajiceho z rovnobeznika ABA’B’ ni¢ iné. Je zrejmé, ze vyhovujicou
bude prave kazda priamka U X, kde U je lubovolny bod tisecky AB’ (obr. 48a, b).
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D C D C
5/ [y 15 /v
M \{
A B A \ B
Obr. 48a Obr. 48b

Analogicky ndjdeme deliace priamky v pripade, ze X lezi vnutri niektorej z tiseciek
SM, NS ¢i SL.
Zaver. Ak X je stredom rovnobeznika ABC D, riesenim je Iubovolnd priamka precha-
dzajuca cez X. Ak X lezi mimo tseCiek KM, N L, rieSenim je jedina priamka. Ak X
lezi vnutri niektorej z tseciek K.S, SM, NS, SL, rieSenim je nekonecne vela priamok.
V kazdom z tychto pripadov je konstrukcia zrejma z predoslych uvah.

A-1III -5

Rozdelenie vyhovujice zadaniu priamo neskonstruujeme, iba dokazeme, ze také roz-
delenie existuje. VSetkych moznych rozdeleni 90 deti na tri 30-clenné skupiny (pokial
nezalezi na poradi skupin) je dokopy

90\ [60\ 1
V= (30> ' (30> 3

pretoze kazdé také rozdelenie mozeme vytvorit tak, Ze najskor vyberieme zo vSetkych
deti jednu 30-Clennti skupinu a potom zo zvysnych 60 deti vyberieme druhti 30-¢lenntu
skupinu. Tretia skupina bude tvorena defmi, ktoré ostali (¢lenom 3! treba vysledny sucin
prirodzene vydelit, kedZe kazdé rozdelenie sme zapocitali pre kazdé mozné poradie troch
skupin).

Rozdelenie nazveme zI€ kvoli dietatu A, ak pri fiom diefta A nemé vo svojej skupine
ziadneho kamarata. Zaoberajme sa tym, kolko je vSetkych zlych rozdeleni (teda takych,
ktoré nevyhovuji zadaniu), ich pocet ozna¢me Z. Staci, ak ukazeme, Ze zlych rozdeleni
je menej ako vsSetkych, t.j. Z < V.

Skumajme, aky je pocet rozdeleni, ktoré su zlé kvoli A —ich pocet ozna¢me Z 4. Ak
A mé medzi vietkymi n kamaratov (Cize ma 89 — n ,nekamaratov®), tak existuje'4

89 —n
29
30-¢lennych skupin, v ktorych je A spolo¢ne s dalsimi 29 detmi, z ktorych ani jedno nie
je jeho kamarét. Pre kazda takuto skupinu vieme zvys$nych 60 deti rozdelit

60\ 1
30/ 2

14V pripade, Zze n > 60, tak prirodzene neexistuje Zziadne rozdelenie zlé kvoli A. Aby sme sa vyhli
rozoberaniu osobitnych pripadov, dodefinujeme, tak ako je zvykom, (l;) = 0 v pripade, ze k < [.
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sposobmi na dve 30-¢lenné skupiny (stale neberieme ohlad na poradie skupin). Takze

pocet rozdeleni zlych kvoli A je
89 —n 60\ 1 59 60\ 1
Za = . .z . .z (1)
29 30/ 2 29 30/ 2
(v nerovnosti sme vyuzili zadané ohrani¢enie n = 30, ¢ize 89 — n < 59 — zrejme z ¢im
viésej mnoziny 29 prvkov vyberame, tym viac kombinacii dostaneme).

.....

A

jednotlivé deti (kazdé zlé rozdelenie je totiz zlé kvoli jednému alebo viacerym detom).
Kedze deti je 90, podla (1) mame

59 60\ 1
< . . -
2290 <29) (30) 2

Na dokaz nerovnosti Z < V tak stadi dokdzat nerovnost

90-(30) (20) < (30)  (30) 30 2

ktoru ekvivalentne upravime:
59 90\ 1
45 - .z
(29) < (30) 6

500 _ 0!

29130 ~ 30!- 60!’
6-45-59-58-...-30<90-89-...-61,
90 89 61
=L 3
59 58 30 3

6-45

6-45 <

.....

nerovnost (3) a teda aj (2) plati, ¢o znamend, Ze existuje rozdelenie, ktoré nie je zlé.
A-1III-6

Najskor odhadneme lavii stranu prvej rovnice danej stistavy pomocou nerovnosti 42 <
< 2* + 4, ktora je splnené pre lubovolné relne ¢islo x, pretoZe je ekvivalentné s nerov-
nostou 0 < (22 — 2)2. Rovnost v nej nastane prave vtedy, ked 22 = 2, t.]. prave vtedy,
ked x = /2 alebo x = —/2.
Dostaneme tak
422 +y? <ot 4 y? 4+ 4 = 5yz.
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Analogicky odhadneme aj lavé strany zvy$nych dvoch rovnic ststavy. Obdrzime tak
trojicu nerovnic
42?4+ % < byz,

4y + 22 < ba, (1)
42% + 2% < bay.

Ich suctom dostaneme po jednoduchej Gprave nerovnicu
2?2+ % + 22 S ay+yz + 2y,
ktoru ekvivalentne upravime na tvar
(=9 + -2+ (z—2)* 0. (2)

Stcet druhych mocnin neméze byt zdporny. Preto v nerovnici (2) nutne nastava rovnost,
t.j. plati z = y = z. Rovnost musi ale platif tiez v kazdej nerovnici v (1). Odtial vyplyva

r=y=2z=+v2 alebo z=y=z=—V2

Skuskou sa Tahko presvedéime, Ze obe ndjdené trojice danej stustave vyhovuju.

Zaver. Dané sustava rovnic ma v obore realnych ¢isel prave dve riesenia, si to trojice

(V2.V2V2) & (V2 ~V2.~V2).
Iné rieSenie. Po substiticii z = v2a, y = v/2b, z = v/2¢ (ktort prirodzene urobime,
aby ststava mala trividlne rieSenie a = b = ¢ = +1) rieSime stustavu

4a* + 2b* + 4 = 10bc,

4b* + 2¢* + 4 = 10ca, (3)

4c* + 24 + 4 = 10ab.

Pritom podla nerovnosti medzi vazenym aritmetickym a geometrickym priemerom
(nezapornych) &isel a, b*, a2, b?, 1 mame

4 440242
2a* + 2b -ll_Oa Rl V/al0p10 = |ab| > ab,

teda 2a* + 2b* + a® + b% 4+ 4 > 10ab. S¢itanim tejto nerovnosti s dvoma nerovnostami,
ktoré z nej ziskame cyklickou zdmenou premennych, dostaneme, Ze stcet Tavych stran
nastane v pouzitych AG-nerovnostiach, teda ked a? = b? = ¢ = 1. Pritom a, b, c musia
maf totozné znamienka, aby platila rovnost v nerovnosti |ab] = ab a v podobnych
nerovnostiach s premennou c. Teda jedinym rieSenim ststavy (3) st trojice (1,1,1)
a (—1,—1,—1), ktorym zodpovedaju rovnaké trojice (z,y, z), aké sme nasli v prvom
rieSeni (a urobili pre ne skusku).



Pripravné sustredenia pred IMO a MEMO

Pred medzindrodnou matematickou olympiddou (IMO) a stredoeurépskou matema-
tickou olympiddou (MEMO) sa kazdoro¢ne kona jedno vyberové a jedno pripravné
sustredenie pre najlepsich rieSitelov celostatneho kola kategérie A (CKMO). Od
55.rocnika MO sa navysSe kazdoroc¢ne kona aj spolo¢né pripravné sustredenie ceského

a slovenského IMO-druzstva.

Po vyberovom ststredeni SK MO vyberie 6 najlepsich studentov do reprezentac-
ného druzstva Slovenska pre IMO a urc¢i jedného ndhradnika. Spomedzi tych, ktori
sa nedostali na IMO a zarovenl nie st v maturitnom roéniku (t.j. maji moznost
sutazit v MO aj nasledujuici skolsky rok), vyberie SKMO najlepsich 6 Studentov do
druzstva pre MEMO. Na vyberovom ststredeni pred IMO sa zGcastnilo 17 sutaziacich,
najuspesnejsich riesitelov tretieho kola MO kategérie A. Sustredenie sa konalo v diioch

18.-25.4. 2012 v Bratislave. Ulohy zadévali lektori z FMFI UK Bratislava:

Dominik Csiba, Mgr. Richard Kollar, PhD., Glohy 1 — 4,
Be. Tomas Kocak, tlohy 5 — 7,

RNDr. Tomas Jurik, PhD., Mgr. Martin Kollar, PhD., Glohy 8 — 11,

Peter Csiba, Jakub Santer, Matus Stehlik, tlohy 12 — 15,
Filip Sladek, tlohy 16 — 18.

Kazdy den sStudenti riesili sériu troch ¢i styroch tloh pri podobnych podmienkach
ako na IMO. V poobednajsich hodinach sa konal spolo¢ny rozbor tloh s lektorom. Na
konci stustredenia sa ziskané body za jednotlivé dni sc¢itali a s prihliadnutim na vysledky

tretieho kola MO boli vybrané Sestélenné druzstva pre ucast na IMO a MEMO.

Vysledky sustredenia:

Martin Vodicka 81 Bui Truc Lam
Miroslav Stankovi¢c 66,5 Sona Galovicova
Eduard Batmendiyn 65,5 Marta Kossaczkad
Michal Toth 58 Patrik Bak

Marian Horndk 49 Tomas Gonda
Kldra Fickovad 46,5 Pavol Koprda
Jakub Safin 46 Monika Danilakova
Filip Hanzely 42,5 Tamas Balogh

Viadimir Macko 42,5

42
40,5
37,5
36,5
33,5
33,5
21,5
16
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Poradie po zohladneni vysledkov CKMO:

1. Martin Vodicka 119 10. Viadimir Macko 58,5
2. Miroslav Stankovi¢c 95,5 11. Sona Galovicova 55,5
3. Eduard Batmendiyjn 84,5 12. Bui Truc Lam 55
4. Marian Hornak 83 13. Patrik Bak 53,5
5. Klara Fickova 74,5 14. Pavol Koprda 47,5
6. Michal Toth 71 15. Tomas Gonda 46,5
7. Jakub Safin 66 16. Monika Danilakovd 35,5
8. Filip Hanzely 62,5 17. Tamds Balogh 29
9. Marta Kossaczkd 59,5

Pripravné sustredenie sa konalo v diioch 3.—-8.6. 2012 v Bratislave. Stustredenie bolo
zamerané obzvlast na pripravu reprezentacnych druzstiev na IMO a MEMO. Lektormi
boli studenti a ucitelia z FMFI UK Bratislava:

Be. Tomas Kocak (geometria),

Mgr. Richard Kollar, PhD. (tedria ¢isel),

Matus Stehlik (algebra),

Mgr. Peter Novotny, PhD. (analytickd geometria),
Filip Sladek (algebra),

Peter Csiba (kombinatorika).

V poradi siedme spolocné stustredenie ceského a slovenského druzstva sa uskutoc-
nilo v diioch 17.-22.6. 2012 v CR v Uherskom Hradisti v regiondlnom vzdeldvacom
stredisku Eduha. Ststredenie sa uskutocnilo pod zastitou Spole¢nosti Otakara Bortuvky
a bolo finan¢ne zabezpecené z nestatnych prostriedkov. Pedagogicky dozor slovenskym
(a na mieste aj Ceskym) Studentom robil Bc. Tomas Kocédk z FMFI UK Bratislava.
Odborné prednasky viedli

doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., MU AV CR, Brno (teéria ¢isel),

RNDr. Pavel Caldbek, PhD., PF UP, Olomouc (funkc. rovnice a iné algebraické 1l.),
Mgr. Martin Pandk, PhD., MU AV CR, Brno (kombinatorika),

RNDr. Jaroslav Svréek, CSc., PF UP, Olomouc (syntetick4 planimetria).

Zadania sataznych aloh vyberového sustredenia pred IMO

1. Nech W je vnatorny bod trojuholnika ABC. Bodom W vedieme priamky p,
P2, p3 rovnobezné so stranami trojuholnika AB, BC' a C'A, ktoré pretinaju
strany trojuholnika ABC' postupne v bodoch K (p; N CA), N (p1 N BC),
L (p2NAB), O (p2NCA), M (ps N BC) a P (p3s N AB). Uhlopriecky KB,
LC a M A lichobeznikov ABNK, BLOC a CM PA delia trojuholnik ABC' na
sedem casti, z ktorych Styri s trojuholniky. Dokéazte, ze stucet obsahov troch
z tychto trojuholnikov, ktoré lezia pri strandch trojuholnika ABC, je rovny
obsahu $tvrtého (vnitorného).

2. Dané je prirodzené ¢islo n = 2. Mnozina M uzavretych intervalov mé tieto
vlastnosti:
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(i) Pre kazdy interval (u,v) € M plati, ze u aj v su prirodzené ¢isla, 1 < u <
<v<n.

(ii) Pre kazdé dva rozne intervaly I € M a J € M plati I C J, alebo J C I,
alebo I NJ = .

Urcte najvacsi mozny pocet prvkov mnoziny M.

Néajdite najmensie realne ¢islo k také, Ze plati: ak je dany lubovolny trojuholnik
ABC so stranami a < b < ¢, tak existuje

a) rovnoramenny trojuholnik XY 7,

b) pravouhly rovnoramenny trojuholnik XY 7,
ktory obsahuje trojuholnik ABC', a pre ktorého obsah plati

Sxvyz < kb*.

c) Ako sa zmeni vysledok v ¢asti b), ak predpokladame, ze trojuholnik ABC
je ostrouhly?

Dané sa kladné celé ¢isla n a k, n > k. Dokézte, ze existuju celé kladné cisla
c1,Ca, ... ,c, také, Ze nerovnost

k(er+ - +cr)+(n—k)(cogr + -+ ¢n) S
<pler+-+cp)+(n—p)cpsr + - +cn)

plati pre vSetky p € {1,2,... ,n —1}.

Dané st dve kruznice, ktoré maja vnutorny dotyk v bode M a priamka, ktora
sa dotyka vnutornej kruznice v bode P a pretina vonkajsiu kruznicu v bodoch
@ a R. Dokézte, ze uhly QM P a RM P st zhodné.

Najdite najvicsie prirodzené ¢islo k, pre ktoré plati: Mnozina prirodzenych ¢isel
sa da rozdelif na k navzdjom disjunktnych podmnozin Ay, A, ..., Ay takych,
ze pre vsetky prirodzené ¢isla n = 15 a vSetky i € {1,2,... ,k} existuju dva
rozne prvky z mnoziny A;, ktorych stucet je n.

Nech n je dané prirodzené cislo. Najdite vsetky funkcie f:7Z — 7Z také, ze pre
vSetky celé cisla x a y plati

flx+y+ fly) = f(z) +ny.

Néjdite minimum vyrazu a* + b* 4 ¢* — 3abc pre redlne &isla a, b, ¢ splhajice
podmienky a =2 1aa+b+c=0.

Nech ABCDE je tetivovy patuholnik. Oznac¢me a, b, ¢, d postupne vzdialenosti
priamok BC', CD, DE a BE od bodu A. Vyjadrite d pomocou a, b, c.

Sachovnica 8 x 8 je bez medzier pokrytd 32 kamenimi domina. Potom k $a-
chovnici priddme na koniec prvého riadka deviate policko. Je dovolené vziat
Iubovolny kamen domina a umiestnit ho na Tubovolné dve prazdne susedné
policka upravenej Sachovnice. Dokézte, Ze takymi tahmi sa daju vSetky kamene
domina ulozif vodorovne.
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Dokazte, ze pre kazdé prirodzené cislo d existuje také prirodzené cislo n, ktoré
je delitelné ¢islom d, a aj ¢islo, ktoré vznikne vyskrtnutim vhodnej nenulovej
Cislice z ¢isla n, je delitelné ¢islom d.

Nech z, y a z st kladné celé ¢isla také, ze 1/2—1/y = 1/z. Nech d je najviacsim
spolo¢nym delitelom x, y a z. Dokézte, Ze obe ¢isla dxyz a d(y—x) st Stvorcami
celych cisel.

Najdite vsetky konec¢né mnoziny A nezapornych realnych cisel, pre ktoré platia

obe podmienky:

(i) mnozina A obsahuje aspon 4 ¢isla;

(ii) pre Iubovolné 4 rozne &isla a,b,c,d € A je ¢islo ab + cd tiez prvkom
mnoziny A.

Tri rézne body A, B a C lezia na priamke v tomto poradi. Nech £ je kruznica
prechadzajica cez A a C, ktorej stred nelezi na priamke AC. Doty¢nice ku k
v bodoch A a C sa pretinaji v bode P. Use¢ka PB pretina kruznicu k v bode Q.
Dokéazte, ze priesecnik osi uhla AQC' s priamkou AC' je rovnaky nezavisle na
vybere kruznice k.

Do triedy chodi koneény pocet dievéat a chlapcov. Zivd skupina chlapcov je
taka, ze kazdé dievéa pozna aspon jedného chlapca zo skupiny. Podobne, Zivd
skupina dievcat je taka, ze kazdy chlapec pozna aspon jedno dievca zo skupiny.
Dokéazte, ze pocet zivych skupin chlapcov mé rovnaku paritu ako pocet zivych
skupin dievéat. (Poznanie sa je vzajomné, ak Fero pozné Anicku, tak aj Anicka
pozna Fera).

Majme pevne dané prirodzené c¢islo n. Najdite vSetky n-tice celych c¢isel
(ai,...,ay), ktoré spliuju obidve nasledovné podmienky:
(i) a1 +az+ -+ a, 2 n?
(i) a? +a3+---+a2 <n3+ 1.
Nech ABC je rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou AB. Dalej nech M je
stred AB a P je bod vnutri trojuholnika ABC' taky, ze |[{PAB| = |{PBC]|.
Dokazte, ze

|LAPM|+ |£BPC| = 180°.

Nech n je neparne prirodzené cislo. Najdite vSetky funkcie f:Z — Z také, aby
pre vSetky celé ¢isla x a y platilo f(x) — f(y) | ™ — y™.



1. Cesko-polsko-slovenské stretnutie juniorov

V termine 20.-23.5. 2012 v Mszane Dolnej v Polsku sa uskutoc¢nil prvy roc¢nik
sutaze, ktora dostala nazov Cesko-polsko-slovenské stretnutie juniorov. Za vznikom
sutaze stali organizatori z Polska, kde sa v $kolskom roku 2011/2012 konala po prvy
raz sutaz Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow, teda matematicka olympiada pre
Studentov tzv. gymnéazii. (Skolsky systém v Polsku je nasledovny: ziaci prvych 6 rokov
navstevuja zékladnu skolu, dalsie 3 roky Studuji na gymnéziu a dalsie 3 roky na lyceu,
z ktorého mozu dalej pokracovat v §tidiu na vysokej skole. Do skolského roku 2010/2011
organizovali v Polsku len Olimpiadu Matematycznu, teda sutaz pre Studentov lycei.)

Kolegovia z Polska sa rozhodli vyvrcholit svoju nova stfaz medzinarodnym kolom,
a kedze sa s organizatormi MO zo Slovenska a CR poznaju uz dlhé roky vdaka
sutazi Cesko-polsko-slovenské stretnutie, ktort kazdoro¢ne organizujeme pre druzstva
IMO, oslovili nas s ponukou usporiadania podobného stretnutia pre mladsich ziakov.
Vzhladom na charakter sutaze v Polsku sme sa rozhodli na tato stfaz nominovat
najlepsich riesitelov krajského kola v kategérii C. Vyber druzstva bol urobeny na
zéklade koordinécie rieseni najlepsich cca. 20 studentov. Slovensko tak reprezentovali

Patrik Bak, Gymnazium Kpt. Nalepku, Sobrance,
Ddvid Bugdr, Gymnazium H. Selyeho, Koméarno,

Ema Krakovskda, Gymnéazium Grosslingova, Bratislava,
Tamds Pammer, Gymnazium I. Madécha, Samorin,
Samuel Sucik, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava,
Bui Truc Lam, Gymnéazium Grosslingova, Bratislava.

Samotna sutaz sa delila na dve ¢asti — sutaz jednotlivcov a sutaz druzstiev. V sutazi
jednotlivcov, ktoré sa konala v pondelok doobeda, Ziaci samostatne riesili 5 tloh po-
dobnou formou ako byva zvykom na jednotlivych koldch MO. Pre sttaz druzstiev bolo
16som uréenych 6 druzstiev — v kazdom druZstve bol jeden Ziak zo Slovenska, jeden z CR
a jeden z Polska. Pocas stutaze v utorok doobeda mala kazda trojica vyriesit 6 loh,
pricom na priprave rieSeni mali spolupracovat a odovzdat za celé druzstvo ku kazdej
ulohe jedno riesenie. Zaujimavé bolo pravidlo, ze kazda tloha bola zadané len v jednom
z niektorych troch jazykov a kazda tloha mala predpisané, v akom jazyku musi byt
vypracované jej rieSenie. Pritom zadanie bolo napisané v inom jazyku, ako malo byt
vypracované jej riesenie. Ziaci tak museli pri rieeni spolupracovat a mimo matematic-
kych schopnosti sa precvicili aj v jazykoch. Pre zaujimavost uvddzame zadania sutaze
druzstiev v takom jazyku, v akom ich dostali aj Zziaci na stfazi.

Opravu rieseni zabezpecila medzinarodna porota, ktora tvorili RNDr. Pavel Calabek,
PhD., doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc. a RNDr. Jaroslav Svréek, CSc. z Ceskej repub-
liky, dr Jerzy Bednarczuk, mgr Andrzej Grzesik, mgr Joanna Ochremiak, dr Waldemar
Pompe a mgr Filip Smentek z Polska a Mgr. Peter Novotny, PhD. a Filip Sladek zo
Slovenska.

V tabulkach uvadzame vysledky oboch sttazi, plny pocet za kazda tlohu bol 5 bodov.
Najlepsi v oboch sttaziach ziskali hodnotné vecné ceny.
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SutaZ jednotlivcov

Por. Meno Stét 1.]2.(3.[4.|5. >
1. | Konrad Majewski Polsko 5/5|5(5]5[25
2. | Marcin Michorzewski | Polsko 4154|5523
3. | Oskar Szymanski Polsko 515|2[5]5 |22
4. | Patrik Bak Slovensko |4 |55 |1]5 |20
Anna Czerwinska Polsko 51515105120
Radovan Svarc Ceskdrep. |55 |5(3(2120
7. | Jan Tabaszewski Polsko 51513[0]|5(18
8. | Konrad Paluszek Polsko 0[5|5|5]2|17
9. | Viktor Némecek Ceskdrep. |0 |5 |5|5(0]15
10. | Bui Truc Lam Slovensko |4 |5 |3|1]0 13
Pavel Turek Ceskdrep. [0 |50 |5]3|13
12. | Samuel Sucik Slovensko |[0|5[4|0|0|9
13. | Ema Krakovska Slovensko |2 [5|0(0|0| 7
14. | Ddvid Bugdr Slovensko [0 [5[1]|0|0| 6
Petr Vincena Ceskdrep. |00 |3[3|0] 6
16. | Tamds Pammer Slovensko [0 [5|0|0|0| 5
Martin Zahradni¢ek |Ceskdrep. |[5[0[0|0|0]| 5
18. | Karolina Kuchytiova |Ceskdrep. [0 [1]|0 [0 |0 | 1
Sutaz druzstiev
Por.| Zlozenie druzstva Stét 1. Dy
Viktor Némecek Ceska rep.
1. | Konrad Majewski Polsko 4 29
Ema Krakovska Slovensko
Petr Vincena Ceska rep.
2. | Konrad Paluszek Polsko 5 26
David Bugdr Slovensko
Radovan Svarc Ceska rep.
Jan Tabaszewski Polsko 4 26
Samuel Sucik Slovensko
Pavel Turek Ceska rep.
4. | Marcin Michorzewski | Polsko 25
Patrik Bak Slovensko
Martin Zahradni¢ek | Ceska rep.
5. | Anna Czerwinska Polsko 17
Tamds Pammer Slovensko
Karolina Kuchynova | Ceska rep.
6. | Oskar Szymanski Polsko 13
Bui Truc Lam Slovensko
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Zadania Gloh &esko-polsko-slovenského stretnutia juniorov

Sutaz jednotlivcov

Uloha 1.
Nech P je bod leziaci vnutri trojuholnika ABC'. Body K, L, M st obrazmi bodu P

v stredovej simernosti postupne podla stredov stran BC', C' A, AB. Dokéazte, zZe priamky
AK, BL, CM sa pretinaju v jednom bode. (Jaroslav Svréek)

Uloha 2.
Néjdite vsetky trojice prvoéisel (a, b, c) spliiajicich rovnost

a’?+ab+b>=c*+3.
(Polsko)

Uloha 3.
Na kruznici so stredom O su zvolené $tyri rozne body A, B, C, D, pricom

|{AOB| = |£BOC| = |£COD| = 60°.

Nech P je Tubovolny bod leziaci na kratSom obliku BC danej kruznice. Body K, L, M
st péity kolmic spustenych z bodu P postupne na priamky AO, BO, CO. Dokéazte, ze
a) trojuholnik K LM je rovnostranny,
b) obsah trojuholnika K LM nezavisi od polohy bodu P na kratSom obluku BC.
(Polsko)

Uloha 4.
Dokézte, ze ak zvolime Tubovolnych 51 vrcholov pravidelného 101-uholnika, tak niektoré
tri zo zvolenych bodov budii vrcholmi rovnoramenného trojuholnika. (Jaromir Simsa)

Uloha 5.

Nech a, b, ¢ st kladné celé ¢isla spliiajiuce a? + b? = ¢2. Dokazte, ze ¢islo %(c —a)(c—0)
je druhou mocninou celého ¢éisla. (Polsko)
SutaZ druzstiev

Uloha 1.

Na tabuli je napisanych niekolko roznych redlnych ¢isel. Vieme, Ze hodnota sacinu
Tubovolnych dvoch réznych ¢isel z tabule je tieZ napisand na tabuli. Urcte, kolko najviac
¢isel moze byt napisanych na tabuli. (Jan Mazak)

Uloha 2.
Na kruznici k£ st dané body A a B, pricom AB nie je priemerom kruznice k. Bod C sa
pohybuje po dlhsom obluku AB kruznice k tak, ze trojuholnik ABC je ostrouhly. Nech
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D je pita vysky z vrcholu A na stranu BC a E je pita vysky z B na AC. Dalej nech
F je pita kolmice z bodu D na priamku AC a G je péta kolmice z E na BC.
a) Dokazte, ze priamky AB a F'G st rovnobezné.
b) Uréte mnozinu stredov S tseciek F'G prislachajicim ku vSetkym pripustnym
poloham bodu C.
(Jan Mazak)

Uloha 3.
Udowodnij, ze jesli n jest dodatnig liczba catkowita, to liczba 2(n? + 1) — n nie jest
kwadratem liczby catkowite;. (Polsko)
Uloha 4.

Dany jest romb ABCD, w ktérym £ BAD = 60°. Punkt P lezy wewnatrz rombu, przy
czym spelione sa réwnosci BP =1, DP =2, CP = 3. Wyznacz dlugos¢ odcinka AP.
(Polsko)

Uloha 5.
Urcete vSechny trojice (a, k, m) kladnych celych ¢isel, které vyhovuji rovnici

k+d* =m+2a™.
(Polsko)
Uloha 6.

Sachovnicovou desku 8 x 8 mame pokryt pomoci rovinnych ttvarii stejnych jako na
obr.49 (kazdy z utvart muzeme otocit o 90°) tak, Ze se zaddné dva nepiekryvaji

—

1|

1
Obr. 49

ani nepfesahuji pres okraj Sachovnice. Urcete, jaky nejvétsi mozny pocet poli této
sachovnice miZzeme uvedenym zpusobem pokryt. (Polsko)



12. Cesko-polsko-slovenské stretnutie

V ramci zaverecnej pripravy pred IMO sa uskutocnilo po 12. raz pripravné stretnutie
medzi druzstvami Ceskej republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé krajiny reprezen-
tovali Sestice Studentov, ktori si vybojovali vo svojich krajindch tucast na 53. IMO
v Argentine.

Sutaz sa uskutocnila 24.—27.6. 2012 vo Fackovskom sedle. Organizacia a priebeh su-
taze zostali nezmenené z predchédzajicich ro¢nikov — je prispésobend stylu celostatneho
kola nasej MO a podmienkam IMO. Sutaziacim boli pocas dvoch dni predlozené dve
trojice sutaznych tloh, pricom za kazda spravnu tlohu mohli ziskat najviac 7 bodov,
t.j. celkove 42 bodov (rovnako ako na IMO). Na kazda trojicu tloh mali sufaziaci
vymedzené 4,5 hodiny cistého casu.

Opravu rieseni zabezpecila medzinarodna porota, ktorta tvorili RNDr. Pavel Calabek,
PhD., a Mgr. Martin Panak, PhD. z Ceskej republiky. mgr Andrzej Grzesik a mgr
Joanna Ochremiak z Polska a doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc., Mgr. Peter Novotny,
PhD. a Filip Sladek zo Slovenska.

V budiicom roku sa spolo¢né pripravné stretnutie uskutoéni v Ceskej republike.

Prehlad vysledkov

Por. Meno Stét 1.12.13.[4.[5.]6.]|>
1. | Martin Vodicka Slovensko |7 |7 |7 |7|7|7]|42
2. | Wojciech Nadara Polsko TIT7T|7|7|7]10]35
3. | Michal Zajac Polsko TITIT7T3—]31
4. | Maciej Duleba Polsko 6|—|—|7|7|7]27
Anh Dung Le Ceskdrep. |5 | 7|7 |7]1]0|27
6. | Eduard Batmendijn |Slovensko |5 |7 |- |77 |0 |26
7. | Marian Hornak Slovensko |6 |2 [0 |7 |7]0]|22
Igor Kotrasinski Polsko 61 |—-|7]1|7|22
9. | Grzegorz Bialek Polsko 7TI5|-]7|—-]10(19
10. | Lukasz Bozyk Polsko 511107 (3|0]|16
Martin Topfer Ceskdrep. |6 |1 |- |7]2] |16
12. | Jakub Safin Slovensko |6 |10 |7]1]0]|15
13. | Josef Svoboda Ceskdrep. |6|1|—-|7]0]0]14
Michal Toth Slovensko |1 |2[0|7 4|0 |14
15. | Michal Kopf Ceskdrep. |3 |1|—-|7]|0]0]11
Jan Stopka Ceskdrep. [1[3[0|7]0]0]11
17. | Miroslav Stankovi¢ |Slovensko |0 |10 (712|010
18. | Michal Buran Ceskdrep. |0 |1|—|7]1]0]9

Stat 1.12. (3. [4. |5 |6.]>

Ceska rep. |21 [14] 7 [42] 4 | 0 | 88

Polsko 3812111414221 (14]150

Slovensko |25[20| 7 [42 (28| 7 | 129
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Zadania uloh &esko-polsko-slovenského stretnutia

Uloha 1.

Pre dané kladné celé ¢islo n oznac¢me 7(n) pocet kladnych delitelov ¢isla n a ¢(n) pocet
pre ktoré je niektoré z troch éisel n, 7(n), p(n) aritmetickym priemerom zvysnych
dvoch. (Peter Novotny )

Uloha 2.
Najdite vsetky funkcie f : R — R také, Ze rovnost

fla+fy) = fl@) = (@ + fy)* —a*
plati pre vsetky z,vy € R. (Kamil Duszenko)

Uloha 3.

Dany je tetivovy stvoruholnik ABCD s opisanou kruznicou w. Oznac¢me postupne I,
J, K stredy kruznic vpisanych do trojuholnikov ABC, ACD, ABD. Nech F je stred
oblika DB kruznice w obsahujuceho bod A. Priamka E'K pretina kruznicu w v bode F'
(F # E). Dokazte, ze body C, F, I, J lezia na jednej kruznici. (Kamil Duszenko)

Uloha 4.
Dany je pravouhly trojuholnik ABC' s preponou AB a bod P leziaci vnutri kratSieho
oblika AC' kruznice opisanej trojuholniku ABC'. Kolmica na priamku C'P prechadza-

juca bodom C' pretina priamky AP, BP postupne v bodoch K, L. Dokazte, ze pomer
obsahov trojuholnikov BK L a AC'P nezavisi od polohy bodu P. (Tomas Jurik)

Uloha 5.

Mesto Mar del Plata mé tvar Stvorca WSEN a je rozdelené 2(n + 1) ulicami na n x n
blokov, pricom n je dané parne ¢islo (ulice veda aj po obvode $tvorca). Kazdy blok ma
rozmer 100 x 100 metrov. Vsetky ulice v Mar del Plata st jednosmerné, maju rovnaky
smer v celej svojej dzke a susedné rovnobezné ulice maji vzdy opaény smer. Ulicou W .S
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sa jazdi v smere z W do S a ulicou W N sa jazdiz W do N.V bode W startuje polievacie
auto. Chce sa dostat do bodu E a poliaf pritom ¢o najviac ciest. Aka je dizka najdlhsej
trasy, ktort moze prejst, ak po ziadnom 100-metrovom tiseku nechce ist viac ako raz?
(Na obr. 50 je pre n = 6 znazorneny plan mesta a jedna z moznych — nie v§ak najdlhsich
— tras polievacieho auta. Poz. tiez http://goo.gl/maps/JAzD.) (Peter Novotny )

Uloha 6.
Kladné realne éisla a, b, ¢, d spliiajia podmienky

abed = 4, a2 + %2+ +d? =10.

Urcte najvacsiu mozna hodnotu vyrazu ab + be + cd + da. (Jan Mazak)

RieSenia Gloh &esko-polsko-slovenského stretnutia

Uloha 1.

KedZe 7(1) = ¢(1) = 1, hodnota n = 1 zadaniu vyhovuje. Dalej predpokladajme, Ze
n > 1. V takom pripade zrejme 7(n) < n a ¢(n) < n, takze n nemoze byt aritmetickym
priemerom ¢isel 7(n) a ¢(n). Rozoberieme preto dve moznosti.

Pripad 1. Nech 7(n) = 1(¢(n) 4+ n). Potom 7(n) > in. Pre kazdy delitel d ¢isla n je
aj n/d delitelom n. Aspon jedno z ¢isel d, n/d je mensie alebo rovné /n, teda mnozina
{1,2,...,|/n]} obsahuje aspoti polovicu'® delitelov ¢isla n. Z toho vyplyva nerovnost
17(n) £ /n, odkial méme

1 1
2v/n = 7(n) > o = 4n > ZnQ = 16 > n.

Pre 1 < n < 16 spo¢itame hodnotu 7(n), skontrolujeme podmienku 7(n) > 3n a vo
zvySnych malo pripadoch dopo¢itame ¢(n):

n 213456789 |10(11(12|13|14]|15
7(n) 212131242 (4|3|4]2|6|2]|4]4
T(n) > in? VIVIV]x|Vv]x X X
©(n) 1122 2
T(n) =1(p(n)+n) 7 | x | x |V v

Zistili sme, ze v tomto pripade vyhovuju zadaniu jedine n =4 a n = 6.

Pripad 2. Nech p(n) = 1(7(n) 4+ n). Upravime tento vztah na

7(n) = 2¢(n) —n. (1)

15 Presne polovicu obsahuje prave vtedy, ked n nie je druhou mocninou celého ¢&isla.
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Ak n je parne, tak ziadne parne ¢islo nie je nestdelitelné s n, ¢ize p(n) < %n Potom
vSak z (1) dostaneme 7(n) < 0, ¢o je spor. Preto n musi byt neparne. Z (1) nasledne
vyplyva, Ze aj 7(n) musi byt neparne, ¢o znamend, Ze n je druhou mocninou celého
(nepéarneho) ¢isla. Predpokladajme, Ze rozklad na sucin prvocisel ¢isla n je
n:p%al-...-pio"“, k=1, p; =23, «a;=1.

Na zaklade zndmych vzorcov!® pre vypocet 7(n) a p(n) upravime (1) na

(201 +1) ... 20k +1) =23 Hpyr — 1) - P T (e — 1) =PI -t =
T 2y~ 1) (= ) = pr ).
Prava strana je delitelnd sa¢inom p2® ! . ... . pia’“_l, takze aj lavd nim musi byt

delitelna. Z toho dostavame
pre i < (200 1) - (20 + 1), (2)

Avsak pre kazdé celé ¢isla p = 3 a o = 1 plati nerovnost p?*~! > (2« + 1), pricom
rovnost nastava jedine pre p = 3 a a = 1. To dokdzeme matematickou indukciou
vzhladom na «: Pripad a = 1 je trividlny (s rovnostou nastavajicou jedine pre p = 3)

............... v

a ked a zviadésime o 1, prava strana sa zviacsi o 2, zatial ¢o Tava strana sa zviacsi az
) )

.....

napravo a vSetky Cinitele su kladné. jediny spdsob, ako splnif nerovnost (2), je polozit
k=1 p =3, ag =1, ¢ize n = 9. V takom pripade naozaj dostavame 7(9) = 3
a ¢(9) = 6, t.j. rovnost (1) je splnena.

Odpoved. Zadaniu vyhovuju hodnoty n € {1,4,6,9}.
Uloha 2.

Zadanti rovnost prepiSeme na ekvivalentny tvar
fla+fy) = (@+ fy)* —2* + f(2). (1)
Dosadme do (1) z = —f(2), y = 2:
F0) = =(f(=)* + f(=f(2)) pre vietky 2 € R. (2)
Ked do (1) dosadime = = —f(2), s vyuzitim (2) dostavame
FUf) = f(2)) = (fly) = F)* = (F)* + f(=F(2)) = (f(y) = F(2))* + £(0)

1 Ak m =pit...pp*, tak 7(m) = (a1 +1)... (s + 1) a p(m) =m(1l —1/p1)...(1 — 1/py).
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pre vSetky y, z € R. To znamen4, Ze ak sa ¢islo ¢t d& vyjadrit ako rozdiel dvoch hodnét
funkcie f, t.j. t = f(y) — f(2) pre nejaké y, 2 € R, tak f(t) = t* + £(0). UkaZeme, Ze
ak f nadobuda nejaki nenuloviit hodnotu, tak kazdé ¢islo je rozdielom nejakych dvoch
hodn6t funkcie f.

Nech f(a) = b # 0. Dosadenim y = a do zadanej rovnosti obdrzime
flx+b) — f(x) = (x +b)* — 2.

KedZe b # 0, vyraz na pravej strane je v premennej x mnohoclenom stupiia 3, a preto
jeho oborom hodnét je celd mnozina R. Z toho vyplyva, Ze aj lava strana, na ktorej je
rozdiel dvoch hodnot funkcie f, nadobtida pre = € R vSetky redlne hodnoty. Spojenim
zistenych vlastnosti dostavame f(t) = t* + f(0) pre vSetky t € R. Lahko moZno overit,
7e vetky funkcie tvaru f(z) = 2* + k splhajt zadant rovnost.

Konstantnd nulova funkcia oc¢ividne takisto vyhovuje.
Odpoved. Riesenim tlohy st funkcie f(z) = 0 a f(z) = 2* + k pre Iubovolny realny
parameter k.
Uloha 3.
Nech M, N st postupne stredy oblikov AB, AD (neobsahujucich Ziadne iné vrcholy
Stvoruholnika ABCD). Ako vieme, stred I kruznice vpisanej trojuholniku ABC' lezi na
priamke C'M (ktoréd je osou uhla BC'A, ¢o vyplyva zo zhodnosti velkosti obvodovych
uhlov nad zhodnymi tetivami AM a BM), podobne J lezi na CN a K lezi na BN.
Navyse plati

|MI| = [MA|=[MB| a |NJ|=|NA|=|ND|=|NK| (1)

(tieto zname rovnosti vyplyvaja z jednoduchého vyjadrenia velkosti uhla AIB z troj-
uholnika AIB a velkosti uhla AM B, resp. z analogickych vyjadreni pre body J, K).

D
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Poznamenajme, ze bod K nutne lezi vnuatri rovnoramenného trojuholnika BDE
(pretoze lahko mozno odvodit nerovnosti | BDK| < |{BDE| a |{DBK| < |{DBE]),
a teda priamka FK pretina usecku BD a bod F lezi v polrovine BDC' (obr. 51).

Uvazujme obluk BD kruznice w obsahujici bod A. Bod E je jeho stredom a body
M a N su stredy kratsich oblikov BA a AD, ktorych zjednotenim je oblik BD. Z toho
vyplyva, ze obliky BM a EN maji rovnakt dizku (a podobne aj obliky ME a ND).
Z obvodovych uhlov potom

|{BFM| = |{EFN| = |{KFN]|. (2)

Taktiez plati
|{BMF|=|{BNF|=|{KNF|. (3)

Z rovnosti (2) a (3) dostavame podobnost trojuholnikov M BF a NKF', preto

IMB| |NK|

IMF| — |[NF|’
¢o s vyuzitim (1) upravime na

|MI|  |NJ|

IMF|  [NF|

Z toho vzhladom na rovnosti
|{IMF|=|{CMF|=|{CNF|=|{JNF|
vyplyva podobnost trojuholnikov MIF a NJF, odkial
|L{IFM| = |{JFN| a |LIFJ| = |{MFN)|.

Spolu mame
|LIFJ| = |{MFN|=|{MCN| = |LIC/J]|,
teda body C, F, I, J lezia na jednej kruznici.

Uloha 4.
V rieSeni budeme pre obsah trojuholnika XY Z pouzivat oznacenie Sxy 7.

Nech PR je priemer kruznice opisanej trojuholniku ABC' (obr.52). Zrejme ARBP
je pravouholnik. Kedze strany BR, PA st rovnobezné, mame Sppx = Sprk, odkial

Sk = SLPR.

Z rovnosti |PA| = |BR| vyplyva |{PCA| = |{BPR| = |{LPR|.



12. CESKO-POLSKO-SLOVENSKE STRETNUTIE, RIESENIA 107

K
C

Obr. 52

Stvoruholnik C PAR je tetivovy, takze |[{ CAP| = |{CRP)| a teda trojuholniky LPR
a PCA st podobné.
Napokon dostavame

SBKL : SACP = SLPR : SACP = |PR|2 : ’AC|2 = |AB|2 : |AO|2,
¢o je hodnota nezavisla od polohy bodu P.

Iné riesenie. Velkosti stran a uhlov trojuholnika ABC' oznacdime zvyc¢ajnym spésobom.
Dalej ozna¢ime ¢ = | PAC| (obr.53). Potom |[{CPB| = «a, |{PBC| = ¢, |{LCB| =
= |[{ACP| = |[{ABP| = — ¢, |{BLC| = |£APC| = 90° + «, |AP| = ccos(a + ¢),
|BP| = csin(a+ ¢), |[{PKL| = a.

Obr. 53

Zo sinusovych viet pre trojuholniky BC'P a BC'L mame
|BC|sing  asingp

sin a sin o
_ |BClsin(B—¢)  acos(a+ @)

|BL|

sin(90° + «) cos «



108 61. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY
Dalej

|PL| = [BP| — |BL| = csin(a + ¢) — acos(a +¢) _
cos
csin(a + @) cosa — csinacos(a +¢)  csingp

cos o cosa
|PL|  csingp

|KL| =

sina  sinacosa’

Pomer obsahov trojuholnikov je

Skrs _ 5|BL|-|KL|-sin(90° +«) |BL|-|KL| acocso(sajso) esine
SAPC %|AP| . |CP| . sin(90° + Oé) |AP| . |CP| ccos(a —+ 90) . as?ril—ntf CQS2 Oé’

velkost uhla « je zrejme nezavisla od polohy bodu P.

Poznamka. Predoslé rieSenie mozeme skratit, ked si v§imneme, Ze z velkosti uhlov vy-
plyva podobnost trojuholnikov BLC' a APC' (obr.53). Z toho |BL|/|AP| = |LC|/|PC|
a zadany pomer mozno vyjadrif vzfahom

Skis _ |BLI-|KL| _ |LC|-|KL)
Sapc  |AP|-|CP]| |[PCJ?

Z pravouhlého trojuholnika K LP s vyskou PC méame podla Euklidovej vety o strane
|LC| - |KL| = |LP|?, odkial

SkLB B |LP|2 B 1
Sapc  |PC]?  cos?a’

Uloha 5.

Kazdy 100-metrovy tsek ulice medzi dvoma krizovatkami budeme nazyvat sipka. Sipku,
ktora ma rovnaky smer ako ulica WS alebo WN (t.j. da sa po nej ist juhovychodnym
alebo severovychodnym smerom), budeme nazyvat doprednd, inak ju nazveme spditnd.

V rieSeni pouzijeme nasledovnt zrejmu lemu: Uvazujme Iubovolné rozdelenie mnoziny
vsetkych krizovatiek na dve disjunktné mnoziny A a B také, ze W € A a E € B. Potom
Sipok z B do A.

Rozdelme vSetky krizovatky mesta Mar del Plata na dve mnoziny A, B zvislou (t. j.
severo-juznou) priamkou spdjajicou dva body vzdialené 100k +50 metrov od W — jeden
na ulici WN a druhy na ulici WS — pre nejaké k € {0,1,... ,n—1}. Na obr. 54a a 54b
je znazornené rozdelenie pre k = 3, resp. k = 4.

Ak k je nepéarne, tak deliaca priamka pretina k + 1 doprednych sipok (iducich z A
do B) a k + 1 spitnych sipok (idtcich z B do A). Aj keby auto preslo pozdlz vietkych
k + 1 doprednjrch §ipok, podla lemy by preslo len pozdiz k spitnych sipok. Preto aspoii
jedna spétna sipka ostane nepoliata.
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Obr. 54a Obr. 54b

Ak k je parne a k = 2, tak deliaca priamka pretina k + 2 doprednych sipok a k
spiatnych sipok. Dve najsevernejsie dopredné Sipky prefaté priamkou zacinaju v krizo-
vatke, ktord ma len jednu vchadzajucu Sipku. Tato krizovatku dokéze auto prejst len
raz, takze aspon jedna z dvoch najsevernejsich doprednych Sipok ostane nepoliata. To
isté plati pre dve najjuznejsie dopredné Sipky. Existuje teda nanajvys k doprednych
sipok, ktorymi auto prejde, a podla lemy nanajvys k — 1 spétnych sipok. Spolu méame
na tejto drovni aspon 3 nepoliate Sipky.

Pre k = 0 mame len dve dopredné Sipky zac¢inajice vo W pretaté deliacou priamkou.
Oc¢ividne iba jednou z nich méze auto prejst, druhé ostane nepoliata.

Podobnym sp6sobom rozdelime krizovatky zvislymi priamkami spajajicimi dva body
vo vzdialenostiach 100k 4 50 metrov od E — jeden na ulici SFE, druhy na ulici NE — pre
k€ {0,1,... ,n— 1}. Situécia je zndzornend na obr. 55a a 55b pre k = 3, resp. k = 4.
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Ak k je neparne, deliaca priamka pretina k + 1 doprednych a k + 1 spéatnych sipok;
aspon jedna zo spétnych Sipok ostane nepoliata.

Ak k je parne a k = 2, tak deliaca priamka pretina k + 2 doprednych a k spétnych
sipok. Dve najsevernejsie dopredné Sipky koncia v krizovatke, odkial vychadza iba jedna
sipka, takze aspon jedna z nich ostane nepoliata. To isté plati pre dve najjuznejsie
dopredné sipky. Opiaf mame nanajvys k doprednych a nanajvys k — 1 spétnych Sipok,
pozdlz ktorych auto prejde, ¢iZe na tejto trovni ostan aspoii 3 nepoliate Sipky.

Pre k = 0 mame dve dopredné Sipky konciace v E, jednu z nich auto prejde, druha
ostane nepoliata.

Pre kazdé neparne k mame jednu, pre kazdé parne k = 2 tri a pre k = 0 jednu nepo-
liatu Sipku a cely postup sa zopakoval dvakrat. Kedze n je parne a k € {0,1,... ,n — 1},
dokopy mame

2(3n+3(3n—1)+1)=4n—4

nepoliatych sipok. Celkovy pocet Sipok je n - 2(n + 1), takZe auto nedokaze poliat viac
ako
n-2n+1)—(4n—4) =2n*> — 2n 4+ 4
sipok.
Na druhej strane, existuje mnoho tras auta pozostévajicich z 2n2—2n-+4 $ipok. Jedna

je nac¢rtnuté na obr. 56 pre n = 6. Ked pouzijeme rovnaky vzor vo vSeobecnom pripade,
1

trasa bude rozdelena na ;n Casti krizovatkami leziacimi na ulici W.S vzdialenymi 200k

metrov od W pre k =1,2,... ,%n—l.

Obr. 56

Prvych %n — 1 casti sa lisi len posunutim. Kazd4 z nich pozostava z n sipok majicich
rovnaky smer ako W N, z n Sipok opa¢ného smeru ako WN a 2(n — 1) sipok kolmych
na WN. Posledna cast pozostava z n $ipok majucich rovnaky smer ako WN a 2(n+1)
sipok kolmych na W N. Celkovy pocet Sipok na trase je

(An—1)(2n+2(n—1)) +n+2(n+1) =2n*> — 2n+ 4.

Odpoved. Dlzka najdlhSej moznej trasy polievacieho auta je 15(2n* — 2n + 4) km.
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Uloha 6.
Oznacme V = ab + bc + cd + da. Uréime najviacsiu mozni hodnotu vyrazu

V2= (a+c)?(b+d)? = (a®+  + 2ac)(b* + d* + 2bd). (1)

Vyraz V je ,cyklicky“ — jeho hodnota sa nezmeni, ak hodnotu a zmenime na b, b na
¢, cna d a d na a. Kedze ac- bd = 4, aspon jedno z ¢isel ac, bd je aspon 2. Vzhladom
na cyklickost bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze bd = 2.

Zo zadanych rovnosti odvodime ac = 4/bd, a® + ¢ = 10 — b*> — d? a tieto vyjadrenia
dosadime do (1):

VE= (10—b2—d2+§> (b% + d* + 2bd) =

bd
8(b% + d?)

= 10(b? 4 d?) + 20bd + i

+ 16 — (b® + d*)? — 20d(b* + d*).  (2)

Ozna¢me P = b? + d? a Q = bd; potom zrejme P = 2@ a podla predpokladu Q = 2.
Po dosadeni do (2) pokracujeme v tpravéch:

V2:10P+20Q+%+16—P2—2PQ:
2 8P
= —(P? —10P +25) + 41—2PQ+20Q+6 =

=—(P-5)°+ {P(%—2Q)+41+20Q].

Zrejme —(P — 5)? < 0. Z podmienky Q = 2 vyplyva 8/Q —2Q < 8/2 -2-2 = 0,
takze vyraz v hranatych zatvorkach je nerastiicou linearnou funkciou v premennej P
a nadobuda svoje maximum pre najmensie mozné P. Vzhladom na P = 2@ dostavame

V2 <2Q (%—2@) 441 +20Q = —4Q* +20Q + 57 = —(2Q — 5)? + 82 < 82.

Na zaver sta¢i najst kladné redlne ¢isla a, b, ¢, d také, ze V = 1/82. Rovnost nastava,
ked P = 2Q) = 5, ¢o je splnené pre b = d = %\/10. Cisla a, c spliaja a? + ¢ = 5,

ac = 8/5, teda
(@ C}:{\/ﬁ—3 JHJFB}

2v5 25

Odpoved. Najvicsia mozné hodnota vyrazu ab + be + cd + da je /82.



53. Medzinarodnd matematicka olympiada

V dnoch 4.-16.7. 2012 sa v Argentine uskutocnila 53. Medzinadrodna matematicka
olympidda (IMO). Zucastnilo sa jej 548 ziakov strednych $kol zo 100 krajin. Kazda
krajina mohla vyslat najviac 6 sutaziach. Slovensko reprezentovali

Eduard Batmendijn, Cirk. g. sv. Mikul&sa, St. Luboviia, 1.roc¢nik,

Kldra Fickovd, Gymnéazium Postova, Kosice, 4. ro¢nik,

Marian Horndk, Gymnazium Péarovska, Nitra, 4. ro¢nik,

Miroslav Stankovi¢, Gymnazium Postova, Kosice, 2. ro¢nik,

Michal Toth, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava, 4. ro¢nik,

Martin Vodicka, Gymnazium Alejova, Kosice, 3. ro¢nik.

Obr. 57
(ZTava: M. Stankovi¢, E. Batmendijn, J. Mazak, M. Vodic¢ka, M. Hor-
nak, M. Téth, K. Fickova, P. Novotny.)

Vedicim druzstva SR bol Mgr. Peter Novotny, PhD. (odborny asistent na FMFI UK
Bratislava), zastupcu vedtceho a pedagogicky dozor vykonaval Be. Tomés Kocak (Stu-
dent na FMFI UK Bratislava), v role observera vystupoval RNDr. Jan Mazak, PhD.

Ziaci riesili poc¢as dvoch dni (10. a 11. jula) dve trojice tloh, za kazdu tlohu bolo
mozné ziskat najviac 7 bodov. Absolitnym vitazom IMO s plnym poc¢tom 42 bodov sa
stal Jeck Lim zo Singapuru. Vysledky druzstva SR st uvedené v tabulke.
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Meno 112345 ]| 6| Sacet | Cena
Eduard Batmendijn 5103|7100 15 bronz
Klara Fickova 7111015 ]0]0 13 HM
Marian Hornak 71001 7]0]0 14 bronz
Miroslav Stankovic¢ 0O/0]0|2]3]|0 5
Michal Téth 710[0[3|101|0 10 HM
Martin Vodicka 71713171410 28 zlato

Nasi ziaci ziskali jednu zlatd medailu, dve bronzové medaily a dve Cestné uznania
(ktoré sa udeluju tym sutaziacim, ktori neziskaju medailu, vyriesia vSak aspon jednu
zo Siestich tloh na plny pocet bodov). Vyborne si po¢inal najmi Martin Vodicka, pre
ktorého to bola uz tretia medaila z IMO (spolu mé teda po IMO v Argentine dve zlaté
a jednu striebornt). Vyzdvihnit treba tiez vykon Eduarda Batmendijna, ktory dokézal
ziskat medailu vo velmi mladom veku — ako prvdk na gymnéaziu (mé moznost bojovat
o Gcast v druzstve IMO este 3-krat).

Najviac sa nam darilo na tlohéch ¢. 3 a 4. V tazkej tlohe ¢. 3 sme sice ziskali len
6 bodov, ale iba 12 krajin na nej dokézalo ziskaf viac. Tato kombinatorickéa tiloha mala
dve ¢asti a dvaja nasi tspesne vyriesili prvii ast. Uloha ¢. 4 (funkciondlna rovnica)
patrila medzi menej narocné, no korektne napisat celé rieSenie vyzadovalo pomerne
vela Casu a tak viaceré krajiny na nej stracali body za chyby ¢ netplnost. Za zmienku
napr. stoji, Ze nasi na nej dokazali ziskaf rovnako vela bodov ako velmi silna Cina.

Tradi¢ne najviac bodov sme stratili na geometrickych tilohéch ¢. 1 a 5. Uloha ¢. 1
patrila medzi jednu z najlahsich Gloh v histérii IMO a tak kazdy strateny bod na nej
znamenal zna¢né zmensenie Sance na medailu. Ulohu ¢. 5 z nagich nevyriesil nikto, i ked
Martin Vodicka bol velmi blizko.

V tlohe ¢. 6 (tedria ¢isel) sme sice neziskali ziadne body, ale podobne dopadla viiésina
krajin. Naopak, uloha ¢. 2 (nerovnost) mohla byt v silch viacerych nasich (vyriesil ju
len Martin Vodicka).

V neoficidlnom poradi krajin, ktoré vznikne sc¢itanim bodov celého druzstva, sme
sa umiestnili so ziskom 85 bodov na 44. mieste. V ramci krajin EU sme sa zaradili
na 13. miesto. Kompletné vysledky a statistiky z tohtoro¢nej a aj z minulych IMO
mozno najst na internetovej stranke http://imo-official.org. Poradie krajin je uvedené
v tabulke (¢isla v zétvorke st uvedené za krajinami, ktoré mali na IMO mensi pocet
tcastnikov).

V Argentine sa IMO konalo pomerne nedavno (pred 15 rokmi), a tak usporiadatelia
mali dobré skusenosti a priebeh bol zvladnuty po organizacnej stranke velmi dobre.
Miesto konania Mar del Plata je letnou dovolenkovou destinaciou domaceho obyva-
telstva a kedZe na juznej pologuli je v juli zima, nebol problém s priestormi, ktoré
pontklo mnozstvo prazdnych hotelov. Mierne problémy nastali akurat pri koordinacii
rieSeni, lebo organizatori IMO sa rozhodli nevymenovat nikoho do funkcie hlavného

koordinatora jednotlivych tloh a chybala tiez funkcia tistredného koordinatora vsetkych
uloh.
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Por. Stat Z S B ) |Por. Stat B >
1.  Juzna Korea 6 209 | 51. Turkmenistan 2 T8
2. Cina 5 1 195| 52. Svajéiarsko 3 76
3. USA 5 1 194 | 53. Novy Zéland 2 75
4. Rusko 4 2 177| 54. Argentina 2 74
5. Kanada 3 1 2 159 Bangladés (5) 2 74
Thajsko 3 3 159 | 56. Juzné Afrika 2 71

7.  Singapur 1 3 2 154 Slovinsko 2 11
8. Irdn 3 2 1 151| 58. Litva 3 69
9. Vietnam 1 3 2 148]| 59. Gruzinsko 1 68
10. Rumunsko 2 3 1 144| 60. Spanielsko 64
11. India 2 3 136 | 61. AzerbajdZan 2 60
12. Severna Korea 2 1 3 128 Dansko 1 60
Turecko 1 3 2 128]| 63. Chile 1 59

14. Taiwan 13 127 Macedénsko 2 59
15. Srbsko 1 2 1 126| 65. Finsko 57
16. Peru 3 2 125| 66. Lotyssko 55
17.  Japonsko 4 1 121 67. Nigéria 1 52
18. Polsko 2 4 119| 68. Estoénsko 50
19. Brazilia 1 1 3 116 Kirgizstan 50
Bulharsko 1 2 2 116| 70. Maroko (5) 2 49
Ukrajina 3 2 116| 71. Ekvador 1 47

22. Holandsko 2 3 115 Svédsko 1 47
Velké Britdnia 1 1 4 115| 73. Filipiny (3) 2 41

24. Bielorusko 4 1 114 Pakistan (5) 41
25. Chorvatsko 1 1 3 110| 75. Macao 40
26. Grécko 1 1 3 107| 76. Cyprus 39
27. Austrélia 2 4 106| 77. Luxembursko (4) 1 36
Hongkong 3 1 106| 78. Irsko 34

29. Saudska Arabia 2 3 105| 79. Honduras (3) 1 33
30. Moldavsko 2 3 104 Norsko 33
31. Izrael 3 1 102| 81. Portoriko (4) 1 32
Mexiko 1 1 2 102| 82. Paraguaj 31
Nemecko 2 3 102| 83. Sri Lanka (4) 1 30

34. Kazachstan 1 4 101 Uruguaj 30
35. Indonézia 1 3 100| 85. Pobrezie Slonoviny (4) 29
Malajzia 2 3 100| 86. Salvador (3) 28

37. Portugalsko 1 1 2 96| 87. Trinidad a Tobago (5) 26
38. Belgicko 2 1 93| 88. Tunisko (2) 25
Franctzsko 1 4 93| 89. Island 21
Madarsko 2 1 93| 90. Syria 19
Taliansko 2 1 93| 91. Panama (3) 17

42. Tadzikistan 4 91 Venezuela (3) 17
43. Mongolsko 1 2 90| 93. Guatemala (2) 11
44. Slovensko 1 2 85| 94. Kosovo 9
45. Bosna a Hercegovina 1 2 84| 95. Kuba (1) 8
46. Kolumbia 3 83| 96. Bolivia 6
47. Arménsko 1 2 80| 97. Cierna Hora (2) 5
Ceska republika 1 1 80 Lichtenstajnsko (2) 5
Kostarika 3 80| 99. Uganda (5) 2

50. Rakusko 4 79]100. Kuvajt (3) 0
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Aj tento rok si nase druzstvo vybralo dan v podobe problémov pri cestovani. Vedicim
druzstva pri ceste do Argentiny meskalo lietadlo a tak nestihli pripoj vo Frankfurte
a na miesto konania sa dostali o 12 hodin neskér. Naopak, ticastnici sa na IMO dostali
podla planu, no letecké spolocnost im dorucila batozinu az o den neskér. Vyvrcholenim
cestovnych problémov bolo, ked sa rovnaka situdcia zopakovala aj pri spiato¢nej ceste
a celé druzstvo vo Viedni po prilete nedostalo batozinu — t4 doputovala na Slovensko
az nasledujuci den na domace adresy.

Budci roénik IMO sa uskutocni v Kolumbii. V roku 2014 sa IMO uskuto¢ni v Juznej
Afrike, nasledovat by mali Thajsko, Hongkong a Brazilia.

Zadania aloh IMO

Uloha 1.

Dany je trojuholnik ABC. Oznac¢me J stred kruznice pripisanej k strane BC'. Tato
kruznica sa dotyka strany BC' v bode M a priamok AB, AC postupne v bodoch K,
L. Priamky LM a BJ sa pretinaju v bode F', priamky KM a CJ v bode G. Nech
S je priese¢nik priamok AF, BC a T priesecnik priamok AG, BC. Dokazte, ze M je

stredom tsecky ST (Grécko)
Uloha 2.
Dané je celé ¢&islo n = 3. Nech as, as, ..., a, st kladné redlne ¢&isla splinajice

asas - - - a, = 1. Dokazte, ze
(1+a2)*(1+a3)® - (1 +a,)" >n"
(Australia)

Uloha 3.
Hru ,,Myslim si ¢islo“ s povolenym klamanim hraju dvaja hraci A a B. Pravidla hry
zavisia od dvoch kladnych celych ¢isel k a n, ktoré poznaja obaja hraci.

Na zadiatku hry hrd¢ A zvoli dve celé ¢isla x a N, pricom 1 < 2 < N. Cislo = hra¢ A
uchova v tajnosti a pravdivo prezradi hracovi B ¢islo N. Hra¢ B sa potom pokusa
zistit informécie o ¢isle x kladenim otézok hracovi A nasledovnym sposobom: kazda
jeho otézka pozostava z volby Tubovolnej mnoziny kladngych celych ¢isel S (moze to byt
aj rovnakd mnoZina, aka pouzil v niektorej predoslej otdzke) a opytania sa hraca A,
¢i ¢islo x patri do S. Hra¢ B moze polozit tolko otézok, kolko len chce. Hra¢ A musi
na kazda z otézok hraca B okamzite odpovedat dno alebo nie, mdze vSak klamat,
kolko sa mu zachce. Jedinym obmedzenim je, Ze medzi kazdymi k + 1 po sebe idtcimi
odpovedami hraca A musi byt asponi jedna odpoved pravdiva.

Potom, ako hra¢ B polozi tolko otézok, kolko chce, uréi mnozinu X obsahujicu
nanajvys n kladnych celych ¢isel. Ak x patri do X, hra¢ B vyhral; inak prehral. Dokazte
nasledujtce tvrdenia:

1. Ak n > 2%, tak hra¢ B ma vifazna stratégiu.

2. Pre kazdé dostatoc¢ne velké ¢&islo k existuje celé &islo n > 1,99 také, ze B nema

vitaznu stratégiu. (Kanada)
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Uloha 4.
Najdite vietky funkcie f:Z — Z také, ze pre vietky celé ¢isla a, b, ¢ spliiajice a + b +
+ ¢ = 0 plati

f(a)® + f()* + f(e)* = 2f(a) f(b) + 2 (b) f(c) + 2f (c) ().
(Juzna Afrika)

Uloha 5.

V danom pravouhlom trojuholniku ABC' s pravym uhlom pri vrchole C' ozna¢me D

piatu vysky z vrcholu C. Nech X je Iubovolny vnatorny bod tsecky CD. Ozna¢me K

taky bod na tsecke AX, ze | BK| = | BC|. Podobne ozna¢me L taky bod na tsecke BX,

ze |AL| = |AC|. Priese¢nik priamok AL a BK ozna¢me M. Dokazte, ze |[M K| = |M L.
(Ceské rep., Josef Tkadlec)

Uloha 6.
Urcte vsetky kladné celé cisla n, pre ktoré existuji nezaporné celé ¢isla aq, ao, ..., a,
také, ze
1 1 11 no
2ar Tom T om T3m T3m T e T
(Srbsko)
RieSenia auloh IMO
Uloha 1.

Oznacme velkosti uhlov pri vrcholoch A, B, C postupne 2«, 23, 2. Uhly AKJ a ALJ
su pravé, preto K aj L lezia na Téalesovej kruznici k s priemerom AJ. Klucovym
pozorovanim je to, ze aj body F' a G lezia na tejto kruznici (obr. 58). To teraz dokazeme.
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Bod J lezi na osi uhla C AB, preto uhol LAJ mé velkost a.. Stac¢i dokazat, Ze aj uhol
LFJ ma velkost o (body A a F lezia v tej istej polrovine vzhladom na priamku J L, lebo
polpriamka opac¢na k M L, na ktorej lezi bod F, lezi cela v polrovine BC'A). Bod J lezi
na vonkajsich osiach uhlov pri vrcholoch B a C, preto uhol CM L ma velkost v a uhol
M BJ ma velkost 90° — 3. Z trojuholnika BM F' dostaneme, ze |[{LFJ| = |{MBJ| —
— |[ABMF|=90° — 3 —~ = a, ¢ize bod F lezi na kruznici k. Analogicky dokazeme, zZe
aj G lezi na k.

KedZe bod F' lezi na kruznici k, je priamka AF kolmé na F'J. Lenze FJ je osou
vonkajsieho uhla pri vrchole B a KM 1 FJ, preto je tsecka SM osovo stimerna
s tseckou AK, a vdaka tomu |SM| = |AK]|. Analogicky |[T'M| = |AL|. Avsak AK aj
AL st doty¢nice k pripisanej kruznici so stredom J, ¢ize |AK| = |AL|. Preto |SM| =
= |MT| a teda bod M je stredom tsecky ST.

Uloha 2.

Keby sme priamod¢iaro pouzili nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym prieme-
rom na kazdy sucet na lavej strane, dostaneme jej dolny odhad, v ktorom sa mocniny
¢isel as, as, ..., a, lisia, a teda nebudeme moct priamo vyuzit viizbu. Preto pred
pouzitim tejto nerovnosti vhodne ¢leny ,navazime“. Dostaneme odhad

k k
rat = (-0t v ) 2 e

platny pre kazdé celé ¢islo k = 2. Rovnost v tomto odhade nastava pre ax = 1/(k — 1),
¢o je pre k > 2 menej ako 1.
Vynésobenim takychto odhadov pre k € {2,3,... ,n} dostaneme

(1+a2)?(1+as)®...(14an)™ = n"asas...a, = n".

Rovnost v8ak nemdzZe nastat: ak by nastala, tak as = 1 a ax by bolo mensie ako 1 pre
vSetky k = 3, to je vSak pre n = 3 spor s podmienkou asas...a, = 1.

Iné riesenie. Matematickou indukciou dokédZzeme nasledujuce silnejsie tvrdenie:
(14 az)? (1 +a3)®...(1 +a,)" 2 n"asas...an,

pri¢om rovnost nastéava prave vtedy, ked zaroven plati ap = 1/(k — 1) pre kazdé k €
€{2,3,... ,n}.

Pre n = 2 je nerovnost (1+ az)? = 4az ekvivalentnd s (az —1)? = 0; rovnost nastane
pre as = 1.

V druhom kroku nam po vyuziti indukéného predpokladu staci dokazat, ze

n -+ 1 n+1
a2 U )

Uvazujme funkciu
n+l ('ﬂ + 1)n—|—1
nn

T

f(@) = (1+2)
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definovant na mnozine kladnych realnych ¢isel. Tato funkcia je na celom definicnom
obore diferencovatelnd a jej derivacia je

n ntl g
P = a0y - P v ),

Funkcia f je klesajica na intervale (0,1/n), kde ma zdporna derivaciu, a rastica na
intervale (1/n,00), kde ma kladnt derivaciu. Preto funkcia f ma v bode z = 1/n
globalne minimum. Z f(1/n) = 0 potom vyplyva platnost odhadu (1) a tiez to, Ze
v flom rovnost nastéva len pre a, 11 = 1/n.

Uloha 3.
a) (Podla Eduarda Batmendijna.) Vifazna stratégia hraca B vyzerd nasledovne. Za-
¢neme s mnozinou M = {1,2,... N} a budeme tito mnoZinu postupne zmensovat

tak, aby stale obsahovala ¢islo 2. Ked bude mat M nanajvys 2¥ prvkov, prehlasime ju
za finalnu odpoved.

Predpokladajme, 7ze M obsahuje viac ako 2% prvkov. UkdZzeme, ako ju zmensit.
Zvolme Iubovolné y € M. Budeme sa hraca A opakovane pytat na mnozinu {y}. Ak A
odpovie k + 1 raz ,nie“, vieme, 7e y # x, preto mozeme y z M odstranit a zopakovat
cely postup s novou mensou mnozinou M.

Ak hra¢ A na niektoru z naSich otazok odpovedal ,ano“, tak vlastne povedal ,nie“
pre mnozinu P; = M — {y}. Mnozina P; obsahuje aspoti 2* prvkov, lebo M obsahovala
viac ako 2% prvkov. Pritom vieme, Ze pre kazdy prvok mnoziny P; uz A raz odpovedal
ynie“. Mnozinu P; rozdelime na dve rovnako velké ¢asti a spytame sa na jednu z nich.
Ci uz A odpovie ,,4no“ alebo ,nie“, vieme to interpretovat ako ,nie“ pre jednu z nasich
Casti; ozna¢me ju Po. Pre kazdy prvok v P, uz A dvakrat odpovedal ,nie*. Mnozinu P,
opéit rozdelime na dve rovnako velké podmnoziny a tento postup opakujeme, az kym
nedostaneme mnozinu Pjy1. (Mnozina Pjy; je neprazdna, lebo P; obsahovala aspon
2% prvkov.) Pre Tubovolny jej prvok z hra¢ A dal k + 1 po sebe idiicich odpovedi ,nie“
a aspon raz musel vraviet pravdu, preto z # x a mozeme ho odstranit z M.

b) Dokézeme, 7e ak A € (1,2) an = [(2—A)A\*T1] —1, hrd¢ B si nedok4Ze zabezpecit
vitazstvo. Na dokonéenie dokazu potom staci zvolit A € (1,99;2) a k dostatoéné velké
na to, aby platilo n > 1,99%.

Predpokladajme, ze hra¢ B sa pyta na mnozinu S. O odpovedi hraca A budeme
hovorit, Ze nie je v sulade s prvkom i, ak i € S a odpoved je ,nie*, alebo i ¢ S a odpoved
je ,ano“. Odpoved je nepravdiva prave vtedy, ked nie je v stlade s prvkom .

Uvazujme nasledujicu stratégiu hraca A. Najprv zvoli N = n + 1 a Tubovolné x €
€ {1,2,... ,n+ 1}. Po kazdej svojej odpovedi hra¢ A pre kazdé ¢ € {1,2,... ,n+ 1}
urci pocet m; po sebe iducich predchadzajicich odpovedi, ktoré nie st v stilade s 2. Pri
rozhodovani o svojej nasledujiucej odpovedi vyuzije hodnotu

n+1

= Z AT
i=1

Bez ohladu na otdzku hrac¢a B odpovie A tak, aby minimalizoval hodnotu ¢.
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Tvrdime, Ze pri tejto stratégii je hodnota ¢ vzdy mensia ako \**1. Ziadny z expo-
nentov m; potom nemoze presiahnut k, a teda hra¢ A pre ziadne ¢ nepovie viac ako k
po sebe iducich odpovedi, ktoré nie st v stlade s i. Preto nebude klamat viac ako k-krat
po sebe. Takato stratégia vyhovuje pravidlam; navyse vobec nezavisi od volby z, ¢ize
nedava hracovi B ziadnu informéciu. Ostéva dokazaf, Ze ¢ je vidy mensie ako A\F*+1,

Na zaciatku je m; = 0 pre kazdé i, preto ¢ = n+1 a platnost nasho tvrdenia vyplyva
z volby n = [(2—A)A\**1] —1 a podmienky ) € (1,2). Predpokladajme, Ze v niektorom
momente je ¢ < \**1 a hra¢ B sa pyta, ¢i € S pre nejaktt mnozinu S. Podla toho, ¢i
hra¢ A odpovie ,ano“ alebo ,nie“, bude nova hodnota ¢

p1 = Z 1+ Z Amitl alebo o = Z At Z 1.

i€S i¢S ieS igS

KedZe hra¢ A minimalizuje ¢, bude novd hodnota rovnd min{y1, p2}. Pritom

N | =

min{y1, g2} <

(14 @2) = % (Z(l F AT Y (A 4 1)) = %()«p +n+1).

i€S i¢S

Kedze ¢ < \**1 7z predpokladov A < 2 a n = [(2 — A\)A*T1] — 1 dostaneme
1
min{p, o} < 5(A’f“ + (2 = M)A = AR

Tym sme dokaz ukoncili.

Uloha 4.
Po dosadeni a = b = ¢ = 0 vidime, %e 3f(0)? = 6£(0)2, preto f(0) = 0. Dosadenim
b = —a, ¢ = 0 dostaneme (f(a) — f(—a))? = 0, a teda f(—a) = f(a) pre kazdé celé
¢islo a, ¢ize funkcia f je parna.

Zvolme b = a a ¢ = —2a; dostaneme 2f(a)? + f(2a)? = 2f(a)? + 4f(a)f(2a). Preto

f(2a) =0 alebo f(2a) =4f(a) pre kazdé a € Z. (1)

Ak f(r) = 0 pre nejaké r = 1, zo substiticie b = r a ¢ = —a — r dostaneme (f(a +
+ 1) — f(a))? = 0, ¢ize funkcia f je periodicka s periédou .

Ak f(1) =0, tak f je konsStantna nulova funkcia. T4 je evidentne rieSenim zadanej
rovnice. Vo zvysku rieSenia budeme predpokladat, ze f(1) = k # 0.

Zo vztahu (1) vidime, ze bud f(2) = 0, alebo f(2) = 4k. Ak f(2) = 0, tak funkcia
f je periodicka s periédou 2 a teda jej funkéné hodnoty v parnych cislach st nulové
a v neparnych cislach st vsetky rovné k. Takato funkcia je riesenim; skusku spravnosti
v8ak v tejto chvili odlozime a budeme vo zvysku rieSenia predpokladat, ze f(2) = 4k #
# 0.

Opétovnym vyuzitim vztahu (1) dostaneme, ze bud f(4) = 0, alebo f(4) = 16k.
V prvom pripade je funkcia f periodickd s peridédou 4. Pritom f(3) = f(—1) = f(1) =
= k, ¢ize periodicky sa budiu postupne opakovat hodnoty 0, k, 4k, k. Aj takato funkcia
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je rieSenim (overime neskor); vo zvysku riesenia budeme predpokladat, ze f(4) = 16k #
# 0.

Teraz dokazeme, ze f(3) = 9k. Najprv zo substiticie a = 1, b = 2, ¢ = —3 dostaneme
f(3)2 — 10k f(3) + 9k2 = 0, preto f(3) € {k,9k}. Nasledne zo substitticie a = 1, b = 3,
c = —4 dostaneme f(3)? — 34k f(3) + 225k? = 0, preto f(3) € {9k, 25k}. Niet teda inej
moznosti ako f(3) = 9k.

Nakoniec matematickou indukciou dokdzeme, Ze f(x) = kx? pre vietky celé ¢isla .
Doteraz sme ukazali, Zze je to pravda pre z € {0,1,2,3,4}. V druhom kroku indukcie
budeme predpokladat, e n = 4 a 7e f(x) = kax? pre vsetky celé ¢isla x z mnozZiny
{0,1,... ,n}. Dosadeniaa =n,b=1,c=-n—1laa=n—1,b=2,c=—n—1 vedt
k tomu, ze

fin+1)e{k(n+1)%kn-1)% a  fn+1)e{kn+1)72Ekn-3)?3}.

Ked7e pre n # 2 stt hodnoty k(n—1)? a k(n—3)? rozne, jedinou moznostou je f(n + 1) =
= k(n+1)2. Tym sme ukoné¢ili druhy krok indukcie a dokazali, ze f(x) = kz? pre vietky
neziporné celé x. Kedze funkcia f je parna, plati to aj pre zdporné x. Pri overovani
tohto rieSenia staci dokazat, ze a* + b* + (a + b)* = 2a%b? + 2a%(a + b)? + 2b%(a + b)?,
to vSak vidno z roznasobenia jednotlivych stran.

Jedingymi moznymi rieSeniami zadanej funkcionalnej rovnice st teda konstantna
funkcia f1(z) = 0 a funkcie fo(r) = kx?,

) 0 prez=0 (mod 4),
0 pre x parne,
fa(z) = ) fa(x)=<¢ k prex=1 (mod 2),
k pre x neparne,
4k pre x =2 (mod 4)

pre Tubovolné nenulové celé &islo k.17 Ostava spravit skusku spravnosti pre funkcie f3
a fy. Zacneme funkciou f3. Ak a + b+ ¢ = 0, tak bud su a, b, ¢ vSetky parne, vtedy
f(a) = f(b) = f(c) = 0, alebo jedno je parne a dve st nepéarne, vtedy hodnota oboch
stran zadanej rovnice je 2k2. Pre funkciu f4 podobnou tGvahou s vyuZitim symetrie
zadane]j rovnice zistime, ze staci overit trojice (0,k, k), (4k, k, k), (0,0,0), (0,4k,4k).
Pre kazd® z nich plati rovnost.

Uloha 5.
Oznaéme C’ obraz bodu C v osovej simernosti podla priamky AB. Kruznica k; mé
stred v bode A a prechddza bodmi C, L a C’. Kruznica ks m4 stred v bode B
a prechadza bodmi C, K a C’. Kedze uhol ACB je pravy, v bode C sa priamka AC
dotyka ko a priamka BC' sa dotyka k;. Ozna¢me K’ priesecnik priamky AX s ko rozny
od K a L' priesecnik priamky BX s kj rozny od L (obr.59).

Z mocnosti bodu X ku kruZniciam k; a ko dostaneme

[ XK|-|XK'|=|XC|- | XC'| = |XL|- | XL,

17 Funkcie fo2, f3, f4 samozrejme vyhovuju aj pre k = 0, vtedy st v8ak totozné s funkciou fi.
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¢ize body L', K, L, K’ lezia na jednej kruznici k3.

L/

ko k1

Cl
Obr. 59

Z mocnosti bodu A ku kruznici ks mdme |AL|? = |AC|? = |AK]| - |AK'|, preto AL
je doty¢nicou ku k3 v bode L. Analogicky BK je doty¢nicou ku k3 v bode K. Takze
priamky MK a ML st dotyénice z bodu M ku kruznici ks, a preto |[M K| = |ML|.

Uloha 6.

Vhodné ¢isla aq, as, ..., a, existuju pre n so zvyskom 1 alebo 2 po deleni Styrmi.
Najprv dokazeme, ze tato podmienka je nutna. Predpokladajme, ze 22:1 k/3% =1,

nech a je najvacsie z Cisel ai. Po prenasobeni 3% dostaneme

l-x1+2-29+...+n -2, =3%

pridom x; s mocniny ¢isla 3. Prava strana v ziskanej rovnosti je neparna a lavad mé
taku istu paritu ako sucet 1 + 2 + --- 4+ n. Preto n dava zvysok 1 alebo 2 po deleni
Styrmi. Ostava dokazat, ze uvedena podmienka je postacujuca.

Postupnost by, ba, ..., b, budeme volat pripustnd, ak existuji nezédporné celé ¢isla
ai, as, ..., a, také, ze
1 1 1 b b bn
S R T R

201 202 20n 3o 302 3an
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Pre dant postupnost vieme robif na jej ¢lenoch roézne operécie. Vezmime pripustna

postupnost by, ba, ..., b, (so zodpovedajucimi exponentmi ay, asg, ..., a, z definicie
pripustnosti) a zvolme nezaporné celé ¢isla u, v so suc¢tom 3by. Postupnost by, b, ...,
bg—1, u, v, bgy1, ..., b, je tiez pripustnd, pretoze
1 1 1 U v by
+ = a + = S
2ak+1 2ak+1 2ak 3ak—|—1 3ak—|—1 3ak

Toto mozeme sformulovat aj naopak: ak v postupnosti nahradime dva ¢leny u a v
jednym ¢lenom (u + v)/3 a dostaneme tym pripustni postupnost, tak aj pévodna
postupnost bola pripustna. (Tieto dva ¢leny nemusia nasledovat bezprostredne po sebe.)

Predpokladajme, ze n = 1 alebon = 2 (mod 4) a ozna¢me «,, postupnost 1,2,...  n.
Ukézeme, Ze postupnymi tpravami typu {u,v} — (u + v)/3 mozno zredukovat tuto
postupnost na jednoprvkovi postupnost ay, ktord je zjavne pripustné (s exponentom
a; = 0). Specidlnym pripadom tejto operacie je {m,2m} — m, ¢ize mdzeme vynechat
¢islo 2m, ak postupnost okrem neho obsahuje aj ¢islo m.

Predpokladajme, ze n = 16. UkdZeme, Ze «,, vieme zredukovat na «,_12 pomocou
12 operécii. Pre vhodné k =2 1 a 0 < r < 11 plati n = 12k +r. Ak r € {0,1,... ,5},
z poslednych 12 ¢lenov o, vynechdme 12k — 6 a 12k a zvySok rozdelime na pét dvojic

{12k —6 — i, 12k — 6 +i}, i € {1,2,... ,5—r}; {12k —j 12k +j}, je{1,2,...,r}.

Pit operacii vykonanych na uvedenych paroch odstrani 10 ¢isel a pridd 5 novych ¢isel
rovnych 8k — 4 alebo 8k. Vsetky pridané ¢isla vSak mozeme vynechat, lebo 4k — 2
aj 4k ostali v postupnosti (nerovnost 4k < n — 12 je ekvivalentnd nerovnosti 8k =
= 12 — r, ktorej platnost lahko overime pre kazdé r). Takto sme v tomto pripade tspesne
zredukovali «,, na o, _12.

V pripade r € {6,7,... ,11} postupujeme analogicky. Cisla 12k a 12k + 6 vynechame
a zvysok rozdelime na dvojice

{12k+6—i,12k+6+i}, i € {1,2,... ,r—6}; {12k—7,12k+j}, j € {1,2,... ,11—r}.

Po aplikovani operacie na jednotlivé pary nam pribudnu ¢isla 8%k a 8k +4, ktoré moézeme
vynechat. Ziskame tak opif «,,_12.

Ostéava vySetrit n € {2,5,6,9,10,13,14}. Pripady n € {2,6,10,14} sa vynechanim
posledného ¢lena zredukuju na n € {1,5,9,13}. Pre n = 5 pouzijeme {4,5} — 3, potom
{3,3} — 2 a nakoniec vynechame dve dvojky. Pre n = 9 najprv vynechdme 6 a potom
pouzijeme {5,7} — 4, {4,8} — 4, {3,9} — 4. Dalej vynechdme tri $tvorky a nakoniec
vynechame dvojku. Pripad n = 13 sa da pouzitim {11,13} +— 8 a vynechanim 8 a 12
previest na pripad n = 10.



6. Stredoeurdpska matematicka olympiada

Siesty ro¢nik Stredoeurépskej matematickej olympiddy (MEMO) sa uskutoé¢nil v ter-
mine 6.—12.9. 2012 v malom S$vajciarskom mestecku Solothurn, ktoré je hlavnym
mestom kanténu s rovnakym menom. Zucastnilo sa ho 60 sufaziacich z 10 krajin.
Slovensku republiku reprezentovali

Patrik Bak, Gymnazium Sobrance, 1.rocnik,

Filip Hanzely, Gymnazium A.Pridavka, Sabinov, 3. roc¢nik,
Marta Kossaczkd, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 3. ro¢nik,
Viadimir Macko, Gymnéazium L. Sttra, Zvolen, 3.roé¢nik,

Jakub Safin, Gymnazium P. Horova, Michalovce, 3.roénik,

Bui Truc, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 1.roc¢nik.

Vedtcim druzstva SR bol Mgr. Peter Novotny, PhD. (FMFI UK, Bratislava), za-
stupca vediceho bol doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc. (FPEDaS ZU, Zilina).

Ako byva na MEMO pravidlom, sttaz bola rozdelené na dve nezavislé ¢asti. V sutazi
jednotlivcov, v ktorej kazdy ziak riesil pocas 5 hodin Stvoricu tloh, sme ziskali tri
bronzové medaily, teda o 1 viac ako v roku 2011, pricom v sucte bodov sme dosiahli
v neoficidlnom poradi 5. miesto spolo¢ne s Litvou. V stufazi druzstiev, v ktorej vSetci
Siesti Studenti z jednej krajiny pracuja pri rieseni 8 1uloh spoloc¢ne a odovzdavaju
spolo¢né riesenie, sme skoncili na vybornom 4. mieste (na rovnakom mieste sa nam
podarilo skon¢it len na tuplne 1. roéniku MEMO, pri¢om vtedy sa eSte nezucastnili
tradi¢ne silné druzstvd Madarska a Nemecka). Aj tento rok boli tispesni najmi Studenti
Madarska (ziskali 6 medaili v jednotlivcoch a v stfazi druzstiev skond¢ili druhi) a Polska
(prvi v stutazi druzstiev, 5 medaili a absolutny vitaz v jednotlivcoch).

Vysledky druzstva SR v sutazi jednotlivcov st uvedené v prvej tabulke. Prehlad
vysledkov vsetkych krajin v stufazi jednotlivcov je v druhej tabulke. Krajiny st v nej
zoradené podla stétu bodov celého druzstva, podobne ako pri neoficidlnom poradi krajin
na IMO. Vysledky stutaze druzstiev st uvedené v tretej tabulke.

Meno I1 | 12 | I3 | I4 | Sacet | Cena
Patrik Bak 2 1 8 0 11 bronz
Filip Hanzely 0] 4] 2 5 11 bronz
Marta Kossaczka 0 0 2 0 2
Vladimir Macko 1 0 0 1 2
Jakub Safin 1 0 2 2 5
Bui Truc Lam 0 0 6 0 6 bronz
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Ucastnici boli pocas celého pobytu ubytovani v hosteli a vedici vo vedlajsom hoteli
priamo v centre Solothurnu. Stufaz prebiehala v tunajSej Skole. Zasadnutia jury, na
ktorych sa pripravovali tlohy, boli v hosteli, kde byvali Studenti. Popri sttazi pripravili
organizatori pre Studentov vo volnom ¢ase exkurzie do tradi¢nej ¢okolddovne a syrarne
a rozne Sportové aktivity. V utorok sa konala pre vSetkych prehliadka hlavného mesta

Svajéiarska Bernu.

Vysledky sutaze boli vyhlasené na netradi¢nom mieste: na lokalnej farme. Organi-
zatori tak chceli priblizit ucastnikom tradiény $vajciarsky vidiek. Slavnostného vyhod-
notenia sa zucastnil prof. Dr. Ralph Eichler — prezident renomovanej ETH Ziirich.

SttaZ jednotlivcov

Uloha I-1.

Zadania uloh MEMO

Néjdite vSetky funkcie f:RT — R™ také, Ze rovnost

Cisel.)

Uloha I-2.

Dané je kladné celé ¢islo N. Mnozina S C {1,2,...,N} sa nazyva pripustnd, ak

flx+ fy) =yflzy+1)

plati pre vSetky z,y € R*. (Symbol RT oznac¢uje mnozinu vsetkych kladnych realnych
(Chorvatsko)

Por. Stat S B CU Y |Por. Stat Z S B CU Y
1. Madarsko 4 1 90 Slovensko 3 37
2. Polsko 1 3 72| 7. Ceské rep. 3 36
3. Nemecko 2 2 52| 8. Slovinsko 3 35
4. Chorvatsko 2 1 45| 9. Rakusko 22
5. Litva 11 37| 10. Svajéiarsko 1 18

Stat T1|T2|{T3|T4|T5|T6|T7|T8|>

1. | Polsko 8 0| 8| 8| 8| 8| 8| 8 |56

2. | Madarsko 7108 (8|7 /|0]8]| 8|46

3.|Chorvatsko | 8 | 2 | 8 | 2 | 8 | 8 | 8 | 1 |45

4. | Slovensko 7107|288 |82 |42

5. | Nemecko 8108|2885 |1 /40

6. | Ceska rep. 812|710 8816|0139

7. | Litva 6 0|82 |83 |4]|1]32

8. | Rakusko 810|812 |2 |1|2]|1|24

9.|Svajéiarsko | 3 | 0| 8| 1[5 |0|5|1]|23

10. | Slovinsko 31030 |8[0]2]1]17
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neobsahuje také tri navzajom rozne cisla a, b, ¢, ze a deli b a stcasne b deli c. Urcte
najviacsi mozny pocet prvkov, ktory méZze mat pripustnd mnozina S. (Madarsko)

Uloha I-3.

Dany je lichobeznik ABCD, pricom AB || CD, |AB| > |CD| a priamka BD je osou
uhla ADC'. Priamka prechadzajica bodom C rovnobezna s AD pretina usecky BD
a AB postupne v bodoch F a F. Ozna¢me O stred kruznice opisanej trojuholniku
BEF'. Predpokladajme, ze |[£ ACO| = 60°. Dokazte, ze

|CF| = |AF|+ |FO|.
(Chorvatsko)

Uloha I-4.
Postupnost {a,}52, je definované vztahmi ag =2, a3 =4 a

ApQp—1
2

py1 = + an + an—1  pre vsetky kladné celé cisla n.

Urcte vSetky prvodisla p, pre ktoré existuje kladné celé ¢islo m také, ze p je delitelom
A, — 1. (Svajciarsko)
Sataz druzstiev

Uloha T-1.
Najdite vSetky trojice (x,y, z) redlnych ¢isel také, ze

203 +1 = 3z,
2y% + 1 = 3y,
223 +1 = 3yz.

(Cesk4 rep., Jaroslav Svréek)

Uloha T-2.
Nech a, b, ¢ st kladné realne cisla, pre ktoré plati abc = 1. Dokazte, ze

V9 +16a2 + /9 + 1662 + /9 +16¢2 = 3+ 4(a + b+ ).
(Nemecko)

Uloha T-3.

Nech n je kladné celé ¢islo. Uvazujme slové dizky n zlozené z pismen mnoziny {M, E, O}.
Ozna¢me a pocet tych slov, ktoré obsahuji parny pocet (modze byt aj nulovy) blokov
ME a parny pocet (mo6ze byt aj nulovy) blokov M O. Podobne oznac¢ime b pocet tych
slov, ktoré obsahuji neparny pocet blokov M E a neparny pocet blokov M O. Dokazte,
ze a > b. (Polsko)
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Uloha T-4.
Nech p > 2 je prvoéislo. Pre lubovolni permutaciu © = (w(1), 7(2),... ,m(p)) mnoziny
S={1,2,... ,p} oznac¢me f(m) pocet tych ¢isel spomedzi

7(1), 7(1)+7(2), -, 7(1) + 72 + .+ 7(p),
ktoré su delitelné ¢islom p. Uréte priemernt hodnotu ¢isla f(7), ak uvazujeme vsetky
permutacie m mnoziny S. (Madarsko)
Uloha T-5.

Nech K je stred strany AB daného trojuholnika ABC. Nech L a M sa také body
leziace postupne na stranach AC' a BC, pre ktoré plati |{CLK| = |{KMC|. Dokazte,
7e kolmice na strany AB, AC a BC prechadzajice postupne bodmi K, L a M sa
pretinaji v jednom bode. (Polsko)

Uloha T-6.

Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik, ktorého ziadne dve strany nie st rovnobezné,
pricom |£LABC| = |£CDA)|. Predpokladajme, zZe priese¢niky dvojic osi uhlov pri sused-
nych vrcholoch stvoruholnika ABC'D tvoria stvoruholnik EFGH. Nech K je priesec¢nik
uhlopriecok Stvoruholnika FF'GH. Dokéazte, ze priesecnik priamok AB a CD lezi na
kruznici opisanej trojuholniku BK D. (Chorvatsko)

Uloha T-7.
Najdite vSetky trojice (x,y, z) celych kladnych ¢isel také, ze

’ +y =2,

z¥ +2012 = y* L
(Litva)

Uloha T-8.

Pre Tubovolné celé kladné ¢islo n oznac¢me 7(n) pocet kladnych delitelov ¢isla n. Zistite,

¢i existuji celé kladné ¢&isla a a b také, ze 7(a) = 7(b) a 7(a?) = 7(b?), ale 7(a®) # 7(b%).
(Cesk4 rep., Michal Rolinek)

Riesenia uloh MEMO

Uloha I-1.
Sktiimajme najskor, pre aké hodnoty x plati x 4+ f(y) = zy + 1. Po jednoduchej tprave
dostaneme z tejto rovnosti za predpokladu y # 1 ekvivalentné vyjadrenie

y—1
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Ak by existovalo kladné y # 1 také, ze vyraz (1) je kladny, mohli by sme takéto = a y
dosadit do zadanej rovnosti a dostali by sme f(A) = yf(A4) (pricom A =z + f(y) =
= zy + 1), ¢o je v spore s tym, ze y # 1 a zaroven f(A) # 0. Preto vyraz (1) je pre
kazdé y # 1 zaporny, ¢ize pre y > 1 plati f(y) < 1 a pre y < 1 plati f(y) > 1.

Zvolme Tubovolné y > 1 a polozme x = 1—1/y. Dosadenim tychto hodnét do zadanej
rovnosti dostaneme

F(1-5+50) vt

Ak f(y) > 1/y, tak prava, a teda aj lava strana predoslej rovnosti je vicsia ako 1,
z ¢oho vzhladom na vlastnost odvodent v predoslom odseku vyplyva

-S4 f@) S, de fy) < -
Y Yy
¢o je spor. Analogicky z predpokladu f(y) < 1/y odvodime spor f(y) = 1/y. Preto pre
vSetky y > 1 plati f(y) = 1/y.
Napokon uvazujme fubovolné 0 < a < 1 a zvolme Iubovolné y spliiajice y > 1/a > 1.
PoloZenim = = a—1/y dostaneme (s vyuzitim zadanej rovnosti a uz odvodenych hodnot

.....

11
xy—i—l_.r—i—%_a'

fla)=f (az+ ;) — fat fW) = yfley +1) =y

Preto jedingm kandidatom na riesenie je funkcia f(x) = 1/x pre vetky z € R*. O tom,
ze vyhovuje, sa presvedc¢ime trividlnou skaskou.

Uloha I-2.

Ak trojica roznych prirodzenych &isel a, b, ¢ spliia a | b a stcasne b | ¢ (takito trojicu
budeme nazyvat zakdzand), tak b = 2a a ¢ = 2b, z ¢oho vyplyva ¢ = 4a. Ak teda
najvicsie ¢islo z S je mensie ako Stvornasobok najmensieho ¢isla z S, neobsahuje

.....

ako iN , teda polozme

S={liN]+1,[iN]+2,... ,N}.

Této pripustnd mnozina mé N — &N | = [%N | prvkov. UkéZeme, Ze viac prvkov Ziadna
pripustnd mnozina obsahovat nemdze.
Mnozina M = {1,2,... , N} obsahuje [%N | neparnych ¢isel. Pre kazdé také neparne

¢islo ¢ uvazujme mnozinu

Hy = {q4,2q,4q,... ,2"q},

priom i, je najviicSie nezdporné celé ¢islo i také, ze 2° - ¢ < N. Mnoziny H, tvoria
rozklad mnoziny M (kazdé ¢islo z M sa da jednoznacne napisat v tvare 2’ - ¢ pre nejaké
neparne ¢ < N a celé ¢ 2 0). Je zrejmé, ze lubovolna trojica Cisel z tej istej mnoziny H,
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je zakdzana. V mnozine S teda mézu byt najviac dve ¢isla z kazdej mnoziny H,. AvSak
pre q > %N je mnozina H, jednoprvkovéa — obsahuje iba ¢islo g.

Spolu dostavame, ze S moze obsahovat z mnozin H, najviac po dve ¢isla pre 1 <
< ¢ < 1N apo jednom &isle pre 1N < ¢ < N, teda

51 S 2 [3LANT] +1- (FEN] = THANT) = [3U3NIT + [3N] = [3N).

Poslednt tpravu je mozné urobit napriklad osobitnym rozobranim dvoch pripadov
podla parity ¢isla N.

Odpoved. Pripustnd mnozina moze maft najviac (%N | prvkov.

Uloha I-3.

Z rovnobeznosti priamok AD a F'C, resp. priamok AB a C'D vyplyva

|{ADE| = |{FEB|,  resp. |{CDB|=|{ABD)|.

Podla zadania je vS8ak DB osou uhla ADC, takze vSetky $tyri uvedené uhly maja
rovnaku velkost (obr. 60). Trojuholniky BD A a BEF st teda rovnoramenné a vzhladom

D . C
(0]
A 1T F B
Obr. 60
na to, ze AFCD je rovnobeznik, plati
|AB| = |AD| = |CF| a |FE| = |FB. (1)

Trojuholniky EFO a FBO st oba rovnoramenné a ich ramena maji zhodné dizky
rovné polomeru kruznice opisanej trojuholniku BEF. Podla (1) maju zhodné aj zéa-
kladne, st teda zhodné, ¢ize |[{EFO| = |{FBO|. Z toho a z (1) dostavame, Ze aj
trojuholniky CFO a ABO su zhodné, a to podla vety sus. Odtial |CO| = |AO|, preto
trojuholnik ACO je rovnoramenny, a vzhladom na to, Ze uhol ACO ma velkost 60°, je
dokonca rovnostranny. Potom |[{AOC| = 60°, t.j. trojuholnik CFO je obrazom troj-
uholnika ABO v otoceni o 60° (kedZze st zhodné). Preto aj | BOF| = 60° a trojuholnik
FBO je rovnostranny.
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S vyuzitim (1) teda dostavame
|AF|+ |FO| = |AF|+ |FB| = |AB| = |CF|,

¢o bolo treba dokizaf.

Uloha I-4.
Pomocou matematickej indukcie mozno lahko nahliadnuf, Ze vSetky c¢leny zadanej
postupnosti si1 parne. Parne s totiz prvé dva c¢leny a ak su parne ¢leny a,,_1 aj a,, pre
nejaké n, tak sucin a,a,_1 je delitelny Styrmi, ¢ize ¢islo %anan_l je parne a ¢len a,11
je ako sucet troch parnych cisel tiez parny. Prvocislo p = 2 teda nevyhovuje. Naopak,
p = 3 vyhovuje, pretoze 3 | a; — 1. Dalej budeme predpokladat, Ze p = 5.

Zadané vyjadrenie €lena a,1 moZno upravit na tvar

anln—1+2an +2an-1  (an+2)(an_1+2)
n+l — = - 4.
Ap+ 5 5 2

Ak oznac¢ime b,, = %(an +2), plati b, 11 = bpb,—1. Vzhladom na to, ze by = 2 a by = 3,
su vsetky b,, prirodzené cisla majice v rozklade na sucin prvocisel len cinitele 2 a 3,
teda p 1 b,. Oznacme z, zvySok ¢isla b, po deleni p a skiimajme postupnost tychto
zvyskov. Kedze kazdy dalsi zvySok z,41 je jednoznaCne uréeny dvojicou predoslych
zvySkov (zp_1, 2, ) aroznych dvojic zvyskov je len konecne vela, musi sa niektora dvojica
v postupnosti zopakovat a postupnost {z,} je periodicka, dlzku periédy oznacme d.

Tvrdime, Ze prva dvojica (z,—1,2,), ktord sa v postupnosti zopakuje, je dvojica
(z0,21) (t.j. postupnost je periodickd od zaciatku — neméa predperiédu). Predpokla-
dajme sporom, Ze prva sa zopakuje nejakd dvojica (zx_1,2k) = (Zd4k—1,2d+k) DPre
k > 1. Potom plati

2k = Zk—22k—1 (mod p),
2 = Zdtk = Zdtk—2%d+k—1 = Zdt+k—22k—1 (mod p).
Od¢itanim kongruencii dostaneme
0= (%k—2 — Zd4k—2)2k—1 (mod p),

z ¢oho vzhladom na to, Ze p { by_1, vyplyva zx_o = z4+k—2, teda aj (zx—2,2k—1) =
= (Zd+k—2, Zd+k—1)- To je v8ak spor s predpokladom, Ze prva zopakovana dvojica bola

Zh—1, 2k)-
Zistili sme, ze dvojica (zg,21) = (2,3) sa v postupnosti zvyskov objavi aj na mieste
(zd, Zd+1). Potom méme

3= bd+1 = bdbd—l = 2bd_1 (mod p), Cize Y4 | 2bd—1 -3 = Aqg—1 — 1.

Odpoved. Zadanym podmienkam vyhovuju vSetky prvodcisla okrem 2.

Uloha T-1.
Predpokladajme, ze cisla x, y, z vyhovuja zadaniu. Z prvej rovnosti trividlne dostavame
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x # 0 a podobne z ostatnych dvoch rovnosti mame y, 2z # 0. Preto m6zeme rovnice
prepisat na tvar

223 + 1 293 +1 223 +1
5 = — Tr = .
3z 3y 3z

7 tychto vyjadreni vyplyvaju implikacie

x>0 = 2z2>0 = y>0 = x>0,

teda ak je ktorékolvek z ¢isel x, y, z kladné, su kladné aj zvysné dve. Preto bud su
vSetky tri ¢isla kladné, alebo vSetky zaporné. Tieto dva pripady vySetrime osobitne,
pricom v oboch rozboroch pouzijeme rovnosti, ktoré dostaneme vzajomnym odc¢itanim
dvojic zadanych rovnosti:

2(z° —y°) = 3x(2 — y), (1)
2(y° - 2°) = 3y(z — 2), (2)
2(2% — 13) = 32(y — ). (3)

> Pripad x,y,z > 0. Ak = > y, tak lava strana (1) je kladnd, ¢ize aj prava strana je
kladni, t.j. z > y. Potom je lava strana (2) zaporna, ¢ize aj prava je zapornd, t.].
z > z. Potom je vSak lava strana (3) kladnd, ¢ize aj prava je kladna, t.j. y > z, ¢o
je v spore s ivodnym predpokladom. Zrejme rovnako dostaneme spor z predpokladu
x < y (vSetky nerovnosti sa len otoc¢ia). Nutne teda z = y a napr. z (1) nasledne
rT=y==z.

> Pripad xz,y,z < 0. Postupujeme podobne ako v predoslom pripade, avSak berieme
do tvahy zapornost ¢initelov pred zatvorkami na pravych stranédch, takze zatvorky
na oboch strandch v kazdej rovnici maji opa¢né znamienka. Ak = > y, tak z (1)
vyplyva z < y. Z toho podla (2) mame z > x. Spolu teda x > y > z > x, ¢o je spor.
Pripad z < y vedie rovnako k sporu a znova dostavame x = y = z.

Ukézali sme, ze vSetky tri ¢isla musia byt rovnaké. Vyhovujtce trojice uz nadjdeme lahko

vyrieSenim rovnice 223 4+ 1 = 322, ktori mozno po prevedeni ¢lenov na jednu stranu

rozlozit na suéinovy tvar (2z + 1)(z — 1)> =0, t.j. z = 1 alebo z = —3.
Odpoved. Zadaniu vyhovuju trojice (1,1,1) a (—%, —%, —%)
Uloha T-2.

Pri rieseni pouzijeme nasledovné pomocné tvrdenie: Ak pre kladné realne ¢isla x, y, z
plati z + y 4+ 2z < 3, tak

Dokaz. Podla AG-nerovnosti pre Stvoricu ¢isel plati

3+x=1+1+1+22>24Yx
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a analogicky 3 +y = 4y, 3+ z 2 4y/z. Vynasobenim tjchto troch nerovnosti ziskame
(3+2)(3+y)(3+ 2) = 64 /zyz. (1)

Podla AG-nerovnosti pre trojicu ¢isel mame 3 > x +y + 2z 2 3 xyz, z coho vyplyva
1> Jxyz, takZe aj 1> xyz (2)

a tiez ,
xy +yz + zx = 3(xyz)s.

S vyuzitim tychto odhadov dostavame

B-2)B3-y)B—-2)=98-z—y—2)+3(zy +yz + 22) —zyz >
> 9(wy2)s —ayz = (2y2) 5 (9 — Y2Y2) > 8(yz)

a po vynasobeni s (1) vzhladom na (2) plati

1

(9 —23)(9 — ) (9 — 2%) > 512(myz)1% > 512zyz.

Z toho uz trividlne vyplyva dokazovana nerovnost.

Vréatme sa k povodne zadanému tvrdeniu. Ozna¢me

T =9+ 16a2 — 4a, y=V9+ 1602 — 4b, 2 =1/9+ 16¢2 — 4ec.
Zrejme x,y, z > 0. Navyse
90— 22 =9 (9+16a%) — 16a2 + 8a/9 + 16a2 = 8a( 9 + 1642 —4a> — 8az

a podobne 9 — y? = 8by, 9 — 22 = 8cz. Preto

9—22 9—y? 9—2?

x Y z

= 512abe = 512,

a aby sme nedostali spor s pomocnym tvrdenim, nutne musi byt = + y + z = 3. To je
vSak ekvivalentné so zadanou nerovnostou.

Uloha T-3.

Ozna¢me A mnozinu slov dizky n s parnym poc¢tom blokov ME aj MO a B mnoZinu
slov dlzky n s neparnym poé¢tom oboch typov blokov. Uvazujme Iubovolné slovo z B.
Ked v tomto slove najdeme prvy blok M E alebo MO (ten, ktory sa vyskytne skor)
a nahradime ho druhym blokom, ¢ize zmenime F na O alebo naopak, v slove sa pocet

.....

pred zmenou boli oba pocty neparne, po zmene budii oba parne, teda vysledné slovo
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bude patrit do A. Taktto operaciu vieme vykonat s Tubovolnym slovom z B, pretoze
kazdé také slovo obsahuje neparny, t.j. nenulovy pocet blokov oboch typov.

Pre kazdé slovo z A, ktoré vzniklo uvedenou operaciou, vieme spiitne identifikovat
prvy blok M E alebo MO a zmenou E na O alebo naopak dostaneme povodné slovo z B.
To znamena, ze kazdé slovo z B sa operaciou zmeni na iné slovo z A, z ¢oho okamzite
vyplyva |A| =2 |B|. Na zdovodnenie toho, ze v skuto¢nosti dokonca |A| > |B|, si staci
uvedomif, Ze v A existuju slovd, ktoré nedostaneme opisanou operaciou zo ziadneho
slova z B. Takymi slovami su zrejme tie, ktoré neobsahuju ziadny blok M E ani MO
(podla zadania takéto slova patria do A); ich pocet je pre kazdé n nenulovy.

Uloha T-4.

Nech 7 je lubovolna permutécia. Uvazujme dalsich p — 1 permutécii mq, 7o, ..., Tp_1,

ktoré dostaneme z my postupnym zvicsovanim zloziek o 1, pricom c¢islo p namiesto

zvicSenia na p + 1 nahradime ¢islom 1. Plati teda 7, (i) = mo(¢) + j (mod p).
Spocitame, aka je priemernd hodnota f(7), ak uvazujeme len permutécie o, ...,

mp—1. Na to sta¢i urcit, aky je pocet nasobkov p medzi vSetkymi ¢islami v zozname

mo(1), mo(1) + mo(2), ceey mo(1) + m(2) + ... + mo(p),

7T1(1), 7T1(1)+7T1(2), ooy 7T1(1)+7T1(2)+...+7T1(p), ( )
1

mp-1(1), mp1(1) +mp-1(2), ..y w1 (1) +mp1(2) + ... + T (p)

a vysledok vydelif poé¢tom riadkov, teda ¢islom p. Pre &isla v k-tom stipci zoznamu (1)
plati

mi(1) + 75 (2) + - + (k) = (mo(1) +7) + (m0(2) +4) + - + (mo(k) +j) =
= 7'('0(1) + 7T0(2) + -+ Wo(k) + kj (mod p)

Ak teda oznac¢ime mo(1) + mo(2) + -+ + mo(k) = si, dévaju é&isla v k-tom stipci
zoznamu (1) po deleni p rovnaké zvysky ako ¢isla

Sk, Sg+k, sg+2k, ..., Ssp+ (p — 1)]€. (2)

Ak kE < p, st ¢isla k a p nesudelitelné a zoznam (2) neobsahuje ziadne dve ¢isla
s rovnakym zvySkom po deleni p, pretoze ak j # j’, tak

(sk 4+ jk) — (s +j'k) =k(j —j') #0 (mod p).

V zozname (2) po deleni p sa potom kazdy zvysok objavi prave raz, ¢ize prave jedno
¢islo je v nom nasobkom p.

Ak k = p, tak sp = s, = mo(1) + m(2) + -+ mo(p) =1+2+---+p=ip(p+1), ¢o
je pre p > 2 nasobkom p. V zozname (2) (resp. v poslednom stlpci zoznamu (1), ktory
obsahuje p totoznych ¢isel s,) s teda vsetky ¢isla nasobkom p.
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Spolu je pocet nasobkov prvocisla p v zozname (1) rovny (p —1)-14+p =2p—1
a priemernd hodnota f(m) je rovna (2p — 1)/p. Tato hodnota nie je zavisla na zvolenej
permutéacii mg. Pritom mnozinu vSetkych permutacii mnoziny S vieme rozlozit na p-prv-
kové triedy tak, ze v kazdej triede sa budi permutéacie 1isit iba o posunutie zloziek
modulo p (rovnako ako permutacie 7, ..., mp—1 opisané v tvode). Kedze pre kazdu
taku triedu vychadza priemerna hodnota f(7) rovna (2p—1)/p, je to zaroven priemerna
hodnota pre mnozinu vsetkych permutécii mnoziny S.

Uloha T-5.

Oznacme P priesecnik osi strany AB s kolmicou na stranu AC' vedenou bodom L.
Uvazujme najskor pripad, ze P lezi vnutri polroviny ABC (obr. 61a). Body K, L lezia

na Téalesovej kruznici s priemerom AP. Z vlastnosti obvodovych uhlov nad tetivou AK

tejto kruznice potom vyplyva |[{ALK| = |[{APK|. Podla zadania

|{ALK| = 180° — |{CLK| = 180° — |{KMC| = |{BMK]|

a zo sumernosti podla osi K P mame | APK| = |{ BPK|. Spolu dostavame | BM K| =
= |{BPK]|, teda body K, B, M, P lezia na jednej kruznici. Kedze PK 1 KB, je BP
priemerom tejto kruznice a odtial PM 1 BM, teda kolmice zo zadania sa pretinaju
v bode P.

Obr. 61b

Pripad, ked P lezi v polrovine opac¢nej k polrovine ABC' (obr. 61b), vySetrime ana-
logicky. Z Télesovej kruznice nad priemerom AP vyplyva |{ALK| = 180° — |[{APK|,
takze postupom z predoslého pripadu odvodime vztah |{ BM K| = 180° — |[{BPK|,
z ¢oho vzhladom na polohu bodov P, M v roznych polrovinach uréenych priamkou BK
vyplyva, ze K, B, M, P lezia na jednej kruznici. Zaver je rovnaky ako v prvom pripade.

Specialny pripad, ked P = K, vedie k zaveru trividlne — vtedy |[{ BM K| = |{ ALK | =
= 90°, teda zadané kolmice sa pretinaja v bode K.

Uloha T-6.

Predpokladajme, Ze oznacenie bodov F, F', G, H je zvolené tak ako na obr.62. Prie-
secnik priamok AB a C'D oznacme U a priese¢nik priamok AD a BC oznac¢me V.
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Bod H je priese¢nikom osi uhlov DAB a ADC, preto je — v zavislosti od toho,
¢ U lezi na polpriamke AB alebo BA — bud stredom kruZnice vpisanej trojuholniku
ADU alebo stredom kruznice pripisanej k strane AD trojuholnika ADU. V oboch
pripadoch lezi na osi uhla AU D. Analogicky bod F' lezi na osi uhla BUC, ktory je vsak
totozny s uhlom AU D. Uhlopriecka H F stvoruholnika EFGH je teda osou uhla AUD.
Rovnakou tuvahou odvodime, Ze EG je osou uhla AV B. Takze K lezi na prieseéniku
osi uhlov AUD a AV B.

Obr. 62

Ozna¢me |{BAD| = a a |{ABC| = |{CDA| = . Ak a+ 3 < 180°, lezia body U, V/
v polrovine BDC', ak a+ > 180, lezia v polrovine BD A (pripad o+ = 180° vzhladom
na roéznobeznost stran AB, C'D nastat nemdze). V oboch pripadoch lezia body B, D
v tej istej polrovine uréenej priamkou UV, a kedze |LUBV| = |LUDV| = 180° —
— B, lezia body U, B, D, V na jednej kruznici, ktorti ozna¢me k. Uhly DV B, DUB
nad tetivou DB kruznice k maji rovnaki velkost!® a preto maju rovnakt velkost aj
prislusné polovi¢né uhly, t.j. |[{KV B| = |{KU B)|. Z toho vyplyva, ze body U, B, K, V
lezia na jednej kruznici (zrejme K a B lezia v tej istej polrovine uréenej priamkou UV).
Tato kruznica je totozna s kruznicou k, pretoze s nou ma spolo¢né body U, B, V. Na k
teda lezi vSetkych pit bodov U, B, K, D, V, z ¢oho uz trividlne dostaneme dokazované
tvrdenie.

Uloha T-T7.
Predpokladajme, Ze z, y, z vyhovuju zadaniu. Rozoberieme dva pripady podla parity
¢isla z.

Ak x je nepéarne, tak lava strana druhej rovnice je neparna, takze y je neparne. Lavéa
strana prvej rovnice je potom parna a teda z je parne. Z druhej rovnice zjavne y # 1,

18 Rovnost velkosti uhlov DV B, DU B moZno odvodit aj bez kruZnice k z podobnych trojuholnikov
ADU, ABV — kazdy z nich ma dva uhly s velkostami «, 3 (resp. 180° — «a, 180° — 3, ak U, V lezia
v polrovine BDA), ¢ize st podobné podla vety uu.
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¢ize y = 2 a prava strana prvej rovnice je delitelna Styrmi. Ak celi stistavu prepiSeme
v zvySkoch po deleni $tyrmi, nakolko aj 4 | 2012, dostaneme

Y +y* =0 (mod 4), ¥ =" (mod 4).

Dosadenim za z¥ z druhej kongruencie do prvej mame y*™* + 3 = 0 (mod 4). Tomu
vSak nevyhovuje ziadne neparne y, pretoze ak y =1 (mod 4), tak

M4y =17 11" =2 (mod 4)
a ak y =3 (mod 4), tak vzhladom na neparnost = aj z + 1 plati

P4yt =3 437 = (1) 4 (-1)*=-2=2 (mod 4).

Ak z je parne, je lava strana druhej rovnice parna, takze y je parne. Z prvej rovnice
potom aj z je parne, t.j. z = 2. Prava strana druhej rovnice je teda delitelnd 6smimi.
Ak by bolo y > 2, bolo by aj ¥ delitelné 6smimi, a kedze 8 t 2012, druha rovnica by
nemohla byt splnend. Nutne teda y = 2 a stuistava sa redukuje na tvar

x? + 2% = 22 z? +2012 = 271, (1)

Podla prvej z tychto rovnic 22 > 2, teda z > x, takze 2°t! > 2*T1 7 ¢oho podla
druhej z rovnic z? + 2012 > 2*T1. Tahko sa dosadenim presvedéime, Ze pre x = 12
tato nerovnost neplati a matematickou indukciou dokazeme, Ze neplati ani pre ziadne

..........

2?2 4 2012 sa zvicsi iba g-krat, pricom

_@+1?+2012 0 w4l 2+ 2
S 42012 2242012 0 g 2002

3
<14+ -—-<2.
x

Ostéava pripad z < 12, t.j. « € {2,4,6,8,10}. Pre tieto hodnoty je ¢islo z = Vz2 4 27
celym jedine ak = = 6, vtedy z = 10. Lahko sa presvedéime, Ze potom je splnené aj
druhé rovnica v (1).

Odpoved. Jedinou vyhovujicou trojicou je (6,2, 10).

Uloha T-8.
Cisla s vlastnostami zo zadania existuju. Okrem prikladov takych dvojic uvedieme aj
postup, ako ich moZno objavit.

Pripomenime znédmy vzorec, ze ak ¢islo n mé rozklad na saéin prvocisel n =
= ptpy? .. Pk, tak T(n) = (a1 + 1)(a2 + 1) ... (g + 1).2? Podla tohto vzorca méame

9 Vzorec mozno odvodit takto: kazdy delitel ¢isla n ma tvar piipg?...p.*, pricom 0 < a; £ oy,
kazdé a; teda moéze nadobtudat (a; + 1) réznych hodnét, celkovo potom exponenty a1, ..., ak
mozno kombinovat (a1 + 1)(a2 +1)...(ag + 1) sposobmi.
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tiez 7(n?) = (2a1 +1)...(2ax + 1) a 7(n®) = (B3az + 1)...(3ay + 1). Pre skratenie
zapisu oznacme «; + 1 = ;. Potom

m(n)=PB1...0k, TM*) =261 —1)...(28c —1), 7(n®) =(381—2)...(36r —2).
Uvazujme dvojice
(2,3), (3,5), (4,7), (8,15), (18,35), (32,63). (1)

Vsetky sa typu (m,2m — 1) pre vhodné m a rozklad na saéin prvocisel kazdého
z dvanastich ¢isel v uvedenych dvojiciach obsahuje len prvoéisla z mnoziny {2, 3,5, 7}.
Cisla a, b budeme hladaf v takom tvare, aby exponenty z ich rozkladov zvicSené o 1, t. j.
prislusné hodnoty f3;, boli spomedzi ¢isel nachadzajucich sa na prvych zlozkach dvojic
v (1); prislusné hodnoty 23; — 1 potom budi na druhych zlozkach. Rovnosti 7(a) = 7(b)
a 7(a?) = 7(b?) prepidme na tvar 7(a)/7(b) = 1 a 7(a?)/7(b*) = 1. Snazime sa teda
najst celé ¢isla u, v, w, x, y, z také, ze

24 .3V . 4% . 8% . 18Y .32 =1 a 3“.5Y. 7. 157 .35Y .63 = 1. (2)
Kladné é&isla zo Sestice (u,v,w,,y, z) splhajtcej (2) pouzijeme na vytvorenie é&isla a,
zaporné na vytvorenie ¢isla b.

Rovnosti (2) upravime na tvar

2u+2w—|—3m—|—y—|—52 . 3v+2y — 1, 3u—|—x+2z . 5v+:17—|—y . 7w—|—y—|—z — 1

)
Cize

u+2w+3x +y+ 952 =0,

v+ 2y =0,
u+x+ 2z =0,
v+x+y=0,
w+y+z=0.

Tato sustava piatich linearnych rovnic o Siestich neznamych ma okrem trivialneho
rieSeniau = v =w =z = y = z = 0 (ktoré na vytvorenie vyhovujacich a, b pouzit nedo-
kézeme) nekoneéne vela dalsich rieSeni, ktoré mozno lahko najst postupnou eliminaciou
neznamych. VSeobecné rieSenie sustavy je (u,v,w,z,y,z) = (t,—2t,0,t,t,—t), kde t je
realny parameter. Pre ii¢ely nasho postupu staci zobraf nejaké celoc¢iselné rieSenie, napr.
(u,v,w,z,y,z) = (1,-2,0,1,1,—1). Podla (1) nasledne na zaklade kladnych hodnot
u=x =1y =1 zvolime 3, =2, B3 =8, 3 = 18 a zo zapornych hodndét v = -2, z = —1
uré¢ime ] = p4 = 3, f5 = 32. Vzhladom na postup plati

B1B2Bs = B3B3, (261 —1)(282 —1)(285 — 1) = (281 — 1)(28, — 1)(285 — 1)  (3)
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a fahko mozno nahliadnut, ze (381 —2)(382 —2)(355 —2) # (381 —2)(385 —2)(355 — 2).
Cislami vyhovujicimi zadaniu st teda napr.

a:21'37.517, b:22'32'531

(trojice prvocisel v zakladoch mézeme samozrejme volit Tubovolne).

Iné rieSenie. Podobne ako v prvom postupe budeme hladat 3;, 3] splhajtce (3).
Pokiisime sa ich najst v tvare

51 = pqg, BQ =T, BS =S, ﬁi =D, ﬁé =4dq, ﬁé =TS

pre vhodné prirodzené ¢isla p, ¢, r, s. Prva rovnost z (3) je pri takomto vyjadreni
splnend trividlne, pre splnenie druhej rovnosti musi platit

Gr-1)(2g—1) _ (@r-1D@Es—1)

2pq — 1 2rs —1

Ozna¢me V(m,n) = (2m — 1)(2n — 1)/(2mn — 1). Nasim cielom je najst dve rozne
dvojice {m,n}, pre ktoré tento vyraz nadobtida rovnakt hodnotu. Upravou dostavame

V(m’n):4mn—2m—2n—|—1 :2_2m+2n—3'

2mn — 1 2mn — 1

Hladajme také m, n, ze V(m,n) = 2 — 1/k pre nejaké prirodzené ¢islo k. Po tprave
ziskame ekvivalentné vyjadrenie

(m— B)(n — k) = %(21@ (k- 1).

Dosadenim povedzme k = 5 (na pravej strane predoslej rovnosti vtedy bude celé ¢islo
a zarovern nie prvocislo) dostaneme

(m—5)(n—>5) =18.
RieSenim tejto rovnice sut napriklad dvojice (6,23), (7,14), stacdi teda zvolit p =6, g =
=23, r =7, s = 14, z ¢oho dostdvame (po presvedceni sa, Ze 7(a3) # 7(b%)) vyhovujticu
dvojicu

a = 26»2371 . 3771 X 51471 — 2137 . 36 . 5137 b= 2671 . 32371 . 57~1471 — 25 . 322 . 597.



1KS — korespondencny seminar SKMO

Koresponden¢ny seminar Slovenskej komisie Matematickej olympiady (KSSKMO)
vznikol v 24.ro¢niku MO v Skolskom roku 1974/75 ako jeden z prvych matematickych
korespondenénych semindrov (vtedy este ako ¢eskoslovensky seminar) preto, aby bolo
umoznené venovat individualnu starostlivost aj tym Studentom, ktori nenavstevovali
triedy so zameranim na matematiku. Ulohy tohto semindra svojou naro¢nostou pre-
vysuju aktkolvek ini matematickt sutaz na Slovensku pre stredoskoldkov, seminér je
preto dolezitou stucastou pripravy aj na medzindrodni matematicki olympiadu (IMO).

Pocas svojej existencie presiel seminar viacerymi zmenami. Naposledy v skolskom
roku 2003/04 jeho organizovanie prebrali vedici korespondenéného seminara KMS a az
do 60. ro¢nika MO bol KS SKMO jeho kategériou GAMA a KMS oficidlnym seminarom
SKMO.

V skolskom roku 2011/12 seminér dostal tplne nova tvar pod nazvom iKS a stal
sa z neho medzinarodny seminar, nakolko série striedavo pripravuju organizatori so
Slovenska (vediici KMS; poz. dalsiu kapitolu) a z Ceskej republiky (vedtici seminéra
MKS organizovaného na Matematicko-fyzikalnej fakulte Univerzity Karlovej v Prahe)
— svojim zdberom sa tak opé#t vratil na tizemie celého byvalého Ceskoslovenska, kde
povodne vznikol. Samozrejme sa tak riesitelska zakladna stala ¢esko-slovenskd, ¢o ma
napomoct motivéacii a konkurencii medzi Studentmi, ako i odovzdavaniu skusenosti
medzi veducimi. To vSak nie je vSetko. Prvykrat po mnohych rokoch koncila tato
stutaz koncoroénym pitdiiovym sustredenim pre najlepSich desat riesitelov, ktoré patrilo
bezpochyby medzi najnabitejSie matematické akcie roka.

Sttaz zmenila format na 6 sérii po 4 tulohy, v kazdej sérii je jedna tloha z kazdej zo
styroch tradi¢nych olympiaddnych disciplin — algebra, geometria, kombinatorika, tedria
¢isel. Od piatej série prvého roénika iKS byvaji zoradené podla odhadovanej naro¢nosti.
Plny pocet bodov za jednu tlohu je 7 — rovnako ako na IMO, spolu sa teda za vsetky
série dalo ziskat max. 168 bodov.

Celkové poradie {KS 2011/2012

1. Martin Vodicka, 3.ro¢nik, Gymnazium Alejova, Kosice, SR, 149 bodov

2. Viktor Lukdcek, 4.ro¢nik, Gymnazium sv. Moniky, Presov, SR, 124 bodov
3. Anh Dung Le, 2.ro¢nik, Gymnézium Tachov, CR, 108 bodov

4. Stepdn Simsa, 3.ro¢nik, Gymnéazium Litoméfice, CR, 93 bodov

5. Josef Svoboda, 3.ro¢nik, Gymnazium Frydlant, CR, 82 bodov

Uvadzame vSetky priklady tohto roc¢nika stifaze spolu s rieSeniami, ¢asto Student-
skymi. Série pripravované v CR ponechévame v éestine. Priklady boli zviésa vyberané
z narodnych olympidd ¢ inych satazi, pripadne z literatary, péovod uvadzame pri
zadaniach.

Vsetky informéacie o seminari mozno najst na internetovej adrese http://iksko.org.
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Zadania sataznych aloh :KS

PRVA SERIA

Najdéte nejmensi kladné redlné ¢islo t s néasledujici vlastnosti: kdykoliv realna
¢isla a, b, ¢, d spliiuji a +b+c+d =6 a a® +b* +c® +d? = 10, lze z téchto ¢isel
vybrat dvé, jejichz rozdil je v absolutni hodnoté nejvyse t. (Michal Rolinek)

Mizaz{ neusporadané n-tice celych ¢isel?® rozumime neuspoiadanou (Z)—tici

souc¢tid vsech dvojic prvkt pivodni n-tice. Ukazte, ze pokud maji dvé rtzné
n-tice stejnou mixaz, pak n je mocnina dvojky. Pro kazdou mocninu dvojky
také naleznéte priklad odpovidajicich rtiznych n-tic.

(I. Tomescu: Problems in Combinatorics and Graph Theory)

Je déan tétivovy ctyttuhelnik ABCD. Sestrojme stfedy vsech kruznic pfipsanych

trojuhelnikim ABC, BCD, CDA, DAB (tedy celkem 12 bodt). Dokazte, Ze

vSechny tyto body lezi na obvodu jednoho obdélnika nebo ¢tverce.
(Rumunsko, 1996)

Rekneme, Ze pfirozené ¢islo je prvoliché, pokud je souc¢inem lichého poctu (ne
nutné ruznych) prvocisel. O ¢islu, které neni prvoliché, fekneme, Ze je prvosudé.
Dokazte, ze existuje nekonec¢né mnoho prirozenych cisel n takovych, ze ¢isla n
a n + 1 jsou obé

a) prvosuda,

b) prvolicha. (Romanian Masters in Mathematics, 2011)

DRUHA SERIA

Nech P(x) je polyném stupiia n s redlnymi koeficientmi a vedicim koeficientom
rovaym 1. Ukézte, Ze vieme najst dva polynémy Q(x) a R(x), ktoré si oba
stupna n, maju vSetky korene realne a ich vedtci koeficient je rovny 1, také, ze

P(z) = 3Q(z) + 3 R(z). (USA, 2002)

Kazdému bodu v dvojrozmernej rovine je priradené realne cislo tak, ze pre
kazdy trojuholnik je ¢islo v strede jeho vpisanej kruznice rovné aritmetickému
priemeru cisel v jeho vrcholoch. Dokazte, ze kazdy bod v rovine ma priradené
rovnaké ¢islo. (USA, 2001)

KruzZnica pretina dvakrat kazda zo stran BC, C'A, AB trojuholnika ABC
postupne v dvojiciach bodov (D1, D), (E1, Es) a (Fy, Fy). Priamky D FE;

20 V n-tici se na rozdil od mnoziny mohou ¢isla opakovat.
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a Dy Fy sa pretinaju v bode L, E1F} a FyDs sa pretinaja v bode M, Fy D,
a F5 F5 sa pretinaju v bode N. Dokazte, ze priamky AL, BM a C'N sa pretinaju
v jednom bode. (Cina, 2005)

Prirodzené ¢islo n je rozlozitelné, ak existuje 2012 prirodzenych ¢isel a; s na-
sledujticimi vlastnostami:
(i) n=aj+as + -+ a2012;
(ii) 1 §a1 < ag < - < a9012;
(iii) a; | ;41 pre i =1,2,...,2011.
Dokézte, ze okrem konecného poctu ¢isel je kazdé prirodzené ¢islo rozlozitelné.
(Cina, 2004)

TRETIA SERIA

Naleznéte vSechny funkce f:R — R splnujici zaroven:
(i) existuje redlné ¢islo M takové, ze pro kazdé redlné ¢islo x je f(x) < M;
(ii) pro kazdou dvojici redlnych ¢isel = a y plati

f@f) +uf(x) =zf(y) + flay).

(APMO, 2011)

Na ultramaraton postupné vybéhlo a do cile postupné dorazilo n bézci. Béhem
zavodu se mezi sebou riizné predbihali, po jeho skonceni jsme zjistili tato fakta:
(i) kazdy bézec predbéhl stejny pocet bézci;
(ii) z&dni dva bézci nebyli pfedbéhnuti stejnym poétem bézci;
(iii) zadny bézec nebyl pfedbéhnut dvakrat tim samym bézcem.
Urcete vSechny mozné hodnoty n. (Turecko, 2003)

Uvnitf trojuhelnika je dan bod P. Ozna¢mé A’, B’, C’ paty kolmic spusténych
z bodu P na pfislusné strany. Déle necht A” je prusecik kruznice opsané
trojuhelniku A’B’C’ a strany BC ruzny od A’. Koneéné naleznéme na tsecce
A"B’ bod X takovy, ze |[{X AC| = |{PAB|. Ukazte, ze |[{AX B| = 90°.

(J. L. Ayme: An Unlikely Concurrence)

a) Existuje 2011 po dvou riznych piirozenych ¢isel, jejichz soucet je délitelny
kazdym z nich?

b) Existuje 2011 po dvou ruznych pfirozenych cisel, jejichz soucet je délitelny
souctem kazdych dvou z nich? (Madarsko-Izrael, 2009)
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STVRTA SERIA
A4. Nech a, b, ¢ st kladné realne cisla. Dokazte, ze plati
(a+ b+ c)*(ab + be+ ca)® < 3(a® 4 ab + b*) (b + be + ¢*)(c? + ca + a?).

(India, 2007)

C4. Nech (ag,a1,...,a,) je preusporiadanie ¢isel 0,1,...,n. Tahom nazyvame
vymenu cisel a; a aj, ak st splnené podmienky a; = 0, ¢« > 0 a zaroven
a;—1+1 = a;. Pre ktoré n sa da koneénym poétom teahov z usporiadania

(IL,n,n—1,...,3,2,0) vyrobit usporiadanie (1,2,... ,n,0)? (APMO, 2000)

G4. Nech ABCD je stvoruholnik vpisany do kruznice k, body E, F, G, H su stredy
oblukov AB, BC', CD, DA kruznice k, ktoré neobsahuju zvysné body, a plati
|AC|-|BD| = |EG|-|F H|. Dokézte, ze priamky AC, BD, EG, F H sa pretinaja
v jednom bode. (India, 2011)

N4. Nech p 2 5 je prvodislo a n = %(221’ —1). Ukéazte, ze n deli 2™ — 2.
(VJIMC, 2003)

PIATA SERIA
C5. V radé je N zarovek postupné ocislovanych 1 az N. Krokem rozumime prepnuti

tTi zarovek, jejichz cisla a, b, ¢ splnuji a + ¢ = 2b. Urcete vSechna N, pro néz
lze konec¢nou posloupnosti krokt vSechny zarovky zhasnout nezévisle na jejich

pocatecnim stavu. (Rusko, 1999)
.‘2 .‘2
N5. Dokazte, ze pro vSechna n € N, n > 1 plati n | 92" 9%
n+1 n

Pozndmka. Patrové mocniny vyhodnocujeme shora, tj. a®” = a(®).

(Kazachstan, 2009)

A5. Posloupnost {a,}>2 ; je tvofena pouze pfirozenymi ¢isly, pficemz kazdé z nich
alespon jednou obsahuje. Navic existuje realné ¢islo £ > 0 takové, ze kdykoliv

m # n, pak
1 |ap — aml

—< —F <k
k |n —m)| <

Ukazte, Ze pro kazdé n € N je |a, — n| < 1k%. (Rusko, 1998)
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Trojuhelnik ABC splijici |[AB| # |AC| je vepsan do kruznice w. Te¢ny vedené
bodem A ke kruznici opsané stfedium jeho stran se ji dotykaji v bodech D, E.
Ukazte, ze pfimka DF, pfimka BC' a tecna k w vedena bodem A prochéazeji
jednim bodem. (Sariginova geometricks olympidda, 2011)

SIESTA SERIA

Najdite vsetky prirodzené cisla n, pre ktoré existuju také celé ¢islanq, no, ... , ng
vSetky vacsie ako 3, ze

n=ning... N = 22%(”1_1)(”2_1)"'(”"}_1) — 1.

(Cina, 2000)

Majme prirodzené ¢islo n = 2. Kolko rieSeni méa stistava rovnic

2
T1 +x, = 4,

2
To + 2] =4z,

2
Tn+x,_ 1 =4T,_1

v obore nezapornych realnych ¢isel? (Polsko, 2000)

Body I a H st v tomto poradi stred kruznice vpisanej a ortocentrum ostro-
uhlého trojuholnika ABC. Body B; a C; st postupne stredy stran AC a AB.
Vieme, Ze polpriamka B[ pretina stranu AB v bode By (By # Bi), polpriamka
C11 pretina predizenie strany AC v bode Cy. Priamky BoC5 a BC' sa pretinajt
v bode K a A; je stredom kruznice opisanej trojuholniku BHC'. Dokazte, ze

tri body A, I a Ay lezia na jednej priamke prave vtedy, ked sa rovnaju obsahy
trojuholnikov BK By a CKCs. (Cina, 2003)

Nech M je mnozina n bodov v rovine, pre ktort plati:
(i) da sa z nej vybrat 7 bodov, ktoré st vrcholmi konvexného sedemuholnika,;
(ii) pre kazdych 5 bodov z M, ktoré st vrcholmi konvexného pétuholnika, je
v M aspon jeden bod leziaci vo vnutri tohto patuholnika.
N4jdite najmensie mozné n. (Cina, 2004)
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RieSenia sitaznych daloh :KS

PRVA SERIA

Al.
Ukéazeme, ze t = 1/\/5

Nejprve nalezneme ctverici ¢isel vyhovujici danym podminkam, kterd zaroven tvori
aritmetickou posloupnost. Tou ¢tverici je

R T
2 2v572 2y5 2 252 25/
Vidime tedy, Ze t > 1/+/5. Nyni pfedpokladejme, Ze ¢t > 1/+/5. Existuji tedy takova
realna ¢isla a > b > ¢ > d spliujici vztahy ze zadani, ze
1 1 1
a—b>—, b—c>—, c—d>—. 1
V5 V5 V5 .
Tuto skutecnost dovedeme ke sporu nékolika zptisoby.

Proni zpisob. (Volné podle Josefa Svobody.) Spo¢itamé hodnotu vyrazu
V=(@-b*+0b-c?+(c—d)?’+(a—c)*+(b—d)?+(d—a)

Plati totiz )
V:32a2—22ab:42a2—<2a> = 4.
cykl. sym. cykl. cykl.

Zaroven ale pokud uZijeme nerovnosti z (1), ziskame

A PR
5 5 5 5 5 5
coz je hledany spor.

Druhy zptusob. (Podle Anh Dung Le.) Nejprve dokdZeme nékolik odhadi. Diky nerov-
nostem z (1) plati

1
(a—0b)(c—d) > = ac+bd>g+ad+bc

o] =

a podobné i

4
(@ —c)(b—d) > = ab+cd>g+ad+bc.

Ol >

Jejich souctem je pak nerovnost

ab+ ac + bd + c¢d > 1+ 2(ad + be). (2)
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Pted efektnim zavérem si jesté uvédomime, ze

2) ab= (Za)QZaz’%

sym. cykl. cykl.

a zbytek si s zasem vychutname:

2
27 =1+ 2(ad + bc) + 2(ab + ac + bd + cd) (<) 3(ab + ac+ bd + cd) =

a+b+c+d>2_

AG
= 3(a+d)(b+c) §3( . = 97.

Treti zpusob. (Koncentrované podle Viktora Lukdcka.) Piejdéme k novym proménnym
a1 = a— %, b1 =b— %, di =d— %, di =d— % Nerovnosti typu (1) se zachovaji a snadno
spocitame, ze

a1 +by+c1+d; =0, A+ +E+d=1.

Uvédomime si, ze AK nerovnost Ize psat i ve tvaru

1
$2‘+'y252 5(37__y)27 T,y E]Ra
dvakrat ji pouzijeme:
1 1 m1r /9 1
1= (af +di) + (0] +¢f) 2 §(a1 _d1)2+§(b1 —c)? > 3" (5+5) =1,

a spor je op€t na svéte.

C1.
V celém feseni budeme pomoci zavorek {...) znacit (neusporaddané) n-tice, dale necht
Mix(X) zna¢i mixaz X.

Ukézeme nejprve, ze pokud ruzné n-tice A, B spliuji Mix(A) = Mix(B), tak je n
mocninou dvojky. Bez Gjmy na obecnosti se miizeme omezit na n-tice nezapornych cisel,
protoze pokud n-tice A, B vyhovuji zadani, pak jisté vyhovuji i n-tice {a +m | a € A),
(b+m | b € B) pro libovolné m € Z.

Necht A = {ay,...,a,), B = (b1,...,b,) jsou rtzné n-tice se stejnou mixazi.
Definujme polynomy f(z), g(x) néasledovné:

flx) = Zx“i, g(z) = bei.
i=1 i=1
Podminku Mix(A) = Mix(B) mizeme piepsat jako

15i<js<n 15i<j<n
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odkud dostavame

Fa = g(o)? - (f(:rQ) 2y ) . (g<x2> L2y ) ~ (e?) - 0(e?).

1<5i<j<n 1<5i<j<n
Protoze A # B, neni polynom f(x) — g(x) identicky nulovy, mtzeme tedy psét

F@P —g@? _ 1) —g(e?)
(z) — g(z) f(x) —g(x)

Navic, jelikoz f(1) = g(1) = n, je 1 kofenem f(x) — g(x), 1ze tedy psat f(z) — g(z) =
= (z — 1)*p(x), kde k € N a p je polynom spliiujici p(1) # 0. Odtud plyne

f(#%) —g(@?) (@ =1)"p(?) P(@)
—g(z) =+ p(z)

T f@) —g(2) (z — 1)*p(z)

a po dosazeni x = 1 mame

f(@) +g(x) =

f(x) +g()

tudiz n = 281,

Induktivné sestrojime pro kazdou mocninu dvojky ptiklad n-tic ze zadani. Pro n =
= 2 to jsou t¥eba A = (1,3) a B = (2,2). Pfedpokladejme nyni, Ze mame rizné n-tice
prirozenych ¢isel A = {ay,... ,a,), B = (b1,...,b,) se stejnou mixéazi, navic takové,
ze 1 € A, ale 1 ¢ B. Hledané 2n-tice A’, B’ definujme néasledovné:

A/: <[CL1,CI,2,... ,an,b1+l,b2+1,... ,bn—|—1]>,
B = <[bl,b2,... ybp,a1 +1,a0+1,... ,an—|—1]>.

Opétjel € A al¢ B, odkud také dostavame A’ # B’. Nyni si vSimnéme, ze Mix(A’)
se skldda ze t¥i ¢asti: jednak jde o (72‘) prvki tvaru a; + a;, kde 1 =i < j < n (tuto
¢ast oznacime Al,), dale o (})-tici A}, prvki tvaru (b; + 1) + (b; + 1) a konecéné n?-tici
Al prvku tvaru a; + (b; + 1). Analogicky mizeme Mix(B’) rozdélit na B;,, B.,, a B, .

Protoze A/, je pfesné Mix(A) a By, je zase Mix(B), plati dle pfedpokladu A, =
— B!,. Dale A\, = Mix({b+1| b€ B)) a B!, = Mix({a+1 | a € A)), je tedy jisté také
A, = B.,. Koneéné A, = B}, protoZe to jsou n*-tice prvkia A’ a B’ tvaru a; +b; + 1,

ba>’

dostédvame tedy Mix(A") = Mix(B’).

G1.

(Podle Martina Vodicky.) Ozna¢me Exy 7 stfed kruznice pfipsané trojihelniku XY Z
vzhledem ke strané XY. Oznacme «, 3, v, 6 obvodové tuhly pfislusné obloukim AB,
BC,CD, DA.
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V prvnim kroku dokézeme, ze X = Fopp, Y = Ecpa a Z = Epa lezi v tomto
poradi v pfimce. Z toho diky analogickym tvrzenim okamzité dostaneme, Ze vSech
dvanact stred pripsanych kruznic lezi na obvodu ¢tytuhelniku s vrcholy Eppa, Ecag,
FEppc, Eacp. Ve druhém kroku tlohu dokoncime tim, ze ukadzeme, Ze sousedni strany
tohoto c¢tyituhelniku jsou na sebe kolmé.

Opakované piitom vyuZzijeme nésledujici lemma: Oznac¢ime-li Scp stied kratsiho
oblouku C'D kruZnice opsané étyithelniku ABCD, pak Scp je stfedem kruznice opsané
(t&tivovému) Ctyfthelniku DCY X (pro dikaz si staéi vsimnout, ze |4 DScpC| =
=180° — v a [ADXC| = |[£DYC| = 90° — ).

1. krok. Ukazeme, ze Ctyfuhelnik AZY D je tétivovy. Jelikoz DZ a DY jsou osy
uhli, které maji jedno rameno spolecné, a jejichz druha ramena sviraji tthel BDC),
méme [£ZDY| = 1|4BDC| = 1B. Obdobné dostaneme [{ZAY| = 1|4BAC| = 1.
Ctytthelnik AZY D je proto opravdu tétivovy.

Obr. 63

Pomoci toho a lemmatu uz snadno odvodime

KXY Z| = |{XY D| +|£DY Z| = |£XCD| + (180° — |{ZAD)|) =

— 35+ + (1800 = 35 +) ) = 1807

a jsme hotovi s prvnim krokem.

2. krok. Ozna¢me jesté Sap, Spc, Spa stiedy kratsich oblouktt AB, BC, DA kruznice
opsané ABCD.
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Z 3
L Scp c
D

2 Spo

Spa 1

2

A B

Fo
Sas
Obr. 64

Jelikoz |ScpX| = |ScpY], je piimka XY kolma na osu tthlu AScp B, co# je piimka
SepSap. Pro dikaz, ze sousedni strany ctyruhelmku EppaFEcapEppcFEacp jsou
kolmé, tak staci dokazat 7e Sc pSaplS BcSpa. To je ovSem snadné, nebot

1 1
14£ScpSapSpal +|£S48SpaSec| = (’Y +0)+ 2(a + ) = 90°.

N1.

(Podle Davida Hrusku.) a) Sporem, predpoklddame, Ze prvosudych dvojic je koneéné
mnoho. Tedy najdeme n takové, ze jiz zadna prvosuda dvojice nebude vyssi nez n. Dale
si uvédomime, ze existuje nekone¢né mnoho lichych prvosudych ¢isel — napiiklad sudé
mocniny trojky. Najdeme tedy néjaké takové liché prvosudé cislo k, které je vétsi nez
2n, napiiklad tedy k = 327.

Nyni vime, ze k — 1, k nesmi tvorit prvosudou dvojici. A soucasné ji nesmi tvorit k,
k + 1. Takze obé ¢isla k — 1 a k + 1 jsou prvolichd a pfitom i sudé. Vydélenim dvojkou
zménime prvoparitu (odebereme jedno prvocislo) a ziskame prvosudou dvojici 5 (k —1),
5 L(k + 1) vétsi nez n, ¢imz ziskdvdme spor. Tedy prvosudych dvojic je nekonecne.

b) Postupujeme obdobné. Najdeme liché prvoliché ¢islo vétsi nez 2n, napiiklad 327*1,
¢isla kolem néj musi byt prvosudéa, po vydéleni dvéma ziskdvame prvolichou dvojici.
DRUHA SERIA

A2,

Maéame dokézat, ze vieme najst také dva polynémy. Preto sa pokusime ich skonstruovat.
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Lema. Pre kazdt mnozinu n usporiadanych realnych dvojic (x;,y;), kde z; # x;, pre i #
# j, existuje polyném Q(z) stupiia n s redlnymi koeficientmi a vedicim koeficientom 1,
taky, ze Q(z;) = y;.
Dokaz. Tento existencny dokaz urobime konstrukciou takého polynému.

Najprv zostrojime polyném @’(z), ktory bude prechidzat danymi bodmi (z;,y;)
a bude mat stupeni n — 1. Tento polyném dostaneme ako stcet n polynémov Q;(z),
pri¢om

o Qj(z;) =y
o QQj(z;) =0prei#j
Potom

n

Q') =) Qj(w:) = yi.

j=1
Ciastkové polynémy @; maji jasne danych n — 1 korefiov. Aby navySe prechadzali

bodom (x;,y,), predelime ich vhodnou konstantou a dostaneme

(z—z1) (v =z 1) (@ —mj41) - (¥ — T)
(xj — 1) (25 —zj1) (5 — zjq1) - (25 — 2n)

Qj(zr) =y

Potom Q(z) dostaneme tak, ze ku Q'(x) pripo¢itame polyném stuptia n s vedicim
koeficientom 1 a korenmi z1, ... ,z, (lebo taky nezmeni hodnoty v bodoch z1,... ,x;
a prida ¢len z™). Teda

Qz) = Q'(x) + (x —z1)(z —22) -+ (x — ).

Zrejme Q(z) mé redlne koeficienty, vediici koeficient 1 a spliia Q(x;) = ;. Vysledny
polyném tohto typu sa vola Langrangeov interpolacny polyném. U

Nech je dany polyném P(z) zo zadania. To, aby P(z) = Q(z)/2 + R(z)/2, nebude
problém (zostrojime Q(x) a potom R(z) bude 2P(z)—Q(z)). Potrebujeme vsak zarudit,
ze oba budu n-tého stupna a budd mat vSetky korene redlne. To, Ze budi mat oba
stupenn n, uz vieme dosiahnut tak, ze Q(z) zostrojime podla lemy. Zarucit, aby mali
aj n redlnych korenov, ndm poméze nasledujice tvrdenie: Ak pre x1 < z9 maji Q(x1)
a QQ(x2) rézne znamienka, potom medzi x1 a x5 ma polynom Q(x) redlny korerl.

Totiz ak je graf Q(x) niekde nad a inde pod z-ovou osou, tak medzi tymi dvoma
bodmi ju musel pretat (lebo Q(z) je na tom intervale spojité funkcia).

Teraz chceme zostrojit vhodné Q(x). Urobime to pomocou lemy, ¢ize ndm staci urcit
jeho n bodov. Potrebujeme, aby mal n realnych korenov, tak budeme tieto body déavat
striedavo nad a pod z-ovi os. Aby to platilo aj pre R(z) = 2P(z) — Q(z), musime
ich zaroven davat striedavo nad a pod 2P(z). Ked Q(a) bude kladné a zéroven vicsie
ako 2P(a), tak potom R(a) bude zaporné. Podobne ak Q(b) bude zaporné a zaroven
mensie ako 2P(b), tak potom R(b) bude kladné. Takto dosiahneme, ze Q(x) a R(x)
budi mat aspon n — 1 redlnych korenov. AvSak vSetky polynémy maji parny pocet
komplexnych koretiov, preto posledny korenn Q(z) aj R(x) nemdze byt sdm komplexny
a teda vsetkych n korenov je redlnych.
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Takze pre nejakt rasticu postupnost {z;}?' ; vyberieme postupnost {y;}7_; tak, aby

e pre parne i bolo y; = max{2P(x;),0} + 1

e pre neparne i bolo y; = min{2P(x;),0} — 1,
Potom Q(x) zostrojime podla lemy tak aby Q(x;) = y;. Uréime R(x) = 2P(x) — Q(x).

Zrejme takto zvolené Q(z) a R(x) spliiaju aj vztah P(z) = Q(x)/2+ R(x)/2. Navyse
oba maju veduci koeficient 1, stupen n, redlne koeficienty, vsetky korene realne. Totiz
pre vietky i, 0 < i < n, maja Q(z;) (resp. R(z;)) a Q(x;11) (resp. R(x;41)) rozne
znamienka. Preto medzi kazdymi x; a ;1.1 je aspon jeden koren. Teda maji aspon
n — 1 realnych koretiov. Lenze oba maju realne koeficienty, ¢ize musia mat parny pocet
komplexnych korerov. Preto budii mat n redlnych koreriov.

C2.

V prikladoch tohto typu je idedlne prist k rovnostiam hodnét v nejakych dvojiciach
alebo trojiciach bodov. Potom sa tieto dvojice alebo trojice spravnym spésobom poota-
¢aju alebo poposuvaju a z toho vypadne, Ze fubovolné dva body maji nutne rovnaki
hodnotu. Presne takto budeme postupovat.

Uvazujme rovnoramenny lichobeznik ABC' D s rovnobeznymi stranami AD a BC.
Navyse predpokladame, ze ABC D nie je zaroven obdlznikom. Potom existuje priese¢nik
priamok AB a C'D, ktory si oznac¢ime P. Hodnoty v bodoch budeme oznacovat malymi
pismenami. Trojuholniky AC'P a BDP maju zrejme rovnaky stred vpisanej kruznice I
a preto

p+a+c_i_p+b+d
3 3
odkial dostdvame a +c¢ = b+ d.

N4&s plan nam hovori, Ze potrebujeme spravnym otacanim tento vztah vyuzit. Pocet
prstov na ruke je pit a preto si zoberme pravidelny pédtuholnik A;As A3A4As. Ap-
likovanim predoslého vztahu na rovnoramenné lichobezniky A;A3A4As a AsA3AuAs
jednoducho dostavame a; + a4 = as + a5 a as + a4 = a3 + as. Z predoslého zrejme
vyplyva a; = as.

Aby sme nas dokaz skompletizovali, tak pre kazda dvojicu bodov vieme spétne
skonstruovat tato situéciu, a preto sa hodnota kazdych dvoch bodov musi rovnat.

G2.

(Podla Martina Vodicku.) Mame dokazat, ze tri priamky sa pretinaji v jednom bode.
Jednou z ucinnych zbrani je Cevova veta. Navyse mame k dispozicii kruznicu, ktora

nam dodéva mnozstvo uhlov, a preto ako schodné cesta sa javi napasovat na tlohu

Cévovu vetu v goniometrickom tvare?!.

21 T4 hovori nasledujice: ak st body X, Y, Z po rade vnutorné body stran BC, AC, AB
trojuholnika ABC, tak priamky AX, BY, CZ prechddzaji jednym bodom prave vtedy, ked
sin |[{ ACZ|-sin |{ BAX|-sin |{CBY| __ 1
sin [{BCZ|-sin |[£CAX]|-sin |[{ABY| = =




150 61. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Obr. 65

Najprv zistime, ¢o vieme povedat o sinusoch skimanych uhlov. Zo sinusovej vety pre
trojuholnik BM Fj plati

in|ABFiM
sin [{ABM| = sin|£FyBM| = |F; M| - %
Analogicky pre trojuholnik BM Dy plati
i BDsM
sin |[£CBM| = sin|£ Dy BM| = | Dy M| - %

Podla vety wu st trojuholniky M EsFy a M Ey Dy podobné, teda

(M| _ |EyR|
|DoM|  |E1Ds|

Po spojeni predchadzajicich rovnosti obdrzime

sin[{ABM|  |ExFy| sin|{BFi M|
sin|{CBM|  |E1Dsy| sin|4BDyM|’

Analogicky dostaneme

sin|{BCN| |FyD1| sin|£CD;yN]| sin|{CAL|  |D9E;| sin|LAE;L|
g . a g . .
sin |[{ACN|  |F1Es| sin|{CE;N]| sin|[{BAL|  |D:1Fs| sin|{AF,L|

V tomto okamihu uz mame vsetko prichystané, aby sme vyuzili Cévovu vetu:

sin [{ABM]|-sin|{BCN|-sin|[{CAL|
sin |[{CBM| -sin |[{ACN|-sin |{ BAL|
_ |EoFy| sin|[4BF1M| |FDi| sin|{CDiN| |DyEy| sin|{AEL|
" |E1Dy| sin|{BDyM| |FiEs| sin|{CE,N| |D1Fy| sin|{AF,L|

1.
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V poslednom kroku sme vyuzili rovnosti obvodovych uhlov na kruznici. Kedze stéin
vysiel 1, priamky AL, BM a C'N sa naozaj pretinaji v jednom bode.

N2.

(Podla Anh Dung Le.) Cislo n nazvime m-rozlozitelné, ak existuje m ¢&isel, ktoré splnaji
analogické podmienky ako v zadani. Uvedme najskor niekolko pozorovani.
e Ak n je m-rozlozitelné, tak ¢islo [ - n je tiez m-rozlozitelné:

m

n:Zai = l-n:ikai.
i=1

i=1
o Cislo, ktoré sa da zapisat v tvare p™ !, je m-rozlozitelné:

PPl =14+ (-1 +pp-1)+p -1 +...+p" (p—-1).

Teraz dokézeme indukciou pomocné tvrdenie: Pre kazdé prirodzené m existuje iba
konecne vela prvocisel, ktoré nie si m-rozlozitelné.

Dokaz. Mnozinu takych prvocisel oznacme M,,. Pre m = 1 tvrdenie plati trivialne.
Predpokladajme, ze plati pre nejaké m = k — 1. Pozrime sa teraz na prvocisla ¢ vicsie
ako 2 - prf_2 + 1, kde p; st prvocisla z mnoziny My_1. UkadZzeme, Ze ¢islo %(q —1) je
(k — 1)-rozlozitelné.

Ak obsahuje (¢ — 1) prvodislo, ktoré nie je v My_;, tak zrejme je (k — 1)-
rozlozitelné. Ak obsahuje iba prvodisla z M_1, tak musi obsahovat niektoré prvocislo
aspoii v mocnine k — 2 (inak by ¢ bolo mensie ako 2 - []pF~2 + 1). Cislo (g —1) je

teda rozlozitelné na nejaké ai,as,... ,ar_1, ktoré vyhovuju zadaniu a ¢ potom vieme
rozlozit na 1, 2ay, 2as, . .. ,2ai_1, takze q je k-rozlozitelné. My, je teda kone¢na pre kazdé
prirodzené k. O

O disle n vieme povedat, ze ak obsahuje nejaké prvocislo p, ktoré je m-rozlozitelné,
tak aj n je m-rozlozitelné. Dalej, ak obsahuje niektoré prvoé¢islo v mocnine aspont m — 1,
tak je takisto m rozlozitelné. Teda jediné ¢isla, ktoré nie st m-rozlozitelné, su iba tie,
ktoré zaroven

e obsahuju iba provocisla z M,,;

e obsahuju kazdé prvocislo v mocnine najviac m — 2.

Tych je ale zrejme kone¢ny pocet. RieSenie nasej lohy dostaneme ako Specialny pripad
m = 2012.

TRETIA SERIA

A3.

(Podle Stépdna Simsy.) V celém feseni budeme hranatymi zévorkami [r, s| znacit dosa-
zenix =r, y =s.
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Dosadme nejprve [0, 1]. Dostaneme

f(0) + £(0) = £(0),

odkud £(0) = 0.
Predpokladejme nyni pro spor, ze f(1) # 0. Dosazenim [z/f(1),1] obdrzime

f(z) ==,
coz je ovSem ve sporu s omezenosti (shora) funkce f (platilo by totiz f(M) = M). Plati
tedy f(1) =0.
Daéle dosazenim [1, y] ziskdme
F(F () =2f(y)- (1)

Dokézeme nyni, ze pro vSechna = € R plati f(z) < 0. Pfedpokladejme, Ze existuje
néjaké xp, pro néz je f(xg) > 0. Definujme rekurzivné rostouci posloupnost kladnych
Cisel {yn}52, predpisem y1 = f(x0), Yn = f(yn—1) pro n > 1. Dle (1) lze rekurenci
ptepsat na v, = 2y,_1, neboli y,, = 2”71 f(z). Protoze je f(zg) > 0, jisté nalezneme
takové n, ze 2" f(x9) = M, ovSem 2" f(x0) = Yn+1 = f(yn), coz vede ke sporu f(y,) =
> M. Dostavame tedy

f(x) £0 pro kazdé x € R. (2)

Vsimnéme si nyni, Ze nulova funkce f(x) = 0 vyhovuje zadani, a pfedpokladejme
déle, ze existuje xg takové, ze f(xg) # 0, tedy f(xo) < 0 diky (2). UkdZeme sporem, ze
pak uz musi byt f zdporné ve vSech zapornych ¢islech: necht tedy néjaké yo < 0 spliiuje
f(yo) = 0. Dosazeni [zg, yo] dava

0 <yof(zo) = f(zoyo),
coz je spor s (2). Plati tedy
f(x) <0 prokazdé z < 0. (3)
Dosadme nyni [z, y] a [y, x] a ziskané rovnosti se¢téme. Obdrzime rovnost
Fef) + fyf(2)) = 2f (ay),
do které dale (pro x # 0) dosadime [x,1/z]:

f (xf (é)) + f (@) =2f(1) =0.

Vzhledem k nekladnosti f jsou nutné oba s¢itance na levé strané rovny 0, to vsak podle
(3) znamena, Ze jejich argumenty musi byt nezaporné. Musi tedy platit f(x)/z = 0, coz
pro x > 0 znamend f(x) = 0 a v kombinaci s (2) je tedy

f(z) =0 pro kazdé = > 0. (4)
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Koneéné dosadme [—1, —y], kde y < 0. Diky (4) zistane jen

—yf(=1) = f(y),

f je tedy na zapornych ¢islech tvaru f(z) = Cx, kde C' = —f(—1) > 0. Dosazenim dle
tohoto predpisu do (1) zjistime, ze C? = 2C, neboli C = 2 diky C > 0.
V dvahu tedy pfipada jen jedina funkce, a to

)=

Ta zfejmé spliiuje podminku (i) ze zadani. Podminka (ii) se snadno ovéfi postupnym
vyzkouSenim vSech ¢ty moznosti znamének x a y.

0 proxz=0;
2x pro xz < 0.

C3.
Diky pravidlu (iii) mohl byt kazdy bézec pfedbéhnut maximalné n — 1 béZci, minimalné
zadnym, to je n moznosti. Kvili pravidlu (ii) byli jednotlivi bézci pfedbéhnuti zadnym,
jednim, dvéma, ..., az n — 1 bézci. Celkovy pocet predbéhnuti tak ¢ini

n(n —1)

—

Spocitame, kolik bézct kazdy bézec predbéhnul, podle (i) to bude konstantni celé
¢islo:
n(nz—l) n—1

n 2
Aby to bylo celé ¢islo, musi byt pocet bézcu lichy. Ukazeme priklad, jak by se bézci
mohli pfedbihat pro obecné liché n.

Nejprve vysleme prostfedniho bézce do cile, pak bézec ktery byl tésné za nim, vsechny
pred nim predbéhne (kromé toho, kdo je uz v cili), nasledné usne a neché se predbéhnout
vSemi bézci na trati. Tim zbude n — 2 bézicich bézci. Provadime takovou operaci tak
dlouho, dokud nezbude jen jeden bézici bézec. Pak vSechny bézce probudime a nechame
bez predbihani dojit do cile.

Schéma na obr. 66 ilustruje situaci pro 7 bézcu, jak se predbihaji (zdola nahoru)
v Case (zleva doprava).

Obr. 66
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Vyslani jednoho bézce dopfedu a jednoho dozadu nazveme kolem, kola informaticky
ocislujeme 0,1, ..., %(n —3). Bézce, ktery v kole k dobéhne do cile, nazveme k-rychlik,
toho, ktery v kole k usne, nazveme k-spac¢. Bézce, ktery na konci zbude nazveme
strednik.

Pro k 2 1 je na zacatku k-rychlik tésné pfed (k — 1)-rychlikem a k-spac je tésné za
(k — 1)-spacem. Stf¥ednik je na zacatku zévodu prvni. Ovéfime platnost podminek (i),
(ii), (iii):

(i) V kole k piedb&hne k-rychlik i k-spa¢ 1 ((n—2k)—1) bézct, v kazdém predchozim
kole jednoho space, takze celkem oba predbéhnou bézci

(n—2k)—1 n—1
L7 S .
2 * 2

Stfednik v kazdém kole predbéhne jednoho spéce, tedy celkem zas %(n — 1) bézct.

(ii) V kole k je k-spac¢ predbéhnut n—2(k+1) bézci, pfed tim neni pfedbéhnut nikdy.
Tito bézci se navzajem lisi v poc¢tu predbéhnuti jinymi bézci a dané ¢islo je u nich vzdy
liché.

Zato k-rychlik je v kazdém kole mensim nez k predbéhnut dvakrat — spacem a rychli-
kem, v kole k pak viibec. Celkem je predbéhnut 2k-krat. Ze stejného diivodu je stfednik
predbéhnut 2- 3 (n—1)-kréat. Tedy tito bézci jsou piedbéhnuti sudymi navzajem riznymi
pocty bézci.

(iii) V kole k se kazdého predbéhnuti dvou bézcu tcastni k-rychlik nebo k-spac, po
tomto kole se uz zadného predbihani neti¢astni. Staci si tak uvédomit, Ze je podminka
(iii) splnéna v kazdém kole zvIast.

G3.

(Podle Martina Vodicky.) Mame-li dokazat |{AXB| = 90°, mame vlastné dokazat
podobnost trojihelniki AX B a AB’'P, nebot |{BAX| = |{PAB’| a |[{AB'P| =90°.
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Trojuhelniky AXB a AB’P jsou si podobné pravé tehdy, kdyz jsou si podobné
trojuhelniky APB a AB’X (oboji je ekvivalentni rovnosti poméru |AB| : |AP| =
= |AX]|:|AB|).

Druhou podobnost vSak snadno vyuhlime. Ze zadani mame |{BAP| = [{X AB’|
a z tétivovych étyfuhelnikit AC'PB’, A’A”"B’'C’ a BA’ PC’ plyne

|{AB'X| = |{AB'C'| + |£C'B'X| = |{APC'| + |£C'A’B| =
— |{APC'| + |£C'PB| = |{APB]

nezavisle na tom, v jakém poradi lezi body A’, A” na strané BC. Podle véty uu jsou
trojuhelniky APB a AB’X podobné a my jsme hotovi.

N3.

a) Ano, takova ¢isla existuji. Naptiklad 2011-prvkovd mnozZina
{1,2,3,3-2,3-22 ...,3.22008

m4 pozadovanou vlastnost, nebot soudet jejich prvki je 1+ 2+ 3(22999 — 1) = 3. 22009
coz je skutecné délitelné kazdym z uvedenych cisel.

Pozndmka. Tato ¢isla lze nalézt napiiklad tak, Zze za¢neme od mnoziny {1, 2,3}, ktera
ma vlastnost ze zadani, a v kazdém kroku ji rozsifime o soucet prvki v ni obsazenych.
b) Sporem ukézeme, Ze takova ¢isla neexistuji. Mé&jme tedy prirozend ¢isla a1 < ag <
< ... < ago11 majici vlastnost ze zadani a jejich soucet oznac¢me S. Spor budeme hledat
v tom, ze S ma ,piili§ mnoho* ,prili§ velkych® délitela.

Nejprve si uvédomme, ze

S 2011 -
< a2011

= 2011.
a2011 a2011
Pak jsou ovSsem hodnoty podilt
S S S
aso11 + a1’ asenr +a2’ 7 asg011 + a2010

navzajem ruzna prirozena cisla, pricemz kazdé z nich je mensi nez 2011 a vétsi nez 1.
To je ovSem spor, nebot ostfe mezi 1 a 2011 tolik pfirozenych ¢isel neni.

STVRTA SERIA

A4.

Zavedme standardné oznacenie

[x,y, 2] := Z a®b’c® = a®b¥c® 4+ a"b*c? 4+ a¥b c® + a¥b*c” + a*b e’ + a*bYc”.

sym.
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Tu si treba dat pozor, Ze potom plati napr.
1
3 Z adb?c? = Z a3b?c? = a®b? 2 4 a?b3c? + a?bPe3 £ Z adb?c?.
sym. cykl. sym.
Ked teraz roznasobime celii zadani nerovnost, dostaneme
[4,2,0] + [4,1,1] + [3,3,0] +8[3,2,1] + 3[2,2,2] =
< 3[4,2,0] + 2[4,1,1] + 2[3,3,0] + 6[3,2,1] + 2[2,2,2].
Po odc¢itani rovnakych ¢lenov z nej zostane iba
2(3,2,1] + [2,2,2] < 2[4,2,0] + 1[4,1,1] + 1[3,3,0].

Jedna z Uc¢innych zbrani na symetrické polynomické nerovnosti nezapornych cisel je
Muirheadova nerovnost??, podla ktorej plati

2[2,3,1] < 2[4,2,0],

2,2,2] < 1[4,1,1],
2,2,2] < 2[3,3,0].

N~ N

Jednoduchym séitanim dostaneme (1). Pretoze sme pouzivali iba ekvivalentné tpravy,
dokézali sme aj povodnii nerovnost.

C4.

Usporiadanie (1,2, ... ,n,0) nazvime trefné. Ak n = 1 alebo 2, tak vidime, zZe po¢iato¢né
1

usporiadanie je trefné. Predpokladajme teraz n > 2. Ak n je parne, tak po 5(n — 2)
tahoch dostaneme usporiadanie zac¢inajuce 1, n, 0, ...V tomto usporiadani uz nie je
mozny dalsi tah a ani nie je trefné. Preto n musi byt neparne.

Usporiadanie nazvime (s, t)-schodisko ak s je prirodzené, t je celé nezdporné a s
splnené podmienky:

e usporiadanie zacina ¢islami 1,2,... ,s — 1,0;

e potom sa v nom striedaju t-tice a s-tice cisel, z ktorych kazda obsahuje najvicsie

dovtedy nepouzité cisla zoradené vzostupne.

Ak s+t | n+ 1 a zaroven t > 0 tak po (n+1)/(s+t) tahoch z (s,t)-schodiska
dostaneme (s+1,t—1)-schodisko. Opakovanim postupu dostaneme (s+t,0)- schodisko.
Nech s | n + 1. Potom ak 2s { n + 1, tak z (s,0)-schodiska po (n+1)/s — 2 fahoch
dostaneme usporiadanie, ktoré nie je trefné a zaroven uz nie je mozny dalsi fah.
Ak 2s|n+1, tak (s,0)-schodisko je zaroven aj (s, s)-schodiskom. Z (s, s)-schodiska
dostaneme po koneénom pocte tahov (2s, 0)-schodisko.

Teraz sme pripraveny dokazat, ze ak n > 2, tak n + 1 = 2" pre r prirodzené. Kedze

n+1 je parne, mdzeme ho napisat ako n+1 = 2"¢, kde ¢ je neparne. Po %(n — 1) fahoch

22 Poz. napr. http://mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf
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dostaneme z pévodného usporiadania (2, 0)-schodisko. Ak r > 1, tak po kone¢nom pocte
tahov dostaneme (27, 0)-schodisko, lebo 2F | n+ 1 pre k € {1,2,... ,r — 1}. Ak ¢ =
= 1, tak naSe schodisko je trefné usporiadanie. Ak ¢ > 1, tak po ¢ — 2 tahoch vznikne
usporiadanie, kde n je nalavo od 0 a nie je trefné. Teda trefné usporiadanie sa da
koneénym poctom tahov ziskat iba pre n = 2, alebo ak n + 1 je mocninou 2.

G4.

(Podla Martina Vodicku.) Body EFGH tvoria v tomto poradi tetivovy Stvoruholnik,
preto podla Ptolemaiovej vety

\EG| - |FH| = |EF| - |GH| + |FG| - |HE|.

Ozna¢me 7 polomer kruznice k a velkosti uhlov |[{BAD| = a a |{ABC| = . Kedze
na kruznici k je H stred oblika AD, na ktorom nelezi B, tak HB je os uhla ABD;
obdobne GB je os uhla CBD. Teda |[{HBG| = $|{ABC| = 1. Z predchadzajiceho
mozeme pouzitim sinusovych viet vyjadrit dizky

|AC| = 2rsin 3, |BD| = 2rsina,
|GH| :2rsin§, |EF| :2rsinW;B,
|FG] :2rsin%, |HE| :2rsin7T;a.

Po dosadeni tychto vztahov postupne dostavame

|EG| - |FH| = |EF|-|GH| + |FG| - |[HE| = 4r? sin # sing + 472 sin¥ sin% =

= 4r?% cos g sin g + 472 cos % sin % = 2r?sinf + 2r?sin o,

sy vels v -1 19 -
pricom sme vyuZili, Ze 2sin 53 cos 58 = sin 3.
Takisto dosadenim obdrzime

|AC| - |BD| = 4r?sin asin 3.

Vdaka nenulovosti » moZzeme predelit a podmienka zo zadania sa redukuje na ekvi-
valentni podmienku
2sin asin 8 = sin a + sin .

Zrejme «, 8 € (0,7), a preto sina,sin8 € (0,1). TakZe sinasinf < sina a takisto
sinasin 8 < sin 8. S¢éitanim tychto nerovnic dostavame

2sinasin 8 < sin a + sin f.

Rovnost nastane, iba ak bude rovnost v oboch ¢iastkovych nerovniciach, a to je prave

vtedy, ked a = § = . Preto ABCD je vzdy obdlZnik a tvrdenie zo zadania trividlne

plati, dokonca hladany spolo¢ny priese¢nik je stred kruznice k.



158 61. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

N4.

Cislo n je celé, pretoze
2?7 _1=47-1=17-1=0 (mod 3).

Nagim cielom bude ukazat, ze n | 222 — 1 a 2p | n — 1. Zo zadania 3n = 2?7 — 1, takze
n | 227 — 1, ¢o vieme zapisat ako

2 =1 (mod n). (1)
Vyuzitim Malej Fermatovej vety mame

pl4P~t —1=2%"2_1,
p| 272 —1]2% —4=3(n—1).

.....

(p,3) = (p,2) = 1. Z tychto pozorovani priamo dostavame p | n—1, a hned aj 2p | n—1.
Preto existuje celé ¢islo k také, ze

kE-2p=mn-—1. (2)
Nakoniec dame dokopy vsetko, ¢o uz mame (vyuzijeme (2) a (1)):
2" —2=2(2""1 —1) =202 — 1) =2((2*")* —1) =2(1F = 1) =0 (mod n).

Teda n | 2™ — 2, ¢o sme mali dokazat.

PIATA SERIA

C5.

Dokéazeme, ze podminka na N ze zadani je ekvivalentni s N = 8. Hranatymi zavorkami
budeme v celém FeSeni znacit kroky. Nejprve indukci dokédzeme, Ze pro N = 8 je jiz
podminka ze zadani splnéna. Jisté nam k tomu bude stacit, kdyz ukazeme, Ze za této
podminky umime pomoci néjaké posloupnosti krokti zménit stav libovolné zarovky
a stavy ostatnich zarovek pritom nezménit.

Pomoci kroku [1,4,7], [4,5,6], [5,6,7] 1ze zménit stav (jen) zarovky 1, stejné tak
pomoci kroku [2,5,8], [5,6,7], [6,7,8] zménime stav zarovky 2. Pfedpokladejme nyni,
ze umime zmeénit stav zarovek n a n + 1, ukdzeme, ze umime zménit stav zarovky n + 2
(samoziejmé za predpokladu n+2 < N). To provedeme tak, Ze zménime stav zarovkam
n an-+1 (coz umime dle pfedpokladu) a nésledné krokem [n,n+ 1, n+ 2] témto dvéma
stav vratime a zménime stav n+ 2. Tim je dokazano, ze pro Nejprve indukci dokazeme,
ze pro N 2 8 umime zménit stav kterékoliv zarovky.

Nyni ukazeme, ze pro N < 8 nejsme schopni zhasnout vsechny zarovky napt. pokud
je na zacatku rozsvicena pouze zZarovka 2 (pfipad N = 1 je trividlni). Rozdélme zérovky
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do tti skupin Zy, Z1, Z> podle jejich zbytku po déleni tfemi. Snadno zjistime, ze kazdy
krok bud pfepne jednu zarovku v kazdé skupiné, nebo tii zarovky v jedné skupiné
— pro N < 8 je ovSem jedinym takovym krokem [1,4,7]. Stavy zZarovek ze Zy, Zo lze
tedy ménit jen pomoci tahi, které méni stav jedné zarovky v kazdé skupiné, tim padem
kazd4 zména stavu néjaké zarovky v Zp nutn€ znamena i zménu stavu jedné zarovky v Zs
a naopak. Maji-li tedy na zac¢atku pocty sviticich zarovek v Zy a Zs riiznou paritu (coz
je napf. kdyz je rozsvicena pouze zarovka 2), budou ji mit i po libovolné posloupnosti
kroki, nelze tedy dosdhnout zhasnuti vSech zarovek.

N5.
Nejprve si dokazeme pomocné lemma:

Lemma. Pro prirozené ¢islo k > 1 existuje pfirozené ¢islo r < k s nasledujici vlastnosti:
Pro libovolna pfirozené ¢isla x,y = k spliiujici navic r | x — y plati k | 2% — 2Y.
Diikaz. Podivejme se na posloupnost z, = 2" mod k. Jeji hodnoty nabyvaji pouze
0,1,2,... ,k — 1 a navic je mozné na tuto posloupnost nahlizet jako na posloupnost
danou rekurentnim vztahem z, = 2z, 1 mod k pro n = 1. Pokud se mezi prvky
20, 21,--- ,2k—1 této posloupnosti vyskytuje néjaka nula, vSechny prvky za ni jsou uz
nulové, staci tedy zvolit » = 1 a bude platit r | 2” pro libovolné x = k, tedy i r | 2% —2Y.
Pokud se mezi prvnimi £ hodnotami nula nevyskytuje, néjakd hodnota se musi
objevit dvakrat. Necht tedy z; = z;, pro @ < j < k. Diky tomu, Ze posloupnost z,
splnuje rekurentni predpis, tak

i+l = Zj+1s  RZi42 = 2542, .-+ Ritn = Zj+n

Zvolme r = j —i. Potom z, = 2,1, = Znter pro libovolné n = i a celé ¢ 2 0. Kdyz

dostaneme pfirozena ¢isla x,y = k spliujici r | 2 — y, oznacime n jako mensi z x, y a to

druhé z nich budeme povazovat za n + cr. Protoze ¢ < k, tak n = i, a tedy z, = z,.

Z toho jiz plyne, ze k | 2% — 2Y. O
A nyni se vratime k nasi tlloze. Oznac¢me

22
an, = 2 .
—
n
Indukci podle n dokdzeme, Ze pro prirozené ¢islo n splitujici n > 1 plati n < a,_1
a navic pro libovolné prirozené k < n plati

k|a,—ap_1.

Pro prvni indukéni krok n = 2 snadno spocitame as — a; = 2, coz je délitelné jak
jednickou, tak dvojkou an =2 <2 = a;.

Nyni predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n a dokazme ho pro n+1. Nejprve ovérime
nerovnost, n + 1 < 2 < 20n+1,

Pro k = 1 plati tvrzeni ziejmé. Zvolme k spliiujici 1 < & < n. Podle lemmatu existuje
r < k takové, ze k | 2* — 2¥ kdykoli z,y = k ar | z — y. Protoze r < k < n + 1, plati
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r < n. Vyuzijeme indukéni pfedpoklad r | a,, — a,—1. Déle plati n < a,—1 < a,, tedy
predpoklady lemmatu jsou splnény pro z = a,_1, y = a,. Tedy

k| 20n — 20n-1,

A5.

(Podle Stépdna Simsu.) Nejprve si uvédomime, Ze pro ¢isla a;, a, splitujici a; — a, =1
plati || — p| < k. Tedy vzdalenost?® dvou ¢&isel v posloupnosti ligicich se o jednicku je
mensi nez k.

Nejprve dokazeme a,, — n < %kz. Pro spor predpokladejme, ze existuje n takové, ze
p — N = %k’Q.

Vezméme nejmensi ¢islo, které neni mezi ¢isly aq,... ,a,_1. Protoze je nékde v nasi
posloupnosti, oznac¢ime si ho a.. ProtozZe je téchto ¢isel n—1an < a,, platia, < n < a,
a protoze je az za ¢islem n — 1, mame z = n.

Vezmeme ¢islo a, takové, ze a, = a, a |y — z| je minimalni (tedy nejblizsi ¢islo
posloupnosti velké aspon a,,). Ze zaddni mame

lay —a.| ay—a, _ ap—n n+%k¢2—n 1
<k, ted —z| > = > > = —k.
edy |y = 2 Kk =k k 2

|ay — a,|
ly — 2|

Tedy mezi prvky a; nasi posloupnosti, kde ¢ € (z — %k:,z + %kz> N N, neni ¢islo
velké aspon a,. To je ale aspon |k| ¢isel. Vezméme nejvétsi ¢islo pred témito prvky
posloupnosti. To musi byt alespoii a,,. Cislo o jedna vétsi musi byt tedy az za touto
posloupnosti, tedy jejich vzdalenost je vétsi nez k. To je spor a a,, —n < %kz pro
vSechna n.

Nase posloupnost je prosta a na, tedy existuje néco jako ,inverzni“ posloupnost b,
takova ze b,, = n. Protoze posloupnost b, spliuje stejné podminky jako a,, plati
by —m < %kQ pro vsechna m. Pokud polozime a,, = m, dostaneme n — a,, < %kQ pro
vSechna n.

Celkové tedy dostdvame |a,, — n| < $k?, coz jsem chtéli dokazat.

G5.

Ulohu lze Fesit mnoha zptisoby. My uvedeme jeden standardni, jeden trikovy a nastinime
jeden ,dospély“.

Standardni veseni. Ozna¢me f Feuerbachovu kruznici?* trojihelnika ABC' a F jeji stied.
Jelikoz AD, AFE jsou teény k f, je |{ADF| = |{AEF| = 90°, takze body D, E lze
definovat jako pruseciky f s kruznici nad primérem AF', kterou oznacime w. Primka
DE je pak chordéalou f a w.

23 Vzdalenosti ¢isel x, y myslime é&islo |z — y|.
24 Feuerbachova kruznice (¢i kruznice deviti bodit) daného trojthelnika je kruznice prochézejici stiedy
jeho stran, patami vysek a stfedy spojnic vrcholid s jeho ortocentrem.
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Oznacme ¢ tecnu ke kruznici opsané trojihelniku ABC' vedenou bodem A a P jeji
prusecik s pfimkou BC' (ten existuje, nebot AB # AC'). Budeme hotovi, ukédzeme-li, ze
P ma stejnou mocnost k f jako k w.

l
A
w
X
D
E
[ F "
. BN
B M Ag C 2D
Obr. 68

Kruznice f protne BC' ve sttedu M strany BC a v paté vysky Ap z bodu A. Oznac¢me
X druhy prisecik w a £. Staci ukazat, ze |PM|-|PAg| = |PA|-|PX|, neboli Ze ¢tyfuhelnik
MAyX A je tétivovy.

Jelikoz [LAAoM| = 90°, staci ukazat | L AX M| = 90°. My ale vime, ze |[{AXF| =
= 90° (AF je prumér w), takze zbyva ukazat, ze body M, X, F' lezi v pfimce, neboli Ze
MF je kolmé na ¢. Tim jsme se definitivné zbavili bodd D a E i kruznice w a prevedli
ulohu na jednoduché tvrzeni o trojuhelniku, které lze dokazat naptiklad nasledovné:

Oznaéme H ortocentrum trojihelnika ABC a A’ druhy prisecik f a vysky AA,.
Pak |[LA"AgM| = 90°, takze M A’ je praumér kruznice f. Zaroven ve stejnolehlosti se
sttedem H a koeficientem 2 pfejde f na kruznici opsanou trojuhelniku ABC, takze
specidlné F' prejde na O a A’ na A. V trojuhelniku OHA je tedy F A’ stfedni pricka
a jelikoz OA je kolma na /, je na ni kolmé i M F.
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Trikove teseni. Opét vyuzijeme mocnost, tentokrat vsak podstatné dimyslnéji. Sym-
bolem p(X,w) budeme znacit mocnost bodu X ke kruznici w.

Oznaéme [’ obraz kruznice opsané stfedtim stran trojihelniku ABC' ve stejnolehlosti
se stfedem A a koeficientem 2 a D’, E’ obrazy bodi D, E. Jelikoz pivodni kruznice
prochézela stiedy stran, prochézi f’ body B a C. P¥imka BC je proto chordalou f’
a kruznice opsané trojuhelniku ABC, kterou budeme nadéle znacit w.

B C
E/
Obr. 70

Vnimejme nyni bod A jako kruznici se stfedem A a nulovym polomérem. Pak
p(D, A) = |DAP* = |DD'|* = p(D, f)

a podobné p(E, A) = p(E, f'), takze DE je chordala kruznice f’ a bodu A.

Chordélou kruznice w a bodu A je te¢na k w vedend bodem A. Vsechny tfi pfimky
proto skuteéné prochazeji jednim bodem — potenénim stfedem kruznic f’, w a bodu A.

Nastin dospélého reseni. Oznacme M stred strany AB, Cy patu vysky z vrcholu C' a K
prusecik AB a DFE.

Jelikoz DFE je polara bodu A vzhledem ke kruznici opsané strediim stran trojihelniku
ABC, je ¢tvetice (A, K; Cy, M) diky zndmému tvrzeni harmonicka?®. Délky tsecek AC)
a AM umime vyjadiit pomoci délek stran trojuhelniku ABC, takze umime vyjadfit i
délky KCy, KM, potazmo AK, KB.

Podobné umime vyjadfit i pomér, v jakém pfimka DE déli stranu AC. Oznacime-li
tedy X pruse¢ik DE a BC, miuZeme pomoci Menelaovy véty vyjadfit pomér | X B| :
DX C.

25 Pro stru¢né obeznameni s tim, co to je harmonickd ¢&tvefice, lze piecist napiiklad ¢lanek
hitp://mks.mff.cuni.cz/library/Harmonicky4PomerTP /Harmonicky4PomerTP.pdf.
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Obr. 71

Oznacime-li Y prisecik BC a tecny ke kruznici opsané trojuhelniku ABC, pak pomér
|YB| : |YC| snadno vyjadiime pomoci sinové véty v trojuhelnicich ABY a ACY. Jak
se ukdze, vyjde tatdZz hodnota jako pro X (konkrétné |AB|? : |AC|?), takze body X
a Y splyvaji a my jsme hotovi.

SIESTA SERIA

Ne6.

Ak prirodzené ¢&islo n spliia zadant podmienku, tak n = 2™ — 1 pre nejaké prirodzené
¢islo m. Lahko overime, Ze jediné vyhovujiuce m < 10 je 3.
Majme m = 10. Dokézeme, ze n = 2™ — 1 nemdZe vyhovovat podmienke zo zadania.
Pre spor predpokladajme, Ze pre nejaké k = 1 a ni,na,... ,n; plati
< 1
10=m= Q—k(nl—l)(n2—2)---(nk—l).
Pre [ > 10 lahko ukéZeme, ze 2 — 1 > [3. Preto
3 3 3
2m _1>md = m 1 ng —1\" (k=1 )
2 2 2
Kedze n = 2™ — 1 je nepérne, vSetky n; > 3 musia byt neparne, teda vSetky n; st

aspon 5. Takze
n; —1\° n; — 1
: >4. - >ny

pre i =1,2,... k. Dokopy s predoslym tak mame

m
n=2"—1>nng---ngp=n,

¢o je spor.
Jediné riesenie jen =23 -1 =7.
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AG.

Indexy berieme modulo n. Postupnym vyjadrovanim dostaneme polynomickd rovnicu
stupna 2" v premennej ;. Pre x; teda existuje najviac 2" vyhovujucich rieseni. Ostatné
premenné st jednoznacne uréené volbou x;. Ststava ma preto najviac 2" rieSeni.
Vidime, Ze ak vSetky x; maji byt nezdporné, tak kazdé x; musi lezat v intervale [0, 4].
Preto mozeme polozit x1 = 2 — 2 cos « pre prave jedno « € [0, 7]. Potom podéitajme

Ty =4(2 —2cosa) — (2 —2cosa)? =4 —4cos’a = 2 — 2cos 2a.

Ked budeme pokracovat, dostaneme postupne z; = 2 — 2 cos 2° '« pre vietky i > 1.
Nakoniec samozrejme obdrzime 7 = x,11 = 2 — 2cos2"«. Teda musi platit cosa =
= cos 2" a.. A zasa naopak: pre kazdé také oo mame rieSenie systému rovnic a pre rozne
« mame rozne riesenia.

Vsimnime si, ze cosa = cos2"« je ekvivalentné s 2"a = +a + 2k7m pre nejaké k €
€ Z, a to je ekvivalentné s a = 2k7n/(2" F1). Vzhladom na podmienku o € (0,7
mame rieSenia 2k17/(2" — 1) pre k; = 0,1,...,2"7 1 — 1 a 2kym/(2" + 1) pre ko =
=1,2,...,2"" 1. Tvrdime, Ze tychto 2" hodnét je rdznych. Pre spor predpokladajme,
ze

2]{7171' . 2]{7271'
2n —1  2n 41’

teda kl (2n + 1) = k2(2n — 1)

Kedze 2™ — 1 a 2™ + 1 st nestdelitelné, (2" +1) | ko, ¢o je spor. Takto méame 2" roznych
hodnét «, ku ktorym prislicha 2™ roéznych rieseni.

G6.

(Podla Patrika Baka.) Najprv uréme polohu A;. Kedze o < 90°, tak [{BHC| =
= 180° —a > 90°. Bod A; lezi teda v polrovine opac¢nej k BCH a z vlastnosti
stredového uhla plati |[{BA;C| = 2a. Cela pointa prikladu teraz spoéiva v objave,
7e tvrdenie je ekvivalentné podmienke o = 60°. K tomuto nas mala priviest nutna
podmienka vyplyvajica z predpokladu kolinearity bodov A, A;, I. Naozaj, potom A;
musi lezat na kruznici opisanej trojuholniku ABC, plati | BA;C| = 180° — a, ¢o
dokopy s predoslym dava a = 60°. Ak naopak o = 60°, tak A; je zjavne stred obluka
BC kruznice opisanej trojuholniku ABC neobsahujuceho bod A, teda bod A; lezi na
osi uhla «a, ¢o je priamka Al. Tak sme dokazali, ze body A, A, I lezia na priamke
prave vtedy, ked o = 60°.
Venujme sa teraz druhej casti ekvivalencie. Zrejme plati

SBrB, = Sckc, & SaBc = 954B,Cs-

Oba tieto obsahy vyjadrime pomocou diZok stran trojuholnika ABC. Spo¢itame najprv
|ABs3|. Ozna¢me D prieseénik osi uhla v s AB. Podla Menelaovej vety pre trojuholnik
ACD plati

[ABy| _ [IC]

DB, [ID|

=1, teda
[IC| |ABi| [DBs
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Oznacme p polomer kruznice vpisanej trojuholniku ABC'. Potom zrejme plati

IC| _ICD| | _Sapc | _elatb+c)  _atb

|ID| — |ID| " Saps co ¢

Oznacme d = |AB3|. Zrejme |DBs| = |ABs|—|AD|. Je zname, ze |AD| = bc/(a + b).
Rovnost (1) mo6zme prepisat na

d _a+b
bc :
d_a+b ¢

Odtial vyjadrime |ABy| = d = be/(a+ b — ¢). KedZe sme v odvodeniach nepouzili, ze
By je vnatorny bod AB, moézme analogicky odvodit vzorec |ACy| = be/(a+ ¢ — D).
Potom

1 . sin o b2c?
SAzBQC:§|ABQHAOQ‘Sma: 2 (a+b—c)a—b+c) -
B sin «v b2 c? _ sina b2 c? B besin o 1
2 a?—-b2—c24+20c 2  2bc—2bccosa 2 2(1 —cosa)’

Porovnanim so vzorcom Sapc = %bc sin o dostévame

Sapc =Sap,c, & ————=1 &  a=060°

Cé6.

(Podla Miroslava Stankovica.) Najprv ujasnime zopar pojmov. Vnitro znamend, ze hra-
nica tam nepatri. NavySe v tomto rieSeni do polroviny nebudeme pocitat priamku, ktora
ju ohranic¢uje. Aby platilo (i), nutne n = 7. Prejdime teda postupne malé hodnoty n,
ktoré nevyhovuju, a ked to dalej nepdjde, zostrojime priklad, ktory vyhovuje.

n = 7: Podla (i) tvori tychto 7 bodov konvexny 7-uholnik. Staci teraz vziat lubovolny
konvexny 5-uholnik a je jasné, ze v jeho vnutri nelezi ziadny bod.

n = 8 Najdeme konvexny 7-uholnik. Ak zvysSny bod nelezi vnutri, tak postupujeme
podla predchadzajiceho pripadu. Inak vezmeme priamku prechédzajicu tymto bodom,
na ktorej nelezi ziaden bod 7-uholnika. V jednej polrovine vytatej touto priamkou st
aspon 4 body. Tieto s nasim vnitornym bodom tvoria konvexny 5-uholnik bez bodu vo
vnutri.

n = 9: Body konvexného 7-uholnika oznaéme A, B, C, D, E, F, G a dalsie 2 body
oznacme M, O. Ak M alebo O nelezi v 7-uholniku, riesime to ako predoslé pripady.
V opacnom pripade v jednej z polrovin vytatych priamkou MO lezia aspon 3 body
7-uholnika, lebo aspon 5 bodov 7-uholnika nelezi na MO. Znova tak mame konvexny
5-uholnik, v ktorom nelezi ziaden bod.
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n = 10: Body konvexného 7-uholnika oznaéme A, B, C, D, E, F', G a dalsie 3 body
ozna¢me I, K, S. Ak niektory z bodov I, K, S nelezi v 7-uholniku, rieSime ako predoslé
pripady. Inak zvolime bod R vnutri trojuholnika IKS tak, 7e priamky RI, RK,RS
neobsahuju ziadny bod 7-uholnika (rozmyslite si, pre¢o taky bod musi existovat).
Polpriamky RI, RK a RS vytinaja v rovine tri disjunktné oblasti bez hranice, pricom
v niektorej z nich lezia asponi 3 body z {A, B, ... ,G}. Spolu s dvoma bodmi z {I, K, S},
ktoré padni na priamky ohranic¢ujice spominant oblast, tvoria konvexny 5-uholnik bez
vnutorného bodu.

Tu sa konc¢i naSe snaZenie hladat problémy, lebo dalej to uz ide. Priklady st na
obr. 72a a 72b.

Obr. 72a Obr. 72b



Iné koreSpondencné seminare

Okrem Matematickej olympiady si pre studentov zakladnych aj strednych skol pocas
skolského roka organizované aj iné matematické sutaze. Patria medzi ne predovSetkym
koresponden¢né semindre. Tieto sufaze sa v detailoch istotne liSia, avsak zakladné
¢rty maju spoloéné. Pocas skolského roka prebiehaju dve casti (letnd a zimnd), ktoré
pozostavaju zvicSa z troch sérii tloh rozosielanych riesitelom do §kol alebo domov.
Riesenia sutaziaci vypracovavaji rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaju na adresu prislusného seminéra, odkial sa po niekolkych drioch az tyzdnoch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieSeniami a vysledkovou listinou. Mladsi a menej
sktseni riesitelia zvic¢sa nemusia riesit tie najzlozitejsie priklady, aby aj oni mali Sancu
ovplyvnif poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti stitaze st priblizne tridsiati
najuspesnejsi riesitelia pozyvani na tyzdnové sustredenie, ti¢ast na ktorom byva ¢asto
najsilnejSou motivaciou na rieSenie tloh. Nie je ale mozné nespomentut, ze takyto
reprezentantov Slovenska na IMO sa aktivne zapajala do viacerych z tychto seminarov.

Nizsie uvedené korespondenéné seminare (KS) st urc¢ené studentom strednych $kol,
svojim zaberom pokryvaji tizemie celého Slovenska a ¢asto maju aj riesitelov z Ceskej
republiky. Je vSak mozné, Ze vo svojom okoli najdete aj mensie sufaze podobného druhu.

Korespondenény matematicky seminar — KMS

KMS vznikol v roku 2002 spojenim Bratislavského a Stredoslovenského koreSpon-
den¢ného matematického seminara. Organizovany je Studentmi FMFI UK v Bratislave.
Ma dve kategdrie. Zac¢inajucim a mladsim je urcena kategéria ALFA, pre sktsenejsSich
je kategéria BETA. Rozdelenie do kategérii umoziiuje bojovat o miesta na ststredeni
aj neskusenym studentom, ktori by v silnej konkurencii stracali motivaciu.

KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava
e-mail: kms@Qkms.sk
web: http://kms.sk

Sataz talentovanych riesitelov oblubujtacich matematiku — STROM

Seminar STROM je pokracovatelom najstarsieho korespondenéného seminéra v by-
valom Ceskoslovensku. Je organizovany z PF UPJS v Kogiciach skupinou nadsencov,
vicsinou byvalych riesitelov seminara a studentov UPJS. V poslednych rokoch sa na
organizovani okrem kosickej skupiny podielaju aj Studenti FMFI UK pochadzajuici
z vychodného Slovenska. Riesitelskt zékladiiu mé prevazne na vychodnom Slovensku.

STROM, PF UPJS, Jesenn4 5, 041 54 Kosice
e-mail: strom@strom.sk
web: http://www.strom.sk

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo seminarov zapojit, najrozumnejsie je zadania
a pravidld najst na internete zaciatkom septembra alebo zacdiatkom januéra, pripadne
v tomto obdobi poziadat e-mailom o zaslanie tloh prvej série.
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