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O priebehu 59. ro¢nika Matematickej olympiady

V skolskom roku 2009/2010 sa uskutoé¢nil 59. ro¢énik Matematickej olympiady (MO).
Medzi predmetovymi olympiddami a ostatnymi postupovymi sitazami je MO na Slo-
vensku najstarsia. Ma tiez najviac roznych kategorii, pokryvajucich vSetky ro¢niky od
Stvrtej triedy ZS po maturantov. Sufaz vyhlasuje Ministerstvo skolstva, vedy vyskumu
a $portu Slovenskej republiky (MS SR) v spolupréci s Jednotou slovenskych matema-
tikov a fyzikov (JSMF).

Sutaz riadi Slovenské komisia matematickej olympiady (SKMO), ktoréd v 59. ro¢niku
pracovala v nasledovnom zlozeni:

Mgr. Peter Novotny, PhD., FMFI UK Bratislava, predseda

mim. prof. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, podpredseda
Mgr. Milan Demko, PhD., FHPV PU Presov, predseda KKMO PO

Mgr. Martin Kolldar, PhD., Gymn. FMFI UK Bratislava, predseda KKMO BA
doc. RNDr. Stanislav Krajci, PhD., PF UPJS Kogice, predseda KKMO KE
doc. RNDr. Mdaria Luckd, CSc., PF TU Trnava, predsednicka KKMO TT
doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, predseda KKMO ZA
RNDr. Eva Oravcovd, Gymn. J. G. T. Banska Bystrica, predsednicka KKMO BB
RNDr. Sona Pavlikova, CSc., FM TU Trencin, predsednicka KKMO TN
prof. RNDr. Ondrej Sedivyj, CSc., FPV UKF Nitra, predseda KKMO NR
RNDr. Monika Dillingerovd, PhD., FMFI UK Bratislava

prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra

Mgr. Stefan Gyiirki, PhD., FCHPT STU, Bratislava

RNDr. Rébert Hajduk, PhD., PF UPJS Kosice

Ing. RNDr. Frantisek Kardos, PhD., PF UPJS Kosice

doc. RNDr. Mdria Kmetovd, PhD., FPV UKF Nitra

RNDr. Jan Mazdk, FMFI UK Bratislava

PaedDr. Anna Pobeskovd, SSI Levice

Mgr. Martin Potocny, Trojsten, FMFI UK Bratislava

RNDr. Oliver Ralik, CSc., FPV UKF Nitra

doc. RNDr. Roman Sotdk, PhD., PF UPJS Kosice

Ing. Tomas Luceni¢, IUVENTA Bratislava, tajomnik

V obsadeni SKMO sa uskutocnilo oproti predoslému ro¢niku niekolko zmien. Na
poste predsedu KKMO v Bratislave vystriedal Mgr. Martin Kollar, PhD. po 10-ro¢nom
vedeni RNDr. Zuzanu Frkovt z gymnézia Grosslingova v Bratislave. Predsedom KKMO
Kosice sa stal doc. RNDr. Stanislav Kraj¢i, PhD. namiesto doc. RNDr. Tomasa Ma-
darasa, PhD. z PF UPJS Kosice, ktory bol predsedom 9 rokov. Cinnost v . SKMO
ukoncil tiez doc. RNDr. Vladislav Rosa, CSc., ktory v 46. az 50. ro¢niku MO bol
predsedom SKMO. Vsetkym trom menovanym, ktori uz nie st ¢lenmi SKMO, dakujeme
za mnozstvo prace, ktora v SKMO vykonali.
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Novymi ¢lenmi SKMO sa (okrem uz spomenutych predsedov KKMO Bratislava
a Kogice) stali Mgr. Stefan Gyiirki, PhD., RNDr. Rébert Hajduk, PhD., doc. RNDr.
Méria Kmetova, PhD. a doc. RNDr. Roman Soték, PhD.

V stvislosti s mojim vymenovanim za predsedu SKMO ministrom skolstva dna
7. jula 2009 (teda na konci 58. ro¢énika MO) nastala este jedna zmena — podpredsedom
SKMO sa stal predchadzajaci predseda mim. prof. RNDr. Vojtech Balint, CSc. Po
jeho osemro¢nom vedeni SKMO som prebral sttaz vo velmi dobrom stave, za ¢o mu
patri podakovanie. Spomenime napriklad, Ze za uplynulych osem rokov pribudli v MO
viaceré pravidelné akcie (icast SR na MEMO, spolo¢né pripravné sustredenie ¢eského
a slovenského IMO-druzstva) a vdaka uspesnym grantovym projektom bolo a je mozné
podporit rézne dopliiujice aktivity. Pokasim sa nesklamat doveru SKMO, ktord ma
na post predsedu odporudila a pokracovat v praci predoslého predsedu najlepSie ako
dokazem.

V septembri 2009 nadobudla u¢innost nova smernica o organizovani, riadeni a fi-
nan¢énom zabezpeceni stutazi ziakov $kol', ktora vydalo MS SR a ktorou sa riadia o. i.
aj vSetky predmetové olympiddy. V silade s touto smernicou aktualizovala SKMO
organizaény poriadok?, ktorym sa MO riadi. V samotnom priebehu a organizovani
jednotlivych kol MO vsSak nenastala ziadna zmena, uskutocnili sa tiez vSetky zvycajné
stustredenia a medzinarodné sutaze.

Celostatne kolo MO (CK MO) usporiadala v diioch 21.-24.3.2010 KK MO Tren¢in.
Jej predsednickou je RNDr. Sona Pavlikova, CSc., ktora bola zaroven hlavnym orga-
nizdtorom CK MO. Chceme sa jej touto cestou podakovat za bezchybné zabezpecenie
celého podujatia. Sutaz prebiehala v hoteli Perla na Zelenej vode pri Novom Meste nad
Vahom. Slavnostné vyhodnotenie sa konalo na Fakulte mechatroniky Trencianskej uni-
verzity. Podakovanie patri tiez sponzorom CK MO, ktorymi boli spolo¢nosti TRELLIS,
ALBI, c¢asopis PC REVUE, zilinskd pobocka spolo¢nosti INSET, neziskova organizacia
Mechatronik a projekt Kiwiki.

Po CKMO sa uskutocnilo vyberové sustredenie, na ktorom sa rozhodlo o zlozeni
druzstiev pre Medzindrodni matematickt olympiddu (IMO) a Stredoeurépsku mate-
maticki olympiddu (MEMO). Nasledované bolo pripravnym ststredenim pre obe druz-
stva. Z pripravnych medzinarodnych akcii sa popri tradi¢nom ¢esko-polsko-slovenskom
stretnuti (konalo sa v Bilovci v CR) uskutoé¢nilo op#f — uz po piaty raz — spoloéné
pripravné ststredenie IMO-druzstiev CR a SR. Finanéne ho zabezpecuje Spolo¢nost
Otakara Bortivky a odborne Ustredny vybor Matematickej olympiddy v CR. Treba
pripomenut, Ze podobna akcia na Slovensku neprebieha, a aspoln na tomto mieste sa
chceme podakovat ¢eskym kolegom za pozvanie.

Na 51. IMO v Kazachstane sme ziskali jednu zlatti medailu, dve bronzové medaily,
a tri Cestné uznania. Vyrazny tuspech zaznamenal Martin Vodicka z gymnazia Alejova
v Kosiciach, ktorého medaila bola vobec jedinou slovenskou zlatou medzi vsSetkymi
predmetovymi olympiddami v Skolskom roku 2009/2010. V suvislosti s cestou do Ka-

! Smernica ¢. 13/2009-R z 25. augusta 2009.

2 Registrovany je na MS SR pod ¢islom MSSR-12565/2010-912, zverejneny je napr. na internetovej
adrese skmo.sk/orgpor
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zachstanu patri nasa vdaka pracovnickam sekcie medzindrodnej spoluprace MS SR,
ktoré zabezpecili bezproblémovy priebeh cesty vybavenim viz a leteniek.

Na 4. MEMO sme ziskali tri bronzové medaily a dve cestné uznania. Sutazi je
v ro¢enke venovana rozsirend kapitola, kedze tento rok sme ju usporiadali na Slovensku
v obci Streéno pri Ziline. Zorganizovat MEMO sme mohli najms vdaka dotacii 19 000, €
z MS SR. Pred jej pridelenim ndm pomohli konzultacie s RNDr. Igorom Gallusom zo
sekcie regionalneho gkolstva MS SR. ZastreSenie stitazi poskytla zilinska pobocka JSMF.

Matematicka olympidda by neexistovala bez zaujimavych a originalnych tloh. O ich
pripravu sa stard Ulohova komisia MO, ktord mame spoloéntt s Ceskou republikou.
Kazdoro¢ne sa konaji dve zasadnutia komisie, jedno v CR, jedno na Slovensku.
V 59. roéniku sa uskutoénili v novembri 2009 v Bilovci a v méji 2010 v Ziline. Ulohové
komisia ma dve sekcie: jednu pre kategérie A, B, C (sekcia ABC), druha pre Z4, Z5,
76, 77, 78, 79 (sekcia Z). Za Slovensko pracovali v sekcii ABC mim. prof. RNDr.
Vojtech Béalint, CSc., RNDr. Tomas Jurik, PhD., RNDr. Jan Mazak, doc. RNDr. Pavel
Novotny, CSc. a Mgr. Peter Novotny, PhD. a v sekcii Z PaedDr. Svetlana Bednarova,
PhD., RNDr. Monika Dillingerova, PhD. a Mgr. Miroslava Smitkova, PhD., ku ktorym
sa od 59. ro¢nika pridala Mgr. Veronika Bachrata.

Vymyslat nové tlohy do MO nie je jednoduché, tlohova komisia preto uvita zaslanie
zaujimavych navrhov na tlohy aj od autorov, ktori nie st jej ¢lenmi. Navrhy je mozné
posielat napriklad na adresu skmo@skmo.sk, najlepsSie aj s menom autora, s rieSenim
a s odhadom, do ktorej kategoérie sa tiloha hodi.

Spomernime eSte niekolko aktivit, ktoré sa uskutoc¢nili aj s podporou SKMO. Vo febru-
ari 2010 sa v Rejdovej konali dve tyzdiové stustredenia pre riesitelov Korespondenéného
matematického semindra (KMS), spolu pre 68 ucastnikov. V rovnakom rozsahu sa
sustredenia zopakovali v juni 2010 v Chmelovej. Prevazné vic¢sina icastnikov sustredeni
patri medzi riesitelov MO, takisto vedici KMS st ¢asto byvali i¢astnici kol MO, a okrem
organizovania KMS sa podielaji na opravovani CK MO a vyberovych ststredeni.

V gkolskom roku 2009/2010 bol spusteny Stvorro¢ny projekt Vyhladdvanie talentov
v matematike a podpora ich vyjchovy, ktory pod ¢islom LPP-0253-09 podporila Agentura
na podporu vyskumu a vyvoja. Jeho hlavnym rieSitelom je mim. prof. RNDr. Vojtech
Balint, CSc. V ramci projektu sa uskutoc¢nili tri vikendové gkolenia pre ucitelov, ktori
na svojich skolach vedd matematické kruzky. Z projektu tito ucitelia dostavaju za
vedenie krtzkov honorare. Okrem toho sa v novembri 2009 v Terchovej konalo trojdnové
sustredenie pre 56 uspesnych riesitelov krajskych kol 58. roénika MO.

V decembri 2009 bola zalozené a spustena oficidlna internetova stranka SKMO. Jej
adresa je skmo.sk a zverejiiujeme na nej vsetky terminy a dokumenty tykajice sa MO
(archiv zadani a rieSeni tloh, poradia vsetkych krajskych a vyssich kol, atd.). Za prvych
12 mesiacov prevadzky stranka zaznamenala viac ako 115000 pristupov z vyse 14500
roznych lokalit a viac ako 50000 stiahnuti PDF-dokumentov. Postupne budeme obsah
stranky rozsirovat.

Na internete mozno najst viacero stranok suvisiacich s MO. Spomenme aspon nie-
ktoré z nich:
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skmo.sk — oficialna stranka SKMO,

matematika.okamzite.eu — archiv zadani, poradi a rieseni MO,
fpedas.uniza.sk/ novotny/MO — aktudlne dokumenty, najmi pre kraj Zilina,
www.olympiady.sk — stranka IUVENTY,

www.imo2010org.kz — stranka 51. IMO v Kazachstane,

memo2010.skmo.sk — stranka 4. MEMO v Stre¢ne na Slovensku,
imo-official.org — oficidlna stranka IMO,

kms.sk — stranka KMS.

Zaver uvodu tejto roc¢enky by sme radi vyuzili na podakovanie vSetkym ucitelom
a nadSencom, ktori pripravuju ziakov na MO a podielaji sa na propagécii a organizacii
MO na skolach. Uznanie patri tiez pracovnikom obvodnych a krajskych komisii MO,
krajskych Skolskych tradov a centier volného c¢asu, ktori zabezpecuju jednotlivé kola.
Napokon, dakujeme pracovnikom IUVENTY podielajicim sa na organizacii CK MO,
distribucii tloh, komunikacii s MS SR a administrative stvisiacej s ¢erpanim rozpoctu
MO.

Peter Novotny, predseda SKMO
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Martin VODICKA
Ladislav BACO
Michal HAGARA
Martin BACHRATY
Jakub KONECNY
Vincent LAMI

Maridn HORNAK
Natéalia KARASKOVA

Pavol GURICAN
Marek KUKAN
Rébert TOTH
Matej BALOG
Jan HOZZA
Jakub SANTER
Adam MIDLIK
Pavol KOSSACZKY
Filip SLADEK
Dominik CSIBA
Martin UKROP

Ondrej KOVAC
Viktor SZABADOS
Kamila STYRAKOVA
Peter SICHMAN
Ladislav HOVAN
Peter MILOSOVIC
Sonta GALOVICOVA
Matej JECMEN
Jakub KOCAK

Anna DRESSLEROVA
Viktor GREGOR
Silvia STRBOVA
Zoltan FABIK

Vysledky

Celostatne kolo kategodrie A

Vitazi

1 G Alejova, Kosice

4 G Postova, Kosice

4 G Jura Hronca, Bratislava
4 G Velkéa okruzna, Zilina

4 G Grosslingova, Bratislava
4 G J. Selyeho, Koméarno

2 G Parovska, Nitra

3 G Jura Hronca, Bratislava

Dalsi Gspesni riesitelia

3 G Jura Hronca, Bratislava
4 G Grosslingova, Bratislava
4 G Alejova, Kosice

3 G Grosslingova, Bratislava
3 G Jura Hronca, Bratislava
3 G M. Hattalu, Trstena

4 G J. A.Raymana, Presov
4 G Grosslingova, Bratislava
4 G A.Bernolaka, Namestovo
3 SPMNDaG, Bratislava

4 G L. Stuara, Zvolen

Ostatni riesitelia

3 G sv. Cyrila a Metoda, Nitra

3 G Grosslingova, Bratislava

4 G P. O. Hviezdoslava, Dolny Kubin

2 G Grosslingova, Bratislava
3 G Exnéarova, Kosice

3 G Postova, Kosice

2 G Velka okruzna, Zilina

3 G Varsavska, Zilina

3 G arm. gen. L. Svobodu, Humenné

3 G Jura Hronca, Bratislava
4 G Povazska Bystrica

3 G Parovska, Nitra

4 G J. Selyeho, Koméarno

TT6TTT
763777
757567
756661
655564
534562
517047
916660

605560
106375
202674
405551
106472
207371
007471
152460
107460
107071
106431

505031
511061
006430
105330
132041
201340
202050
103041
101331
104030
101321
004031
301030

41
37
37
31
31
25
24
24

22
22
21
20
20
20
19
18
18
16
15

14
14
13
12
11
10

~J 00 00 00 © ©
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Jana FODOROVA
Andrej KOZAK
Ivana TONHAUSEROVA
36. David HVIZDOS
37. Kristina SESEROVA

3 G J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 G Grosslingova, Bratislava

4 G Parovska, Nitra

3 G Postova, Kosice

3 G Grosslingovéa, Bratislava

Uspesnost jednotlivych tloh je zaznamenané v tabulke.

Pocet Spol Cislo tlohy
bodov [P [ 1. [ 2 [ 3 [ 4 |5 | 6
7 bodov | 25 4 1 6 2 8 4
6 bodov| 22 2 1 7 3 9 0
5 bodov 22 5 4 5 5 2 1
4 body 19 1 0 3 6 7 2
3body | 21 | 1] 2|26 |10] 0
2 body 14 4 0 6 1 1 2
1 bod 41 16 4 6 1 0 14
0 bodov 58 4 25 2 13 0 14
Pricmer | 2,82 | 2,59 |1,16 | 3,92 | 2,76 | 4,86 | 1,59

Krajské kola

102040
100240
012031
101040
100130

S N NN

Z prislusného kraja a v prislusnej kategorii A, B, C a Z9 st uvedeni vsetci, resp. aspon

prvych 10 tspesnych riesitelov.

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

. Michal HAGARA
. Jan HOZZA

Jakub KONECNY
Natalia KARASKOVA
Marek KUKAN

Pavol GURICAN
Anna DRESSLEROVA
Peter SICHMAN
Dominik CSIBA

Pavol KOSSACZKY
Viktor SZABADOS

4 Gymnézium Jura Hronca
3 Gymnéazium Jura Hronca
4 Gymnazium Grosslingova
3 Gymnéazium Jura Hronca
4 Gymnézium Grosslingova
3 Gymnéazium Jura Hronca
3 Gymnéazium Jura Hronca
2 Gymnéazium Grosslingova
3 SpMNDaG Skalické

4 Gymnéazium Grosslingova
3 Gymnéazium Grosslingova



N

.

Michal TOTH
Matej UHER

. Jan KUZMIK

Peter SICHMAN
Martin DUGAS
Matej MOLNAR
Juraj POLACH
Martin STATELOV
Tomas LANGER

. Simon KARKALIK

Michal BOCK

Ly BUI DIEU

Askar GAFUROV
Michal HLEDIK
Marta KOSSACZKA
Jaroslav PETRUCHA
Maridan KUPCULAK
Daniela PELLEROVA

. Dusan KAVICKY

Barbora WINCZEROVA

Lam BUI TRUC
Martin GULIS

Lukas IVAN
Dominika IZDINSKA
Simon JURINA
Barbora KOVACOVA
Hana KRAKOVSKA
Matej UHRIK

Michal BELAK
Mério LIPOVSKY

VYSLEDKY

KATEGORIA B

Gymnézium Jura Hronca
Gymnéazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnézium Jura Hronca
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnézium Jura Hronca

KATEGORIA C

Gymnézium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnéazium Grosslingova
Gymnazium

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca

SpMNDaG Skalicka

KATEGORIA Z9

Gymnézium Grosslingova
ZS Mierova
Gymnazium Jura Hronca

Spojenéa skola sv. Vincenta de Paul

ZS Benovského
SpMNDaG Skalicka
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova

7S Sokolikova

11
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Kraj Nitra

KATEGORIA A

. Vincent LAMI

Maridan HORNAK

Zoltan FABIK

Ondrej KOVAC

Silvia STRBOVA

Ivana TONHAUSEROVA

Maridn HORNAK
Martin MACAK

Aniké KUKLIS

Daniel JINDRA
Katarina REMIAROVA
Henrieta BACIGALOVA
Ferenc FARKAS
Daniela NOVAKOVA
Juraj PAPP

. Jakub PAVCO

Park CHOONG EUN
Milos KUTNY
Laszl6 MAZIK

Aniké NAGY

Zoltan PENZES
Maté SKODA
Ladislav URGE
Norbert ZSITVA
Baldzs FOLDES

. Milada KOVACOVA

Marek SUPPA

Tamas BALOGH
Gabriela BENCZOVA

4 Gymnézium J. Selyeho, Komarno

2 Gymnéazium Parovska, Nitra

4 Gymnézium J. Selyeho, Komarno

3 Gymnézium sv. Cyrila a Metoda, Nitra
3 Gymnazium Parovska, Nitra

4 Gymnéazium Parovska, Nitra

KATEGORIA B

Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnazium Golianova, Nitra
Gymnéazium J. Selyeho, Komarno
Gymnézium Pérovska, Nitra
Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnazium J. Krala, Zlaté Moravce
Gymnazium J. Selyeho, Komérno
Gymnéazium Pérovska, Nitra

Piaristické gymn. sv. J. Kalazanského, Nitra

Gymnéazium A. Vrabla, Levice

KATEGORIA C

Gymnazium J. Selyeho, Komarno
Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnéazium J. Selyeho, Komarno
Gymnéazium J. Selyeho, Komarno
Gymnazium J. Selyeho, Komarno
Gymnazium J. Selyeho, Komarno
Gymnazium J. Selyeho, Komarno
Gymnazium J. Selyeho, Komarno
Gymnéazium J. Selyeho, Komarno
Gymnazium sv. Cyrila a Metoda, Nitra
Gymnazium sv. Cyrila a Metoda, Nitra

KATEGORIA Z9

Gymnazium P. Pazmana, Nové Zamky
ZS Jelenec
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Juraj KOVAC
Daniel KUTKA
Katarina PAVCOVA
Orsolya RIGO
LCudmila SIMKOVA
Tibor ZAUKO

. Miroslav POLAK
. Katarina BATOVSKA

Olga KISEL.OVA

VYSLEDKY 13

ZS sv.Don Bosca, Zlaté Moravce
7S Komjatice

Gymnéazium A. Vrabla, Levice
ZS M. Korvina, Kolarovo
Gymnézium Pérovska, Nitra

ZS Rozmarinova, Komarno

ZS Komjatice

ZS Pri Podluzianke, Levice

ZS Na Horke, Nitra

Kraj Trnava
KATEGORIA A
V kategorii A neboli ziadni tspesni riesitelia.

KATEGORIA B

Anna FAZEKAS
Marta SARKOZYOVA
D4vid CERNY

Pavol KOPRDA

Janos LELKES

Laszlé SEBO

Julia BOGI

Zséka VARGA

Mérton BARTAL
Annaméria BODOOVA
Dominik PISAROVIC
Méria SPALOVA

Peter SISAN

Maria SEVCOVICOVA

Michaela BIELIKOVA
Peter NOVACIK
Norbert VASSY

Sukr. gymnazium D. Streda
Gymnézium Velky Meder
Stkr. gymnazium D. Streda
Gymnéazium A. Merici, Trnava

KATEGORIA C

Gymnézium I. Madacha, Samorin

Stukr. gymnazium D. Streda

Stukr. gymnézium D. Streda
Gymnézium I. Mad4cha, Samorin

Stkr. gymnazium D. Streda
Gymnézium I. Madacha, Samorin
Gymnéazium A. Merici, Trnava
Gymnéazium J. Hollého, Trnava
Gymnézium P.de Coubertina, Piestany
Gymnéazium A. Merici, Trnava

KATEGORIA Z9

Gymnéazium V. Mihalika, Sered
ZS Velké Kostolany
ZS Velké Kostolany
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Julianna CSEPIOVA
Barnabas DOBOSZY
Dominika VAVAKOVA
Brigitta VINCZEOVA
Andrea ADAMIKOVA
Mikulas CERNY
Norbert BITTERA
Dominika GODOVA
Tatiana LOPATKOVA
Viktéria TARNOKOVA
Monika VROBELOVA

Jarier WANNOUS

. Viktor GREGOR

Lukis KOHUTKA
Andrej KREJCIR
Stefan TRUSINA

Samuel BEZNAK
Peter KOSEC
Tomas FARKAS
Patrik SVANCARA
Jan BUDINSKY
David VELIKY

Michal CERVENAK
Tomas PLETNA

. Vladan GLONCAK

Marek KURIS
Maros ABEL
Matus URICEK
Sabina FRANOVA
Jozef KRCHO

ZS B.Bartdka, Velky Meder
ZS s VJM, Horné Saliby

ZS Brezova, Piestany

7S 7Z.Kodalya, Galanta

ZS Velké Kostolany

ZS Klacany

ZS Holice

ZS M. R. Stefanika, Hlohovec
ZS Chtelnica

ZS G.Szabda, D. Streda

ZS Skolska, Holi¢

Kraj Trencin

KATEGORIA A

3 Gymnézium L. Stara, Trencin

4 Gymnézium Povazska Bystrica

4 Gymnézium L. Stiara, Trenc¢in

4 Gymnéazium V. B. Nedozerského, Prievidza
4 Gymnézium J. Braneckého, Trencin

KATEGORIA B

Gymnézium Dubnica nad Vahom
Gymnézium L. Stira, Trenéin
Gymnazium V. B. Nedozerského, Prievidza
Gymnézium L. Stara, Trenéin
Gymnéazium Dubnica nad Vahom
Gymnazium Dubnica nad Vahom

KATEGORIA C

Gymnazium 1.méja, Pachov

Gymn. J. Jesenského, Banovce nad Bebravou
Gymnézium L. Sttra, Trenéin

Gymnéazium V. B. Nedozerského, Prievidza
Gymnézium L. Sttra, Trencéin

Gymnazium 1. maja, Ptachov

Gymnazium Dubnica nad Vahom

Gymn. J. Jesenského, Banovce nad Bebravou



o

10.

oGt =

Cr L=

VYSLEDKY 15

KATEGORIA Z9

Andrej ZBIN Gymnézium 1. maja, Ptachov
Milan LASO ZS Bolesov
Katarina POTOCNA 7S Mladeznicka, Ptchov
Dominika HUBOVA Gymnézium L. Stara, Trenéin
Silvia PECHOVA 7S Mladeznicka, Pichov
Milos PORUBAN ZS Dlhé Hony, Trencin
Jozef BALAJ ZS Dlhé Hony, Trenéin
Julius FLIMMEL Gymnazium 1.méja, Pachov
Jozef RAJNIK 7S Hodzova, Trenéin
Michaela SMATANOVA ZS Klatova Nova Ves
Martin SUPEK ZS Gorazdova, Pichov
Martin ZEMKO ZS Stara Turd
Kraj Zilina
KATEGORIA A
Filip SLADEK 4 Gymnéazium A. Bernolaka, Namestovo
Martin BACHRATY 4 Gymnézium Velka okruzné, Zilina
Zuzana ROSTAKOVA 4 Gymnéazium M. M. Hodzu, Lipt. Mikulas
Sotia GALOVICOVA 2 Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Kamila STYRAKOVA 4 Gymnazium P. O.Hviezdoslava, D. Kubin
Jakub SANTER 3 Gymnéazium M. Hattalu, Trstena
Katarina DUNIKOVA 3 Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Matej JECMEN 3 Gymnézium Var$avska, Zilina
Mojmir MAJDIS 4 Gymnazium P. O. Hviezdoslava, D. Kubin
KATEGORIA B
Sotia GALOVICOVA Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Katarina JASENCAKOVA Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Stefan KAVEC Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Andrej VLCEK Ev. gymnézium J. Tranovského, Lipt. Mikulas
Barbora HALAJOVA Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Jozef KOZARIK Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina

Katarina LESKOVA Gymnéazium Sudany
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Michal TURCEL
Jakub BAHYL
Jakub HUDEK
Maro$ JANOVEC
Martin GAZDAG

Zuzana HROMCOVA
Andrea JECMENOVA
Jakub MELO

Marek MARTAUS
Jukis TRAJ

Maria VIGLASOVA
Patrik BACHAN
Kristina BALLOVA
Bianka GRANOVA
Radoslav HURTIS
Frantisek OKAL
Filip PAVKOVCEK

Jana FODOROVA
Radka CHOMUTOVA
Tomas SKODA
Martin UKROP

Jozef GANDZALA
Jozef PANTLIK

Milan BAKSA
Mério NEUSCHL
Peter LACIKA
Déavid VARGA
Marian OREM

KATEGORIA C

Gymnézium Varsavsk4, Zilina
Gymnézium Varsavsk4, Zilina
Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnézium J. M. Hurbana, Cadca
Gymnazium J. Lettricha, Martin

KATEGORIA Z9

ZS Mieru, Bytéa

7S Karpatska, Zilina

Gymnézium sv. Frantiska z Assisi, Zilina,
7S J. Vojtassaka, Zakamenné

ZS J. Vojtassaka, Zakamenné

ZS Chlebnice

ZS Nizna

ZS Cernovskych martyrov, Ruzomberok
Gymnézium Varsavska, Zilina

ZS Karpatska, Zilina

ZS A.Bernoldka, Martin

ZS Liptovsky Hradok

Kraj Banska Bystrica

KATEGORIA A

3 Gymnézium J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnézium J. Chalupku, Brezno

4 Gymnézium L. Stira, Zvolen

4 Gymnézium J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 Gymnézium J. G. Tajovského, B. Bystrica

KATEGORIA B

Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnézium Ziar nad Hronom
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium Tornala

Gymnézium L. Sttra, Zvolen
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Adridn KORMOS
Kristina KOMANOVA
Vladimir MACKO

Jela NOCIAROVA
David LUPTAK

Jan SIVICEK

Jakub CIMERMAN
Jan MURIN

Kristina GOMORYOVA
Veronika HRASKOVA

Samuel SUCIK
Matas HALAJ
Jaroslav VALOVCAN
Jan HORVATH

Jozef KAMENSKY
Jana ORAVCOVA
Kristian ZELIENKA
Martin BARJAK
Martin CESNAK
Zuzana MAGYAROVA
Emilia PETRIKOVA

Zuzana SCHWARTZOVA

Norbert SLIVKA
Peter SOKOL
Matej SULAN

Ladislav BACO
Martin VODICKA
Peter MILOSOVIC
Rébert TOTH
David HVIZDOS

VYSLEDKY

KATEGORIA C

Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnéazium A. Sladkovica, B. Bystrica
Gymnézium L. Sttra, Zvolen
Gymnazium B. S.-Timravy, Lucenec
Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium B. S.-Timravy, Lucenec
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnézium L. Sttra, Zvolen
Gymnézium B. S.-Timravy, Lucenec

KATEGORIA Z9

Stkromna ZS Celovce

ZS Sitnianska, B. Bystrica
ZS Viglas

ZS Hlinik nad Hronom

7S Skolska, Hritlova

ZS Divin

ZS Pohorela

ZS Hrnéiarska, Zvolen

ZS Radvanska, B. Bystrica
Gymnéazium B. S.-Timravy, Lucenec
7S Radvanska, B. Bystrica
ZS SSV, B. Bystrica

ZS M. Réazusa, Zvolen

ZS SSV, B. Bystrica

ZS Divin

Kraj Kosice

KATEGORIA A

4 Gymnazium Postova, Kosice
1 Gymnazium Alejova, Kosice
3 Gymnazium Postova, Kosice
4 Gymnéazium Alejova, Kosice
3 Gymnézium Postova, Kosice

17
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Ladislav HOVAN
Michal KRAMAREK
Katarina REVESZOVA

Klara FICKOVA
Martin VODICKA
Lucia KEKENAKOVA
Jana KRAJNAKOVA
Jozef LAMI

Adam RAK

Jakub SAFIN
Martin VODICKA
Lucia MAGUROVA
Frantisek LAMI
Marek GALAJDA
Ildik6 JESO

Matus HLAVACIK
Déavid KANCIAN
Filip UNOKA

. Bianka BENKOVA

Lucia FLORIANOVA
Peter HOJNOS

Lenka MAREKOVA
Jana BATORYOVA
Tibor ENGLER
Michaela KOLCUNOVA
Maros PATAKY
Matus PORAZIK
Miroslav STANKOVIC
Filip STRIPAJ

Patrik TURZAK
Viktéria VALACHOVA

3 Gymnézium Exnéarova, Kosice
4 Gymnéazium P. Horova, Michalovce
3 Gymnéazium Postova, Kosice

KATEGORIA B

Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice

Gymnazium S. Maraiho, Kosice
Gymnazium P. Horova, Michalovce
Gymnazium Postova, Kosice

Ev. gymnazium J. A. Komenského, Kosice

KATEGORIA C

Gymnazium P. Horova, Michalovce
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium sv. T. Akvinského, Kosice
Gymnéazium S. Maraiho, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnazium Alejova, KoSice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Exnarova, Kosice

KATEGORIA Z9

ZS Park Angelinum, Kosice

ZS Nad Medzou, Spisska Nova Ves
ZS Krosnianska, Kogice
Gymnazium Alejova, Kosice

ZS Park Angelinum, Kosice

ZS Fabryho, Kosgice

ZS Obchodné, Secovce
Gymnazium Alejova, KoSice

ZS Krosnianska, Kogice

ZS Krosnianska, Kogice

ZS Krosnianska, Kogice

ZS sv. Cyrila a Metoda, Spisska Nova Ves
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Kraj Presov

KATEGORIA A

Jakub KOCAK
Adam MIDLIK
Jakub DEMJAN

3 Gymnazium arm. gen. L. Svobodu, Humenné
4 Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
3 Gymnézium Snina

KATEGORIA B

Marcel SCHICHMAN
Barbora KLEMBAROVA

Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium Kukuéinova, Poprad

O NSO W

Monika DANILAKOVA

Barbora MARECAKOVA

Pavol GAJDOS
Peter DUPEJ

Viktor LUKACEK
Katarina KMETOVA
Daniel KRAFCIK
Monika REMETOVA
Peter SLANINKA
Matej SIMA

Jan SIMKO

Tomas KELLO
Kamila MARESOVA
Jakub SENDERAK
Elena MIZERAKOVA
Pavel RICHTARIK
Tomés SLAMPIAK
Marian OPIELA
Jalia SARAKOVA
Tomas VERNARSKY
Frederik HUDAK
Tomas TURLIK

Jaroslav HOFIERKA
Daniel NEUPAUER

Gymnézium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium Kukucinova, Poprad
Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium sv. Moniky, Presov
Gymnazium Kukucinova, Poprad
Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium L. Stockela, Bardejov
Gymnéazium sv. Moniky, Presov
Gymnazium J. A. Raymana, Presov
Gymnéazium J. A. Raymana, PreSov

KATEGORIA C

Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium D. Tatarku, Poprad
Gymnéazium sv. Moniky, Presov
Gymnazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium sv. Moniky, Presov

Gymnazium T. Vansovej, Stard Luboviia

Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium Kukuéinova, Poprad

Gymnazium J. A. Raymana, Presov
Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Gymnéazium J. A. Raymana, Presov

KATEGORIA Z9

ZS Vinbarg, Bardejov
ZS Dr. Fischera, Kezmarok
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Pavol PLASKON
Juraj POLACOK
Tomas VASKO
Petra ZUSKOVA
Dominik GRIGLAK
Stefan HNAT

Jozef LUKAC
Roman FIRMENT
Emilia REPKOVA
Richard TINO

ZS B. Krpelca, Bardejov

ZS Dargovskych hrdinov, Humenné
7S Hertnik

ZS Bajkalska, Presov

ZS Dr. Fischera, Kezmarok

ZS Levocska, Stara Luboviia

ZS Kurima

7S Za vodou, Stara Luboviia

ZS Nova Lubovia,

ZS Smeralova, Presov



Zadania sutaznych ualoh

KATEGORIA C

C-1-1

Erika a Klarka hrali hru ,slovny logik* s tymito pravidlami: Hra¢ A si mysli slovo
zloZzené z piatich réznych pismen. Hra¢ B vyslovi Tubovolné slovo zloZené z piatich
roznych pismen a hra¢ A mu prezradi, kolko pismen uhadol na spravnej pozicii a kolko
na nespravnej. Pismena povazujeme za rozne, aj ked sa lisia iba mikéetiom alebo diziiom
(napriklad pismena A, A st rozne). Keby si hra¢ A myslel napriklad slovo LODKA a B
by vyslovil slovo KOLAC, odpovie hra¢ A, Ze jedno pismeno uhédol hra¢ B na spravnej
pozicii a dve na nespravnej. Skratene oznami ,,1 4+ 2“, lebo sa naozaj obe slova zhoduju
iba v pismene O vratane pozicie (druhej zlava) a v pismenach K a L, ktorych pozicie
su odlisné. Erika si myslela slovo z piatich réznych pismen a Klarka vyslovila slova
KABAT, STRUK, SKOBA, CESTA a ZAPAL. Erika na tieto slova v danom poradi
odpovedala 0+ 3,0+ 2,1+ 2,2+ 0 a 1+ 2. Zistite, aké slovo si Erika mohla mysliet.

(Peter Novotny)

C-1-2

Vrcholom C' pravouholnika ABCD vedte priamky p a ¢, ktoré maji s danym pravo-
uholnikom spolo¢ny iba bod C, pricom priamka p mé& od bodu A najvicsiu moznu
vzdialenost a priamka ¢ vymedzuje s priamkami AB, AD trojuholnik s ¢o najmensim
obsahom. (Leo Bocek)

C-1-3

Urcéte vSetky redlne ¢isla x, ktoré vyhovuji rovnici 4z — 2|z ] = 5. (Symbol |z | oznacuje

.....

(Jaroslav Svréek)

C-1-4

Kruznica k(S;r) sa dotyka priamky AB v bode A. Kruznica [(T;s) sa dotyka
priamky AB v bode B a pretina kruznicu k v krajnych bodoch C, D jej priemeru.
Vyjadrite dlzku a tsecky AB pomocou polomerov r, s. Dokéazte dalej, Ze priese¢nik M

priamok CD, AB je stredom tsecky AB. (Leo Bocek)
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C-1-5

Dokazte, ze pre Tubovolné kladné realne éisla a, b plati
2 2

5(a+b) - 27
a pre kazda z oboch nerovnosti zistite, kedy prechéadza na rovnost. (Jan Mazak)
C-1-6

Néajdite vSetky prirodzené ¢isla, ktoré nie st delitelné desiatimi a ktoré vo svojom
dekadickom zapise maju niekde vedla seba dve nuly, po ktorych vyskrtnuti sa povodné
¢islo 89-krat zmensi. (Jaromir Simsa)

C-S-1

.....
..........

.....

(Jaromir Simsa)
C-S-2
Kruznice k(S;6cm) a [(O;4cm) maji vnatorny dotyk v bode B. Uréte dizky stran

trojuholnika ABC, pricom bod A je priese¢nik priamky OB s kruznicou k a bod C je
priese¢nik kruZnice k s dotyénicou z bodu A ku kruznici . (Pavel Leischner)

C-S-3
Najdite vsetky dvojice nezapornych celych cisel a, b, pre ktoré plati

a?+b+2=a+b%
(Jan Mazak)

C-1I-1
Dokéazte, ze pre fubovolné celé &isla n a k vicsie ako 1 je ¢islo nF+2 — nF delitelné
dvanastimi. (Vojtech Balint)
C-1I-2

Dokézte, ze pre fubovolné ¢isla a, b z intervalu (1, 00) plati nerovnost
@+ 1D+ 1) = (a—1)2b—-1)>=>4

a zistite, kedy nastane rovnost. (Jaromir Simsa)
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C-1I-3

jej stredom a pretina ju v bodoch M a N. Priamka, ktord prechadza bodom N a je
rovnobezna s priamkou M.S, vytina na kruzniciach tetivy NP a NQ@. Dokazte, ze
trojuholnik M P(Q) je rovnoramenny. (Tomas Jurik)

C-1I-4
Urcte vsetky dvojice redlnych cisel z, y, ktoré vyhovuju ststave rovnic

|z +y| = 2010,
lz] —y =D,

ak a) p=2,Db) p=3.
Symbol | x| oznac¢uje najvécsie celé ¢islo, ktoré nie je vicsie ako dané realne ¢islo x
(tzv. dolné celd cast redlneho ¢isla x). (Jaroslav Svréek)

KATEGORIA B

B-1I-1

Na stole lezia tri kopky zapaliek: v jednej 2009, v druhej 2010 a v poslednej 2011. Hrac,
ktory je na tahu, zvoli dve kopky a z kazdej z nich odoberie po jednej zapalke. V hre sa
pravidelne striedaja dvaja hraci. Hra konci, akondhle niektord képka zmizne. Vyhrava
ten hrac, ktory urobil posledny tah. Popiste stratégiu jedného z hracov, ktord mu zaruci
vyhru. (Jan Mazak)

B-1-2

Na tabuli je napisané Stvorciferné ¢islo, ktoré ma presne Sest kladnych delitelov, z kto-

.....

je druhou mocninou prirodzeného ¢isla. Uréte vSetky ¢isla, ktoré mézu byt na tabuli
napisané. (Peter Novotny)

B-1-3

V rovine je dana tsecka AB. Zostrojte rovnobeznik ABC D, pre ktorého stredy stran
AB, CD, DA oznacené postupne K, L, M plati: body A, B, L, D lezia na jednej
kruznici a aj body K, L, D, M lezia na jednej kruznici. (Jaroslav Svréek)
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B-1-4
Najdite 2009 po sebe iducich stvorcifernych ¢isel, ktorych sucet je stc¢inom troch po
sebe iducich prirodzenych ¢isel. (Radek Horensky)
B-1I-5

Vnutri kratSieho oblika AB kruznice opisanej rovnostrannému trojuholniku ABC' je
zvoleny bod D. Tetiva C'D pretina stranu AB v bode E. Dokazte, ze trojuholnik so
stranami dlzok |AE|, |BE|, |CE| je podobny s trojuholnikom ABD.

(Pavel Leischner)

B-1-6
Reéalne ¢isla a, b maju tato vlastnost: rovnica 2% —ax+b—1 = 0 m4 v mnoZine realnych
¢isel dva rozne korene, ktorych rozdiel je kladnym koretiom rovnice 22 — axz + b+ 1 = 0.
a) Dokéazte nerovnost b > 3.
b) Pomocou b vyjadrite korene oboch rovnic. (Jaromir Simga)

B-S-1

Urcte vsetky hodnoty redlnych parametrov p, ¢, pre ktoré ma kazda z rovnic
z(@—p)=3+¢ z(x+p)=3—g¢
v obore redlnych ¢isel dva rézne korene, ktorych aritmeticky priemer je jednym z korenov

zvy$nej rovnice. (Jaromir Simsa)

B-S-2
Dané su dizky odvesien a = |BC|, b = |AC| pravouhlého trojuholnika ABC, pri¢om

a > b. Oznacme D stred prepony AB a E (E # C) prieseénik strany BC' s kruznicou
opisanou trojuholniku ADC'. Vypoéitajte obsah trojuholnika FAD. (Pavel Novotny)

B-S-3

Uréte vietky dvojice celych kladnych é&isel m, n, pre ktoré plati 37 + 27™ = n3.
(Martin Pandk)

B-1II-1

Kruznica [(T'; s) prechadza stredom kruznice k(S;2cm). Kruznica m(U;t) sa zvonka
dotyka kruznic k£ a [, pricom US L ST. Polomery s a t vyjadrené v centimetroch su
celé ¢isla. Uréte ich. (Pavel Leischner)
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B-1I -2

V matematickej stutazi bolo zadanych 7 tloh a za kazdu z nich mohol stutaziaci ziskat
0, 1 alebo 2 body. Stutaze sa ztcastnilo 60 ziakov. Za kazdu lohu bolo udelenych aspori
95 bodov. Dokézte, ze medzi sttaziacimi nadjdeme dvoch takych, Ze kazda z Gloh vyriesil
aspon jeden z nich za 2 body. (Jan Mazak)

B-1II-3

V rovine je dany rovnobeznik ABC'D. Ozna¢me postupne K, L, M stredy stran AB,
CD, AD. Predpokladajme, ze body A, B, L, D lezia na jednej kruznici a sicasne aj
body K, L, D, M lezia na jednej kruznici. Dokazte, ze |AC| =2 - |AD|.

(Jaroslav Svréek)

B-1I-4

.....

nuté Styri ¢isla vynasobime, dostaneme ¢islo o 2886 vicsie ako pévodné cislo n. Urcéte
vietky také n. (Jaromir Simsa)

KATEGORIA A

A-1-1

V obore realnych cisel rieste ststavu rovnic
Va2 —y=z-1,
VFi=z-1,
\/ﬂ =y—1.
(Radek Horensky)

A-T1T-2

Do kosostvorca ABCD je vpisanéd kruznica. Uvazujme jej lubovolni dotyénicu preti-
najicu obe strany BC, C'D a ozna¢me postupne R, S jej priesecniky s priamkami AB,
AD. Dokazte, ze hodnota su¢inu | BR|-|DS| od volby doty¢nice nezavisi. (Leo Bocek)

A-1-3
Na tabuli st napisané ¢isla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvolime na tabuli dve d¢isla,

z ktorych jedno je delitefom druhého, obe zotrieme a na tabulu napiSeme ich (celodi-
selny) podiel. Takto pokracujeme, kym na tabuli nezostant iba ¢isla, z ktorych ziadne
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nie je delitelom iného. (V jednom kroku mézeme zotriet aj dve rovnaké ¢isla a nahradit
ich ¢islom 1.) Najmenej kolko ¢isel moze na tabuli zostat? (Peter Novotny )

A-T1-4

V Tubovolnom ostrouhlom réznostrannom trojuholniku ABC ozna¢me O, V a S po-
stupne stred kruznice opisanej, priesecnik vysSok a stred kruznice vpisanej. Dokazte, ze
os usecky OV prechadza bodom S prave vtedy, ked jeden vnitorny uhol trojuholnika
ABC méa velkost 60°. (Tomas Jurik)

A-1-5

V nadrzi je ro ryb, spolo¢ny tlovok n rybarov. Prichadzaja pre svoj podiel jednotlivo.
Kazdy si mysli, Zze sa dostavil ako prvy, a aby si vzal presne n-tinu aktualneho poc¢tu
ryb v nadrzi, musi predtym jednu z ryb pustit spidt do mora. Uréte najmensie mozné
¢islo rg v zavislosti od daného n = 2, ked aj posledny rybar si asponi jednu rybu odnesie.

(Dag Hruby)

A-1-6

Pre dané prvoéislo p uréte pocet (vSetkych) usporiadanych trojic (a, b, ¢) ¢isel z mnoziny
{1,2,3,...,2p%}, ktoré spliiaju vztah

[a, c] + [b, ] _p2+1.

a+b Cop242 7
pri¢om [z, y| ozna¢uje najmensi spoloény nasobok ¢isel = a y. (Tomas Jurik)
A-S-1

V obore redlnych ¢isel rieste stustavu rovnic
Vo —y2=z-1,
Vy—2=z—-1,
Vz—x2=y—1.

(Radek Horensky)

A-S-2

N4jdite vsetky mozné hodnoty podielu

T+ 0

a+b’
pricom r je polomer kruznice opisanej a o polomer kruznice vpisanej pravouhlému
trojuholniku s odvesnami dlZok a a b. (Tomas Jurik)
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A-S-3

Na tabuli st napisané ¢isla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvolime niekolko ¢isel
napisanych na tabuli (asponn dve), ktorych stéin je druhou mocninou prirodzeného
Cisla, zvolené ¢isla zotrieme a na tabulu napiseme druht odmocninu z ich stc¢inu. Takto
pokracujeme, az na tabuli ostant iba také cisla, ze sti¢in ziadnych z nich nie je druhou

mocninou. Kolko najmenej ¢isel moze na tabuli ostat? (Peter Novotny )
A-1II-1

Dokazte, ze rovnica o2 + p|x| = gz — 1 s redlnymi parametrami p, ¢ mé v obore redlnych

Cisel Styri rieSenia prave vtedy, ked plati p + |¢| + 2 < 0. (Jaromir Simsa)
A-1I-2

Dany je rovnobeznik ABC' D s tupym uhlom ABC'. Na jeho uhlopriecke AC' v polrovine
BDC zvoIme bod P tak, aby platilo |[{BPD| = |{ABC|. Dokézte, ze priamka CD je
dotyé¢nicou ku kruznici opisanej trojuholniku BCP prave vtedy, ked tsecky AB a BD
st zhodné. (Jaroslav Svréek)

A-1II-3

Urcte vsetky celé kladné c¢isla m, n také, ze n deli 2m — 1 a m deli 2n — 1.
(Tomas Szaniszlo)

A-1I1-4

V TIubovolnom trojuholniku ABC' ozna¢me O stred kruznice vpisanej, P stred kruznice
pripisanej ku strane BC' a D priesecnik osi uhla C AB so stranou BC'. Dokazte, ze plati

2 _ 1 1
|AD| — |AO| ~ |AP|

(Kruznica pripisané ku strane BC je taka kruznica, ktoré sa dotyka jednak strany BC),
jednak oboch polpriamok opac¢nych k polpriamkam BA a C'A.) (Pavel Leischner)

A-IITI-1
Urcte vsSetky dvojice celych kladnych cisel a, b, pre ktoré plati
4% + 4a® + 4 = b%.
(Martin Pandk)
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A—-1II -2
Kruhovy ter¢ s polomerom 12 cm zasiahlo 19 vystrelov. Dokazte, ze vzdialenost niekto-
rych dvoch zasahov je mensia ako 7 cm. (Vojtech Balint, Jaromir Sims3a)
A-1IIT-3

Rumburak uniesol na svoj hrad 31 ¢lenov strany A, 28 ¢lenov strany B, 23 c¢lenov
strany C', 19 ¢lenov strany D a kazdého zavrel do samostatnej cely. Po praci sa obcas
mohli prechddzat po dvore a rozpravat sa. Akonahle sa spolu zacali rozpravat traja
¢lenovia troch réznych stran, Rumburak ich za trest preregistroval do Stvrtej strany.

(Nikdy sa spolu nerozpravali viac ako traja uneseni.)
a) Mohlo sa stat, ze po uré¢itom ¢ase boli vSetci uneseni ¢lenmi jednej strany? Ktorej?
b) Uréte vSetky Stvorice celych kladnych ¢isel, ktorych sucet je 101 a ktoré ako pocty
unesenych ¢lenov styroch stran umoznuji, aby sa Rumburakovym pri¢inenim stali

casom vsetci ¢lenmi jednej strany.

(Vojtech Baélint, Jaromir Simsa)

A-T1II-4

Je dana kruznica k s tetivou AC, ktora nie je priemerom. Na jej dotycnici vedenej
bodom A zvolime bod X # A a oznac¢ime D priesecnik kruznice k s vnitrom tsecky X C
(ak existuje). Trojuholnik AC'D doplnime na lichobeznik ABC'D vpisany do kruznice k.
Urcéte mnozinu priesecnikov priamok BC a AD prislichajicich vSetkym takym licho-
beznikom. (Pavel Leischner)

A-TIII -5

Na tabuli st napisané ¢isla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvolime dve ¢isla napisané na
tabuli, ktorych stcin je druhou mocninou prirodzeného ¢isla, obe zvolené ¢isla zotrieme
a na tabulu napiseme druht odmocninu z ich stué¢inu. Takto pokrac¢ujeme, az na tabuli
ostant iba také ¢isla, Ze st¢in ziadnych dvoch z nich nie je druhou mocninou. (V jednom
kroku moéZeme zotriet aj dve rovnaké ¢isla a nahradif ich tym istym ¢islom.) Dokazte,
Ze na tabuli ostane aspon 16 ¢isel. (Peter Novotny )

A-IIT-6

N&jdite minimum vyrazu

atb+c  [a,b]+[b ]+ ][cd]
2 a+b+c

.....

bl

spolo¢ny nasobok c¢isel x, . (Tomas Jurik)



RieSenia sutaznych aloh

KATEGORIA C

C-1-1

Slova ZAPAL a STRUK nemaja spoloéné pismena. Preto sa, ako vyplyva z od-
povedi 1 + 2 a 0 4+ 2, medzi ich pismenami, ktoré dokopy tvoria mnozinu M =
={Z,A,P,A,L,S,T,R,U,K}, nachddza vSetkych pit pismen hladaného slova. V slove
SKOBA maju byt préave tri z hfadanych pismen. St to teda pismena S, K, A. (Zvysné
pismena B a O totiz do mnoziny M nepatria.) V slove CESTA maja byt len dve
z hladanych pismen, a obe na spravnej pozicii. S to uz najdené S a A, ktoré teda
patria na tretie, resp. piate miesto hfadaného slova (a pismeno T moZeme z mnoziny M
,vylucéit*). Pismeno K nemdze byt ani na prvom, ani na druhom mieste: vyplyva to
z odpovedi pre slovi KABAT (0 + 3) a SKOBA (1 + 2). TakZe je na $tvrtom mieste
a ostava ur¢it prvé dve pismena. V slove STRUK st len dve z hladanych pismen (musia
to teda byt S a K), obe na nespravnych poziciach. Preto z mnoziny M ,vyluc¢ime“ aj
pismena R, U (a T, ak sme to doteraz neurobili). Zvys$né dve hladané pismené potom
patria do mnoziny {Z, A, P,L}. Z podmienok pre slovo KABAT vyplyva, Ze jedno z nich
je A. V slove ZAPAL je prave jedno pismeno na spravnej pozicii. Keby to bolo Z, nemali
by sme kam ulozit pismeno A. TakZe A je na druhom mieste a navySe mozeme vylacit
pismeno Z. Na prvom mieste hladaného slova méze byt L alebo P. Lahko sa presved¢ime,
ze najdené slovd LASKA aj PASKA vyhovujt vietkym podmienkam tlohy.

C-1-2

Pita P kolmice z bodu A na priamku p prechddzajicu bodom C' lezi na Téalesovej
kruznici nad priemerom AC. Vzdialenost bodu A od priamky p, t.j. dizka tsecky AP,
je teda nanajvys rovna velkosti priemeru AC. Pritom rovnost nastane prave vtedy, ked
je priamka p kolma na uhlopriecku AC. Je zrejmé, ze taka priamka p ma s danym
pravouholnikom spolo¢ny iba bod C'.

Zvolme teraz Iubovolni priamku ¢ tak, aby mala s pravouholnikom ABC D spolo¢ny
iba bod C'. Jej prieseéniky s priamkami AB, AD oznaéme M a N (v uvedenom
poradi). Dalej ozna¢me M’ obraz bodu M v osovej simernosti podla priamky BC a N*
obraz bodu N v osovej simernosti podla priamky CD. Kedze |{NCD| + |[{MCB| =
= 180° — |[LBCD| = 90°, vyplyva z prave uvedenych simernosti rovnost |[{MCM'| =
= 2|LMCB| = 2(90° — |[ANCD|) = 180° — 2|{NCD| = 180° — | NCN*|. Body C,
M’ a N* teda lezia na jednej polpriamke s pocéiatkom C'. Pre obsah trojuholnika AM N
tak vzdy plati (obr. 1)

Samn = Sacp + Semc + Spen = Sapep + Svsc + Spn+c Z 28aBceD,
s rovnostou prave vtedy, ked polpriamka CM’ = CN* bude prechadzat vrcholom A
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daného pravouholnika, t.j. prave vtedy, ked M’ = A = N* (potom budid BC a CD
strednymi prieckami trojuholnika AM N).

a9~ N
q~ N
D C D C
M N” M
A/M’ B M A B
N*
Obr. 1

Zaver. Priamku ¢, pre ktort je obsah trojuholnika AM N miniméalny, zostrojime ako
priamku C'M, pricom M je obraz bodu A v osovej simernosti podla osi BC.

Priamka p s najvic¢Sou moznou vzdialenostou od bodu A pri danych podmienkach
je kolmica na tsecku AC zostrojend v bode C.

Iné riesenie. Ozna¢me P pitu kolmice z bodu A na hladant priamku p a ¢ velkost
odchylky priamok p a AC. Pre vzdialenost d priamky p od bodu A plati d = |[AP| =
= |AC|sin ¢ < |AC|. Priamka p ma teda najvic¢siu moznu vzdialenost od bodu A prave
vtedy, ked je kolmé na AC.

Uvazujme Tubovolnii priamku ¢, ktord méa s pravouholnikom ABCD spolo¢ny iba
bod C, a budeme hladat, za akych podmienok ohrani¢uje spolu s priamkami AB a AD
trojuholnik s najmensim obsahom. Pouzijeme oznacenie z obr. la oznac¢ime a = |AB| =
= |DC|, z = |BM|, b = |AD| = |BC| a y = |DN|. Pomocou tychto veli¢in vyjadrime
obsah trojuholnika AM N a odhadneme ho pouzitim AG-nerovnosti:

(ab+ zy + 2\/ab-zy). (1)

Z podobnosti trojuholnikov BMC a DCN dostavame |DN|/|BC| = |DC|/|BM]|, ¢o
vzhladom na zvolené oznacenie dava zy = ab. Po dosadeni do (1) a po jednoduchej
uprave tak dostaneme Sapn = 2ab = 254pcp. Pritom rovnost nastane prave vtedy,
ked plati ay = bx. Spolu s podmienkou xy = ab predstavuji oba vztahy sistavu rovnic
s neznamymi x, y, ktorej vyrieSenim dostaneme x = a a y = b. Dospeli sme teda
k rovnakému vysledku ako v prvom rieseni, kde sme tiez uviedli konstrukciu priamky q.

N | —

1 1
Saun = (a+a)(b+y) = S(ab+ay+ay +bz) 2

Iné riesenie. Postupujeme rovnako ako v predchadzajicom rieSeni s tym rozdielom, ze
najskor z podobnosti trojuholnikov BMC a DCN uréime y = ab/z a potom odhadneme
obsah trojuholnika AM N pomocou znédmeho tvrdenia z/a + a/x = 2 takto:

(a+z)(b+y) = %(a+x)<b+ ab) =

SAMN = .

2, 1
(2ab+ ba + “—) — ab+ —ab(E n 3) > 2ab.
x 2 a €T

N = DN =



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA C 31

Rovnost nastéva prave vtedy, ked x/a = a/x, ¢o je ekvivalentné s podmienkou z = a.

C-1-3

Polozme |z| = a, potom x = a + ¢, pricom ¢t € (0,1), a rovnicu 4(a +t) —2a = 5
ekvivalentne upravme na tvar a = g — 2t. Aby bolo ¢islo a celé, musi byt 2t = k - %,
pri¢om k je neparne ¢islo. Navyse 2t € (0,2). Teda bud 2t = % a a = 2, alebo 2t = %
a a = 1. Pévodné rovnica ma preto dve rieSenia: x1 = 2,25 a x5 = 1,75.

Iné riesenie. Rovnicu upravime na tvar 2z — g = |x|. Jej rieSenim su x-ové suradnice

priesec¢nikov grafov funkcii [: y = 2x—g ap:y = |x|. Grafy sa pretinaju v dvoch bodoch,
ako vidime na obr. 2. Pre prvy priese¢nik plati [z] = 1. Po dosadeni do pévodnej rovnice
dostaneme 4x — 2 = 5 a odtial x1 = E = 1,75. Pre druhy priese¢nik plati |z] = 2, takze

4.117—4:53,.%’2:%:2,25.

— —9
Obr. 2
Iné rieSenie. Rovnicu upravime na tvar 2z — 2 = |z]. Taka rovnica bude splnend

prave vtedy, ked ¢islo 2z — g bude celé a bude spliat nerovnosti z — 1 < 2z — g <z,

ktoré st ekvivalentné s podmienkou 2 < z < 3. Pre takéto z zrejme hodnoty vyrazu
2 2 J y vy

2r — % vyplnia interval (%, %} V tiom lezia prave dve celé ¢isla 1 a 2, teda hladané x

najdeme z rovnic 2x — g =1la2zr— g =2.

C-1-4

Kedze kruznica [ ma ako tetivu priemer C'D kruZnice k a dané kruznice nie st totozné,
plati pre ich polomery nerovnost s > r. Ak ozna¢ime P pétu kolmice z bodu S na
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usec¢ku BT (obr.3), tak z Pytagorovej vety pre pravouhlé trojuholniky C'ST a SPT

s
C r
k A
r D
A M
vyplyva
|ST|2 =s2—7r2 a |ST|2 = |SP|2 + (s — r)z. (1)

Odtial pre velkost tsecky SP vychadza
ISP)? = (s —1%) — (s —r)* = 2r(s — 7).
A kedze ABPS je pravouholnik, dostavame
|AB| = |SP| = /2r(s —r).
Z pravouhlych trojuholnikov AMS a MTS dalej podla prvej rovnosti v (1) vyplyva
|AM|* = |[SM|* —7? = |[MT|? — |ST|* — r? = |MT|* — 5%,
pritom z pravouhlého trojuholnika MBT mame
|IBM|> = |MT|? — s°.

Preto |AM| = |BM]|, a bod M je teda stredom tusecky AB.

Pozndmka. Zaver, ze M je stredom tsecky AB, vyplyva okamzite aj z mocnosti bodu M
k obom kruzniciam (bod M lezi na tzv. chordéle oboch kruznic).

Pravé nerovnost je ekvivalentna s nerovnostou

4(a* + 3ab+ b*) < 5(a +b)?,
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ktortt mozno ekvivalentne upravit na nerovnost a? + b* — 2ab = (a — b)?> = 0. T4 je
splnené vzdy a rovnost v nej nastane prave vtedy, ked a = b.
Z Tavej nerovnosti odstranime zlomky a umocnime ju na druh,

25ab(a® 4 2ab + b%) < 4(a* + 9a*b® + b* + 64°b + 6ab® + 2a%H?),
25ab(a® + b?) + 50a%b* < 4a* 4 4b* + 44a?b? + 24ab(a® + b?),

takze po tprave dostaneme ekvivalentnii nerovnost

4a* + 4b* — 6a*b* = ab(a® + b?).
Po odéitani vyrazu 2a%b? od oboch stran nerovnosti sa nAm podari na oboch stranach
pouzit tpravu na Stvorec. Dostaneme tak (opit ekvivalentni) nerovnost

4(a® — b*)? = ab(a — b)*.

Rozdiel $tvorcov v zatvorke na lavej strane eSte rozlozime na suc¢in a vztah upravime
na tvar 4(a — b)?(a + b)? = ab(a — b)?.

Ak a = b, plati rovnost. Ak a # b, mdzeme posledni nerovnost vydelit kladnym
vyrazom (a — b)? a dostaneme tak nerovnost 4(a + b)? = ab, ¢ize 4a® + 4b* + Tab =
2 0. Lavéa strana tejto nerovnosti je vzdy kladnd, preto vySetrovana nerovnost plati pre
vSetky kladné ¢isla a, b, pricom rovnost v nej nastane prave vtedy, ked a = b.

Iné rieSenie. Aritmeticky priemer ¢ ¢isel a, b méa tu vlastnost, Ze sa od neho obe
¢isla lisia o rovnakt hodnotu d. Ak nahradime premenné a, b v danych nerovnostiach
premennymi ¢, d, zapis nerovnosti aj dékaz oboch vztahov sa zjednodusi. PoloZzme teda
c=1(a+b), potoma=c+dab=c—d (pricom d = 1 (a — b), ako sa lahko mdZeme
presvedcit). Takze a? + b% = 2(c? + d?), ab = ¢® — d?, odkial a? + 3ab + b? = 5¢2 — d>.
Oznac¢me eSte pismenami m a n Tavl a prava stranu prvej z dokazovanych nerovnosti.
Potom

m = Vab=/c2 — d2,

9(a2 2 (B2 — 2 2 22 5 2
_ (a —|—3ab+b): (5¢ d):C_d_:\/<c_d_> :\/02_d2<__d_>‘
5(a + b) 5.2c¢ 5¢ 5¢ 5  25c2

KedZe z vyjadrenia kladnej hodnoty m vidime, ze d?> < c?, pre vyraz v poslednej
zatvorke pod odmocninou plati

d2>2 L_9
25¢2 7 5 25 25 ’

2 2
1>-2-—
575
¢o znamena, ze vyraz pod odmocninou lezi v uzavretom intervale medzi ¢islami ¢ — d?
a 2. Odtial vyplyva m < n < ¢, pri¢om rovnost nastane prave vtedy, ked d = 0, t. j. ked
a=b.
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Pozndmka. 7 vysledkov sufaznej tulohy vyplyva, Ze rozdiel medzi aritmetickym
a geometrickym priemerom dvoch kladnych ¢éisel mozno zdola odhadntf nezépornym
lomenym vyrazom takto:

a+b_\/a>a+b_2(a2+3ab+bz) (a — b)?

2 5(a +b) ~ 10(a +b)°

Umocnenim osamostatnenej odmocniny a dal$imi Gpravami moézeme dokéazat silnejsi
odhad rovnakého typu

a+b (a — b)?
Vb Z ey
C-1-6

Rozoberieme niekolko pripadov.

a) Predpokladajme najskor, Ze nuly si na trefom a druhom mieste sprava. Hladané
¢islo  ma potom tvar x = 1000a + b, pri¢om a je prirodzené ¢islo (rovnako to bude aj
v dalsich pripadoch, ked uZ to nebudeme pripominat) a b nenulova cifra. Podmienku
zo zadania 1000a + b = 89(10a + b) upravime na tvar 5a = 4b, z ktorého vyplyva, ze b
je nasobok piatich. Vyhovuje tak iba b =5 a a = 4, teda z = 4005.

b) Ak hladané ¢islo x mé nuly na Stvrtom a tretom mieste sprava, je z = 10000a + b,
pri¢om b je dvojciferné ¢islo. Podmienku zo zadania 10 000a+b = 89(100a+b) upravime
na tvar 25a = 2b, z ktorého vyplyva, ze b je neparny nasobok ¢isla 25 (pripominame,
ze x, a teda ani b, nie je delitelné desiatimi). Odtial b = 25, a = 2 alebo b = 75, a = 6,
teda x € {20025,60075}.

c¢) Ak hladané ¢islo z mé nuly na piatom a Stvrtom mieste sprava, je x = 100 000a + b,
pricom b je trojciferné ¢islo. Podmienku zo zadania 100000a + b = 89(1000a + b)
upravime na tvar 125a = b, z ktorého vyplyva, ze b je neparny nasobok cisla 125.
Vyhovujeibab=125aa=1,b=375aa=3,b=625aa=5,b=875aa =17, teda
x € {100 125,300 375,500 625,700 875}.

d) Z predoslych pripadov vidime, Ze pre hladané éislo z tvaru z = 10"*2a+b, pricom
b je n-ciferné ¢islo, dostdvame podmienku 10""2q + b = 89(10"a + b), ¢ize 11 - 10"a =
= 88b, odkial pre n = 4 dostavame podmienku 125 - 10" 3a = b, podla ktorej je b
nasobkom desiatich. Ziadne dalsie x, ktoré by vyhovovalo zadaniu, teda neexistuje.
Zdver. Hladané ¢isla su 4005, 20 025, 60075, 100 125, 300 375, 500 625, a 700 875.

C-S-1

Oznac¢me a/b povodny zlomok. Podla zadania platia rovnosti
a 1
= — - =— beN
b+l b 20 f br2 512 @PEN

ktoré st ekvivalentné so vztahmi

20b(a+1) —20a(b+1) =b(b+1) a 12b(a+2) — 12a(b+2) = b(b + 2).

a+1 a 1 a—+2
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Tie upravime na tvar 196 — 20a = b? a 22b — 24a = b?. Po odé&itani oboch vzfahov
zistime, Ze 4a = 3b, ¢o po dosadeni do druhej rovnosti da 22b — 18b = b2, ¢ize b? = 4b.
Vzhladom na podmienku b # 0 odtial vyplyva b =4 a a = 3.

Hladané zlomky su teda %, % a %.

Iné riesSenie. Ozna¢me a/b povodny zlomok. Zo vztahov
1 1 1 1 2
20 4.5 “ 12 4.3 4.6
mozno odhadnit, Ze rieSenim by mohlo byt b = 4. Potom

4(a+1)—5a 1 . 4(a+2)—6a 1
4.5 20 4-6 12’
¢ize a = 3. Musime sa vSak eSte presvedcit, ze tloha iné rieSenie nemda. Podmienky
tlohy vedu ku vztahom

b—a 1 2(b—a) 2
b(b+1) 4-5 b(b+2) 4-6
Z podielu ich Tavych a pravych stran potom vyplyva
b+2 6
b+1 5

c¢omu vyhovuje jedine b = 4.

Pozndamka. V tplnom rieSeni nesmie chybat vylucenie moznosti b # 4. Napriklad
z podobnych rovnosti 1/20 = 30/24 - 25 a 1/12 = 52/24 - 26 by sme mohli hadat,
ze b = 24, ¢o rieSenim nie je.

C-S-2

Bod dotyku kruznice [ s dotyénicou z bodu A ozna¢me D (obr. 4). Z vlastnosti doty¢nice
ku kruznici vyplyva, ze uhol ADO je pravy. Zaroven je pravy aj uhol AC'B (Téalesova
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veta). Trojuholniky ABC a AOD st tak podobné podla vety wuu, lebo sa zhoduju
v uhloch ACB, ADO a v spolo¢nom uhle pri vrchole A. Z uvedenej podobnosti vyplyva

|IBC|  |AB| 1)
|OD| — |AO|

Zo zadanych ¢iselnych hodnot vychadza |OD| = |OB| = 4cm, |OS| = |SB|—|OB| =
= 2cm, |OA| =|0S| + |SA| = 8cm a |AB| = 12cm. Podla (1) je teda |BC| : 4cm =
= 12 : 8 a odtial |BC| = 6cm. Z Pytagorovej vety pre trojuholnik ABC' nakoniec

zistime, Ze |AC| = v/122 — 62 cm = 6+/3 cm.
C-S-3

Rovnicu prepieme na tvar 2 = (b*> — a?) — (b — a), z ktorého po vyuziti vztahu pre

rozdiel Stvorcov a néslednom vynati vyrazu b — a dostaneme 2 = (b — a)(a + b — 1).

Kedze 2 je prvocislo, mame pre uvedeny sucéin nasledujice $tyri moznosti:
a)b—a=1laa+b—1=2 potoma=1ab=2.
b)b—a=2aa+b—1=1,potoma=0ab=2.

c)b—a=-1aa+b—1= —2. Druhi rovnicu mozno prepisat na tvar a + b = —1,
z ktorého vidime, Ze rovnost nenastane pre ziadnu dvojicu nezapornych celych éisel.
d)b—a=—-2aa+b—1= —1. Druht rovnicu mozno prepisat na tvar a + b = 0,

z ktorého vidime, ze vyhovuje jedina dvojica nezapornych celych ¢isel a = b = 0, ktora
vsak nevyhovuje prvej rovnici.

Zdver. Uloha mé dve rieSenia: Bud e =1ab=2, aleboa=0ab=2.

Poznamka. Namiesto rozboru $tyroch moznosti mozeme zacat iivahou, Ze nulové éisla
a, b nie su rieSenim tlohy, takze a +b—1 = 0, a teda aj b —a = 0. Staci teda uvazovat
iba moznosti a) a b).

Iné rieSenie. Rovnicu upravime na tvar 2 = (b> — b) — (a® — a), resp. na tvar 2 =
=b(b—1) —a(a — 1). Z nasledujicej tabulky a tvaru ¢isel 22 —x = z(z — 1) je zrejmé,
ze rozdiely medzi susednymi hodnotami vyrazov z(x — 1) rastt s rastticim x (lahko sa
o tom presved¢ime vypoctom: (z + 1)z — x(xz — 1) = 2x).

x 0 1 2 3 4 )
z(zx—1)| 0 0 2 6 | 12 | 20

Mbze teda platif iba b2 —b =2 a a? —a = 0. Odtial a € {0,1} a b = 2. Riesenim tlohy
su teda dve dvojice nezdpornych celych ¢isel: a =0, 0=2aa=1,b=2.

C-1I1-1
Vzhladom na to, ze 12 = 3 - 4, stac¢i ukdzat, ze ¢islo

a=n"2—npF=nFn?-1)=m-Dnn+1)n"!
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je delitelné tromi a Styrmi. Prvé tri ¢initele posledného vyrazu st tri po sebe idice
prirodzené ¢isla, takze prave jedno z nich je delitelné tromi, a preto aj ¢islo a je delitelné
tromi. A je delitelné aj Styrmi, lebo pri parnom n je v poslednom vyraze druhy a stvrty
Cinitel parny, zatial ¢o pri neparnom n je parny prvy a treti Cinitel. Tym je dokaz
hotovy.

Iné riesenie. Polozme a = n**2 —n* = n¥(n? — 1) = (n— 1)n*(n +1). Opit ukdZeme,
ze a je delitelné Styrmi a tromi. Ak je n parne, je n* delitelné Styrmi pre kazdé celé
k 2 2. Ak je n neparne, su ¢initele n — 1 a n + 1 parne ¢isla, takze a je delitelné Styrmi
pre kazdé celé n = 2.

Delitelnost tromi je zrejmé pre n = 3l. Ak n = 3] + 1, pricom [ je celé kladné ¢islo,
je tromi delitelny ¢initel n — 1 (a teda aj ¢islo a). Ak n = 31 + 2 (I je celé nezaporné),
je tromi delitelny ¢initel n + 1. KedZe iné moznosti pre zvysSok ¢isla n po deleni tromi
nie s, je ¢islo a delitelné tromi. Tym je pozadovany dokaz ukonceny.

C-1I-2
Dant nerovnost ekvivalentne upravujme:

(a®V? +a® +b2+1) — (a® —2a + 1)(b* — 2b+ 1) > 4,
(a®V? 4 a® + 1% + 1) — (a?b% — 2ab® + b?) +

+ (2a*b — 4ab + 2b) — (a® — 2a + 1)

2ab(a + b) — 4ab+ 2(a +b)

2(a+b)(ab+1)

2(ab+1)(a+b—2)

IAVARIAVARIAVAR AV

Vzhladom na predpoklad a = 1, b > 1 je a + b = 2, takZe upravena nerovnost zrejme
plati. Rovnost v nej (a teda aj v zadanej) nerovnosti pritom nastane prave vtedy, ked
a+b=2,c¢izea=b=1.

Iné riesenie. Pri oznaceni m = a? + 1 a n = b? + 1 mozno lavi stranu dokazovane;
nerovnosti prepisat na tvar L = mn — (m — 2a)(n — 2b) = 2an + 2bm — 2ab — 2ab,
z ktorého vynimanim dostaneme L = 2a(n — b) + 2b(m — a).

Cisla a, b st z intervalu (1,00), preto 1 = m — a®> < m — a. Odtial 2b(m — a) = 2.
Analogicky dostaneme 2a(n — b) = 2. Teda L = 4 a rovnost nastéva prave vtedy, ked
a=0b=1.

Iné riesenie. Po substiticii a = 1+m a b = 1+ n, pricom m,n = 0, ziskd lava strana
nerovnosti tvar
L= (m?+2m+2)(n®+2n +2) — m?n.

Po roznésobeni, ktoré si staéi iba predstavit, sa zrusi ¢len m?n?, takze L bude st¢tom
nezapornych ¢lenov, medzi ktorymi bude aj ¢len 2 - 2 = 4. Tym je nerovnost L = 4
dokézana. A kedze medzi spomenutymi ¢lenmi buda aj 4m a 4n, z rovnosti L = 4
vyplyva m = n = 0, ¢o naopak rovnost L = 4 tiez zrejme zarucuje. To znamena, Ze
rovnost nastava prave vtedy, ked a = b = 1.
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C-11-3

Polomer kruznice k oznac¢me r. Oznacenie vrcholov P, () v trojuholniku M P(@) nie
je dolezité, preto bez ujmy na vsSeobecnosti oznacme P ten z bodov priamky vedenej
bodom N rovnobezne s priamkou M S, ktory lezi na kruznici k. Bod @) potom lezi na
kruznici [ a Stvoruholnik NQM S je lichobeznik vpisany do kruznice [ (obr.5). Je teda
rovnoramenny s ramenami MQ a NS dizky r. Navyse aj tisecky SP a SM majt dizku r.
Z rovnoramenného trojuholnika N PS a rovnoramenného lichobeznika NQM S vyplyva
rovnost uhlov |[{SPN| = |{SNP| = |{MQP)|. Priecka P(Q teda pretina priamky
SP a M@ pod rovnako velkymi uhlami, a preto (podla vety o stthlasnych uhloch) st
priamky SP a MQ rovnobezné. Stvoruholnik PQMS je teda rovnobeznik, a kedze
|SM| = |SP| =r, je to dokonca kosostvorec. Odtial je uz zrejmé, ze trojuholnik M PQ
je rovnoramenny s ramenami PQ a MQ dizky r.

Obr. 5

Poznamka. Existencia tetiv NP a NQ v zadani je zarucend vdaka predpokladu, Ze

.....

priesecnik kruznice k s osou usecky SM, ktory lezi v polrovine SMO, bude stred O
kruznice [ lezat na polpriamke C'E aZ za bodom E (obr.6). Dalsi prieseénik N oboch

Obr. 6

kruznic preto padne do pasu medzi rovnobezkami SM a NoFE v polrovine OC'S, pricom
Ny je stvrty vrchol kosostvorca s vrcholmi S, M, E. Na to sta¢i ukazat, ze kruZnica [

.....
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usecky ONy. Toto porovnanie dvoch stran trojuholnika OSN, jednoducho vyplyva
z porovnania jeho vnatornych uhlov: uhol pri vrchole Ny je najvicsi, lebo oba uhly pri
protilahlej strane OS s mensie ako 60° (trojuholnik EFSNy je rovnostranny). Lahko
nahliadneme, zZe kazda z rovnobeziek uvedeného pasu pretina kazdt z oboch kruznic
v dvoch bodoch (vZdy stmerne zdruZenych podla prislusnej osi kolmej na SM).

Tym je dokézana nielen existencia oboch tetiv NP a N(Q, ale aj to, ze ich krajné
body P a @ lezia na rovnakej strane od bodu N (ako na obr.5), lebo oba body zrejme
lezia v polrovine opac¢nej k spomenutej polrovine OC'S.

C-11-4

Kedze ¢islo p je celé, je aj y = |x] — p celé ¢islo a |z + y| = |z] + y. Povodna sustava
rovnic je teda ekvivalentna so ststavou

|z| +y = 2010,
lz| —y =p,

ktort Tahko vyriesime napriklad séitacou metédou. Dostaneme |x| = 5(2010 + p) (¢o
moze platit len pre parne p) ay = |z| — p.

a) Pre p = 2 je rieSenim sustavy fubovolné x € (1006, 1007) a y = 1004.

b) Pre p = 3 nema ststava ziadne riesenie.

Iné riesenie. Polozme |z]| = a, potom x = a + ¢, pricom ¢ € (0, 1).

a) Pre p = 2 ststavu prepiSeme na tvar y = a — 2 a |2a — 2+ t| = 2010. Z poslednej
rovnice vyplyva 2a — 2 = 2010, odtial a = 1006. Kedze ¢t € (0, 1), vyhovuje pévodne;
sustave kazdé = € (1006, 1007), pricom y = 1004.

b) Pre p = 3 dostdvame y = a — 3 a [2a — 3 + t] = 2010. Posledné rovnica je
ekvivalentna so vzfahom 2a — 3 = 2010, ktorému nevyhovuje ziadne celé ¢islo a. Pre
p = 3 nema dana sustava rovnic riesenie.
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KATEGORIA B

B-1I-1

Ak st poc¢ty zapaliek na jednotlivych képkach a, b, ¢, povieme, Ze hra je v pozicii (a, b, ¢).
Celkovy pocet zapaliek je na zaciatku parny a po kazdom fahu sa zmensi o 2, preto
ostéva stale parny. Ak zanecha niektory hra¢ po svojom fahu poziciu (2,2, ¢), pricom ¢
je nejaké kladné parne ¢islo, printati supera vytvorit aspon jednu jednozapalkovi kdpku
a to mu umozni dalsim tahom vyhrat. Pozicia (2, 2, ¢) mohla vzniknuf z pozicie (3, 3, ¢)
alebo z pozicie (3,2, c+ 1), teda z pozicii, v ktorych st dve ¢isla neparne a jedno parne.

Dokéazeme, ze zanechavanie pozicii s tromi parnymi ¢islami zabezpeci vyhru. Z takej
pozicie super akymkolvek svojim tahom vytvori poziciu s dvoma ¢islami neparnymi
a jednym parnym. Ak potom odoberieme zapalky z tych istych kopok ako v predoslom
tahu super (teda z tych, kde si neparne pocty zéapaliek), vytvorime opéf poziciu
s tromi parnymi ¢islami. Stratégia zanechavania pozicii s tromi parnymi ¢islami je teda
realizovatelnd (za predpokladu, ze celkovy pocet zapaliek je parny). Celkovy pocet
zépaliek sa stale zmensuje a poéty zapaliek na jednotlivych kopkach sa po kazdom tahu
zmenSia najviac o 1. Preto musi déjst k situécii, ked aspon na jednej kopke ostane presne
jedna zépalka. To sa ale mdze stat len po siperovom tahu (¢islo 1 je totiz neparne).
Odobratim tejto zapalky spolu s ktoroukolvek dalSou hru vitazne zakoncime.

Opisanu stratégiu moze pouzit hrac, ktory zacdina, ak odoberie vo svojom prvom tahu
po jednej zapalke z prvej a tretej kopky. Ak ale urobi iny tah, moze vitazna stratégiu
uplatnif jeho super.

B-1-2

Pocet kladnych delitelov ¢isla, ktorého rozklad na saéin prvocisel mé tvar n =
= phipke pFr e (k1 + 1)(ka 4+ 1)... (k. 4+ 1). Cislo, ktoré ma presne 6 kladnych
delitelov, musi mat jeden z tvarov p® alebo p?q, pricom p a g sa prvoéisla.

Uvazujme najskor tvar p®. Toto &islo m4 delitele 1, p, p?, p3, p*, p°; zrejme 1 < p <
< p? < p3 < p* < p°. Dva najmensie delitele st jednociferné a dalsie dva dvojciferné.

Hladané ¢islo mé teda tvar p?q a jeho delitele st 1, p, p?, ¢, pq, p?q. Ak p > ¢, potom
1< q<p<pqg<p?<p?q Dva dvojciferné delitele by boli p a pq, ale pq nie je druhou
mocninou prirodzeného cisla.

Musi teda byt p < q. Zo vSetkych Siestich delitelov stt druhymi mocninami prirodze-
1 <p<q<p?<pq< p?q Delitele 1 a p st jednociferné, g a p? st dvojciferné, pq
asponi trojciferny a p2?q Stvorciferny. Odtial vyplyva p € {5,7}, 9 < q < p?, pq > 99,
999 < p?q < 10000.

Pre p = 5 dostavame 9 < ¢ < 25, 5g > 99 a 999 < 259 < 10000, takze ziadne
prvocislo g nevyhovuje.
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Pre p = 7 dostavame 9 < ¢ < 49, 7q > 99 a 999 < 49¢ < 10000; tymto podmienkam
vyhovuju ¢ € {23,29,31,37,41,43,47}.

Na tabuli je teda napisané jedno zo siedmich ¢isel 49 - 23 = 1127, 49 - 29 = 1421,
49 - 31 = 1519, 49 - 37 = 1813, 49 - 41 = 2009, 49 - 43 = 2107, 49 - 47 = 2303.

B-1-3

Ozna¢me a = |AB|, b = |AD| dlzky stran hladaného rovnobeznika (obr. 7). Lichobez-
niku ABLD sa d& opisat kruznica, preto je rovnoramenny, a teda |BL| = b. Kedze st
usecky KB a DL rovnobezné a zhodné, je K BLD rovnobeznik, a preto |KD| = |BL| =
= b. To znamend, ze trojuholnik AK D je rovnoramenny, takze bod D musi lezat na osi

jeho zakladne AK.

!
nje
~

C

A K B
Obr.7

Usecka K L je strednou prieckou rovnobeznika ABCD, preto KL || MD; KLDM je
teda lichobeznik, a pretoze sa mu d4a opisat kruznica, je rovnoramenny; odtial |K M| =
=|DL| = %a. Kedze KM je stredna prieéka trojuholnika BDA, ma strana BD dlzku
2. |KM| = a. Bod D teda lezi na kruznici so stredom B a polomerom a.

Konstrukcia. Zostrojime stred K tusecky AB, os o usecky AK a kruznicu k so stredom B
a polomerom |AB]|. Prieseénik tejto kruznice s osou tsecky AK je bod D. Bod C je
potom priesec¢nik priamok vedenych bodmi D a B rovnobeZne s priamkami AB a AD.

Dokaz spravnosti konstrukcie. Stvoruholnik ABC D mé protilahlé strany rovnobezné,
je to teda rovnobeznik. Oznac¢ime L a M stredy tseciek C'D a AD. Z toho, ze bod D
lezi na osi tse¢ky AK, vyplyva |KD| = |AD|. Kedze KBLD je rovnobeznik, plati
|BL| = |KD| = |AD)|. Lichobeznik ABDL je teda rovnoramenny, a preto body A, B,
L, D lezia na jednej kruznici. Usecka K M je stredné priecka trojuholnika BDA, preto
|KM| = 3|BD| = |AB| = |DL|; KLDM je teda rovnoramenny lichobeznik, a preto
jeho vrcholy lezia na jednej kruznici.
Diskusia. Priamka o mé od bodu B mensSiu vzdialenost ako bod A, takZe pretina
kruznicu k v dvoch bodoch. Uloha m4 teda v kazdej polrovine s hrani¢nou priamkou AB
jedno riesenie.

Iné riesenie. Tak ako v prvom rieseni dokdzeme, 7e |KD| = |AD| a |DB| = |AB]|.
Trojuholniky AKD a DAB st teda rovnoramenné, a kedze sa zhoduju v uhle pri
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vrchole A, st podobné. Preto |AK|/|AD| = |DA|/|AB|, ¢ize $a/b = b/a a odtial b =
= %a\/ﬁ. Bod D je teda priese¢nikom kruznic so stredmi A a K a polomerom %a\/ﬁ.

B-1-4

Oznacéme prostredné z hladanych ¢isel a. Sucet ¢isel a — 1004, a — 1003, ..., a + 1003,
a + 1004 je 2009a = 41 - 49 - a, pricom 2004 < a < 8995. M4 platit

41-49-a=n(n+1)(n+2)

pre vhodné prirodzené ¢islo n. Kedze 2009 - 2004 < n(n + 1)(n + 2) < (n + 1)3, musi
platif n + 1 > /2009 - 2004, a teda n = 159. Podobne z nerovnosti 2009 - 8995 >
> n(n+1)(n +2) > n3 dostavame n < /2009 - 8995, ¢ize n < 262.

Stcin n(n + 1)(n + 2) mé byt delitelny ¢islami 41 a 49. Ziadny z ¢initelov n, n + 1,
n + 2 nemoze byt delitelny oboma éislami 41 aj 49, lebo 41 - 49 > 262 + 2. Siedmimi
je delitelny nanajvys jeden z éinitelov n, n + 1, n + 2; preto musi niektory z nich
byt delitelny ¢islom 49. Budeme teda medzi ¢islami 159, 160, ..., 264 hladat také dve,
ktorych rozdiel je 1 alebo 2, pricom jedno z nich je delitelné ¢islom 41 a druhé ¢islom 49.
Nasobky cisla 41 st 164, 205 a 246, nasobky cisla 49 st 196 a 245. Vyhovujuce c¢isla st
teda 245 a 246 a mame dve moznosti:

a)n =245 n+1 =246, n+2 = 247, a = 245-246 - 247/2009 = 7410 a hladané ¢isla
st 6406, 6407, . .., 8414

b) n =244, n+1 =245 n+2 = 246, a = 244 - 245-246 /2009 = 7320 a hladané ¢isla
st 6316, 6317, ..., 8324.

B-1I-5

Vedme bodom E rovnobezku so stranou BC' a oznaéme F' jej priesecnik so stranou AC.
Trojuholnik AEF je rovnostranny, preto |EF| = |AE| a tiez |CF| = |BE|. Trojuholnik
FEC mé teda dlzky stran |AE|, |BE|, |C E|. Dok4zeme, Ze je podobny s trojuholnikom
ABD (obr. 8).

C
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Uhly AC'D a ABD st obvodové nad tetivou AD, preto st zhodné. Uhol FEC je
zhodny s uhlom ECB (striedavé uhly) a ten je zhodny s obvodovym uhlom DAB.
Podla vety uu st teda trojuholniky EC'F a ABD naozaj podobné.

Iné riesenie. Obvodové uhly DAB a DCB st zhodné, rovnako aj uhly ADC
a ABC, a preto su trojuholniky ADE a C BE podobné. Odtial vyplyva |AE|/|AD| =
= |CE|/|CB| = |CE|/|AB|. Analogicky aj trojuholniky DEB a AEC st podobné,
odkial |BE|/|BD| = |CE|/|AC| = |CE|/|AB|. Z rovnosti |AE|/|AD| = |CE|/|AB| =
= |BE|/|BD| vyplyva podobnost trojuholnika s dlzkami stran |AE|, |CE|, | BE| s troj-
uholnikom ABD.

B-1I-6

= b — 1. Druh4 rovnica mé koren x, — x1, a kedZe stcet oboch koretiov je a, musi byt
druhy koreni a — (z2 — x1) = 21 + T3 — T2 + 1 = 2x7. SG¢in koreriov druhej rovnice je
(rg — x1) - 217 = b+ 1. Odtial dostdvame b = —1 + 2x 29 — 225 = —1+2(b—1) — 222,
a teda

b=3+2z2>3, (1)
lebo z rovnosti 1 = 0 by vyplyvalob+1=b—-1=0.
Kedze 2o —x1 > 0a b+ 1 > 0, musi byt aj ; > 0; z (1) madme 21 = /(b — 3)/2
a dalej

b—1 (b—1)V2
To = = .
T1 b—3

Korene druhej rovnice st potom

1
$2—$1=L a 2x1 = /2(b—3).

2(b — 3)

Iné riesenie. Korene prvej rovnice st

a—+Va?—4b+4 a+ Va2 —4b+4

xr1 = 9 ) T2 = )

pricom pre diskriminant mame
D=a*—4(b—1)>0. (2)
Rozdiel korefiov x5 — 21 = /a2 — 4b + 4 je koretiom druhej rovnice, a preto
a? —4b+4—ava2 —4b+4+b+1=0,
a?—3b+5=ava? —4b+ 4, (3)

a* +2a*(5 — 3b) + (3b — 5)% = a* — 4a®b + 4a?,
(3b — 5)* = a*(2b — 6).
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Rovnost a = 0 nastava prave vtedy, ked 3b — 5 = 0; potom by ale neplatilo (2). Preto
a? >0, (3b—5)? >0, atedaaj2b—6 >0, éize b > 3. Z (2) a (3) potom vyplyva a > 0,

a teda a = (3b — 5)/+/2(b — 3); dalej potom

1 3-5  [(Bb-5)?2 _ [b-3
x1_2( 200 — 3) 2(b — 3) 4b+4>_ 9
1 3b-5 (3b-5)% _(b—1)v2
$2—2< 2(b—3)+ 2(b—3) 4b+4>——b_3 .

Druhé rovnica mé korene

a—+va?—4b—4 b+1

LTa = = =T — I,

3 5 =) 2 1
Va2 — 4bh —

x4:a+ a2 4b 4: 30 =3).

B-S-1

Z Vietovych vztahov pre korene kvadratickej rovnice (ktoré vyplyvaji z rozkladu
daného kvadratického trojclena na siéin koreniovych ¢initelov) Tahko zistime, Ze stcet
koretiov prvej rovnice je p, takze ich aritmeticky priemer je %p. Toto ¢islo ma byt
korenom druhej rovnice, preto

p 3p
5 3 =3¢ (1)

P, (_@) ~3+q. (2)

Porovnanim oboch vztahov (1) a (2) madme 3 — ¢ = 3 + ¢, ¢ize ¢ = 0 a z (1) potom
vyjde p = 2 alebo p = —2.

Z oboch néajdenych rieseni dostaneme tt isti dvojicu rovnic z(z —2) = 3, z(z+2) =
= 3. Korene prvej z nich st ¢isla —1 a 3, ich aritmeticky priemer je 1. Korene druhej
rovnice su ¢isla 1 a —3, ich aritmeticky priemer je —1.

B-S-2

Ozna¢me c dlzku prepony AB, takze |AD| = |BD| = c. Stvoruholnik ADEC je
tetivovy a uhol FC A je pravy, preto aj protilahly uhol ADFE je pravy (obr.9). Pravouhlé
trojuholniky ABC' a EBD maju uhol pri vrchole B spolo¢ny, preto st podobné. Odtial
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A
D
/7
B E C
Obr. 9
IED|  |AC| e
m = m, a preto |ED| = %

Obsah pravouhlého trojuholnika FAD je teda (s vyuzitim Pytagorovej vety)

2 2 2
S:l.‘AD‘.|ED‘:l.E.ﬁ:bi_b(a +0°%)
2 2 2 2a 8a 8a

B-S-3
Rovnicu upravime na tvar 37 = n? — 27™ a rozdiel tretich mocnin rozlozime na stéin:
37=(n—3"(n*+n-3m+9™).

Cislo 37 je prvoéislo a na pravej strane rovnosti je stc¢in dvoch celych &isel, pricom

.....

n—3m=1 (1)

n?+mn-3"M+ 9™ = 37. (2)

Pre m = 2 je n? +n-3™ 4+ 9™ > 92 > 37, takZe ostava jedind moznost m = 1; z (1)
potom vyplyva n = 1 + 3™ = 4. Skaskou sa presvedéime, ze 37 4+ 271 = 43, alebo
overime, ze dvojica m = 1, n = 4 vyhovuje podmienke (2).

Iné riesenie. Ako v prvom rieSeni odvodime stustavu rovnic (1), (2). Z (1) vyjadrime
3™ =n — 1 a dosadime do (2). Upravou dostaneme

n®+n(n—1)+ (n—1)* =37,
n?—n—-12=0,
(n—4)(n+3)=0.
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Tato rovnica ma v obore celych kladnych c¢isel jediné riesenie n = 4. Potom 3™ =
=n—1=3, takze m = 1.

B-1II-1

Trojuholnik UST je pravouhly. Jeho prepona UT mé dizku s + t, dizky odvesien st
US| =t+2, |ST|=s (obr.10). Podla Pytagorovej vety plati

(s +1)% = (t+2)* + 52
Upravami postupne dostévame

2425t +12 =t + 4t + 4+ 52,
st =2t+ 2,
t(s —2)=2.

Cisla t a s — 2 st celé, preto ¢t musi byt delitelom é&isla 2. Kedze ¢ je kladné, st len dve
moznosti; ak ¢ = 1cm, tak s =4cm, a ak ¢ = 2cm, tak s = 3cm.

Obr. 10

B-1I-2

Najprv dokazeme, ze kazdu tlohu vyriesilo za dva body aspon 35 ziakov: Keby niektoru
ulohu vyriesilo za 2 body a sttaziacich, pricom a < 35, bolo by za tato tlohu pridelenych
najviac 2a+60—a < 95 bodov, ¢o je v rozpore so zadanim. Celkovy pocet dvojbodovych
rieSeni je preto aspon 7 - 35 = 245. KedZe 245 > 4 - 60, musel niektory ziak vyriesit za
dva body aspon 5 uloh.

Dalej budeme namiesto ,vyriesif tlohu za dva body“ pisat struc¢nejsie len ,vyriesit
ulohu“. Ak niektory ziak vyriesil vSetkych 7 loh, mézeme k nemu pridat lubovolného
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druhého ziaka. Ak niektory Ziak vyriesil 6 tloh, priddme k nemu ktoréhokolvek zo
Ziakov, ktori vyriesili zvy$na tlohu (mame z ¢oho vyberat, pretoze kazda tlohu vyriesilo
aspon 35 ziakov). Nakoniec uvazujme situaciu, ked niektory sutaziaci A vyriesil presne
5 uloh. Kazdu z dvoch zvysnych tloh vyriesilo aspon 35 ziakov (inych ako A). A kedze
vSetkych ziakov inych ako A je 59, musi medzi nimi byt aspon 2 - 35 — 59 = 11 takych,
ktori vyriesili obidve tieto tlohy. Lubovolného z nich moézeme pridat k ziakovi A.

Iné riesenie. ,Vyriesit ulohu“ bude znamenat to isté ako v prvom rieseni.

Za vsetkych 7 dloh dokopy bolo udelenych aspon 95 -7 = 665 > 60 - 11 bodov,
takze niektory ziak ziskal asponn 12 bodov, a teda vyriesil aspon pét uloh (ziak, ktory
vyriesil prave k tloh, ziskal totiz najviac 2k + (7 — k) = k + 7 bodov). Vyberme teda
ziaka A a b konkrétnych tloh z tych, ktoré vyriesil. Za zvysné dve tlohy ziskalo zvysnych
59 Ziakov aspor 2 - (95 —2) = 186 > 3 - 59 bodov, takZe jeden z nich, povedzme Ziak B,
ziskal 4 body, a teda vyrie§il obe tlohy. Dvojica ziakov A, B mé pozadovani vlastnost.

B-1I-3

Lichobezniky ABLD a KLDM st rovnoramenné, pretoze su tetivové. Odtial vyplyva
zhodnost ramien |AD| = |BL| a zhodnost uhloprie¢ok |K D| = |LM| (obr.11). Usecky
KB a DL st rovnobezné a zhodné, preto je K BLD rovnobeznik a plati |KD| = |BL|.
Usetka ML je strednou prieckou trojuholnika ACD, preto |AC| = 2 - [M L|. Spojenim
uvedenych rovnosti mame |AC|=2-|ML|=2-|KD|=2-|BL|=2-|AD|.

D L C

A K B
Obr. 11

Iné riesenie. Ako v tretej ilohe doméceho kola dokézeme, 7ze |BD| = |AB| = v/2:|AD|.
Dalej vyuZijeme znamu rovnobeznikovii rovnost |AC|? + |BD|? = 2- |ABJ|?> +2- |AD|%.
Dosadenim dostaneme |AC|?+2-|AD|* = 4-|AD|?*+2-|AD|? a odtial |AC|? = 4-|AD|?
Gize |AC| = 2 - |AD).

B-1I-4
Ak oznaéime a, b, ¢, d prvocisla, ktorych stc¢inom je ¢islo n, plati rovnost

(a+1)(b+1)(c+1)(d+ 1) = abed + 2886.
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Keby boli vSetky prvocisla a, b, ¢, d neparne, bolo by na lavej strane tejto rovnosti
parne cislo, ale na pravej strane neparne ¢islo. Preto je niektoré z prvocisel a, b, ¢, d,
napriklad a, rovné dvom. Dosadenim dostaneme

3(b+1)(c+ 1)(d + 1) = 2bed + 2886.

Kedze ¢isla 3(b+1)(c+1)(d+ 1) a 2886 st delitelné tromi, musi byt delitelné tromi aj
2bcd. Preto je niektoré z cisel b, ¢, d, napriklad b, rovné trom. Dosadenim dostaneme
12(c + 1)(d + 1) = 6¢cd + 2886, po vydeleni Siestimi 2(c 4+ 1)(d + 1) = cd + 481 a po
dalsich apravach cd + 2c+2d = 479, (c+2)(d+2) = 483 = 3-7-23. Ak predpokladame
¢ < d, mame vzhladom na nerovnost ¢ + 2 > 3 dve moznosti:

Let2="17d+2=69, odtial ¢ = 5, d = 67.

2. c+2=21,d+ 2 = 23, odtial ¢ = 19, d = 21, ¢o ale nevyhovuje, lebo 21 nie je
prvocislo.

Jediné vyhovujice n je teda 2-3-5-67 = 2010.

Poznamka. Zaverecné tvahy sa daju vykonat pomocou vyjadrenia

d_479—20_ 483
e+ 2  c+2

bl

.....

€ {7,21,23,69,161,483} a ¢ € {5,19,21,67,159,481}. Kedze ¢ aj d st prvocisla,
vyhovuju len moznosti ¢ = 5, d = 67 alebo ¢ = 67, d = 5.
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KATEGORIA A

A-T1T-1

Lavé strany danych rovnic maju (ako odmocniny) nezaporné hodnoty, preto z pravych
stran vyplyvaju postupne nerovnosti 2 =2 1,z =2 1ay = 1.
Odmocnin v rovniciach sa zbavime ich umocnenim:

2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2
¥ —y=(z-17, y"—z=(@x-1)7°, z*—x=(@y-—1)*
umocnené rovnice s¢itame a vysledok scitania upravime:

@ -+ -2+ —2)=(-1)+@@—-1)°+(y -1
(@ +1y*+2%) —(z+y+2) =+ +y) -2z +z+y) +3,
r+y+z=3

KedZe vsak z nerovnosti x = 1, y =2 1 a z =2 1 vyplyva s¢itanim = + y + 2z = 3, mdze
byt rovnost x + y + z = 3 splnena jedine tak, ze x = y = z = 1. Skuskou dosadenim
sa presvedéime, Ze trojica (z,y,z) = (1,1,1) je naozaj rieSenim (jedinym, ako vyplyva
z nasho postupu).

Dodajme, ze ak si nerovnosti x,y,z = 1 na zadiatku nevSimneme, avSak vztah z +
+ y 4+ z = 3 po scitani umocnenych rovnic odvodime, mézeme potom urcentt hodnotu
stuétu z+y-+ 2z pouzit pri sé¢itani povodnych (neumocnenych) rovnic, a tak ziskat rovnicu
V2 —y+ /92 — 2+ V22 —x = 0 s jasnym dosledkom: kazd4 z odmocnin musi byt
rovna nule.

Iné rieSenie. Kedze pre trojice (z,y, 2), (y,z,2) a (z,z,y) vyjde ststava zadanych
rovnic narovnako, sta¢i hladat len také rieSenia (z,y,z), v ktorych je prva zlozka
maximalna, t.j. plati z = y a z = 2.3 Rovnako ako v pdvodnom rieSeni si uvedomime,
7e 1,1,z = 1 (dalej nAm bude stacit iba fakt?, ze z,y,z = 0).

Z predpokladanej nerovnosti x = z vyplyva pre pravé strany prvej a druhej nerovnice
porovnanie £ —1 > z— 1, takze rovnaki nerovnost musia spliiat aj odmocniny na Tavyjch
stranach, teda aj prislusné vyrazy pod odmocninami: y? — z = z2? — y, ¢ize 22 — y? <
< y — z. Lava strana tej poslednej je nezaporna (vdaka predpokladu x = y), takze je
takd aj prava strana: y —z = 0, ¢ize y = z. To eSte upravime na nerovnost y —1 = z—1
medzi pravymi stranami prvej a tretej rovnice, takze podla ich Tavych stran dostaneme
22 —x 2 2% — vy, ¢ize 22 — 22 2 x —y. Odtial a z predpokladu = = y mame 22 — 22 > 0,
¢ize z 2 x. Spolu tak plati x = y 2 2z = z, teda musi byt x = y = 2. Vtedy sa zadané

3 Nerovnost y = z dopredu zarucit nemoézeme. Poradie nezndmych z, y, z totiZ nemoéZzeme menit
Iubovolne, ale iba cyklicky.

4 Budeme ho potrebovat kvoli ekvivalenciam typu a? > b2 < a 2> b.
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sustava redukuje na jedind rovnicu va? —1 = x — 1. Je Tahké ukézat, Ze jej jediné
rieSenie v obore realnych cisel je x = 1.

A-1-2

Nech U, V, W, T st body dotyku vpisanej kruznice postupne so stranami AB, BC,
DA a s uvazovanou doty¢nicou RS, ktorej priesecnik so stranou BC pomenujme X
(obr.12). Ozna¢me a = |AB| = |AD|, b = |BU| = |BV| = |DW| pevné dlzky a r =
= |BR|, s = |DS| premenné dlzky zavislé od volby dotyc¢nice RS. Nagim cielom je
ukazat, ze zadany suéin |BR| - |DS| (= r - s) mé stalu hodnotu a - b.

U b B

Obr. 12

Trojuholniky ARS, BRX st rovnolahlé podla stredu R, lebo ich strany AS a BX
lezia na rovnobeznych priamkach. NavysSe kruznica vpisana prvému trojuholniku ARS
je pripisana strane BX druhého trojuholnika BRX. Podla zndmeho poznatku o tom,
ze body dotyku vpisanej a pripisanej kruznice st simerne zdruzené podla stredu strany,
na ktorej oba body lezia, méZeme usudit, ze pomeru |SW | : |AR| v trojuholniku ARS
zodpovedd pomer |BV| : |BR| v trojuholniku BRX. To vedie na rovnost, ktort pri
zavedenom oznaceni zapiSeme ako

b+ s 9
,

, odkial r-s=ua-b.

a+r
Tym je dokaz hotovy a tloha vyriesena.

Iné riesenie. Pouzijeme rovnaké oznacenie ako v prvom rieseni. Oznacime este |RX| =
= 7 a vyjadrime dlzky stran oboch rovnolahljch trojuholnikov ARS, BRX na zéklade
trividlneho poznatku o rovnosti tsekov doty¢nic z daného bodu k danej kruznici. Pre
trojuholnik ARS je to lahké: plati |AR| =a+r, |AS|=a+ s a

|RS| = |RT|+|TS|=|RU|+|WS|=(b+r)+(b+s)=2b+71+s.
V trojuholniku BRX mame |BR| = r a dlzku tretej strany BX vyjadrime takto:
|IBX|=|BV|+|VX|=b+|TX|=b+ (|JRT| — |RX]|) =
=b+|RU|—z=b+(b+7r)—2z=2b+71—2x.
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Pre strany podobnych trojuholnikov ARS a BRX teda plati pomer
(a+7r):(2b+r+s):(a+s)=r:x:(2b+r—2x).

Odtial mozeme eliminovat x a potom objavit zavislost rs = ab. Namiesto takého po-
stupu si vSak vSimnime, ze obvod druhého trojuholnika nezévisi od x, preto porovname
pomery obvodu k prvej strane (od x nezavislej) v kazdom z oboch trojuholnikov:

(a+r)+2b+r+s)+(a+s) r+z+(20+r—2x)

Y

a+r T
2(b 2b
a+r T
rs = ab.

Potrebné rovnost je dokazana.

Iné riesenie. Nech O je stred kruznice vpisanej kosostvorcu ABC'D (a teda aj trojuhol-
niku ARS). Ozna¢me «, p, o velkosti vntatornych uhlov trojuholnika ARS postupne
pri vrcholoch A, R, S. Potom [£BRO| = 9, |£OBR| = 90° + 1o, |[{ROB| = 180° —
— |£BRO| — |£OBR| = }0. Podobne [£DSO| = 0, |[£SDO| = 90° + 1a, |[£DOS| =
= 10. Preto st trojuholniky BRO a DOS podobné a odtial |BR| : |DO| = |BO| : |DS|,
¢ize |BR| - |DS| = |BO| - |DO| = |BO|?, ¢o je hodnota nezavisld od volby doty¢nice.

A-1-3

Na tabuli zrejme budu stéle len ¢isla z mnoziny M = {1,2,...,33}. Prvodisla 17, 19,
23, 29 a 31 tam budu napisané stale, a to kazdé jedenkrat, pretoze nemaju ziadneho
delitela rézneho od 1 a mnozina M ani neobsahuje Ziadny ich nasobok (takze nikdy
nemdzu z tabule zmiznit, ani sa objavit v dalsom exemplari).

Vysvetlime teraz, preco na tabuli budt okrem uvedenych piatich prvocisel napisané
vzdy este niektoré dve dalsie ¢isla. Stucéin S vSetkych ¢isel zapisanych na tabuli je na
zaciatku rovny

S =331=23%.3%5.57.74.11%.13%.17-19-23 - 29 - 31. (1)

V kazdom kroku zvolime nejaka dvojicu éisel (x,y) s vlastnostou x | y, teda ¢isla tvaru
r = a a y = ka, a nahradime ich jednym ¢islom y/x = k. SGéin vSetkych ¢isel na
tabuli sa pritom zmeni z doterajsej hodnoty S na novti hodnotu S/a?, lebo dva &initele
x, y so st¢inom zy = ka? budi nahradené jednym novym dinitelom k (a ostatné
¢initele sa nezmenia). Je jasné, Ze pri zmene S — S/a? sa exponent Tubovolného
prvocisla p z rozkladu ¢isla S bud zachova (ak p { a), alebo zmensi o parne ¢islo
(rovné exponentu p v rozklade é&isla a?). V Ziadnom pripade sa teda nezmeni parita
(parna-nepéarna) exponentu ziadneho z prvocisel. Preto kazdé z prvocisel, ktoré malo
na zaciatku v rozklade (1) nepdrny exponent, bude mat neparny exponent v rozklade
meniaceho sa S aj po lubovolnom pocte krokov. Také st (okrem 17, 19, 23, 29 a 31) aj
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prvocisla 2, 3, 5 a 11. Znamena to, Ze na tabuli budu stale zastipené (nie nutne Styri
rozne) Cisla, ktoré s tymito jednotlivymi Styrmi prvocislami delitelné. Samozrejme,
nemdze to byt iba jediné ¢islo (lebo 2-3-5-11 > 33), takze to musia byt aspori dve
¢isla, napriklad 10 a 33 (alebo 11 a 30 alebo 15 a 22, iné moznosti pri celkovom pocte
siedmich ¢isel na tabuli neexistuji). Tak sme dokézali, Ze na tabuli bude naozaj vzdy
napisanych najmenej 7 cisel.

Ostéava popisat nejaki postupnost krokov, po ktorej na tabuli naozaj 7 ¢isel zostane.
Existuje vela mozZnosti, méZzeme napriklad dat ,bokom® prvocisla 17, 19, 23, 29, 31
a ¢isla 10 a 33, a so zvySnymi ¢islami urobit nasledujice kroky:

32,16 -2, 30,15 —2, 28,142 26,13 —2, 24,1232 22,11 — 2,
27,9 3, 21,73, 18,63, 2555 20,4—5 824,
551, 422 33—1, 3,3—1, 2251, 221, 221

Po tychto krokoch uz je na tabuli (okrem siedmich éisel bokom) len 7 jednotiek, ktoré
vSetky odstranime Siestimi krokmi 1,1 — 1 a poslednym krokom napr. 10,1 — 10.

A-1-4
Najskor ukézeme, ze v kazdom ostrouhlom trojuholniku ABC' plati
v=60° <= |CO|=|CV]|. (1)

Na to potrebujeme trojuholniky CVAy a COBy, pricom Ag je pita vysky z vrcholu A
a Bj je stred strany AC' (obr. 13). Z pravouhlého trojuholnika AC' Ay vyplyva

[AC|
2

v =60° < |CAy| = < |CApy| =|CBy|.

Posledné je rovnost dizok odvesien pravouhljch trojuholnikov CVAy a COBy, ktorjch

Obr. 13

vyznacené vnutorné uhly VC Ay a OC B; maji zhodnt velkost 90° — 5. (Pre uhol CVA
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to vyplyva z pravouhlého trojuholnika BC'Cy, pricom Cj je pidta vysky z vrcholu C' na
stranu AB, pre uhol OC B; to vyplyva z rovnoramenného trojuholnika ACO, ktory méa
pri hlavnom vrchole O uhol 25 vdaka vete o obvodovom a stredovom uhle v opisanej
kruznici.) Preto je zhodnost odvesien C'Ay, C'B; ekvivalentnd so zhodnostou prepon
CO a CV, ¢o dokazuje (1).

Teraz zapojime do tivah stred S kruznice vpisanej. Zo spomenutej zhodnosti uhlov
VC Ay a OCB; vyplyva, ze v kazdom ostrouhlom trojuholniku ABC' je polpriamka C'S
nielen osou uhla ACB, ale aj osou uhla OCV. Tato os je v pripade v = 60°, kedy
ako vieme |CO| = |CV|, osou zakladne OV rovnoramenného trojuholnika OV C' (body
O a V st rozne, lebo podla zadania ulohy je trojuholnik ABC' roznostranny), takze
stred S naozaj lezi na osi usecky OV. Rovnako to plati aj v pripadoch o = 60°, resp.
B = 60°.

Pripustme teraz, ze stred S lezi na osi usecky OV, avSak Ziadny z uhlov «, 3, ~
nie je 60°. Podla (1) teda plati |[AO| # |AV|, |BO| # |BV| a |CO| # |CV|. Pozrime
sa znovu na trojuholnik OV C, v ktorom teda os C'S vnutorného uhla OCV nesplyva
s osou protilahlej strany OV, takzZe ich jediny spolo¢ny bod S lezi na kruznici trojuhol-
niku OV C opisanej (tento znamy fakt mozno jednoducho odvodif pouzitim vlastnosti
obvodovych uhlov). Inak povedané, bod C' lezi na kruznici opisanej trojuholniku OV'S.
7 rovnakych dévodov na tejto kruznici lezia aj body A a B, takze sa jedna o kruznicu
opisanu trojuholniku ABC, ktora vsak nikdy svojim stredom O neprechadza. Tak sme
dostali spor, ktory ukazuje, Ze pripustend situdcia nemoze nastat. Tym je rieSenie celej
ulohy ukoncené.

Pozndmka 1. 7 druhej casti rieSenia vyplyva tento poznatok: ak ma uhol 7 (os-
trouhlého) trojuholnika ABC' velkost 60°, lezia vrcholy A a B na jednej kruznici
s priesecnikom vysok, stredom opisanej kruznice aj stredom vpisanej kruznice.

Pozndamka 2. KIa¢ovu ekvivalenciu (1) z podaného rieSenia mozno dokazat aj trigo-
nometricky. Platia totiz vztahy

C
COl=—— CV]=— 2

podla ktorych si Gsecky CO a C'V zhodné prave vtedy, ked je uhol 7 rieSenim rovnice
2sin~y = tg~, ktora je zrejme ekvivalentna s rovnicou cos~y = %, ktora ma na intervale
(0°,90°) jediné riesenie v = 60°. Prvy zo vztahov (2) vyplyva z tzv. rozsirenej sinusove;
vety

a b c

— == =2r,
sina  sinf  sinvy

pricom r je polomer kruznice opisanej trojuholniku ABC.

Pozndmka 3. Ekvivalenciu (1) z uvedeného riesenia mézeme dokazat aj bez velkého
pocitania: priesecnik vysok daného trojuholnika totiz vzdy lezi na kruznici simerne
zdruzenej s kruznicou trojuholniku opisanou podla priamky AB (v naSom pripade).
Vzhladom na to, Ze taka kruzZnica je zaroven obrazom kruZnice opisanej v posunuti
o vektor OV, zavisi dlzka |CV| v danej opisanej kruznici len od velkosti tetivy AB (&
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zodpovedajuceho obvodového uhla), a nie od polohy bodu C. Preto rovnost |CV| =r =
= |CO| nastane prave vtedy, ked spomenutéd zdruzena kruznica prechadza stredom O
kruznice trojuholniku opisanej, t.j. prave vtedy, ked prislusné strana lezi oproti (obvo-
dovému) uhlu velkosti 60°.

A-1-5

Pre kazdé k = 1,2,... ,n oznaCme 7} pocet ryb v nadrzi potom, ako si k-ty rybar
odnesie svoj podiel. Tieto poéty st podla zadania uréené pociatoénou hodnotou 7
a rekurentnymi vztahmi

n—1

Tht1 = (rp —1) (k=0,1,... ,n—1).

Zapisme ich vo vyhodnom tvare

n—1 1—n

(1)

Tk+1 =q Tk +d, pricom ¢q=
n n

Rekurentnd rovnica 141 = ¢ -1 +d (¢, d = konst.) sa vyskytuje v mnohych aplikaciach.
Odvodime preto najskor, aké priame vyjadrenie ma kazdy ¢len r, takej postupnosti
ro,T1,T2, ... pri vSeobecnych ¢, d a danej poc¢iato¢nej hodnote rg. AZ potom sa vratime
k nasej ulohe a do vysledku dosadime hodnoty ¢, d z (1).

Najprv si vSimnime, Ze v pripade ¢ = 1 dostavame rovnicu r;11 = i + d, podla
ktorej je skimand postupnost aritmeticka s diferenciou d, takze jej vSeobecny ¢len ma
vyjadrenie r, = rg + kd. V pripade ¢ # 1 z rekurentnej rovnice postupne dostaneme

T = qro +d,

ro = qr1 +d = q(qro +d) +d = ¢*ro + (¢ + 1)d,

ry = qra +d = q(q°ro + (¢ + 1)d) +d = ¢’ro + (¢° + ¢ + 1)d,
ra=qrs+d=q(¢*ro + (¢* +q+1)d) +d = q*ro + (¢* + ¢* + ¢+ 1)d,

Takto nachadzame vyjadrenie
e =q"ro + (" "+ g+ 1)d.

Ak pouzijeme znamy vzorec pre sucet k ¢lenov geometrickej postupnosti s kvocientom
q # 1, dojdeme k zéveru, ze pre kazdé k = 0 je ¢len r, dany priamym vzfahom

F—1)d d d
rk:qkro%—u:qk(ro—k )— .
q—1 q—1/ q¢—1

V nasom konkrétnom pripade plati

d  (I-n)/n

—n—1
qg—1 (m—-1)/n—-1 e
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odkial nachddzame vyjadrenie jednotlivych hodnot r; v tvare

(n—1)k(ro+n—1)
nk

rE = —-n+1 (k=0,1,2... ,n).

Vzhladom na nestdelitenost dvojice ¢isel (n — 1)¥, n* st také hodnoty 7 celo¢iselné
prave vtedy, ked je ¢islo rg + n — 1 delitelné vsetkymi zastpenymi mocninami n”,
z ktorych najvyssia je mocnina n". Hladana nutné aj postacujica podmienka mé preto
tvar: pre niektoré celé j plati ro +n —1 = j - n", ¢ize ro = j-n" —n + 1. Pomocou
tohto parametra j potom maja vsetky cleny r; vyjadrenie

=4 -n—=DFn"*_nt1 (k=0,1,2...,n). (2)

Ostéava nédjst najmensie celé j = 1, pri ktorom st vSetky ¢isla r, dané vztahmi (2)
kladné. Kedze tieto ¢isla zrejme tvoria klesajicu postupnost, najmensie z nich je ¢islo
rn=J-(n—1)"—n+1, ¢o je pri n = 3 ¢islo kladné uz pri j = 1 (teda 9 = n” —n+1),
zatial ¢o pri n = 2 to plati az pri j = 2 (vtedy 10 =2-22 -1 =17).

Odpoved. Hladany najmensi pocet ryb je ro =7 pre n = 2 a rg = n"™ — n + 1 pre kazdé
n = 3.

Iné riesenie. Postupnost rg,r1,...,7, mdzeme pocitat aj ,odzadu“, t.j. pomocou
posledného ¢lena r,, vyjadrovat predoslé ¢leny. S vyuzitim rekurentného vztahu

n

Tk =qrk+1 + 1, pricom ¢ =

n—1’

(kvocient g méa teraz prevrateni hodnotu oproti hodnote v prvom rieSeni), postupne
prek=n—1,n—-—2,...,1,0 dostavame

Tn—1=qrn + 1,

Tneo = qrn—1+1=¢*r, +q+1,

Fnes = qrn—2+1=¢r, +¢* +q+1,
Ppa=qrn3+1=q"r+ ¢+ +q+1,

Podobne ako v prvom rieSeni (sc¢itanie ¢lenov geometrickej postupnosti a nasledné
dosadenie kvocientu ¢ teraz vynechame) tak dojdeme ku vztahom

nk(rn +n—1)
O —
SISV

—n+1 (k=0,1,...,n) (3)

KedZe ¢isla n* a (n — 1)* st nestdelitelné, hodnoty r,_ st vietky celo¢iselné préave
vtedy, ked (n —1)" | r, +n—1, ¢ize r, = j- (n —1)" —n+ 1, ¢omu zodpoveda (podla
(3) pre k = n) po¢iato¢na hodnota 79 = j - n™ —n + 1. Tak sme odvodili rovnaky zaver
ako pri prvom postupe.
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Pozndmka. Najdenie vztahov pre ¢leny r sa pri oboch postupoch velmi zjednodusi, ked
si vS§imneme, ze zmenend postupnost tvorend ¢islami 7, = ry +n — 1 je geometricka.

A-1-6

V zadanej rovnici bude vyhodné prejst od najmensich spolo¢énych nasobkov k najvicésim
spoloénym delitelom, a to pomocou znameho vztahu (z,y)- [z, y] = z-y. Ozna¢me preto
u = (a,c), v=(b,c) aTavi stranu rovnice prepisme takto:

[a,c] + [b,¢]  ac/u+ be/v (a b c
_ (o4
a-+b a+b

uw  v) a+b

Zadan4 rovnica sa preto (po vynasobeni zlomkom (a+b)/c) da zapisat v ekvivalentnom
tvare )
a b p°+1
—+—-==——-(a+D). 1
Porovnajme odhady velkosti vyrazov v (1). Kedze p? > 0, pre zlomok na pravej strane
(1) zrejme plati
1 241
2 p?+2

<1,

takze podla (1) musi byt
a+b
2

b
<242 <a+b 2)
u v

z nerovnosti © = 2 a v 2 2 by sme dostali

a+b
5

[IA

_|_

S| o

g1l

Asponi jedno z ¢isel u, v je teda rovné 1. Prava nerovnost v (2) vSak vylucuje pripad
v = v = 1. Cislu 1 sa preto rovna prave jedno z é&isel u, v. Vzhladom na symetriu
rozoberieme iba pripad u =1 a v = 2.

Kedze ¢islo v sme zaviedli vztahom v = (b,¢), je zlomok b/v rovny niektorému
prirodzenému ¢islu b;. Dosadime teraz hodnoty u = 1 a b = byv do (1) a vzniknuta
rovnicu vyrieSime vzhladom na premennu a:

2
p“+1
a+b1:p2+2'(a+blv)7
(P* +2)(a+b1) = (p* +1)(a+ byv),
a="b((p*+1)v—p*—2). (3)

Keby platilo v = 3, dostali by sme z poslednej rovnosti odhad

az (P’ +1v—-p*=2230p"+1) —p*-2=2p* +1,
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a to je v spore s nerovnostou a < 2p? danou oborom, v ktorom podla zadania tilohy maji
hodnoty a, b, ¢ lezat. Plati teda opac¢né nerovnost v < 3, ktoré spolu s predpokladom
v 2 2 vedie k zéveru, Ze nutne v = 2. Rovnica (3) tak prechaddza na rovnicu

a="b1(2(p* +1) —p* — 2) = p°by,

ktorti na zadanom obore hodndt a, mnozine {1,2,3, ... ,2p?}, lahko vyrieSime.

Méme a < 2p?, odkial by < 2. Pritom z podmienok u = (a,c¢) =1 a v = (b,c) = 2
vyplyva, Ze c je parne &islo s ¢islom a nestudelitelné. Z rovnosti a = p?b; tak vyplyva,
7e by = 1 a p je nepdrne prvocislo. Takze a = p?b; = p?> a b =bv =1-2 = 2.
Pre cislo ¢ to znamena nasledujtce spresnenie: ¢ je pdrne cislo, ktore nie je nasobkom
danéeho prvocisla p.

Ktoré ¢ € {1,2,3,...,2p?} takti podmienku spliiaju a kolko ich je? Ako uz vieme,
pre p = 2 ziadne také c neexistuje. Pre neparne p zo vSetkych p? moznych parnych éisel
c=2,4,6,...,2p% vyluc¢ime vetky nasobky ¢isla p, teda prave p &isel 2p,4p, ... , 2p%;
vyhovujicich hodnét je preto prave p? —p. Taky je teda poéet vSetkych hlfadanych trojic
(a,b,c) = (p?,2,¢) v rozoberanom pripade, ked u = 1 a v = 2. V druhom moZnom
pripade, ked naopak v = 1 a u = 2, existuje vzhladom na symetriu rovnaky pocet
p? — p vyhovujtcich trojic, ktoré maju teraz vetky tvar (2, p?, c). Popis vyhovujtcich
trojic zahrnieme aj do odpovede, aj ked to zadanie tlohy nevyzaduje.

Odpoved. V pripade p = 2 ziadne vyhovujlce trojice neexistuju, v pripade neparneho
prvodéisla p ich je prave 2(p? — p) a vsetky maji tvar

(a,b,¢) = (p*,2,¢) alebo (a,b,c) = (2,p% c),
pricom ¢ € {1,2,...,2p?} je lubovolné parne &islo, ktoré nie je nadsobkom p.
A-S-1

Hodnoty odmocnin st vzdy nezaporné a odmocnované hodnoty tiez, preto nezname
z, y, z musia spliiat podmienky z,y,2 > 1, = y2, y = 22 a z = 22. Z poslednych
troch nerovnost{ mame max{z,y, 2z} = max{y?, 22, 22}. Opac¢na (neostrd) nerovnost
plati vdaka tomu, ze t < 2 pre kazdé t = 1. Preto max{x,y, 2} = max{y?, 22,22} = 1,
teda z = y = z = 1 a obe strany vSetkych troch rovnic ststavy st rovné nule (to je
skiska).

Obmena postupu. Namiesto tvahy o maximach mozeme po zisteni z prvej vety
riesenia pokracovat nasledovne: plati = = y? = y = 22 2 z = 22, nerovnost medzi
krajnymi vyrazmi z = x2 uz znamend = = 1, takZe aj hodnoty v, z z uvedeného retazca
siestich ¢lenov st rovné 1.

Zdver. Sustava ma jediné rieSenie x =y = z = 1.

Iné riesenie. (Podla Filipa Slddka.) Ak vSetky rovnice umocnime a s¢itame, dostaneme

(= 1)(1 - 22) + (y — 1)(1 — 2) + (2 — 1)(1 — 22) = 0.
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Zrejme kazdy sc¢itanec je nekladny, kedze x,y, z = 1; teda vSetky tri séitance musia byt
nulové. Odtial priamo z = y = z = 1 a skuskou overime, Ze je to naozaj rieSenie.

A-S-2
Pre dlzky tsekov stran vseobecného trojuholnika ABC od vrcholov k bodom dotyku
B

/

TP
|
I
R\
C U A

Obr. 14
vpisanej kruznice (ozna¢enym podla obr. 14) platia zndme vztahy

b - —-b
=2 By = BT = S (OT| = |eU| =

b—
AU = |AV| arc

ktoré mozno lahko ziskaf vyrieSenim stistavy rovnic
|AV| +|BV|=¢, |AU|+|CU|=0b, |BT|+|CT|=a.

Body C, T, U spolu so stredom S vpisanej kruznice si vo vSeobecnosti vrcholmi
deltoidu, ktory je v pripade pravého uhla AC' B stvorcom so stranou ¢ = |SU| = |SV/|.
7Z porovnania s vyssie uvedenymi vztahmi pre dlzky tisekov CT, CU vyplyva

a+b—c'
2 )

podla Téalesovej vety v pravouhlom trojuholniku navyse plati r = %C. Spolu dostavame

¢c a+b—c a-+bd
2T T T o

T+ 0=

Sktmany podiel (r+ p)/(a+b) ma preto v lubovolnom pravouhlom trojuholniku jedina
moznu hodnotu, rovnu c¢islu %

Uvedené rieSenie mozno rozne menit, napriklad tak, ze namiesto vS§eobecnych vztahov
pre useky stran vyjdeme z rovnosti |CT| = |CU| = g, z ktorych vyplyva |[AV| = |AU| =
=b—ypa|BV|=|BT|=a-— o, teda

2r =c=|AB| = |AV|+|BV| = (b—0) + (a - 0),
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odkial uz zaver dostaneme okamzite.

Iné riesenie. Pre obsah P vSeobecného trojuholnika ABC plati vzorec
2P = go(a+ b+ c¢);

na jeho odvodenie stac¢i sc¢itat obsahy trojuholnikov ABS, AC'S a BCS majucich na
strany povodného trojuholnika zhodné vysky velkosti p. V pripade v = 90° je vSak
2P = ab a okrem toho, ako uz sme spomenuli vyssie, r = %c. Spolu s Pytagorovou
vetou c? = a? + b? tak dostavame

rbo= Sy ab :ac+bc+cz—i—2ab:ac+bc+a2—l—b2+2ab:
2 a+b+ec 2(a+b+c) 2(a+b+c¢)
_(a+Dd)c+(a+b)? (a+ba+bdb+c) a+bd
2a+b+c)  2a+b+c) 2

a prichadzame tak k rovnakému zaveru ako v pé6vodnom rieseni.
A-S-3
Sucin vsetkych ¢isel napisanych na tabuli je rovny
S=2%.3%.57.74.11%.13% . 17-19-23 - 29 - 31.

Pritomnost neparnych exponentov znamené, Ze S nie je druhou mocninou. Preto ne-
mozeme zotriet v prvom kroku vSetky napisané ¢isla. Prvocisla 17, 19, 23, 29 a 31
dokonca nezotrieme nikdy. Zo vSetkych ostatnych ¢isel, ktoré sa na tupravach zacastnit
mozu, vznikne vzdy neprazdny subor ¢isel, takze na tabuli bude stale aspon 5+ 1 =6
¢isel. Ukazeme, Ze 6 je hladany najmensi poc¢et uvedenim jedného postupu (z mnohych
moznych).

Kvoli neparnym exponentom pri prvocislach 2, 3, 5 a 11 vyc¢lenime najskor napriklad
skupinu ¢isel A = {2,9,11,22,25} a vSetky ostatné ¢isla rézne od 17, 19, 23, 29 a 31
zaradime do skupiny

B =1{3,4,5,6,7,8,10,12,13,14, 15,16, 18, 20, 21, 24, 26, 27, 28, 30, 32, 33}.

V prvom kroku vyberieme vSetky c¢isla z A a nahradime ich ¢islom

n=+v2-9-11-22-25=+v22.32.52.112=2-3.5-11.

Kedze stcin vietkych ¢isel z B je 23172.315-2.57-2.74.113-2.132 = 229.313 .55 . 74.
-11-132, vyberieme v druhom kroku ¢&islo n spolu so vietkymi éislami z B a nahradime
ich cislom

V(2-3-5-11)-(229.313.55.74.11-132) =25 .37.5% .72 . 11 . 13.
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Potom uz ostane na tabuli iba Sest ¢isel, ¢o je, ako sme vysvetlili, najmensi mozny
pocet.

A-1II-1

Zo zadania je zrejmé, ze cislo 0 nie je rieSsenim danej rovnice pre ziadne hodnoty
parametrov p, ¢q. Zbavme sa preto absolitnej hodnoty v rovnici konstatovanim, ze vsetky
jej riesenia st kladné korene rovnice

2 +pr=qr—1, ¢ze 22+ (p—q@r+1=0, (1)
spolu so zapornyms: korenmi rovnice
22 —pr=qr—1, ¢dize 2°—(p+q)r+1=0. (2)

KedZe kazda kvadratickd rovnica mé nanajvys dva korene, skiimané situacia celkového
poctu Styroch rieSeni nastane prave vtedy, ked rovnica (1) bude mat dva rézne kladné
korene a sucasne rovnica (2) bude mat dva rdzne zdporné korene. Rozborom tychto
podmienok sa teraz budeme zaoberat.

Je jasné, Ze oba diskriminanty (p — q)? —4 a (p+ q)? — 4 rovnic (1) a (2) musia byt
kladné, ¢o vedie k nutnym podmienkam

(p—q)*>4 a (p+q)Q° >4 (3)

Ak st splnené, staci skimaft otdzku, kedy mensi koren rovnice (1) je kladny a sucasne
vdc¢$i koren rovnice (2) zdporny. Podla vztahov pre korene kvadratickej rovnice to mozno
zapisat nerovnostami

q—p—\/(2p—q)2—4>0 . p+q+\/(2p+Q)2—4<0' (4)

.....

oboch zlomkov sa rovnaju kladnému €islu 2.) Z prvej nerovnosti zapisanej v ekvivalent-
nom tvare

q—p>\(—q?*—4 (5)

vyplyva ¢ — p > 0, takze prva nerovnost v (3) mozno spresnit na ¢ — p > 2. Potom uz
nerovnost (5) zrejme plati, lebo

a—p=vVP—-9?2>V{p—q?—4

Tak sme ukézali, ze rovnica (1) mé dva roézne kladné korene prave vtedy, ked plati
q—p > 2, ¢o je prva z dvojice podmienok

p—q+2<0, p+qg+2<0. (6)
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Rovnakym postupom overime, Ze druhd podmienka v (6) je nutnou a postacujicou
podmienkou pre existenciu dvoch roéznych zapornych koreriov rovnice (2). Staci upravit
druht nerovnost z (4) na tvar

(p+q2—-4<—(p+q) (odkial vyplyva p+ g < 0)

a pre zaporné ¢islo p + ¢ tak ziskat koneénti podmienku v tvare p+q < —2, ¢o je druhé
z nerovnosti (6); tie preto presne vymedzujui skiimanu situdciu.
Na dokoncenie celého riesenia ostava zdovodnit ekvivalenciu

p—q+2<0 A p+q+2<0) & p+lg+2<0.
To je jednoduché, pretoze zo zrejmej rovnosti |¢| = max{—q, ¢} vyplyva
p+lgl +2=max{p—q+2,p+q+2}

a maximum z dvoch redlnych ¢isel je zaporné prave vtedy, ked st obe zaporné.

Iné riesenie. Najskor postupujme zhodne s prvym rieSenim az po odvodenie nerovnosti
(3), ktoré, pripomernime, zaru¢uju existenciu dvoch roznych realnych koreriov rovnice
(1), resp. rovnice (2). Oznacime ich postupne z; s a x34 a zapiSeme ich vztah ku
koeficientom rovnic, vyjadreny zndmymi Vietovymi vzorcami

r1+ao=—(p—q), T1w2=1, wz3+x4=p+gq, z324=1. (7)

Z rovnosti z1x2 = 1 vyplyva, Ze korene x1 2 maju rovnaké znamienko. St teda kladné
prave vtedy, ked je kladny ich sucet, ktory je vSak podla prvej rovnosti v (7) rovny
—(p — q). Ziskant nerovnost p — ¢ < 0 mozno spolu s podmienkou (p — ¢q)? > 4
vyjadrit jedinou nerovnostou p — ¢ < —2 (¢ize p — g + 2 < 0), ktord je teda kritériom
toho, kedy rovnica (1) ma dva rozne kladné korene. Podobne pre existenciu dvoch
zapornych koreniov rovnice (2) dostaneme kritérium p + ¢ + 2 < 0. Zavere¢ny prevod
oboch nerovnosti na jednu ekvivalentni nerovnost s absolitnou hodnotou zdévodnime
rovnako ako v prvom rieseni.

Iné riesenie. Rovnako ako pri predchadzajucich postupoch prejdeme k rovniciam (1)
a (2), ktoré st obe rovnakého typu z2 +rz + 1 = 0. Existenciu dvoch réznych kladnych
¢i zapornych korenov takej rovnice teraz posudime tvahou o prislusnej kvadratickej
funkcii f(z) = 22 + ro + 1 s parametrom r, ktorej grafom je parabola otoc¢ens nahor.
Preto mé funkcia f dva rozne nulové body, povedzme u a v, prave vtedy, ked mé aspon
jednu zapornti hodnotu. Také hodnota sa navyse nadobtida prave v bodoch, ktoré lezia
medzi © a v. VSimnime si eSte, Ze bez ohladu na hodnotu parametra r pre pripadné
nulové body u, v funkcie f plati uv = f(0) = 1, takze to st dve navzajom prevratené
¢isla, ktoré su zaroven kladna alebo zaroven zaporné. Obe kladné (resp. zaporné) st teda
prave vtedy, ked medzi nimi lezi ¢islo 1 (resp. ¢islo —1). Pre prvy pripad tak dostavame
jedini podmienku f(1) < 0 (¢ize 2 + r < 0), pre druhy pripad jedini podmienku
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f(—=1) <0 (¢ize 2 — r < 0). Zostava dodat, Ze v rovnici (1) je r = p — g a v rovnici (2)
je r = —(p + q), takZze znovu dostdvame dvojicu nerovnosti (6).

Iné rieSenie. (Strucne.) Dand rovnica je ekvivalentna s rovnicou

T 1
:1:+p-u—q:——. (8)
x x
Grafom funkcie f(z) = —1/z je hyperbola skladajtca sa z ¢asti, ktoré oznac¢me h; (pre

x < 0) a hy (pre z > 0). Grafom funkcie g(z) = x + p - |x|/x — ¢ st dve polpriamky
a:x<0,y=xz—p—q a b: x>0, y=x+p—q.

Rovnica (8) mé 4 rieSenia préave vtedy, ked polpriamka a pretina krivku h; v dvoch
bodoch a polpriamka b pretina v dvoch bodoch krivku hs. Polpriamka a pretina hq
v dvoch bodoch prave vtedy, ked lezi ,,vyssie“ ako doty¢nica s mou rovnobezna; tato
doty¢nica prechadza bodom (—1,1) a odtial mame podmienku —1—p—¢q > 1. Podobne
polpriamka b pretina ho v dvoch bodoch prave vtedy, ked lezi ,nizsie* ako dotycnica
prechddzajica bodom (1,—1), teda 1+ p — ¢ < —1. Dvojica nerovnosti —1 —p — ¢ > 1
al+p—gq< —1 je splnend prave vtedy, ked ¢ < —p — 2 a stéasne —q < —p — 2. To
plati prave vtedy, ked |q| < —p — 2, ¢ize p+ |q| +2 < 0.

A-1I-2

Kvoli lepsej prehladnosti spomernime na tvod zrejmé vlastnosti vSeobecného rovnobez-
nika ABC D, ktoré v rieSeni vyuzijeme: stucet uhlov BAD a ABC je priamy uhol a uhly
DAC a ACB st zhodné, rovnako ako strany AB a CD.
Podla zadania priamka BD oddeluje body A a P, pricom plati
|{BAD|+ |£BPD|=|{BAD|+ |[£ABC| = 180°,
stvoruholniku ABPD sa teda da opisat kruznica (obr.15). V nej st preto zhodné
obvodové uhly DBP a DAP, z ¢oho vyplyva

|{DBP| = |{DAP| = |{DAC| = |{ACB| = |{BCP|.

D C
- == k
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KedZe priamka B P oddeluje body C a D, mozeme pouzit vetu o obvodovom a tiseko-
vom uhle pre tetivu B P kruznice k opisanej trojuholniku BC'P: Z odvodenej zhodnosti
uhlov BCP a DBP vyplyva, ze priamka BD je doty¢nicou ku kruznici £ (s bodom
dotyku B). Po tomto zisteni uz lahko dokdZeme obe pozadované implikacie.

(i) Ak je priamka C'D doty¢nicou ku kruznici k, zo symetrie oboch dotyénic C'D
a BD vyplyva |CD| = |BD|, ¢ize |AB| = |BD|.

(ii) Ak naopak |AB| = |BD|, ¢ize |CD| = |BD|, lezi bod D na osi tetivy BC
kruznice k, takze jej dotycCnicou je nielen priamka BD, ale aj simerne zdruzena
priamka C'D.

A-1II-3

Hladédme prave tie dvojice celych kladnych ¢isel m a n, pre ktoré existuja celé kladné
Cisla k a [ také, ze
2m—1=kn a 2n—1=Im. (1)

Pozerajme sa na ¢isla k, [ ako na parametre a rieSme ststavu linedrnych rovnic (1)
pre nezname m, n. Ked napriklad k dvojnésobku prvej rovnice pripoc¢itame k-nasobok
druhej rovnice, eliminujeme tym neznamu n a po uprave dostaneme prvi z rovnic

A4—klm=k+2 a (4d—kl)n=10+2; (2)

druht rovnicu ziskame analogicky. Kedze pravé strany rovnic (2) su kladné, vyplyva
z tvaru lavych stran podmienka 4 — kI > 0, ¢ize kl < 4. To je pre celé kladné ¢isla
k, [ natolko obmedzujice, zZe jednotlivé mozné pripady kl = 1, kl = 2 a kl = 3 Tahko
postupne rozoberieme.

V pripade kI = 1 musi byt k¥ = [ = 1 a z rovnic (2), ktoré prejda na tvar 3m = 3
a 3n = 3, nachddzame prva vyhovujicu dvojicu m =n = 1.

Pripad kl = 2 vdbec rozoberat nemusime, pretoze podla lavych stran rovnic (1)
vidime, Ze ¢isla k, [, m, n z pravych stran musia byt (v kazdom, nielen v tomto pripade)
neparne.

V pripade kl = 3 je nutne {k,[} = {1, 3}, ¢o po dosadeni do rovnic (2) déva riesenie
m =5 an =3, alebo naopak m =3 an =25.

Zdver. Vsetky hladané dvojice (m,n) su (1,1), (3,5) a (5,3).

Iné riesenie. Uvahy s nerovnostami vediice k tiplnému vyrieSeniu tlohy mozeme
roznymi sposobmi menit. Pozrime sa teda, akymi cestami sa mozno od pociato¢nych
predpokladov m | 2n — 1 a n | 2m — 1 uberatf.

Prvy postup. Keby neplatilo m = 2n—1 ani n = 2m —1, boli by ¢isla 2n—1a 2m —1
aspon dvojnasobkami postupne ¢isel m a n, teda by platili nerovnosti 2n — 1 = 2m
a 2m — 1 = 2n. Tie sa vSak navzajom vylucuju, lebo znamenaju 2n > 2m, resp. 2m >
> 2n. Preto musi platif aspon jedna z rovnosti m = 2n — 1 alebo n = 2m — 1. Ak
m = 2n — 1, tak 2m — 1 = 4n — 3 a zostavajuca podmienka n | 2m — 1 tak prechadza
na tvar n | 4n — 3, ¢ize n | 3. To spliaju iba &sla n = 1 a n = 3, ktorym podla
vztahu m = 2n — 1 zodpovedaji postupne hodnoty m = 1 a m = 5. Druhy pripad, ked
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n = 2m — 1, sa od prvého lisi len zamenou uloh m a n, takze pri nom dostaneme este
tretiu vyhovujicu dvojicu m =3 a n = 5.

Druhjyj postup. Vzhladom na symetriu mozeme predpokladat, Zze plati m < n, z ¢oho
vyplyva 2m — 1 < 2n — 1 < 2n. Cislo 2m — 1 je tak nasobkom &isla n men$im nez 2n,
musi to teda byt samo ¢islo n. Tak sme odvodili rovnost 2m — 1 = n. ZvySok tvah je
uz rovnaky ako pri prvom postupe.

Treti postup. VSimnime si, Ze ¢islo 2m + 2n — 1 je delitelné kazdym z oboch ¢isel m
a n, ktord st navyse nesudelitelné, lebo napr. ¢islo m je delitelom éisla 2n — 1, ktoré
je s ¢islom n zrejme nesudelitelné. Preto je ¢islo 2m + 2n — 1 delitelné aj stié¢inom mn,
takze plati nerovnost mn < 2m + 2n — 1, ¢ize (m — 2)(n — 2) < 3. Z toho vyplyva, Ze
obe ¢isla m, n nemozu byt vicsie ako 3; vzhladom na symetriu rozoberieme iba pripad
m < 3. Pre m = 1 z podmienky n | 2m — 1 vyplyva n = 1, pre m = 2 je podmienka
m | 2n — 1 nesplnitelna, pre m = 3 mame podmienky 3 | 2n — 1 a n | 5, ktoré spliia
jedine n = 5.

A-1I-4

Ozna¢me zvyéajnym spoésobom dlzky stran a velkosti vnttornych uhlov trojuholnika
ABC'. Pre polomery o, 0, kruznice vpisanej, resp. pripisanej ku strane BC' trojuholnika
ABC' s obsahom S platia zndme vztahy

B 25 B 25
T U Y¥b+e S
(Na ich odvodenie sta¢i uvazovat rovnosti S = Spco + Sapo + Saco, resp. S =
= Sacp + Sapp — Sgcp a uvedomit si, Ze o, resp. g, je spolonéd vyska prislusnej
trojice trojuholnikov na strany povodného trojuholnika.)

Kedze stredy O, P lezia na osi vnatorného uhla BAC, st o, 0, odvesnami protilah-
Iymi k uhlu %a pravouhlych trojuholnikov s preponami AO, resp. AP (obr. 16), takze
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plati ¢ = |AO|sin & a g, = |AP|sin ;. Spolu dostdvame vyjadrenie pravej strany
dokazovanej rovnosti v tvare

1 1

1 n 1 _sin§a+sin§a
[AO] ~ [AP] o 0
:((a—i—b—l—c)—i—(b—l—c—a))sin%a:(b+c)sin%a
25 S '

Na druhej strane je obsah S stétom obsahov trojuholnikov ABD a ACD, ktoré
vyjadrime pomocou dlzok ich stran z vrcholu A a sinusu nimi zovretého (zhodného)
uhla o

2

c|AD|sin3a  b|AD|sinja  (b+ c)|AD|sin o
2 * 2 B 2 '

S =Sapp+Sacp =

Odtial lahko obdrzime vyjadrenie

2 (b+ c)sin so

|AD| S
Vidime, ze obe strany dokazovanej rovnosti maji rovnaki hodnotu. Tym je cely dokaz
hotovy. Dodajme, ze vdaka vzfahu S = %bc sina = besin %a cos %04 mozno ziskany

vysledok zapisat v tvare

2 1 1 b+c

[AD] ~ [A0] T TAP| ~ becos la’

Iné rieSenie. Vyuzijeme rovnosti |AT| = $(b+c—a) a |AU| = 3(a + b+ c) pre body
T, U dotyku polpriamky AB s vpisanou, resp. pripisanou kruznicou.? Vzhladom na
rovnosti |[AT| = |AO|cos 1 a |AU| = |AP|cos 1a dostaneme nasledujice vyjadrenie
pravej strany dokazovanej rovnosti:

1 1 JAO|+|AP| 1  |JAT|+|AU] 1
[AO] T1AP| T AP jA0] ~  |AU[  JAO]
b+c 1 2(b+c) 1

" La+bte) [AO] a+btec [AO]

Vidime, Ze na dokoncenie dokazu pozadovanej rovnosti sta¢i ukazat, ze

|AD|  a+b+c
|AO|  b+c

5 Tjeto rovnosti si dobre zndme a jednoducho vyplyvaja z rovnosti dizok tsekov dotyénic od vrcholov
trojuholnika k bodom dotyku s prislusnou kruznicou.
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7Z vlastnosti osi uhla vSak vieme, Ze bod D deli stranu BC v pomere dlZok stran AB
a AC, teda |BD|/|DC| = ¢/b, takze |CD| = ab/(b+ ¢). Podobne bod O osi uhla ACD
deli protilahla stranu AD trojuholnika AC'D v pomere

AO| |AC] b b+c

OD| ~1CD| ~ £~ a

Odtial
|AD|_|AO|+|OD|_1+ a at+btc
|AO| |AO| " b+ec  btc

Iné riesenie. Uvedieme postup zaloZeny na pouziti sinusovej vety v trojuholnikoch
ABO, ABD a ABP.% Je zrejmé, ze tieto trojuholniky maja pri vrchole B postupne
uhly %6, £ a90° + %6, zatial ¢o pri vrcholoch O, D, P maju postupne uhly 90° + %7,
v+ %a a %fy. Preto sinusova veta prinasa rovnosti

|AB|  cos iy |AB] _sin(y + 1a)  |AB] _ sin iy
|AO|  sinip’ |AD|  sinf 7 |AP|  cos3p’

pricom sme dvakrat vyuzili vztah sin(90° + ) = cosd. Po dosadeni do dokazovanej
rovnosti tak prichddzame k ekvivalentnej lohe dokazat pre vntatorné uhly fubovolného
trojuholnika ABC rovnost

2sin(y + 1a) _cos iy sinly

. - . 1 1 M
sin (3 singf8  cos;f3

Po pouziti vzfahu sinf3 = 2sin % [ cos % £ a naslednom vynasobeni oboch stran
nenulovym vyrazom sin % B cos % B prechadzame na tlohu overit jednoduchs$iu rovnost

. ( +1 ) 1 154" 1 . 15
Sin — Q)] = COS —7Y - COS — S —7y - Ssin — 0.
Ty 91 %y 91 Sy

To je uz celkom Tahké: vyraz napravo je totiz rovny cos(%ﬁ — %'y) a rovnost typu

sind = cose je zaruCend, ak plati 6 + ¢ = 90°. V nasom pripade je vSak § = v + %a
ac= %5 — %7, teda

1 1 1 1
0 = = —f—=y== =90°
te=ytgatgf-gy 2(a+ﬁ+7)
a cely dokaz je tak hotovy.

Iné riesenie. Polozme = = |AO|, y = |OD| a z = |DP| a podla obr.17 oznac¢me
T, U, V, W body dotyku vpisanej a pripisanej kruznice s priamkami AB, BC. Podla
vety wu je trojuholnik AOT podobny s trojuholnikom APU a tiez trojuholnik DOV

% S rovnakym tspechom mo#no vyuzit aj trojicu trojuholnikov ACO, ACD a ACP.
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Obr. 17

s trojuholnikom DPW, pritom v oboch pripadoch je koeficient podobnosti rovny
pomeru polomerov oboch kruznic. Odtial vyplyva pre prepony spomenutych Styroch
trojuholnikov pomer”
€z )

- (1)

rT+y+=z z
Kedze x+y—+2z > z, ateda aj z > y, uvedenym dvom zlomkom sa rovné aj treti zlomok
zostaveny z (kladnych) rozdielov ¢itatelov a menovatelov. Plati teda

T r—y -y 2x

T+y+z - (t+y+2)—=2 - x+y - T+y
Odtial po vydeleni kladnou hodnotou = dostaneme
1 2 1

1.

r+y+z2z x4+y «x

a po presune druhého zlomku z pravej strany na lavi uz dostaneme dokazovanii rovnost,

lebo
1 1 2 2 1 1

= y = a _— = —,
r+y+z |AP|" x4y |AD| x  |AO|

Iné riesenie. Obe kruznice st rovnolahlé podla stredov A aj D. Obe rovnolahlosti maja

Obr. 18

7 Jeho platnost je zarucend aj v pripade D = V = W, ked druh4 dvojica podobnych trojuholnikov je
degenerovand dvojica useciek — polomerov skiimanych kruznic.
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az na znamienko rovnaké koeficienty a zobrazuji bod O na bod P (obr. 18). Odtial

IDP| |AP| .. |AP|—|AD| |AP|
-— = 17, = .
DO| — [A0]” ™ |AD|—|A0| ~ |AO

Upravou poslednej rovnosti dostavame 2|AP|-|AO| = |AD|(]AP|+]AO|) a po vydeleni
nenulovym su¢inom |AP| - |AO| - |AD| vyjde vztah, ktory sme chceli dokéazat.

A-IIT-1

parne ¢islo 2%. Musi preto platit b = 2% + 2, odkial
4° 440> +4=0>2(2°+2)2 =4 +4-2° + 4.

Porovnanim krajnych vyrazov dostaneme a? = 2%, ¢o znameni, 7e a < 4. DokaZeme
totiz indukciou, Ze opa¢né nerovnost a? < 2¢ plati pre kazdé celé a = 5. Pre a = 5 je to
tak (25 < 32). Ak plati a® < 2% pre niektoré a = 5, tak po vynasobeni dvoma dostaneme
2a? < 29F1 Takze ziadand nerovnost (a+1)? < 2971 je désledkom nerovnosti (a + 1)? <
< 2a?, ktora je zrejmé, lebo je ekvivalentnd s nerovnostou 1 < a(a — 2), ktord plati
trividlne, nech je a = 5 akékolvek. Tym je dokaz indukciou ukonceny.

Ukézali sme, ze v kazdej hladanej dvojici (a,b) musi platit ¢ < 4. Postupnym
dosadenim hodnét a = 1,2,3,4 do rovnice 4% + 4a® + 4 = b? zistime, Ze tloha ma
prave dve rieSenia, a to (a,b) = (2,6) a (a,b) = (4,18).

A—-1III -2

Ozna¢me r = 4v/3cm a cely ter¢ s polomerom 12cm = rv/3 rozdelme na 18 Casti.
Prvych Sest ¢asti buda zhodné vyseky so stredovym uhlom 60° v kruhu s polomerom r
uprostred terca. Zvysné medzikruzie rozdelime na 12 zhodnych ,medzivysekov® so stre-
dovym uhlom 30° (obr. 19).

Obr. 19
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Oznac¢me podla obrazka S stred terca a A, B, C' vrcholy jedného zo spomenutych
medzivysekov. Kedze kruznice ohrani¢ujtce tieto ¢asti maji polomery r a /3 a kedze
cos 30° = %\/3, je zrejme trojuholnik SAC' rovnoramenny, takze |AC| = r; navySe
AC' je najdlhsou stranou v trojuholniku ABC, ktory ma vnutorné uhly 45°, 75°
a 60°. Preto je maximéalna vzdialenost dvoch bodov jedného medzivyseku rovné r,
rovnako ako maximélna vzdialenost dvoch bodov kazdého zo 6 vysekov stredového
kruhu s polomerom r. Podla Dirichletovho principu niektoré dva z 19 zésahov leZia
v rovnakej z 18 vytvorenych cGasti, takze ich vzdialenost je najviac r. Dokaz je ukonceny,
pretoze 4v/3 < 7 (< 48 < 49).

Pozndmka. Uvazujme tvrdenie: Ak je v kruhu s polomerom /3 vybranych N bodov,
tak je vzdialenost niektorych dvoch z nich nanajvys r. Keby sme chceli také tvrdenie
dokéazat porovnanim stc¢tu obsahov N zhodnych kruhov s priemerom r s obsahom kruhu
S priemerom 7’(1 + 2\/5), podari sa ndm to prave vtedy, ked bude platit

2 7rr2(1 + 2\/5)2

N- — > :
4 4

dize N >13+4V3=1909.

V situacii danej 1'1107hy, ked je odhad r vzdialenosti dvoch bodov nahradeny viicésou

4/3
WT% 7r(7’1 + 2r\/§)2

17 4

hodnotou r; = r - , ma podobna podmienka tvar

N

] 24N\2
,  po dosadeni N > (1 + 7) = 19,6.
Preto nemozno takto jednoduchym postupom dojst k rieSeniu tlohy.
A-1II -3

a) Ozna¢me a, b, ¢, d (premenné) poéty unesenych élenov stran A, B, C, D. Uvodna
Stvorica (a,b,c,d) = (31,28,23,19) je podla parity cisel typu (n,p,n,n), kde p, n
oznacuje parne, resp. neparne ¢islo. Kedze pri kazdom preregistrovani sa parita vsetkych
(n,p,n,n) sa zmeni na $tvoricu typu (p,n, p,p) a td potom zase spif na Stvoricu typu
(n,p,n,n). Ak teda dostaneme nakoniec $tvoricu s tromi nulami, musi byt tato Stvorica
typu (p,n,p,p), takze vSetci uneseni vtedy budi ¢lenmi strany B.

Nasledujica tabulka zmien hodnét a, b, ¢, d ukazuje, Ze sa vSetci uneseni mozu naozaj
stat ¢lenmi strany B:

a: 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 ... O
b: 28 27 26 25 24 23 26 29 32 35 ... 101
c: 23 22 25 24 27 26 25 24 23 22 ... O
d: 19 22 21 24 23 26 25 24 23 22 ... O

b) Ukézeme, ze hladané Stvorice (a, b, c,d) st prave tie, v ktorych niektoré tri cisla
davaju po delent styrmi rovnaky zvysok.
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Z rovnosti a + b + ¢+ d = 101 vyplyva, ze tri z ¢isel a, b, ¢, d maju rovnakt paritu
a Stvrté paritu opaéni. Vzhladom na symetriu hladajme tvodné Stvorice (a, b, ¢, d) za
predpokladu
a=b=c#*d (mod 2)

a podla rieSenia Casti a) skiimajme, kedy sa vSetci uneseni moézu stat ¢lenmi strany D.
Z toho, ako sa menia poéty a, b, ¢, d pri kazdom preregistrovani (tri sa zmensia o 1
deleni $tyrmi. Ak mé& na konci platit a = b = ¢ = 0, musia byt uvedené tri rozdiely uz
na zaciatku delitelné styrmi, takze tvodné poéty a, b, ¢ musia spltiat podmienku

a=b=c (mod4). (1)

Ukazeme, ze podmienka (1) je pre splnenie Zelaného ciela a = b = ¢ = 0 aj
postacujtca. Zrejme staci ukézat, ze uvodna $tvoricu (a, b, ¢, d) spliiajicu podmienku
(1) mozno po niekolkych krokoch zmenit na Stvoricu typu (e, e, e, f), potom uz totiz
sta¢i opakovat upravu (e, e, e, f) - (e —1,e — 1,e — 1, f + 3).

Majme teda Stvoricu celych kladnych ¢isel (a,b,c,d) so suc¢tom 101, ktora spliia
podmienku (1), a predpokladajme, Ze eSte neplati a = b = c. Ukdzeme, ako v tomto
pripade dovolenymi krokmi zviiésit hodnotu d (o 1 alebo 2). Kedze vzdy d < 101, d4 sa
také zvicSenie zopakovat len niekolkokrat, potom uz dosiahneme zelany ciel.

Procediru zvicSenia d urcite staéi opisat v pripade, ked a =2 b 2 ¢ a a > ¢, teda
a — ¢ 2 4 vdaka podmienke (1).8 Poradme Rumburakovi dvojicu krokov

(a,b,c,d) = (a—1,b—1,c+3,d—1) = (a—2,b—2,¢c+2,d+2),

ktord zvySuje hodnotu d o 2. Tato dvojicu krokov nemozno urobit iba v pripade b = 1,
kedy vsak z (1) a nerovnosti b = ¢ vyplyva aj ¢ = 1. Na taku stvoricu (a, 1,1, d), priCom
a=5ad22 (nemdze byt aj d = 1, pretoze d ma odlisni paritu), pouzije Rumburak
trojicu krokov

(a,1,1,d) = (a —1,4,0,d — 1) = (a — 2,3,3,d — 2) = (a — 3,2,2,d + 1),

ktora zvysuje hodnotu d o 1.
Tvrdenie o tvare vSetkych vyhovujtcich Stvoric z prvej vety rieSenia casti b) je
dokazané.

A-T1II-4

Budeme uvazovat iba také lichobezniky ABC D, v ktorych plati AB || C'D, pri ostatnych
priese¢nik (rovnobeznych) priamok BC a AD neexistuje.

Oznacme O stred kruznice k a FE priesecnik jej dotycnic vedenych bodmi A, C
(obr.20). Ako vieme, body A, C lezia na Téalesovej kruznici 7 nad priemerom OF

8 Zdéraznime, Ze nevylu¢ujeme rovnost ¢ = 0. Ku $tvorici s nulovym prvkom nés totiz dovedie v dalsej
vete opisana dvojica krokov v pripade, ze b = 2.
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a su podla tohto priemeru simerne zdruzené. Spoloénu velkost ostrych uhlov pri za-
kladni AC rovnoramenného trojuholnika ACE ozna¢me ¢. Napokon, vnutra kratsieho
a dlhsieho obluka AC' kruZnice k oznac¢me ki, resp. ko.

E E

Obr. 20 Obr. 21

a) Zvolme na dotyc¢nici AE Tubovolny bod X, X # A. KruZnica k zrejme pretne
usecku XC' vo vnatornom bode D prave vtedy, ked bod X je bud vnitornym bodom
usecky AF, alebo vnatornym bodom polpriamky opacnej k polpriamke AFE. Oba pri-
pady (obr.20 a obr.21) teraz posuidime samostatne.

V prvom pripade plati D € ky a B € ko, takZe podla vety o usekovom uhle je
uhol ABC rovny ostrému uhlu . Rovnakta velkost ma aj uhol BAD, pretoze kazdy
tetivovy lichobeznik je rovnoramenny. Bod Y, priese¢nik roznobeznych polpriamok BC
a AD, teda lezi v polrovine ACE. Z rovnoramennych trojuholnikov ABY a ACE preto
vyplyva, ze uhly AY C' a AEC st zhodné (maju velkost m—2¢). Podla vety o obvodovom
uhle lezi bod Y na obluku AEC kruznice 7, presnejsie vnutri kratsieho z jej oblukov C'E,
lebo polpriamka AD lezi v uhle CAFE.

V druhom pripade je tivaha analogickd a zapiSeme ju struc¢ne: D € ko, B € kq,
|LADC| = ¢ = |{£BCD|, priese¢nik Y réznobeznych polpriamok CB a DA lezi
v polrovine ACFE, a kedze |{AYC| = |{AEC)|, lezi bod Y na kruznici 7, a to vnutri jej
kratsieho obluka AF.

b) Ukézeme teraz, Ze naopak kazdy vnatorny bod Y kratsich oblikov CE a AFE
kruznice 7 je priese¢nikom priamok BC a AD niektorého z uvazovanych lichobeznikov
ABCD. Opit rozoberieme dva pripady podla toho, na ktorom z oboch oblikov bod Y
lezi.

Ak je Y vnutorny bod obluka C'E, daju sa zrejme zostrojit body D € k1 a B € ks tak,
aby body A, D, Y resp. B, C, Y lezali v uvedenom poradi na jednej priamke. Z D € k;
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vyplyva existencia priesecnika X polpriamky C'D s vnatrom tsecky AE (bod D potom
zodpoveda bodu X podla konstrukcie zo zadania tlohy). Ostava objasnit, preco AB ||
| CD. Kedze body O a Y lezia na réznych oblikoch AC kruznice 7 a pritom |AO| =
= |CO]|, je polpriamka Y O osou uhla AY C, takze priamky A(D)Y a B(C)Y st stmerne
zdruzené podla priamky YO, ktora je (trividlne) osou sumernosti kruznice k, lebo
prechadza jej stredom. Preto podla tejto osi musia byt simerne zdruzené aj priese¢niky
oboch spomenutych priamok A(D)Y a B(C)Y s kruZnicou k, teda (vdaka urcenému
poradiu bodov) jednak body A a B, jednak body D a C. Obe tsecky AB a CD su
preto kolmé na priamku OY, a st teda rovnobezné.

Ak je Y vnatornym bodom obluka AFE, zostrojime body D € ky a B € kp tak,
aby na priamke lezali body v poradi D, A, Y, resp. C, B, Y. Polpriamka C'D pretne
priamku AF v potrebnom bode X (kedze D # A, bude uréite X # A), ak plati
|{AEC| + |£{ECD| < 7. To overime tak, Ze pouzijeme vetu o obvodovom a tisekovom
uhle v kruznici k, podla ktorej |[{ECD| =m — |{CAD| = |{CAY|, a kedze |{AEC| =
= |LAY C|, je stCet |LAEC|+ |£LECD)| rovny stétu dvoch uhlov v trojuholniku ACY'.
Zo zdruzenosti priamok D(A)Y a C(B)Y podla osi OY uhla AY C potom opit vyplyva
pozadovanda rovnobeznost AB || CD.

Zdver. Hladanou mnozinou je zjednotenie vnutier kratsich oblikov CE a AE Télesovej
kruznice 7.

A-TIII-5

V jednom kroku nahradime vidy dve é&sla a, b jednym prirodzenym é&slom vab. Kedze
pre Tubovolné a < b plati a < Vab < b, je zrejmé, Ze na tabuli budd stale zapisané
iba ¢isla z mnoziny M = {1,2,...,33}. Pritom ak je ¢islo a prvoéislom alebo st¢inom
niekolkych roznych prvocisel, musia tieto prvocisla byt obsiahnuté aj v rozklade éisla
Vab, takze Vab = ka, ¢ize b = k2a pre niektoré prirodzené k. Ak k = 1, musi byt ¢slo a
na tabuli zapisané viackrat. Ak k > 2, a teda b = k?a = 4a, musi platit 4a < 33, a preto
z b = k*a € M vyplyva aj 4a € M. Na tabuli teda ostant az do konca jednak vsetky
prvocisla, ktoré maji v mnozine M prave jeden nasobok, jednak vsetky tie a € M, ktoré
st stéinom niekolkych réznych prvocisel a zaroven spliiaju podmienku 4a > 33, Cize
a 2 9. Spolu sa jedné celkom o 15 nezotritelnych ¢isel

10, 11, 13, 14, 15, 17, 19, 21, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 33.

Ukézeme, ze okrem nich bude na tabuli vzdy zastupené aspon jedno ¢islo z mnoziny
S = {6,12,18,24} (na zacdiatku tam st vSetky). Ak zvolime v jednom kroku ¢isla a a b,
pri¢om napr. a € S, a nahradime ich &slom n = v/ab, musi byt aj &slo n nasobkom
Siestich, ktory navyse vdaka odhadom a < 24 a b < 33 spliia nerovnost n < /24 - 33 =
= 6v/22 < 30, takze bude platif n € S. Na tabuli po lubovolnom poéte krokov teda
ostane 15 vysSsie zapisanych ¢isel a aspon jedno ¢islo z S, teda aspon 16 ¢isel, ako sme
mali dokézat.

Poznamka. Pocet 16 ¢isel na tabuli moZzno dostat napriklad po 17 krokoch opisanych
v nasledujucich riadkoch tak, ze zotierané ¢isla v kazdom kroku st tucéné, zatial ¢o nové
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¢islo je pripisané na konci dalsieho riadku:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33;
1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,29,30,31,32,33,14;
1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,13,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,29,30,31,32,33,14;
1,2,3,4,6,8,9,10,11,12,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,25 26,27,29,30,31,32,33,14,10;
1,2,3,6,8,9,10,11,12,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,26,27,29,30,31,32,33,14,10,10;
1,2,3,6,8,9,11,12,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,26,27,29,30,31,32,33,14,10,10;
1,2,3,6,8,9,11,12,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,26,27,29,30,31,32,33,14,10;
1,2,3,6,8,9,11,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,26,29,30,31,32,33,14,10,18;
1,2,3,8,9,11,13,15,16,17,18,19,21,22,23,26,29,30,31,32,33,14,10,18,12;
1,2,3,8,9,11,13,15,16,17,19,21,22,23,26,29,30,31,32,33,14,10,12,18;
1,3,8,9,11,13,15,16,17,19,21,22,23,26,29,30,31,32,33,14,10,12,6;
1,3,9,11,13,15,16,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,12,6,16;
1,3,9,11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,12,6,16;
3,9,11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,12,6,4;
9,11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,6,4,6;
11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,6,6,6;
11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,6,6;
11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,6.

A-III-6

Vzhladom na symetriu sta¢i uvazovat trojice (a,b,c), v ktorych a =2 b = ¢. Pre
,2hajmensie* z nich (2,2,2), (3,2,2), (3,3,2), (3,3,3) a (4,2,2) ma dany vyraz hodnoty
2,3/2,17/8, 7/2, resp. 11/4. Ak ukazeme, Ze pre vSetky ostatné trojice (a,b,c), ktoré
u7 spliiaju podmienku a + b + ¢ = 9, plati nerovnost

atb+c a0+ [b.c]+[c a
2 a+b+c

>3
=9

bude to znamenat, Ze hladand najmensia hodnota je rovna 3/2. Uvedeni nerovnost
ekvivalentne upravme:

(a+b+c),

(a+b+c)> —2([a,b] + [b,c] + [c,a])
¢, a (a+b+c).

>3
a® + b + ¢ + 2(ab — [a, b)) + 2(bc — [b, c]) + 2(ca — [c,a]) = 3

KedZe zrejme plati zy = [z,y] pre lubovolné x, y, zanedbame nezdporné dvojnasobky
na lavej strane poslednej nerovnosti a dokdzeme (silnejsiu) nerovnost

a®+b*+c2 = 3(a+b+e). (1)
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Z predpokladu a + b + ¢ = 9 a Cauchyho nerovnosti 3(a? + b* + ¢?) = (a + b + ¢)?
vyplyva

b 2

3 = 3(a+b+c),

a dokaz je hotovy.

Pozndmky. Namiesto Cauchyho nerovnosti sme mohli prepisat (1) na tvar

(1-3) +(-3) + (-3 27

a tuto nerovnost zdovodnit umocnenim zrejmych nerovnosti

.....

ako 1 plati nerovnost

at+btc [a,b+[bc+[ca S atb+c
2 a+b+c - 6




Pripravné sustredenia pred IMO a MEMO

Pred medzindrodnou matematickou olympiddou (IMO) a stredoeurépskou mate-
matickou olympiddou (MEMO) sa kazdoroéne kona jedno vyberové a jedno prip-
ravné sustredenie pre najlepsich riesitelov celostatneho kola kategérie A (CKMO). Od
55.ro¢nika MO sa navyse kazdoroc¢ne kona aj spolo¢né pripravné stustredenie ¢eského
a slovenského IMO druzstva.

Po vyberovom ststredeni SKMO vyberie 6 najlepsich studentov do reprezentac-
ného druzstva Slovenska pre IMO a urci jedného nahradnika. Spomedzi tych, ktori
sa nedostali na IMO a zaroven nie st v maturitnom ro¢niku (t.j. maji moznost
sutazit v MO aj nasledujici skolsky rok), vyberie SKMO najlepsich 6 $tudentov do
druzstva pre MEMO. Na vyberovom stustredeni pred IMO sa ztcastnilo 15 stutaziacich,
najuspesnejsich riesitelov tretieho kola MO kategérie A (pri pozyvani na ststredenie sa
kvoli MEMO zohladiiuje aj ro¢nik).

Stustredenie sa konalo v diioch 11.-17.4. 2010 v Bratislave. Pedagogicky dozor vyko-
néavala Be. Lenka Trojakova, studentka FMFI UK. Ulohy zadévali lektori z FMFI UK
Bratislava (prevazne studenti a doktorandi):

Bc. Ondrej Budac, Tomas Kocdk, ulohy 1 — 4,

Mgr. Hana Buddacova, Bc. Michal Prusak, Glohy 5 — 8,

Mgr. Martin Potocny, Be. Michal Takdcs, Glohy 9 — 11,

Bce. Jakub Beran, RNDr. Jan Mazadk, Glohy 12 — 15,

Mgr. Peter Novotny, PhD., Mgr. Erika Trojdkova, tlohy 16 — 18.

Kazdy den sStudenti riesili sériu troch ¢i styroch tloh pri podobnych podmienkach
ako na IMO. V poobednajsich hodinach sa konal spolo¢ny rozbor tloh s lektormi. Na
konci stustredenia sa ziskané body za jednotlivé dni sc¢itali a s prihliadnutim na vysledky
tretieho kola MO boli vybrané Sestélenné druzstva pre ucast na IMO a MEMO.

Vysledky sustredenia:

Martin Vodicka 62 Jakub Santer 24,5
Martin Bachraty — 44,5 Dominik Csiba 24
Michal Hagara 44 Vincent Lami 24
Jakub Konecny 35,5 Ladislav Baco 22
Maridn Horndk 33 Pavol Gurican 21,5
Natalia Kardskova 32,5 Matej Balog 18
Marek Kukan 32,5 Robert Toth 17,5

Jdan Hozza 30,5
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Poradie po zohladneni vysledkov CKMO:

1. Martin Vodicka 103 9. Jan Hozza 50,5
2. Michal Hagara 81 10. Vincent Lam: 49
3. Martin Bachraty 75,5 11. Jakub Santer 44,5
4. Jakub Konecny 66,5 12. Pavol Gurican 43,5
5. Ladislav Baco 59 13. Dominik Csiba 40
6. Marian Hornadk 57 14. Robert Toth 38,5
7. Natadlia Karaskovd 56,5 15. Matej Balog 38
8. Marek Kukan 54,5

Pripravné sustredenie sa konalo v diioch 30.5.-4.6. 2010 v Bratislave. Pedagogicky
dozor bola Bec. Lenka Trojakova. Sustredenie bolo zamerané obzvlast na pripravu
reprezentacnych druzstiev na IMO a MEMO. Lektormi boli:

Be. Ondrej Budaé, FMFI UK (tedria ¢isel),

Mgr. Peter Novotny, PhD., FMFI UK (invarianty, analytickd geometria),
Peter Csiba, FMFI UK (algebra),

Mgr. Martin Potoc¢ng, Trojsten (kombinatorika),

Tomas Kocak, FMFI UK (geometria),

Mgr. Juraj Foldes, PhD., Vanderbilt University (algebra).

V poradi piate spolo¢né stustredenie ¢eského a slovenského druzstva sa uskutocnilo
v diioch 13.-18.6. v CR v Uherskom Hradisti vo vzdelavacom stredisku Eduha. Su-
stredenie sa uskutoc¢nilo pod zastitou Spolo¢nosti Otakara Bortuvky a bolo finan¢ne
zabezpecené z nestatnych prostriedkov. Pedagogicky dozor Studentom robili Martin
Potocny a Peter Novotny. Odborné prednasky viedli

doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., MU AV CR, Brno (tedria ¢isel),
RNDr. Pavel Caldbek, CSc., PF UP, Olomouc (funkcionélne rovnice),
Mgr. Martin Pandk, PhD., PF MU, Brno (kombinatorika),

RNDr. Jaroslav Svréek, CSc., PF UP, Olomouc (syntetickd planimetria).

Zadania sataznych aloh vyberového sustredenia pred IMO

1. Mnozina M obsahuje vSetky prirodzené ¢isla, ktoré sa daju napisat v tvare
n? + n pre nejaké prirodzené é&islo n. Dokéazte, Ze pre kazdé prirodzené &islo
k > 1 existuja aq,... ,ax,b € M také, zeay < ---<ap <baay+---+ar =>.

2. V rovine je dany trojuholnik ABC' a jeho opisand kruznica k. Kruznica [ so
stredom O sa dotyka kruznice £ v bode P a tsecky BC v bode (). Vieme, ze
bod P lezi na obliku kruznice k nad tetivou BC, ktory neobsahuje bod A.
Dokazte, ze ak plati |CAO| = |£BAO|, potom aj |[{PAO| = |£QAO|.

3. Najdite vsetky funkcie f:R — R také, ktoré pre vietky redlne z, y spliiaju

f(f (@) +y) = fa® —y) +4f(z)y.



10.

11.

PRIPRAVNE SUSTREDENIA PRED IMO A MEMO vré

Nech n je neparne celé cislo vicsie ako 1 a nech ¢y, ca, ..., ¢, st kladné celé
¢isla. Pre kazda permutaciu a = (aq,as, ... ,a,) ¢isel 1, 2, ..., n definujeme
n
S(a) = Z Cia;.
i=1
Dokazte, ze existuju dve rézne permutacie a, b ¢isel 1, 2, ..., n také, Ze rozdiel
S(a) — S(b) je delitelny ¢islom n! =1-2-... - n.

Trojposchodové schodisko so Sirkou dva je vyrobené z 12 jednotkovych kociek.
Uréte, pre ktoré n sa dé kocka s rozmermi n x n x n poskladat iba pomocou
takychto schodisk.

Pre postupnost {ay},>; kladnych celych ¢isel plati, ze a; = 1 a pre n = 2 je

an_1—n akap_1>n,
an =

n_1+mn aka,—1 <n.

Nech S je mnozina takych indexov n, ze a,, = 2010.
a) Dokazte, ze S obsahuje nekoneéne vela prvkov.
b) Néajdite najmensie ¢islo patriace do S.

Trojuholnik ABC' je vpisany do kruznice k. Osi jeho vnatornych uhlov pretinaji
kruznicu k£ druhykrat v bodoch A’, B’ a C’. Dokazte, ze obsah trojuholnika

Dané su $tyri kladné celé ¢isla. Druh& mocnina stuétu fubovolnych dvoch z nich
je delitelné stcinom zvys$nych dvoch. Dokézte, Ze aspon tri ¢isla spomedzi nich
musia byt rovnaké.

Dané je prvocislo p > 5. Nech a, b, ¢ st také celé cisla, ze rozdiel ziadnych
dvoch z nich nie je nasobkom p. Dalej 4, j, k st nezaporné celé &isla, pricom
p—1]|i+ j+ k. Navyse plati, ze pre [ubovolné celé ¢islo z je vyraz

(z = a)(z = b)(z — o)[(z — a)'(z = b (z — ¢)* — 1]

delitelny prvocislom p. Dokézte, ze kazdé z ¢isel i, j a k je delitelné ¢islom p—1.

Majme lubovolny trojuholnik ABC. Kruznica donho vpisand sa dotyka
strany AB v bode Z a strany AC v bode Y. Use¢ky BY a CZ sa pretinajt
v bode G. Oznacime R a S také body v rovine, ze Stvoruholniky BCY R
a BCSZ st rovnobezniky. Dokazte, ze velkosti tiseciek GR a GS st rovnaké.

Univerzitu navstevuje 2" 1! studentov, pricom n > 2 a ziadni dvaja $tudenti nie
st rovnako stari. Na univerzite funguje 2" koreSpondenc¢nych seminarov. Kazdy
seminar ma za veducich niekolko Studentov. Ziadne dva semindre nevznikli
v tom istom case, vznikali postupne. Kazdy Student moze robit vediceho
vo viacerych seminaroch, ale len ak sa tym neporusuje nasledujiice pravidlo:
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Nemoze existovat medzi nim organizovanymi semindrmi dvojica AKS a BKS
a dvojica od neho mladsich Sstudentov a a b takych, Ze a je mladsi od b, a robi
vedtuceho v AKS, b robi vediceho v BKS a zaroven BKS je novsi ako AKS.
Dokéazte, ze aspon jeden korespondenc¢ny seminar nema viac ako 4n veducich.

Nech a, b, ¢, d st (v tomto poradi) dlzky stran AB, BC, CD, DA dotyénicového
stvoruholnika ABC D. Dokéazte, ze plati

2 2
a c a+c
> * .

a+b+c+d: 2

Najdite vsetky prvocisla p, pre ktoré je ¢islo p? delitelom &isla
1°P 2% 4 3% 4. 4 (p— 1)°P.

Konvexny stvoruholnik ABC'D je vpisany do kruznice. Priamky AB a CD sa
pretinaju v bode P, priamky AD a BC sa pretinaji v bode ). Dokazte, ze

|PQI* = |PA| - |PB| +|QB| - QC].

Na 8achovnici n x n je obvod (a ni¢ iné) obtiahnuty ¢ervenou. Dvaja hradi,
Aladér a Boris, hraju takuto hru: Hraé¢ si v kazdom fahu zvoli policko Sachov-
nice a obtiahne ¢ervenou jednu jeho stranu (ktora este nebola ¢ervend). Tym
vznikne medzi dvoma susednymi polickami nepriechodna hranica. Hra kon¢i,
ked je Sachovnica ¢ervenymi hranicami rozdelend na dve casti. Hraé¢, ktory
Sachovnicu takto rozdelil, prehrava. Zacina Aladar. Urcte, ktory hrac¢ dokaze
pre dané n vzdy vyhrat a popiste jeho vifaznu stratégiu.

Na stole lezi v jednom dlhom rade vedla seba 2009 kariet. Kazda karta je
z jednej strany zlata, z druhej cierna. Na zaciatku su vsetky karty otocené
zlatou farbou nahor. Dvaja hraci (stojaci na tej istej strane stola) hraju hru,
pricom sa striedaja v tahoch. V kazdom tahu hrac¢ zvoli blok tesne za sebou
iducich 50 kariet, z ktorych karta leZiaca najviac vlavo je otoc¢end zlatou farbou
nahor, a vetkych 50 kariet oto¢i (teda karty, ktoré boli zhora zlaté, budu ¢ierne,
a naopak). Hra¢, ktory uz nemoze urobit ziadny tah, prehra.

a) Musi hra po koneénom poécte tahov vzdy skoncit?

b) Existuje vitazna stratégia pre zacinajiceho hraca?

Dany je lichobeznik ABCD s rovnobeznymi stranami AB, CD, pricom

|AB| > |CD|. Body K, L lezia postupne vnutri tseciek AB, C'D tak, ze

|AK|/|KB| = |DL|/|LC|. Body P, @ lezia vnutri usecky KL, pricom
|{APB| = |£BCD| a | £CQD| = |£ABC|.

Dokazte, ze body P, @, B, C' lezia na jednej kruznici.

Nech a, b, ¢, d st kladné realne cisla také, ze

a

abed =1 a a+b—|—c+d>b

+b+c+d
c d a
Dokazte, ze
b ¢ d a
a+btctd< -+ +—+-.
a b ¢ d



10. Cesko-polsko-slovenské stretnutie

V ramci zéverecnej pripravy pred IMO sa uskutocnilo po desiaty krat pripravné
stretnutie medzi druzstvami Ceskej republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé krajiny
reprezentovali Sestice Studentov, ktori si vybojovali vo svojich krajindch tcéast na
51. IMO v Kazachstane, pripadne nahradnici.

Sutaz sa uskutoé¢nila 20. - 23. juna v Bilovci v CR. Prebiehala podobne ako celogtatne
kola nasej MO, teda stutaziacim boli poc¢as dvoch dni predloZené dve trojice sutaznych
uloh, pri¢om za kazd spravnu tilohu mohli ziskat najviac 7 bodov, t. j. celkove 42 bodov.
Na kazdu trojicu tloh mali stifaziaci vymedzené 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. Rovnako je to
aj na IMO.

Prehlad vysledkov:

Por. Meno Stét 1/2[3[4]5]6]>
1. | Damian Orlef Polsko TI7|7|7|17/0(35
Martin Vodicka Slovensko |[7|7|7[7|7(0|35
3. | Piotr Suwara Polsko TI6(7(7/10/2(29
4. | Szymon Kanonowicz | Polsko 6|7(7|7(0/0|27
5. | Jakub Konecny Slovensko |[7|1|7[7|0(0]|22
6. | Martin Bachraty Slovensko |[7[0|7|7]|0|0]21
Filip Borowiec Polsko 71717[0]0|0|21
Jachym Sykora Ceskd rep. [7]7]0|0[0]7]|21
Michat Zajac Polsko 7T17(017/0(0]21
10. | Ladislav Baco Slovensko [7|5[71[0[0|20
Miroslav Olsak Ceskd rep. [6]0|7|7(0]0]20
12. | Michal Hagara Slovensko [7]0|7(0]|0|0]|14
13. | Marian Hornadk Slovensko [6[{0(0[7|0(0]|13
14. | Michal Miskiewicz Polsko 710/0{0|0(5]12
15. | Radek Marcina Ceskd rep. [7]0]0[1]0[|0]| 8
16. | Petr Rysavy Ceska rep. |7]0/0[{0[0|0]| 7
Jakub Solovsky Ceskd rep. [7]0]|0|0]0|0]| 7
18. | Petr Boros Ceskd rep. [0[0]0[0[|0|0] 0
Stat 1{2[3[4|5[6])>
Ceskdrep. 34| 7|7 ]8|0]7]63
Polsko 41342828 7 | 7 |145
Slovensko |41 |13(35[29| 7| 0 |125

Vedtcimi vyprav, ktori zaroven zabezpecili opravu tloh, boli RNDr. Pavel Calabek,
PhD., Mgr. Martin Panak, PhD., doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc. a RNDr. Jaroslav
Svréek, CSc. z Ceskej republiky, dr. Jerzy Bednarczuk, Andrzej Grzesik a Michal
Pilipczuk z Polska, a RNDr. Jan Mazdk a Mgr. Peter Novotny, PhD. zo Slovenska.
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Aj tento rok ziskalo v sué¢te najviac bodov Polsko, i ked mu slovenské druzstvo
(na rozdiel od predoslych styroch ro¢nikov stutaze) bolo celkom rovnocennym siperom.
Nebyt slabsieho vysledku nasich na druhej tlohe, mohli sme dokonca ziskat viac bodov
ako Polsko. Samozrejme, vyrazny podiel na nasom bodovom sucte nesie individudlny
vykon Martina Vodicku a tiez vyborny vysledok Slovenska na tretej tilohe. Ceské
druzstvo doplatilo na netcast dvoch ¢lenov druzstva IMO, ktorych zasttpili na sttazi
v Bilovci nahradnici. Pripominame, Ze ¢esko-polsko-slovenské stretnutie slizi hlavne
ako priprava pred IMO, studenti tu neziskavaji medaily ani ceny.

V budtcom roku sa spolo¢né pripravné stretnutie uskutoéni v Polsku.

Zadania aloh &esko-polsko-slovenského stretnutia

Uloha 1.
Uréte vsetky trojice (a, b, ¢) kladnych redlnych éisel, ktoré st rieSenim sistavy rovnic

avb—c=a,
by/c —a =b,

cva—b=c.
(Michal Takécs)

Uloha 2.
Uvazujme Iubovolnych 60 bodov v kruhu s polomerom 1. Dokézte, Ze na obvode kruhu

.....

(Jaromir Simsa)

Uloha 3.

Nech p je prvoéislo. Dokaite, Ze mozno zvolif p? poli¢ok na Sachovnici s rozmermi p? x
x p? tak, Ze stredy ziadnych Styroch zvolenych poli¢ok nie st vrcholmi obdlZnika so
stranami rovnobeznymi s okrajmi Sachovnice. (Bartiomiej Bzdega)

Uloha 4.

Najdite najvicsie celé cislo k, pre ktoré je pravdivé nasledujice tvrdenie: Danych je
Tubovolnych 2010 nedegenerovanych trojuholnikov. V kazdom trojuholniku st jeho
strany ofarbené tak, ze jedna je modra, jedna je Cervenad a jedna biela. Pre kazdu
farbu osobitne usporiadame dizky stran. Dostaneme

< by < ... < baoro pre dlzky modrych stran,
r1 Sry < ... < rogr0 pre dlzky ¢ervenych stran,
< wy < ... S weg1p  pre dizky bielych stran.

Potom existuje aspon k indexov j takych, Ze mozeme utvorit nedegenerovany trojuhol-
nik so stranami dlZok b;, 7, w;. (Michal Rolinek)



10. CESKO-POLSKO-SLOVENSKE STRETNUTIE, RIESENIA 81

Uloha 5.
Pre kladné realne ¢isla x, y, z plati x + y + z = 6. N4jdite najmensiu mozni hodnotu

vyrazu
x Y z

2 .2, .2
Ayt +y2+z+1+22+m+1+a}2+y+1'

(Jan Mazak)

Uloha 6.
Nech ABCD je konvexny stvoruholnik, pricom

|AB| +|CD|=Vv2-|AC| a |BC|+|DA|=+V2-|BD|.

Dokézte, ze ABC'D rovnobeznik. (Jaromir Simsa)

Riesenia Gloh &esko-polsko-slovenského stretnutia

Uloha 1.
Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze a = max{a, b, c}. Z prvej rovnice sistavy
dostaneme

c(Vb—1) < a(Vb—1) =¢, Gize  b<4.
( ) = af

Podobne méme z druhej rovnice ststavy
b(vVe—1)=a=b, teda c > 4.
Pouzitim tychto nerovnosti spolu s tretou rovnicou dostaneme
4<cSce(vVe—1)Zc¢(Va—1)=b< 4,

odkial vyplyva a =b=c = 4.
Odpoved. Jedinym rieSenim sustavy je trojica (a,b,c) = (4,4,4).

Uloha 2.
Do kruznice ohranic¢ujtcej kruh vpiSme rovnostranny trojuholnik PQR. Ak dokazeme,
ze Tubovolny bod X nachadzajici sa v kruhu spliia

|PX[+ QX[+ [RX] = 4, (1)

tak s¢itanim nerovnosti (1) pre X = X, 1 < k < 60, dostaneme

60 60 60
S IPXe| + > 1QXk| + Y |RXi| £ 4-60 = 240.
k=1 k=1 k=1

Z toho vyplyva, Ze asponi jedna suma na lavej strane je mensia alebo rovné 240 : 3 = 80,
teda aspon jeden z bodov P, @), R mé pozadovani vlastnost.
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Vzhladom na symetriu stac¢i (1) dokdzat pre pripad, ked X lezi vo vyseku PSQ, kde
S je stred kruhu. Ukazeme, ze v takom pripade plati

[PX[+]|QX] =2, (2)

¢o spolu s trividlnou nerovnostou |[RX| < 2 déva (1).

Ozna¢me S’ stred kratsieho oblika PQ (obr.22). Stvoruholnik PS’QS je zrejme
kosostvorec, teda nerovnost (2) staci dokazat pre body X v odseku PS’Q (ohrani¢enom
tseckou PQ a oblikom PS’'Q).

Ak a = [AXPQ)|, 5 =|£XQP]|, tak a + B < 60° a zo sinusovej vety v trojuholniku
PQX mame

. . . a-i—ﬂ B
|PQ|(sina +sin ) V3 - 2sin “EL cos 2£ _

PX| + Qx| = =0 _
[PX]+]|QX] s1n(a +B) 2sin 232 cos 42
V3 - cos 28 \/_ 1 a+f
= < =2, lebo < 30°
cos O”LB s 2

2

Tym sme dokazali (2).°

R

Obr. 22 Obr. 23

Poznamka. V druhej Casti rieSenia mozno postupovat aj takto: Pre Tubovolny bod X
v uvedenom odseku uvazujme taky bod )’ na polpriamke PX mimo tsecky PX, Ze
|IXQ'| = |XQ|. KedZe uhol QX Q' ma nanajvys 60°, mame |[£XQQ'| = [AXQ'Q| =
= 60°, takze Q' lezi v kruhu, ktory je obrazom zadaného kruhu v osovej stimernosti
podla PQ (obr.23). Preto

|PX|+1XQ| = |PX|+|XQ| = |PQ'| = 2.

9 Pre tplnost treba dodaft, Ze ak X leZi na tisecke PQ, t.j. trojuholnik PQX neexistuje a formélne
nemédzeme pouzit sinusovi vetu, tak |PX| 4 |QX| =3 < 2.
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Dalsou moznostou je pouzif fakt, ze vysek PSQ lezi v oblasti ohranicenej elipsou
s ohniskami P a @, ktora je mnozinou vietkych bodov X spliiajicich |PX| 4 | XQ| £
S |PS|+ QS = |PS| +1QS| = 2.

Uloha 3.
Oznac¢me p? riadkov Sachovnice dvojicami (a,b), pricom a,b € {0,1,... ,p — 1}. Kazdy
riadok tak bude oznaceny inou dvojicou'®. Podobne ozna¢me takymito dvojicami aj
vietkych p? stipcov.
Policko leziace v riadku (a,b) a v stlpci (c,d) budeme nazyvat pekné prave vtedy,
ked
ac=b+d (mod p). (1)

Ku kazdej dvojici (a,b) existuje zrejme prave p dvojic (c, d) splhajtcich (1).}! Takze
v kazdom riadku je p peknych policok a na celej $achovnici je ich p3.

Staci dokazat, ze ziadne Styri pekné policka nemaji vlastnost opisant v zadani.
Predpokladajme sporom, Ze Styri policka leziace na prieniku riadkov (ay,b;) # (a2, b2)
so stlpcami (cy,d1) # (co,ds) st vietky pekné. Potom

a;c; =b;+d; (mod p) pre Iubovolné i, 5 € {1,2}. (2)

Od¢éitanim dvoch kongruencii (2) s danym ¢ (v jednej polozime j = 2, v druhej j = 1)
ziskame
ai(cz —c1) =dy —di (mod p)  prei€ {1,2}, (3)

a po od¢itani dvoch kongruencii (3) dostaneme
(az —a1)(ca —¢1) =0 (mod p).

Preto a; = as alebo ¢; = ¢o. Vzhladom na symetriu mézeme predpokladat, ze ¢; = co.
Potom z (3) vyplyva d; = da, a teda (c1,d1) = (cq,ds), €o je spor.

Uloha 4.
Dokézeme, Ze hladana najvicsia hodnota je k = 1.

Najskor ukazeme, ze bog10, 72010, W2010 SU vZdy stranami trojuholnika. Bez ujmy
na vseobecnosti nech wsg1g = 72010 = b2o10. Stacdl dokézat, Ze bagig + 72010 > W2010-
Podla zadania existuje trojuholnik so stranami dlZzok w, b, r, ktoré maji postupne
bielu, modru a c¢ervenu farbu, pricom wsg19 = w. Z trojuholnikovej nerovnosti mame
b+ r > w a vzhladom na zadané usporiadanie plati bagig = b a ro910 = r. Odtial uz
priamo dostavame

bao10 + 72010 = b+ 7 > w = wao1o0-

Ostéava zostrojit postupnost takych trojuholnikov, Ze w;, b;, r; nie st pre j < 2010
dlzkami stran trojuholnika. Pre j = 1,2,...,2010 nech trojuholnik Aj ma

10 Napriklad méZeme oznacit prvych p riadkov dvojicami tvaru (0,0), (0,1), ..., (0,p — 1), dalsich
p riadkov (1,0), (1,1), ..., (1,p — 1), atd., az poslednych p riadkov dvojicami (p — 1,0), (p — 1,1),
..., (p—1,p—1). V skutocnosti ale v nasom rieseni vobec nezalezi na tom, v akom poradi riadky
oznacime.

11 Ku kazdému c existuje prave jedno d splhajice (1) a ¢ mbzeme zvolif p sposobmi.
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e modri stranu s dizkou 27,
e Cervent stranu s dlzkou j pre j < 2009 a s dizkou 4020 pre j = 2010,
e bielu stranu s dizkou j +1 pre j < 2008, s dlzkou 4020 pre j = 2009 a s dizkou 1 pre
j = 2010.
Kedze
G+ +j>25 >@U+1)—4=1 pre j < 2008,
25+ 7 >4020 > 25— j = pre j = 2009,
4020+1>25 >4020—1 =4019 pre j = 2010,
strany kazdého trojuholnika A; spliiajii trojuholnikové nerovnosti. Navyse wj=7,1; =
=jab; =2jprel = j =< 2009. Odtial

wj + 1 =j+j=2j=bj,

Cize wj, b; a r; nie s stranami trojuholnika pre ziadne 1 < j < 2009.

Uloha 5.
Z nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom trojice kladnych cisel
22/14, 2 /(y*> + 2 + 1) a 2(y* + z + 1) /49 méme

1 x 2 s/xzd 3
lp, = 2 1) 2372 =24
2 Y W tEr D23 m =g

Cyklickou zamenou z — y — z — x odvodime dve podobné nerovnosti. Séitanim
vSetkych troch nerovnosti ziskame po tprave

1
- 08

x z 6 19
Y +—2—(z+y+2).

L
y2+z+1+22—|—x+1+x2+y+1 49 9

(22 + 9%+ 22) +

Z Cauchyho nerovnosti (alebo z jednoduchej tipravy na stacet troch Stvorcov) vyplyva

1
x2+y2—|—2235(a:+y+z)2212.
Spolu dostavame
2,2 2 x Y Z 87 2, 2, 2 6
= — L-—2
TSt e Y i T @il gty +2)+L- g2
87 19 6 87 19 6 90
> " (22?422 4 o C >l 12— e =
= gg@ Ty T gyt m g 2 g 12 g 6 = 7

Zdver. Najmens$ia mozna hodnota daného vyrazu je 90/7. Nadobuda sa pre z = y =
=z=2.

Uloha 6.
Zadané tvrdenie trividlne vyplyva z nasledujiceho poznatku:
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Lema. Pre lubovolny Stvoruholnik ABC D plati
(IAB| +|CD|)* + (|BC| +|DA|)* = 2|AC|* + 2|BD?,

pri¢om rovnost plati prave vtedy, ked ABCD je rovnobeznik.

E - =
Dokaz. Oznacme a = B, b = B?, c = C@, d = DA. Ak umocnime na druhu
trojuholnikové nerovnosti

—

dl + el zla—ecl,  [b[+|d] 2 |b—d] (1)
sC¢itame ich, a prepiSeme vyrazy s pouzitim skaldrneho stcinu, dostaneme

(|AB| +|CD|)* + (|BC| + |DA|)? 2 |d — & + |b— d]* =
— @ + b2 +|d> + |d]* —2d-c—2b-d=
—|@a+b2+|e+d?—2@+d) - (b+0) =
— 9|AC|? — 2DB - BD = 2|AC|? + 2|BD|?.

Tym je nerovnost dokdzana. Ak v nej plati rovnost, musia rovnosti nastat aj v (1),
¢o je mozné jedine v pripade, ze @ || ¢ a b I d. Teda obe dvojice protilahlych stran
stvoruholnika ABC' D st rovnobezné, ¢o je mozné jedine pre rovnobeznik.

Naopak, ak ABCD je rovnobeznik, tak |[AB| = |CD|, |BC| = |DA| a dokazovana
nerovnost za zmeni na zndmu rovnobeznikovi rovnost (jej dokaz mozno urobit jedno-
ducho tak, ze v naSom rieseni nahradime nerovnosti v (2) rovnostami).

Iné riesenie. Odlisnym sposobom dokazeme lemu z prvého riesenia. Strany Stvor-
uholnika ABCD ozna¢me zvycajnym spdsobom. Dalej nech |AC| = e, |BD| = f.
Trojuholniky ABC', ADC' dopliime na rovnobezniky ABKC, ADLC (obr.24).

Obr. 24

Usecka AC je zhodné a rovnobezna s tseckami BK a DL, takie BKLD je rovno-
beznik a podla rovnobeznikovej rovnosti mame

2¢% +2f% = 2|BK|? 4+ 2|BD|? = |BL|* + |DK|?.



86 59. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Odtial uz s vyuzitim trojuholnikovych nerovnosti |BL| < b+d, |DK| < a+c dostavame
2¢2 +2f2 < (b+d)* + (a+ )2

Rovnost nastane prave vtedy, ked nastane v pouzitych trojuholnikovych nerovnostiach,

¢ize vtedy, ked body B, C, L lezia na jednej priamke a zaroven body D, C, K lezia na
jednej priamke, ¢o je zrejme splnené jedine vtedy, ked ABCD je rovnobeznik.

Pozndmka. Podmienkam zadania vyhovuji (navzidjom nepodobné) rovnobezniky
ABCD splhajtce

2 —1

|AB| =1, |BC|=t a cos|{ABC|= (12t<1+V2).



51. Medzinarodnd matematicka olympiada

V dnoch 2.-14.7. 2010 sa v Kazachstane uskutoc¢nila uz 51. Medzinarodna matema-
tickd olympiada (IMO). Zuc¢astnilo sa jej 523 ziakov strednych gkol z 97 krajin. Kazda
krajina mohla vyslat najviac 6 sutaziach. Slovensko reprezentovali

Ladislav Baco, Gymnazium Postova, Kosice, 4. ro¢nik,

Martin Bachraty, Gymnézium Velka okruzna, Zilina, 4. ro¢nik,

Michal Hagara, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava, 4. ro¢nik,

Marian Horndk, Gymnazium Parovska, Nitra, 2. ro¢nik,

Jakub Konecény, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 4. roc¢nik,

Martin Vodicka, Gymnazium Alejova, Kosice, 1. ro¢nik.

Obr. 25

(Zlava vzadu: P. Novotny, J. Mazak, J. Kone¢ny, M. Hagara, M. Bach-
raty, M. Poto¢ny; vpredu: M. Hornak, M. Vodicka, L. Baco.)

Vedicim druzstva SR bol Mgr. Peter Novotny, PhD. (odborny asistent na FMFI
UK Bratislava), zastupcu vediceho a pedagogicky dozor vykonaval Mgr. Jan Mazdk
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(doktorand na FMFI UK Bratislava), v role pozorovatela vystupoval Mgr. Martin
Poto¢ny (zdruzenie TROJSTEN, Bratislava).
Vysledky druzstva SR st uvedené v tabulke.

Meno 1121345 ]| 6| Sacet | Cena
Ladislav Baco 71210171010 16 bronz
Martin Bachraty 713]10]3|01(0 13 CU
Michal Hagara 7100|710 15 bronz
Marian Horndk 711[0[3]0]0 11 CU
Jakub Konec¢ny 710103010 10 Cu
Martin Vodicka 7110|766 27 zlato

Obr. 26
(Gratuldcia Zansejita Tujmebajeva, ministra Skolstva Ka-
zachstanu, Martinovi Vodic¢kovi k zisku zlatej medaily.)

Ziaci riesili po¢as dvoch dni (7. a 8. jula) dve trojice tiloh, za kazdt tilohu bolo mozné
ziskat najviac 7 bodov. Absolutnym vitazom IMO s plnym poc¢tom 42 bodov sa stal
Zipei Nie z Ciny. Na$i ziaci ziskali jednu zlatti medailu, dve bronzové medaily a tri
Cestné uznania, ktoré sa udeluju tym sttaziacim, ktori neziskaji medailu, vyriesia vSak
aspon jednu zo Siestich iloh na plny pocet bodov. Za osobitni zmienku stoji vykon
Martina Vodicku, ktory druhy stfazny den stratil iba dva body (v poradi vytvorenom
len z druhého diia by bolo pred nim len 6 sttaziacich), ¢o mu v kone¢nom sucte stacilo
na zlati medailu. Pre Slovensko je to od roku 1993 v poradi Stvrta zlatd medaila
(predtym ju ziskali: Ondrej Buda¢ v roku 2006, Andrej Zlatos v 1994 a Viliam Bur
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v 1993). Predosli traja drzitelia ju vSak ziskali az vo svojom maturitnom roéniku, zatial
¢o Martin Vodicka je iba prvak (!!!), a ma teda moznost vybojovat si ti¢ast na IMO
eSte trikrat. V pripade, Ze sa mu podari v dalSich rokoch ziskat znova zlaté medaile,
zaradi sa medzi historicky najuspesnejsich ucastnikov IMO. Samozrejme, nemozeme
predbiehat — obh&jit zlatt medailu na IMO je velmi naro¢né a zopakovat to Styrikrat
vyzaduje okrem talentu aj vela tréningu v rieSeni tloh a chladn(i hlavu pri samotnej
sutazi.

IMO je sutaz jednotlivcov, ale byva zvykom séitat body celého druzstva a vznikne
tak neoficidlne poradie krajin, ktoré je uvedené v tabulke (¢isla v zatvorke st uvedené za
krajinami, ktoré mali na IMO mensi pocet tcastnikov). Slovensko v tomto neoficidlnom
poradi skoncilo na 39. mieste, ¢o je oproti vlanajsku zlepsenie o 14 miest. V ramci krajin
EU sme sa zaradili na 11. miesto.

Ulohy na IMO sa vzdy vyberaju tak, aby kazdy stfazny den bola prva tiloha najlahsia
a tretia najtazsia. Tento rok vSak bola pomerne tazké aj tloha ¢. 5 — vyrie§ilo ju len
50 sutaziacich. (Pre porovnanie: tlohu ¢. 3 vyriesilo 22 sttaziacich, tlohu ¢. 6 vyriesilo
25 sutaziacich. ,Stredna“ tlohu €. 2 vyriesilo okolo 170 sutaziacich a ,Jahké* tlohy ¢. 1
resp. 4 vyriesilo 390 resp. 370 stutaziacich.)

V suvislosti s tym mozno konstatovat, ze nasi Studenti si vyborne poradili s ilohou
¢. 1, ked ju vSetci Siesti vyriesili na plny pocet bodov (a zabezpedili si tak na nej zisk
minimélne éestnych uznani). Jednalo sa o jednoducht funkciondlnu rovnicu, na ktorej
sa vSak dali stratit body za drobné nedoslednosti (nasi sa im vyvarovali).

Celkom dobre sme dopadli aj na tulohe ¢. 6 — vicSina krajin mala za tato tlohu
Sestkrat 0 bodov, a tak zisk 6 bodov Martina Vodi¢ku na tejto tlohe mozno povazovat
za uspech. V tlohe bolo treba dokazat isti vlastnost Specialnej postupnosti kladnych
realnych ¢isel, a i ked bola tloha zaradena v oblasti ,,Algebra®, jej vyrieSenie vyzadovalo
kombinatorické uvazovanie.

Podobne sme dopadli v tlohe ¢. 5, kedze aj tu zisk v suéte 7 bodov znamenal
v porovnani s inymi krajinami dobry vysledok. Tato tloha celkom zamiesSala poradim,
kedZe mnohé tradi¢ne silné krajiny v nej prekvapivo ziskali méalo bodov, zatial ¢o iné
krajiny, ktorym sa na inych ,klasickych“ tlohach az tak nedarilo, na nej bodovali.
Dovod bol zrejme ten, ze vysledok tilohy bol pomerne neocakéavany. Ciefom bolo zistit,
¢i sa dé zo Sestice (1,1,1,1,1,1) pomocou dvoch zadanych typov operacii ziskat Sestica
(0,0,0,0,0, 201020102010). Mnohi sutaziaci sa snazili dokazat, Ze to mozné nie je (pretoze
to tak pri prvom ,ohmatévani“ tlohy vyzeralo), a dostali sa do ,pasce“ znamenajicej
0 bodov. V skutoc¢nosti to totiz mozné bolo, pricom v pripade, Ze riesitel uveril, Ze to
mozné je, uz nebolo az také tazké to dokazat (teda zostrojit postupnost operacii, ktoré
na danu Sesticu vedu).

V tlohe ¢. 3 sme sice neziskali ziadne body, ale rovnako dopadla vicsina krajin. Len
8 krajin ziskalo na tejto tulohe viac ako 10 bodov a len 16 krajin viac ako 5 bodov.
Bola to velmi naro¢né tloha z tedrie ¢isel a zhodou okolnosti kazdy, kto ju vyriesil na
7 bodov, ziskal zlat(i medailu.



90

59. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Por. Stéat Z S B ) |Por. Stat ZS B >
1. Cina 6 197 | 50. Mongolsko 2 79
2. Rusko 4 2 169 | 51. Slovinsko 2 78
3. USA 3 3 168 Sri Lanka 1 78
4. Juzna Koérea 4 2 156 | 53. Izrael (5) 1 1 76
5. Kazachstan 3 2 148 | 54. Malajzia 1 1 75

Thajsko 15 148 Portugalsko 1 75
7. Japonsko 2 3 141 | 56. Tadzikistan 1 73
8. Turecko 1 3 2 139| 57. Lotyssko 2 T2
9. Nemecko 1 3 2 138]| 58. Juzna Afrika 2 69

10. Srbsko 1 3 2 135 Macedénsko 1 69

11. Taliansko 1 3 2 133| 60. Belgicko 64
Vietnam 1 4 1 133| 61. Arménsko 1 63
13. Kanada 2 1 2 129| 62. Cyprus 1 62
Madarsko 2 2 1 129| 63. Estdénsko 61

15. Australia 1 3 1 128 Kirgizstan 1 1 61

16. Irdn 4 2 127| 65. Kolumbia (4) 3 60
Rumunsko 2 1 2 127| 66. Kambodza 58

18. Peru 1 3 1 124| 67. Maroko 1 55
19. Taiwan 1 3 1 123 Saudska Arabia 2 55
20. Hongkong 1 2 3 121| 69. Bangladés (5) 1 54
21. Bulharsko 12 3 118 Pobrezie Slonoviny (5) 1 54
22. Singapur 4 1 117| 71. Island 53

Ukrajina 1 2 3 117| 72. Finsko 1 52

24. Polsko 2 11 116 Svédsko 52
25. Velka Britania 1 1 2 114| 74. Filipiny (3) 1 45
26. Uzbekistan 4 1 112} 75. Nérsko 41
27. Bielorusko 2 3 110| 76. Ekvador 1 39
28. Azerbajdzan 3 2 109| 77. Trinidad a Tobago (5) 1 37
29. Novy Zéland 2 4 106 | 78. Portoriko (2) 1 34
30. Francizsko 3 1 105| 79. Kostarika (3) 1 32

Indonézia 1 4 105 Panama (2) 2 32

32. Chorvatsko 2 3 103| 81. Luxembursko (3) 31
33. Mexiko 1 4 102 Tunisko (2) 1 31
34. Gruzinsko 2 2 101 | 83. Syria 29
35. Brazilia 2 1 99| 84. Nigéria (5) 1 27
36. India 2 1 98| 85. Kuba (1) 1 26
37. Grécko 2 95 Paraguaj (4) 26
38. Holandsko 5 94| 87. Salvador (3) 25
39. Argentina 1 2 92| 83. Honduras (1) 1 21

Litva 1 3 92| 89. Pakistan (5) 19
Moldavsko 1 3 92| 90. Irsko 18
Slovensko 1 2 92| 91. Venezuela (2) 16
Svajéiarsko 3 92| 92. Guatemala (2) 12

44. Turkmenistan 1 2 91| 93. Albansko (4) 11
45. Daénsko 1 2 90| 94. Bolivia (4) 8
46. Spanielsko 1 2 89| 95. Cierna Hora (4) 7
47. Rakusko 1 1 87| 96. Kuvajt (5) 2
48. Ceska republika 2 84| — Severna Korea diskvalif.

49. Bosna a Hercegovina 2 80
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D4 sa preto povedat, Ze najviac moznych bodov sme stratili na tlohéch ¢. 2 a 4. Obe
to boli tlohy z geometrie. Aj ked v tlohe ¢. 4 sme ziskali az 30 bodov, kedZe sa jednalo
o lTahka tlohu, nebolo aZ také nedosiahnutelné ziskat 42 bodov. Ulohu &. 2, ¢o bola
stredne tazké geometria, nevyrie§il ziadny z naSich Studentov. Ziskali sme vSak na nej
viaceré ciastkové body, ¢o naznacuje, ze viaceri z nasich sa pustili spraévnym smerom,
ale nevedeli riesenie dokoncit. Pre budice roky stojime preto pred vyzvou naucit nasich
reprezentantov lepsie riesit tlohy z geometrie.

Kompletné vysledky a Statistiky z tohtoro¢nej a aj z minulych IMO mozno najst na
internetovej stranke imo-official.org.

Organizatori z Kazachstanu pripravili sifaz naozaj velkolepo. Na otvaracom aj
zaverecnom ceremoniali vystupilo mnozstvo stiborov a skupin a prihovory mali minister
skolstva aj predseda vlady. Veduci krajin najskor tlohy pripravovali v sanatériu Alatau
v byvalom hlavnom meste Kazachstanu Almaty, odkial nds organizatori 6. jula letecky
dopravili do stcasného hlavného mesta Astana. Tam v modernom hoteli Duman nasa
praca pokracovala, zatial ¢o stitaziacich po otvaracom ceremoniali presunuli autobusmi
do narodného parku Borovoje 220 km severne od Astany, kde prebiehala samotné stutaz.
Kym v Astane prebiehala od 9. do 11. jula koordinécia rieSeni, i¢astnici mali moznost
zucastnit sa niekolkych exkurzii a vyletov v okoli Borovoje. Napokon 12. jula sa vSetci
ucastnici aj veduci zacastnili na kultirnom predstaveni v hypodrome a 13. jula po
zavereCnom ceremoniali s odovzdavanim oceneni (vSetci drzitelia zlatych medaili dostali
notebooky) nas ¢akala este slavnostna vecera.

Pri takom velkom podéte ti¢astnikov si organiza¢ne velmi narocné presuny. Kazdy
planovany odchod autobusmi sa vzdy oneskoril najmenej o 30 minit, ¢o je jedna
z vecl, ktord sa dé organizatorom vy¢itat. Azda aj preto boli vSetky planované odchody
posunuté vzdy na zbytocne skory ¢as. Spomeniem jeden priklad: V den odchodu z Ka-
zachstanu nase lietadlo odlietalo z letiska, ktoré bolo od hotela vzdialené asi 20 mintt
autobusom, o 7:10. Autobus najskor vyzdvihol ucastnikov z ich hotela a po 5-mintatovej
jazde prisiel k ndSmu hotelu. KedZe na letisku je vhodné byt 2 hodiny pred odletom (aj
ked realne uplne staci 1 hodina), stacilo by z nasho hotela odchadzat 4:45. Organizatori
vSak naplanovali ziakom odchod 2:30 a vediicim 3:30. Redlne to dopadlo tak, ze namiesto
2:30 ziaci odisli zo svojho hotela 4:00, o 4:10 boli pri nasom hoteli, odkial sme sa dalej
pohli 4:30. TakZe sme na letisku boli pred 5:00. Ziaci vsak sedeli zbyto¢ne hodinu a pol
v stojacom autobuse a veduci 40 minut ¢akali pred hotelom.

Budici roénik IMO sa uskutoéni v Holandsku v Amsterdame (www.imo2011.nl).
V roku 2012 bude IMO v Argentine. Na rok 2013 sa zatial neprihlésila Ziadna krajina.
Na Slovensku sa IMO konalo pred 39 rokmi: v roku 1971 v Ziline, vtedy sa ho zti¢astnilo
115 acéastnikov z 15 krajin. V byvalom Ceskoslovensku bolo IMO naposledy v roku 1984
v Prahe (192 tcastnikov, 34 krajin). I ked v mnohych krajinach sa este IMO nekonalo,
do budicnosti mozno oc¢akavat, ze budeme osloveni s otazkou, kedy by mohlo byt IMO
znova na Slovensku.

Peter Novotny
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IMO pohladom suataZiacich

Skoncilo to tam, kde to celé aj zacalo. Na autobusovej stanici Mlynské nivy v Bra-
tislave. Sest odhodlanych $tudentov ocakavajicich velké dobrodruzstvo zmenili dva
tyzdne najvicsej matematickej stitaze na vycerpanych, ale o to viac skisenych mladikov
naplnenych novymi zazitkami, ktori si priniesli z Kazachstanu na svojich krkoch tri
vzacne, nie nutne roézne, kovy.

Autobus nés zo stanice odviezol na letisko vo Viedni. Tam sme sa stretli s timami
z dalsich krajin (matematici sa daji aj v dave rozoznat velmi jednoducho), napriklad
z Rakuska, z Déanska alebo aj z Kanady. S Kanadanmi sme dokonca zorganizovali
spolo¢nu fotku ich maskota Losa a nasho ndhradného maskota Mamuta. Potom sme
sa uz nalodili do vozidla, ktoré nas odtiahlo az na vychod od dalekého vychodu. Pocas
letu sme mali moznost obdivovat ako zapad slnka, tak aj jeho vychod.

Len ¢o sme pristali v Astane, uz sme museli vypliiovat uradny papier, na ktory
nam otlacili dve peciatky. Nasledne ndm den ¢o den pripominali skontrolovat tento
dokument, pocet peciatok a strasSili nas tym, Ze ak nieco na nom nebude sedietf, tak
nas nepustia z krajiny. VSetci sme ako-tak tento tikon zvladli, a tak sme mohli oficidlne
vstupit na kazasské tizemie. Ako vazenych hosti nas ubytovali vo vcelku luxusnom 18-
poschodovom (ak ste nasli sluzobny vytah tak ich bolo az 19) hoteli. A huré do postele.
Zo spanku nés rusil len ohnostroj poriadany na pocest prezidentovych narodenin a vy-
rocia zalozenia Astany.

Nasledujtce rano nas odviezli do Prezidentského palaca na slavnostné otvorenie celej
stutaze. Privitali nas kazasskou ludovou hudbou a pocas celej ceremdnie ndm predvadzali
hudobné aj tane¢né umenie ich krajiny. Potom este (takmer) kazd4a krajina prezentovala
svoju zastavu prejdenim po pédiu a nasledne mohol zapocat slavnostny obed. Do syta
najedenych nés previezli daleko od hranic hlavného mesta, do ich najvéésieho ndrodného
parku Baldauren. Tam nas ubytovali v komplexe pre detské tabory a my, unaveni
z celodennej cesty, sme Tahli do posteli a tvrdo zaspali.

Réano sme boli o pol siedmej nasilne zobudeni hlu¢nou kazasskou popovou hudbou.
Unaveni a nadavajuci na budicek sme zjedli ranajky. Po potrapeni traviacej stistavy sme
isli potrapit aj ti nervovi. Do miestnosti, v ktorych sme podcitali, nam toho dovolili
zobrat menej ako do lietadla. Jedna z veci, ktort sme si nemohli zobrat, bolo kruzidlo.
Tie nam poskytli organizatori, niektoré vsak neboli iplne najpouzitelnejsie. Namiesto
hrotu a tuhy mali dva hroty. Nastastie k nim bola pribalend aj ndhradné tuha, takze
ti viac prakticky ako matematicky zru¢ni pomohli spolusttaziacim ponasadzovat tuhy.
Potom uZ ni¢ nebranilo zac¢iatku stutaze. Od signélu, ktory zapocal za¢iatok ratania, sme
sa trapili s troma tlohami prvého stitazného dia. Dalsie tri ilohy nés ¢akali nasledujici
den. Tym sme vSetci splnili povinnosti stitaziacich a mohli sme si za¢at naplno uzivat
vSetko, ¢o si pre nas Kazachstan pripravil.

V nasledujtcich diioch to bolo ako déja vu tyzden. Kazdy, ¢i uz slne¢ny alebo zamra-
¢eny den, pre nas organizatori prichystali milé prekvapenie, a vzdy nim bol koncert.
Prevazne nam hrali na ludovych nastrojoch (obzvlast sme si oblubili dvojstrunovi
gitaru, tzv. dombru) , ale zazili sme aj nefalSovaného kazasského rapera. No, aby sme
im iba nekrivdili, tak nam ukazali aj okolita prirodu, predsa len sme byvali v ndrodnom
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parku. Vo volnom ¢ase ndm bolo umoznené venovat sa réznym Sportovym aktivitdm.
Ba dokonca jeden z nés bol stcastou vitazného timu basketbalového turnaja.

Po niekolkych diioch stréavenych v Baldaurene sme sa autobusmi prepravili spit
do Astany. Tam sme este den obdivovali jej krasy a nasledne nas cakalo slavnostné
vyhodnotenie stutaze. Déja vu sa znovu vratilo, ale ceremdnia niektorym z nés dala viac
nez umelecky zazitok. Lesk bronzu rodéka z Cadce a sktiseného Kogi¢ana sa nemohli
pasovat s osliujicou ziarou zlata Mata Vodic¢ku — zlatého chlapca z Kosic. Jeho sen sa
stal skuto¢nostou, ¢o mu vsetci prajeme, ale aj zavidime.

Nakolko sa uz stalo vSetko, ¢o sa stat malo, zostévala uz len jedind vec, ktora sa stat
eSte mohla. Nevravime o ni¢om inom ako o ceste smerom na zépad, odkial vanula voria
domoviny. Vsetci sme trochu tipli, ¢i naozaj mame dve peciatky a pustia nas domov.
Ukézalo sa, ze naSe obavy boli zbyto¢né, a tak sme sa mohli uvelebit v pohodlnych
sedadlach business class. Cesta 1nou bola najpohodlnejsim zazitkom celej akcie. Potom
uz len autobus z Viedne a sme tam, kde sme boli.

Martin Bachraty, Michal Hagara

Zadania aloh IMO

Uloha 1.
Uréte vSetky funkcie f:R — R také, Ze rovnost

.....

ako z.) (Francuzsko)

Uloha 2.

Oznacme [ stred vpisanej kruznice a I' opisanti kruznicu trojuholnika ABC'. Priamka Al
pretina kruznicu I' v bode D (D # A). Nech E je bod na obliku BDC a F bod na
strane BC', pricom

|{BAF| = |{CAE| < }|4BAC|.

Oznac¢me G stred usecky I F. Dokazte, ze priamky DG a ET sa pretinaju na kruznici I'.
(Hongkong)

Uloha 3.
Nech N je mnozina vsetkych kladnych celych ¢isel. Urcte vSetky funkcie g: N — N také,
ze
(g(m) +n) (m + g(n))
je Stvorcom celého ¢isla pre vsetky m,n € N. (USA)

Uloha 4.
Nech P je vnutorny bod trojuholnika ABC'. Priamky AP, BP, C'P pretinaju kruz-
nicu I' opisani trojuholniku ABC' postupne v bodoch K, L, M (réznych od A, B, C).
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Doty¢nica ku kruznici I' v bode C pretina priamku AB v bode S. Predpokladajme, ze
|SC| = |SP|. Dokazte, ze |M K| = |ML)|. (Polsko)

Uloha 5.

V kazdej zo siestich truhlic By, Bs, B3, By, Bs, Bg je na zaciatku jedna minca. Dovolené
su dva typy operacii:

Typ 1: Zvolime neprazdnu truhlicu B; pre nejaké 1 < j < 5. Odoberieme jednu mincu
z B; a pridame dve mince do Bjy;.

Typ 2: Zvolime neprazdnu truhlicu By, pre nejaké 1 < k < 4. Odoberieme jednu mincu
z By a vymenime navzajom obsah truhlic By a Biyo (ktoré mozu byt aj
prazdne).

Zistite, ¢i existuje koneCné postupnost operécii taka, Ze po jej vykonani buda truhlice

B1, By, B3, By, Bs prazdne a truhlica Bg bude obsahovat presne 20102010°"" minei.
(Plati a®* = a(®).) (Holandsko)
Uloha 6.

Nech aq,as,as, ... je postupnost kladnych redlnych ¢isel. Predpokladajme, Ze existuje

kladné celé cislo s také, ze pre vSetky n > s plati
ap = max{ay + an_; 1<k <n—1}.

Dokéazte, ze existuju kladné celé ¢isla [ a N také, ze | < s a pre vSetky n = N plati
ap = a; + ap_j. (Iran)

Riesenia duloh IMO

Uloha 1.
Dosadenim x = 0 do zadanej rovnosti po iprave dostaneme

f0)- (A= 1f(y)]) = 0. (1)

Rozoberieme dva pripady.

Ak f(0) # 0, tak podla (1) mame | f(y)| = 1 pre vSetky y € R. Zadant rovnost tak
mozeme prepisat na tvar

f(lz]y) = f(z)  pre vietky z,y € R

a po dosadeni y = 0 ziskame f(z) = f(0) pre vSetky x € R. Funkcia f je teda konstantna
a vzhladom na | f(y)| = 1 musi byt tato konstanta z intervalu (1,2). Lahko overime,
ze vSetky funkcie f(x) = ¢ pre 1 £ ¢ < 2 vyhovuju.

Predpokladajme dalej, ze f(0) = 0. Dosadenim =z = a, y = a, pricom 0 < a < 1,
dostaneme

0=£(0) = f(la]a) = f(a)Lf(a)].
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Ak f(a) # 0, tak | f(a)] = 0, a po dosadeni = = 1, y = a do zadanej rovnosti mame
f(a) = f(1)| f(a)] =0, ¢o je spor. Takze f(a) =0 pre vsetky 0 < a < 1.

Nech z je lubovolné realne ¢islo. Zrejme existuje celé ¢islo m také, ze 0 < z/m < 1.12
Dosadenim x = m, y = z/m do povodnej rovnosti s vyuzitim predoslého poznatku
dostaneme

f(z) = f<m- %) :f<LmJ . %) = f(m) - Lf (i” =0 pre vSetky z € R.

m

Teda f(z) = 0 a lahko sa presvedéime, Ze tato funkcia vyhovuje.

Zaver. Vyhovuju iba konstantné funkcie f(z) = ¢, pricom ¢ = 0 alebo ¢ € (1, 2).

Uloha 2.
Priese¢nik priamky AF a kruznice I' (rézny od A) ozna¢me K, priese¢nik priamok Al
a BC ozna¢me L. Podla zadania |[{BAK| = |{CAEFE]|, teda tetivy BK, CE kruznice I'
maji rovnakd dlzku a BC || KE.

Nech T je priesecnik priamok DG a AF'. Podla Menelaovej vety pre trojuholnik AF'T

a priamku DG mame
|AT| |FG| |ID| _

=1
ITF| |GI| |DA] ’
z ¢oho vzhladom na |F'G| = |GI| po uprave dostavame
|AT|  |DA| 1)
ITF| — |ID|’

Kedze C1 je osou uhla trojuholnika ALC, deli jeho stranu AL v pomere |Al|: |IL| =
= |CA| : |LC|. Trojuholniky ADC a CDL st podobné, lebo pri vrchole D maju
spolo¢ny uhol a z obvodovych uhlov [£{DCL| = |[£DAB| = La = |£DAC|. Takze
|CA|:|LC| = |DA]| : |DC|. Je zndme, 7e |DC| = |ID|.}3 S vyuzitim (1) méame

|AI| |CA| |DA| |DA| |AT|
\IL|  |LC| |DC| |ID| |TF|

teda T'I || FL. Odtial spolu s poznatkom z tivodu dostavame T'I || KE (obr. 27).

Priese¢nik priamky E1 s kruznicou I' (rozny od E) ozna¢me X a priese¢nik priamok
DX a AF ozna¢me T'. Kedze AD je osou uhla BAC a uhly BAF, CAE maju podla
zadania rovnaku velkost, tak aj |{ K AD| = |{DAE]|. Z rovnosti obvodovych uhlov nad
tetivou DE mame |{DAFE| = |{DXE|. Takze

|LT'AlI| = |{KAD| = |{DAE| = |{DXE| = |£T'XI|

12 Stac¢i m zvolit s rovnakym znamienkom ako z a v absolitnej hodnote viiésie ako z.

13 Tlahko mozno odvodit, Ze trojuholnik CID m4 pri vrchole C aj pri vrchole I vnitorny uhol velkosti
%a + %’y, Cize je rovnoramenny.
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A X A
T I T
G
BVF \/L MC’ BVF \/L \VC
K //// \/ E K //// \/ E
D D
Obr. 27 Obr. 28

a body T’, I, A, X lezia na jednej kruznici. Z obvodovych uhlov nad tetivami IA a FA
potom
|LAT'I| = |LAXI| = |{AXE| = |[{AKE],

odkial 7"I || KE (obr. 28).

Rovnobezka s priamkou K E prechadzajica bodom I v§ak méze pretinat priamku AF
iba v jednom bode. Preto T' = T’, priamka DG je totoznad s DT’ a bod X lezi na
priamkach DG, ET aj na kruznici I', ¢im je tloha vyrieSena.

Uloha 3.

Vsetky funkcie tvaru g(n) = n + ¢, pricom ¢ je nezaporné celé ¢islo, vyhovuju, kedze
vtedy (g(m) + n)(m + g(n)) = (m + n + ¢)?. Dokazeme, Ze ziadne iné nevyhovuji.
Pouzijeme pri tom nasledujtce tvrdenie:

Lema. Ak p je prvocislo, k, [ st prirodzené ¢isla a p | g(k) — g(1), tak p | k — L.

Dékaz. Najskor predpokladajme, Ze p? | g(k) — g(1). Potom g(I) = g(k) + p?a pre nejaké
celé ¢islo a. Zoberme dostato¢ne velké prirodzené ¢islo d (také, ze pd > max{g(k), g(1)}),
ktoré nie je nasobkom p, a polozme n = pd — g(k). Cisla

n+gk)=pd a  n+g(l)=pd+(9(l) = g(k)) = p(d+ pa)
sti obe nasobkom p, ale nie st delitelné p?. Podla zadania st (g(k) + n)(g(n) + k) aj

(g(l) + n)(g(n) + 1) stvorce, a kedZe st to nasobky p, musia byt delitelné ¢islom p2.
Z toho vyplyva, ze oba ¢initele g(n) + k, g(n) + [ musia byt nasobkami p, ¢ize

pl(gn)+k)—(9(n)+1)=k—1L

Ostéava pripad, Ze p | g(k) — g(I) a stcasne p? { g(k) — g(I). Zoberme rovnaké d
a polozme n = p3d — g(k). Potom je g(k) + n = p>d delitelné ¢islom p3 (nie vsak p*)
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a g(l) +n = p3d+ (g(1) — g(k)) je delitelné ¢islom p (nie vSak p?). Analogicky preto
dostavame, ze ¢isla g(n) + k, g(n) + [ musia byt ndsobkamip ap |k — .

Vratme sa k zadanej tlohe. Predpokladajme, Ze g(k) = g¢(I) pre nejaké k,l € N.
Podla lemy je potom k — [ delitelné kazdym prvocislom, ¢o je mozné jedine v pripade
k = l. Funkcia g je teda prosta.

Pozrime sa teraz na ¢isla g(k) a g(k + 1). KedZze ¢islo (k+ 1) — k = 1 nie je delitelné
ziadnym prvocislom, podla lemy ich nemoze mat ani éislo g(k + 1) — g(k), ¢ize

lg(k+1) —g(k)| = 1.

Oznacme ¢(2) — g(1) = ¢ € {—1,1}. DokdZeme matematickou indukciou, ze g(n) =
=g(1) + (n — 1)q. Pre n = 1,2 to plati trividlne. S vyuzitim indukéného predpokladu
potom pre n > 1 mame

9(1) +ngq
gn+1)=g(n)+qg=g(1)+ (n—1)g+ g = < alebo
9(1) + (n = 2)q.

Kedze g(n+1) # g(n—1) = g(1) + (n — 2)q, jedinou moznostou je g(n+1) = g(1) +ng
a indukcia je hotova.

Mame teda g(n) = g(1) + (n — 1)q. Uréite vSak ¢ # 1, lebo inak by sme pre n =
= g(1)+1 dostali g(n) < 0, ¢o nie je mozné. Takze ¢ =1a g(n) =g(l)+n—1=n+c,
pricom c=¢g(1)—120

Uloha 4.

Bez ujmy na vSeobecnosti nech bod S lezi na polpriamke AB. Z mocnosti bodu S ku
kruznici T vyplyva |SB| - |SA| = |SC|? = |SP|?, odkial |SB| : |SP| = |SP| : |SA].
Trojuholniky SBP, SPA su teda podobné (uhol pri vrchole S maji spolo¢ény a dvo-
jice stran zvierajice tento uhol maji dlzky v rovnakom pomere). Z tejto podobnosti
a z vlastnosti obvodovych uhlov nad tetivou BK mame spolu'4

|LSPB| = |{SAP| = |<BAK| = |{BLK],
¢ize zo sthlasnych uhlov LK || PS.

14 Rovnost |{SPB| = |ASAP| mozno zdévodnit aj takto: Kedze |SB| - |SA| = |SP|?, z mocnosti
bodu S ku kruznici opisanej trojuholniku ABP vyplyva, ze SP je doty¢nicou tejto kruznice. Uhly
SPB a SAP su tsekovy a obvodovy uhol prislachajice k tetive BP tejto kruznice, takZze maja
rovnaku velkost.
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Obr. 29

Oznacme O stred kruznice I'. Dotyc¢nice ¢ a C'S kruznice I' vedené krajnymi bodmi
tetivy MC zrejme zvierajt s M C uhly rovnakych velkosti'® (obr.29). Takt istt velkost
mé vSak aj uhol CPS, lebo trojuholnik CPS je podla zadania rovnoramenny. Zo
stthlasnych uhlov tak dostavame PS || t. Spolu mame

LK | PS |t L OM.

Tetiva LK je teda kolmé na polomer O M kruznice I, z ¢oho uz priamo vyplyva |[ML| =
= |MK]|.

Uloha 5.

Odpoved na otazku zo zadania je ,Ano“. Ukazeme, ako postupovaf, aby sme dosiahli
v truhliciach pozadovany pocet minci. Pre jednoduchost budeme kazdt konkrétnu
situéciu, kolko sa prave nachddza minci v jednotlivych truhliciach, oznacovat Sesticou
C¢isel, pricom prvé ¢islo bude oznac¢ovat pocet minci v prvej truhlici, druhé ¢islo pocet
minci v druhej truhlici, atd.

Na zaciatku teda mame Sesticu (1,1,1,1,1,1) (v kazdej truhlici je jedna minca).
Postupnostou dovolenych operacii chceme dosiahnut Sesticu (0,0, 0, 0,0, 201020102010).
Vysvetlime najskor lepsie, Co presne robia s mincami dovolené operacie. Pri prvom
type vyberieme z truhlice jednu mincu, ta ,rozdvojime®“ a dve vzniknuté mince dame
do truhlice napravo. Pri druhom type vyberieme z truhlice jednu mincu, ti ,zahodime*
a vymenime obsah dvoch truhlic nachadzajuicich sa hned napravo od truhlice, z ktorej
sme mincu zahodili.

Postupovat mozeme napriklad nasledovne. Najskor pouzijeme prvy typ na 5. truhlicu
(teda v 5. truhlici ubudne jedna minca a do 6. dve pribudni):

(1,1,1,1,1,1) — (1,1,1,1,0,3).

15 S doplnkami do 90° k uhlom pri zékladni rovnoramenného trojuholnika MCO.
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Teraz pouzijeme druhy typ na 4. truhlicu, teda odoberieme mincu zo 4. truhlice a vy-
menime mince medzi 5. a 6. truhlicou:

(1,1,1,1,0,3) — (1,1,1,0,3,0).

To isté teraz zopakujeme postupne pre 3., 2. a 1. truhlicu (uberieme mincu a vymenime
obsah truhlic napravo). Dostaneme

(1,1,1,0,3,0) — (1,1,0,3,0,0) — (1,0,3,0,0,0) — (0,3,0,0,0,0).

Zatial to mozno vyzera beznadejne. Namiesto Siestich minci, ktoré sme mali dohromady
na zaciatku, uz mame len tri mince. Nevyzerd to tak, Ze by sa malo dat dosiahnut
,obrovské“ ¢islo 20102010°°"  Teraz to viak zacne byt zaujimavé! Vykonédme nasledovné
operacie (nechdvame na citatela, aby skontroloval, Ze st to povolené operacie):

(0,3,0,0,0,0) — (0,2,2,0,0,0) — (0,2,1,2,0,0) — (0,2,0,4,0,0) —
(0,1,4,0,0,0) — (0,1,3,2,0,0) — (0,1,3,1,2,0) — (0,1,3,0,4,0) —
(0,1,2,4,0,0) — (0,1,2,3,2,0) — (0,1,2,2,4,0) — (0,1,2,1,6,0) —
(0,1,2,0,8,0) — (0,1,1,8,0,0) — (0,1,1,7,2,0) — (0,1,1,6,4,0) —
(0,1,1,5,6,0) — (0,1,1,4,8,0) — (0,1,1,3,10,0) — (0,1,1,2,12,0) —
(0,1,1,1,14,0) — (0,1,1,0,16,0) — (0,1,0,16,0,0) — (0,0,16,0,0,0).

od 5. po 23. Zo Sestice (0,1,4,0,0,0) sme dostali Sesticu (0,1,0,16,0,0) a pritom sme
vobec nezasahovali do prvej, druhej ani Siestej truhlice (vobec sa v nich nemenili pocty
minc{). Dostali sme tak vlastne z trojice (4,0,0) trojicu (0,16,0) = (0,2%,0). Takéto
niec¢o mozno urobit vo vSeobecnosti: Ak a je kladné celé ¢islo, tak z trojice (a,0,0) (teda
z troch po sebe iducich truhlic bez zasahovania do ostatnych truhlic) vieme vyrobit
trojicu (0,2%,0), a to nasledovnymi krokmi (postupnost operécii, ked iba vSetky mince
z jednej truhlice pomocou prvého typu operacie ,,zdvojnédsobime* do susednej truhlice
napravo, zapiSeme v jednom kroku, ktory znazornime znakom ,=):

(a,0,0) = (a —1,2,0) = (a —1,0,4) — (a — 2,4,0) = (a — 2,0,8) — (a — 3,8,0) =
(a—3,0,16) — (a —4,16,0) = (a — 4,0,32) = (a — 5,32,0) = ... atd... —
(a—(a—1),210)= (a — (a —1),0,2%) = (a — a,2%,0) = (0,2%,0).

Vratme sa k Sestici (0,0,16,0,0,0), ktortt sme naposledy dostali. Budeme pokracovat
dalej, pri¢om postupnost krokov, ked z nejakej trojice (a, 0,0) vyrobime trojicu (0,2%,0)
(ukézali sme pred chvilou, ze také nieco je naozaj mozné) budeme skratene oznacovat

773“:
(0,0,16,0,0,0) — (0,0,15,2,0,0) = (0,0,15,0,22,0) — (0,0,14,22,0,0) =

2 2
(0,0,14,0,22°,0) — (0,0,13,22°,0,0) = (0,0,13,0,22" ,0) — (0,0,12,22° ,0,0) =
catd ...
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Vo $tvrtej truhlici uz mame obrovské ¢islo, ktoré pre zjednoduSenie dalSieho zapisu
oznatme Pjg. Toto ¢islo (teda ¢islo, ktoré dostaneme tak, ze dvojku umocnime na

druhi, vysledok ddme do exponentu dvojky, vysledok takého umocnenia dame opit do
02010

.....

zo zadania. Naozaj, keby sme
si postupne pisali vysledky takého umocnovania, dostali by sme

2
P=2  P,=22=4  Py=2Y=21=16 P, =2¥ =2 —=65536,

= 2065536 my 19729 cifier. Vela cifier vSak ma aj &islo

.....

a uz nasledujtce cislo Pj

A, musime inak. Formélny dokaz moze vyzerat nasledovne:

A= 201020102010 < 204820102010 _ (211)20102010 _ 21120102010 < 22010.20102010 _

_ 220102011 < 220482011 _ 2(211)2011 _ 2211-2011 _ 2222 121 < 2232 768 o

2
22

5215 5216 52
=2 <2 =2 = Py < Ps.

Vsetky nerovnosti, ktoré sme napisali, st zrejmé (a s velkou rezervou). Ostava uz len
dokon¢it postup zo Sestice (0,0,0, Pig,0,0) na Sesticu (0,0,0,0,0, A). Na to stac¢i vela
krat pouzif operaciu druhého typu na Stvrta truhlicu, pricom stale budeme ,,vymienat“
obsahy prazdnej piatej a Siestej truhlice, takze sa okrem znizovania poc¢tu minci vo
Stvrtej truhlici nebude diat ni¢. Budeme to robit az do momentu, ked dostaneme Sesticu
(0,0,0,A/4,0,0) (zrejme ¢islo A je delitelné Styrmi a A/4 < A < Pyg, takze naozaj
vieme dostat takuto Sesticu). Napokon uz len pouzijeme opakovane operaciu prvého
typu najskor na Stvrta truhlicu a potom na piatu truhlicu, az ziskame

(0,0,0,4/4,0,0) = (0,0,0,0,A4/2,0) = (0,0,0,0,0, A).

Tym je tloha vyrieSena.

Uloha 6.

(Podla Martina Vodicku.) Najskor dokazeme pomocné tvrdenie.

Lema. Kazdy c¢len postupnosti a, je pre n > s rovny suctu a; + a; pre nejaké i, j,
pricom i < s, 1+ j = n.

Dokaz. Podla zadania je a,, sictom a;, + aj, pre nejaké i, ji, pricom i; + j; = n. Bez
ujmy na vSeobecnosti nech i1 < j;. Ak i; < s, mozeme priamo polozit ¢ = iy, j = j;.
Ak i; > s, tak podla zadania a;, = a;, + a;,, pricom iy + jo = i1, Cize iy < i;. Navyse
zrejme aj,4+j, = aj, + aj,. Spolu mame

Up = Q3 + G5, = Qi + Aj, + aj, é @iy + Qjatjs 5
ale kedZe n = 19 + (]2 + jl), plati (7 2 Qiy + Ajotj1s teda nutne a,, = @i, + Ajo+j1 Ak

is < s, polozime i = iy, j = jo + j1. V opac¢nom pripade mozeme cel ivahu zopakovat
a najst iz < iz také, ze a, = a;; + aj,44,+5,, atd. Kedze proces ,zmensovania“ nemoze
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prebiehat donekonecna, najdeme takto index i = i, < s taky, ze ap, = a;, + aj, +...4j, -
Tym je lema dokézana.
Je jasné, ze
ak j>s,01,...,0, s, n=7+4+ 44, tak a,2a;+a;y; +---+a;,, (1)
lebo
a; + Ay < Aj4iy

Ajgiy + iy = iy iy,

INA

Ajtigtotip g T Qip = Qjigtootip, = On-

Zapisme ¢islo a,, (pre n > s) s opakovanym vyuzitim Gvodnej lemy v tvare
Apn = G4y +aj1 = Gy T A, —|—6sz = ... =0 +"'+air+a’jr7 (2)

pricom iy,... i, <5, j > s a aj, uz sa da rozlozit na sicet dvoch ¢lenov postupnosti
s oboma indexmi mensimi alebo rovnymi s. (S rozkladanim na stcet teda skonéime
o prave jeden krok skor, ako dostaneme vSetky indexy mensie alebo rovné s. Priptastame
aj moznost r = 0, vtedy j, = n a znamena to, Ze uz pre prvy rozklad a, = a;, +a;, by
sme mali i1,7; < s.)

Zoberme teraz taky index i € {1,...,s}, pre ktory je hodnota a;/i maximalna (ak
je takych viac, zoberieme lubovolny z nich) a ozna¢me ho [. Ak sa v sucte (2) medzi
hodnotami {41, ... , 4, } nachiddza nejaky index i aspon [-krat, nahradime [ jeho vyskytov
i vyskytmi indexu [. Dostaneme tak mnozinu indexov {7},... 7, }, pricom zrejme 7} +
+---+i, =i+ +i,. Kedze a;/l 2 a;/i, mame i - a; = | - a;. Takze

an = iy + -+ ai, +a;, S ay +-+ay, +aj,.
™
PodTla (1) v8ak plati aj opa¢né nerovnost, nutne teda musi nastat rovnost, ¢ize
(079 :ai’l ++az;, +aj'r7

pricom aspoii jeden spomedzi indexov i}, ..., i, je rovny .

Samozrejme, pre dostatocne velké n sa v suéte (2) nejaky index musi nachadzat
aspon [-krét; stadi zobrat napriklad n > s2(I — 1) + 2s = N.16 Takze pre n > N vieme
a,, zapisat v tvare (po preusporiadani indexov)

an:al+ai/2+---+ai;,—|—ajT. (3)
PodTla (1) (ak n» nahradime hodnotou n — [) v8ak méame
An—i 2 ay + - +ay, +aj,,

odkial spolu s (3) vyplyva a, < a; + a,,—;. Zo zadania plati trividlne a,, = a; + ap_y,
takze musi byt a, = a; + a,_;.

16 Réznych indexov je len s, zaroven j, < 2s, a ak by aj bolo vietkych po | — 1, mali by sme n = i1 +
+oodir+5, S (1424 +8) (1 —1)+ 25 X s%2(1 — 1) + 25 < n, &o je spor.






4. Stredoeurdpska matematicka olympiada

V ditoch 9.-15.9. 2010 sa v obci Streéno nedaleko Ziliny uskuto¢nila 4. Stredo-
eurépska matematickd olympidda (MEMO). Odbornym garantom podujatia, ktoré sa
uskutocnilo pod hlavickou zilinskej pobocky Jednoty slovenskym matematikov a fyzi-
kov, bola Slovenské komisia Matematickej olympiady. Stutaz bola financovand z dotécie
Ministerstva skolstva SR a z poplatkov ztcastnenych krajin. Vyraznou mierou sa na
hladkom priebehu podielali ako partneri Zilinsk4 univerzita, zdruzenie Trojsten a obec
Strecno.

Sufaze sa zucastnilo 59 Ziakov strednych $kél z desiatich krajin. Kazda krajinu re-
prezentovali okrem Sestice (v pripade Svajciarska pitice) stitaziach aj vedici a zastupca
veduceho. Slovenské druzstvo tvorili

Matej Balog, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 3. ro¢nik,

Dominik Csiba, SPMNDaG, Bratislava, 3. ro¢nik,

Pavol Gurican, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava, 3. roc¢nik,

Jan Hozza, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava, 3.rocnik,

Natdlia Karaskovd, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava, 3. ro¢nik,

Jakub Santer, Gymnazium M. Hattalu, Trstena, 3. ro¢nik.

Vedicou bola Mgr. Erika Trojakova, doktorandka FMFI UK Bratislava, zastupcom
vedticej bol doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc. z fakulty PEDAS Zilinskej univerzity.
Uvadzame aj zoznam vsetkych zahrani¢nych tucastnikov.

Ceska republika
veduci: Martin Panak
zastupca: Pavel Calabek
sutaziaci: Michael Bily, Martin Buchacek, Filip Hlasek, Martin Tépfer, Jakub So-
lovsky, Lukas Zavriel

Chorvatsko
vedici: Mea Bombardelli
zastupca: Tonc¢i Kokan
stutaziaci: Domagoj Cevid, Luka Filipovi¢, Boris Juras, Ivica Kic¢i¢, Matija Milisic,
Luka Skori¢
Litva
vedici: Romualdas Kasuba
zastupca: Aivaras Novikas
sttfaziaci: Justinas Cesonis, Ana Daglis, Ugné GudZzinskaité, Benas Kikutis, Edvard
Poliakov, Paulius Virbalas

Madarsko
veduci: Viktor Harangi
zastupca: Joézsef Szoldatics
sttaziaci: Tamas Agoston, Kende Kalina, Néra Frankl, Déniel Lenger, Andras San-
dor, Akos Somogyi
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Nemecko
veduci: Jorg Jahnel
zastupca: Michael Dreher
sutaziaci: Lukas Gehring, Florian GriBler, Erik Schultheis, Christoph Standke, Ale-
xander Thomas, Xianghui Zhong

Polsko
veduci: Andrzej Fryszkowski
zastupca: Andrzej Grzesik
sutaziaci: Tomasz Ciesla, Piotr Derkowski, Lukasz Drwiega, Michal Matusiak, Woj-
ciech Nadara, Roman Stasinski

Rakusko
veduci: Gerd Baron
zastupca: Birgit Vera Schmidt
sutaziaci: Andreas Florian Nessmann, Georg Anegg, Martin Nigele, Maximilian
Domberger, Bernd Prach, Chuandong Tang

Slovinsko
vedtci: Klemen Sivic
zastupca: Nik Stopar
sutaziaci: Nik Jazbinsek, Matjaz Leonardis, Veno Mramor, Ales Omerzel, Klemen
Zajc, Neza Zager Korenjak

Svajéiarsko
veduci: Philipp Wirth
zastupca: Adrien de Gottrau
sutaziaci: Ulrich Brodowsky, Kevin Burri, Elia Fonti, Cyril Frei, Hayley Ross

Samotné priprava 4. rocnika MEMO zacala niekolko mesiacov vopred bezprostredne
po prideleni dotacie. Po potvrdeni tcasti vSetkymi krajinami a registracii ic¢astnikov
zasielali v priebehu jala veduci druzstiev navrhy na stufazné ulohy. VSetky prijaté
ulohy, ktorych bolo spolu 59, lohova komisia pre MEMO 2010 v zlozeni RNDr. Tomas
Jurik, PhD., RNDr. Jan Mazak a Mgr. Peter Novotny, PhD. starostlivo preriesila. Ako
byva zvykom aj na IMO, vybrala spomedzi nich 30 tloh, ktoré zoradila do skrate-
ného zoznamu uloh (tzv. ,Shortlistu“) rozdelenych do oblasti algebra, kombinatorika,
geometria a tedria Cisel a zoradenych v kazdej oblasti podla odhadovanej néro¢nosti.
Spolu s vypracovanymi rieSeniami tloh Shortlistu ich v auguste elektronicky rozoslala
veducim vSetkych zucastnenych krajin. Po medzinarodnej elektronickej diskusii spojene;j
s internetovym dotaznikom o jednotlivych tlohach vznikla pomerne dobra predstava
o tom, ktoré tlohy st na samotnua stutaz najviac vhodné.

Vsetky druzstva pricestovali do Ziliny v priebehu $tvrtka 9.9. Pomocou mikrobusu
sme ich prepravili do Stre¢na do Strediska internatnej pripravy ZSR (SIP Stre¢no),
kde boli vSetci pocas celého podujatia ubytovani. Vo vecernych hodinach prebehlo
neformalne privitanie a otvorenie 4. roénika MEMO. Uéastnikom boli tieZ predstaveni
clenovia pedagogického dozoru, ktori sa na mieste starali o ich komfort a hladky priebeh
programu, usmernovali ich, a zaroven pomaéahali pri organizacii. Boli nimi
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Mgr. Veronika Bachratd, SvF STU Bratislava,
Martin Bachraty, FMFI UK Bratislava,

RNDr. Robert Hajduk, PhD., PF UPJS Kosice,
Be. Jakub Krchnavy, FMFI UK Bratislava,

Bce. Lenka Trojakovd, FMFI UK Bratislava.

V piatok 10.9. sa konalo zasadnutie jury, ktoré viedol Jan Mazak. Na nom veduci
pokracovali v diskusii o llohach, ktora zacala elektronicky uz pred MEMO, a na zaklade
hlasovania napokon schvalili §tvoricu tloh pre sttaz jednotlivcov a osem tloh pre stutaz
druzstiev. Zadania aj rieSenia vSetkych 12 tloh moZno najst v zévere tejto kapitoly.
Popoludni sa pripravovali preklady zadani z anglictiny do deviatich jazykov. Stutaziaci
mali v piatok volny den, pricom doobeda navstivili zriicaninu hradu Streéno.

Sufaz jednotlivcov prebehla priamo v SIP Streéno v sobotu 11.9. predpoludnim.
Studenti mali na vypracovanie §tvorice tiloh 5 hodin ¢asu, poéas prvych 45 minat mohli
klast otazky, na ktoré odpovedala jury. Pocas sutaze jury diskutovala o bodovacich
schémach pre jednotlivé tulohy. Sutaz druzstiev sa konala doobeda v nedelu 12.9.
na pode Zilinskej univerzity. Na vypracovanie rieSeni bolo opif 5 hodin, ale Sestica
studentov z kazdej krajiny pracovala spoloc¢ne v jednej miestnosti a odovzdavala ku
kazdej tlohe len jedno riesenie.

Po oboch stifaziach boli vietky odovzdané riesenia skopirované na Zilinskej univer-
zite. Kazdy veduci druzstva obdrzal originaly rieseni svojich Studentov. Képie dostali
koordinatori, ktori pracovali v zlozeni

Bce. Jakub Beran, FMFI UK Bratislava,

Mgr. Hana Budacova, FMFI UK Bratislava,

Peter Csiba, FMFI UK Bratislava,

Mgr. Stefan Gyiirki, PhD., FCHPT STU Bratislava,
RNDr. Ing. Frantisek Kardos, PhD., PF UPJS Kosice,
Tomas Kocak, FMFI UK Bratislava,

Mgr. Martin Kollar PhD., FMFI UK Bratislava,

doc. RNDr. Stanislav Krajci, PhD., PF UPJS Kosice,
Be. Ondrej Mikulds, FMFI UK Bratislava,

Bc. Michal Takdacs, FMFI UK Bratislava.

Koordinatori boli rozdeleni do Styroch pracovnych skupin podla oblasti (algebra,
kombinatorika, geometria, tedria ¢isel). Kazda skupina mala na starosti tri tlohy
— jednu zo sufaze jednotlivcov, dve zo sufaze druzstiev. Po pozornom prestudovani
Studentskych rieseni'” nasledovala samotné koordinacia, ktora prebiehala podla modelu
pouzivaného nielen na MEMO, ale aj na IMO: Za dvojicou resp. trojicou koordinatorov
prichadzali postupne veduci jednotlivych krajin. Vo vyhradenom ¢ase (30 mintat pre
sttaz jednotlivcov, 15 mintt pre siutaz druzstiev) presli spolocne s nimi cez jednotlivé
rieSenia, najmé cez nejasné pasaze a dohodli sa po diskusii na bodovom ohodnoteni,
ktoré korespondovalo so schvalenou bodovacou schémou. Bodové hodnotenie musel vzdy

podpisat veduci druzstva aj koordinatori.

17 Tie boli pisané vicsinou v jazyku, ktorému koordindtori nerozumeli, ale matematicky text sa d4
studovat casto aj bez znalosti reéi, v ktorom je pisany.
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Celu koordinaciu sa podarilo zvladnut v priebehu nedele 12.9., aj ked treba pozna-
menat, ze to bolo pre veducich aj pre koordindtorov velmi naro¢né. Do budtcnosti treba
zvéazit rozlozenie koordinacie na dva dni.

V pondelok 13.9. doobeda jury schvalila vysledky a rozhodla o prideleni medaili
a Cestnych uznani. Celkom boli v sttazi jednotlivcov udelené 3 zlaté, 11 striebornych,
19 bronzovych medaili a 12 &estnych uznani'®. Slovenski $tudenti ziskali tri bronzové
medaily a dve ¢estné uznania. I ked sme nezopakovali zlat(i medailu z minulého roku,
ziskali sme o jednu medailu viac ako vlani. Treba povedat, Ze ziskat medailu na MEMO
je vzhladom na konkurenciu azda naroé¢nejsie ako na IMO (medaily ziskava na IMO
aj na MEMO priblizne polovica ucastnikov), preto je trojica kovov celkom peknym
vysledkom. Vyhodnotenie druzstva SR v sttazi jednotlivcov je uvedené v prvej tabulke.

Meno I-1 | I-2 | I-3 | I-4 | Sacet | Cena
Matej Balog 1 8 0 7 16 bronz
Dominik Csiba 2 | 0] 0| 8 10 CU
Pavol Guri¢an 0 0 8 0 8 CU
Jan Hozza 1 2 0 8 11 bronz
Natalia Karaskova 0 0 8 8 16 bronz
Jakub Santer 2 0 0 7 9

Prehlad vysledkov v sufazi jednotlivcov je v druhej tabulke, udavajicej pocet cien
a bodov ziskanych jednotlivymi krajinami. Krajiny st tu zoradené podla su¢tu bodov
celého druzstva, podobne ako pri neoficidlnom poradi krajin na IMO (¢islo v zatvorke
pri Svajéiarsku znamend mensi pocet castnikov).

Por. Stat Z S B CU Y |Por. Stat Z S B CU Y
1. Madarsko 2 31 112 Slovinsko 111 1 70
2. Nemecko 3 3 90| 7. Litva 11 2 63
3. Polsko 2 3 83| 8. Rakusko 11 3 59
4. Chorvatsko 4 771 9. Ceska rep. 2 3 58
5. Slovensko 3 2 70| 10. Svajciarsko (5) 1 19

V dalsej tabulke st kompletné vysledky sutaze jednotlivcov a napokon nasleduji vy-
sledky sutaze druzstiev. Pripominame, Ze za kazd tilohu bolo mozné ziskat maximéalne
8 bodov.

Najviac sa darilo Madarsku, ktoré ziskalo dve z troch zlatych individudlnych medaili
a so sluSnym naskokom zvitazilo v timovej sutazi. Tradi¢ne dobre si po¢inali aj Nemecko
a Polsko. Nagi v sufazi druzstiev nevyuzili vihodu doméceho prostredia a na plny pocet
bodov vyriesili iba jednu alohu. Ciastoéne sme doplatili na nesktisenost druzstva s ti-
movymi sttazami — MO u néas prebieha vyhradne ako sitaz jednotlivcov. V budtcnosti
sa pokusime tento nedostatok v priprave odstranit.

18 Cestné uznanie ziskali ti studenti, ktori neziskali medailu, ale vyriesili aspoii jednu tlohu na plny
pocet bodov.
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Meno Stat I-1 -2 1.3 I-4] > | Cena
1. Kende Kalina Madarsko 1 8 8 81| 25 zlato
2. Néra Frankl Madarsko 0 8 &8 8| 24 zlato
3. Nik Jazbinsek Slovinsko 5 1 8 8] 22 zlato
4. Alexander Thomas Nemecko 1 2 &8 8| 19 | striebro
5. Florian Grafller Nemecko 1 1 8 8| 18 | striebro
Daniel Lenger Madarsko 2 7 1 8| 18 | striebro
7. Tamas Agoston Madarsko 1 8 0 8| 17 | striebro
Tomasz Ciesla Polsko 2 0 8 7| 17 | striebro
Matjaz Leonardis Slovinsko 1 5 3 8| 17 | striebro
Michal Matusiak Polsko 1 0 8 8| 17 | striebro
Martin Nagele Rakusko 1 0 8 8| 17 | striebro
Edvard Poliakov Litva 1 8 0 8| 17 | striebro
Andras Sandor Madarsko 1 8 0 8| 17 | striebro
Christoph Standke Nemecko 2 3 8 4| 17 | striebro
15. Matej Balog Slovensko 1 8 0 7116 bronz
Piotr Derkowski Polsko 0 8 0 8] 16 bronz
Ugné Gudzinskaite Litva 0 8 0 8| 16 bronz
Boris Juras Chorvatsko | 0 0 8 8 | 16 bronz
Natalia Karaskova Slovensko 0 0 8 8| 16 bronz
Jakub Solovsky Ceska rep. 0 0 8 8| 16 bronz
Roman Stasinski Polsko 0 8 0 8] 16 bronz
22. Domagoj Cevid Chorvatsko | 0 7 0 8 | 15 bronz
Ivica Kicié Chorvatsko | 8 0 0 7| 15 bronz
Matija Milisié¢ Chorvatsko | 4 5 0 6 | 15 bronz
25. Lukas Gehring Nemecko 3 4 0 6] 13 bronz
Wojciech Nadara Polsko 0 4 1 8| 13 bronz
Neza Zager Korenjak Slovinsko 1 0 8 4| 13 bronz
28. Filip Hlasek Ceska rep. 4 0 0 8| 12 bronz
Xianghui Zhong Nemecko 2 8 0 2| 12 bronz
30. Georg Anegg Rakusko 2 0 1 8|11 bronz
Jan Hozza Slovensko 1 2 0 8| 11 bronz
Erik Schultheis Nemecko 2 1 0 8| 11 bronz
Akos Somogyi Madarsko 1 0 2 8|11 bronz
34. Dominik Csiba Slovensko 2 0 0 8] 10 CU
Paulius Virbalas Litva 1 0 1 8] 10 CU
36. Andreas Florian Nessmann | Rakusko 0 1 0 8 9 Cu
Bernd Prach Rakusko 1 0 0 8 9 CU
Jakub Santer Slovensko 2 0 0 7 9
39. Ulrich Brodowsky Svajéiarsko | 0 0 0 8 | 8 Cu
Martin Buchadek Ceskdtep. |0 0 O 8| 8 CuU
Maximilian Domberger Rakusko 0 0 8 0| 8 Cu
Luka Filipovié¢ Chorvatsko | 1 0 0 7| 8
Pavol Gurican Slovensko 0 0 8 0 8 Cu
Benas Kikutis Litva 0 0 0 8| 8 CU
Luka Skorié¢ Chorvatsko | 2 0 0 6 8
Martin Topfer Ceska rep. 0 0 0 8 8 CU
Klemen Zajc Slovinsko 0 0 0 8| 8 Cu
Lukas Zavriel Ceska rep. 0 0 0 8 8 CU
49. Cyril Frei Svajéiarsko | 0 1 0 6| 7
Veno Mramor Slovinsko 1 0 0 6 7
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Meno Stat I-1 -2 1.3 I-4] > | Cena

51. Michael Bily Ceska rep. 2 1 0 3 6

Justinas Cesonis | Litva 1 0 1 4 6

Ana Daglis Litva 0 0 0 6| 6

54. Chuandong Tang | Raktsko 0 0 0 5| 5

55. Lukasz Drwiega | Polsko 1 0 0 3| 4

56. Ales Omerzel Slovinsko 0 0 3 0] 3

Hayley Ross Svajéiarsko [ 0 0 0 3 | 3

58. Kevin Burri Svajéiarsko [ 0 0 0 1 1

59. Elia Fonti Svajéiarsko [ 0 0 0 0 0
Stat T-1|T-2|T-3|T-4|T-5|T-6|T-7|T-8|>"
1. | Madarsko 8 | 0|8 ] 4|8 ]| 8| 8| 8 |52
2. | Polsko 1 2 8 8 8 0 8 8 |43
3. | Nemecko 7T 2 1 3 8 8 8 3 140
4. | Rakusko 2 8 1 3 8 6 8 1 137
5.| Chorvatsko | 6 0 8 3 8 0 8 2 |35
6. | Litva 1 2 0 3 8 8 8 0 (30
7. | Slovinsko 6 0 7T 2 8 0| 3 1 |27
8. | Ceska rep. 1 2 3 3 8 0 8 1 126
9. | Slovensko 2 0 3 4 | 8 0 5 0 |22
10. | Svajéiarsko | 0 0 1 2 0 1 0 0 4

Po schvaleni vysledkov (ktoré sme az do zavere¢ného ceremonialu drzali v tajnosti)
sme v pondelok poobede pre vsetkych tucastnikov aj veducich zorganizovali plavbu
pltami po Vahu spestrent tradiénym vykladom pltnikov. Nasledujtci demn, v utorok
14.9., sa konal celodenny vylet do Malej Fatry. Jeho stcastou bol prechod tiestiavou
Janosikove diery a jazda lanovkou z Vratnej do Snilovského sedla.

Po vylete a kratkom odpocinku nasledoval zaverec¢ny ceremonial so slavnostnym
vyhodnotenim. Zucastnili sa na nom ako hostia ¢lenovia usporiadatelského vyboru
mim. prof. RNDr. Vojtech Bélint, CSc., ktory este ako predseda SKMO v skolskom
roku 2006/2007 zabezpecil pristub MS SR o prideleni dotécie na 4. roénik MEMO
a bol tiez sprostredkovatelom spoluprace ZU pri organizovani MEMO a prof. Ing. Ivo
Cap, CSc., predseda zilinskej pobocky JSMF, ktory zabezpeéoval vSetko uétovnictvo
suvisiace s Cerpanim dotacie a s ucastnickymi poplatkami. Ako c¢estni hostia sa na
ceremonidli zacastnili tiez rektorka Zilinskej univerzity prof. Ing. Tatiana Corejova,
PhD. a zastupujuci riaditel odboru strednych §kol a jazykovych §kol sekcie regionalneho
kolstva MS SR RNDr. Igor Gallus. Podas zaverecénej slavnostnej vecere dostala slovo
veduca chorvatskeho druzstva, ktora vsetkych ucastnikov pozvala na 5. roénik MEMO.
Ten sa uskutoc¢ni v septembri 2011 vo Varazdine.

D4 sa povedat, Ze podujatie sa ndm podarilo zorganizovat na velmi dobrej trovni,
o ¢om svedcia pozitivne odozvy veducich druzstiev posledny den pri liceni. Verim, ze
sutaz prispela k dobrému menu Slovenska a nasho skolstva a vedy v stredoeurépskom
regiéne. Na zaver chcem preto vSetkym organizatorom podakovat za vynalozené usilie.

Peter Novotny
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Zadania aloh MEMO

Sttaz jednotlivcov

Uloha I-1.
Najdite vsetky funkcie f: R — R také, ze pre vSetky =,y € R plati

flx+y)+ f@)f(y) = flzy) + v+ 1) f(x) + (z+1)f(y).

(Cesk4 rep., Pavel Calabek)

Uloha I-2.

Na tabuli st napisané vsetky kladné delitele celého kladného ¢isla N. Dvaja hraci A a B
hraju nasledovnt hru, pri¢om sa pravidelne striedaju v tahoch: V prvom tahu hrac¢ A
zmaze Cislo N. Ak posledné zmazané ¢islo je d, potom hrac, ktory je na tahu, zmaze
delitela ¢isla d alebo nasobok ¢isla d. Hrac¢, ktory nemédze urobit tah, prehrava. Urcte
vSetky ¢isla IV, pre ktoré hra¢ A moze vyhrat bez ohladu na tahy hraca B.  (Polsko)

Uloha I-3.

Je dany tetivovy stvoruholnik ABCD a na jeho uhlopriecke AC bod E taky, ze |AD| =
= |AE| a |CB| = |CE|. Nech M je stred kruznice k opisanej trojuholniku BDE.
Kruznica k pretina priamku AC' v bodoch E a F. Dokéazte, ze priamky FM, AD a BC
sa pretinaji v jednom bode. (Svajciarsko)

Uloha I-4.
Najdite vsetky kladné celé ¢isla n, ktoré vyhovuji obom nasledujicim podmienkam:
(i) ¢islo n ma aspon Styri kladné delitele;
(ii) ak a a b su delitele ¢isla n, pre ktoré plati 1 < a < b < n, potom ¢islo b — a tiez
deli n.
(Slovinsko)

Sutaz druzstiev

Uloha T-1.
St dané tri rastiice postupnosti

ai, az, az, ..., bl; b27 b37 ey C1, C2, C3, ...

celych kladnych cisel. Kazdé celé kladné ¢islo je ¢lenom prave jednej z tychto postup-
nosti. Pre kazdé celé kladné ¢islo n st splnené podmienky:
(i) ca, = bp +1;
(11) (py1 > bn;
(iii) ¢islo ¢py16n — (n+ 1)cpy1 — ne, je parne.
Najdite az010, b2010 @ c2010- (Litva)
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Uloha T-2.
Pre kazdé celé ¢islo n = 2 uréte najvicsie mozné realne c¢islo C,, také, Ze pre vSetky
kladné realne ¢isla aq, ..., a, plati
2 2 2
a+...+an a+...+a
L ( ! n n) —|—Cn'(a1—an)2.

n

1\

(Svajciarsko)

Uloha T-3.
V kazdom vrchole pravidelného n-uholnika je veza. V tom istom okamihu kazda veza
vystreli na jednu z dvoch susednych vezi a zasiahne ju. Viysledkom strelby nazveme
mnozinu vSetkych zasiahnutych vezi, pricom nerozliSujeme, ¢i bola veza zasiahnuta raz
alebo dvakrat. Oznac¢me P(n) pocet vSetkych moznych vysledkov strelby (pre dané n).
Dokazte, ze pre kazdé celé k = 3 su ¢isla P(k) a P(k + 1) nestdelitelné.

(Ceské rep., Martin Panak)

Uloha T-4.

Nech n je celé kladné ¢islo. Stvorec ABCD je rozdeleny na n? jednotkovych §tvorcov.
Kazdy z tychto Stvorcov je dalej rozdeleny na dva trojuholniky uhloprie¢kou rovno-
beznou s tseckou BD. Niektoré z vrcholov malych Stvorcov st zafarbené na cerveno
tak, ze kazdy z 2n? vytvorenych trojuholnikov m4 aspon jeden éerveny vrchol. Najdite
najmensi mozny pocet ¢ervenych vrcholov. (Slovinsko)

Uloha T-5.

KruZnica vpisana trojuholniku ABC sa dotyka stran BC', CA a AB postupne v bodoch

D, E a F. Nech K je bod stmerny s bodom D podla stredu vpisanej kruznice. Priamky

DFE a FK sa pretinaju v bode S. Dokéazte, ze priamka AS je rovnobezna s BC.
(Polsko)

Uloha T-6.
Nech A, B, C, D, FE su také body, ze ABCD je tetivovy stvoruholnik a ABDE je

rovnobeznik. Uhlopriecky AC' a BD sa pretinaju v bode S a polpriamky AB a DC
v bode F. Dokazte, ze |{AFS| = |[{ECD)|. (Chorvatsko)

Uloha T-T7.
Pre celé nezaporné ¢islo n definujme a,, ako c¢islo, ktorého dekadicky zapis méa tvar

10...020...020...01.
— N =~

n n n

Dokézte, ze a, /3 sa da vzdy vyjadrit ako sucet tretich mocnin dvoch celych kladnych
¢isel, ale nikdy sa nedé vyjadrit ako sucet druhych mocnin dvoch celych ¢isel.
(Svajciarsko)



4. STREDOEUROPSKA MATEMATICKA OLYMPIADA, RIESENIA 111

Uloha T-8.
Je dané celé kladné ¢islo n, ktoré nie je mocninou ¢isla 2. Ukazte, ze existuje celé kladné
¢islo m s nasledujicimi dvoma vlastnostami:
(i) m je st¢inom dvoch po sebe iducich celych kladnych ¢isel;
(ii) dekadicky zapis ¢isla m pozostéava z dvoch identickych blokov n éislic.
(Polsko)

Riesenia iloh MEMO

Uloha I-1.
Dosadenim y = 0 ziskame

0=F0)(f(z) -z —2).

Lahko mozno overit, ze funkcia f(z) = x + 2 nie je rieSenim, preto f(0) = 0. Zvolme
teraz v zadanej rovnici x = 1, y = —1. Dostaneme

0=f(=D((1)-3),

teda f(—1) =0 alebo f(1) = 3.

Ak f(—1) =0, po dosadeni = 2, y = —1 mame f(—2) = f(1). Nésledne zvolenim
r = —2, y = 1 dostaneme f(—2)f(1) = 3f(—2) — f(1), odkial vzhladom na f(—2) =
— /(1) vypliva £(1) € {0.2}.

Takze f(1) = a € {0,2,3}. Ak polozime v zadanej rovnici y = 1, dostaneme

flz+1)=0B—a)f(x)+a(lz+1) (1)

pre vsetky x € R.
Zvolenim y = 1+ 1/z, pricom x # 0 je lubovolné, méme

fle+i+D)+f@fE+D)=f@+)+CE+2) f@)+f(E+1) (z+1).
S vyuzitim (1) preto
B-a)(fz+)+f@)f(2)—(@+1)f (L) =flx)(5—2a—(a—1)1) +2a+ax.

Odtial s vyuzitim vyjadrenia, ktoré dostaneme zo zadanej rovnice po dosadeni y = 1/,
po uprave dostaneme

(3—a) (a-l—f(m) (1+%)) = f(x) (5—2a—(a—1)-%)+2a+am,
f@)(-24+a+2) =a*+az—a.

Postupnym dosadzovanim a € {0, 2,3} uz lahko odvodime jednotlivé riesenia f(x) =
=0, f(z) = 22 + =, f(z) = 32.'° Jednoducho tiez mozno overit, Ze tieto tri funkcie
vyhovuja zadanej rovnici.

19 Pripady, ked —2 + a + % = 0, mozno overit osobitne napriklad s vyuzitim (1).
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Uloha I-2.
Nech N = p{* ... p}* je prvociselny rozklad ¢isla N. V kazdom fahu hra¢ zmaze nejakého
delitela ¢isla N, ktorého mozno reprezentovat ako k-ticu (by,...,bg), pricom b; < a;
(takd k-tica zodpoveda ¢islu plfl e pZ’“). Podla pravidiel hry po k-tici (b1, ... ,br) mdze
nasledovat (cy, ... ,cx) prave vtedy, ked bud ¢; < b; pre vSetky i, alebo a; = ¢; = b; pre
vSetky i (samozrejme, iba v pripade, Ze je takd k-tica eSte na tabuli).

Ak aspon jedno z ¢isel a; je neparne — bez ujmy na vSeobecnosti nech je to a; —
tak vifaznu stratégiu ma hra¢ B. Staci, ak na kazdy tah (b1,...,b;) hrdca A odpovie
tahom

(a1 — bl,bg, e ,bk)

lahko mozno overit, Ze je to vitaznd stratégia: VSetky k-tice zodpovedajice ¢islam,
ktoré su na zacdiatku na tabuli, moZno totiz roztriedit do dvojic, a ked A zmaze k-ticu
z nejakej dvojice, B zmaze druha k-ticu z tej istej dvojice (aq — by # b1, pretoze ay je
neparne).

Ak st vsetky a; parne, tak vifazni stratégiu ma hraé A. Nech B zotrie k-
ticu (b1,...,bx), pricom aspon jedno spomedzi b; je mensie ako a; ((by,...,by) #
# (ay1,...,ax), lebo to bol prvy tah hra¢a A). Ozna¢me j najmensi index taky, Ze
b;j < a;. Potom odpovedou hraca A moze byt k-tica

(bl,... ,bj,l,aj - bj - 1,b]’+1,... ,bk)

Aj v tomto pripade si vSetky povodné k-tice (okrem prvého tahu (aq,as,...,ax))
roztriedené do dvojic a ked B zmaze nejaku k-ticu, A zmaZe druhi z tej istej dvojice
(aj —b; — 1 # bj, pretoze a; je parne).

Samozrejme, podmienka, ze vSetky a; st parne, je splnend prave pre tie NV, ktoré st
druhou mocninou celych ¢isel. Hra¢ A teda moze vyhrat bez ohladu na fahy hraca B
prave vtedy, ked N je Stvorec.

Uloha I-3.

Predpokladajme, ze A lezi na tsetke C'F (pripad, ked C' lezi na tsecke AF', je ana-
logicky). Ozna¢me P prieseénik priamok BC a AD (obr.30). Kedze |MB| = |ME|,
|BC| = |CE| a |[ME| = |MF)|, st trojuholniky M BC a M EC zhodné a trojuholnik
EF M rovnoramenny, takze pre velkosti uhlov mame

|{MBC| = |{MEC| =180° — |{MEF| = 180° — |{MFC|.

Z toho vyplyva, ze body M, B, C, F lezia na jednej kruznici. Kedze |M E| = |MD|
a |AE| = |AD|, su trojuholniky MEA, MDA zhodné a [L{AEM| = |LADM|, ¢ize
|{MDP = |{MBP]| a stvoruholnik M PBD je tetivovy. Spolu s tetivovostou Stvoru-
holnikov ABC'D, F M BC tak dostavame

|{PMB| =|{PDB| = |{ADB| = |{ACB| = |{FCB| = 180° — |{FMB].

Takze body F', M, P lezia na jednej priamke a priamky AD, BC sa F'M pretinaju
v jednom bode (v bode P).
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Iné riesenie. Rovnako ako v prvom rieSeni dokédzeme, Ze Stvoruholnik FFM BC' je
tetivovy. Kedze body M, A lezia na osi usecky DE, plati [{MDA| = |£{MFEA]|.
Z rovnosti |ME| = |MF| zase |{MFA| = |{MFEA|. Takze §tvoruholnik M ADF je
tetivovy.

Priamky FFM, AD, BC st teda chordalami kruznic opisanych tetivovym Stvoruholni-
kom FMBC, BCDA, ADF M, z ¢oho podla zndmeho tvrdenia vyplyva, Ze sa pretinaju
v jednom bode (ktory ma ku vSetkym trom kruzniciam rovnakt mocnost).

Uloha I-4.
Prvodéisla, druhé mocniny prvoéisel a &slo 1 nespliiaji prvi podmienku, z dalsich avah
ich preto vynechame.

Najskor predpokladajme, Ze n je parne, t.j. n = 2z pre nejaké x € N. Potom podla
druhej podmienky = — 2 deli n. Kazdy delitel n mensi ako x = n/2 je mensi alebo
rovny n/3. Preto x —2 < n/3, odkial < 6. Postupnym overenim v8etkych pripustnych
hodnot x Tahko zistime, Ze vyhovujun =6, n =8 an = 12.

Dalej mozeme predpokladat, Ze n je neparne. Nech n = px, pricom p je najmensi
netrivialny delitel &isla n. Cislo p je o¢ividne neparne prvocislo. Zrejme p + 1 1 n, lebo
p+ 1 je parne, takze z # p+ 1. Kedze 1 < p < x < n, mame = — p | px.

Ak ptx, tak © — p a x st nestudelitelné, teda nutne x — p | p, odkial x —p < p. AvSak
xr # p+1, ¢ize x — p = p (lebo p je najmensi netrividlny delitel). Preto musi platit
x = 2p, €o je v spore s tym, Ze n je neparne.

Ak p | z, tak * = py pre nejaké celé ¢islo y > 1. Z minimélnosti p vyplyva y =
> p. Podla druhej podmienky py —p | n = p?y; z ¢oho y — 1 | py. KedZe y — 1 a y
st nesudelitelné, nutne y — 1 | p, odkial y < p+ 1. Ak y = p+ 1, tak y je parnym
delitefom ¢isla n, ¢o je v spore s predpokladom, Ze n je neparne. Ak y = p, mame spor
s podmienkou y — 1 | p (kedZze p = 3). Iné moznosti vzhladom na nerovnost y = p nie
su.

Odpoved. Obom podmienkam vyhovujua iba ¢isla 6, 8 a 12.
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Uloha T-1.
Kedze postupnost {c,} je rasttca, plati zrejme ¢,, = n. Preto aj c,, = a, pre vSetky
n € N. Avsak postupnosti neobsahuji rovnaké c¢leny, nutne teda

Cq, > Gn pre vSetky n € N. (1)

Postupnosti budeme ,napliiat® induktivne. Najskoér dokdzeme, Ze a; = 1. Keby to tak
nebolo, t.j. keby platilo a; > 1, muselo by byt bud ¢; = 1 alebo b; = 1. Druh& moZnost
nepripadd do tvahy, pretoze podla (i) a (1) mame by = ¢, — 1 > a3 — 1, teda by > aq
(kedZe by # ay). Ak by bolo ¢; = 1, tak by # 2 (lebo by > ay), co # 2 (kvoli (iii) pre
n = 1), teda by muselo byt a; = 2. AvSak potom as # 3 (lebo ay > b1), by # 3 (lebo
v takom pripade by bolo ¢o = ¢,, = by +1 = 4 a neplatilo by (iii) pren = 1) aajco # 3
(lebo ca = ¢4, = b1 + 1 # 3).

Teraz najdeme v postupnostiach miesto pre ¢islo 2. Ak as = 2, tak podla (ii) plati
2 = ay > by, ¢o uz nie je mozné. Ak ¢; = 2, tak podla (i) mame 2 = ¢; = ¢,, = b1 + 1,
teda by = 1, o uz tiez nie je mozné. Ostava iba moznost by = 2. Potom podla (i)
dostaneme ¢} = ¢4, = b1 +1=3.

n| 1 2 3 4 5
an,| 1
b | 2
cnl| 3

Kvoli (iii) je co # 4. Taktiez by # 4, lebo inak podla (1) a (i) ag < ¢, =ba+1=05
a pre as by uz neostala ziadna hodnota. Takze as = 4. Nésledne podla (ii) mame ag #
# 5, a aj ba # 5, lebo inak by podla (i) bolo ¢y = ¢4, = by + 1 = 6 a pre ca, c3 by uz
nezvysili ziadne hodnoty. Preto c; = 5. Rovnakou tvahou dostaneme as # 6, by # 6,
teda c3 = 6. Dalej ag # 7 (podla (ii)), ¢4 # 7 (lebo inak podla (i) 7 = ¢4 = ¢4, = ba +1,
z ¢oho b2 = 6), éize b2 =T. Odtlal’ Cq = Cqy = b2 + 1=28.

n| 1 2 3 4 5
a,| 1 4

by | 2 7

cwm| 3 5 6 8

Teraz mozeme znova zopakovat tvahy z predoslého odseku: Kvoli (iii) méme c5 # 9.
Z (1) a (i) vyplyva bs # 9 (inak as < ¢4y = b3 +1 = 10 a neostane volnad hodnota
pre ag). Preto ag = 9. Podla (ii) je as # 10. Z (i) dostaneme cg = ¢,, = bs + 1, preto
bs # 10 (inak neostani volné hodnoty pre cs, ... ,cs). Takze c¢5 = 10. Podobne

a4 7£ 11, b3 7é 11 = cg =11,
as #£12, by £12 =  ¢7 =12,
aq4 7§ 13, b3 7& 13 = cg=13.
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Napokon, a4 # 14 (z ( i)), cog # 14 (inak podla (i) by bolo 14 = ¢g = ¢,, = b3 + 1, teda
bs = 13, ¢o neplati), ¢ize bs = 14 a cg = ¢4, = bg + 1 = 15.

n| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a,| 1 4 9
by| 2 7T 14
|3 5 6 8 10 11 12 13 15

Sformulujeme tvrdenie, ktoré mozno jednoducho dokazat matematickou indukciou.
Formalny dokaz, ktory je trividlnym zovseobecnenim predoslych dvoch odsekov, vyne-
chdme. Pre ke Nai=1,2,...,2k — 2 plati

ap = k}2,

b = k2 +2k — 1,
Clo—t)24i = K> + 1,
cp2 = k2 + 2k.

Na zaklade toho uz lahko dopocitame ziadané hodnoty:

azo10 = 2010, byoro = 2010% +2-2010 — 1,  co010 = Caa2474 = 45° + 74 = 2099.

Uloha T-2.
Pre 1 £ i < j < n ozname z;; = a; — a;. Vyrazy

ai +---+a? a1+ +ap
_— a _—
n n

budeme skratene oznacovat KP (kvadraticky priemer) a AP (aritmeticky priemer).
Rozdiel ich stvorcov (vyskytujuci sa v zadani) moZno po vynasobeni n? upravit na

n?(KP? — AP?) =n(ai+ - +a2) — (a1 + - +an)* =(n—-1 Za —) " 2a5a; =

1<j
n—1
E : 2 _ 2 2 : 2 2 E 2
ng Lin + (xli + xzn) + xzy
1<j 1=2 1<i<j<n

Posledné suma je evidentne nezdporna. Pre sumu v prostriedku plati podla trividlnej
nerovnosti a® + b? = 3(a + b)? odhad

n—1

Z(xlz + xzn z

=2

Z x12+wzn — 9 *T1p-
=2

[\Dlr—l
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Takze spolu mame

n?(KP? — AP?) > 22, + -t = 5 (ar - an)?,

pri¢om rovnost zrejme nastava prave vtedy, ked as = ... = a,_1 = %(al + ay). Teda
najvicsia mozna hodnota je
c n 1 1
"2 n2 20

Uloha T-3.

Kazda zasiahnuti vezu ozna¢me ¢iernou farbou, ostatné (nezasiahnuté) veze bielou.
Cislo P(n) je v skuto¢nosti po¢tom takych ofarbeni n vezi ¢iernou a bielou farbou,
ze ziadne dve biele veze nemaju medzi sebou prave jednu vezu. Doékaz ekvivalencie
so zadanim, teda bijektivnosti medzi opisanymi ofarbeniami a vysledkami strelby, je
trividlny: Ak medzi dvoma bielymi vezami je prave jedna veza, tak tato veza neméa do
koho strelit, ¢o nie je mozné. Na druhej strane, ak také dve biele veze neexistuju, tak
kazda veza moze vystrelif do aspon jednej ¢iernej, a aby sme sa uistili, ze kazda ¢ierna
veza bude zasiahnutd, sta¢i predpisat, ze do kazdej ¢iernej veze bude strielat ta veza,
ktora sa nachadza po smere hodinovych ruciciek.

Ak n je neparne, tak P(n) je rovné poctu K(n) ofarbeni n vez na kruznici ¢iernou
a bielou farbou tak, Ze ziadne dve susedné veze nie st obe biele (jednoducho definujeme
,susedné“ veze ako tie, ktoré maji medzi sebou prave jednu vezu). Pre parne n sa pri
rovnakom definovani ,,susednosti“ celd kruznica rozpadne na dve mensie s %n vezami,
teda P(n) = K(3n)%

Pre hodnoty K (n) odvodime rekurentny vztah:

Pocet vyhovujicich ofarbeni s n-tou vezou ¢iernou je totiz rovny poc¢tu vyhovujicich
ofarbeni n — 1 vezi (jednoducho vlozime ¢éiernu vezu medzi prva a (n — 1)-ta vezu)
zviacSenému o pocet ofarbeni n — 1 vezi nemajucich Ziadne dve susedné veze biele okrem
prvej a (n — 1)-tej (Ciernu vezu moézeme vlozit medzi tieto dve biele veze a ziskame
vyhovujtce ofarbenie).V druhom pripade dostaneme taky isty pocet moznosti, aky je
pocet vyhovujicich ofarbeni n — 2 vezi s prvou vezou bielou (sta¢i spojit dve susedné
biele veze do jednej).

Pocet vyhovujucich ofarbeni s n-tou vezou bielou je rovny poctu takych ofarbeni
n — 1 vezi, ze ziadne dve susedné nie st biele a prva a (n — 1)-ta st ¢ierne (bielu vezu
mozeme vlozit len medzi dve ¢ierne). Tento pocet je rovny poc¢tu vyhovujucich ofarbeni
n — 2 vezi, pri¢om prva je ¢ierna (opét mozeme dve susedné ¢ierne spojit do jednej).

Spolu teda

Kn)=Kn—-1)+Ky(n—2)+ K.(n—2)=K(n—1)+ K(n—2),

pricom K; a K. je pocet vyhovujucich ofarbeni s prvou vezou bielou, resp. ¢iernou.
Priamo vieme spocitat hodnoty K(2) =3, K(3) =4, K(4) =7, teda
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a indukciou lahko dokazeme, ze K(n) = F(n+2) — F(n —2), pricom F(k) je k-ty ¢len
Fibonacciho postupnosti (F'(0) = 0, F(1) = F(2) = 1,...). Navyse (K(2),K(3)) =1
a pre n = 3 mame

(K(n),K(n—1))=(K(n)—K(n—1),K(n—1))=(K(n—2),K(n—1))=...=1.

Podobne ukéZeme, e pre kazdé parne n = 2a je ¢islo P(n) = K(a)? nestdelitelné
s oboma ¢islami P(n+1) = K(2a+1) a P(n — 1) = K(2a — 1):

)+ F(1)K(2a - 1)) =
2)K(2a —2)) =

.= (K(a), Fa+ 1)K (a+1) + F(a)K(a)) = (K(a), Fla+1)) =
1

) )
_Fla+1) - Fla—2),Fa+1)) =
( — (F(a—1),Fla+1)) =

(K(a), K(2a — 1)) = (K(a), F(2)K (2a — 2) + F(1)K(2a — 3)) =
a), F(3)K (2a — 3) + F(2)K(2a — 4)) = ...

)+ Fla— 1)K(a — 1)) = (K(a), F(a — 1)) =

—2),F(a—1)) = (F(a+2) - F(a), F(a — 1)) =

1),F(a—1))=(F(a),F(a—1)) =1,

¢im je uloha vyrieSena.

Uloha T-4.
Najmensi mozny pocet ¢ervenych vrcholov je

)

Najskor ukazeme vyhovujtce ofarbenie s takymto po¢tom. V druhej ¢asti dokazeme, ze
mensi pocet cervenych vrcholov nestaci.

Namiesto Stvorca budeme uvazovat kosostvorec ABCD, v ktorom namiesto pra-
vouhlych rovnoramennych trojuholnikov budt rovnostranné trojuholniky. Kosostvorec
pokryjeme pravidelnymi jednotkovymi Sestuholnikmi tak, aby vrchol A lezal vo vrchole
Sestuholnika. Stred kazdého Sestuholnika zafarbime ¢ervenou (na obr. 31 sivou). Zrejme
kazdy rovnostranny trojuholnik lezi v niektorom Sestuholniku a teda mé ¢erveny vrchol.

Ozna¢me a,, pocet Cervenych vrcholov pri tomto ofarbeni. Stranu AB rozdelme
bodmi Ay, As, ..., A,_1 na n jednotkovych tusekov. Podobne oznaéme body By, ...,
B,_1na BC,Cq,...,Ch_1mnaCD a Dy, ..., D,_1na DA.
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AVAYAVAVAYAVAVAY,
AYAVAVAYAVAVAYAV,
SNALINALIN
AVAYAVAVAYAVAVAY,
AYAVAVAYAVAVAYAV:
AVAVAYAVAVAVAVAY
AVAYAVAVAYAVAVAY,
AVAVAVAYAVAVAYAV
/ \/ \/*

Obr. 31

Kazdy spomedzi n vrcholov na priamke A;B, 1 je Cerveny (obr.32). Rovnobezky
AsB,, o, A3B,_3 nemaju ziadne cervené vrcholy. Rovnobezka A4B,,_4 obsahuje o 3
cervené vrcholy menej ako A1 B, _1, t.j. n — 3. Podobne lezia ¢ervené vrcholy na
priamkach A7;B,,_7, A19Bn_10, atd. Ich pocet zakazdym klesne o 3. Z druhej strany
uhlopriecky AC' mame n — 1 éervenych vrcholov na CoD,,_s, n — 4 na C5D,,_5 atd.

Takze celkovy pocet ¢ervenych vrcholov je

an=Mn+n=-3)+(n—6)+...)+(n—D+n—-4)+n-T)+...).
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Ak n = 3k+1, tak a,, = in(n+2), pre n = 3k+2 dostaneme a,, = 3(n+1)? a v pripade
n = 3k + 3 dostaneme a,, = 3n(n+2). Vseobecne mozno tento pocet vyjadrit vztahom

an = [5(n+172).

Obr. 33 Obr. 34a Obr. 34b

Oznac¢me b,, najmensi mozny pocet cervenych vrcholov. Zrejme b; = 1. V kazdom
rovnostrannom trojuholniku zlozenom zo $tyroch jednotkovych trojuholnikov (obr. 33)
musia byt zrejme zafarbené ¢ervenou aspon dva vrcholy. Kazdy z malych vyznacenych
trojuholnikov na obr.34a a 34b musi obsahovat aspon jeden ¢erveny vrchol a vicsie
vyznacené trojuholniky asponi dva. Preto by 22+1=3abs3=1+1+1+2=25.

Pre n = 1,2,3 sme ukédzali b, = a,, teda nutne b, = a,,. Pre ostatné hodnoty n
pouzijeme matematicki indukciu, ktorej prvy krok sme uz urobili. V druhom kroku
dokazeme, ze ak b,_3 = a,,_3, tak b, = a,.

AVAVAV_AVAVAVAVAV
AVARXW

Obr. 35a Obr. 35b

Nech n = 3k+2. Ako ukazuje obr. 35a, potrebujeme aspon b,,_3+(2k+1)bs Cervenych
vrcholov, t.j.

by 2 by s+ (2k+1)-3= {@J ton—1= {@J S

Ak n = 3k + 3, dostavame odhad (obr. 35b)

_9\2 2
bp = by s+2kby +2+14+1+1= {MJ +2(n—3)+5= {MJ = ay,.
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AYAVA
AvAvevAVAVAVAVAVAvAV
/\
AVARRRY 55 AVAVAY.

Obr. 35¢

Napokon, ak n = 3k + 1, tak z obr. 35¢c mame
—2)? 1)2
by 2bps3+2k—-1)4+1bs+1+14+1+1= {%J +2n—1= L%J = ay,.
Vo vsetkych pripadoch b,, = a,,, teda b,, = a,,.

Uloha T-5.
Nech S’ je prieseénik priamky F K a rovnobezky so stranou BC' vedenej bodom A. Na-
Sou tlohou je dokazat, ze body S’, D, E lezia na jednej priamke. Prieseénik strany AB
s doty¢nicou ku vpisanej kruznici vedenou bodom K ozna¢me ) (obr. 36). Zrejme KQ ||
|| BC. Preto

|KAS'F| = |4QKF|=|{4QFK|,

z ¢oho |AS'| = |AF| = |AE|. Plati tiez |DC| = |EC| a BC || AS’. Takze
| CDE| = |{CED|=|{LAES’'| = |{AS'E| = |{AES]
a S, D, F naozaj lezia na jednej priamke.

C

S/

Obr. 36
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Iné rieSenie. Ozna¢me a = |[{BAC/|, § = |[{ABC| a I stred vpisanej kruznice. Potom
|{IDF| = |£IFD| = 13 = |{AFS]|,

lebo |{KFD| = |£AFI| = 90°. Kedse |{FDS| = |4FIE| = 90° — la (AFIE
je tetivovy) a |LAIF| = 90° — «/2, st trojuholniky AF'I, SFD podobné. Z pomeru
podobnosti mame |AF|: |SF| = |IF|:|DF|az|{AFS|= |{IFD| vyplyva podobnost
trojuholnikov AF'S, IF D, odkial |[AF| = |AS| = |AE|. Z podobnosti trojuholnikov
ASE, CDE dostavame |[{SAFE| = 180° — a — 3, a teda |[{BAS| + |{ABC| = 180°.

Uloha T-6.

Oznaéme M a N pity kolmic spustenych z bodu S na priamky AB a C'D. Stvoruholnik
SMFN je tetivovy, lebo jeho dva protilahlé uhly st pravé (obr.37). Z obvodovych

E

Obr. 37

uhlov teda |{AFS| = |[{MNS|. Potrebujeme dokazat, ze |[{MNS| = |{ECD]|. Na
to staci ukazat podobnost trojuholnikov M SN, EDC. Kedze stvoruholnik ABCD je
tetivovy, trojuholniky ABS, DCS st podobné. Usecky SM, SN st vyskami v tjchto
trojuholnikoch, preto |SM| : |[SN| = |AB| : |CD| = |ED| : |CD]|. Pre velkosti uhlov
navyse mame

AMSN =180° — LAFD = {EDF = LEDC,
takze trojuholniky M SN, EDC st naozaj podobné.

Iné riesenie. Priamka F'S pretina priamky AD, DE postupne v bodoch, ktoré ozna-
¢ime X, Z (obr.38). Dalej nech [ BAD| = «, |[{ADF| = 6, |AB| = a, |CD| = c.
Staci dokazat, ze trojuholniky CDFE, ZDF st podobné, pretoze potom |[{ECD| =
= |ADZF| = |{AFS)|. Tieto trojuholniky maji jeden uhol spolo¢ny, takze ostéva
ukazat, ze |ZD|: |FD|=c: a.
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Podla sinusovej vety v trojuholniku BF'C' plati |CF|: |BF| =sind : sina, lebo
|{FBC|=180° — |{ABC| = |{CDA| =,
|{FCB| = 180° — |{BCD| = |{BAD| = a.
Z Cevovej vety pre trojuholnik AF'D a bod S vyplyva

1_|DX| |AB| |CF| _ |DX| a sind )
- |AX| |BF| |DC| |AX| c¢ sina’

Z podobnosti trojuholnikov AF X, DZX méame |ZD| = |AF|-|DX|/|AX]|, a zo sinusovej
vety v trojuholniku AF'D dostdvame |AF| = |FD| - sind/sina. Takze pre skiimany
pomer ZD : F'D s vyuzitim (1) plati

|ZD| |AF| |DX| siné |DX| ¢

\FD| ~ |FD| [AX| ~ sina |AX| @

Uloha T-7.
Najskor dokazeme, Ze a,, /3 nie je pre ziadne n sictom dvoch Stvorcov. Druhé mocniny
davaja po deleni styrmi iba zvysky 0 a 1, takze ¢isla, ktoré su suctom dvoch Stvorcov,
mozu po deleni Styrmi davat iba zvysok 0, 1 alebo 2. Ale a,, /3 dava zvysok 3, lebo a,,
déava zvysok 1.2°

Po chvili skisania najdeme vztah

an (10" 42 3+ 2101 +1\°
3 3 3 ’

ktory po trividlnej Gprave vyplyva z vyjadrenia a,, = 103713 +2.10%?"+t2 +2.10"*+! 4-1.
Obe &isla v zatvorkach st prirodzené, lebo 10" =1 (mod 3). TakZe a, /3 sa da vzdy
vyjadrit ako sucet dvoch tretich mocnin.

20 Inou moZnostou, ako urcit zvysok an /3 po deleni §tyrmi, je uvedomit si, Ze toto ¢islo pre n 2 1 vzdy
kon¢i dvojcislim 67.
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Uloha T-8.
Podla Mihailescuho vety?! jedinym rieSenim rovnice 2% — y® = 1 v obore celjch &isel

.....

prvodisla. Podla zadania mé n aspon jedného neparneho delitela k = 3. Ak n = ki, tak
10" + 1 = (10" + 1 = (10" + 1) ((10Y) =+ — (10")*=2 + ... — 10" + 1),

teda 10™ 4 1 m4 netrividlneho delitela 10! + 1 a nemdze to byt prvoéislo. Z uvedeného

.....

Nasou ulohou je dokazat existenciu takého prirodzeného éisla ¢, s, Ze
m = (10" 4+ 1)t = abt = s(s — 1),

pricom dekadicky zapis t obsahuje presne n cifier.

Najskor ukazeme, Ze existuje prirodzené ¢islo s delitelné ¢islom a, pre ktoré s =
= 1 (mod b). Cisla a, 2a, ..., (b — 1)a, ba st vSetky nasobkami a a vzhladom na
nesudelitelnost ¢isel a, b ddvaji po deleni b rozne zvysky. Preto prave jedno z nich dava
zvy$ok 1 a mozeme ho zobraf za s. Podobne najdeme s’, ktoré je nasobkom b a spliia

s =1 (mod a).
Cisla s, s’ st kladné a mensie ako 10". Obe ¢isla s(s — 1) a s'(s’ — 1) st delitené
¢islom ab a mensie ako 102", Navyse s + s’ = 1 (mod ab). Cislo s + s’ je vidsie ako 1

.....

takze s(s — 1) ma presne 2n cifier a spliia vietky potrebné podmienky.

21 Znama je ako Catalanova hypotéza, dokdzana bola v roku 2002.






Korespondencny seminar SKMO

Koresponden¢ny seminar Slovenskej komisie Matematickej olympiady (KSSKMO)
vznikol pred vyse 30 rokmi ako jeden z prvych matematickych korespondencnych
seminarov (vtedy eSte ako ¢eskoslovensky seminar) preto, aby bolo umoznené venovat
individuédlnu starostlivost aj tym Studentom, ktori nenavstevovali triedy so zameranim
na matematiku. Ulohy tohto seminara svojou naroénosfou prevysuju akikolvek inti
matematicki sitaz na Slovensku pre stredoskolakov, seminéar je preto dolezitou stucastou
pripravy aj na medzinarodni matematicktl olympiadu.

Pocas svojej existencie presiel seminar viacerymi zmenami. Po jednoroc¢nej prestavke
v 52.ro¢niku MO jeho organizovanie prebrali vedici koreSponden¢ného seminara KMS.
Odvtedy je KS SKMO jeho kategériou GAMA a KMS je oficidlnym semindrom SKMO.

KS SKMO ma kazdy rok Sest sérii — tri zimné prebiehajice od septembra do decembra
a tri letné prebiehajice od februara do méja. V kazdej sérii je zadanych 5 tloh.

Celkové poradie KS SKMO 2009/2010

1. Filip Sladek, 4. roénik, Gymnazium A. Bernoldka, Namestovo, 176 bodov
2. Martin Bachratyj, 4. roénik, Gymnazium Velka okruzn4, Zilina, 146 bodov
3. Michal Hagara, 4. ro¢nik, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava, 126 bodov

Marek Kukan, 4.ro¢nik, Gymnéazium Grosslingova, Bratislava, 126 bodov
5. Maridn Horndk, 2.ro¢nik, Gymnazium Parovska, Nitra, 86 bodov

.....

¢asto Studentské. Priklady boli vyberané prevazne z narodnych olympiad ¢i inych satazi.
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Zadania sataznych aloh KS SK MO

PRVA SERIA

Doma u Chucka na stole je n roznych na sebe polozenych knih. Knihy zacal
nasledovne otac¢at. V prvom tahu otod¢il najvrchnejsiu knihu a polozil ju naspit.
V druhom tahu otocil dve vrchné knihy ako jeden blok a polozil ich naspit.
Takto pokracoval aj dalej a v n-tom tahu oto¢il vSetkych n knih ako jeden blok
a polozil ich naspit. V (n 4+ 1)-tom tahu otocil opédt vrchnt knihu a polozil ju
naspit. V (n + 2)-tom fahu oto¢il vrchné dve knihy ako jeden blok a polozil
ich naspit. Takymto spésobom otacal aj dalej. Chuck odmieta skoncit skor
nez su knihy ulozené presne tak, ako na zaciatku, teda nielen v spravnom
poradi, ale aj spravne orientované. Orientaciu knihy rozlisujeme podla toho, ¢i
je kniha otocend prednou obalkou nahor alebo nadol. Vsimnite si, Ze pri otoceni
nejakého bloku knih sa orientacia kazdej knihy tohoto bloku zmeni. Dokéazte,
ze Chuck po koneénom pocte tahov skondi. (Iran, 2007)

V knizke nasiel Chuck zalozent startt mapu Australie. Je na nej k miest.
Oznac¢me r vzdialenost dvoch miest, ktoré st od seba vzdusnou ¢iarou najdalej.
Dokazte, ze pre lubovolny pocet miest k existuje nanajvys k (neusporiadanych)
dvojic miest, ktoré su od seba vzdusnou ¢iarou vzdialené r.

Dokéazte, ze ak p je prvocislo, tak ¢islo pP — 1 méa aspon jedného prvociselného
delitela ¢, ktory dava zvySok 1 po deleni p.

Dané st kruznice k a [ s vonkaj$im dotykom v bode M. Nech A je Iubovolny
bod kruznice k, ktory nelezi na priamke spajajucej stredy oboch kruznic. Nech
B a C st rozne body leziace na kruznici [ také, ze priamky AB a AC su jej
doty¢nice. Priamky BM a C'M znovu pretinaja k postupne v bodoch F a F.
Bod D je priesecnikom priamky E'F s doty¢nicou ku kruznici k v bode A. Aky
utvar opise bod D, ked menime polohu bodu A? (Vietnam, 2003)

Na skole v Sydney maju kazdi dvaja Studenti, ktori sa navzajom nepoznaju,
asponi jedného spolo¢ného znadmeho (poznanie sa je symetrické). Ani jeden
student pritom nepozné vsetkych ostatnych. Ocislujme studentov od 1 po n
a nech a; oznacuje pocet znamych i-teho studenta. Vieme, ze plati

n
E a? =n? —n.
i=1

Nech k£ = 3 je najmensi pocet Studentov, ktorych mozno usadit okolo okrthleho
stola tak, aby kazdy poznal oboch svojich susedov. Najdite vsetky mozné
hodnoty k. (IMC, 2009)
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DRUHA SERIA

Do $tvorstena ABCD je vpisana gula. Styri rézne roviny dotykajice sa gule
a rovnobezné so stenami Stvorstena (rézne od samotnych stien) odtinaja Styri
mensie Stvorsteny. Dokazte, ze stcet dlzok vsetkjch ich 24 hran je rovny
dvojnasobku stc¢tu dlzok hran celého $tvorstena ABCD.

(Pavel Leischner, CKMO, 1998)

Nech ABC je trojuholnik a @ vnuatorny bod taky, ze |[ABQC| = 90°
a |[ABAQ| = |ABCQ)|. Nech U, V st v tomto poradi stredy stran AC, BC.
Predpokladajme, ze |BQ| = 2|QU|. Dokazte, ze body A, @, V leZia na priamke.

(India, 2009)

Vsetky koeficienty polynému P(zx) st rovné 1 alebo —1. Dalej vieme, ze 1 je
jeho 2¥-nasobnym korefiom pre nejaké k € N. Dokazte, ze stupein P(z) je aspon
2kt 1, (Cina, 2009)
Nech a, b, ¢ st kladné realne ¢&isla spliiajuce a + b+ ¢ = 3. Dokazte, 7e
(3 —2a)(3 —2b)(3 — 2¢) < a?b*c .
(Rumunsko, 2005)
Dokazte, ze v kazdej aritmetickej postupnosti styridsiatich réznych prirodze-

nych cisel existuje ¢len, ktory nevieme napisat v tvare 2" + 3™, kde m, n st
nezaporné celé disla. (Cina, 2009)

TRETIA SERIA

Nech R je mnozina realnych cisel. Urcte vSetky funkcie f : R — R také, Ze pre
vSetky redlne cisla x a y plati

F@@+ 1) =@ —y)?fla+y).

Nech a, b, ¢, d st kladné reélne &isla spliajtce vztah
a?+b*+cE+d* =4

Dokazte, ze
a+b+c+d=ab+bec+cd+ da.

(Mathlinks, 2006)
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N4éjdite vsetky spojité funkcie f : R — R také, ze pre vSetky x,y € R, pre ktoré
je * — y raciondlne, je aj f(x) — f(y) racionalne. (IMC, 2008)

Hrany konvexného mnohostena su orientované jednosmernymi sipkami tak, ze
z kazdého vrcholu vychadza a do kazdého vrcholu vstupuje aspon jedna sipka.
Dokazte, ze aspon jedna stena mnohostena je taka, ze Sipky leziace na jej obvode
tvoria orientovany cyklus. (Rumunsko, 2005)

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC (|AB| # |AC|) s ortocentrom H. Body D
a F lezia po rade na tseckach AB a AC tak, ze plati |AD| = |AE]| a body
D, E, H lezia na priamke. Stred strany BC' ozna¢me M. Dokazte, ze priamka

M H je rovnobezna so spojnicou stredov kruznic opisanych trojuholnikom ABC
a ADE. (Svajciarsko, 2006)

STVRTA SERIA

O istej geometrickej postupnosti vieme, ze jej prvy, desiaty a tridsiaty clen je
prirodzenym ¢islom. Dokézte, Ze aj jej dvadsiaty ¢len musi byt prirodzenym
¢islom. (Rusko, 2001)

Medzi vedicimi KMS je ista skupina fudi oblubujtcich konzuméciu horaliek po
sirke. Je zname, ze tychto zaujimavych Tudi je aspon pit. Niektori [udia v tejto
skupine sa poznaju, ini zas nie. Vztah poznania sa je vzdjomny, teda ak Bus
pozna Fofa, tak aj Fofo pozné Busa. Povedzme si nieco viac o tejto skupine.
Vieme, ze ak sa v nej dvaja Iudia poznaju, tak nemaju ziadnych spoloénych
znamych. Lubovolni dvaja Tudia, ktori sa nepoznaji, maji presne dvoch spo-
lo¢nych zndmych. Zistite, kolko najmenej Iudi moze byt v tejto skupine.
(Mathlinks, 2006)

Prirodzené cislo nazvime hunaté, ak ziadne prvocislo v jeho rozklade nema
exponent rovny jedna. Dokazte, Ze existuje nekonecne vela dvojic po sebe idua-
cich prirodzenych ¢isel, ktoré st obe hunaté. (Napriklad (8,9) je taka dvojica.)

V rovine je nakresleny konvexny mnohouholnik P aj so vSetkymi jeho uhlop-
rie¢kami, ktoré ho delia na mensie konvexné mnohouholniky. Vieme, ze dlzky
vSetkych stran aj uhloprie¢ok mnohouholnika P st racionalne c¢isla. Ukazte, ze

aj vSetky strany mensich konvexnjch mnohouholnikov majt racionalne dizky.
(USA, 2003)

Nech S ={1,2,...,100}. N4jdite pocet bijektivnych funkcii f : S — S takych,
ze pre vSetky n € S plati
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kde g(n), h(n) st (jednozna¢ne uréené) prirodzené é&isla splitajice g(n) < h(n),
g(n)h(n) =n a h(n) — g(n) je najmensie mozné. (Hongkong, 2004)

PIATA SERIA

Majme trojuholnik ABC a nech r je os vonkajSieho uhla ABC, dalej P a @
su péty kolmic z bodov A a C' na priamku r. Ozna¢me M priese¢nik priamok
CP a BA, oznacme N priese¢nik priamok AQ a BC. Ukéazte ze priamky M N,
r a AC prechadzaju jednym bodom alebo sl navzajom rovnobezné.
(Iberoamericka MO, 2008)

V trojuholniku ABC mé vnutorny uhol pri vrchole B velkost 120°. Os uhla
ABC pretina stranu AC' v bode M a os vonkajsieho uhla BC'A pretina priamku
AB v bode P. Usecka MP pretina stranu BC v bode K. Dokézte, ze uhly
AKM a KPC maja rovnaku velkost. (Ukrajina, 2009)

Cisla 1,2,3,...,100 st usporiadané po obvode kruhu tak, Ze kazdé ¢islo je
bud vicsie od svojich oboch susedov alebo je od oboch mensie. Ak vymazanie
dvojice susednych ¢isel nenarusi tato charakteristiku, takito dvojicu nazveme
superdvojica. Urcte najmensi mozny pocet superdvojic. (Mathlinks, 2004)

Pre kazdé prirodzené ¢islo n > 1 najdite najvécsie mozné redlne cislo p také,
ze nerovnost

(x1 +z2 4+ + $n)2 2 p(r129 + X2z + - + Tp_1Ty + Tpx1)

plati pre vSetky n-tice nezapornych realnych cisel x1, xo,... ,z,.

Vrcholom pravidelného Sestuholnika st priradené nezaporné celé ¢isla, ktorych
sucet je 2009. Dracik si moze vybrat jeden vrchol a jeho ¢islo nahradif ab-
solitnou hodnotou rozdielu ¢isel priradenych susednym vrcholom. Dokazte, ze
kone¢nou postupnostou takychto krokov moze Dracik dosiahnut, Ze vo vSetkych
vrcholoch bude ¢éislo 0. (USA, 2003)

SIESTA SERIA

Na redlnej ¢iselnej osi mame danych n uzavretych intervalov, pricom n = 2.
Pre prirodzené ¢islo k plati 2 < k < n. Medzi kazdymi k intervalmi (z danych n
intervalov) vieme najst dva s neprazdnym prienikom. Dokazte, Ze vieme zvolit
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k—1 redlnych cisel tak, aby kazdy z danych n intervalov obsahoval aspon jedno
zo zvolenych ¢isel. (Iran, 2007)

Prirodzené ¢islo b je vécsie ako jedna. Pre kladné reédlne ¢islo a plati 1/a +
+1/b > 1. Dokézte, Ze nekonecnd postupnost ¢isel |a |, [2a], |3a], ... obsahuje
nekonecne vela celo¢iselnych mocnin ¢isla b.

Na obrazku je nakreslenych 2n + 1 priamok tak, ze ziadne dve z nich nie st
rovnobezné, ziadne dve nie st na seba kolmé a ziadne tri neprechddzaji jednym
bodom. Najviac kolko ostrouhlych trojuholnikov (v zavislosti od n) méze byt
na obrazku? (Madarsko-Izrael, 1999)

Postupnost (a,,)52 ; je definované rekurentne vztahmi

a; = 20,
a9 = 30,

Unt2 = 30n4+1 —an pren = 1.

Najdite vsetky n, pre ktoré je 1 + 5a,,a,+1 Stvorcom prirodzeného cisla.
(Balkanska MO, 2002)

Dany je kosostvorec ABCD s vpisanou kruznicou k. Vnutri uhla BAD mimo
kosostvorca ABCD lezi bod P. Rovnobezka s priamkou CD prechadzajica
bodom P pretina priamku BC v bode K, rovnobezka s priamkou BC' pre-
chadzajica bodom P pretina priamku C'D v bode L. Uvazujme z bodov K
a L dotycnice ku kruznici k rézne od priamok BC' a CD. Tieto doty¢nice sa
pretinaju v bode M. Dokézte, ze body A, M a P lezia na priamke.

(Jan Mazak)



KORESPONDENCNY SEMINAR SKMO, RIESENIA 131

RieSenia sitaznych aloh KS SK MO

PRVA SERIA

1.1

V rieSeni tohto prikladu je skryty jeden velmi dolezity princip. Nemé nejaké bezné
pomenovanie, ale je uzito¢ny a jednoduchy. V mnohych tlohéach je vsak trochu skryty,
rovnako ako v tejto.

Najprv sa dohodnime na par pojmoch. Prvych n Chuckovych tahov nazvime kolo.
Chuck potom opakuje dookola stale tie isté kola. Dokazeme eSte silnejsie tvrdenie ako
v zadani. Ukézeme, Ze Chuck vzdy skonéi po koneénom pocte (celych) kol. Mozno to
vyzera neprirodzene, takto stazovat tlohu, no ¢asom uvidime, ze bol k tomu dobry
dovod.

UlozZenie knih po niekolkych Chuckovych kolach nazvime stav. Stav je uréeny poradim
a orientaciou knih. Chuck postupnym otédcéanim knih dostane postupnost stavov. (Po
kazdom kole pribudne jeden ¢len postupnosti.) Tato postupnost ma dve velmi dolezité
vlastnosti:

1) Kazdy nasledujuci stav je jednozna¢ne uréeny predchadzajicim stavom.

2) Pre kazdy stav vieme jednoznacne urcit stav, z ktorého vznikol, ¢ize predchadza-
juci stav. Dostaneme ho tym, ze spravime jedno ,opacné“ kolo. Namiesto otocenia
jednej, dvoch, troch, ..., n knih, oto¢ime najprv n, potom n —1, n —2, ..., dve
a napokon jednu knihu. Takto sa dostaneme do predchadzajtuceho stavu, z ktorého
nas stav vznikol. Uvedomme si, ze takyto predchadzajuci stav, je jediny.

Vsetkych moznych stavov je len kone¢ne vela. (Presne 2™n!, ale pre riesenie tito hod-
notu nepotrebujeme.) To znamena, ze Chuckovi po kazdom kole neméze vzniknut vzdy
novy stav, ale po nejakom kone¢nom pocte kol dostane po prvykrdt nejaky stav, ktory
uz dostal niekedy predtym. Oznacme tento stav S. Teraz ukazeme, ze stav S je rovnaky
ako zacdiato¢ny stav. (Chuck mdze skonéit.) Dokazeme to sporom. Predpokladajme, ze
stav S nie je zaciato¢ny stav. Potom z vlastnosti 2) vieme, Ze oba razy, ked sme dostali
stav S, existuje stav S’ taky, Zze Chuck sa do S dostal zo stavu S’. To znamenad, Ze
stav S’ sa zopakoval skor ako stav S, ¢o je spor s vyberom S. (Lebo stav S je ten, ktory
sa po prvy raz zopakuje.) Dokazali sme teda, ze Chuck sa po koneénom pocte tahov
dostane do zaciatocného stavu.

1.2

(Podla Andrey Chlebikovej a Filipa Slddka.) Budeme dokazovat sporom. Predpokla-
dajme, Ze tvrdenie neplati. Teda vieme ndajst také k, pre ktoré existuje viac ako k
(neusporiadanych) dvojic miest vzdialenych od seba r. NavySe vezmime najmensie k,
pre ktoré existuje aspon k£ + 1 spominanych dvojic.

Najprv ukazeme, ze tam existuje mesto M, ktoré je vzdialené aspon od troch inych
miest presne r. Totiz ak by platil opak, bolo by kazdé mesto vzdialené r najviac od
dvoch inych miest. Miest je spolu k, preto by existovalo maximéalne 2k usporiadanych
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dvojic miest vzdialenych od seba r. To ndm dava najviac k neusporiadanych dvojic,
a to je spor s tym, ze ich ma byt aspon k + 1. Mame teda zaruceni existenciu takého
vyznac¢ného mesta M. (Pouzili sme vlastne Dirichletov princip.)

Obr. 39

Vezmime uvedené mesto M. K nemu, ako sme ukazali, uréite existuji (aspon) tri
mesta A, B a C, ktoré st od neho vzdialené presne r. Situacia vyzera ako na obr. 39,
tieto tri mesta lezia na kruznici [ so stredom M a polomerom r. Navyse nech je mesto B
,medzi mestami“ A a C'. Formélne povedané, B lezi na kratsom obluku AC kruznice I.
Maximélna vzdialenost miest A a C' (ako aj [ubovolnych dvoch miest na mape) je r,
bod B bude vdaka svojej polohe k tymto dvom bodom este blizsie. Usecky AB a BC
s totiz kratsie tetivy kruznice [ ako tetiva AC. (Ktorej maximalna dizka je r.)

Vsimnime si mesto B. Zatial o iom vieme, Ze je od M vzdialené presne r a od miest
A ¢i C urcite menej. Otazka znie, ¢i vobec moze existovat nejaké iné mesto okrem M,
od ktorého by bolo B vzdialené presne r. Ak by totiz neexistovalo, mohli by sme ho
z mapy vyhodif. Dostali by sme k — 1 miest a k dvojic miest vzdialenych od seba r.
(Ubrali by sme iba jednu dvojicu (M, B).) To by odporovalo minimélnosti k£ a bol by to
hladany spor. Ako ale toto pozorovanie dokézat? Ozna¢me X hladané mesto rozne od
M a vzdialené od B presne r. UkdZeme, Ze takéto mesto sa na mapu nedd umiestnit.

Nakreslime kruznice s polomerom r aj okolo miest A a C'. Mesto X by muselo lezat
vo vnutri alebo na obvode vSetkych troch kruznic, inak by bolo od jedného z ich stredov

Obr. 40
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vzdialené viac, ako je dovolené. Muselo by teda lezat vo vnutri sivého utvaru uréeného
bodmi M, A a C (obr.40). Ak teraz nakreslime kruznicu s polomerom r aj okolo B,
hladané mesto X musi lezat v prieniku sivého ttvaru a tejto kruznice. Situaciu trochu
zjednodusime, toto mesto X staci hladat v prieniku obvodu sivého ttvaru a spominanej
kruznice. My ale dokazeme, Ze ich jediny prienik je mesto M. (Ktoré ma byt rozne
od X.)

Sposobov dékazu je mnoho (napriklad analytickd geometria), ukdzeme azda najjed-
noduchsi z nich. Uvazujme extrémny pripad, ked st mesta A a C vzdialené presne r. Ak
To znamend, ze ak to nepojde v tomto extrémnom pripade, uz tobdz to nepojde, ak
bude vzdialenost A a C' mensia. Mesta M, A a C teda tvoria rovnostranny trojuholnik
so stranou dizky 7.

Zrejme ak najdeme vyhovujice mesto X vo vnutri sivého utvaru, podari sa nam to
aj na jeho obvode. Sta¢i sa trochu posunit po kruznici so stredom v B (ako na obr. 40).
Vdaka tomu dostavame, Ze by muselo existovat také mesto X, ktoré by bolo vzdialené
presne r nielen od mesta B, ale tiez od mesta A alebo C. (Musi leZat na jednom z im
prislichajucich oblukov sivého ttvaru.) Bez ujmy na vSeobecnosti nech je to mesto A,
plati teda |[AX| = |AM| = r a tiez |BX| = |BM| = r. Kedze vSak body X a M lezia
v tej istej polrovine uréenej AB, musi platif, Ze mesto X je totozné s M. Lenze my sme
chceli najst vyhovujice mesto X rozne od M, ¢o sa kvoli tomu neda.

Teraz sa uz len vratme k povodnému tvrdeniu. Jediné mesto vzdialené od B presne r
je M. Preto ho spomedzi k miest mozeme odobrat, ¢im prideme len o jednu dvojicu.
Prejdeme k rovnakému zadaniu pre k£ — 1 miest a k dvojic, no a to je findlny spor s tym,
ze sme vybrali najmensie mozné k.

Pozndmka. Nesta¢i zalozif rieSenie tlohy na (chybnom) tsudku, Ze musi existovat
rovhostranny trojuholnik miest so stranou dlzky r. To, bohuzial, nie je pravda. Staci
si predstavit pravidelny pafuholnik, pricom jednotlivé dvojice miest budi jeho uhlo-
priecky. (To je zrejme maximalna vzdialenost medzi mestami.) Problém je, Ze sa z tychto
piatich bodov nedaju vybrat ziadne tri, ktoré by tvorili rovnostranny trojuholnik.

1.3

(Podla Filipa Slddka.) Najprv zoberme Iubovolné prvoéislo ¢, ktoré deli p? — 1. Zrejme
p a ¢ st nestidelitelné a z Malej Fermatovej vety vieme, ze p?~! = 1 (mod ¢). TakZe
pre g platia kongruencie

pP =1 (mod q),
p?™ ' =1 (mod q).

(1)
Zvysky mocnin prirodzenych ¢isel po deleni prvocislom sa spravaja velmi pekne. Jednu
ich vlastnost si zhrnieme v nasledujicom pomocnom tvrdeni.

Lema. Zoberme najmensie d € N také, ze p¢ = 1 (mod ¢). Dalej zoberme Iubovolné
¢ € Ny také, ze p¢ = 1 (mod ¢). Potom nutne d deli c. (Z toho potom Tahko vyplyva,
ze zvysky &isel 1, p, p?, p3, ... po deleni ¢ sa opakuji s periédou d.)
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Dékaz. Najprv si uvedomme, Ze ked p? = 1 (mod ¢), tak aj p*? =1 (mod ¢). Tvrdenie

dokazeme sporom. Nech existuje také ¢ € Ny, pre ktoré p¢ = 1 (mod q), ale predsa d
nedeli ¢. Potom musi existovat také ¢ € Ny, ze dt < ¢ < d(t+ 1). To znamena, Ze

= pc = pc—tdptd = pc—td (mod q)

Potom ale d > ¢ —td > 0, ¢o je spor s vyberom najmensieho takého d.

Pre pevne zvolené p a kazdé prvocislo ¢ existuje najmensi exponent d, > 0 s vlast-

nostou p% =1 (mod ¢q). Nech ¢ deli p? — 1. Z rovnic (1) a z lemy dostdvame vzfahy
dq ’ b,
(2)
dq | q—1.

Z (2) vyplyva, ze d, deli najmensi spolo¢ny delitel p a ¢ — 1, ¢o znamena, ze d, = 1
alebo d, = p. KedZe zjavne p # ¢, vieme sa obmedzit na niekolko pripadov.

a) Nech plati ¢ > p. Ak d, = 1, tak p' =1 (mod ¢). Kvoli nerovnosti ¢ > p musi
platif p = 1, ¢o je spor. Ak d, = p, tak z (2) vyplyva p | ¢—1, ¢ize ¢ =1 (mod p),
¢o sme chceli ukazat.

b) Nech plati ¢ < p. Ak d, = p, tak p | ¢ — 1, ¢o nemdze byt pravda, pretoze g < p.
Ak d, =1, tak p' =1 (mod q), ¢ize q | p — 1.

Rozobranim pripadov, sme zistili, ze akonahle g > p, tak ¢ dava zvysSok 1 po deleni p.
Musime eSte ukazat, Ze taky velky prvociselny delitel ¢isla p? — 1 naozaj existuje.
Dokazujme sporom. Nech kazdy delitel ¢isla p? — 1 je mensi ako p. Potom z ¢asti b)
vieme, ze kazdy delitel pP — 1 musi delit aj p — 1. Plati

Pl —14pP 24114 Fpl 1141 =
PPl 1t pt — L4 p) =

kde M je nejaké prirodzené ¢islo. Cinitel (p — 1)M + 1 je s p — 1 nestdelitelny a preto
musi existovat prvociselny delitel p? — 1, ktory je nestudelitelny s p — 1. To je spor.
TakZe nutne existuje delitel ¢ > p a pre ten sme uz ukazali (pri rozoberani pripadov
v Casti a)), ze ¢ =1 (mod p).

1.4

Ked nakreslime viacero obrazkov, nadobudneme pevné presvedéenie, ze hladané body D
lezia na spolo¢nej dotyénici kruznic k a [ vedenej bodom M. (Oznacme ju t.) Zamyslime
sa preto, ako by sa to dalo dokdzat. Ozna¢me p doty¢nicu ku k vedeni bodom A
(obr.41). Chceme vlastne dokéazat, Ze priamky ¢, EF a p sa pretinaji v jednom bode.
(Potom totiz nutne priesecnik E'F' a p lezi na t.) Dobre vieme, Ze t je chordélou kruznic
k a l. Ak najdeme tretiu kruznicu m taka, ze E'F je chordalou kruznic [ a m a p je
chordéalou kruznic £ a m, budeme hotovi. Vieme totiz, ze tri chordaly troch kruznic
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(ku kazdej dvojici kruznic jedna chordéla) sa pretinaji v jednom bode. (Dékaz tohto
tvrdenia je velmi jednoduchy. Staci si uvedomit, ze chordala dvoch kruznic je mnoZzina
bodov majuicich k nim rovnaka mocnost.)

Obr. 41

Ukézeme, ze vhodnou ,kruznicou“ m je bod A. (Chapany ako kruznica zdegene-
rovand do jedného bodu.) I ked to nie je klasickd kruznica, vSetky veci s mocnostou
funguji. Mocnost bodu X ku tejto ,kruznici“ bude jednoducho &islo | X A|%2. Sami sa
presvedcte, Ze ,chordalou“ takejto zdegenerovanej kruznice a inej klasickej kruznice je
tiez priamka.

Zrejme p je chordalou kruznice k a ,kruznice“ A. (Staci si spomentt, ze mocnost sa
pocita ako druhd mocnina vzdialenosti od dotykového bodu.)

Zostava teda overit, ze E'F je chordalou kruznice [ a ,kruznice* A. Na to treba
ukazat, ze F aj F' ma ku kruZnici [ rovnaki mocnost ako ku ,kruznici“ A. TakZe staci
odvodif rovnosti

|EM|-|EB|=|EA* a |FM|-|FC|=|AF)>. (1)

Zacnime konecne ulohu riesit. Uhly FAM a FEM st obvodové k tetive F'M kruznice k,
st preto rovnako velké. Kruznice [ a k st rovnolahlé so stredom rovnolahlosti M. V tejto
rovnolahlosti sa trojuholnik CBM zobrazi na trojuholnik FEM, uhly FEM a CBM
su teda rovnako velké. Uhol CBM je obvodovy a uhol FFCA je tsekovy k tetive MC
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kruznice [, a tak aj tieto dva uhly st rovnako velké. Spojenim predchadzajucich troch
uvah dostavame, Ze uhly FAM a FCA st rovnako velké. Trojuholniky FAM a FCA
maji okrem tychto dvoch rovnako velkych uhlov este spolo¢ny uhol pri vrchole D, st
teda podobné (obr.42). Preto plati

|AF| B |F' M|
|\FC| — |AF|’

odkial prendsobenim dostaneme druhi rovnost z (1). Zrejme prvia rovnost z (1) dosta-
neme zopakovanim podobného postupu pre trojuholniky FAM a EBA.

Tym sme dokézali, ze D lezi na priamke ¢ pre Tubovolni dovoleni polohu bodu A.
Urcite D # M, lebo cez M prechadza p len pre A = M a takd poloha bodu A je
v zadani zakézani. Kazdym inym bodom D’ priamky t vieme viest dotyc¢nicu p ku
kruznici k (réznu od t), ktord sa jej dotkne v bode A neleziacom na spojnici stredov
kruznic. K tomuto bodu prislicha nejaky bod D na priamke p a uz sme dokazali, ze
musi lezat na t. Nutne teda D’ = D a preto D’ do hladanej mnoziny bodov patri.

Zaver. Hladanou mnozinou bodov je spoloénd vniutorné dotycnica kruznic k a [ bez
bodu M.

1.5
Této tloha sa dé preformulovat do reci tedrie grafov nasledovne. Majme neorientovany
graf G s n vrcholmi oc¢islovanymi 1, 2, ..., n, v ktorom pre kazdé dva vrcholy, ktoré nie

st spojené hranou, existuje iny vrchol, s ktorymi st oba spojené??. Graf, ktory splia
tuto podmienku, nazvime dobry. Ak oznacime a; pocet hran vychadzajuicich z vrcholu
i (stupen vrcholu i), tak ma platit

n
Za? =n? —n. (1)
i=1

Navyse a; < n — 1 pre kazdé i. Oznaéme k > 3 dlzku najmensieho cyklu v grafe G.2?
Maéame zistit aké hodnoty moze nadobtudat k. Podme sa pustit do rieSenia.

Najprv sktisme rozlisknut, ¢o hovoria zadané podmienky pre nas graf. Ak by sme
dlhsie kreslili nejaké dobré grafy, zistili by ste, Ze rovnost (1) obcas plati, ob¢as nie, no
nikdy by lavéa strana nebola mensia ako n? — n. Pokisime sa to dokazat.

Lava strana (1) s¢itava hodnotu a? cez vietky vrcholy. Hodnotu a? vieme reprezen-
tovat ako pocet vSetkych usporiadanych dvojic vrcholov, ktoré susedia s vrcholom i.
Z istych dovodov radsej povedzme, %e a? je pocet usporiadanych trojic vrcholov (u, i, v),
kde u a v susedia s i. (Mdze platif u = v.) Takito trojicu nazvime sled dizky 3 so stredom
v bode i. Lava strana (1) je preto rovna poétu vsetkych sledov dlzky 3 v grafe G.

22 Takto sa zo $tudentov stali vrcholy a relaciu byt zndmy sme previedli na byt spojeny hranou.

23 Cyklus v grafe G je kone¢na postupnost réznych vrcholov vi, ve, ..., vm takd, Ze vivse, vavs, ...,
Um—1Vm a aj vmv1 st hrany v G. Dlzka tohto cyklu je m. Je to ekvivalentné so sadanim Studentov
okolo okruhleho stola.
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Chceme ukézaf, Ze tento pocéet nie je mensi ako n? — n, ¢o je zhodou okolnosti pocet
usporiadanych dvojic réznych vrcholov v grafe G. Ako to spravime?

Skitisime kazdej usporiadanej dvojici vrcholov grafu G priradif nejaky sled dizky 3
tak, aby toto priradenie bolo prosté. Majme dvojicu vrcholov (i, j), i # j. Ak v grafe G
existuje hrana ij, tak dvojici (i, ) priradime sled (i, j,7). Ak v grafe G takato hrana
nie je, musi existovat vrchol (ak je ich viac, vyberme si lubovolny) k taky, ze ik a kj st
hrany v G. Potom dvojici (i,j) priradme sled (i, k, 7). Lahko moZno dokazaft, Ze toto
priradenie je prosté. Takto sme zdovodnili, ze pre kazdy dobry graf G plati

Zaf > n? —n. (2)
i=1

N&s zaujima pripad, ked v nerovnosti (2) nastava rovnost. To je prave vtedy, ked
priradenie konstruované v predosSlom odseku je bijekcia. To nastane vtedy, ked s
splnené nasledovné dve podmienky:

a) Ak vrcholy i, j,i # j st spojené hranou, tak neexistuje vrchol k taky, ze ik aj kj
st hrany v G.

b) Ak vrcholy i, j,i # j nie st spojené hranou, tak existuje prave jeden vrchol k taky,
ze 1k aj kj st hrany v G.

Za tychto predpokladov nemoze existovat v grafe G cyklus dlzky 3 (spor s a)), ani
cyklus dlzky 4. (Spor s a) alebo s b).) Dobry graf spliiajici (1) méze byt bud les??,
alebo mé cykly dizky aspoii 5. Nie je tazké dokazaf, ze dobry les je hviezda.?> To je ale
nepripustné, pretoze jeden vrchol by susedil so vSetkymi ostatnymi, ¢o mame zakazané.
Preto zostéva moznost, Ze v G budi cykly, no najmensi z nich bude mat dlzku aspon 5.

Predpokladajme teraz, 7e dizka najmensieho cyklu by bola aspoii 6. Ozna¢me jeho
vrcholy zaradom vy, v, ..., Uy, m = 6. Potom vjv4 nie je hrana v G a preto existuje
w také, ze viw a wvy st hrany v G. Potom vsak vy, va, vs, v4, w tvoria cyklus dizky 5,
¢o je spor s predpokladom.

Zistili sme, Ze k nemoze byt iné Cislo ako 5. Pripad k& = 5 naozaj mdZe nastaf,
napriklad pre graf, ktory je cyklus na piatich vrcholoch.

DRUHA SERIA

2.1

Ako prvé si v§imneme, Ze odfaté malé Stvorsteny st podobné Stvorstenu ABC D. Urcite
nas budu zaujimat ich koeficienty podobnosti. Ozna¢me polomer vpisanej gule r a vysku
z vrcholu A na stenu BC'D nazvime v4. (Analogicky vp, ve, vp.) Pozrime sa na maly
Stvorsten, ktory odtina rovina rovnobezna s rovinou BCD. Vzdialenost bodu A od

24 Les je graf, v ktorom sa nevyskytuja ziadne cykly.
25 Hviezda je graf, v ktorom st vietky vrcholy spojené hranou s jednym centralnym vrcholom.
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roviny, ktorou ho odtneme, je zrejme vy — 2r. Z toho vieme, Ze koeficient podobnosti
stvorstenu ABC'D a malého Stvorstenu, ktory obsahuje vrchol A, je

vA — 27 2r

e

VA VA

Uplne rovnakym spdsobom vyjadrime aj koeficienty podobnosti pre ostatné malé stvor-
steny. Odteraz budeme pod slovom obvod §tvorstenu mysliet stidet dizok jeho hran.
Ak oznaéime ospcp obvod Stvorstena ABCD, potom obvod odfatych Stvorstenov
ziskame prenasobenim o4pcp prislusnym koeficientom podobnosti. Tvrdenie, ktoré
chceme dokéazat, vieme zapisat aj takto:

2r 2r 2r 2r
2-04BcD = 0ABCD - ((1——) + (1——) + (1——) + (1——)>.
VA UB ve UD

Po predeleni obvodom ABCD a malej iprave dostaneme

1= — 444 (1)
VA B (Ve VD
Stac¢i dokazat (1) a sme hotovi.

Vo vyrazoch, kde vystupuju vysky a polomer vpisanej kruznice, je ¢asto nejako ,za-
Sifrovany“ objem, preto je v takych pripadoch uzitoéné vyjadrif pomery dizok pomocou
pomerov objemov. (To ¢asto vieme.) Ak oznac¢ime stred gule vpisanej stvorstenu ABC D
pismenom S, potom vieme Stvorsten ABCD rozdelit na Styri disjunktné Stvorsteny
ABCS, ABDS, ACDS a BCDS. Ozna¢me Sx obsah steny stvorstena ABCD, ktora
neobsahuje bod X. Obsah stvorstenu ABC'S potom vyjadrime (podla zndmeho vzorca)
ako S 4-r/3. Podobne aj pre zvy$né tri §tvorsteny. Ak objem Stvorstena ABC'D ozna¢ime
VaBcp, potom zrejme

Sa-r Sgp-r Sc-r Sp-r (Sa+Sp+Sc+Sp)-r

VABCD=3+3+3+3= 3

Hodnotu V4 gcop vieme vyjadrit v tvare

SA~UA_SB~UB_SC‘U0_SD-UD
3 3 3 3

Z poslednych dvoch rovnic dostavame vztah

Vasep =

. Sx-UX
_SA—l—SB—l-Sc-i—SD7

(2)

r

ktory plati pre vsetky X € {A, B,C, D}. Dosadenim vyjadrenia polomeru (2) (pre rozne
X) do rovnice (1) dostaneme

B Sa Sp
T SitSp+Sc+Sp  SatSp+SctSp
+ %o + °p
Sa+Sp+Sc+Sp  Sa+Sp+Sc+Sp’

1
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¢o je ekvivalentné rovnosti 1 = 1. Pomocou objemov sme dokézali (1) a tym sme vyriesili
povodnu tlohu.

2.2

Ak sa pokusime situdciu narysovat, mézeme narazit na problém. Bod @ splnajici
podmienky zo zadania totiz vo vSeobecnosti nemusi vobec existovat — d& sa najst len
v niektorych $pecidlnych trojuholnikoch. (Prikladom je trojuholnik so stranami |[AB| =
= 6, |BC| = 8 a |AC| = V/46. Bod Q je umiestneny v tomto trojuholniku tak, ze
|AQ| = 1 a |CQ| = 6.) Z toho vSak eSte nijako nevyplyva, Ze by zadanie tlohy bolo
sporné, alebo Ze by tvrdenie, ktoré chceme dokézat, neplatilo. V zadani sa totiz piSe, ze
mame uz vopred dany trojuholnik aj s bodom @) tak, ze st splnené vsetky predpoklady
— nesnazime sa bod (Q zostrojit ani nepotrebujeme zistovaft, pre ktoré trojuholniky taky
bod existuje.

Obr. 43

Na zaciatok je dobré tlohu ¢o najviac zjednodusit. V§imnime si napriklad, ze bod V'
dost malo suvisi so zvyskom obrazku a vieme sa ho lahko zbavif. Je pre nas vlastne
zaujimavy len z jediného dovodu — potrebujeme dokazat, Ze lezi na priamke AQ. To
je ekvivalentné tvrdeniu, Ze uhol AQV je priamy. Oznac¢me « velkosti uhlov | BAQ)|
a |£ BCQ)|, ktoré st podla zadania rovnaké. Z pravouhlého trojuholnika CQ B vieme, ze
aj |[LCQV| = a (trojuholnik CQV je podla Télesovej vety rovnoramenny, obr. 43), teda
dokazované tvrdenie je ekvivalentné rovnosti |{ AQC| = 180° — a. Dalej uz v dokaze
bod V nebudeme vobec potrebovat.

Pokracovat mozeme dvoma spdsobmi. V prvom z nich sa zameriame na zadané
vlastnosti uhlov. Mohli by sme sa pokisit postupne vyjadrovat velkosti vSetkych uhlov
na obréazku, daleko sa vSak nedostaneme. Poloha uhlov BAQ a BC(Q by ndm mala
pripomentf vetu o obvodovom uhle. Ulohu tetivy tu hra tsecka BQ, jediny problém je
v tom, Ze body A a C sa nachadzaji v opa¢nych polrovinach vzhladom na priamku BQ).
Preto skuisime bod C zobrazit v osovej simernosti podla B@ na bod C’. V tom, Ze to
je dobré rozhodnutie, by nés mal podporit fakt, ze podla zadania je pitou kolmice
z bodu C na priamku B(Q akoby nédhodou prave bod Q. Novovzniknuty bod C’ tym
padom nie je len nejakym ndhodnym obrazom nejakého iného ndhodného bodu podla
ndhodne zvolenej priamky, ale bude mat aj dalSie dobré vlastnosti — lezi spolu s bodmi
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(@ a C na tej istej priamke a je rovnako vzdialeny od bodu @ ako bod C' (obr.44).
Teraz uz moézeme pouzit vetu o obvodovom uhle. Podla nej lezia body B, Q, A a C’
na jednej kruznici, pretoze tetive BQ néalezi v bode A aj v bode C’ ten isty obvodovy
uhol . Teraz sa nam budt hodit dobré vlastnosti bodu C’. V§imnime si, ze tsecka QU
je strednou prieckou v trojuholniku AC’C. Preto |AC’| = 2|QU| = |BQ)|, teda tetivovy
Stvoruholnik AC'B( je navysSe aj rovnoramennym lichobeznikom. Vdaka jeho osovej
stmernosti vieme, ze |[{AQC’| = |[{QAB| = «, odkial uz vieme vypocéitat |[{AQC| =
= 180° — [LAQC’| = 180° — a, ¢o sme chceli dokazat.

Obr. 44

Druhym z moZnych postupov je zamyslief sa nad tym, pre¢o mame zadanu taka
zvlastnu podmienku |BQ| = 2|QU|. Ak nas nenapadne hladat stredné priecky trojuhol-
nika, mézeme skisit tsecku QU predlzif na dvojnasobne dlhi tsecku QU’. Dostaneme
tym rovnobeznik AQCU’ o ktorom sa da dokézat, Ze je tvoreny dvoma zhodnymi
trojuholnikmi AQU’ a CU’Q, ktoré si navySe eSte zhodné s trojuholnikom AQB.
Dopocitat velkost uhla AQC' je uz potom jednoduché.

2.3

(Podla Martina Bachratého.) Polyném P(z) méa mat 2F-nasobny koreii 1, teda existuje
taky polyném Q(x), Ze

P(z) = (z — 1> Q(x). (1)

Sami sa presvedcéte, Ze koeficienty polynému Q(x) su taktiez celé ¢isla. D4 sa to ukazat
napriklad kone¢nou indukciou poéniic koeficientom polynému Q(z) pri konstantnom

¢lene. Rozpisme, ako vyzera faktor (z — 1)2k pre k=1,2,3:

(x—1)*=2*—-22+1,
(x — 1)* = 2* — 423 + 622 — 42 + 1,
(x —1)® = 2° — 827 4 2845 — 562° + 702* — 562° + 2827 — 8z + 1.

Na prvy pohlad mozno ni¢ podozrivé. Spomenme si, Ze exponenty st mocniny dvojky
a zamyslime sa nad paritou koeficientov. Zda sa, ze koeficienty, az na prvy a posledny,
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st vietky parne.?8 Pritom polyném P(z) mé vsetky koeficienty neparne. To by ndm
mohlo pomoct, no najprv zdovodnime nasu domnienku.

2k

m) parne.

Lema. Pre prirodzené &isla k, m, ktoré spliajiu m < 2%, je kombinac¢né ¢islo (
Dokaz. Budeme postupovat indukciou vzhladom na k. Pre £ = 1 je to jednoduché.
Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre nejaké k > 0. Dokazeme, Ze potom plati aj pre
k+1. Cislo (27::1) vieme reprezentovaft ako vyber m gulécok z 281 roznych gulocok. Ako
vyuzif indukény predpoklad? Rozdelme si gulocky na dve hromadky s 2F gulockami.
Vybrat m gulo¢ok spomedzi 2! znamena vybrat | z prvej hroméadky a m — [ z druhej.

To vedie na identitu . . i
Qk+1 " /2 2
() =2 ()02

kde pod vyrazom (Z) myslime 0 pre s < 0 alebo s > r. Vyuzitim induk¢éného predpo-
k41
kladu uz vidime, ze (2m ) je parny.

Iny dokaz. Mozeme (2mk) prepisat pomocou faktoridlov a vyjadrit, aké najvyssie
mocniny dvojky ich delia. Toto vyjadrenie sice nebudeme vediet uplne vy¢islit (bude
obsahovat celé Casti), ale d4 sa pomocou neho ukazat, ze v prvociselnom rozklade (32)
sa bude prvodislo 2 vyskytovat aspon raz.

K povodnej illohe moZzeme pristupovat sporom. Predpokladajme, Ze plati (1) a stupen
polynému Q(x) nie je viac ako 2¥ — 2. Vzhladom na mnoho parnych koeficientov
v polynéme (x — 1)2k skisme dokéazat, ze (z — l)sz(x) mé tiez nejaky koeficient
parny. Potom by sme dostali spor s predpokladom, pretoze koeficienty P(x) maja byt
vsetky neparne. Ako na to?

Stadi sa pozrief na koeficient polynému (z — 1)2°Q(z) pri ¢lene 2 ~1. Ak oznacime
Q(x) = ama™ + ap_12™ 1 + - + ag, potom je hladany koeficient rovny

S (L e =S (2
~ 2 —1-j)% " j+1)"

J=0

2

J
¢o je (podla lemy) parne ¢islo. Dosiahli sme spor, ¢im sme dokézali povodné tvrdenie.

Iné rieSenie. (Podla Filipa Slddka.) Nech polyném P(z) je stupria n a plati (1). Zo
zadania vieme, ze P(x) ma koeficienty len 1 a —1, preto

— n n— xn+1_1
P S o]+ a1 = ol el 1= B TR prew 2,
PodTa (1) teda plati
n—i—l_l
1P Qu) < T 2
o= 1 Q)| < 2

26 Odportcame nakreslit prvych 10 riadkov Pascalovho trojuholnika a vyfarbif parne éisla.
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Nerovnost (2) vyuzijeme na odhad n. Dosadme do (2) komplexné celé ¢islo —1 + i.
Kedze | —1+1i| =2 a | — 2 +i| = v/5, dostaneme

(VB |Q(-1 4 i) £ Y

alebo po uprave

473 —1

_—. 3
751 (3)

Nerovnost (3) by ndm bola nani¢, ak by nastalo |Q(—1 + )| = 0. Dokézeme, ze P(z)
(a teda ani Q(x)) nemdze mat komplexny korenn —1 + i. Nie je fazké zdévodnit, ze

52 1Q(-1 +14)] <

0 ak 4| z,
Im((—1+4)%) = 2% ak 2| z, 41z, (4)
277 ak 21z,

kde Im(c) je imaginarna ¢ast?” komplexného ¢&isla c. Vieme, ze
Im(P(—1+1)) Zilm —1+14)%).

Vdaka (4) vieme, Ze spomedzi celjch éisel Im((—1+1)7), kde j = 0,1,... ,n, dostaneme
neparne ¢islo len pre j = 0. Preto je imaginarna zlozka komplexneho celého cisla
Im(P(—1+4)) neparna (a nenulovd), ¢ize —1 + 4 nie je korenn polynému P(x). Takze
Q(—1+ 1) je nenulové komplexné celé ¢islo a preto |Q(—1+1i)| = 1. Z (3) dostavame

n+1

52k—1 4 = —1

o

Za pomoci nerovnosti (5) uz fahko najdeme vhodny odhad na n v zavislosti od k. Pre
k 2 3 dokazeme, Ze pre platnost (5) potrebujeme n > 281 —1. Ak by totiz n < 2F+!1 -1,
potom

A

(5)

+1
4" —1 N

m< 472 —1)(\/§+1)<42k71(\/§+1):

o (e

Tym sme dokézali tlohu pre k = 3. Pripady £ = 1 a k = 2 sa daja riesit osobitne,
mozete si to vyskasat sami.

k—1
527 .

27 Pre z,y € R plati Im(z + iy) = .
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24

(Podla Filipa Slddka.) Najskor sa pozrime na vlastnosti danej nerovnosti, ktoré si
mozeme vSimnuf na prvy pohlad. Prava strana je kladna. Ak je Tava strana zaporna,
nemame ¢o robit. Preto sa zamerajme len na pripad, ked je lavd strana nerovnosti
kladnia. Ak mé byt stcin troch vyrazov kladny, musia byt vSetky tri kladné, alebo
prave dva zaporné.

Ak su dva z vyrazov zaporné, tak v oboch vyrazoch musi nezndma so zapornym
znamienkom nadobudat hodnotu vicsiu ako % KedZe v zadani je dané, Ze vSetky tri
¢isla st kladné a plati a+b+c = 3, tato situdcia nastat nemoze. Preto vSetky tri vyrazy
na lavej strane nerovnosti budu kladné. Celti nerovnost vieme upravit na tvar

a+b—c)a—b+c)(—a+b+c) < a?b?c?
( ) ) )

pouzitim vztahu a+b+c = 3. Z kladnosti vSetkych troch vyrazov na lavej strane vieme,
ze plati
a+b—c20, a—b+c20, —a+b+c=0.

Premenné a, b a ¢ spliiaja trojuholnikové nerovnosti a teda existuje trojuholnik ABC,
ktory ma strany s velkosfou a, b, c. Lava strana nerovnosti pripomina Herénov vzorec

\/(a+b+c)(a—l—b—c)(a—b—l—c)(—a+b+c)

S =
ABC 16 )

kde Sapc oznacuje obsah trojuholnika ABC. Po malej uprave Herénovho vzorca
dostaneme

16
(a+b—c)la—b+c)(—a+b+c) = ESQAABC”

¢o mozeme dosadif do pdvodnej nerovnosti a ziskame

16
?SQAABC é a2b202. (1)

Teraz uz len stac¢i prepisat pravi stranu nerovnosti (1) do re¢i obsahov. Vieme, Ze pre
obsah trojuholnika plati aj dalSia rovnost

abe

SABC = Eu

kde R je polomer kruznice opisanej trojuholniku ABC'. Po dosadeni do nerovnosti (1)
dostavame

16

?SJ%BC é 16R25124BC7

Jism )
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Ak by sme vedeli, ze nerovnost (2) plati, tak by platila aj povodné nerovnost. Skiisme
preto dokazat, ze (2) plati. DokdZeme to sporom.
Predpokladajme, ze R < 1/ V'3 Mozeme sa pozrief, ¢o sa stane, ak si na kruznici
s polomerom R zvolime body A a B pevné. Bod C sa moze pohybovat po kruznici ako-
kolvek. Lahko odvodime, Ze pre sti¢et velkosti stran trojuholnika plati (pri Standardnom
oznadeni)
|AB| 4 2R(sin(cr) + sin(180° — v — ),

pricom |AB| je konstanta a taktiez aj v je konstanta, pretoze je to obvodovy uhol k tetive
AB. Preto dant funkciu premennej o mozeme zderivovat a tak najst jej extrém. Takto
zistime, Ze maximum sa nadobuda prave vtedy, ked o = (3. Analogicky vieme dostat
a = a f =~. Teda maximum sa nadobuda ked je trojuholnik ABC' rovnostranny.

V takomto trojuholniku plati, e R = (a 4+ b+ ¢)/(3v/3) a teda 3 > a+ b+ c, ¢o je
spor so zadanim. Preto musi platif 1/v/3 < R a teda je splnena aj povodné nerovnost.

2.5

Ked mame dokézat neexistenciu 40-¢lennej postupnosti s dost netrividlnou vlastnostou,
vypisovanie malych pripadov nam najskor nepomoze. Musime k tlohe pristupit ,glo-
balnejsie“. Uréite je vhodné zamysliet sa nad zvyskami po deleni malymi prvocislami.
Mozno aj taka cesta vedie k uplnému rieSeniu. Ked ,zlyhd“ modularna aritmetika,
sktisime nie¢o iné. Cisla tvaru 2" + 3™ sa medzi prirodzenymi é&islami nachadzaju
relativne riedko. Tato vlastnost vyuziva aj rieSenie ktoré uvedieme.

Lubovolni aritmetickti postupnost Styridsiatich roznych prirodzenych cisel vieme
zapisat v tvare a, a +d, a+2d, ..., a+ 39d, kde a > 0, d > 0 st prirodzené ¢isla. (Ak
by bola ta postupnost klesajica, obratime poradie a ni¢ tym nepokazime.) MnoZinu
{0,1,2,...,39} ozna¢me M. Tvrdenie zo zadania dokdzeme sporom. Predpokladdme,
ze pre kazdé k € M existuja nezaporné celé cisla uy, v, také, ze

a+ kd = 2% 4 3%,

Oznacme
r = |logy(a + 39d) |, s = |logs(a + 39d)].

Zrejme musi platit ui < 7, v < s pre vSetky k € M. Sporom ukézeme, ze ak k € M
a k = 26, tak navyse plati (r — ug)(s — vx) < 1.28 Predpokladajme, Ze existuje k € M,
k =2 26, pre ktoré plati nerovnost (r — ug)(s — vi) > 1. Potom urcite nastane aspon
jedna z nasledujucich moznosti:

a) r—up = 2 a zarovenn s — v = 1. Potom

1 1
a+kd=2" 4 3% <9r=2 4 3571 < (Z+§) (a+39d) < a+26d < a+ kd.

28 Inak povedané, ak je k dost velké, tak sa nemédze exponent uy resp. vy velmi lisit od exponentu r
resp. s.
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b) r—u =1 a a zarovenn s — v = 2. Potom

1 1
a+kd:2uk +3Uk §2r—1+3s—2§ (54—5) (a—|—39d)<a+26d§a+kd.

V oboch pripadoch sme sa dostali do sporu, ¢im sme pomocné tvrdenie dokazali.
Teraz je uz zrejmé, ze pre vSetky k € M, k = 26 nastava jedna z moznosti

1) up =, 2) v = s, 3) up, =7 — 1 a zaroven v, = s — 1,

pricom tretia moznost moze nastat nanajvys pre jedno z uvazovanych k. Mnozina
{26,27,...,39} ma 14 prvkov, teda bud prva alebo druhd moznost nastane aspon pre
7 z nich. To nés opit vedie k rozobraniu dvoch pripadov. Ako uvidime, oba zavisime
sporom.

a) V aritmetickej postupnosti a+26d, a+27d, ... ,a+40d sa nachadza asponi 7 ¢lenov,
ktoré vieme napisat v tvare 2" + 3™ pre nejaké celé ¢islo m = 0. Ak od kazdého ¢lena
postupnosti odéitame 27, tak dostaneme aritmetickl postupnost dlzky 14 s diferenciou
d, ktorda obsahuje asponn 7 mocnin trojky, nech su to 3™* < 3™ < ... < 3™7. Potom
vsak

13d = 3™7 — 3™ > 3™m7 _ 3m2 = (3M7M2 _ 1)3™2 > (3% — 1)(3™2 — 3™) > 13d,

¢o je spor.

b) V aritmetickej postupnosti a + 26d,a + 27d,... ,a + 40d sa nachadza aspon
7 ¢lenov, ktoré vieme napisat v tvare 2" + 3° pre nejaké celé ¢islo n = 0. Ak od
kazdého ¢lena postupnosti odéitame 3°, tak dostaneme aritmetickt postupnost dizky
14 s diferenciou d, ktora obsahuje asponi 7 mocnin dvojky, nech st to 2™ < 2™ < ... <
< 2"7. Potom vsak

13d > 2"7 — M > QN7 _gn2 — (QnTn2 _ ])9n2 (25 — 1)(2"2 — 2™) > 13d,

¢o je opét spor.

V kazdej vetve sme sa dostali do sporu, ¢im sme pévodné tvrdenie dokazali.

TRETIA SERIA

3.1
Dosadenim y = 0 ziskame
f(2® + £(0)) = 2?f(2),
z ¢oho vidno, ze funkcia f musi byt parna. Totiz pripad = 0 nas pri skimani parity
trapit nemusi a pre x # 0 plati

22 f((=2)% + f(0)
fay = LEHTO) ( ):f(—m.

2 ()’
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Teraz urobime dal$ie dve dosadenia © = a, y = b a x = —a, y = b pre nejaké redlne
¢isla a, b. Dostaneme

f(a®+ f(b) = (a—b)*f(a+b),
F((=a)? + f(b)) = f (a®> + f(b)) = (—a—b)*f(—a+b) = (a+b)*f(—a+Db).

Vidime, ze lavé strany tychto dvoch rovnosti sa rovnaji, musia sa teda rovnat aj pravé.
Preto

(a—b)2fla+b)=(a+b)>f(—a+b) = (a+b)’fla—b),

pricom druh& rovnost plati vdaka parnosti f. Mozeme si vSimnut, Ze v tejto rovnosti
vystupuji rovnaké ¢leny, zavedieme preto substitticiu a — b = ¢, a + b = d. (Zrejme ku
kazdej dvojici ¢, d existuje vhodna dvojica a, b, pre ktort plati a — b =¢, a + b = d.)
Dostévame tak novy (omnoho jednoduchsie vyzerajtci) vztah c2f(d) = d?f(c), ktory
musi platit pre lubovolné realne ¢isla ¢ a d. Aby sme situciu eSte viac zjednodusili,
polozime d = 1, odkial

fle) = cf(D). (1)

Dostali sme uz celkom dobry tvar hladanej funkcie, zostéva uz len zistit konstantu f(1).
Té sa uz zisti pomerne Tahko, staci tento ndjdeny tvar dosadit do zadania a chvilu
upravovat trochu nepekné vyrazy. Omnoho krajsie je dosadzovat do ,,upraveného*
zadania, a to tak, Ze v nom polozime r = y, ¢im ziskame vztah f (m2 + f(x)) = 0.
Pouzitim (1) dostavame

F@+ f@) = (22 + f(2) F(1) = (2 + 22 F(1)*£(1) = 2* (1 + £(1)) £(1) = 0.

Tato rovnost ma platit pre vSetky redlne ¢isla x, preto je z nej lahké zistit, ze bud f(1) =
= 0 alebo f(1) = —1. Dostavame dve mozné riesenia f(r) = 0 a f(z) = —z2. Zatial
ale nie je zarucené, Ze su to naozaj rieSenia, my zatial vieme iba to, Ze si to moZné
rieSenia. Preto je potrebné urobif skusku spravnosti. Po nej zistime, Ze obe néjdené
funkcie vyhovuju rovnosti zo zadania.

3.2

(Podla L. Baca, M. Hagaru, J.Koneéného a M. Kukana.) RieSenie sa skladd z dvoch
krokov. Najprv ukazeme, ze

a+b+c+d<4 (1)

a potom dokaz dokon¢ime tpravou na Stvorec. (Alebo aj inak.) UkadZzeme tri dokazy
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nerovnosti (1), a to pouzitim priemerovych nerovnosti AG2?, AK3? a Cauchyho nerov-
:31
nosti’-.

a) Z AG nerovnosti pre kladné ¢leny a? a 1 vieme, ze a®> + 1 = 2a, ¢o sa d4 zistit
samozrejme aj jednoduchou upravou na stvorec. Podobné nerovnosti platia aj pre b, c,
aj d, po s¢itani tychto Styroch nerovnosti dostavame

>+ +F+d>+422(a+b+c+d).

Dosadenim viizby dostaneme nerovnost (1).

b) Z AK nerovnosti pre kladné ¢leny a, b, ¢, d mame

\/a2+b2+62+d2 S atbte+d
2 = 2 '

Dosadenim viizby a tpravou opét dostavame (1).

¢) Uvazujme Stvoricu a, b, ¢, d a Stvoricu Styroch jednotiek. Podla Cauchyho nerov-
nosti plati
(@ ++F+d)(1PP+ 12+ 12+1%) 2 (a+b+c+d)>

Odmocnenim opét dostdvame nerovnost (1).

Ulohu doriesime sporom. Predpokladajme, Ze nerovnost v zadani neplati, teda
a+b+c+d<ab+ be+ cd+ da. (2)
Ked vynésobime Tavé a pravé strany nerovnosti (1) a (2), dostaneme
(a+b+c+d)? < 4(ab+ be+ cd + da).

29 AG nerovnost alebo aj nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom hovori, Ze pre
nezaporné realne cisla a1, a2, ... ,an plati

aitazt---+an
n =

YVaiaz - an.

Rovnost nastdva prave vtedy, ked a1 = a2 = -+ = anp.

30 AK nerovnost alebo aj nerovnost medzi aritmetickym a kvadratickym priemerom hovori, Zze pre
nezaporné realne cisla a1, a2, ... ,an plati

a1 +az+---+an <\/a§+a§+---+a%

n n
Rovnost nastava prave vtedy, ked a1 = as = -+ = an.
31 Cauchyho nerovnost tvrdi, %e pre realne &isla a1, asa,... ,an,b1,ba,... , b, plati

(af + a3+ +a2)(b] + b3+ +b2) = (a1by + azbz + - -+ + anbn)>.

Rovnost nastédva v pripade, Ze vektory (a1, az2,...,an) a (b1,b2,...,by) st rovnobezné. (Jeden je
nésobkom druhého.)
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Vsimnime si, ze prava strana tejto nerovnosti sa da napisat ako 4(a+c¢)(b+d) a lava sa
da upravit na ((a+c)+ (b+d))?, &iZe poslednd nerovnost je ekvivalentnd s nerovnostou

(a+¢)+ (b+d)? < 4(a+c)(b+d).

To nabada k substiticii a+c¢ = x a b+d = y, kde x a y st kladné. Dostavame nerovnost
(x +y)? < 4wy, ktora je ekvivalentna s (z — y)? < 0, ¢o je zrejme spor. Dokézali sme,
ze nerovnost v zadani plati.

Pozndmka. Namiesto sporu sme v poslednom kroku mohli priamo vyuzit AH nerov-
nost32
(a+c)(b+d) o 2

= 1 1
2 a+c + b+d

)

pricom vieme, Ze a + b+ ¢ + d < 4, takZze mame

2
1 T

22>
a+c+b+_d

¢o modzeme upravit na nerovnost v zadani. Rovnost zrejme plati prea =b=c=d = 1.

3.3

Pripomenime si niekolko zndmych vlastnosti spojitych funkcii. Predpokladajme, ze
f,9: R — R st spojité funkcie a c¢ je Tubovolné realne ¢islo. Potom plati:

a) Funkcie f + g, cf st taktiez spojité funkcie.

b) Funkcia h : R — R definovana predpisom h(x) = g(z + ¢) je tiez spojita.

c) Ak a < b st redlne ¢isla a f(a) < f(b) (resp. f(b) > f(a)), potom funkcia f nado-

buda na intervale (a, b) vSetky hodnoty z intervalu (f(a), f(b)) (resp. (f(b), f(a))).

Predpokladajme, Ze funkcia f spliia podmienku zo zadania. Potom zadaniu vyhovuje
aj funkcia f + ¢ pre lubovolné reélne ¢islo c. Preto stac¢i najst vSetky spojité funkcie
f : R — R, ktoré spliiaju predpoklady zo zadania a navySe pre ne plati f(0) = 0.
(Kompletni mnozinu vyhovujicich funkcii potom ziskame tak, ze k nédjdenym este
pri¢itame Tubovolné redlne konstanty.)

Predpokladajme, ze funkcia f vyhovuje zadaniu a f(0) = 0. Nech ¢ # 0 je racionélne
¢islo a funkciu g, : R — R definujme vztahom g,(x) = f(z + ¢) — f(z). Kedze
(x + q) — x = q je racionélne ¢islo, podla predpokladu je aj f(x + q) — f(z) = g4(2)
raciondlne. Preto funkcia g, nadobtida len raciondlne hodnoty. Dalej podla vlastnosti
a) a b) je funkcia g, spojita. To uz za¢ina vyzerat podozrivo. Mame spojita funkciu,
ktora nadobuda len racionalne hodnoty. (Nenadobtida ziadne iracionélne.) Za pomoci

32 AH nerovnost alebo aj nerovnost medzi aritmetickym a harmonickym priemerom hovori, Ze pre
kladné realne cisla a1, a2, ... ,an plati

a1 +a2+---+an n
n L1,y 10

1\

Rovnost nastdva prave vtedy, ked a1 = a2 = -+ = anp.
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vlastnosti ¢) fahko ukdzeme, ze g, musi byt konstantnad. Ak totiz g,(a) # g4(b) pre
realne ¢isla a # b, potom vlastnost c¢) hovori, ze g, nadobuda vsetky hodnoty nejakého
intervalu. No my vieme, Ze v Tubovolnom intervale sa nachadza aspon jedno iracionalne
¢islo, o je spor.

Ozna¢me f(1) = d. Zrejme d je raciondlne (1 —0 € Q, preto aj f(1) — f(0) = f(1) €
€ Q). Teraz dokazeme, ze f(r) = rd pre kazdé raciondlne ¢islo 7. Budeme postupovat
v niekolkych krokoch.

1) Pre kazdé prirodzené ¢islo n plati f(1/n) = d/n. Dokaz moze prebiehat napriklad

takto:

s - g0 = () -7 (5 [ (50) - (2] +

s ()

V tretej rovnosti sme vyuzili, ze funkcia g/, je konstantna. Dalsie casti uz
nebudeme robit tak podrobne.

2) Pre kazdé kladné racionalne ¢islo m/n plati f(m/n) = dm/n.

3) Pre kazdé racionélne ¢islo g plati f(q) = dg.

Zistili sme, 7Ze funkcia f sa sprava linedrne na racionalnych ¢islach, teda f(q) = dg
pre ¢ € Q. Teraz si sta¢i uvedomit, ze ak by f(x) # dx pre nejaké iracionalne ¢islo z,
funkcia f by v bode x nebola spojita. Je to dosledok toho, Ze racionalne ¢isla st husté
v mnozine realnych ¢isel a teda v lubovolnej blizkosti ¢isla x ndjdeme racionélne ¢islo g,
pre ktoré vsak plati f(q) = dgq. Tym sme dokazali, Ze funkcia f mé tvar f(x) = dx.

Na zaciatku sme pridali predpoklad f(0) = 0. Preto hladané funkcie mozu byt len
tvaru f(x) = dx+c pre nejaké d € Q, ¢ € R. Lahko overime, zZe takéto funkcie vyhovuju
zadaniu. Tym je tloha vyrieSena.

3.4

Predstavme si planétu M v tvare Tubovolného mnohostena. Celd planéta je porastend
nepriechodnou dzunglou mrakodrapov, akurat pozdlZz hran mnohostena vedid ulice —
jednosmerky. Pre cestnt siet planéty M plati, ze z kazdej krizovatky (vrcholu mnoho-
stena) vychadza asponi jedna jednosmerka a aspon jedna jednosmerka do nej vchédza.
Dokéazat chceme fakt, Zze existuje na planéte blok mrakodrapov (stena mnohostena),
ktory sa da cely suvisle obist dokola.

Na jednej z krizovatiek pristdl Maly Princ a vybral sa na prechadzku. Okamzite
sa rieSitelovi tejto tlohy, poniika nasledovnd tvaha. Zo zadania vyplyva, ze ak Maly
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Princ pride na ktortkolvek krizovatku, vie z nej pokracovat inou jednosmerkou dale;j.
Krizovatiek je konecny pocet a tak skor ¢i neskor pride do takej, v ktorej uz raz bol.
Zoznam ulic, ktoré Maly Princ presiel medzi prvou a druhou navstevou tejto krizovatky
nazvime Velky Orientovany Cyklus. (Skratene VOC.) Tento VOC je vlastne hranicou,
ktora rozdeluje planétu M na dva VUC. (Rozumej vyssie tizemné celky.) Pozrime
sa teraz blizsie na ten VUC, ktory mal Maly Princ, chodiac po VOC, celj ¢as po
pravej ruke. Ak obsahuje len jeden blok mrakodrapov, tvrdenie v zadani je splnené. Ak
obsahuje blokov viac, vie Maly Princ svoj VOC vylepsit nasledovne.

Za predpokladu, Ze existuje z aktudlneho VOC jednosmerka doprava, p6jde Maly
Princ po nej a bude pokracovat dalej Iubovolne, no v prikdzanom smere jazdy, az
kym nepride naspit von na VOC, alebo na krizovatku vo vnuatrozemi, na ktorej uz
raz bol. V oboch pripadoch vznikne VylepSeny Orientovany Cyklus (skratene VOC),
ktory nepresiahne za hranicu, ¢ize za pévodny VOC. Napravo od nového VOC bude
teda mensia oblast, ako bola napravo od povodného VOC, ¢ize oblast s mensim poctom
blokov.

Ak predchadzajici predpoklad nie je splneny (teda vsetky ulice medzi hranicou VOC
a vnutrozemim napravo smeruji von), tak sa Maly Princ z VOC do vnutrozemia ani
nedostane. Vtedy vytiahne z krabicky Ovecku a posle ju do vnitrozemia s prikazom
aby sa pohybovala vzdy proti prikdzanému smeru az kym nendjde cyklus. Vylepseny
Orientovany Cyklus najdeny Oveckou bude cely vo vnutrozemi (premyslite si preco)
a teda bude ohranicovat opit mensie tizemie ako pévodny VOC. Problém dopravenia
sa do vnatrozemia na novy Oveckin VOC je pre Malého Princa vzhladom na jeho dlhi
prax pilota skuto¢ne uz len technicky detail.

Na zéklade tohto algoritmu sa da ukézat, ze ak st napravo od pévodného VOC nejaké
ulice, tak existuje Vylepseny Orientovany Cyklus ohranic¢ujici mensi pocet blokov ako
aktualny VOC. Postupne dostaneme aj taky VOC, ktory neméa ziadnu ulicu napravo,
takze VOC ohranicujuci prave jeden blok mrakodrapov.

3.5

Uvedieme dve rieSenia, ktoré buda pozostévat z postupnosti krokov, pricom dokazy
¢iastkovych tvrdeni nechdme na ¢itatela. V prvom rieSeni chyba zaver (nechali sme
na véas poslednu ¢ast, ktord sa dé zvladnuf napr. trigonometriou). Druhé rieSenie je
v podstate kompletné. (Treba sa potrapit len s detailmi.)

1) Bez ujmy na vSeobecnosti nech |AB| > |AC|. Ozna¢me O resp. O’ stred opisanej
kruznice trojuholniku ABC resp. ADE. Dalej nech A’ je priese¢nik osi uhla BAC
s opisanou kruznicou trojuholniku ABC rézny od A. Oznacme A” resp. A" priesecnik
AH resp. AO s opisanou kruznicou trojuholniku ABC rézny od A.

2) Dokéazeme, ze A’ je stred oblika BC' (na kruznici opisanej trojuholniku ABC),
ktory neobsahuje bod A. To je ekvivalentné tomu, ze body M, O a A’ lezia na jednej
priamke, alebo, ze uhol CM A’ je pravy.

3) Dokéazeme, ze tsecka BC' rozpoluje tsecku HA".

4) Dokézeme, ze body A” a A" st osovo stimerné podla priamky OA’. (Napriklad
porovnanim uhlov A”OA" a A”OA’.)
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5) Za pomoci 4) a 5) usudime, ze body A”, M a H lezia na jednej priamke. Tato
informéciu vieme vyuzit k ré6znym ekvivalentnym formulaciam rieSenia. V nasledujicom
kroku uvedieme jedno z nich.

6) Ozna¢me N prieseénik AA’ a M H. Rovnobeznost OO’ a M H je potom ekvi-
valentné s rovnobeznostou OO’ a A” N. Tieto dve priamky st vSak rovnobezné prave
vtedy ked |[AO|/|AA”| = |AO'|/|AN| (rovnolahlost). Zrejme viak |[AO|/|AA"| = 1,
preto staci dokazat, ze |[AO’|/|AN| = 3 alebo 2|AO’| = |AN]|.

Iné rieSenie. Opit predpokladdme |AB| > |AC| a oznac¢ime body O, O', A” ako
v prvom rieSeni. Poktisime sa néjst vhodni priamku, na ktort buda kolmé obe priamky
OO’ aj MH.

1) Najprv uvazujme len priamku OO’. Ozna¢me R prieseénik kruznic opisanych
trojuholnikom ABD a ADE rozny od A. (Ten priesecnik existuje vdaka |AB| # |AC)|.)
Priamka OO’ je kolmé na chordalu kruznic opisanych trojuholnikom ABC a ADE,
teda OO’ je kolmé na AR.

2) Nakreslime novy obrazok, ale tentoraz iplne vynechdme body D, E, O" a kruznicu
opisanu trojuholniku ADFE. Ozna¢me postupne pity kolmic z bodov B, C na strany
AC, AB pismenami B”, C". Ukdzeme, Ze kruznica opisand trojuholniku AB”C” mé
s kruznicou opisanou trojuholniku ABC' priese¢nik P rézny od A, ktory bude v polro-
vine opacnej k AC'B.

3) V danej situacii je viacero tetivovych stvoruholnikov. M6zeme zacat jednoduchymi
(az trividlnymi) ako ABCP, BCB"C", ¢i AC"HB". Pomocou nich vieme ukéazat, zZe
aj MCPC" je tetivovy. Potom mozeme napisat | MPA| = [AMPC"| + |£C"PA]
a pomocou toho ukézat, ze uhol M PA je pravy. Z toho vyvodime, ze bod H lezi na
usecke M P.

4) Priamka OO’ je kolmé na tetivu AR a M H je kolmé na tetivu AP. Jedina Sanca,
aby platilo tvrdenie zo zadania je, ak AP a AR si rovnobezné. To nastane prave ked
body P a R st totozné. Staci uz len ukazat, ze P = R.

5) Dokazeme, ze body A, D, E, R lezia na kruznici (¢o zaru¢i P = R).

6) Postupne dokdzeme podobnosti trojuholnikov HC”B a HB"C, HDC"” a HEB" .
Pomocou pomerov a uhlov zistime, ze aj trojuholniky RBC"” a RCB” st podobné.
Skombinovanim tychto vysledkov zase dostaneme, Ze trojuholniky RDC"” a REB" st
podobné, z ¢oho uz mame zarucené | RDC"| = |{REB"|, teda aj |{RDA| = |{REA|,
z ¢oho vieme, ze ADER je tetivovy Stvoruholnik.

7) Krokom 6) sme dokézali, ze P = R, ¢o podla kroku 5) sta¢i k tomu, aby M H
a OO’ boli rovnobezné. Tym sme tvrdenie dokazali.

STVRTA SERIA

4.1

Postupnost redlnych ¢isel je geometrickd, ak podiel kazdych dvoch po sebe nasledujtcich
¢lenov je rovnaky. Tento podiel (ozna¢me ho ¢) sa nazyva kvocient. Postupnost ay, as,
as, ag4, ...je geometrickd s kvocientom ¢, ak

g= 2% _ 0 _

ax az as
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Pri takejto definicii predpokladdme, Ze kazdy ¢len geometrickej postupnosti musi byt
nenulovy a teda aj g # 0.

Spravny napad je vyjadrit kazdy c¢len geometrickej postupnosti pomocou prvého
¢lena a kvocientu, napriklad

2 9
ajp = qag = q ag = ... =g ay.

Ak ajo aj ap sa prirodzené, tak ¢° = a19/a; je kladné raciondlne (zlomok). Podobne
aj aso = ¢*° - a1 a aj ¢*° je kladné racionélne ¢&islo. Podme sa blizsie pozrief na kladné
racionalne c¢isla. Stcet, sucin aj podiel kladnych racionalnych ¢isel je kladné racionédlne
¢islo. Na ¢o je nam tato vlastnost? Ak ¢ a ¢ st kladné raciondlne tak je kladné
racionalne aj ¢?°/¢° = ¢*°. Rovnako je aj ¢*°/(¢°¢°) = ¢* kladné racionalne a potom
aj ¢°/(¢*¢*q*q?) = q je kladné racionalne ¢&islo. Takze q sa d4 zapisat ako m/n, kde m
a n su kladné celé nesudelitelné cisla.
Vieme, ze

o aym®

2
azp = a1q " =
n29

KedZe m a n st nesudelitelné, musi n?° delit a;. Z toho vidime, Ze
a; = k-n* = (k-n'%)nt?
pre nejaké prirodzené k. A konecne

19 29,19
aym kn“"m 110,19
az0 — 19 = 19 = RKn m
n n

a to je sucin prirodzenych cisel, preto aj asg je prirodzené cislo.

4.2

Zabudnime na vSetkych inych Tudi a uvazujme len o skupine ludi oblubujtcich kon-
zumaciu horaliek po Sirke (ozna¢me mnozinu tychto fudi H) a vztahoch medzi nimi.
Vsimnime si Busa, ktory, ako vieme zo zadania, oblubuje jedenie horaliek po Sirke.
O Busovi vieme povedat, ze urcite pozné aspon dvoch inych veducich s touto vlast-
nostou. Pre¢o? Okrem Busa st v skupine aspon $tyria dalsi vedtci. Ak by vSetkych
poznal, tak pozné aspom Styroch ITudi. Ak by niekoho spomedzi ostatnych nepoznal,
musi s nim mat prave dvoch spolo¢nych zndmych a teda opif Bus pozné aspon dvoch
¢lenov skupiny.

Oznacme P skupinu Tudi, ktorych Bus pozna a N, ktorych Bus nepozna. V skupine P
sa ziadni dvaja vedici nemdzu poznat, pretoze maji spolo¢ného znameho Busa. Takze
[ubovolni dvaja vedtci z P maja prave dvoch spolo¢nych zndmych. Jednym takymto
spolo¢nym znamym je Bus, druhy teda musi byt z N.

Ak vyberieme dve rozne dvojice z P, tak spolo¢ny znamy prvej dvojice v N nemoze
byt ten isty Clovek ako spolo¢ény zndmy druhej dvojice v N, pretoze by s nim mal
Bus aspon troch spolo¢nych znamych. Preto ku kazdej dvojici v P musi v N existovat
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¢lovek, ktory poznd v P iba dant dvojicu a nikoho iného. Ked oznacime k pocet Tudi
v P, potom pocet dvojic Iudi z P je (g) a teda v N musi byt aspon (’2“) Tudi.

Predstavme si situaciu, ze by v N bolo viac ako (g) Iudi. KedZe nik z N nepozna
Busa, tak musi mat kazdy z N s Busom spolo¢nych prave dvoch znamych. Tito dvaja
budt urcite z P a teda kazdy clovek z N pozné prave dvoch Tudi z P. Ak je ludi v N
viac ako (g), tak z Dirichletovho principu nutne niektori dvaja z N poznaju rovnaku
dvojicu z P. To uz je spor, lebo tato dvojica z P by mala troch spolo¢nych znamych.
Preto v N musi byt presne (g) Tudi.

Uz sme niekolkokrat vyuzili fakt, Zze Tudia v H sa delia na ludi, ktori Busa poznaju,
Tudi, ktori Busa nepoznaju a samotného Busa. Ukézali sme, Ze ich je spolu 1+ k + (’2“)
Vsimnime si, ze ak by sme na zaciatku zvolili iného vedticeho ako Busa (napriklad
v zadani spominaného Fofa) a oznadili poéet jeho zndmych [, tak by sme dostali, ze H
ma 1+ 1+ (é) ¢lenov. Potom ale musi platit [ = k, teda kazdy veduci pozné rovnako
vela Tudi.

A sme znovu pri Busovi. Takze, Bus pozna k veducich z P a nepozna (g) veducich
z N. Zéaroven kazdy veduci z P pozna Busa a dalSich £ — 1 vedtcich z N, ¢o je spolu
ocakavanych k. Ostéavaju nam veduci v N. Kazdy z nich pozné zatial prave dvoch
veducich v P. Busa nepoznaju a teda musi kazdy z nich poznat prave k£ — 2 inych
veducich z N. Zéaroven dvaja veduci z N, ktori maji spolo¢ného znameho v P, sa
poznat nemo6zu. Teda vedici z N moze poznat iba takého vediceho z N, ktory nepozné
ani jedného z jeho znamych v P. Takych veducich v N je tolko, kolko je dvojic medzi
k—2 vediucimi z P a to je (k ;2) Preto, aby kazdy veduci z N mohol poznat k vedtcich,
musi platit (kf) +2 2 k, z ¢oho vyplyva k 2 5 (alebo k < 2, ale vtedy je pocet veducich
menej ako pét).

Pre k = 5 st pre kazdého z N préve tri moznosti, koho z N moze poznat a zaroven
kazdy z N musi poznat prave troch z N. Preto je jednoznac¢ne uréené, kto musi koho
poznat. Teraz stac¢i overit, ¢i si niektoré zndmosti neodporuju so zadanim. Ak nie, tak
sme vyhrali, pretoZze sme ukézali, Ze veducich mo6ze byt najmenej 1 + 5 + (g) = 16
a zéaroven, ze ich 16 byt moze.

O znamostiach medzi Busom a P, vnutri P a medzi Busom a N sme uz ukéa-
zali, ze su v sulade so zadanim. Ozna¢me Pi,...,Ps Iudi v P. Ludi v N oznac¢me
Nia,N13,...,Nyspodla toho, ktortt dvojicu z P dany ¢lovek poznd. Clovek N; ; pozna
¢loveka Ny, ; prave vtedy, ked {7, j} N {k,l} = 0. Podme teraz riesit vztahy v skupine N
a medzi skupinami N a P.

Dvaja Iudia z N sa poznaju iba vtedy, ak nemaji spolo¢ného zndmeho v P. Problém
nastane, ak by mali nejakého spolo¢ného znameho v N (vtedy by podmienka zadania
nebola splnend). Zoberme dvoch z N, ktori sa poznaju, napriklad N1 2 a N3 4. Aby
existoval este nejaky clovek NV; ;, ktory ich pozna oboch, museli by byt ¢isla i a j
navzajom rozne a tiez rozne od ¢isel 1, 2, 3 a 4. To v8ak nejde, kedZze mame len éisla
do 5. Vezmime teraz takd dvojicu z IV, ktord sa navzidjom nepozné, napriklad N o
a N1 3. V P maja spolo¢ného znameho iba P; zarovenn v N moézu poznat iba ¢loveka,
ktory nema s ani jednym z nich ani jeden index rovnaky a to je jedine N4 5. Tto ttvahu
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vieme zopakovat pre Tubovolni dvojicu z N, ktora sa nepozna. Preto dvaja veduci z NV,
ktori sa nepoznaji, maju dvoch spolo¢nych znédmych, ¢ize vSetko je ako mé byt.

Ak jeden z P pozna jedného z N, tak uz nemaju ziadnych spolo¢nych znamych,
pretoze v P sa navzajom ludia nepoznaji a ¢lovek z N poznd iba takych Iudi z N,
ktorych jeho znamy z P nepozna.

Ostala poslednd moznost na overenie, teda ¢o ak sa ¢lovek z N a c¢lovek z P
nepoznaju? Vezmime takd dvojicu. Bez ujmy na vSeobecnosti nech je to P; a Na 3.
V P spolo¢énych zndmych nemaji, lebo P; nepozné nikoho z P. V N pozna P; ludi
Ni2 ,N13, Ni,4, Ni5 a Na3 poznd Nyg4, Ni5 ,Nys5, teda spoloénych znamych maja
N1.4, Ni5, o su presne dvaja.

Ukézali sme, ze takato skupina Sestnastich vedicich vyhovuje podmienkam zo zada-
nia, ¢ize Sestnast je aj miniméalny pocet veducich, ktori mozu byt v H.

4.3
Len v skratke nac¢rtneme dve rieSenia.

Ak (a,a + 1) je dvojica po sebe idtcich hutiatych ¢isel, tak (4a? + 4a,4a® + 4a +
Poé¢niic dvojicou (8,9) vieme takymto sposobom vygenerovat lubovolne vela dvojic po
sebe iducich hunatych c¢isel.

Iné rieSenie. Uvazujme diofantovsktl rovnicu z? — 8y? = 1. Z tedrie o Pellovych
rovniciach vieme, Ze méa nekonecne vela rieSeni v prirodzenych ¢islach. Pre kazdé takéto
riesenie (z,y) tvori dvojica (8y?, z%) par po sebe idticich hutiatych &isel.

4.4

RieSenie ulohy nebolo v koreSpondenc¢nom semindri zverejnené.

4.5

Na vyrieSenie tohto prikladu stac¢i par myslienok, ale je tazké spisat korektny postupu.
Pre kratkost a zrozumitelnost dokazy niektorych rutinnych krokov vynechame.

VyrieSime vSeobecnejsiu tlohu. Zvolme Tubovolné prirodzené ¢islo N a zmeiime mno-
zinu S v zadanina S = {1,2,3,..., N}. Najprv si uvedomme, ze funkcia f: S — S spliia
podmienku zo zadania prave vtedy, ked je bijektivna a dplne multiplikativna.®® Uplnt
multiplikativnost funkcie f moZeme zo zadania dokézat napr. (kone¢nou) indukciou.
Ak n e San=pl"...p% je kanonicky rozklad ¢isla n na prvocisla, tak vdaka tplnej
multiplikativnosti funkcie f mame

fi . ..pes) = f(p1)™ ... f(ps)™. (1)

Z vypoctu f(1) = f(1-1) = f(1)f(1) = f(1)? vyplyva f(1) = 1. Ozna¢me P mnoZinu
prvocisel, ktoré nie su vicsie nez N. UkaZzeme, Ze f musi zobrazit mnozinu P na seba.

33 Funkciu f : S — S budeme nazyvat uplne multiplikativnou, ak f(mn) = f(m)f(n) pre kazdé
m,n € S také, ze mn € S.
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Ak by neplatilo f(P) = P, tak by existovalo p € P také, ze pre Ziadne z prvocisel ¢ € P
neplati f(g) = p. Potom za pomoci (1) mozno lahko ukézat, Ze nemoze existovat také
s € S, ze f(s) = p. Za predpokladu f(P) # P sme dokézali, Ze f nemd v obore hodnot
p € S a teda nie je bijekcia. Preto musi platit f(P) = P.

Ukézeme eSte nieco viac. Pre k € S ozna¢me

m={pers | ] =}, @)

P:UMk

kesS

Zrejme

je disjunktny rozklad mnoziny P, pri¢om niektoré mnoziny M) mozu byt aj prazdne.
Dalsiu myslienku zhrnieme do lemy.
Lema. Ak k,l € S, k <, p € My, q € M, tak nemoze platit f(q) = p.

Doékaz. Ak za danych predpokladov plati f(g) = p, potom vieme, Ze mnozina

{972973% 7ZQ} c S

sa pouzitim f zobrazi na

{fWp, f2)p, fB)p, ..., f(D)p} C S. (3)

V mnozine (3) musi vdaka bijektivnosti f existovat prvok, ktory je aspon lp. Kedze
vSak | > k a p € My, z (2) dostavame Ip > N, ¢o je spor.

Zo vztahu f(P) = P alemy dostaneme, ze pre kazdé k € S plati mnozinova inklazia
N
fMy) c | M,
i=k

z ¢oho jednoduchou tvahou! zistime, ze musi platit f(My) = My pre kazdé k € S.
Dokézali sme, ze f musi permutovaf prvodcisla v rdmci mnozin M.

Ukazeme, ze ak mame dant permutdciu®® o: P — P taka, ze o(My) = My, pre kazdé
k € S, potom existuje jedina uplne multiplikativna bijekcia f,: S — S taka, ze f,(p) =
= o(p) pre vSetky p € P. Ak sa ndm to podari, potom zrejme pocet hladanych bijekcii
je rovny poc¢tu permutécii s danou vlastnostou, ¢o je presne

[T 12l (4)
k=1

34 Napriklad kone¢nou indukciou pre k rovné postupne N, N —1, N —2, ..., 1.

35 Pre nase tcely moZeme permutéciu chapat ako bijektivnu funkciu z nejakej (kone¢nej) mnoZiny do
tej istej mnoziny. Aj f by sme mohli volat permutécia, ale aby sa to neplietlo, volajme f nadalej
funkcia.



156 59. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Nech o: P — P je Iubovolnd pevne zvolena permutécia, pre ktora plati o(My) =
= My, pre kazdé k € S. Jeden zo zdkladnych poznatkov o permutécidch (ak ste sa
s nim esSte nestretli, sktste ho dokazat) je, Ze kazdi permutaciu vieme vyjadrif ako
zloZenie velmi jednoduchych permutécii, tzv. transpozicii. Transpozicia je permutécia,
ktora ,vymiena“ dva prvky a vSetky ostatné fixuje. Presnejsie, ak k € S, p,q € M,
p # ¢, tak transpoziciou nazveme permutéciu o,,: P — P definovant

s, s&{p,q},
qu(s) = p, S$=4¢g,
q, S=D.

Teraz si uz len uvedomime, ze na poskladanie ¢ pomocou transpozicii vystacime
s transpoziciami, ktoré ,vymienaju“ dva prvky, ktoré patria rovnakej mnozine Mj.
Takze pre nase o musi existovat kone¢na postupnost (p1,¢1), (p2,2), - .-, (p;,q;) taka,
Ze pre kazdé i € N, 1 < ¢ < j existuje [ € S také, ze p;,q; € M;, p; # ¢; a navySe pre
kazdé p € P plati

() = sy Oy rty 1 oo (s () ---)):

Ku zvolenej permutécii o skonstruujeme hladant funkciu f,: S — S. Ak by o bola
transpozicia, asi by to nebolo az také zlozité. Funkcia f by ,vymienala“ dve prvocisla
v prvociselnom rozklade a sndd by to bola aj tUplne multiplikativna bijekcia. Pre
[ubovolné o by sme mohli dostat f, poskladanim takychto funkcii (podobne ako to
funguje s permutéaciami). Spravime to formalne. Nech k € S, p,q € My, p # q. Funkciu
fpq: S — N definujeme pre n € S predpisom

b s\ b R
foa(n) = fpg(@ ¢ it ry? . rg®) = piqriiry® g,

kde n = pP¢ér{*ry?...r% je kanonicky rozklad &sla n na prvoéisla. Funkcia f,,
,vymeni® prvocisla p, ¢ v prvociselnom rozklade. Sami lahko ukazete, ze funkcia f,, je
uplne multiplikativna a injektivna. Ukazeme, ze obor hodnét je podmnozina S, z ¢oho
bude vyplyvat aj bijektivnost f. Nech m € S, b € N. Potom vdaka p,q € M a (2)
dostaneme

1 2

¢dmeS o pl¢tmesS & P’ *mesS o . & pPPPmes.
Z toho vieme, ze funkcia f,, zobrazuje z mnoziny S do mnoziny S a teda fp,:S — S
je bijekcia.

Teraz staci definovat f, ako zloZenie tychto funkcii, presnejsie

fU(S) = fquj (fpjflib‘fl ( .- (fplth (8)) s ))v

pre kazdé s € S. KedZe skladanim uplne multiplikativnych a bijektivnych funkcii
ziskame tplne multiplikativnu bijekciu, staéi si uz len rozmysliet, ze f,(p) = o(p) pre
kazdé p € P.
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Dokéazali sme, ze vysledok je dany vztahom (4), takze odpoved pre N = 100 uz lahko
doratame. Je to 2!-2!-4!-10! = 348 364 800.

PIATA SERIA

5.1

Uloha sa da pomerne jednoducho vyriesit pomocou analytickej geometrie. Niet sa comu
¢udovat, v zadani vystupuje vela navzajom kolmych tseciek, ktoré priam pontkaja, aby
sme rovnobezne s nimi zaviedli siradnicovia sustavu. Riesenie, ktoré uvedieme, sa bude
analytickému trochu podobat, budd sa v fom totiz poéitat dlzky niektorgch tseciek
podobne, ako by sme v analytickom rieSeni pocitali siradnice bodov.

Potrebujeme rozobrat dva pripady. Prvy je ten, ked je priamka r rovnobezna s tisec-
kou AC'. Os vnutorného uhla je vzdy kolma na os vonkajsieho uhla, preto je aj os
vnutorného uhla ABC' (ozna¢me ju o) kolma na priamku r. Tym padom je tiez kolma
na stranu AC, ¢o znamena, ze ABC' je rovnoramenny trojuholnik. Teraz by uz malo
byt lahko vidno, Ze cely obrazok je osovo simerny podla osi o, a teda aj body M, N su
osovo sumerné. Priamka M N je kolméa na os o a tym padom rovnobezné s r aj AC.

Ostava moznost, ked sa priamky r a AC pretinaju. Tento pripad uz nebude taky
jednoduchy. Prva vec, ¢o sa dé skusit, je dopocitat uhly. Problém ale je, Ze o bodoch
M a N len pomocou uhlov nevieme takmer ni¢ povedat. Ak si vSak obrazok nac¢rtneme
dost presne, mali by sme si vS§imnuf, Ze priesecnik tsefiek AQ a CP lezi na osi o.
Poktisme sa to dokézat.

Oznacme T priesecnik AQ a CP. Priamky AP, CQ, o su vsetky navzajom rovno-
bezné. Ak chceme dokézat, ze bod T lezi na priamke o, sta¢i dokazat, Ze jeho vzdialenost
od priamok AP a C'Q je rovnaka, ako je vzdialenost o od tychto priamok. Priamka o je
totiz prave mnozina vSetkych bodov, ktoré st od AP vzdialené |PB| a od C'Q vzdialené
|BQ|. Vypocitajme teda vzdialenost bodu T od priamky AC a od priamky BQ.
Tieto vzdialenosti sii presne rovné vyskam v trojuholnikoch APT a TQC. Tieto dva
trojuholniky st navyse vdaka rovnakym uhlom podobné. Oznaéme pre jednoduchost
|AP| = a a |CQ| = b. Pomer podobnosti trojuholnikov je a : b, teda ich vysky budi mat
dlzky ka a kb, kde k je nejaké kladné realne &islo. Vzdialenost priamok AP a C'Q potom
musi byt k(a + b). Ale aj trojuholniky APB a CQB st podobné, a to opit v pomere
a : b. Preto aj pomer dlzok |PB| a |BQ| musi byt a : b a ich stiéet sa rovna vzdialenosti
priamok AP a CQ, ktoré je k(a + b). Z toho dostavame, ze |PB| = ka a |BQ| = kb,
¢ize bod T naozaj patri priamke o.

Ked sa nam uz takto pekne podarilo najst polohu bodu 7', preco nedopocitat aj
polohy bodov M a N7 Mali by sme si totiz lahko vSimnut, Ze tak ako je bod T
priese¢nikom uhlopriecok v pravouhlom lichobezniku APQC, tak st aj body M a N
prieseénikmi uhloprie¢ok v pravouhlych lichobeznikoch APBT a TBQC. Ak by sme
poznali |BT|, vedeli by sme uplne rovnakym postupom najst vzdialenost bodov M
a N od priamok AP, BT a CQ. Tato dizku vieme jednoducho vypoéitat napriklad
z podobnosti trojuholnikov PBT a PQC. St podobné v pomere ka : k(a + b), teda
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plati
ka ab
BT| = —-|QC| = —.
BT k(a +b) QC] a+b
Oznacme péty kolmic z bodov M, N na priamku r postupne X, Y. V predchadza-
jucich dvoch odsekoch sme presne vypocitali, aka je v pravouhlom lichobezniku APQC
s dlzkami zakladni a, b poloha prieseénika uhlopriecok. Je to vo vzdialenosti ab/(a + b)
od strany PQ a v pomere a : b medzi zadkladnami AP a CQ. Lichobeznik APBT je tiez
pravouhly, len so zékladiiami dizok a a ab/a + b. Pre priesecnik uhlopriecok M teda
bude platit

_ab_ 2
a - b b
IMX| = —2tb — “b ;= a4 -
by ala+b)+ab  a+2
kab
IXB|=k-|MX|= "2
a+2b
Podobne pre bod N dostaneme
b
NY| =
2a +b
kab
vB| = 2
2a+b

Caka nas uz len poslednd naroéna ¢ast — dokazat, ze vietky tri priamky sa pretnd v tom
istom bode. Predpokladajme bez ujmy na vSeobecnosti, ze a > b. Potom priesec¢nik V'
priamky AC' s priamkou r bude blizsie k C' ako k A. Z podobnosti trojuholnikov APV
a CQV sa budeme snazit vypocitat vzdialenost |BV|:

PV| Qv
AP |CQI’
|BV|+ka  |BV|—kb
a B b '
Z tejto rovnosti uz lahko vyjadrime
2kab
BV| = .
BV =——

Podobnym sposobom by sme vedeli najst polohu priese¢nika W priamok M N a r.
Vypocet by obsahoval trochu viac pismeniek, ale inad¢ by vyzeral tplne rovnako a dostali
by sme rovnaky vysledok. To znamenad, ze body V a W musia byt ten isty bod a teda
vSetky tri priamky sa pretinaji v jednom bode.

Uloha sa dala riesif aj ¢isto pomocou podobnosti, ak by sme oznaéili priese¢niky
priamky M N s tseckami AP a C(Q a dokazovali, Ze tieto priesec¢niky delia tsecky AP
a C(@Q v rovnakych pomeroch. Tiez sme mohli obist niektoré z naSich vypoctov ak by
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sme pouzili Cevovu vetu v trojuholniku ABV a dokézali tak, ze body M, N a V lezia
na jednej priamke. No a nakoniec tplne najjednoduchsi dokaz sa d4 napisat za pomoci
perspektivneho zobrazenia, ktorym sa dal nerovnobezny pripad zredukovat na pripad
rovnobezny, ktory je uz tplne jednoduchy.

5.2

V zadani sa vysktytuje os vniutorného uhla ABC' a os vonkajsieho uhla BC A trojuhol-
nika ABC'. Uvidime, ze prave vonkajsie a vntutorné uhly trojuholnikov zohravaju v tejto
tlohe kltcova rolu. VyuZijeme aj poznatky o pripisanych kruzniciach k trojuholniku,
ktorym je venovany nasledovny odsek.

Obr. 45

Predstavme si ubovolny trojuholnik XY Z. Zostrojme kruznicu k, ktora sa dotyka
polpriamok XY, XZ a zvonka sa dotyka strany Y Z trojuholnika XY Z. Oznacme
dotykové body kruznice s polpriamkami XY a X Z postupne S a T (obr.45). V§imnime
si uhol ZXY. KruZnica k je vpisand do tohto uhla, takZe jej vzdialenost od ramien
uhla je rovnaké, preto jej stred lezi na osi uhla ZXY. Tato kruznica je ale vpisana aj
do uhlov ZY S a TZY, takze jej stred lezi aj na osiach tychto uhlov. Zistili sme, zZe
stred tejto kruznice lezi na osi vnutorného uhla pri vrchole X a na osiach vonkajsich
uhlov pri vrcholoch Y a Z v trojuholniku XY Z. Kruznica k£ sa nazyva pripisana
kruznica k strane Y Z. V rieSeni prikladu budeme vyuzivat, Ze spominané tri osi uhlov
sa pretinaji v jednom bode (uz vieme, Ze v strede pripisanej kruznice).

Na zaciatok si vSimneme velkosti uhlov, ktoré vieme hned urcit. BM je os uhla ABC,
takze |4 M BC| = 60°. Dalej uhol C BP je susedny k uhlu CBA, takze |{CBP| = 60°.

Zamerajme sa na trojuholnik M BC'. Uhol pri vrchole B ma velkost 60°, ¢ize vonkajsi
uhol pri tomto vrchole ma velkost 120°. Kedze |[{CBP| = 60°, tak BP je osou tohto
vonkajsieho uhla. Vieme tiez, ze C'P je osou vonkajsieho uhla pri vrchole C. To znamena,
ze bod P lezi na osiach dvoch vonkajsich uhlov v trojuholniku M BC. Bod P je teda
stred pripisanej kruznice k trojuholniku M BC'. Z toho vyplyva, ze M P je osou uhla
CMB.
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Prejdime s pozornostou k trojuholniku ABM. Pred chvilou sme vlastne zistili, Ze
MK je os vonkajsieho uhla pri vrchole M. Je zrejmé, ze BK je os vonkajsieho uhla pri
vrchole B. Teda K je stred pripisanej kruznice k trojuholniku ABM a AK musi byt os
vnutorného uhla M AB.

Oznacme L priesecnik polpriamky AK a tsecky PC. Pre zmenu si vSimajme troj-
uholnik ABC'. Bod L lezi na osi vnutorného uhla pri vrchole A a na osi vonkajsieho
uhla pri vrchole C. Zo znalosti vlastnosti pripisanej kruznice mozeme usudit, ze aj os
vonkajsieho uhla pri vrchole B musi prechadzat bodom L. Cize |[{CBL| = |{LBP| =
= 30°.

Obr. 46

Dalej budeme pocitat nejaké uhly a dojdeme k tomu, Ze §tvoruholnik BPLK je
tetivovy. Oznaéme |LCAB| = «. Sucet uhlov v trojuholniku ABC je 180°, takze
| BC A| = 60°—«. Vonkajsi uhol v trojuholniku ABC pri vrchole C' ma velkost 120°+a«
a kedze C'P je jeho osou, tak | PCB| = 60° + %a. Z trojuholnika AK C Tahko doratame
|£AKC| = 120° 4 o Susedny uhol CKL ma velkost 60° — 1. V trojuholniku KLC
fahko doratame |{ K LC| = 60°. Susedny uhol PLK k tomuto uhlu mé potom velkost
120°. Vidime, ze stcet protilahlych uhlov v $tvoruholniku BPLK je 180° (obr. 46), ¢ize
skutocne ide o tetivovy stvoruholnik.

Z obvodovych uhlov v tomto $tvoruholniku vieme, ze |{KPL| = |{KBL| = 30°
a |[{LKP|=|{£LBP|=30°. Uhol AKM je vrcholovy k uhlu LK P, takze |{AKM| =
= |{LKP| = 30°. Obidva uhly spominané v zadani maju velkost 30°, teda st zhodné.

5.3

(Podla Martina Bachratého a Filipa Slddka.) Uvedieme len zoznam hlavnych krokov
rieSenia bez technickych detailov. Namiesto éisla 100 v zadani uvazujme [ubovolné parne
n =2k > 0.

Ak dvojica susednych ¢isel nie je superdvojica, nazveme ju zld. Ak mame Sesticu
po sebe iducich c¢isel na obvode a; < A; > a;11 < Ajp1 > a0 < Ajyo, tak dvojica
Aj41, Ai—l—l je zla préve vtedy, ked a; < A; < Qi < AH_Q.
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Keby nejaké ¢islo bolo v dvoch zlych dvojiciach, tak bez ujmy na vSeobecnosti nech
je to A;11. Potom musi zaroven platit a; < A; < a;412 < Aji2 a A; > a;41 > Ajro, 0
je spor. Takze ziadne c¢islo nie je naraz v dvoch zlych dvojiciach. Dostavame, ze zlych
dvojic je maximalne k, takZe superdvojic je minimélne k. (Superdvojic a zlych dvojic
dokopy je n.)

Dalej ukdzeme, ze zlych dvojic je menej ako k. Keby ich bolo k (viési pocet sme
uz vylacili), tak kazdé ¢islo je v prave jednej zlej dvojici. Bez ujmy na vSeobecnosti
nech je zld dvojica a;;1 < A;j;1.2% Potom je aj a;1o < Ao zld dvojica a tak dalej.
Z toho ziskame nerovnost typu a;11 < a;12, ktord musi platit pre kazdé . Kedze ¢isla
su usporiadané cyklicky, dostavame a;1 < a;4+1 €o je spor.

TakZe minimélny pocet superdvojic je k 4+ 1 (pretoze maximélny pocet zlych dvojic
je k — 1). Este skonstruujeme pripad, ktory vyhovuje. Ked zoberieme postupnost 1, 2,

3, ..., n a prehodime postupne ¢isla (2,3) , (4,5), ..., tak dostaneme postupnost
1,3,2 5 4 7.6, ..., n—1, n—2 n
Vidime, zZe z1é dvojice su (2,5), (4,7), ..., (n—4,n—1) a este (n,1). To je prave k — 1

zlych dvojic. Ukazali sme, ze zlych dvojic je maximalne k — 1 a existuje také rozlozenie,
takze superdvojic je minimélne k£ + 1, v nasom priklade 51.

5.4

(Podla Martina Bachratého.) Zrejme staci, ak ku kazdému n > 1 najdeme také p, ze
nerovnost zo zadania bude platit a zaroven bude existovat vhodné n-tica, x1,... , 2,
kedy nastane rovnost. Pre n = 2, 3,4 sa da Tahko ukazat, Ze plati p = n. Pre n > 4 je
to zaujimavejsie. Ak dosadime 1 = x9 =1 a x3 =24 = ... = x, = 0, dostaneme, Ze
musi platit 4 = p, teda p je najviac 4.

Matematickou indukciou dokézeme, Ze pre n = 4 plati p = 4. Prvy indukény krok
(n = 4) uz mame. Nech teda pre kazda (n — 1)-ticu (n = 5) nezapornych realnych ¢isel
T1,...,Tn_1 plati

(144 2n1)? Z 4(z120 + 2223 + -+ Ty 2Tp_1 + Tp_127). (1)

Nech z1,...,x, je Iubovolnd n-tica nezdpornych realnych ¢isel. Cyklickou zémenou
premennych x1,...,x, nezmenime hodnoty na lavej a pravej strany dokazovanej ne-
rovnosti, preto mézeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladaf, Ze x, je najmensie
spomedzi 1, ... , Ty, presnejsie x,, < x; pre kazdé j, 1 < j < n. Postupne odvodime
nerovnosti

201 %y—1 2 2012y,
2xlxnfl i 2(1371,1%7“
20 (21 + Tpo1) + 421201 2 4212y, + 4Tp_1Tp,

a:i +2xp(r1 4+ +Tp_1) 2 4x120 + 4212 — 4T1T0 1.

N7 ox

36 Keby bola zl4 dvojica ,opaéne® (t.j. vaési €len by bol skor), tak si méZzeme pomdct napr. substitticiou
bi=n+1-—a;.
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Séitanim poslednej nerovnosti spolu s indukénym predpokladom (1) dostaneme
wp 4205 (214t Tpo1) + (@1 2no1)? 2 @@+ Taw3 + -+ T 1Ty + Tp1),

¢o je po uprave lavej strany na Stvorec dokaz, ze pre dané n plati p = 4. To s tvahami
zo zacCiatku rieSenia implikuje p = 4. Tym je indukcia kompletna a priklad vyrieseny.

5.5

Uvedieme len struény navod. Mozeme postupovat v dvoch krokoch (oba st netrivialne):

e Ukézeme, ze ak stucet cisel vo vrcholoch je neparny, tak Dracik vie kone¢nym poctom
krokov dosiahnut, Ze prave jedno z ¢isel bude nepéarne.

e Ak prave jedno z c¢isel vo vrcholoch je neparne, ozna¢me najvicsie z Dracikovych
¢isel M. Dokazeme, ze Dracik vie pomocou konecéného poc¢tu vhodnych krokov dojst
na poziciu, kde kazdé cislo bude mensie nez M.

SIESTA SERIA

6.1

Uvedieme rieSenie pomocou matematickej indukcie. Predpokladajme, Ze k = 2 je pevne
dané a matematickt indukciu pouzijeme na n (n = k).

V prvom indukénom kroku chceme (netradi¢ne) ukazat platnost tvrdenia pre n = k.
Vtedy z predpokladu vieme, Ze aspon dva z n intervalov musia mat neprazdny prienik.
Vyberme jedno cislo z tohto prieniku a ostatnych n — 2 ¢isiel vyberme po jednom zo
zvysnych n — 2 intervalov. Vybrali sme 1 +n — 2 = k — 1 realnych cisel, ktoré zrejme
spliiaji podmienku zo zadania.

Teraz predpokladdme n > k a mame n intervalov, ktoré spliaji dané podmienky.
Spomedzi tychto n intervalov vyberme ten, ktory ma najmensie minimum (budeme ho
oznacovat okruhlymi zatvorkami ()) a spomedzi zvysnych n — 1 opét vyberme taky,
ktory mé najmensie minimum (budeme ho oznacovat hranatymi zatvorkami []). Tieto
dva intervaly mozu lezat spolo¢ne v nasledujicich pozicidch:

a) ([ ] ) Interval[]je cely vnutri intervalu ().
b) ( [ ) ] Intervaly[] a () maja spolo¢ny prienik, ale nenastava moznost 1.
c) () [ ] Intervaly []a () nemaja spolo¢ny prienik.

V pripade a) najprv zabudneme na interval (). Pre zvy$nych n — 1 intervalov vieme
podla indukéného predpokladu zvolit k& — 1 ¢isel tak, aby kazdy z danych n intervalov
obsahoval aspon jedno zo zvolenych ¢isel. Ked si teraz vezmeme vSetkych n intervalov,
vidime, Ze interval () musi obsahovat to isté ¢islo ako interval [], ¢im je pripad a)
vyrieSeny.

V pripade b) si najprv nev§imame interval [] a opdt budeme vediet pouzit indukény
predpoklad (platnost tvrdenia pre m — 1). Ked si vezmeme vsSetkych n intervalov
a ndhodou sa stane, Ze najmensie vybrané ¢islo, ktoré je uréite v intervale (), nepatri
do intervalu [], tak ho beztrestne nahradime ¢islom z prieniku intervalov () a [].
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Ak nastane tretia moznost, tak interval () preskoc¢ime a celt vahu zopakujeme. Zo
zvysnych n — 1 intervalov vyberieme dva, ktoré maji najmensie mozné minimé a pre
ne mozu opif nastat pripady a), b), ¢). Pripady a) a b) uz vSak mame vyrieSené, preto
nastane problém ak opit nastane pripad c). KedZe urcite existuju dva intervaly so
spoloénym prienikom, tak vyradovanie takychto intervalov, ktoré nemaju so ziadnym
inym intervalom neprazdny prienik, urcite skon¢i a skor ¢i neskdr nastane moznost a)
alebo b). Vzdy teda vieme zvolit k — 1 ¢isel tak, aby kazdy z n intervalov obsahoval
aspon jedno zo zvolenych c¢isel.

6.2

V prvom rade si vS§imnime, Ze v zadani mame dolné ohranicenie pre ¢islo a, presnejsie
a > 0. Z rovnice v zadani ekvivalentnymi ipravami prideme aj k hornému ohraniceniu

a, a to

b 1
a< —— =1+——. (1)

Podmienky zo zadania mozeme teda preformulovat takto: Dané je prirodzené ¢islo b
a kladné redlne ¢islo a, pre ktoré plati nerovnost (1).

Najprv sa venujme pripadu 0 < a = 1. Zdévodnime, Ze v postupnosti |a], |2a], [3a],
... je kazdé prirodzené cislo. Nech by sa nejaké prirodzené ¢islo n v tejto postupnosti
nenachédzalo. To znamend, Ze uvedend (neklesajica) postupnost ho ,preskoci“, teda
pre nejaké prirodzené cisla k a k + 1 platia nerovnosti

ka <n a (k+1az=zn+1.

Avsak toto pre a < 1 nemoze nastat. Preto postupnost obsahuje vSetky prirodzené éisla
a teda aj nekonecne vela mocnin ¢isla b.
Teraz uvazujme, ze plati

1
l<a<1l+ ——.
b—1
Ulohu dokaZeme sporom. Predpokladajme, e sa v postupnosti |a], [2a], [3a], ...
nachéadza len konec¢ne vela mocnin ¢isla b. Ozna¢me n také prirodzené ¢islo, Ze b™ a ani
ziadna vysSia mocnina b sa v postupnosti uz nenachadza. Potom pre nejaké po sebe
idtce prirodzené cisla k a k 4 1 platia nerovnosti

ka < b™ a (k+1)a = b" + 1.

Odporucame kreslit si obrazok (¢iselni os a znazornovat si na nej spominané ¢isla).
Bude tak jednoduchsie sledovat zmysel niektorych na prvy pohlad magickych vypoctov.
Vratme sa k rieSeniu.

Z uvedenych nerovnosti vyplyva, ze ked k ¢islu ka mensSiemu ako b™ pripoc¢itame a,
tak toto ¢islo bude aspon ™ +1. To znamena, ¢isla ka a b™ nemozu byt od seba vzdialené
o viac ako a — 1, teda

b" —ka < a—1. (2)
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Vidime, Ze ¢islo ka je pomerne blizko k ¢islu b™. Vdaka tejto vlastnosti a podmienkam
v zadani ukdZeme, Ze ked zoberieme ¢islo bka, tak toto ¢islo bude dost blizko k ¢islu
b1, Presnejsie povedané, zdovodnime, ze bka je najvicsi nasobok é&isla a, ktory je
mensi ako b" L. Na to staci ukazat, ze 0 < "' — bka < a. Prva nerovnost je zrejma
a druha plati, lebo

b" T — bka = b(b"™ — ka) < b(a—1) <L a,

pri¢om posledna nerovnost vyplyva z podmienky v zadani (plati dokonca ostré nerov-
nost).
Kedze ¢len b"t! sa v postupnosti nenachddza, musi platit

(bk + 1)a = b" 1 4 1.

To ale znamen4, ze ¢islo bka musi byt dost blizko k ¢islu b” 11, &ize podobne ako predtym
musi platit
vt —bka < a — 1. (3)

Vsimnime si nerovnosti (2) a (3). Dostali sme sa zo situacie pre b” do podobnej
situécie pre b"*!. Takto mozeme pokracovat aj dalej a dostaneme

"2 —b’ka < a — 1.

Oznacme b"™ — ka = r. Vieme, Zze r > 0. Opakovanim vyssie uvedeného postupu vo
vSeobecnosti dostaneme pre Tubovolné prirodzené ¢islo ¢ vztah

bt — b'ka = b'r <a— 1. (4)

Kedze rb’ rastie exponencialne a b > 1, tak pre dost velké i dosiahne rb* hodnotu viésiu
ako a — 1. To ale nemoze nastat kvoli nerovnosti (4). Dosli sme k hladanému sporu, ¢im
sme vyriesili pévodnu tlohu.

Pozndmka. Vsimnite si, Ze nas postup sa dal interpretovat aj trochu inak. Ak predpo-
kladame, Ze nejakd mocnina b" sa v postupnosti nenachadza, tak opakovanim nasho
postupu dostato¢ny pocet krat ndjdeme mocninu od nej vyssiu, ktora sa v postupnosti
uz nachadza. Z toho vyplyva, Ze sa v postupnosti nachddza nekone¢ne vela mocnin
¢isla b.

6.3, 6.4, 6.5

Riesenie uloh nebolo v korespondencnom seminéri zverejnené.



Iné koreSpondencné seminare

Okrem Matematickej olympiady sa pre studentov zakladnych aj strednych skol pocas
skolského roka organizované aj iné matematické sutaze. Patria medzi ne predovsetkym
korespondenc¢né semindre. Tieto sutaze sa v detailoch istotne liSia, avSak zdkladné
¢rty maju spoloéné. Pocas skolského roka prebiehaju dve casti (letnd a zimnd), ktoré
pozostavaju zvic¢sa z troch sérii tloh rozosielanych riesitelom do §kol alebo domov.
RieSenia sutaziaci vypracovavaju rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaju na adresu prislusného seminéra, odkial sa po niekolkych drioch az tyzdioch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieSeniami a vysledkovou listinou. Mladsi a menej
skuseni riesitelia zvii¢Sa nemusia riesit tie najzlozitejsie priklady, aby aj oni mali Sancu
ovplyvnif poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti stitaze s priblizne tridsiati
najuspesnejsi rieSitelia pozyvani na tyzdnové sustredenie, tcast na ktorom byva ¢asto
najsilnejSou motivaciou na rieSenie uloh. Nie je ale mozné nespomenut, Ze takyto

.....

reprezentantov Slovenska na IMO sa aktivne zapajala do viacerych z tychto seminarov.

Nizsie uvedené koresponden¢né seminare (KS) st uréené studentom strednych $kél,
svojim zaberom pokryvaji tizemie celého Slovenska a ¢asto maju aj rieitelov z Ceskej
republiky. Je vSak mozné, Ze vo svojom okoli najdete aj mensie sutaze podobného druhu.

Korespondenény matematicky seminar — KMS

KMS vznikol v roku 2002 spojenim Bratislavského a Stredoslovenského korespon-
den¢ného matematického seminara (BKMS a SKMS), ktoré do 51. roénika MO prebie-
hali samostatne. Organizovany je studentmi FMFI UK v Bratislave.

KMS ma tri kategorie. Zacinajicim a mladsim riesitelom je urcend kategdéria ALFA,
pre skusenejsich je kategéria BETA. Rozdelenie do kategdrii umoznuje bojovat o miesta
na sustredeni aj neskusenym Studentom, ktori by v prili§ silnej konkurencii stracali
motivaciu. Kategéria GAMA je seminir SKMO a je mu venovana predchadzajtca
kapitola.

KMS

OATC KAGDM FMFI UK
Mlynské dolina

842 48 Bratislava

e-mail: kms@kms.sk
web: http://kms.sk
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Sutaz talentovanych rieSitelov oblubujicich matematiku — STROM

Korespondencény seminidr STROM je pokracovatelom najstarsieho korespondencéného
seminéra v byvalom Ceskoslovensku. Je organizovany z PF UPJS v Kosgiciach skupinou
rokoch sa na organizovani seminara okrem koSickej skupiny podielaju aj Studenti
FMFI UK pochadzajuci z vychodného Slovenska. RieSitelskti zédkladiiu méa prevazne
na vychodnom Slovensku.

STROM

PF UPJS
Jesenna 5

041 54 Kosice

e-mail: strom@strom.sk
web: http://www.strom.sk

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo seminarov zapojif, najrozumnejsie je zadania
a pravidla najst na internete zaciatkom septembra alebo zaciatkom januara, pripadne
v tomto obdobi poziadat e-mailom o zaslanie tloh prvej série.
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