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O priebehu 58. ro¢nika Matematickej olympiady

Matematicka olympidda (MO) je najstarsia a najmasovejsia postupova intelektuédlna
stutaz ziakov zékladnych a strednych $kol v SR. Matematickii olympiddu vyhlasuje
Ministerstvo skolstva Slovenskej republiky (MS SR) v spolupraci s Jednotou slovenskych
matematikov a fyzikov (JSMF). V skolskom roku 2008/09 sa uskuto¢nil 58. ro¢nik MO.

Sttaz riadila Slovenska komisia Matematickej olympiddy (SKMO) so sidlom v Ziline
a pracovala v nasledovnom zlozeni:

Mim. prof. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, predseda

RNDr. Oliver Ralik, CSc., FPV UKF Nitra, podpredseda A

RNDr. Monika Dillingerova, PhD., FMFI UK Bratislava, podpredseda Z

Prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra

Mgr. Jan Mazak, FMFI UK Bratislava

Ing. RNDr. Frantisek Kardos, PhD., PF UPJS Kosice

Mgr. Peter Novotny, PhD., FMFI UK Bratislava

RNDr. Anna Pobeskovad, Nitra

Mgr. Martin Potocny, Trojsten, FMFI UK Bratislava

Doc. RNDr. Viadislav Rosa, CSc., FMFI UK Bratislava

Mgr. Milan Demko, PhD., FHPV PU Presov, predseda KKMO PO

RNDr. Zuzana Frkovd, Gymn. Grosslingova Bratislava, predsednicka KKMO BA
Doc. RNDr. Mdria Luckd, CSc., PF TU Trnava, predsednicka KKMO TT

Doc. RNDr. Tomds Madaras, PhD., PF UPJS Kogice, predseda KKMO KE
Doc. RNDr. Pavel Novotnyj, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, predseda KKMO ZA
RNDr. Eva Oravcovd, Gymn. J. G. T. Banska Bystrica, predsednicka KKMO BB
RNDr. Sona Pavlikovd, CSc., TU Trencin, predsednicka KKMO TN

Prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., FPV UKF Nitra, predseda KKMO NR

Ing. Tomas$ Luceni¢, IUVENTA Bratislava

*

Pod skratkou MO funguje najstarsia intelektualna sufaz v SR, ktora sa v dosledku
snahy velkého mnozstva naSich vyznaénych predchodcov o ¢o najlepsie vysledky roz-
rastla na striktni viackolovt sttaz s mnozstvom kategérii Z4, 75, 76, 77, Z8, 79 pre
zakladné skoly a C, B, A pre stredné skoly. Vznik tych kategorii bol postupny a tcelom
zavedenia kategdrii pre stale mladsich ziakov bolo podchytif talenty v ¢o najmladSom
veku a obmedzif tak ich Gnik do inych stufazi. Vrcholnou sttazou v tejto oblasti je Me-
dzinarodna matematicka olympiada (IMO), z ktorej nasi ziaci pravidelne vozia medaily.
V septembri 2009 sa vSak uskuto¢nil uz aj 3. roénik velmi kvalitnej Stredoeurépskej
matematickej olympiddy (MEMO). Aj ked tymto stifaziam st v tejto Roc¢enke venované
samostatné kapitoly, spomenme tu asporni tolko, Ze na jubilejnej 50. IMO v Brémach
ziskala Sestica nasich ziakov dve bronzové medaily a tri ¢estné uznania a Sestica nasich
ziakov na 3. MEMO v Polsku ziskala jednu zlati a jednu striebornii medailu napriek
mimoriadne silnej konkurencii. Treba totiz poznamenat, %e z velmi silnych druZstiev
zacali chodif na MEMO okrem Poliakov aj Madari a Nemci. Za vSetky ¢isla v tejto
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chvili uz len tolko, Ze Sestice nasich Ziakov na doterajsich sedemnéstich IMO od vzniku
SR ziskali 73 medaili z maximéalneho poc¢tu 102 moznych.

Organizacnd Struktira MO sa nezmenila a podarilo sa uskutoc¢nit vSetky planované
akcie.

Dakujeme firme REKON, ktora financovala tri¢ka pre reprezenta¢né druzstvo SR na
50. IMO v Brémach. Podakovanie SKMO patri dalej vSetkym, ktori podporili celostatne
kolo MO, pretoze cenovy fond z MS SR sa riadi starsimi predpismi a nie je dostojny
sutaze tejto kvality. Boli to: firma ALBI, Ivan Harman — primétor mesta Zilina, JSMF.

Ohladne finanéného zabezpecenia MO treba uviest, ze dotacia MS SR na sufaze
nebola valorizované uz 6 rokov, aj ked prislub bol roéne 11%, takze dnes by sme uz
mali mat vyrazne viac. K finanénému zabezpeceniu MO dalej patri, Ze autorovi tychto
riadkov sa podarilo ziskat grant APVV, ktory aj tento rok v nemalej miere pokryl na-
klady KMS. Toto bol bohuzial posledny rok trvania tejto trojro¢nej grantovej podpory.
Uz vlani som na tychto miestach spominal iny grantovy projekt APVV, namiereny
na vyraznu metodicki pomoc uditelom strednych §kol pri organizovani kruzkov MO,
ktory bol v8ak vyhodnoteny nekorektne, so zjavnym timyslom $kodit matematike. Tento
projekt som prakticky bez zmeny (len Sk som zamenil na ekvivalent v €) podal znovu;
opit sa vSak nasiel jeden hodnotitel (takmer s istotou ten isty — vzhladom na S$tyl
formulovania viet a préave pre tento svoj $tyl ndm nie je neznamy), ktory sa pokusil tento
projekt potopif. Vedenie APVV vsak tentoraz jeho zarazajuco zlomyselné hodnotenie
prehodnotilo a grantovi podporu udelilo. Znamena to, Ze najblizsie Styri roky bude
finan¢ne podporend praca niekolkych lektorov a asi 40 ucitelov pri vedeni krazkov MO.
Préaca v MO nie je zarobkova ¢innost, ale finanéna podpora urcite zlepsi chut do tej
prace.

Uz stvrtykrat Spolecnost Otakara Boruvky finanéne zabezpecila tréningové stustrede-
nie IMO druzstva Ceskej republiky v Uherském Hradisti a na toto stistredenie pozvala
aj IMO druzstvo SR, ktorému financovala ticast. Tato akcia nie je reciproka, v SR zatial
neexistuje filantropia tohto typu. Neostava nam teda nic¢ iné, ako znovu tprimne nasim
¢eskym kolegom podakovat za velkorysost a dufaf, Ze nds na toto ich odborne velmi
kvalitné stustredenie pozva aj o rok.

Podla ocakavania sa ukazuje, Ze nova sutaz MEMO zvysila motivaciu najmi mladsich
ziakov; v septembri 2010 sa uskutoc¢nil v Polsku (Poznan) jej 3. roénik a o rok neskor
bude 4. ro¢nik usporiadany na Slovensku (Stre¢no). Kedze IMO druzstvo a MEMO
druzstvo musia byt disjunktné, tato akcia (spolu s IMO) znamena ucast 12 Studentov
v kvalitnej medzindrodnej stitazi, ¢im sa znacne zvySuje Sanca Studenta na tak sutaz
sa prebojovat.

*

Vrel4 vdaka za usporiadanie Celostatneho kola MO (CK MO) patri KK MO Zilina,
ktorej predsedom je doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc. a ktory v spolupraci s IUVENTOU
nezariadil jedine pocasie. Po CK MO sa uskuto¢nilo velmi ndroéné vyberové sustredenie,
po ktorom vznikli reprezentacné druzstva Slovenska na IMO aj MEMO. Tieto potom
absolvovali v ramci pripravy na 50. IMO a 3. MEMO aj tréningové sustredenia a uz
tradiéné sufazné trojstretnutie CR-Polsko-SR. Viac o tychto akciach a tiez o kores-
pondenc¢nych seminaroch najde zaujemca v samostatnych kapitolach tejto Rocenky. Uz
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teraz vSak uvedme aspoi niektoré z mnohych zaujimavych internetovych stranok:

skmo.sk — oficidlna stranka SKMO,

matematika.okamzite.eu — archiv zadani, poradi a rieseni MO,
fredas.uniza.sk/ novotny/MO — aktudlne dokumenty, najmé pre Zilinsky kraj,
www.olympiady.sk — stranka IUVENTY,

www.imo2009.de/imo — stranka 50. IMO v Brémach,

imo-official.org — oficidlna stranka IMO.

*

V juli 2009 minister Skolstva vymenoval Mgr. Petra Novotného, PhD. za predsedu
SKMO. Dovolim si teda pridat maly sumar na zaver, aj ked moju pracu pre MO budu
hodnotif uréite ini. Po nadstupe do funkcie predsedu SKMO v jani 2001 som si vytycil dve
hlavné tlohy: vyrazne zlepsit finanéné zabezpecenie MO a pritiahnuf k systematickej
a dlhoroc¢nej praci pre MO viac mladych Tudi.

Ohladne finan¢ného zabezpecenia MO treba uviest, Ze z trovne 365 000,— Sk na roky
2001 — 2003 stupla dotacia MO od roku 2004 na 1200 000,- Sk ro¢ne a MS SR slabilo
rocny 11%-ny narast dotécie na vSetky postupové sttaze. Bol to vtedy velky tspech,
aj ked dotéacie neboli odvtedy valorizované. Skoda, lebo dnes by sme uz mali mat
o 80% viac a tie peniaze samozrejme chybaji. Nedd mi, aby som nedodal, Ze cesta
k tomu znacnému zvyseniu penazi pre MO viedla cez nekompromisné, ale vecné jednania
v Koordinac¢nej rade, poc¢as ktorych som si zadovazil mnoho nepriatelov — ved nikto sa
petiazi dobrovolne nechcel vzdat. K finanénému zabezpeceniu MO patri, Ze na roky 2006
— 2008 sa mi podarilo pre MO ziskat grant APVV vo vyske 332500, Sk ro¢ne (to je
takmer cely roény rozpocet spred 4 rokov!) a tento pocas troch rokov umoznil 85 ziakom
letné stuistredenie ako odmenu za dobré vysledky v Korespondenénom matematickom
seminari (KMS). Na roky 2009 — 2013 som ziskal dalsi grant APVV, pricom v ramci
neho sa za poctivil pracu s talentami presunie k ucitelom a lektorom vo forme odmien
spolu vyse 64 000,—€ (teda asi 2 miliény Sk, ked uz som vSetko doteraz uvadzal v Sk).
Ur¢ite to bude vSetkych aktérov motivovat ku kvalitnej praci, z ktorej nakoniec bude
tazit jej veliCenstvo matematika.

Co sa tyka omladenia mnoziny Tudi z okolia MO, vyssie spomenuté nezanedbatelné
zvySenie financii zlepsilo predovsetkym pracovni chuf mladych Tudi, ktori sa grupuja
najmi z radov byvalych olympionikov, ktori sa po maturite ako Studenti (véc¢sinou)
FMFI UK Bratislava a neskor ¢asto ako doktorandi tejto ustanovizne aktivne zapajaju
najmi do prace KMS, ale aj do prace SKMO a do tvorby tloh. Okrem zvysSenia financii
sa mi listom ministrovi gkolstva podarilo presadit, Ze od roku 2005 sa na medzinarodnej
matematickej olympidde pravidelne za SR zucastiiuje aj tzv. Observer A, ktorého tucast
hradi MS SR. V duchu omladenia tak na IMO v Mexiku, Slovinsku, Vietname, Spaniel-
sku a Nemecku bol v tejto funkcii vyssie spominany Peter Novotny, ktory tym ziskal
absolutny prehlad o diani na IMO a mé vynikajice predpoklady robit v budtcnosti
za SR v Jury samé dobré rozhodnutia a ¢o je najdoélezitejSie — ma schopnost objavit
tazko viditelné, ale predsa len korektne hodnotitelné body v zmétku, ktory nejeden nas
ziak na IMO d& na papier. Cerstvy predseda SKMO vsak nie je jedinym mladikom ,zo
Spice“. Ved Mgr. Janko Mazak, doktorand FMFI UK, bol uz pitkrat ako pedagogicky
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vedici na IMO (od roku 2004 v Grécku az doteraz, okrem roku 2008 v Madride, kde bol
iny mladik vynikajtcich kvalit — RNDr. Tomas Jurik, PhD.). Asi nemusim dodavat, ze
pedagogicky veduci si tiez vyberie nemaly podiel na hladani skrytych bodov v rieSeniach
naSich ziakov. Nemézem sice vymenovat vSetkych, ale predsa len uvediem niekolko
mien z tej najmladSej generécie, ktori si velkym prisfubom pre budtcnost MO: Ing.
RNDr. Frantisek Kardos, PhD., Mgr. Martin Poto¢ny, Mgr. Hana Budacova, Mgr.
Stefan Gyiirki, PhD., Mgr. Erika Trojidkova, Michal Burger, Ondrej Bud4¢, Frantisek
Simancik, Michal Prusak, Michal Takécs, ...

Aby som zabranil ivaham, Ze kto a pre¢o ma odvolal z funkcie predsedu SKMO,
prehlasujem, Ze odvolal som sa sam a pracoval som na tom uz dost rokov. Potvrdif to
mozu viaceri, o.i. aj doc. RNDr. Martin Kalina, CSc., terajsi predseda JSMF. Petra
Novotného som do funkcie predsedu SKMO presadzoval ja, takze ak sa neosvedci, tak
je to len moja chyba. Z toho ale obavy nemam.

Na zaver dakujem vSetkym svojim kolegom (a samozrejme kolegyniam) v SKMO za
dlhoroc¢nu spolupracu, ktora nie vzdy bola bezproblémova — a asi nie raz aj mojou vinou
— ale ak sa obzrieme, vysledok spoluprace nie je najhorsi. Hodnotenie vsak prenechavam
inym.

Pretoze Rocenka je len o celostatnych akcidch, nie je mozné vymenovat vSetkych,
ktori sa na praci v MO podielaji na Skolach, v oblastiach a krajoch. Nie je to bezmenna
armada; su to velké pocty konkrétnych ludi, bez ktorych by to vSak neslo. Dovolim si
teda vSetkym aspon touto cestou podakovat.

Vojtech Balint, byvaly predseda SKMO
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Sl I A i

Vysledky

Celostatne kolo kategoérie A

Michal SPISIAK
Jakub UHRIK
Michal HAGARA
Eduard EIBEN
Peter CSIBA
Martin BACHRATY
Filip SLADEK

Jan HOZZA

Tomas KUZMA
Vincent LAMI

Peter FULLA
Ladislav BACO
Albert HERENCSAR
Tomas SZANISZLO
Tomas BELAN
Radomir BOSAK
Nikola HRDA
Natéalia KARASKOVA
Fridrich VALACH

Lenka MATEJOVICOVA
Peter SLUKA

Michal HOJCKA

Martin UKROP

Igor KOSSACZKY
Marek KUKAN

Istvan PARASZTI
Marian PAULIK

Jakub JURSA

Jakub KONECNY
Martin SIMO

Ivana TONHAUSEROVA
Matts IVAN

Vitazi
4 G Grosslingova, Bratislava
4 G Grosslingova, Bratislava
3 G Jura Hronca, Bratislava
4 G Postova, Kosice
4 SPMNDaG, Bratislava
3 G Velk4 okruzna, Zilina
3 G A.Bernolaka, Namestovo
2 G Jura Hronca, Bratislava

Dalsi uspesni riesitelia

4 G Alejova, Kosice
3 G J. Selyeho, Komarno

4 SPS strojnicka, Spisska Nova Ves

3 G Postova, Kosice

4 G Z.Kodéalya, Galanta

4 G J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 SPMNDaG, Bratislava

4 G Grosslingova, Bratislava

3 G Jura Hronca, Bratislava

3 G Grosslingova, Bratislava
4 G L. J.Suleka, Komarno

Ostatni riesitelia

4 G Jura Hronca, Bratislava
4 G L. Stura, Zvolen

4 G Partizanske

3 G L. Stuara, Zvolen

4 G Grosslingova, Bratislava
3 G Grosslingova, Bratislava
4 G J. Selyeho, Komarno

3 G J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 G Alejova, Kosice

3 G Grosslingova, Bratislava
4 G Grosslingova, Bratislava
3 G Parovska, Nitra

4 G Kukucinova, Poprad

777645
777546
775770
773743
777410
762630
712742
771142

707520
771204
712343
730241
730025
730502
723301
701620
770200
714121
712420

705030
704004
706100
703022
713020
730201
721201
701500
701210
701200
040600
701020
001520

36
36
33
31
26
24
23
22

21
21
20
17
17
17
16
16
16
16
16

15
15
14
14
13
13
13
13
11
10
10
10
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33. Jozef FEKIAC 4 G Grosslingova, Bratislava 012110 5
34. Georgios CHALIVOPULOS 3 G Jura Hronca, Bratislava 201000 3
Michal MAIXNER 4 G Varsavska, Zilina 030000 3
36. Marek BEHUN 3 G L. Stara, Michalovce 000002 2
Jozef JASS 4 G L. Stockela, Bardejov 001001 2
Andrej KREJCIR 3 G V.B. Nedozerského, Prievidza 001001 2
39. Zosia ORAVCOVA 4 G J.G.Tajovského, B.Bystrica 010000 1

Uspesnost jednotlivych tloh je zaznamenané v tabulke.

Pocet Spolu Cislo tlohy

bodov 1. 2. 3. 4. ) 6.
7 bodov | 46 30 | 8 4 3 1 0
6 bodov 7 0 1 1 4 0 1
5 bodov 9 0 0 2 5 0 2
4 body 14 0 1 2 2 7 2
3 body 15 0 5 4 2 2 2
2 body 29 1 2 5 7 9 5
1 bod 33 0 7T |12 | 4 3 7
0 bodov | 81 8 | 15| 9 | 12 | 17 | 20
Priemer | 2,57 |5,44(2,36(2,21|2,62|1,59|1,21

Krajské kola

Z prislusného kraja a v prislusnej kategorii A, B, C a Z9 st uvedeni vSetci, resp. aspon
prvych 10 tspesnych riesitelov.

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

1. Jakub KONECNY 3 Gymnézium Grosslingova
2. Jakub UHRIK 4 Gymnéazium Grosslingova
3. Michal HAGARA 3 Gymnazium Jura Hronca
Marek KUKAN 3 Gymnéazium Grosslingova
Michal SPISIAK 4 Gymnazium Grosslingova
6. Jozef FEKIAC 4 Gymnézium Grosslingova,
Lenka MATEJOVICOVA 4 Gymnézium Jura Hronca
8. Tomas BELAN 3 SpMNDaG Skalicka,
Natélia KARASKOVA 3 Gymnézium Grosslingova

10. Peter CSIBA 4 SpMNDaG Skalicka



W= o
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Jan PULMANN

Jan HOZZA

Matej VECERIK
Viktor SZABADOS
Matej BALOG
Mariana PHUONG
Dominik CSIBA
Pavol GURICAN
Juraj MACHAC
Maria SORMANOVA

. Juraj POLACH

Michal TOTH

Simon KARKALIK
Iveta KARPISOVA
Matej MOLNAR
Peter SICHMAN
Michaela BELANOVA
Jan KUZMIK

Tomas LANGER
Juraj MATUS

Alexandra RAVINGEROVA

. Richard KAKAS

Marta KOSSACZKA
Ivan MASAN

Daniela PELLEROVA
Ondrej GARAJ
Michal HLEDIK
Dusan KAVICKY
Matej SILNY

Martin SMOLIK
Andrej STARUCH

VYSLEDKY

KATEGORIA B

Gymnézium Grosslingova
Gymnézium Jura Hronca
SpMNDaG Skalicka

Gymnazium Grosslingova
Gymnéazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
SpMNDaG Skalicka

Gymnazium Grosslingova
Gymnéazium Jura Hronca

SpMNDaG Skalicka

KATEGORIA C

Gymnézium Grosslingova
Gymnézium Jura Hronca
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnézium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
SpMNDaG Skalicka

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnézium Jura Hronca
Gymnézium Grosslingova

KATEGORIA Z9

ZS Skarniclova
Gymnazium Grosslingova
SpMNDaG Skalické
Gymnézium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova

Spojena skola sv. Vincenta de Paul

ZS Beriovského

Gymnazium Grosslingova
Gymnézium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova

11
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Kraj Nitra

KATEGORIA A

Fridrich VALACH 4 Gymnézium L. J. Suleka, Komarno
Istvan PARASZTI 4 Gymnézium J. Selyeho, Koméarno
Ivana TONHAUSEROVA 3 Gymnazium Parovska, Nitra
Vincent LAMI 3 Gymnézium J. Selyeho, Koméarno

KATEGORIA B

David IZSAK Gymnézium J. Selyeho, Komarno

Silvia STRBOVA Gymnézium Péarovska, Nitra

Livia LESSOVA Gymnazium Parovska, Nitra

Eva MAGYAROVA Gymnazium Parovska, Nitra

Tibor JUHASZ Cirk. gymnézium Sv. Michala, Levice

Gergely SZABO Gymnazium J. Selyeho, Komarno

Stefan FARSANG Gymnéazium J. Selyeho, Komarno
. Imre KUCZMANN Gymnazium Zeliezovce

Matyas VARGA Gymnazium J. Selyeho, Komarno
. Tomas SMOLARIK Gymnézium Surany

Tomas TRUNGEL Gymnazium A. Vrabla, Levice

KATEGORIA C

. Daniela NOVAKOVA Gymnazium Parovska, Nitra
Tiinde TARCSIOVA Gymnéazium J. Selyeho, Komarno
Marian HORNAK Gymnéazium Parovska, Nitra
Farkas FERENCZ Gymnéazium J. Selyeho, Komarno
Andrej MARIS Piaristické gymn. sv. J. Kalazanského, Nitra
Méria MLADA Gymnézium J. Krala, Zlaté Moravce
Henrieta BACIGALOVA Gymnézium J. Krala, Zlaté Moravce
Aniké KUKLIS Gymnazium J. Selyeho, Komarno
Jakub PAVCO Gymnéazium A. Vrabla, Levice
Tom4as VESKRNA Gymnézium A. Vrabla, Levice

KATEGORIA Z9

. Park CHOONG EUN ZS Prace, Komérno
Laszlé6 MAZIK ZS Prace, Koméarno
Maté SKODA ZS Préce, Koméarno

. Norbert DANISIK ZS Cakajovce



-

Romana FRIDRIKOVA
Richard HODA

Balint KISS

Dominika KUBALOVA
Jozef KUTKA

Milos KUTNY

Zuzana ONDOVCINOVA

Nghia PHAM VAN
Daniela POLAKOVA
Ladislav URGE
Norbert ZSITVA

. Albert HERENCSAR

. Péter BOGI

Jozef MELICHER
Patrik LABAS
Andrej DANO

. Tom4s HUSAR

Andrej MUDROCH

Pavol KOPRDA
Anna FAZEKAS
Marta SARKOZYOVA

Stanislav CERNY
Janos LELKES

Luk4s SLOUKA
Simona KUSENDOVA
Stanislava LISICKA
Jézsef ROZSA

VYSLEDKY 13

Gymnézium Surany

ZS G.Bethlena, Nové Zamky
7S Mierova, Zeliezovce

ZS Rozmarinova, Komarno
ZS Komjatice

ZS Mocenok

ZS Saratovska, Levice
Gymnézium Surany

ZS Komjatice

ZS G. Czuczora, Nové Zamky
ZS Pribeta

Kraj Trnava

KATEGORIA A

4 Gymnazium Z. Kodalya, Galanta

KATEGORIA B

Gymnéazium Velky Meder

Gymnézium P.de Coubertina, Piestany
Gymnéazium Skalica

Sportové gymnézium J. Herdu, Trnava
Gymnazium Skalica

Gymnazium L. Novomeského, Senica

KATEGORIA C

Gymnéazium A. Merici, Trnava
Stukr. gymnazium D. Streda
Gymnazium Velky Meder

KATEGORIA Z9

ZS Klacany

Gymnazium I. Madacha, Samorin

7S Zavar

Gymnézium P.de Coubertina, Piestany
7S Komenského, Senica

ZS A.Vambéryho, D. Streda
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Barbora ECKEROVA

Kristina CHVOSTEKOVA

Andrea JURAKOVA
Martin MASAR

Simona OZVOLDIKOVA

Dominik PISAROVIC
Miriam URBANOVA

Michal HOJCKA
Andrej KREJCIR

Jarier WANNOUS
Jana PODLUCKA
Samuel BEZNAK
Lukis KRAMARIK
Zuzana SINSKA
Andrea DIZOVA
Barbora DROZDOVA
Miroslav HROMADKA
Michal KRCIK

Samuel BEZNAK
Tomés FARKAS
Patrik SVANCARA

Sabina FRANOVA
Andrej FIACAN
Kristian HANUS
Petra HROMADOVA

Veronika MUDRONOVA

Martin KLIMCIK

ZS Cervenik

7S Sadovéa, Senica

7S Brezova, Piestany

ZS Moravany nad Vahom

ZS Sadova, Senica
Gymnéazium A. Merici, Trnava
ZS Brezové, Piestany

Kraj Trencin

KATEGORIA A

4 Gymnézium Partizanske
3 Gymnéazium V. B. Nedozerského, Prievidza

KATEGORIA B

Gymnazium Dubnica nad Vdhom

Gymn. J. Jesenského, Banovce nad Bebravou
Gymnéazium Dubnica nad Vahom
Gymnézium L. Sttra, Trenéin

Gymn. J. Jesenského, Banovce nad Bebravou
Gymnéazium Partizanske

Gymnézium L. Sttra, Trenéin

Gymnézium I. Bellu, Handlova

Gymnazium V. B. Nedozerského, Prievidza

KATEGORIA C

Gymnazium Dubnica nad Vahom
Gymnazium V. B. Nedozerského, Prievidza
Gymnézium L. Sttra, Trenéin

KATEGORIA Z9

ZS Janka Krala, Nova Dubnica
7S Marianska, Prievidza

ZS Krajné

ZS NedozZery-Brezany

ZS Dlhé Hony, Trencin

ZS Novomeského, Trenéin
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Monika MICHALIKOVA Gymnézium L. Sttra, Trenéin
Veronika PREKOPOVA ZS Pod hajom, Dubnica nad Vahom
Maro§ ABEL ZS Velkomoravské, Trenéin
Adriana BREHOVSKA 7S Mladeznicka, Pichov
Michal CERVENAK 7S Gorazdova, Pichov
Peter HOSTACNY ZS J. A. Komenského, Banovce nad Bebravou
Marek KURIS ZS Rastislavova, Prievidza
Alexandra MATOVA ZS Stuarova, Nové Mesto nad Vahom
Kraj Zilina
KATEGORIA A
Martin BACHRATY 3 Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Filip SLADEK 3 Gymnazium A. Bernolaka, Namestovo
. Michal MAIXNER 4 Gymnézium Varsavska, Zilina
KATEGORIA B
Marian HALCIN Gymnéazium M. Hattalu, Trstena
Michal KEKELY Gymnézium Varsavska, Zilina
Andrej ZILINCIK Gymnézium Velka okruzna, Zilina
Matej JECMEN Gymnézium Varsavska, Zilina
Lukas KOPNICKY Gymnézium J. Lettricha, Martin
Jakub SANTER Gymnazium M. Hattalu, Trstena
Andrej VLCEK Ev. gymnazium J. Tranovského, Lipt. Mikulas
Martin BEDNAR Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
KATEGORIA C
. Katarina LESKOVA Gymnazium Sucany
Sotia GALOVICOVA Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Andrej VLCEK Ev. gymnézium J. Tranovského, Lipt. Mikulas
Adriana SANTROVA Gymnazium M. Hattalu, Trstena
Barbora HALAJOVA Gymnézium Velka okruzna, Zilina
Katarina JASENCAKOVA Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
KATEGORIA Z9
. Juliana KLOUDOVA Gymnazium Sucany
Patricia KLOBUSIAKOVA ZS Bystricka cesta, Ruzomberok
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Filip KURIC ZS Krasno nad Kysucou
Helena DOBOSZOVA Gymnézium Varsavska, Zilina
Juraj DRUSKA ZS Liptovska Tepla

Tomas GASIAK ZS Sneznica

Martin GAZDAG Gymnézium J. Lettricha, Martin
Silvia HNILICKA ZS Elidsa Laniho, Bytéa
Martin ILAVSKY ZS J.Krala, Lipt. Mikulas
Maros JANOVEC ZS Krasno nad Kysucou
Adam JENDRYSCIK ZS Radola

Michal KOTRC ZS V. Javorku, Zilina

Martin LIKAVCAN Gymnézium Varsavska, Zilina
Eva SLANCIKOVA 7S J. Matasku, D. Kubin
Kristina SRAMKOVA Gymnézium Liptovsky Hradok
Michal TURCEL Gymnézium Varsavska, Zilina

Kraj Banska Bystrica

KATEGORIA A

. Tomas SZANISZLO 4 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
. Peter SLUKA 4 Gymnézium L. Stara, Zvolen
. Marian PAULIK 3 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
. Martin UKROP 3 Gymnézium L. Stira, Zvolen
. Zosia ORAVCOVA 4 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica

KATEGORIA B

. Radka CHOMUTOVA Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica

. Filip KSENZULIAK Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica

. Jana FODOROVA Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Lukas MATUSKA Gymnazium B. S.-Timravy, Lucenec
Jakub SINOGL Gymnézium Ziar nad Hronom

. Michal MITTER Gymnéazium B. S.-Timravy, Lucenec

. Michal ANDERLE Gymnézium B. S.-Timravy, Lucenec

KATEGORIA C

V kategorii C neboli ziadni tispesni rieSitelia.
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Jakub CIMERMAN
Jan MURIN

. Veronika HRASKOVA

Zuzana OSLANCOVA
Emese PREGI

. Zuzana BOBOTOVA

Sabina CAMAJOVA
Roman FEHERVARI
Lenka HELDOVA
Kristina KOMANOVA
Milada KOVACOVA
D4avid LUPTAK
Vladimir MACKO
Jela NOCIAROVA
Kristina SACHEROVA
Juraj SIPULA

Ladislav BACO
Eduard EIBEN
Peter FULLA
Marek BEHUN
Tomas KUZMA
Jakub JURSA

Peter MILOSOVIC
Méria MRAZOVA
Toméas BABEJ

Jana BOCKOVA

Juraj HORNAK
Ladislav HOVAN

Erik KEPES

Stanislav STEFANISKO
Monika ZLACZKA

VYSLEDKY

KATEGORIA Z9

ZS Badin

7S Nam. mladeze, Zvolen
Gymnézium B. S.-Timravy, Lucenec
ZS M. R. Stefanika, Ziar nad Hronom
ZS Velké Dravce

7S Kukuéinova, Detva

ZS Dr. Janskeho, Ziar nad Hronom
7S Skolska, Filakovo

7S SSV, B. Bystrica

ZS Moskovska, B. Bystrica

ZS A.Kmeta, Zarnovica

ZS Bakossova, B. Bystrica
Gymnazium A. Sladkovic¢a, Krupina
ZS M. R. Stefanika, Lucenec
Gymnéazium B. S.-Timravy, Lucenec
ZS Spojova, B. Bystrica

Kraj Kosice

KATEGORIA A

3 Gymnézium Postova, Kosice
4 Gymnazium Postova, Kosice
4 SPS strojnicka, Spisska Nova Ves
3 Gymnézium L. Stira, Michalovce
4 Gymnazium Alejova, Kosice
4 Gymnazium Alejova, Kosice

KATEGORIA B

Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnézium P. Horova, Michalovce
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium P. Horova, Michalovce
Gymnézium Exnérova, Kosice
Gymnazium S. Maraiho, Kosice
Gymnézium L. Sttra, Michalovce
Gymnazium Postova, Kosice

17
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Déavid HVIZDOS
Katarina REVESZOVA
Istvan SATMARI

Martin VODICKA
Martina DRENCAKOVA
Daniela VITAZKOVA
Déavid SZABARI

Ondrej SOFRANKO
Klara FICKOVA
Radovan HNATIC

Jozef LAMI

Michal MELISEK
Michal KOVAC

Patrik BELUSKO
Michal GANOVSKY
Daniel HENNEL
Jana HOLIKOVA
Frantisek LAMI
Maria ORAVCOVA
Jakub SAFIN
Martin VODICKA
Andrea ZAJACOVA
Tomas LIPTAK
Viliam VALENT

Adam MIDLIK
Jozef JASS
Matts IVAN

Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice

KATEGORIA C

Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnézium Srobéarova, Kogice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnéazium Alejovéa, KoSice
Gymnéazium sv. T. Akvinského, KoSice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium Exnarova, Kosice

KATEGORIA Z9

7S Grundschule, Gelnica

ZS Grundschule, Gelnica

ZS Hutnicka, Spisska Nova Ves
ZS Svermova, Michalovce

ZS Nam. L. Novomeského, Kosice
ZS Abovska, Kosice

ZS Okruzné, Michalovce
Gymnéazium Alejova, Kosice

ZS Nad Medzou, Spisska Nova Ves
ZS Abovska, Kosice

ZS Bernolakova, Kosice

Kraj Presov

KATEGORIA A

3 Gymnézium J. A. Raymana, Presov
4 Gymnéazium L. Stockela, Bardejov
4 Gymnazium Kukucinova, Poprad
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KATEGORIA B

Jakub DEMJAN Gymnéazium Snina

Jakub KOCAK Gymnazium arm. gen. L. Svobodu, Humenné

Martin BENEJ Gymnézium arm. gen. L. Svobodu, Humenné

Denisa MARTONOVA Gymnazium D. Tatarku, Poprad

Samuel HAVADEJ Gymnéazium J. A. Raymana, Presov

Matus NEMEC Gymnazium Kukuéinova, Poprad

Miroslava VASKOVA Gymnézium J. A. Raymana, Presov

Michal FECKO Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
KATEGORIA C

Monika DANILAKOVA Gymnézium J. A. Raymana, Presov

Peter DUPEJ Gymnéazium J. A. Raymana, Presov

Jozef DZAMA Gymnéazium sv. Moniky, Presov

Stanislava MARUSINOVA Gymnazium Kukuéinova, Poprad

Marcel SCHICHMAN Gymnazium J. A. Raymana, Presov

Pavol GAJDOS Gymnéazium J. A. Raymana, Presov

Barbora KLEMBAROVA Gymnazium Kukucéinova, Poprad

Barbora MARECAKOVA Gymnazium Kukuéinova, Poprad
KATEGORIA Z9

Stefan MLYNARCIK ZS Tajovského, Poprad

Michaela POLANOVSKA ZS Nam. Stefana Kluberta, Levoca

Jakub SENDERAK ZS Smeralova, Presov

Stanislav KACMARIK ZS Slovenska Ves

Kamila MARESOVA ZS Jarné, Poprad

Elena MIZERAKOVA ZS Smeralova, Presov

Michaela ZORICAKOVA ZS Dr. Fischera, Kezmarok

Radka SVITANOVA ZS Dr. Fischera, Kezmarok

Paula ZIDOVSKA ZS Dr. Fischera, KeZmarok

Katarina CEKANOVA Cirk. ZS sv. Jana Krstitela, Sabinov






Zadania sutaznych ualoh

KATEGORIA C

C-1-1

Tomas, Jakub, Martin a Peter organizovali na namesti zbierku pre dobrocinné ucely.
Za chvilu sa pri nich postupne zastavilo pif okoloiducich. Prvy dal Tomésovi do jeho
pokladnicky 3 Sk, Jakubovi 2 Sk, Martinovi 1 Sk a Petrovi ni¢. Druhy dal jednému
z chlapcov 8 Sk a ostatnym trom nedal ni¢. Treti dal dvom chlapcom po 2 Sk a dvom
ni¢. Stvrty dal dvom chlapcom po 4 Sk a dvom nié. Piaty dal dvom chlapcom po 8 Sk
a dvom ni¢. Potom chlapci zistili, ze kazdy z nich vyzbieral in1 ¢iastku, pricom tieto
tvoria Styri po sebe iduce prirodzené cisla. Ktory z chlapcov vyzbieral najmenej a ktory
najviac korun? (Peter Novotny )

C-1-2

Pravouhlému trojuholniku ABC s preponou AB je opisana kruznica. Pity kolmic
z bodov A, B na doty¢nicu k tejto kruznici v bode C oznaé¢me D, E. Vyjadrite dlzku
tse¢ky DE pomocou dlzok odvesien trojuholnika ABC. (Pavel Leischner)

C-1-3

Najdite vsetky sStvorciferné ¢isla n, ktoré maja nasledujtce tri vlastnosti: V zapise

¢isla n st dve rozne cifry, kazda dvakrat. Cislo n je delitelné siedmimi. Cislo, ktoré

vznikne otocenim poradia cifier ¢isla n, je tiez Stvorciferné a delitelné siedmimi.
(Pavel Novotny )

C-1-4
Dany je konvexny péatuholnik ABCDE. Na polpriamke BC zostrojte taky bod G, aby

obsah trojuholnika ABG bol zhodny s obsahom daného pétuholnika.
(Lucie Ruzickova)

C-1-5

Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte ¢o najvicsi pocet cisel tak, aby stucet ziadnych
dvoch vybranych ¢isel nebol ndsobkom jedenastich. (Vysvetlite, pre¢o zvoleny vyber
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mé pozadovani vlastnost a preco ziadny vyber vécsieho poctu ¢isel nevyhovuje.)
(Jaromir Sims3a)

C-1-6

Dokazte, ze pre Tubovolné rozne kladné ¢isla a, b plati

a+b - 2(a? + ab + b?) - [a? + b?
2 3(a+b) 2

(Jaromir Simsa)

C-S-1
Dokéazte, ze pre Iubovolné nezaporné ¢isla a, b, ¢ plati
(a+ be)(b+ ac) = ab(c+ 1)

Zistite, kedy nastane rovnost. (Jaromir Simsa)

C-S-2

V pravouhlom trojuholniku ABC ozna¢ime P pitu vysky z vrcholu C na preponu AB.
Priese¢nik tsecky AB s priamkou, ktora prechadza vrcholom C' a stredom kruznice
vpisanej trojuholniku PBC, oznac¢ime D. Dokazte, ze tsecky AD a AC su zhodné.

(Pavel Leischner)

C-S-3

Ked isté dve prirodzené ¢isla v rovnakom poradi s¢itame, od¢itame, vydelime a vynéa-
sobime a vsetky styri vysledky s¢itame, dostaneme 2 009. Urcte tieto dve cisla.
(Vojtech Balint)

C-1I-1

Uvazujme vyraz
5rt — 422 +5

Vi) = x4 +1

a) Dokazte, ze pre kazdé reédlne cislo z plati V' (z) = 3.
b) Najdite najvic¢siu hodnotu V(x). (Ales Kobza)
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C-1I-2

V pravouhlom trojuholniku ABC oznac¢ime P pitu vysky z vrcholu C' na preponu AB
a D, F stredy kruznic vpisanych postupne trojuholnikom APC, C'PB. Dokazte, ze
stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC je priesecnikom vysSok trojuholnika CDE.

(Pavel Leischner)

C-1-3

Z mnoziny {1,2,3,...,99} je vybranych niekolko réznych ¢isel tak, ze sucet ziadnych
troch z nich nie je nasobkom deviatich.

a) Dokézte, ze medzi vybranymi ¢islami st najviac Styri delitelné tromi.

b) Ukazte, ze vybranych ¢isel moze byt 26. (Jaromir Simsa)

C-11-4

Pravouhlému trojuholniku ABC' s preponou AB a obsahom S je opisanad kruznica.
Doty¢nica k tejto kruznici v bode C' pretina doty¢nice vedené bodmi A a B v bodoch
D a E. Vyjadrite dizku tisecky DE pomocou dizky ¢ prepony a obsahu S.

(Peter Novotny)

KATEGORIA B

B-1I-1

Na tabuli je napisané Stvorciferné ¢islo delitelné 6smimi, ktorého posledné cifra je 8.
Keby sme poslednt cifru nahradili cifrou 7, ziskali by sme ¢islo delitelné deviatimi.
Keby sme vsak posledni cifru nahradili cifrou 9, ziskali by sme ¢islo delitelné siedmimi.
Urcte ¢islo, ktoré je napisané na tabuli. (Peter Novotny)

B-1-2
Uréte vsetky trojice (x,y, z) redlnych ¢isel, pre ktoré plati
2 4oy = o2 + 22,
z2+zy=y2+x2.
(Jaroslav Svréek)
B-1-3

Na strane BC, resp. C'D rovnobeznika ABC'D urcte body FE, resp. F' tak, aby tsecky
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EF, BD boli rovnobezné a trojuholniky ABE, AEF a AFD mali rovnaké obsahy.
(Jaroslav Zhouf')

B-1-4

Na pléane 7 x 7 hrame hru lode. Nachédza sa na nej jedna lod 2 x 3. MdZeme sa spytat
na lubovolné poli¢ko planu, a ak lod zasiahneme, hra konc¢i. Ak nie, pytame sa znova.
Urcte najmensi pocet otézok, ktoré potrebujeme, aby sme s istotou lod zasiahli.

(Jan Mazak)

B-1-5
Trojuholniku ABC' je opisana kruznica k. Os strany AB pretne kruznicu k£ v bode K,
ktory lezi v polrovine opac¢nej k polrovine ABC'. Osi stran AC' a BC pretnu priamku CK

postupne v bodoch P a (). Dokazte, ze trojuholniky AK P a K B(Q st zhodné.
(Leo Bocek)

B-1—-6
Najdite vSetky dvojice celych ¢isel (m,n), pre ktoré je hodnota vyrazu

m+3n—1
mn—+2n—m — 2

celé kladné ¢islo. (Vojtech Balint)

B-S-1

V obore realnych cisel rieste sustavu rovnic

axr +y = 2,
T —y = 2a,
r+y=1
s neznamymi x, y a readlnym parametrom a. (Jaroslav Svréek)
B-S-2

Pre vnutorny bod P strany AB ostrouhlého trojuholnika ABC' ozna¢me K a L péty
kolmic z bodu P na priamky AC' a BC'. Zostrojte taky bod P, pre ktory priamka C'P
rozpoluje tsecku K L. (Pavel Calabek)
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B-S-3

Cislo nazveme magickym prave vtedy, ked sa d4 vyjadrit ako stéet trojciferného é&isla m
a trojciferného ¢isla m’ zapisaného rovnakymi ¢islicami v opa¢nom poradi. Niektoré
magické ¢isla mozno takto vyjadrif viacerymi spdsobmi; napriklad 1554 = 579 4+ 975 =
= 777+ 777. Urcte vSetky magické ¢isla, ktoré maji takych vyjadreni m+m’ ¢o najviac.
(Na poradie m a m’ neberieme ohlad.) (Ales Kobza)

B-1I-1
V obore realnych cisel rieste stistavu rovnic
z+y=1,

r—y=a,

—4aac+4y222+4

s neznamymi x, y, z a redlnym parametrom a. (Jaroslav Svréek)

B-1I-2

Na plane 5 x 5 hrame hru lode. Zo $tyroch policok planu je vytvorena jedna lod
niektorého z tvarov na obr. 1. Mozeme sa spytat na Iubovolné policko planu, a ak lod

Obr.1

zasiahneme, hra konci.
a) Navrhnite osem poli¢ok, na ktoré sa staci spytat, aby sme mali istotu zasahu lode.
b) Zdévodnite, preco ziadnych sedem otdzok taku istotu nedava. (Jan Mazak)

B-1I-3

Je dany ostrouhly trojuholnik ABC, ktory nie je rovnoramenny. Ozna¢me K priesecnik
osi uhla ACB s osou strany AB. Priamka C'K pretina vysky z vrcholov A a B v bodoch,
ktoré oznacime postupne P a (). Predpokladajme, Ze trojuholniky AK P a BK(@Q maja
rovnaky obsah. Urcte velkost uhla ACB. (Jan Mazak)

B-1I-4

K Tubovolnému prirodzenému ¢islu uréime jeho zvysky po deleni kazdym z desiatich
prirodzenych ¢isel 2,3,4,...,11 a tychto desat zvyskov (niektoré mozu byt nulové)
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sc¢itame. Urcte vsetky také cisla mensie ako 25000, ktoré maji uvedeny sicet co
najmensi. (Nulu za prirodzené ¢islo nepovazujeme). (Jaromir Simsa)

KATEGORIA A

V obore realnych cisel rieste sustavu rovnic

2sinx cos(z +y) +siny = 1,
2sinycos(y + x) +sinx = 1.

(Jaroslav Svréek)
A-1-2
Dany je tetivovy Stvoruholnik ABCD. Dokézte, Ze spojnica priese¢nikov vysSok troj-

uholnika ABC' s priese¢nikom vysSok trojuholnika ABD je rovnobezné s priamkou C'D.
(Tomas Jurik)

A-1I-3

2

je prvocislo.

(Jan Mazak)

x
N4jdite vsetky dvojice prirodzenych cisel z, y také, ze
x

A-1-4
Uvazujme nekoneénu aritmetick(i postupnost
a,a+d,a+2d,..., (%)

kde a, d st prirodzené (t.]. kladné celé) ¢isla.

a) Najdite priklad postupnosti (*), ktord obsahuje nekoneéne vela k-tych mocnin
prirodzenych cisel pre vsetky k =2,3,...

b) N&jdite priklad postupnosti (), ktord neobsahuje ziadnu k-tu mocninu prirodze-
ného cisla pre ziadne k = 2,3, ...

c) Néjdite priklad postupnosti (x), ktord neobsahuje ziadnu druhti mocninu priro-
dzeného ¢isla, ale obsahuje nekonecéne vela tretich mocnin prirodzenych ¢isel.

d) Dokéazte, ze pre vSetky prirodzené ¢isla a, d, k (k > 1) plati: Postupnost (x) bud
neobsahuje ziadnu k-tu mocninu prirodzeného ¢isla, alebo obsahuje nekonecne
vela k-tych mocnin prirodzenych éisel. (Jaroslav Zhouf')
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A-1I-5

V kazdom vrchole pravidelného 2008-uholnika lezi jedna minca. Vyberieme dve mince
a premiestnime kazda z nich do susedného vrcholu tak, Ze jedna sa posunie v smere
a druha proti smeru chodu hodinovych rucic¢iek. Rozhodnite, ¢i je mozné tymto sposo-
bom vSetky mince postupne presunit:

a) na 8 kopok po 251 minciach,

b) na 251 kopok po 8 minciach. (Radek Horensky)

A-1-6
Dany je trojuholnik ABC'. Vnutri stran AC, BC st dané body E, D tak, ze |[AE| =
= |BD|. Ozna¢me M stred strany AB a P priese¢nik priamok AD a BE. Dokazte, ze

obraz bodu P v stredovej simernosti so stredom M lezi na osi uhla ACB.
(Jan Mazak)

A-S-1
Zistite, pre ktoré dvojice kladnych celych ¢isel m a n plati

Vm?2 —4<2yn—m < \vm? - 2.
(Jaromir Simsa)
A-S-2
Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik, v ktorom vnatorny uhol pri vrchole A méa vel-

kost 45°. Ozna¢me D pétu vysky z vrcholu C. Uvazujme dalej Tubovolny vnutorny
bod P vysky CD. Dokéazte tvrdenie: Priamky AP a BC' st navzajom kolmé prave

vtedy, ked tsecky AP a BC' st zhodné. (Jaroslav Svréek)
A-S-3
Uréte vSetky prirodzené ¢isla, ktorymi mozno kratif niektory zo zlomkov tvaru
3p—4q
5p +2q’
kde p a ¢ st nesudelitelné celé ¢isla. (Vojtech Balint)
A-1II-1

Isté Stvorciferné prirodzené ¢islo je delitelné siedmimi. Ak zapiSeme jeho ¢islice v opad-
nom poradi, dostaneme viiésie Stvorciferné ¢islo, ktoré je tiez delitelné siedmimi. Navyse
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po deleni ¢islom 37 davaju obe spomenuté Stvorciferné cisla rovnaky zvysok. Urcte
povodné Stvorciferné &islo. (Jaromir Simsa)

A-1I -2

Na odvesnéch dlzok a, b pravouhlého trojuholnika lezia postupne stredy dvoch kruznic
ka, kp. Obe kruznice sa dotykaju prepony a prechadzaja vrcholom oproti prepone.
Polomery uvedenych kruznic oznac¢me p,, g,. Urcte najvicsie kladné realne cislo p

také, Ze nerovnost
1 1 1 1
Ltz
Qa Qb a b
plati pre vSetky pravouhlé trojuholniky. (Jaroslav Svréek)
A-1I-3

Uréte velkosti vnttornych uhlov «, 3, v trojuholnika, pre ktoré plati

2sin Bsin(a + B) —cosa = 1,
2sinysin(f + ) — cos § = 0.

(Jaroslav Svréek)

A-1I1-4

Vnutri strany BC' ostrouhlého trojuholnika ABC zvolme bod D a na tsecke AD bod P
tak, aby nelezal na faznici z vrcholu C. Priamka tejto faznice pretne kruznicu opisani
trojuholniku C'PD v bode, ktory ozna¢ime K (K # C). Dokazte, ze kruznica opisana
trojuholniku AK P prechédza okrem bodu A dalsim pevnym bodom, ktory od vyberu

bodov D a P nezavisi. (Tomas Jurik)
A-III-1

Dokéazte, ze ak st vSetky cisla p, 3p+2, 5p+4, Tp+ 6, 9p+ 8 a 11p + 10 prvocisla, tak

Cislo 6p + 11 je zlozené. (Pavel Novotny )
A—-1II -2

Na kratSom z oblikov C D kruZnice opisanej pravouholniku ABCD zvolme bod P. Pity
kolmic z bodu P na priamky AB, AC a BD oznacme postupne K, L a M. Ukazte, ze
uhol LK M méa velkost 45° prave vtedy, ked ABCD je Stvorec. (Tomas Jurik)
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A-1IT -3

Néajdite najmensie kladné ¢islo x, pre ktoré plati: Ak a, b, ¢, d st lubovolné kladné ¢isla,
ktorych sucin je 1, potom

1 1 1 1
a® +0" +c"+d" =2 -+ -+ -+ .
a b ¢ d
(Pavel Novotny )
A-1III -4

Sktimajme, pre ktoré prirodzené cisla n existuju prave styri prirodzené cisla k také, ze
¢islo n + k je delitelom ¢isla n + k2.
a) Ukazte, ze vyhovuje n = 58 a najdite prislusné styri k.
b) Dokéazte, ze parne n = 2p, kde p = 3, vyhovuje prave vtedy, ked p aj 2p + 1 st
prvocisla.
(Nulu medzi prirodzené ¢isla nepocitame.) (Jaromir Simsa)

A-TII-5

V kazdom z vrcholov pravidelného n-uholnika A;As... A, lezi urcity pocet minci:
vo vrchole Aj je to prave k minci, 1 £ k < n. Vyberieme dve mince a prelozime
kazda z nich do susedného vrcholu tak, Ze jedna sa posunie v smere a druha proti
smeru chodu hodinovych ruciciek. Rozhodnite, pre ktoré n mozno po konecnom pocte
takych prelozeni dosiahnut, Ze pre lubovolné k, 1 < k < n, bude vo vrchole Ay lezat
n+ 1 — k minci. (Radek Horensky)

A-III-6

V rovine w st dané dva roézne body O a T. Najdite mnozinu vrcholov vsetkych
trojuholnikov, ktoré lezia v rovine w a maja fazisko v bode T' a stred opisanej kruznice
v bode O. (Jaromir Simsa)






RieSenia sutaznych dloh

KATEGORIA C

C-1-1

Dokopy chlapci dostali 3+2+1+8+4+2-2+2-4+2-8 = 42 Sk. Toto ¢islo mozno
jedinym spdsobom vyjadrit ako stcéet Styroch po sebe iducich prirodzenych éisel: 42 =
= 9+ 10 + 11 + 12. Styria chlapci teda (v nejakom poradi) vyzbierali sumy 9, 10, 11
a 12 Sk.

Ziadny chlapec nemohol dostat 8 Sk zaroven od druhého aj od piateho okoloidiiceho
(inak by mal aspon 16 Sk, najviac vSak mohol kazdy z chlapcov dostat 12 Sk). Takze od
druhého a piateho maju traja chlapci po 8 Sk a jeden od nich nedostal ni¢. Najviac jeden
z tychto troch chlapcov mohol dostat 4 Sk od Stvrtého okoloidtceho, inak by mali uz
asponi dvaja chlapci asponi 12 Sk. Stvrty okoloidici musel teda dat 4 Sk prave jednému
z nich a 4 Sk zostavajucemu chlapcovi. Bez penazi prvého a tretieho okoloidiiceho teda
maju chlapci vybranych 12, 8 8 a 4 Sk. Chlapec, ktory dostal v stéte od druhého,
stvrtého a piateho okoloidiceho dvanast kortin, uz nemohol dostat od prvého a tretieho
okoloidiiceho ni¢, lebo by mal viac ako dvanést kortin. Ten, ktory dostal v sucte od
druhého, stvrtého a piateho okoloidiiceho 4 Sk, musel dostat od prvého a tretieho v stcéte
maximalnu moznu ¢iastku, t.j. 3+2 = 5 Sk, inak by mal dokopy menej ako 9 Sk (dostal
teda prave 9 Sk a vyzbieral najmenej). Takze najmenej vyzbieral Tomas, lebo on dostal
od prvého okoloidiceho 3 Sk, a najviac Peter, ktory od prvého okoloidiiceho nedostal
nic.

Uvahy Tahko dokonéime a ukéZeme, Ze popisané rozdelenie je skutoéne mozné. Ako
uz vieme, Toméas vyzbieral 9 Sk a Peter 12 Sk. Jakub, ktory dostal 2 Sk od prvého,
nemohol dostat od tretieho ni¢, takze dostal celkom 10 Sk, a Martin 11 Sk. VSetky
tivahy moézeme prehladne usporiadat do tabulky, ktorti postupne dopliiame.

1 2 3 4 5 hM
0 0
0 0
0 0 0 12 - P
3 0 2 0 <9 T
1+243| 1x8 2x2 2x4 2x8
C-1-2

Oznac¢me odvesny trojuholnika ABC zvycajnym spdsobom a, b a protilahlé uhly «, 3.
Stred prepony AB (ktory je sicasne stredom opisanej kruznice) oznac¢ime O (obr. 2).
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Vyska v = CP rozdeluje trojuholnik ABC' na trojuholniky ACP a CBP podobné
trojuholniku ABC podla vety uu (o + 8 = 90°), tsecka OC je kolmé na DFE a navySe
|OC| = |OA| = r (polomer opisanej kruznice). Odtial |[{OCA| = |LOAC| = «
a |[ADCA| =90° — |[£OCA| = 5.

Pravouhlé trojuholniky AC'P a AC'D so spolo¢nou preponou AC sa teda zhoduju aj
v uhloch pri vrchole C. St preto zhodné, dokonca stimerne zdruzené podla priamky AC.
Analogicky su trojuholniky C BP a C BE stmerne zdruzené podla BC'. Takze |CD| =
= |CE| = v, ¢ize |DE| = 2v = 2ab/+/a? + b2, lebo z dvojakého vyjadrenia dvojnisobku
obsahu trojuholnika ABC vyplyva v = ab/|AB|, pricom |AB| = va? + b2.

Poznamka. Namiesto dvojakého vyjadrenia obsahu moézeme na vypocet vysky CP
vyuzit podobnost trojuholnikov CBP a ABC: sina = |CP|/|AC| = |BC|/|AB.

Obr. 2 Obr. 3

Iné rieSenie. Usecka OC je strednou prieckou lichobeznika DABE, lebo je rovnobezna
so zakladnami a prechiddza stredom O ramena AB. Preto D je obrazom bodu F
v sumernosti podla stredu C. Obraz F bodu B v tej istej simernosti lezi na pol-
priamke AD za bodom D (obr.3). Mame |CF| = |BC| = a, uhol ACF je pravy, a teda
trojuholniky AFC a ABC' st zhodné. Vidime, ze CD je vyska v trojuholniku AFC
zhodné s vyskou v. trojuholnika ABC, a DE je jej dvojnasobkom. Velkost vysky v.
dopocitame rovnako ako v predchadzajicom rieseni.

Odpoved. |DE| = 2ab/v/a? + b2.
C-1-3

V rieseni budeme oznacovat ¢islo, ktoré vznikne oto¢enim poradia cifier ¢isla n, ako n.
Rozoberieme tri pripady.

(i) Cislo n ma tvar aabb, kde a, b stt rozne cifry. Takze n = 1100a+11b a i = 1100b+
+ 11a. Cislo 7 m4 delit ako n, tak 7, teda aj ich rozdiel n — i = 1089(a — b) a stdet
n+n = 1111(a + b). Kedze ani ¢islo 1089, ani ¢islo 1111 nie st nasobkom siedmich
a sedem je prvocislo, tak 7| a — b aj 7 | a + b. Ak pouZijeme rovnaku tvahu este raz,
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vidime, ze 7| (a —b) + (a+b) =2aa 7| (a+b) — (a—b) =2b,teda 7| a a 7| b, ¢ize
a,b € {0,7}. Cifry a, b st navzajom rozne, preto jedna z nich musi byt 0. Ale potom
jedno z ¢isel aabb, bbaa nie je Stvorciferné. Hladané ¢islo n teda nemoze mat uvedeny
tvar.

(ii) Cislo n ma tvar abab. Potom 7 | n = 1010a + 101b a tiez 7 | 7 = 1010b + 101a.
Podobne ako v predchadzajicom pripade odvodime, ze 7 | n — 7 = 909(a — b) a 7 | n+
+n = 1111(a + b), a z rovnakych dévodov ako v predchddzajicom pripade zistujeme,
7e 7| a, 7| b. Niektoré z cifier by teda musela byt 0. Cislo n tak nemdze mat ani tvar
abab.

(iii) Cislo n m4 tvar abba. Potom otodenim poradia cifier vznikne to isté &islo, takZe
méame jedint podmienku 7 | 1001a + 110b. Kedze 7 | 1001 a 71 110, je tato podmienka
ekvivalentna s podmienkou 7 | b. Preto b € {0,7}, a € {1,2,...,9}, a # b. Vyhovuje
tak vetkych 17 &isel, ktoré prave uvedené podmienky spliaja: 1001, 2002, 3003, 4 004,
5005, 6 006, 7007, 8008, 9009, 1771, 2772, 3773, 4774, 5775, 6776, 8778, 9779.

C-1-4

Rozbor. Najskor uvazujme bod F, ktory je priesecnikom priamky BC' a rovnobezky
s EC prechddzajucej bodom D (kedze E ¢ BC, si EC a BC roznobezné, obr.4). Ob-
sahy trojuholnikov EC'D a ECF st zhodné (maju spolo¢nt stranu EC' a zhodnta vysku
na tuto stranu), obsah piatuholnika ABCDE je teda zhodny s obsahom Stvoruholnika
ABFE.

Obr. 4

Dalej uvazujme bod G, ktory je prieseénikom priamky BC a rovnobezky s AF
prechédzajicej bodom E. Potom st opét obsahy trojuholnikov AFE a AFG zhodné,
a su preto zhodné aj obsahy Stvoruholnika ABF'E a trojuholnika ABG. Bod G tak ma
pozadovanu vlastnost.

Hladany bod je na polpriamke BC jediny, lebo pre rozne body X, Y na pol-
priamke BC maju trojuholniky ABX a ABY rozne vysky na spolo¢nu stranu AB,
maju teda rézne obsahy.

Popis konstrukcie.

L p;pll EC, D € p;
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2. F; Fepn BC,
3.¢;q || AF, E € g;

4. G; G € ¢gN BC

Uloha ma4 jediné riesenie.

C-I-5

Cisla od 1 do 99 rozdelime podla ich zvysku po deleni ¢&islom 11 do jedenéstich
deviitprvkovych skupin Tgy, 11, ..., Tio:

To = {11,22,33,...,99},
T, ={ 1,12,23,...,89},
T, ={ 2,13,24,...,90},

Tio = {10,21,32,...,98}.

Ak vyberieme jedno ¢islo z Ty (viac ich ani vybrat nesmieme) a vSetky ¢isla z T,
Ty, T3, Ty a T, dostaneme vyhovujuci vyber 1 4 5 -9 = 46 cisel, lebo sticet dvoch ¢isel
z 0,1, 2,3, 4,5 je delitelny jedenastimi jedine v pripade 0 4 0, z mnoziny T; sme vSak
vybrali iba jedno ¢islo.

Na druhej strane, v lubovolnom vyhovujicom vybere je najviac jedno ¢islo zo
skupiny Ty a najviac 9 cisel z kazdej zo skupin

Ty UThg, ToUTy, T3UTy, Ty UT7, T5 U T,

lebo pri vybere 10 ¢isel z niektorej skupiny 7; UT}1—; by medzi vybranymi bolo niektoré
¢islo zo skupiny T; a aj niektoré ¢islo zo skupiny 771 _;; ich stcet by potom bol delitelny
jedenastimi. Celkom je teda vo vybere najviac 1 + 5 -9 = 46 cisel.

Pozndmka. Mozno uvedené ,ucesané“ riesenie vyzerd prilis trikovo. AvSak pociatocné
uvahy kazdého rieSitela k nemu rychlo vedu: iste zdlezi len na zvyskoch vybranych ¢isel,
takze rozdelenie na triedy T; a vyberanie z nich je prirodzené. Je jasné, ze z Ty moze byt
vybrané len jedno ¢islo a vSetko dalSie, o ¢o sa musime starat, je poziadavka, aby sme
nevybrali zaroven po ¢isle zo skupiny 7; aj zo skupiny 777 ;. Ak je uz vybrané niektoré
¢islo z triedy T;, kde i # 0, mozeme kludne vybrat vSetky ¢isla z T;, to uz skiimant
vlastnost nepokazi. Je preto dokonca jasné, ako vSetky mozné vybery najviic¢sieho poc¢tu
Cisel vyzeraju.

C-1-6

Lava nerovnost dokdzeme ekvivalentnymi tpravami:
a+b - 2(a® + ab + b?)
2 3a+b)
3(a +0)? < 4(a® + ab + b?),
0 < (a—0b)>

| -6(a+b)
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Posledné nerovnost vzhladom na predpoklad a # b plati. Aj pravi nerovnost zo zadania
budeme ekvivalentne upravovat, zaéneme umocnenim kazdej strany na druhi:
4(a® + ab + b*)? _ a? +b?
9(a + b)? 2
8(a® + ab+ b*)? < 9(a® + b*)(a + b)?,
8(a* + b* + 2a%b + 2ab® + 3a%V?) < 9(a* + b* + 2a3b + 2ab® + 2a%b?),
6a°b” < a* + b* + 2a%b + 2ab°.

| - 18(a + b)?

Posledné nerovnost je suétom nerovnosti 2a?b? < a* + b* a 4a?b? < 2a3b 4 2ab3, ktoré
obe platia, lebo po presune ¢lenov z Tavych stran na pravé dostaneme po rozklade uz
zrejmé nerovnosti 0 < (a? — b?)?, resp. 0 < 2ab(a — b)?%.

Roznasobenim a dal§imi ekvivalentnymi tpravami dostaneme

ab + b%c + a’c + abc® = abc® + 2abe + ab,
b2c + a%c > 2abe,
(a —b)%c > 0.

Podla zadania plati ¢ 2 0 a druhd mocnina redlneho ¢isla a — b je tiez nezdporna,
takze je nezaporna aj lfava strana upravenej nerovnosti. Rovnost v tejto (a rovnako aj
v povodnej nerovnosti) nastane prave vtedy, ked a — b = 0 alebo ¢ = 0, teda prave
vtedy, ked je splnend aspori jedna z podmienok a = b, ¢ = 0.

C-S-2

V pravouhlom trojuholniku ABC' s preponou AB pre velkosti «, 3 uhlov pri vrcholoch
A, B plati a + 8 = 90°, preto |[{ACP| = 90° — a =  a |[{BCD| = |£DCP| =
= 2(90° — B) = 1a, lebo priamka CD je osou uhla BCP (obr.5). Pre vonkajsi uhol
ADC trojuholnika BCD tak zrejme plati [{ADC| = |{DBC| +|4BCD| =+ ta =
= [{DCA|.

Zistili sme, ze trojuholnik ADC' ma pri vrcholoch C, D zhodné vnutorné uhly, je
teda rovnoramenny, a preto |[AD| = |AC].

C
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C-S-3
Pre hladané prirodzené ¢isla = a y sa d4 podmienka zo zadania vyjadrit rovnicou

(x+y)+(af—y)—|—<§>+($~y):2009, (1)

v ktorej sme ciastocné vysledky jednotlivych operacii dali do zatvoriek.
Vyriesme rovnicu (1) vzhladom na nezndmu x (v ktorej je, na rozdiel od neznamej y,
rovnica linedrna):

2 + L 4 2y = 2009,
y

2y + = + xy* = 2009y,
z(y +1)% = 2009y,
2009y

om0 2)

Hladédme préave tie prirodzené ¢isla y, pre ktoré ma najdeny zlomok celoéiselntt hodnotu,
¢o mozno vyjadrit vztahom (y + 1)? | 2009y. KedZe ¢isla y a y + 1 st nestdelitelné, st
nestdelitelné aj ¢isla y a (y+1)2, takZe musi platit (y+1)% | 2009 = 72-41. KedZze y+ 1
iba hodnota y = 6, ktorej po dosadeni do (2) zodpoveda = = 246. (Sktska nie je nutna,
lebo rovnice (1) a (2) st v obore prirodzenych ¢isel ekvivalentné.)

Hladané ¢isla v uvazovanom poradi st 246 a 6.

C-11-1

Vyraz V je zrejme definovany pre vsetky redlne ¢isla x.

a) Kedze 2* + 1 > 0 pre kazdé x, nerovnost V(x) = 3 je ekvivalentna s nerovnostou
5z% — 422 +5 2> 3(z* + 1), ¢ize 22* — 422 + 2 = 0. Vyraz na lavej strane je rovny
2(x% — 1)2, takZe je nezaporny pre kazdé z.

b) VyuZime nasledujicu tpravu:

V() brt — 422 +5  B(zt+1)  4a? . 42
:L‘ = g — g — .
x4t +1 x4+ 1 i+ 1 x4+ 1
KedZe zlomok
472
zt+1

je vdaka parnym mocnindm premennej x pre lubovolné redlne ¢islo x nezaporny,
nadobtuda vyraz V' svoju najviicéSiu hodnotu V.« prave vtedy, ked
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teda prave vtedy, ked = 0. Dostavame tak Vi,.x = V(0) = 5.
C-11I-2

V pravouhlom trojuholniku ABC' s preponou AB ozna¢me « velkost vnutorného uhla
pri vrchole A, zrejme potom plati |[{ACP| = 90° — «, |[{PCB| = a. Stred D kruznice
vpisanej trojuholniku APC lezi na osi uhla PAC, takze |<DAC| = %o, a podobne
aj |[APCE| = %Oz. Odtial pre velkost uhla AUC v trojuholniku AUC, pricom U je
priese¢nik polpriamok AD a C'E (obr.6), vychadza

|[£AUC| = 180° — (90° — a + ) — 2 = 90°.

To znamend, ze polpriamka AD je kolméd na CFE, tisecka DU je teda vyska v troj-
uholniku DEC. Uplne rovnako zistime, 7e aj polpriamka BE (ktord je zarovei osou
uhla ABC) je kolméa na CD. Dostavame tak, ze prieseénik polpriamok AD a BE,
¢o je stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC, je zaroven aj priesecnikom vysSok
trojuholnika DEC.

Obr. 6

Iné rieSenie. Oznacme F' a G zodpovedajice priesecniky priamok C'D a CFE so
stranou AB (obr. 7). Podla tvrdenia 2. ilohy skolského kola je trojuholnik C' AG rovno-

A F P G B
Obr. 7

ramenny so zakladniou CG. Os AD uhla C'AG rovnoramenného trojuholnika C' AG je
tak aj jeho osou stiimernosti a je preto kolmé na zakladnu C'G, teda aj na C'E. Podobne
zistime, ze aj trojuholnik C'BF' je rovnoramenny so zakladiiou C'F, takze os BE uhla
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FBC je kolma na CF, teda aj na C'D. Priesecnik oboch osi AD a BF je tak nielen
stredom kruznice vpisanej trojuholniku ABC, ale aj priese¢nikom vySok trojuholnika
CDE, ¢o sme mali dokazat.

C-1I-3

Podla zvyskov po deleni deviatimi rozdelime vSetkych 99 uvazovanych ¢isel do deviatich
jedenéstprvkovych tried Ty, T1, ..., T (do triedy T; patria vSetky ¢isla so zvyskom i):

To = {9,18,27,... ,99},
Ty = {1,10,19,... ,91},
T, = {2,11,20, ... ,92},

Ty = {8,17,26,... ,98}.

a) NasSou tlohou je dokazat, ze v ToUT3UTy lezia najviac Styri vybrané ¢isla. Z kazdej
z tried Ty, T3, Ts mdzu pochadzat najviac dve z vybranych ¢isel (stucet lubovolnych troch
Cisel z jednej takej triedy uz totiz delitelny deviatimi je). Kedze stucet lubovolnych troch
C¢isel, ktoré po jednom lezia v triedach Ty, T3 a Tg, je deviatimi delitelny, aspori jedna
z tychto tried ziadne vybrané c¢islo neobsahuje. Z oboch vyslovenych zaverov vyplyva
dokazované tvrdenie: vybranych ¢isel delitelnych tromi je totiz najviac 2+ 2 + 0 = 4.

b) Ukazeme, Ze vyhovujtaci vyber moze obsahovat 26 ¢isel. Vyberieme po dvoch
¢islach z T, T3 a po 11 éislach (teda vsSetky ¢isla) z Ty a T5. Dostaneme tak celkom
2-2+2-11 = 26 ¢isel; pritom sucet fubovolnych troch z nich dava po deleni deviatimi
zvySok aspon 0 + 0+ 1 = 1, najviac vSak 2 + 3 + 3 = 8, takZe deviatimi delitelny byt
nemoze.

C-11-4

Ozna¢me O stred opisanej kruznice, teda stred prepony AB daného pravouhlého
trojuholnika ABC', a v velkost jeho vysky na preponu (obr.8). Trojuholnik EDO je

E
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zrejme tiez pravouhly, pretoze jeho strany DO a EO st kolmé na odvesny trojuholnika
ABC; pritom jeho vyskou na preponu je tsetka OC (s velkostou ic). Vzhladom na
stmernost tsecky AC podla osi OD plati pre jeho uhol pri vrchole D, ze |£CDO| =
= 90° — |LCOD| = 90° — |£AOD| = «. Trojuholniky EDO a ABC' su teda podobné
(uu). Koeficient k tejto podobnosti je dany pomerom dlzok zodpovedajticich vy$ok na
prepony, takze k = |OC|/v = %c/v, a kedze ve = 28, je

02

V uvedenej podobnosti zodpoveda prepone AB prepona DE, preto pre jej velkost plati

3
|DE| = kc = 1S
Iné riesenie. Zo simernosti doty¢nic z bodu ku kruznici vyplyva, Ze oba trojuholniky
ACD aj BCE st rovnoramenné, |AD| = |DC|, |BE| = |CE|. Rovnoramenné su aj
trojuholniky ACO a BCO, pri¢om O je stred prepony AB (ramend oboch trojuholnikov
maji velkost polomeru kruznice opisanej pravouhlému trojuholniku ABC, ¢o je %C)
Ukéazeme, zZe ide o dve dvojice podobnych trojuholnikov ACD ~ BCO a ACO ~ BCE.
K tomu si sta¢i vsimnut, ze v Stvoruholniku AOC D, ktory je zlozeny z dvoch zhodnych
pravouhlych trojuholnikov, plati |[{CDA| = 180° —|£AOC| = |£COB|. Rovnoramenné
trojuholniky AC'D a BCO st teda podobné podla vety uu. Z tejto podobnosti vyplyva
rovnost |CD|: |CA| =|CO| : |CB]|, takze pri zvy¢ajnom oznaceni odvesien dostavame
|CD| = icb/a, a z podobnosti trojuholnikov ACO a BCE potom |CE| = 1ca/b.
Celkom tak je

cb ca cb?+ca® c(a®+V?)
DE| = |DC CE|l=—+ == = = —.
| =1 [+ | 2a+2b 2ab 2.28 45

Poznamky. Podobnost spomenutych rovnoramennych trojuholnikov mézeme odvodit
tiez tak, ze si vSimneme rovnosti zodpovedajucich uhlov ACO a BCFE pri zakladniach:
oba totiz doplitajit uhol OCB do pravého uhla (ACB, resp. OCE). Preto ACO ~ BCE.

Dal$iu moznost dava objavenie rovnosti | ADO| = | BAC| = o (ramené jedného
uhla st kolmé na ramend druhého). Z pravouhlého trojuholnika ODA tak méme |AO] :
: |AD| = tg|4ADO| = tga = a : b, takze |CD| = |AD| = 3cb/a, a analogicky pre
pravouhly trojuholnik OEB.
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KATEGORIA B

B-1I-1

Ozna¢me n trojciferné ¢islo uréené prvym trojcislim (zlava) hladaného Stvorciferného
Cisla, ktoré je potom rovné 10n + 8. Podla zadania tlohy plati

8| 10n + 8, (1)
9| 10n +7, (2)
71100 +9. (3)

Zo vztahu (1) vyplyva 8 | 10n, ¢ize 4 | 5n. Cisla 4 a 5 st nestudelitelné, preto 4 | n,
¢ize n = 4k, kde k je prirodzené ¢islo. Dosadenim n = 4k do vztahu (2) dostaneme
9| 40k + 7, ¢ize 9 | 4k + 7. Z tabulky zvyskov ¢isel 4k + 7 po deleni deviatimi

k] 012
4k+7 |7 2 6

345678
15048 3
vidime, Ze toto ¢islo je delitelné deviatimi prave vtedy, ked ¢islo k po deleni deviatimi
dava zvysok 5. Preto k = 91+ 5, kde [ je celé ¢islo, takze n = 4k = 361 + 20. Dosadenim
takého n do vztahu (3) dostaneme 7 | 360! +209, ¢ize 7 | 3l — 1. Opéft zostavime tabulku

zvyskov, tentoraz po deleni cisla 3] — 1 siedmimi.

!
3—1 |

1 23 456
251403
Vidime, ze 7 | 3l — 1 préve vtedy, ked | = Tm+5, kde m je celé ¢islo. Odtial dostavame,
7e vietky celociselné n splitajice trojicu podmienok (1)—(3) st tvaru n = 361 + 20 =
= 252m + 200.

Dodajme, Ze namiesto zostavovania tabuliek sme mohli vyuzit Gpravy

40k + 7 = 36k + 4(k — 5) + 27,
3601 + 209 = 3571 + 3(1 — 5) + 224,

z ktorych by sme ako skor dostali 9 |k —5a 7|1 —5.

Cislo n = 252m + 200 je trojciferné jedine pre m € {0, 1,2,3}; hladané n je preto
z mnoziny {200,452,704,956} a na tabuli bolo napisané jedno z ¢isel 2008, 4 528, 7048,
9568. Skuskou (ktorad vSak pri nasom postupe nie je nutnd) mézeme overit, ze kazdé
z tychto Styroch c¢isel vyhovuje zadaniu tlohy.

Iné riesenie. Pri druhom postupe budeme tvahy o delitelnosti vyhodne zapisovat
kongruenciami. Zapis a = b (mod m) (¢itame ,a je kongruentné s b modulo m)
znamend, ze Cisla a, b davaji po deleni ¢islom m rovnaké zvysky, ¢ize m | a — b.
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Oznaéme N hladané Stvorciferné ¢islo konciace éislicou 8. KedZe pri jej zadmene
¢islicou 7, resp. 9 dostaneme c¢islo N — 1, resp. N + 1, vSetky podmienky zo zadania
tlohy mozno vyjadrit $tyrmi kongruenciami

N =8 (mod 10), (4)
N =0 (mod 8), (5)
N —-1=0 (mod9), (6)
N+1=0 (mod 7). (7)

Zo vztahu (5) vyplyva N = 8k, kde k je celé ¢islo. Dosadenim do vztahu (4)
dostaneme 8k = 8 (mod 10), ¢ize 4k = 4 (mod 5), ¢o po deleni ¢islom 4 (nesidelitelnym
s ¢islom 5) vedie k podmienke & = 1 (mod 5). Preto k& = 50 + 1, kde [ je celé ¢&islo.
Dosadenim N = 8k = 40l + 8 do vztahu (6) obdrzime podmienku 40/ +7 =0 (mod 9).
Jej upravou dostaneme

40l=-7=-7+9-23=200 (mod9)

a po vydeleni ¢islom 40 (nesudelitelnym s ¢islom 9) déjdeme k podmienke [ = 5
(mod 9). Existuje teda celé ¢islo m také, ze | = 9m + 5. Dosadenim N = 40] + 8 =
= 360m+ 208 do vztahu (7) dostaneme 360m+209 = 0 (mod 7), ¢ize 3m =1 (mod 7).
Upravou

3m=1=142-7=15 (mod 7)

po vydeleni ¢islom 3 vyjde m = 5 (mod 7), takze m = 7n + 5, kde n je celé islo.
Hladané N je preto tvaru N = 360m + 208 = 2520n + 2008. Také N je Stvorciferné
prave vtedy, ked n € {0,1,2,3}. Na tabuli preto mohlo byt napisané ktorékolvek ¢islo
z mnoziny {2008,4528,7048,9568} a ziadne iné.

B-1-2
Od¢itanim prvej rovnice od druhej dostaneme po tprave
(z—2x)2z+2x+y) =0.

St preto mozné dva pripady, ktoré rozoberieme samostatne.

a) Pripad z — x = 0. Dosadenim z = z do prvej rovnice ststavy dostaneme z? +
+ 2y = y* + 2%, &Ze y(x — y) = 0. To znamen4, 7e plati y = 0 alebo z = y. V prvom
pripade dostavame trojice (x,y, z) = (2,0, x), v druhom (x,y, z) = (z, z, x); také trojice
st rieSeniami danej sustavy pre fubovolné realne ¢islo x, ako Tahko overime dosadenim
(aj ked taka skuska pri nasom postupe vlastne nie je nutnd).

b) Pripad 2z + 2z +y = 0. Dosadenim y = —2z — 2z do prvej rovnice sustavy
dostaneme

2?4 w(—2x — 22) = (22 — 22)? + 2%, ¢&ize BH(x+2)? =0.
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Posledné rovnica je splnend prave vtedy, ked z = —z, vtedy vSak y = —2x — 2z = 0.
Dostavame trojice (z,y,z) = (z,0, —z), ktoré st rieSeniami danej sustavy pre kazdé
redlne z, ako overime dosadenim. (O takej sktugke plati to isté ¢o v pripade a).)

Odpoved. Vsetky rieSenia (x,y, z) danej sustavy su trojice troch typov:
(x,z,2), (x,0,2), (x,0,—x),

kde z je Tubovolné realne ¢islo.

Iné riesenie. Obe rovnice stustavy sc¢itame. Po tiprave dostaneme rovnicu
ylr+2—-2y)=0

a opét rozlisime dve moznosti.

a) Pripad y = 0. Z prvej rovnice ststavy ihned vidime, ze 22 = 22, ¢ize z =

= +x. Skaskou overime, Ze kazda z trojic (z,0,x) a (x,0, —x) je pre Tubovolné redlne x
riesenim.
b) Pripad x+z—2y = 0. Dosadenim y = %(:H—z) do prvej rovnice sustavy dostaneme

(r+z)  (z+2)? 2 2 2

2 ,
x = z o Gprave x° = z°.
+ 7 1 +2%, poup

Plati teda z = —x alebo z = x. Dosadenim do rovnosti  + z — 2y = 0 v prvom pripade
dostaneme y = 0, v druhom pripade y = z. Zodpovedajtce trojice (x,0, —x) a (x,z,x)
su rieSeniami pre kazdé redlne x (prvé z nich sme vSak nasli uz v ¢asti a)).

B-1-3

Oznac¢me a velkost stran AB a C'D a v vzdialenost ich priamok, ktord je zaroven rovnéa
vyske trojuholnika AF'D z vrcholu A (obr.9). Z podmienky EF || BD podla vety uu
vyplyva, Ze trojuholniky BC'D a ECF st podobné; oznac¢me k € (0,1) koeficient ich
podobnosti. Ked ho vypocitame, bude tloha vyrieSené.

D (1—-Fk)a F  ka (¢

Obr.9
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Kedze |FC| = ka, |FD| = (1—k)a a vysky trojuholnikov EC'F, ABFE zo spolo¢ného
vrcholu £ maju velkosti kv, resp. (1 —k)v, pre obsahy trojuholnikov AFD a ABE plati

(1-k)av  a(l -k

= =9
9 2 ABE)

Sarp =

takze oba obsahy sa rovnaju pre lubovolné k£ € (0,1). Obsah trojuholnika FC'F' ma
hodnotu Sgcr = %ka kv = %k2av a obsah celého rovnobeznika ABCD je dany
vztahom Sapcp = av, preto mdzeme obsah trojuholnika AEF vyjadrit takto:

Sapr = Sapcp — SaBe — Secr — Sarp =
=av(1-3(1—k)—3k* - L1 —k)) =av (k- 3K?).

Obsahy trojuholnikov ABE, AFD teda buda zhodné s obsahom trojuholnika AFEF
prave vtedy, ked bude platit

T(1—k)=k—3k* ¢&ize kK*—3k+1=0.

Tato kvadratickd rovnica mé korene

3++5

2 )

k12 =

z ktorych podmienke k£ € (0,1) vyhovuje iba koren k = %(3 — \/3) Dodajme, Ze pre
také k plati
vVE—1  k

2 1-k

1— k=
Odpoved. Hladané body FE, F st uréené pomermi

|CE|:|EB| = |CF|:|FD| = (V5—-1) :2.

Pozndmka. Rovnost (1 — k) : 1 =k : (1 — k) zo zaveru rieSenia znamend, ze body E, F
delia prislusné strany rovnobeznika v pomere tzv. zlatého rezu. Vyjadrujua to rovnosti

ICE|:|EB| = |EB|: |BC| a |CF|:|FD|=|FD|:|DC|.

B-1-4

Podla obr.10 mozeme na plan umiestnit 8 disjunktnych obdlznikov 2 x 3 (stredné
poli¢ko planu zostane prazdne). Aby sme s istotou zasiahli lod, musime sa spytat na
aspoii jedno poli¢ko v kazdom z dsmich vyznacengch obdlznikov, preto je nutny pocet
otazok aspon 8.
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Na obr. 11 je uvedeny priklad vyberu ésmich policok, na ktoré sa staci spytat, aby
sa uz mimo nich nedala na plan umiestnit Ziadna lod 2 x 3. Preto tychto 8 otdzok

k zasiahnutiu lode vzdy staci.

Obr. 10 Obr. 11

Z oboch uvedenych uvah vyplyva nasledujuci zaver.

Odpoved. Najmensi pocet otézok, ktoré potrebujeme, aby sme s istotou lod zasiahli, je
prave 8.

B-1I-5

Ozna¢me «, (3, v zvyCajnym sposobom velkosti vnatornych uhlov trojuholnika ABC
(obr.12). Bod K lezi na osi usecky AB, preto |AK| = |KB|. Trojuholnik AKB je
rovnoramenny so zakladiou AB, jeho vnutorné uhly pri vrcholoch A a B st teda

Obr. 12
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zhodné. Podla vety o obvodovych uhloch st zhodné aj uhly BCK a BAK, resp. ACK
a ABK, preto st zhodné aj uhly BCK a ACK. Polpriamka C'K je teda osou uhla
ACB:

|{ACK| = |{BCK| = %

KedZe bod P lezi na osi strany AC, je trojuholnik AC'P rovnoramenny a jeho vnutorné
uhly pri zédkladni AC maju velkost %7, takze jeho vonkajsi uhol APK pri vrchole P méa
velkost %”y + %'y = 7. Rovnako z rovnoramenného trojuholnika BC'Q odvodime, Ze aj
velkost uhla BQK je «. Podla vety o obvodovych uhloch st zhodné uhly ABC a AKC,
teda uhol AKC' (¢ize uhol AK P) ma velkost 5 a — celkom analogicky — uhol BK(@Q ma
velkost a.

V kazdom z trojuholnikov AKP a BK(Q uz pozname velkosti dvoch vnutornych
uhlov (S, v, resp. a, ), takze vidime, Ze zostavajice uhly K AP a K BQ maju velkosti
a, resp. [.

Z predoglého vyplyva, ze trojuholniky AK P a K B(Q st zhodné podla vety usu, lebo
maju zhodné strany AK a K B aj obe dvojice k nim prilahlych vntatornych uhlov.

K uvedenému postupu dodajme, ze vypocet uhlov KAP a KBQ cez uhly APK
a BQK mozno obist takto: zhodnost uhlov KAP a BAC (resp. K BQ a ABC) vyplyva
zo zhodnosti uhlov KAB a PAC (resp. KBA a QBC).

B-1-6

Najskor si v8imnime, Ze menovatel zlomku moZno postupnym vynimanim rozlozit na
stéin (m + 2)(n — 1). Preto bude vyhodné polozit a = m + 2, b = n — 1 a pre nové
nezname (nenulové!) celé ¢isla a, b skimat, kedy je hodnota daného vyrazu

m+3n—1 (@—2)+3b+1)—1 a+3b

mn+2n—m—2 ab ab

(ako vyzaduje zadanie) celé kladné ¢islo (pouzivajme dalej zvycajny termin prirodzené
¢islo). Uvedme dva mozné pristupy k rieseniu takej otazky.
Pri prvom spdsobe vyuzijeme rozklad

a+3 1 3
V: = — _
ab b+a
a zrejmé odhady
1 3
0<H§1, 0<‘—‘§3.
b a

Keby platilo a < 0, bolo by % < 0, ¢ize V < 1/b < 1, teda V by nebolo prirodzené
¢islo. Preto nutne plati a > 0.

Prea > 6je3/a < %, atedaV <1/b+ %, takze nerovnost V' = 1 plati jedine vtedy,
ked 1/b > %, ¢o spliia jediné celé ¢islo b = 1, pre ktoré mame 1 < V < % Preto musi
platit 1 < a < 6. Tychto Sest moznosti jednotlivo rozoberieme:
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> a=1.Cislo V =3+ 1/b je celé jedine pre b = +1, kedy je aj kladné. V poévodnych
neznamych dostavame dve rieSenia (m,n) = (—1,2) a (m,n) = (—1,0).

> a=2. Cislo V = % + 1/b je prirodzené prave vtedy, ked b = +2; zodpovedajuce

rieSenia su (m,n) = (0,3) a (m,n) = (0,—1).

a = 3. Cislo V =1+ 1/b je prirodzené prave vtedy, ked b = 1, teda (m,n) = (1,2).

a=4.CisloV = % + 1/b je prirodzené prave vtedy, ked b = 4, teda (m,n) = (2,5).

a=25.CisloV = % + 1/b zrejme nie je celé pre ziadne celé b.

a=6.CisloV = % + 1/b je prirodzené prave vtedy, ked b = 2, teda (m,n) = (4, 3).

Odpoved. Existuje prave 7 dvojic celych ¢isel (m,n), pre ktoré je hodnota daného

vyrazu V' celym kladnym ¢islom, st to dvojice

v VvV Vv V

(m,n) € {(-1,2),(-1,0),(0,3),(0,-1),(1,2),(2,5), (4,3)}.

Iné riesenie. Hladdme nenulové celé a, b, pre ktoré a + 3b = kab pre vhodné priro-
dzené k. Ozna¢me d = 1 najvicési spoloény delitel takych ¢isel a, b. Potom a = xd
a b = yd pre celé nestdelitelné &isla z, y, ktoré spliiaji rovnicu (x + 3y)d = kxyd?, cize
x + 3y = kxyd. Odtial vyplyva, ze ¢islo y deli nestudelitelné ¢islo z. To je mozné jedine
vtedy, ked y = £1.

V pripade y = 1 mame rovnicu x + 3 = kxd, ¢ize 3 = x(kd — 1). Kedze plati kd = 1
(¢isla k, d st prirodzené), tak budx = 1 a kd—1 = 3 (potom kd = 4, ateda d € {1,2,4},
takze (a,b) = (d,d) je jedna z dvojic (1,1), (2,2), (4,4)), alebo z =3 a kd—1 =1
(potom kd = 2, a teda d € {1, 2}, takze (a,b) = (3d,d) je jedna z dvojic (3,1), (6,2)).

V pripade y = —1 mame rovnicu z — 3 = —kxd, ¢ize 3 = x(1 + kd), ¢o vzhladom na
nerovnost 1+ kd = 2 znamend, 7ze ¢ = 1 a 1 + kd = 3, takze kd = 2, a teda d € {1, 2},
preto (a,b) = (d, —d) je jedna z dvojic (1,-1), (2,-2).

Zistili sme, Ze existuje sedem vyhovujucich dvojic (a,b), vypisat zodpovedajice
rieSenia (m,n) = (a — 2,b+ 1) je uz jednoduché (poz. odpoved vyssie).

B-S-1

Scitanim druhej a tretej rovnice dostaneme 2x = 2a + 1, od¢itanim druhej rovnice od
tretej 2y = —2a + 1. Odtial vyjadrime

r=a+ 3, y:—a-l-% (1)

a dosadime do prvej rovnice pévodnej sustavy. Po uprave dostaneme kvadraticki rov-
nicu
2 1 3 _
a — 50, — 3 = 0, (2)

ktord ma korene a; = —1 a ay = % Pre kazda z tychto dvoch (jedinych moznych)

hodnot parametra a uz lahko stanovime nezndme x a y dosadenim do vztahov (1).
Dana ststava rovnic ma rieSenie iba pre dve hodnoty parametra a, jednak pre a = —1,

ked je jej jedingm rieSenim (z,y) = (—3, 3), jednak pre a = 3, ked (z,y) = (2, -1).
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Skuska dosadenim je jednoduché, mozno ju vynechat takymto zdévodnenim: Ststava
dvoch rovnic, ktort sme dostali (a vyriesili) séitanim a od¢itanim druhej a tretej rovnice,
je s dvojicou pdvodnych rovnic ekvivalentnéd. Zostavajuca (prva) rovnica ststavy je
potom ekvivalentnd s kvadratickou rovnicou (2), ktorej rieSenim sme nasli mozné
hodnoty parametra a.

B-S-2

Oznac¢me S stred tsecky CP. Podla Téalesovej vety lezia body K a L na kruznici p
zostrojenej nad priemerom CP. Predpokladajme, Ze bod P mé pozadovant vlastnost,
t.j. ze priemer C'P rozpoluje tetivu KL (obr.13).

C

A P B
Obr. 13

Priemer lubovolnej kruznice rozpoluje kazdy iny priemer tejto kruznice a tiez vSetky
tetivy nan kolmé. Ziadnu int tetivu rozpolovat nemoze: ked totiz prechadza dvoma
roznymi bodmi jej osi simernosti (stredom tetivy a stredom kruznice), musi byt —
rovnako ako tato os — na danu tetivu kolmy.

Tetiva K L vSak nemoze byt priemerom kruznice p, pretoze podla Télesovej vety by
bol uhol KCL (a teda aj uhol AC'B) pravy, ¢o odporuje zadaniu, preto je tetiva KL na
priemer C'P kolma. V tomto pripade su trojuholniky CK P a C'LP stmerne zdruzené
podla priamky C P, odkial uz vyplyva, ze uhly KCP a LC P st zhodné. Polpriamka C' P
je teda osou uhla ACB.

Ak je naopak polpriamka C'P osou uhla ACB, zhoduja sa pravouhlé trojuholniky
CKP a CLP v spolo¢nej prepone C'P a v dvoch vnatornych uhloch, takze body K a L
su simerne zdruzené podla priamky CP. Preto tetiva C'P rozpoluje tisecku K L.

Odpoved. Existuje prave jeden vnttorny bod strany AB ostrouhlého trojuholnika ABC),
pre ktory tsecka C P rozpoluje tisecku K L. Je to priesecnik osi vnutorného uhla pri jeho
vrchole C' so stranou AB.

B-S-3

Kazdé trojciferné cislo ma vyjadrenie m = 100a + 10b + ¢, kde a, b, ¢ su jeho cifry



48 58. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

a a # 0. Trojciferné ¢islo zapisané rovnakymi ciframi v opa¢nom poradi méa potom
vyjadrenie m’ = 100c + 100 + a, ¢ # 0. KedZe na poradie ¢isel m a m’ neberieme ohlad,
pre uréitost predpokladajme, ze m < m/, ¢ize a < ¢, pricom a,c € {1,2,3,... ,9} ab¢€
€{0,1,2,...,9}.

Pre magické ¢islo x podla zavedeného oznacenia cifier plati

r=m+m' =101(a + c) + 20b.

Vidime, ze hodnota = nezavisi ani tak od jednotlivych cifier a, ¢, ako od ich stcétu s =
= a + ¢, ktory mdze nadobtidat hodnoty s € {2,3,...,18}. Dalej uz budeme pracovat
iba s vyjadrenim z = 101s + 20b.

Predpokladajme na chvilu, Ze sa ako sucet 101s + 20b d4 niektoré magické ¢islo x
zapisat dvoma roznymi sposobmi:

x = 101s + 20b = 1015’ + 200’ (1)

Z rovnosti 101(s — ') = 20(b —b") a nestdelitelnosti ¢isel 101 a 20 vyplyva, ze ¢islo 101
musi delit ¢islo b—b'. Kedze vSak b a b’ su cifry, plati —9 < b—0' < 9. V tomto intervale
najdeme jediné ¢islo delitelné ¢islom 101, a to ¢islo 0. Preto b—b' = 0, ¢ize b = b, a teda
aj s = §'. To vSak odporuje predpokladu, Ze ¢islo x ma dve rézne vyjadrenia tvaru (1).
Znamend to, ze vo vyjadreni z = 101s + 200 mé kazdé magické ¢islo x jednoznacne
urcenu cifru b aj jednoznacne urceny sucet s.

Pocet sposobov, ktorymi mozno magické ¢islo vyjadrit ako sucet m +m’, ¢ize 101s +
+20b, sa preto rovnéa poc¢tu sposobov, ktorymi mozno vyjadrit zodpovedajicu hodnotu s
ako st¢et dvoch cifier a a ¢, pricom 1 < a £ ¢ £ 9. V mnozine {2,3,... , 18} ma najvicsi
pocet takych vyjadreni ¢islo s = 10, ktoré sa da vyjadrit prave piatimi vyhovujacimi
suctami:

10=14+9=24+8=34+7=4+6=5+05.

Ostatné c¢isla maja takych vyjadreni menej.

Naozaj: v pripade s < 9 z rovnosti a + ¢ < 9 a predpokladu a < ¢ vyplyva a =
< 4, takze mensSia cifra a nadobtida nanajvys Styri hodnoty, rovnako ako vicésia cifra c
v pripade s 2 11, ked zo vztahov a +c¢ = 11 a a < ¢ vyplyva ¢ = 6.

Najviacsim pocétom siuctov m + m’ (piatimi saétami) sa daja vyjadrif magické ¢isla
tvaru 101 - 10 + 20b, kde b € {0,1,2,...,9}, jedné sa teda o ¢isla z desatprvkove;
mnoziny

{1010,1030,1050, ... ,1190}.

B-1II-1

Sc¢itanim prvej a druhej rovnice danej sustavy dostaneme 2x = 1+ a, od¢itanim druhej
rovnice od prvej 2y = 1 — a. Odtial

x:%(l—ka), y:%(l—a). (1)
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Ked dosadime za x a y do tretej rovnice povodnej ststavy, dostaneme rovnicu
—2a(1+a)+2(1—a)=22+4, ¢&ize 22+2d®>+4a+2=0,

ktort upravime na tvar

224+ 2(a+1)*=0.
Oba séitance na lavej strane poslednej rovnice st nezdporné ¢isla. Ich stcet je 0 prave
vtedy, ked z = 0, a = —1. Dosadenim tychto hodnét do (1) dostaneme x =0, y = 1.

Zaver. Dana stustava rovnic ma rieSenie iba pre a = —1, atoxz =0,y = 1, z = 0.
Skuska pri tomto postupe nie je nutna.

B-1I-2

a) Staci sa spytat napriklad na ¢ierne policka na obr. 14: v kazdom riadku aj stipci st
vedla seba najviac dve biele policka, zatial ¢o kazda z lodi zakryje v jednom z oboch
smerov pravé tri vedla sebe stojace policka. Aspon jedno z nich teda bude ¢ierne.

Obr. 14 Obr. 15

b) Na zasah lode na pléne s rozmermi 3 x 2 potrebujeme asponi dve otazky, pretoze
Ziadne jeho poli¢ko nelezi na vSetkych lodiach, ktoré na tento plan mdZeme umiestnit.
Na pléne 5 x 5 mozeme vyznacit Styri neprekryvajice sa oblasti 3 x 2 (obr. 15). Aj keby
lod’ bola umiestnend iba na jednej z tychto Styroch oblasti, sedem otézok na jej zdsah
by nestacilo — podla predchadzajticej ivahy totiz potrebujeme aspon 4 - 2 = 8 otazok.

B-1I-3

Oznaéme vnatorné uhly v trojuholniku ABC zvycajnym spésobom. Nech K’ je druhy
priesecnik osi uhla AC'B s kruznicou opisanou trojuholniku ABC. Zo zhodnosti ob-
vodovych uhlov ACK’ a BCK' vyplyva zhodnost zodpovedajucich tetiv AKX’ a BK’,
takze bod K’ rozpoluje obluk AB leziaci oproti vrcholu C, a je preto totozny s bo-
dom K (obr.16). Podla vety o obvodovych uhloch st velkosti uhlov AKC a BKC
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K=K’
Obr. 16

postupne rovné 8 a «. Oznac¢me V,, V; pity vysok prisliachajacich vrcholom A, B
trojuholnika ABC'. Kedze ABC je ostrouhly trojuholnik, st body V, a Vj, vnutorné
body zodpovedajucich stran. Velkost uhla APK je zhodné s velkostou vnatorného uhla
pri vrchole P v pravouhlom trojuholniku C' PV, je teda rovna 90° — %’y. Rovnakt velkost
ma analogicky aj uhol BOQK.

Trojuholniky AK P a BK(@) maja rovnaky obsah, zhodné strany AK a BK, a teda
aj vysky na ne, a navysSe sa zhoduju aj v uhle oproti nim. Z konstrukcie trojuholnika
podla danej strany, vysky na tito stranu a protilahlého vnitorného uhla a zo siimernosti
zostrojenych rieSeni vyplyva, ze trojuholnik AK P je zhodny bud's trojuholnikom K BQ),
alebo s trojuholnikom BK Q. KedZze trojuholnik ABC' nie je rovnoramenny (t.j. o #
# [3), je trojuholnik AK P zhodny s trojuholnikom K BQ. Velkost vnutorného uhla pri
vrchole A trojuholnika PAK je 180° — 8 — (90° — %’y) =90° -5+ %’y, takze z uvedenej
zhodnosti vyplyva

0°— B+ =a, dize 90°+5=a+f=180°—7.
Odtial dostavame = 60°. Naopak ak v = 60°, je |[{APK| = |{BQK| = 60°
a trojuholniky AK P a K B(Q st zhodné podla vety usu, maja teda rovnaky obsah.
Zdver. Uhol AC' B mé4 velkost 60°.

B-1I-4

Uvazujme prirodzené ¢islo n < 25000 a oznac¢me 713, 73, ..., 11 jemu prislachajice
zvysky po deleni ¢islami 2, 3, ..., 11. Stcet nezapornych zvyskov z = ro+rg+---+1713
je tiez nezdporny. V danom pripade vSak nemoze byt rovny 0, pretoZe to by znamenalo,
ze Cislo n je delitelné kazdym z prvkov mnoziny M = {2,3,4,... 11}, ktorych najmensi
spolo¢ny nasobok je 27 720 > 25 000.
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Ukéazeme, ze najmensi mozny sticet je 1, a zaroven najdeme aj vSetky cisla n mensie
ako 25000 s touto vlastnostou.

Ak je prislusny sucet rovny 1, su vSetky zvysky 7 s vynimkou jedného rovné 0,
a existuje teda prave jedno d € M také, ze r; = 1. Ukdzeme, ze d = 7 alebo d = 11.
Zrejme nemdze byt d < 5, to by totiz nenulovy zvysok prislachal aj ¢islu 2d € M. Keby
zvysok 1 prislichal jednému z ¢isel d = 6, 8,9, 10, prislichal by nutne aj jednému z ¢isel
2 alebo 3.

Ak d = 7, musi byt hladané ¢islo nasobkom vSetkych ¢isel z mnoziny M \ {7},
teda nasobkom c¢isla 3960. Toto ¢islo dava po deleni 7 zvysok 5, zvysok 1 dava jeho
trojnasobok n = 3-3960 = 11880, ktory vyhovuje podmienkam tulohy, a vseobecne
kazdy (3 + 7a)-nasobok; avSak dalsi ndsobok 10 - 3960 s vyhovujicim zvyskom je uz

Ak d = 11, musi byt hladané ¢islo ndsobkom vsetkych ¢isel z mnoziny M\ {11}, teda
nasobkom ¢éisla 2 520. KedZze toto ¢islo déva po deleni 11 zvySok 1, vyhovuje pre d = 11

.....

25 000).
Zaver. Hladané ¢isla st dve, a to 11880 a 2 520.
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KATEGORIA A

A-T1T-1

Pouzitim znadmych vzorcov

cos(x +y) =cosxcosy —sinzsiny, sin2z =2sinxcosz, cos2r=1— 2sin?

dostaneme upravou lavej strany prvej rovnice

2sinz cos(x +y) + siny = 2sinx(cosx cosy — sinzsiny) + siny =
= 2sinzcosxcosy + (1 — 2sin® x)siny =
=sin2x cosy + cos 2x siny =
= sin(2z + y).

Podobne lavé strana druhej rovnice je rovna sin(2y + x). Zadané sustava je teda
ekvivalentna so stustavou
sin(2z +y) =1,

sin(2y + z) = 1.

(1)

KedZe funkcia sinus nadobtida hodnotu 1 prave v bodoch tvaru 7 + 2kw, kde k je celé
¢islo, budu rieSenim sustavy prave tie dvojice (x,y), pre ktoré existuju celé ¢isla k, [
také, ze

20 +y =5 +2km, 2y+ax=7 42 (2)

Odtial bud od¢itanim vhodnych nésobkov rovnic alebo priamym vyjadrenim jednej
premennej z prvej rovnice a dosadenim do druhej rovnice po uprave dostaneme

o=T 4 (4k—20)%, y=7T 4 (4 —2k)T.

RieSenim sustavy st teda dvojice (% + (4k —2)%, & + (4l — 2k) %), kde k, [ stt lubovolné
celé ¢isla. Nie je nutné robit skusku, nakolko z postupu vyplyva, ze takéto dvojice (x,y)

splhajt vztahy (2) a teda aj ststavu (1).

Pozndmka. Uvedeny vysledok mozno zapisat aj v inom tvare. Kedze © — y = (6k —
—6l)% = 2m(k — [), mozno pri polozeni m = k — [, n = 2k — [ pisat x = § + n%’r,
y = x—2mm, teda riesenim st dvojice (§ —|—n2§, 5 —kn%7r —27mm), kde m, n st lubovolné
celé ¢isla. (Ked k, [ prebiehaji vSetky mozné dvojice celych ¢isel, tak aj m, n prebehna
vSetky mozné dvojice celych ¢isel.)

Iné riesenie. Zrejme ak je rieSenim zadanej ststavy dvojica (x,y), si vdaka periodic-
kosti funkcii sinus a kosinus s periédou 27 rieSenim aj vsetky dvojice (z + 2km, y + 2im).
Budeme teda ststavu riesit v obore (0,27) a na konci najdené rieSenia ,posunieme*
o (2km,2ir), aby sme ziskali vS§eobecné rieSenie.
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Od¢itanim rovnic ststavy ziskame po rozklade lavej strany na stcin rovnicu
(sinz — siny)(2cos(z +y) — 1)= 0.

Rozli§ime dva pripady podla toho, ktory z ¢initelov je nulovy.
I. Ak sinz = siny, tak vzhladom na podmienku z,y € (0,27) mame tri moznosti:
bud x =y, alebo = + y = 7, alebo = + y = 37 (obr. 17).

Obr. 17

Pri prvej moznosti po dosadeni do pévodnej ststavy ziskame jedinti rovnicu
2sinx cos2x 4+ sinx = 1.

7 nej s vyuzitim vzorca cos2z = 1 — 2sin® z a po substitucii sinz = t ekvivalentnymi
upravami postupne dostaneme
2sinz(1 — 2sin® z) + sinz = 1,
2t(1 —2t*) +t =1,
43 -3t +1=0,
(t+1)(2t —1)*> =0.

Pri poslednej uprave sme ,,uhadli“ koren ¢ = —1 a rozklad na sac¢in ziskali vydelenim
mnohoc¢lena 4¢3 — 3t + 1 koretiovym ¢initelom ¢ + 1. Vzhladom na pouzitt substittciu
t = sinx st rieSenim ostatnej rovnice tie x € (0, 27), pre ktoré bud sinx = —1, alebo
sinz = %, &ize x € {r/6,57/6,37/2}. V skimanom obore teda dostavame ako riesenia
zadanej sustavy dvojice (%, %), (35, 2%) a (37, 27).

Pri druhej a tretej moznosti, t.j. ked  + y = 7 alebo z + y = 37, mame cos(x +
+y) = —1. Dosadenim do pévodnej ststavy (s vyuZitim rovnosti sinx = siny) ziskame
jedind rovnicu 2sinz - (—1) +sinx = 1. Preto sinz = —1, a teda aj siny = —1. Odtial

ziskame v skiimanom obore jediné rieSenie x = y = 37”, ktoré sme nasli aj pri prvej
moznosti.

II. Ak 2cos(z +y) — 1 = 0, ¢ize cos(z +y) = 3, tak z +y = +% + 2km pre nejaké
celé k a niektoré znamienko. Po dosadeni do pévodnej ststavy dostaneme jedind rovnicu
sin z+siny = 1, ktord prejde na tvar sin 2 +sin(£%5 +2k7 —x) = 1. Vdaka periodickosti
funkcie sinus s periédou 27 a pouzitim znameho vzorca

b —b
sina +sinb = 2sina; cosa 5
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mozeme lava stranu upravit na tvar

sinx + sin(+§ + 2km — x) = sinz +sin(£5 — x) = 2sin(+§)cos(z F §) =

c
=2-(x3)cos(z F §) = +cos(z F F).

Riesend rovnica je teda ekvivalentnd s rovnicou +cos(z F §) = 1.
Pre ,horné“ znamienko dostavame cos(z— %) = 1, ¢omu v obore (0, 27) vyhovuje iba

6
r = g.Odtial y = § +2km —2x = & +2k7, Comu v skimanom obore vyhovuje iba y = .

Pre ,dolné“ znamienko méme cos(z + §) = —1, ¢omu v skiimanom obore vyhovuje iba
xr = 5%. Odtial y = — % + 2km — 2 = 2k7 — %T, ¢omu v skiimanom obore vyhovuje iba
57

y = % Dostavame tak len riesenia, ktoré sme objavili aj v prvom pripade.

Zdver. RieSenim v obore (0, 27) st dvojice (Z,T), (3F,3T) (3T 3T) V obore realnych

¢isel su to potom dvojice 6 o 2
(% 4 2km, 2 +2lm), (5F + 2km, 3% + 2im), (3F + 2km, 3 + 2im),
kde k, [ st Tubovolné celé ¢isla.
A-1-2

Oznacme k kruznicu opisanu Stvoruholniku ABCD. Nech priese¢niky vysok trojuhol-

nikov ABC' a ABD st postupne U a V' (obr. 18).

D
C
k
V
U
a a
A B
— U
V/

Obr. 18

Je znédme, Ze obraz priesecnika vySok v osovej simernosti podla strany trojuholnika
lezi na kruznici opisanej tomuto trojuholniku. V nasej situécii teda obraz U’ bodu U
v osovej stmernosti podla strany AB lezi na kruznici k, ktord je opisanou kruznicou
trojuholnika ABC'. (Toto plati aj pre tupouhly trojuholnik ABC.) Podobne lezi na
kruznici k aj obraz V’ bodu V' v osovej simernosti podla strany AB.
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Predpokladajme, Ze trojuholniky ABC a ABD st ostrouhlé. Potom body U a V lezia
v polrovine ABC'. Priamky CU’ a DV’ st rovnobezné, preto stvoruholnik CU'V'D je
tetivovy lichobeznik, a teda je to lichobeznik rovnoramenny. Z tohto a z vlastnosti
osovej sumernosti dostavame rovnosti

|LCDV'| = |LU'V'D| = |[£UVV|.

Kedze body C a U lezia v rovnakej polrovine vzhladom na priamku V’D, st priamky
CD a UV rovnobezné, ako sme mali dokazat. (V poslednej tivahe sme vyuzili, ze body
D, V, V' lezia na priamke v tomto poradi.)

V pripade, ked asporti jeden z trojuholnikov ABC a ABD je tupouhly, je argumen-
tacia velmi podobnd. Body C, D, V', U’ vzdy vytvoria rovnoramenny lichobeznik, aj
ked na jeho obvode mozu lezat v inom poradi.

Iné rieSenie. Nech U je prieseénik vysok trojuholnika ABC. Ukazeme, ze dlzka
usecky C'U nezavisi od polohy bodu C na obliku AB kruznice k opisanej trojuholniku
ABC.

Budeme pouzivat Standardné oznacenie pre velkosti stran a uhlov v trojuholniku
ABC. Ozna¢me navySe K pitu vysky z vrcholu A na stranu BC. Predpokladajme
najskor, ze trojuholnik ABC' je ostrouhly. Jednoduchym vypoctom z vhodnych troju-
holnikov zistime, ze |{CUK| = . Vyuzitim goniometrickych funkcii v trojuholnikoch
AKC a UKC dostaneme

|ICK]| _ bcosy  ccosy

CU| = = =
U] sin |{CUK| sin 3 siny ’

posledné rovnost vyplyva zo sinusovej vety v trojuholniku ABC. Analogickym spdso-
bom mozno ukazat, ze aj v pripade, ked ABC je tupouhly trojuholnik, plati |CU| =
= c|cosy|/sin~y. Dlzka tsetky CU teda zavisi len od dlzky tsecky AB a od velkosti
obvodového uhla ACB. V nasom pripade je tisecka AB aj obluk kruznice pevny, preto
sa dlzka tsecky CU nemeni.

Body C a D lezia na tom istom obluku kruZnice k£ urc¢enom tseckou AB. Preto su
usecky CU a DV rovnako dlhé. NavysSe st rovnobezné, cize stvoruholnik CDVU je
rovnobeznik. A teda priamky C'D a VU st rovnobezné.

A-1-3
Predpokladajme, ze prirodzené c¢isla x, y vyhovuja zadaniu, t.j.
2
ry
=p, 1
T+y b (1)

pricom p je prvoéislo. Ozna¢me d najvic¢sieho spoloéného delitela ¢isel x, y. Potom
x = da, y = db, pricom prirodzené ¢isla a, b uz nemaji ziadneho spolo¢ného delitela

.....

telom x + y a vydeleni kladnym ¢islom d zapisat v tvare

d*ab® = p(a + b). (2)
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KedZe b? deli lavia stranu, musi delit aj pravi stranu. Avsak é&isla a, b st nesudelitelné,
preto aj ¢isla b2, a+b st nestdelitelné. Podla zndmeho tvrdenia® potom b2 | p. Prvoéislo
p ma iba dva delitele: 1 a p. Z nich je druhou mocninou iba ¢islo 1, preto nutne b = 1.
Rovnost (2) teda mdzeme prepisat na

d*a = pla +1). (3)

Zopakujeme teraz podobné ivahy. Kedze a deli lav( stranu, musi delif aj pravia stranu.
Pritom ¢isla a, a + 1 st nesudelitelné, takze a | p. Nutne preto bud a = 1, alebo a = p.
Rozlisime dva pripady.

Ak a = 1, tak po dosadeni do (3) mame d? = 2p. Zrejme 2p je druhou mocninou
prirodzeného ¢isla jedine v pripade p = 2. Potom d = 2 a dostavame dvojicu z = 2,
y = 2.

Ak a = p, dosadenim do (3) a vydelenim kladnym p dostaneme d? = p + 1, &ize
p=(d+1)(d—1). Cislad+ 1, d — 1 st teda dva rozne (nezaporné) delitele prvocisla
p, z ¢coho nutne d —1 =1, d+ 1 = p. Takze d = 2, p = 3 a dostavame dvojicu = = 6,
y = 2.

Skuskou sa Tahko presvedéime, Ze obe najdené dvojice vyhovuju zadaniu.

Zaver. Zadaniu vyhovuju dvojice (2,2) a (6,2).
A-1-4

a) Polozme napriklad a = 1, d = 1. Potom postupnost (x) ma tvar
1,2,3,4,...,

t.j. obsahuje vSetky prirodzené ¢isla. Medzi nimi je samozrejme nekonecne vela k-tych
mocnin pre kazdé k. (Vyhovujuce a, d mozno zvolit aj mnohymi inymi sposobmi.)

b) Polozme napriklad a = 2, d = 4. Postupnost () ma vtedy tvar
2,6,10,14, . .. ,

t.j. obsahuje ¢isla 4n + 2, kde n = 0,1, 2,... Tato postupnost obsahuje len parne ¢isla,
preto urcite neobsahuje ziadnu k-tu mocninu nepdrneho ¢isla. Avsak k-ta mocnina Iubo-
volného pdrneho éisla je delitelna ¢islom 2%, teda aj ¢islom 4 (pre k = 2), a nemoze byt
tvaru 4n + 2. Takze zvolend postupnost neobsahuje ziadnu k-tu mocninu prirodzeného
¢isla pre Ziadne k = 2,3, ... (Podobne moZno zd6vodnit, Ze vyhovuje postupnost, ktort
dostaneme volbou a = p, d = p? pre Tubovolné prvoéislo p.)

c¢) Polozme napriklad a = 8, d = 16. Postupnost (x) ma vtedy tvar
8,24,40,56, . .. ,

t.j. obsahuje ¢isla 16n + 8, kde n = 0,1,2,... Kedze 16n + 8 = 8(2n + 1), zvolena
postupnost neobsahuje Ziadnu druhtt mocninu prirodzeného ¢isla. V rozklade na saéin

L Ak k, | st nestudelitelné a k | Im, tak k | m.
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/e s v

na sucin prvocisel vSetky exponenty parne. Na druhej strane, v danej postupnosti sa
zrejme nachadzaja vietky ¢isla (2-1)3,(2-3)3,(2-5)3,.. ., ¢iZze 8-nasobky tretich mocnin
neparnych ¢isel. TakZe postupnost obsahuje nekonecne vela tretin mocnin prirodzenych
¢isel. (Opét sme mohli a, d zvolit aj inak, staéi zobrat a = p3, d = p*, kde p je Tubovolné
prvodislo.)

d) Ak sa v postupnosti (*) nenachddza ziadna k-ta mocnina, dokazované tvrdenie
trividlne plati. Predpokladajme, Ze sa v postupnosti nachadza aspon jedna k-ta moc-
nina. VSeobecny ¢len v (x) mé tvar a + nd, pri¢om n je nezadporné celé ¢islo. Pre nejaké
prirodzené ¢islo m teda plati m* = a + nd. Chceme ukazat, 7e medzi ¢lenmi z (x) je
nekonecne vela dalSich k-tych mocnin. Vsetky ¢leny postupnosti () davaju po deleni
¢islom d rovnaky zvysok (taky, ako dava po deleni ¢islom d ¢islo a). Zaroven vieme, Ze
ak dve cisla davaja po deleni d rovnaky zvysok, davaji rovnaky zvysSok po deleni d aj
ich k-te mocniny. V postupnosti (x) teda budu lezat aj k-te mocniny ¢isel m + td pre
TubovoIné prirodzené ¢islo t. Naozaj, podla binomickej vety mame

(m +td)* =m* + km* " 1td + (5)mF22a% + - - + kmt* 1@ + thak =
=mF+d- (kmk_lt + H)mP22d + - 4 kmtE1dR 2 4 tkdk—l) =
=mF +d-M=a+nd+dM =a+dn+ M)

KedZe M (vyraz vo velkej zatvorke) je zjavne prirodzené ¢&islo, (m+td)* = a+d(n+ M)
je ¢lenom postupnosti (x) pre kazdé prirodzené t¢. Takze () obsahuje nekonecne vela
k-tych mocnin.

A-1-5

Ocislujme si zaradom vrcholy daného mnohouholnika ¢islami od 1 po 2008.

a) Po chvili ndjdeme postup, ako prestvat mince, aby sme dosli k zadanému cielu.
Popiseme jednu z moznosti.

Mince z vrcholov 1,2,...,251 postupne zhromazdime na jednej képke vo vrchole
s ¢islom 251. Ich pohyb budeme vyvaZovat presivanim minci z vrcholov 1758 az 2008
do vrcholu s ¢islom 1758. Takto vytvorime dve koépky po 251 minciach. Podobnym
sposobom zhromazdime mince z vrcholov s ¢islami 252 az 502 na jednej kopke vo
vrchole s ¢islom 502. Ich pohyb vyvazime vytvorenim rovnako pocetnej kopky vo vrchole
s ¢islom 1507. Takto postupujeme aj dalej; posledné dve kopky s 251 mincami budi vo
vrcholoch s ¢islami 1004 a 1005.

b) Postup spliiajici pravidl4 presunu minci sa najst neda, ¢o v dalsom dokazeme.

Priradme kazdej minci ¢islo vrcholu, v ktorom sa nachddza. VSimnime si sucet S
vietkych ¢isel priradenych minciam. Co sa stane, ked presunieme dvojicu minci? Ak
presun nenastane medzi dvoma vrcholmi s ¢islami 1 a 2008, hodnota sti¢tu S sa nezmeni:
vrcholmi s ¢islami 1 a 2008 presun nastane, hodnota S sa bud nezmeni (vtedy, ked sa
obe mince presuvaju medzi tymito vrcholmi, teda si len navzajom vymenia pozicie),
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alebo sa zmeni o 2008 (moze vzrast alebo klesnut). Celkovo to moézeme zhrnit tak, ze
zvysok suctu S po deleni ¢islom 2008 sa pri presunoch minci nemeni.

Hodnota S je na zac¢iatku 1+ 2+ --- + 2008 = 1004 - 2009. Toto ¢islo dava po deleni
¢islom 8 zvySok 4. Na konci mame 251 képok po 8 minci. Kazda z kdpok prispieva
do S néasobkom ¢isla 8, preto hodnota S by mala byt na konci delitelnd ¢islom 8.
Zvysok hodnoty S po deleni ¢islom 8 sa vSak nemeni, lebo 8 | 2008. Zvysky hodnoty
S po deleni 8 st rozne pre tvodni a cielovi poziciu, ¢ize popisanymi presunmi minci
nemozeme dosiahnuf z tvodnej pozicie poziciu s 251 képkami po 8 minci.

A-1-6

Nech @ je obrazom bodu P v stredovej simernosti so stredom M. Bod @ lezi na osi
uhla AC'B préve vtedy, ked je rovnako vzdialeny od priamok AC a BC.

Obr. 19

Chceme vyuzif rovnost dizok tisekov AE a BD v stvislosti s bodom Q. Vsimnime
si preto trojuholniky AEQ a BDQ (obr.19). Bod @ je rovnako vzdialeny od priamok
AC a BC prave vtedy, ked trojuholniky AEQ a BD(Q maju rovnaky obsah. Dokazeme
tvrdenie o rovnosti obsahov tychto trojuholnikov.

Priamka B(Q je rovnobezna s priamkou AD, pretoze je jej obrazom v stredovej
stmernosti so stredom M. Preto trojuholniky QBD a (Q BA maju rovnaky obsah (maja
rovnaké vysky na spolo¢nu zakladiiu QB). Podobne aj obsah trojuholnika QAFE je
rovnaky, ako obsah trojuholnika QAB. Takze nas dékaz je hotovy.

Iné riesenie. V zadani sa spomina stredové siimernost so stredom M. Takato simer-
nost ¢asto pomaha v tlohach tykajuicich sa taznic trojuholnika. Podme ju vyuzit aj tu.
Nech sa v tejto stredovej simernosti zobrazi bod C' do bodu C’ a bod P do bodu Q.
Dalej ozna¢ime K priese¢nik priamok C’B a AD. Priese¢niky priamky C’P s priamkami
AB a AC ozna¢ime N a L (obr. 20).
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Pl

A N B

C/
Obr. 20

Méme dokézat, ze bod ) lezi na osi uhla ACB. Vdaka vlastnostiam stredovej
stmernosti toto plati préave vtedy, ked bod P leZi na osi uhla AC’B (vnutorného
v trojuholniku AC’B). Je zndme (pozri druht ndvodna tlohu), Ze toto je pravda prave
vtedy, ked bod N rozdeli tise¢ku AB v pomere dlzok tse¢iek AC a BC. Nagim cielom
preto bude urcit velkost pomeru AN : BN. Nech |BD| = |AE| =z, |CD| =y a |AC| =
=b.

Trojuholniky ADC' a K DB st podobné, preto

|BD]| x
BK|=|AC| - == =b-—.
BK| = |AC| - (g5t =b-
Rovnolahlost rovnobeznych priamok BC’ a AC so stredom v bode P zachovava pomery,

preto
|C'B| b
— .

LE| = |AE|- = =y.
LB = |AB| [ =2 55 =

Nakoniec, trojuholniky ANL a BNC’ st podobné, z ¢oho dostaneme

|AN|  |AL| |AE|+|LE| =z+y _|AC'|
IBN|  |BC'"| |BC'| - |BC'|  |BC|

Platnost tejto rovnosti znamend, ze priamka C’'N, a teda aj priamka C’P, je osou uhla
AC'B.

A-S-1
Ak prirodzené ¢&isla m, n spliaji zadané nerovnosti, tak zrejme

m=2 a 2yn—-m>0 (1)
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(inak by vyraz na lavej strane zadanych nerovnosti nebol definovany, resp. prostredny

.....

mienky (1) st splnené. V takom pripade mézeme urobit na kazdej z oboch nerovnosti
v jednom stlpci nasledujtice ekvivalentné tpravy (pri kazdom zo $tyroch umoctiovani
na druht si obe strany dobre definované a nezaporné):

2yn—m < vV/m? —2 ‘2 vVm?2 —4<2yn—m {2

4n —Admy/n+m? <m? —2 m? — 4 < 4n — 4m/n + m?
n+%<m\/ﬁ ‘2 myn <n+1 !2
n2+n+i<m2n ‘:n m2*n<n®+2n+1 !:n
1 1
n+1+— <m? m2<n+2+ =
4n n

Posledné dve nerovnosti platia prave vtedy, ked sa m? nachadza v intervale

1 1
<n+1—|——,n+2+—).
4an n
Ten vzhladom na zrejmé nerovnosti 0 < ﬁ < i al< % < 1 obsahuje jediné prirodzené
¢islo n + 2. Prirodzené ¢isla m, n teda spliiaji vysledné nerovnosti prave vtedy, ked
2 _
m° =mn+ 2.
Este treba zistit, kedy pre n = m? — 2 platia podmienky (1). Pre m = 2 moZeme
urobit nasledujice ekvivalentné tpravy:

2vm? —2—m > 0,
2v/m?2 —2 > m,
4(m? —2) > m?,

3m® > 8.

Posledna nerovnost a teda aj podmienky (1) st pre kazdé m = 2 splnené.

Odpoved. Hladané dvojice st (m,n) = (m,m? — 2), kde m = 2 je lubovolné prirodzené

¢islo.
A—-S-—-2

Dokazeme najprv prva implikaciu. Nech AP 1 BC. Potom bod P je priese¢nikom vysok
trojuholnika ABC. Chceme dokéazat, ze tsecky AP a BC su zhodné, preto najdeme
dva zhodné trojuholniky, v ktorych su tieto tisecky zodpovedajtcimi si stranami.
Oznacme FE prieseénik priamky BP so stranou AC, t.j. pdtu vysky spustenej
z vrcholu B. Z pravouhlého trojuholnika ABFE a zadanej velkosti uhla BAC' Tahko
dopo¢itame, ze | PBD| = 45°. Preto trojuholnik PDB je pravouhly a rovnoramenny,
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¢ize |DP| = |DB|. Podobne trojuholnik ADC' je rovnoramenny a pravouhly, teda
|DA| = |DC|. Podla vety sus st potom pravouhlé trojuholniky APD a CBD zhodné
a ich prepony AP, BC maju rovnaku dizku (obr. 21).

C
FE
P
45° A
A D B
Obr. 21

Ostava dokazat druht implikaciu. Predpokladajme, ze |AP| = |BC|. Kedze ADC
je rovnoramenny pravouhly trojuholnik, plati |AD| = |C'D|, z ¢oho vyplyva, Ze troju-
holniky PAD a BCD st zhodné podla vety Ssu. Odtial mame |PD| = |BD|, z ¢oho
dostavame |{ABP| = 45°. Ozna¢me opit E prieseénik priamky BP so stranou AC.
Z trojuholnika ABFE jednoducho odvodime, Ze uhol BFE A je pravy, takze priamka BP je
vyskou trojuholnika ABC' (obr. 21). Preto bod P je priese¢nik vySok tohto trojuholnika.
Z toho vyplyva, ze AP je vyska na stranu BC| ¢ize je na nu kolma.

Iné riesenie. Ak AP | BC, je bod P priese¢nikom vySok trojuholnika ABC'. Oznac¢me
| BAC| = o« = 45°. Podobne ako v jednom z rieseni tlohy A — I — 2 mozno odvodit

|BC| - cos a

sin o

|AP| = = |BC| - cotga = |BC| - cotg 45° = | BC|.

Nech naopak |AP| = |BC|. Ozna¢me @ priese¢nik vysok trojuholnika ABC. Z do-
kazanej prvej implikdcie mame |AQ| = |BC/|. Vsetky body usecky C'D maji navzijom
roznu vzdialenost od bodu A, preto vnutri tsecky C'D moze lezat nanajvys jeden bod P
s vlastnostou |AP| = |BC/|, a tento bod musi byt totozny s bodom Q.

A-S-3

Aby sa uvedeny zlomok dal kratit prirodzenym ¢islom d, musi byt d zaroven delitelom
Citatela aj menovatela. Predpokladajme teda, Ze pre nejaké prirodzené ¢islo d a nesi-
delitelné celé ¢isla p, ¢ plati d | 3p — g a sacasne d | 5p + 2¢q. Vhodnym nasobenim
a sc¢itanim oboch vyrazov dostavame

d|23p—q)+ (bp+2q) = 11p, a tiez d | 3(5p+2q) — 5(3p — q) = 11q.
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Takze d je delitefom oboch &isel 11p, 11g a musi delit aj &islo?
nsd(11p,11q) = 11 - nsd(p, q) = 11.

Odtial mame d € {1,11}. Uvedeny zlomok, ak vdbec, sa teda da kratif iba ¢islom 11
(ak d = 1, sotva mozno hovorit o ,krateni*). Lahko ndjdeme priklad nesudelitelnych
¢isel p, q, pre ktoré sa jedenastimi dany zlomok naozaj déa kratit. Napr. pre p=9,¢ =5

plati
3p—q  3-9-5 11-2 2

5p+2¢ 5-9+2-5 11-5 5

Odpoved. Jediné prirodzené ¢islo, ktorym sa dé kratif niektory z uvedenych zlomkov,
je 11.

Pozndmka. Uvahu, ze z vlastnosti d | 11p, d | 11¢q a nsd(p,q) = 1 vyplyva d € {1,11},
mozno previest aj inymi sposobmi. MoZeme napriklad rozlisit dva pripady: Ak d nie je
nasobkom jedendstich, tak z d | 11p, d | 11¢g mdme d | p, d | q, ¢ize d = 1. Ak d = 11k,
kde k je prirodzené, tak z d | 11p, d | 11q vyplyva k | p, k | ¢, ¢ize k =1 a d = 11.

A-1II-1

Ozna¢me hladané ¢islo n = abed = 1000a + 1000 4 10¢ + d a ¢islo s opa¢nym poradim
¢islic k = dcba = 1000d + 100c + 10b + a. Obe cisla davaju rovnaky zvysok po deleni
¢islom 37, preto je ich rozdiel

k —n = (1000d + 100¢ + 10b + a) — (1000 + 100b + 10¢ + d) =

= 999(d — a) + 90(c — b) = 37 - 27(d — a) + 90(c — b) @)
delitelny ¢islom 37, ¢ize 37 | 90(c — b). Kedze 37 je prvocislo a ¢islo 90 nie je jeho
nasobkom, nutne 37 | ¢ — b. To je pre ¢islice b, ¢ mozné len v pripade, ze b = c¢. Naopak,
ak b = ¢, tak z vyjadrenia (1) je zrejmé, ze rozdiel k —n je delitelny ¢islom 37, t.j. ¢isla
n a k dévaja po deleni 37 rovnaky zvySok. Mo6zeme teda polozit n = abbd, k = dbba
a dalej sa uz zaoberaf len podmienkami o delitelnosti siedmimi.
KedZe su siedmimi delitelné obe ¢isla n, k, je siedmimi delitelny aj ich rozdiel.
Dosadenim ¢ = b do vyjadrenia (1) dostavame

7| k—n=37-27(d — a).

Rovnakou tvahou ako predtym (7 je prvodislo a 37-27 nie je jeho nasobkom) dostavame
7 | d — a. NavySe zo zadanej podmienky k > n vyplyva d > a; nemdze byt ani d = a,
inak by sme mali n = abbd = dbba = k. Cislice a, d preto musia spliiat vzfah d —a = 7.
Pripustné su len dve moznosti: a = 1, d = 8, aleboa =2,d =9. (Pripad a =0,d =7
je vyluceny, lebo a je zaciato¢nou &islicou ¢isla n.)

2 Vyuzivame zndmy poznatok, Ze kazdy spolo¢ny delitel danych dvoch celych &isel a, b je delitelom
ich najviésieho spolo¢ného delitela nsd(a, b).
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Ak a =1, d = 8, budu disla

= 1bb8 = 1008 + 1100 =7 - 144 + 1100,

8bb1 = 8001 + 110b =7 -1143 + 1100

n
k
delitelné siedmimi vtedy a len vtedy, ked 7 | b, ¢ize b = 0 alebo b = 7. Teda n = 1008

alebo n = 1778.
Ak a =2, d =9, budu disla

n = 2bb9 = 2009 + 110b = 7 - 287 + 1100,
k = 9bb2 = 9002 + 110b = 7 - 1286 + 1100

delitelné siedmimi vtedy a len vtedy, ked 7 | b, ¢ize b = 0 alebo b = 7. Teda n = 2009
alebo n = 2779.

Odpoved. Hladané $tvorciferné ¢islo je niektoré zo stvorice 1008, 1778, 2009, 2779.
A—-1I-2

Oznac¢me vrcholy daného trojuholnika A, B, C tak, aby vrcholy A, B lezali postupne
oproti odvesnam dlzok a, b.

B
c a c
kq
Ky
Al b C b A
Obr. 22

Najprv vypocitame velkosti polomerov polkruznic k, a k. Ozna¢me A’ obraz bodu A
v osovej sumernosti podla priamky BC'. Kruznica k, je vpisand do trojuholnika ABA’
(obr. 22). Rovnoramenny trojuholnik ABA" ma obvod o = 2(b + ¢) a obsah S = ab,
preto polomer kruznice k, vypocitame podla zndmeho vztahu

_ﬁ_ ab
0 b+ec

Oa

Podobne vypocitame polomer kruznice ky, dostaneme g, = ab/(a + ¢).
Pre p a pre Iubovolny pravouhly trojuholnik s odvesnami a, b a preponou ¢ mé platit

<é+é_%+aﬁc_a+b+20_ 2¢c 2va® + b2
P="T1 =7 a% = =1+ =it ’
a+b a a_l_b a+b a+b
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Volbou a = b dostdvame p < 1+ 2v/2a2/2a = 1 + /2. Ukazeme, 7e pre p = 1 + /2
je zadand nerovnost vzdy splnend. Naozaj, z uvedeného vypoc¢tu a z nerovnosti medzi
kvadratickym a aritmetickym priemerom dostavame

1,1 |/ @202

11 2vaZ - b2 2,/ L2 /2 2atb,/9

Q; fb_l_"_ a + :1+—2§1+2—\/_:1+\/§.
i+ a+b a+b a+b

Odpoved. Najvicsie realne ¢islo také, Zze zadand nerovnost plati pre vSetky pravouhlé
trojuholniky, je p = 1 + /2.

Obr. 23

Poznamka. Velkost polomerov g, a g, je mozné vypocitat aj inymi spésobmi, napriklad
takto: Nech c je dlzka prepony. Stredy S,, S, polkruznic k4, ks lezia na osiach uhlov
CAB a CBA. Je zname, Ze os uhla deli v trojuholniku protilahl(i stranu v pomere
prilahlych stran. V nasom pripade (obr. 23) dostavame |S,C|/|S,B| = |AC|/|AB], t.j.

Qa b

a—04 C

odkial upravou Tahko vyjadrime g, = ab/(b+ ¢). Analogicky vypocitame gy.
A-1II-3

Podobne ako pri rieseni prvej tulohy domaceho kola, vyuzitim znamych stcétovych
vzorcov goniometrickych funkcii pre Tubovolné redlne ¢isla x, y dostavame

2sinysin(x + y) — cosx = 2siny(sinz cosy + cos xsiny) — cosx =
= 2sinycosysinz + (2sin®y — 1) cosz =
= sin2ysinx — cos 2y cosx =

= —cos(z + 2y).
Z podmienok tlohy potom pre velkosti vntatornych uhlov «, 3, v trojuholnika plati

cosa — 2sin Bsin(a + ) = cos(a + 28) = —1, (1)
cos 8 — 2sinysin(f + ) = cos(5 + 2v) = 0. (2)
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Vnuatorné uhly Iubovolného trojuholnika lezia v intervale (0,7), z ¢oho vyplyvaju
nerovnosti 0 < o + 23 < 37.3 Ich spojenim s (1) méme « + 23 = w. Odtial

y=r—(a+f)=m—(a+20)+f=m—7+ =0

Dosadenim do (2) dostavame
cos 383 = 0. (3)

Uhol 3 je ostry, lebo je zhodny s uhlom ~ a trojuholnik nemoze mat dva pravé, resp.
dva tupé vnutorné uhly. Teda 0 < 35 < %ﬂ', a vzhladom na (3) mame 38 = %’ﬁ, Cize
B=v= %7?. Lahko dopocitame « = 17— —~ = %77. Skuskou (ktora vsak pri uvedenom
postupe nie je nutna) Iahko overime, Ze tato trojica o, 3, v spliia vSetky podmienky
zadania.

Odpoved. Podmienkam tlohy vyhovuje trojuholnik, ktorého velkosti vnatornych uhlov
(uvedené v stuptioch) su a = 120°, 8 = v = 30°.

Pozndmka. Ulohu mozno riesit aj inym postupom. Z druhej rovnice ststavy sa da
odvodit vztah tga - tgy = —1, z ktorého vyplyva a — v = :t%ﬂ'. Pre kazda z oboch
moznosti znamienka dosadenim do prvej rovnice ziskame kubickd rovnicu v premennej
t = sin~y, ktortt mozno vyriesit uhddnutim koretiov.

A-1II-4

Ozna¢me () prieseénik tsecky AD a taznice z vrcholu C' (teda @ je ,zakdzand“ poloha
bodu P). St dve moznosti, kde moze lezat bod P: vnutri tsecky D@ alebo vnutri
usecky QQA. Ukazeme, ze v oboch pripadoch prechadza kruznica opisana trojuholniku
AKP bodom M stmerne zdruzenym s bodom C' podla stredu strany AB (ktorého
poloha samozrejme od vyberu bodov D a P nezavisi).

Obr. 24

Uvazujme ako prvy pripad, ked bod P lezi vnutri tsecky D(. Dokédzme najskor, ze
potom bod K lezi vnutri usecky C'Q). Nech S je stred strany AB. Bod K nemoze lezat

3 Plati dokonca o+ 28 < 2w, leboa+ B =7 — v < 7.
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vnutri polpriamky opacnej k polpriamke QC, v takom pripade by totiz bod P lezal
vnutri trojuholnika CK D, t.j. body C, K, D, P by v ziadnom pripade nemohli lezat
na jednej kruznici. Zadanie trividlne vylucuje aj moznosti K = () a K = C. Ostava
vyluéit moznost, ze K lezi vnutri polpriamky opac¢nej k polpriamke C'Q) (obr. 24). Ak by
to tak bolo, tak by body K a P lezali v opacnych polrovinach uréenych priamkou DC
a uhly DKC a CPA by museli mat rovnakta velkost, aby bol stvoruholnik DKCP
tetivovy. Pri uvazovanej polohe bodov vsak zrejme plati

|KDKC| < |4DCS| a  |{CBS|=|4CBA| < |{CPA|.

Z ostrouhlosti trojuholnika ABC vyplyva [£DCS| < |£CBS| (lebo |CS| > |BS]|,
kedze C' lezi zvonka Télesovej kruznice so stredom S a priemerom AB). Spolu mame
|{DKC| < |{CPA]|.

Bod K teda musi lezat vnutri tsecky CQ (obr.25). Ozna¢me ¢ velkost uhla
KCB. Body C a P st protilahlymi vrcholmi tetivového Stvoruholnika CDPK, preto
|{DPK| = 180° — ¢. Z toho dostavame |[{APK| = ¢. Rovnaku velkost ako uhol
APK mé aj uhol AMC, pretoze priamky AM a BC' st rovnobezné. Zrejme body P
a M lezia v rovnakej polrovine vzhladom na priamku AK (oba totiz lezia v polrovine
AKQ). Z rovnosti |{APK| = |{AM K| potom vyplyva, ze body A, K, P a M lezia na

kruznici.

Obr. 25

V druhom pripade lezi bod P vnitri tsecky QQA. Dokazme, Ze potom K lezi vnutri
usecky QM. Bod K samozrejme musi lezat na polpriamke opac¢nej k polpriamke QC,
t.j. na polpriamke QM. Sta¢i vylacit moznost, ze K lezi az ,za* bodom M, ¢iZze na
polpriamke opaé¢nej k polpriamke M@ (obr. 26). Ak by to tak bolo, zrejme by s vyuzitim
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K

B _—

M

p

Obr. 26

ostrosti uhla v v trojuholniku ABC' platilo
|{CDK| > |£CBM|=180°—~v>90° a |{CPK|>|{CAM|=180°—~ > 90°.

Odtial [{CDK|+ |£CPK]| > 180°, ¢o nie je mozné vzhladom na tetivovost Stvoruhol-
nika CPKD (stcet velkosti protilahlych uhlov musi byt rovny 180°).

Bod K teda musi lezaf vnutri Gsecky QM (obr.27). Oznacme opét ¢ velkost uhla
KCB. Uhly DCK a DPK st obvodové uhly nad tetivou DK, ¢ize |[{DPK| = ¢
a |[{APK| = 180° — ¢. Uhol AMC mé velkost . Priamka AK oddeluje body @
a M, preto body P a M lezia v réznych polrovinich vzhladom na tato priamku. Takze
APKM je tetivovy Stvoruholnik, lebo uhly pri protilahlych vrcholoch P a M maja
sucet 180°.

Iné riesenie. DokaZzeme tvrdenie bez predpokladu ostrouhlosti trojuholnika ABC.
Oznac¢me body () a M rovnako ako v prvom rieseni. Nevyhodou predoslého postupu
je, ze musime rozoberat vela moznosti a zdovodinovat, ze Stvorice bodov lezia na
uvazovanych kruzniciach v spravnom poradi (pritom pri tupouhlom trojuholniku ABC'
moze bod K lezat aj na polpriamke opacnej k polpriamke C'Q, resp. M Q). Namiesto
obvodovych uhlov vyuzijeme mocnost bodu ku kruznici. Z nej pre bod @ a kruznicu



68 58. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

opisanu Stvorici bodov C, P, D, K dostdvame (bez ohladu na polohu bodu P) |QK]| -
- |QC| = |QP| - |@QD], teda |QK]| : |QP| = |QD| : |QC|. Z podobnosti trojuholnikov
QDC a QAM, ktord vyplyva z rovnobeznosti priamok BC a AM, mame |QD]| : |QC| =
= |QA| : |QM]|. Plati teda

QK| _ QD] _ Q4]
QP ~1QC| QM|

odkial |QK|-|QM| = |QP|-|QA|. Z tejto rovnosti a zo zndmeho ,obrateného“ tvrdenia
o mocnosti bodu ku kruznici uz priamo vyplyva, ze body K, M, P, A leZia na jednej
kruznici, bez ohladu na to, ¢i bod @ lezi vnutri oboch tsec¢iek KM, PA, alebo mimo
oboch tychto tseciek. (Zrejme nie je mozné, aby lezal vnutri jednej z nich a mimo druhej
z nich; na dokaz toho staci rozligif dve mozné polohy bodu P na tisecke DA podobne
ako v prvom rieseni).

A-III-1

Predpokladajme, ze vsetky ¢isla p, 3p+2, bp+4, Tp+6, 9p+8 a 11p+10 st prvocislami.

Sktimajme, aky zvySok po deleni piatimi méze davat p, teda pre aké [ z mnoziny

{0,1,2,3,4} a nezdporné celé ¢islo k moze platit p = 5k + L.

> Ak p = bk, tak 11p + 10 = 5(11k + 2) nie je prvocislom pre ziadne k.

> Ak p = 5k 4+ 1, tak 3p + 2 = 5(3k + 1) je prvocislom jedine pre k = 0, ale potom
p = 1, ¢o nie je prvocislo.

> Ak p =5k + 2, tak Tp + 6 = 5(7k + 4) nie je prvocislom pre Ziadne k.

> Ak p =5k + 3, tak 9p + 8 = 5(9k + 7) nie je prvocislom pre Ziadne k.

Cislo p preto musi byt tvaru 5k + 4. Potom 6p + 11 = 5(6k + 7), ¢o je zloZené ¢&islo pre

kazdé nezaporné celé k.

Poznamka. Najmensie p, pre ktoré su p, 3p+ 2, 5p+ 4, Tp+ 6, 9p + 8 a 11p + 10
prvocislami, je p = 2099.

A-T1II -2

Ukézeme, Zze uhol LK M ma rovnaku velkost ako uhol CBD. Odtial zadané tvrdenie
trividlne vyplyva (uhol CBD mé velkost 45° prave vtedy, ked |BC| = |CD|, ¢ize ked
ABCD je stvorec).

Body B, K, M, P lezia v tomto poradi na Téalesovej kruznici nad priemerom BP. Pre
velkosti obvodovych uhlov nad tetivou PM teda plati |{PKM| = |{PBM]|. Podobne
body A, K, L, P lezia v tomto poradi na Talesovej kruZnici nad priemerom AP
a pre velkosti obvodovych uhlov nad tetivou PL mame | LK P| = |{LAP)|. Napokon,
z obvodovych uhlov nad tetivou C P kruznice opisanej pravouholniku ABC D dostavame
|{CAP|=|£CBP!|.
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7\
\

Obr. 28
Z uvedenych rovnosti vyplyva (obr. 28)

ALK M| = |{LKP|+|{PKM|=|{LAP|+|{PBM| = |{CAP|+ |{PBD| =
— |{CBP|+ |{PBD| = |{CBD|,

éo sme chceli dokézaf.

Poznamka. Uvedeny postup mozno pouzit aj v trividlnom pripade, ked P = C alebo
P = D; vtedy maju niektoré z uvazovanych uhlov nulovi velkost.

Iné riesenie. Opiit dokdzeme, ze uhly LK M a C'BD maju rovnaku velkost. Ozna¢me
N pétu kolmice z bodu P na priamku BC. Body K, L, N lezia na Simsonovej
priamke prislachajicej bodu P a trojuholniku ABC' (obr.29). Na Talesovej kruznici
nad priemerom PB lezia body K, M aj N. Z obvodovych uhlov nad tetivou M N teda
mame

|{LKM|=|4{NKM|=|4{NBM| = |£CBD|.

P___ N
D | C
ML
M\ |
A K B

Obr. 29
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A—-1I1 -3

Nech a, b, ¢, d st Tubovolné kladné ¢isla, ktorych suc¢in je 1. Podla nerovnosti medzi
aritmetickym a geometrickym priemerom trojice ¢isel a”, b*, ¢ méame

a$+l§+cm > Ygrprer — 8 di_
- xr

Zvolenim x = 3 v predoslej nerovnosti dostavame %(a?’ +b3+c3) = 1/d. Zrejme rovnako
plati

2a+ 0+ d®) 2 1/e, 2P+ P +dP) =21/, P+ P +dP) 21/
S¢itanim uvedenych Styroch nerovnosti dostavame

1 1 1 1
R A e A S T
a b ¢ d

teda pre x = 3 zadana nerovnost vzdy plati.

Ukéazeme, ze x = 3 je hladanou najmensou hodnotou, teda Ze pre lubovolné x < 3
zadana nerovnost nie je vzdy splnenéd. Hladajme Stvoricu, pre ktort nerovnost nebude
platit, v tvare a = b = ¢ = t, d = 1/t> pre vhodné ¢ (z&vislé na danom z < 3). Pre
takéto a, b, ¢, d vzdy plati abcd = 1, a tiez

1
ax+bw+cx+dm:3t$+tg—w,
1 1 1

TR
a b ¢ d t '

Ak t > 1, tak 1/t3* < t* a lava strana zadanej nerovnosti je mensia ako 4t*. Aby
nerovnost neplatila, sta¢i zvolit ¢ > 1 tak, aby platilo t3 > 4t*, ¢o je pre z < 3
ekvivalentné s podmienkou

t> V4.

Ta vieme volbou dostatoéne velkého t trividlne splnit.

Zdver. Hladané najmensie kladné ¢islo je x = 3.
A—-1III1 - 4

Z rovnosti n+ k% = (k+n)(k —n) +n(n+1) vidime, ze n+ k | n+ k? prave vtedy, ked
n+ k| n(n+ 1). Pocet ¢isel k s touto vlastnostou je teda rovny poctu tych delitelov

.....

a 2-29-59 = 3422. To st hodnoty 58 + k, takze prislusné k£ st o 58 mensie, teda
postupne k =1, k =60, k = 1653 a k = 3364 = 582.
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b) Pre parne n = 2p, kde p = 3, plati D = 2p(2p + 1), takze lahko vypiSeme Styri

.....

2p+1<2(2p+1) <p2p+1) <2p(2p+1). (1)

Ak st p, 2p + 1 prvocisla, ziadne iné také delitele ¢islo D zrejme nema, teda n = 2p
spliia vlastnost zo zadania.

Dokézeme, Ze ak aspon jedno z ¢isel p, 2p + 1 je zloZzené, tak D mé okrem delitelov

Ak je ¢islo p = 3 zlozené, je delitelné niektorym ¢, 2 < ¢ < $p a &islo D ma delitela
2q(2p + 1), ktory s vynimkou pripadu ¢ = %p lezi medzi druhym a tretim delitelom
vypisanym v (1):

22p+1) <2¢(2p+1) <p(2p+1).

Ak ¢&islo p nem4 iného netriviadlneho delitela okrem g = %p, plati p = 4. Vtedy vsak ani
¢islo 2p + 1 = 9 nie je prvocislo, takze piateho delitela ndjdeme podla nasledujiceho
odseku.

Ak (nepéarne) ¢islo 2p+1 je zloZené, tak je delitelné niektorym ¢, 3 < ¢ < p, a ¢islo D
mé delitela 2pq, ktory lezi medzi druhym a tretim delitelom vypisanym v (1):

1 1
2(2p+1) <2pg <p(2p+1), lebo q>2+]; aq<p+§.

Ekvivalencia z ¢asti b) je tak dokazana.
A-1III-5

Ozna¢me kazdd mincu dislom vrcholu, na ktorom lezi (teda ¢islom z mnoziny
{1,2,...,n}) a po kazdom preloZeni dvojice minci oznacenie upravme. Sledujme, ako
sa zmeni sucet S vSetkych ¢isel priradenych minciam po jednom prelozeni.

Ak neprekladame mince medzi vrcholmi A; a A,, sticet sa nezmeni, lebo na jednej
jednu mincu z A; do A,, a druht1 z A,, do A;. Ak prelozime jednu mincu z A; do A,
a druht z A; do A;y; (kde 1 = ¢ < n — 1), stfet S stipne o (n — 1) +1 = n. Ak
naopak prelozime jednu mincu z A,, do A; a druht z A;;; do A; (kde 1 £ i< n—1),
stucet S klesne o n. Z uvedeného vyplyva, ze zvysok suctu S po deleni ¢islom n sa nikdy
nezmeni.

V pociatocnej pozicii ma siacet S hodnotu

. 1
1-1—|—2~2+--~+n-n:Z]{:Q:—n(n—l—l)(2n+1)7
k=1 6

v zelanej konec¢nej pozicii ma S hodnotu

ik(n—i—l—k):(n—kl)ik—ilﬁz
k=1 k=1

k=1

n(n+1)(2n + 1) = %n(n +1)(n+2)

1 1
== 1)2 — =
2n(n+) 5
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(vyuzili sme zname vzorce pre stcet prvych a druhych mocnin ¢isel od 1 po n). Aby
bolo mozné presunit mince z pociato¢nej do zelanej konecnej pozicie, musia uvedené
dve hodnoty davat rovnaky zvySok po deleni n. To je mozné len vtedy, ked ich rozdiel
tn(n + 1)(n — 1) je delitelny n, ¢ize ked ¢islo §(n + 1)(n — 1) = #(n? — 1) je celé.
Dosadenim jednotlivych zvyskovych tried modulo 6 lahko overime, Ze tdto podmienka

je splnend prave vtedy, ked n dava po deleni Siestimi zvySok 1 alebo 5.

Ostava ukazat, ze pre takéto n vieme mince poprekladat pozadovanym sposobom.
Popiseme jeden z moznych postupov. Mincu, ktora je na zaciatku vo vrchole A,
nazvime M. VSetky mince budeme prekladat v rovnakom smere, jedine mincu M (ktora
prelozime v kazdom kroku bez toho, aby by sme to v nasledujticom odseku pripominali)
budeme prekladat opa¢nym smerom a dodrziavat tak zadané pravidla prekladania.

Ami3 A Am

Obr. 30

Ozna¢me n = 2m + 1 (zrejme uvazované hodnoty n st neparne). Mince budeme
prekladat tak, ako je zndzornené na obr. 30. Najprv prelozime n — 1 minci z vrcholu A,
na vrchol A; (posun o 1), potom n — 3 minci z vrcholu A4,,_; na vrchol A, (posun o 3),
atd., az napokon prelozime 2 mince z vrcholu A,, 2 na vrchol A,, (posun o n—2). Tym
dosiahneme, nepocitajic mincu M, ze v kazdom vrchole bude pozadovany pocet minci,
len vo vrchole A; bude n — 1 minci. Vypocitajme, kde sa po uvedenych prelozeniach
nachadza minca M.

Celkovy pocet prelozeni bol

T:(n—l)-1+(n—3)-3+'--—|—2'(n—2):ik(n—
k=1
=(2m+1) ik i/& m+1)(2m—|—1)—ém(m—f—l)(Qm—f—l):
k=1 k=1

= %m(m +1)(2m+1) = %m(m + 1)n.
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Pritom m(m + 1) = $(n 4+ 1)(n — 1) je &slo delitelné tromi, lebo n nie je nasobkom
troch. Takze T je celociselnym nasobkom n a minca M sa po prislusnom pocte okruhov
ocitla opit vo vrchole A;. V fiom je preto tiez pozadovany pocet n minci.

Odpoved. Pozadovany stav je mozné dosiahnut prave vtedy, ked n dédva po deleni Siestimi
zvysok 1 alebo 5.

A-TIITI-6

Vezmime nejaky bod A z roviny w. Aby mohol byt vrcholom trojuholnika opisaného
v zadani, musi byt rozny od bodov O a T'. PopiSeme vSeobecnt konstrukciu trojuholnika
ABC, v ktorom mame dany vrchol A, stred opisanej kruznice O a tazisko T' (pre trojicu
navzajom roznych bodov A, O, T'). Potom zistime, pre ktoré body A takyto trojuholnik
nie je mozné skonstruovat.

Nech A’ je stred strany BC. Bod A’ je obrazom bodu A v rovnolahlosti so stredom T
a koeficientom —3. Ak A’ # O, body B a C' lezia na kolmici p na priamku OA’ vedenej
bodom A" a zaroveil na opisanej kruznici k so stredom O a polomerom OA (obr. 31).

O-

Obr. 31

K danému bodu A vieme vzdy zostrojit bod A’ ako jeho obraz v uvedenej rovnolah-
losti. Predpokladajme najprv, ze A’ #£ O. Aby sme dostali dva rozne body B a C, musi
byt priamka p seénicou kruznice k. To nastava préave vtedy, ked |OA’| < |OA|. Oznacme
O’ obraz bodu O v rovnolahlosti so stredom 7" a koeficientom —2. Plati |0’ A| = 2|0 A’|,
preto konstrukéni podmienku mozeme zapisat v tvare |O’A| < 2|OA|. Takze bod A
musi lezaf mimo kruhu uréeného Apolléniovou kruznicou? m(S;|ST|), kde S je bod
stmerne zdruzeny s bodom 7" podla bodu O (obr. 32).

Ak teda A" # O, ¢ize A # O’, dostaneme konstrukciou tri body A, B, C. Tie buda
vrcholmi vyhovujtceho trojuholnika, ak nelezia na priamke. Na priamke lezia, ked je
priamka BC totozné s priamkou AT, t.]j. ked priamka OA’ je kolma na AT. Bod A’
preto nesmie lezat na Télesovej kruznici nad priemerom OT' a (po ,zobrazeni® tejto

4 Pre dané dva rozne body P, Q a kladné ¢islo k # 1 je Apolléniova kruznica mnozina bodov X, pre
ktoré plati |PX| = k|QX]|. Stred Apolléniovej kruznice lezi na priamke PQ, rovnako ako dva body
kruznice, ktoré vieme pre dané k jednoducho zostrojit.
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podmienky v rovnolahlosti so stredom 7' a koeficientom —2) bod A nesmie lezat na
Télesovej kruznici nad priemerom O’T (obr. 33).

A
O 0 T o'
A/

Obr. 32 Obr. 33

V pripade, ze bod A je totozny s bodom O’, t.j. A’ = O, namiesto kolmice p mdzeme
zobrat lubovolni priamku (réznu od AT') prechadzajicu bodom O (obr. 34). Dostaneme
tak nekonecne vela roznych trojuholnikov ABC' s pravym uhlom pri vrchole A, ktoré
spliiaju vietky podmienky zadania.

B
O=A .
7 A
k
C

Obr. 34 Obr. 35

Zdver. HlTadanou mnozinou bodov je vonkajsia oblast kruznice m okrem bodov leziacich
na Téalesovej kruznici nad priemerom O'T, pricom bod O’ do hladanej mnoziny tiez patri
(obr. 35).

Pozndmka. Hladand mnozina bodov sa d& popisat analyticky bez toho, aby sme vyuzili
poznatok o Apolléniovej kruznici.



Pripravné sustredenia pred IMO a MEMO

Pred medzindrodnou matematickou olympiddou (IMO) a stredoeurépskou mate-
matickou olympiddou (MEMO) sa kazdoro¢ne kona jedno vyberové a jedno prip-
ravné sustredenie pre najlepsich riesitelov celostatneho kola kategérie A (CK MO). Od
55.rocnika MO sa navysSe kazdoroc¢ne kona aj spolo¢né pripravné sustredenie ceského
a slovenského IMO-druzstva.

Po vyberovom stustredeni SKMO vyberie 6 najlepsich studentov do reprezentac-
ného druzstva Slovenska pre IMO a urc¢i jedného ndhradnika. Spomedzi tych, ktori
sa nedostali na IMO a zarovenl nie st v maturitnom roéniku (t.j. maji moznost
sutazit v MO aj nasledujuici skolsky rok), vyberie SKMO najlepsich 6 Studentov do
druzstva pre MEMO. Na vyberovom ststredeni pred IMO sa zGcastnilo 17 sutaziacich,
najuspesnejsich riesitelov tretieho kola MO kategérie A. Sustredenie sa konalo v diioch
29.3.—4.4. 2009 v Bratislave. Ulohy zadavali lektori z FMFI UK Bratislava:

Peter Novotny, tlohy 1 — 3,

Ondrej Mikulas, Michal Prusdk, Glohy 4 — 7,
Martin Potocny, tlohy 8 — 10,

Peter Novotny, Erika Trojakovd, tlohy 11 — 14,
Michal Burger, tlohy 15 — 17.

Kazdy den sStudenti riesili sériu troch ¢i styroch tloh pri podobnych podmienkach
ako na IMO. V poobednajsich hodinach sa konal spolo¢ny rozbor tloh s lektorom. Na
konci stustredenia sa ziskané body za jednotlivé dni sc¢itali a s prihliadnutim na vysledky
tretieho kola MO boli vybrané Sestélenné druzstva pre ucast na IMO a MEMO.

Vysledky sustredenia:

Michal Spisiak 35 Jakub Uhrik 25
Eduard Eiben 34,5 Vincent Lami 24
Filip Sladek 34 Tomas Szaniszlo 24
Ladislav Baco 33,5 Tomas Belan 20,5
Martin Bachraty 32,5 Jan Hozza 20
Michal Hagara 31,5 Albert Herencsar 17
Natdlia Karaskova 31 Nikola Hrda 7,5
Peter Csiba 30,5 Tomds Kuzma 7

Peter Fulla 27
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Poradie po zohladneni vysledkov CKMO:

1. Michal Spisiak 71 Natdlia Karaskovda 47
2. FEduard Eiben 65,5 11. Vincent Lami 45
3. Michal Hagara 64,5 12. Jan Hozza 42
4. Jakub Uhrik 61 13. Tomds Szaniszlo 41
5. Filip Sladek 57 14. Tomds Belan 36,5
6. Martin Bachraty 56,5 15. Albert Herencsar 34

Peter Csiba 56,5 16. Tomds Kuzma 28
8. Ladislav Baco 50,5 17. Nikola Hrdd 23,5
9. Peter Fulla 47

Pripravné sustredenie sa konalo v dnoch 27.5.—-2.6. 2009 v Bratislave. Ststredenie
bolo zamerané obzvlast na pripravu reprezenta¢nych druzstiev na IMO a MEMO.
Lektormi boli (vSetci FMFI UK Bratislava):

Mgr. Martin Potocny (kombinatorika),

Be. Michal Burger (algebra, invarianty),
RNDr. Tomds Jurik (nerovnosti, geometria),
Ondrej Budac (tedria cisel),

Mgr. Peter Novotny, PhD. (geometria).

V poradi tretie spolo¢né sustredenie ceského a slovenského druzstva sa uskutocnilo
v ditoch 14.-19.6. 2009 v CR v Uherskom Hradisti v regionalnom vzdeldvacom stre-
disku Eduha. Stustredenie sa uskutocnilo pod zastitou Spole¢nosti Otakara Boravky
a bolo financ¢ne zabezpecené z nestatnych prostriedkov. Pedagogicky dozor slovenskym
(a na mieste aj ¢eskym) Studentom robil Mgr. Martin Potoény zo zdruzenia Trojsten,
FMFI UK Bratislava. Odborné prednasky viedli

doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., MU AV CR, Brno (teéria ¢isel),
RNDr. Pavel Calabek, CSc., PF UP, Olomouc (algebra),

Mgr. Martin Pandk, PhD., MU AV CR, Brno (kombinatorika),

RNDr. Jaroslav Svréek, CSc., PF UP, Olomouc (synteticka planimetria).

Zadania sataznych aloh vyberového sustredenia pred IMO

1. Nech S C R je podmnozina mnoziny realnych ¢isel. Hovorime, zZe dvojica funkcii
f:S = S, g8 — S tvorl brémsku dvojicu na S, ak st splnené nasledovné
podmienky:

(i) Obe funkcie st rydzo rastuce, teda f(z) < f(y) a g(z) < g(y) pre Iubovolné
z,y € S spliiajtce z < v.
(ii) Pre kazdé = € S plati f(g(g(z))) < g(f(x)).
Rozhodnite, ¢i existuje brémska dvojica
a) na mnozine S = N, t.j. na mnozine prirodzenych ¢isel;
b) na mnozine S = {a — 1/b; a,b € N}.



PRIPRAVNE SUSTREDENIA PRED IMO A MEMO vré

. Pre kazdé prirodzené ¢islo n urcte pocet takych permutécii (ai,aso,... ,a,)
mnoziny {1,2,... ,n}, ze

k|2(a1 +as+---+ar) prevsetky k=1,2,... n.

. Nech ABCD je konvexny stvoruholnik a P, @) st body v jeho vnitri, pricom
stvoruholniky PQDA a QPBC su tetivové. Na tsecke P(Q) lezi taky bod E, ze

|{PAE| =|{QDE| a |{PBE|=|{QCE).

Dokéazte, ze stvoruholnik ABCD je tetivovy.

. Postupnost realnych ¢isel {a,}, >, splita nasledovnii podmienku:

1
Amtn + Qe = §(a2m + ag,) pre vetky m = n 2 0.

Vypocitajte hodnotu asggg za podmienky, ze a; = 1.

. Na niektorych polickach stvorcekovej mriezky 2009 x 2009 je polozeny kamienok
(na kazdom poli¢ku najviac jeden). Pre kazdé prazdne policko mriezky nacha-
dzajice sa v i-tom riadku a j-tom stlpci plati, Ze stcet poctu kamienkov v i-tom
riadku a poé¢tu kamienkov v j-tom stipci je aspont 2009. Najdite najmensi pocet
kamienkov, ktoré tam musia byt polozené.

. Kruznice k; a ko sa dotykajui zvonka v bode K. Navyse sa dotykaju zvnutra
kruznice m v bode Ay, resp. As. Nech P je jeden z priese¢nikov kruznice m so
spolo¢nou dotyc¢nicou kruznic k; a ko prechadzajicou bodom K. Priamka PA;
pretina k; druhykrat v bode By, podobne P A; pretina ks druhykrat v bode Bs.
Dokazte, ze By Bs je spolo¢né dotycnica kruznic ky a ks.

. Néajdite vsetky kladné celé ¢isla n také, Ze ich prvociselny rozklad obsahuje iba
¢isla 2 a 5 (nie nutne obe), pri¢om n + 25 je druhou mocninou prirodzeného
Cisla.

. Na $tvoréekovom papieri s dlzkou strany Stvoréeka 1 uvazujme mnozinu S
vSetkych mrezovych bodov. Pre prirodzené cislo k£ nazveme dvojicu réznych
bodov k-priatelskou, ak existuje bod C' z S taky, Ze obsah trojuholnika ABC
jerovny k. Podmnozinu T' mnoziny S nazveme k-banda, ak kazda dvojica bodov
v T je k-priatelskou. N4jdi najmensie celé kladné ¢islo k, pre ktoré existuje k-
banda s viac ako 200 prvkami.

. Je dany lichobeznik ABC'D s rovnobeznymi stranami AB a C'D. Predpokla-
dajme existenciu bodu E na priamke BC mimo tsecky BC' a bodu F' vnutri
usecky AD takych, ze velkosti uhlov DAFE a CBF st rovnaké. Ozna¢me [
priese¢nik C'D a EF a J priesecnik AB a EF. Nech K je stredom tsecky E'F,
pricom nelezi na priamke A B. Dokézte, ze I patri kruznici opisanej trojuholniku
ABK préave vtedy, ked K patri kruznici opisanej trojuholniku C'D.J.



78

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

58. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Nech k a n st nezadporné celé ¢isla, pricom £ je mensie ako n — 1. Uvazujme
mnozinu £ obsahujicu n priamok v rovine takt, Ze ziadna dvojica nie je
rovnobeznd a ziadna trojica sa nepretina v jednom bode. Ozna¢me 7 mnozinu
priese¢nikov priamok z £. Nech O je bod v rovine neleziaci na ziadnej priamke
z L. Bod X z T je ofarbeny na ¢erveno, ak otvorend tsecka OX (bez koncovych
bodov) pretina najviac k priamok z L. Dokazte, ze Z obsahuje najmenej (k +
+ 1)(k 4 2)/2 Cervenych bodov.

Nech S,, Sp, S. sustredy a R,, Ry, R. polomery kruznic pripisanych ku stranam
BC,CA, AB trojuholnika ABC'. Ozna¢me postupne r, 1y, 7. polomery kruznic
vpisanych trojuholnikom BCS,, ACSy, ABS.. Dokézte, ze

Ta Ty Tec
o by e g,
R, * Ry + R,

Nech n = 2 je dané prirodzené ¢islo. Najdite vSetky mnohocleny P stupna
mensieho ako n s celoéiselnymi koeficientmi spliiajtce nasledujicu podmienku:
Existuje postupnost celych ¢isel x1 < 25 < - -+ < x,, takych, Ze

P(zp41) = P(ag) +7 prek=1,2,... ,n—1

Cisla a, b, ¢ st dlzkami stran daného trojuholnika. Dokazte, Ze

a b c b+c—a c+a—-b a+b-—c
2 + + :

b+c—a+c+a—b+a+b—c: a b c

Dané je prirodzené ¢islo k. Uréte najmensiu hodnotu, aki méze nadobudat
ciferny stcet nejakého nasobku é&isla 10% — 1.

V rovine je dany rovnoramenny trojuholnik ABC' s ramenami AB a AC. Bod M
je stredom jeho zakladne BC'. Zvolme Tubovolny bod X vo vnutri mensieho
z oblikov M A na kruznici opisanej trojuholniku ABM . Oznac¢me T taky bod
vnutri ostrého uhla BMA, ze |{TMX| = 90° a |TX| = |BX|. Dokazte, ze
rozdiel

|{BTM| — |£MTC|

nezavisi od volby bodu X.

Nech pre neparne celé cisla a, b, ¢, d plati 0 < a < b < ¢ < d a ad = cd.
Dokazte, ze ak a +d = 2m a b+ ¢ = 2k pre nejaké prirodzené cisla m a k,
potom a = 1.

Najdite vsetky funkcie f:R — R také, ze pre kazdé dve redlne ¢isla x, y plati

fafW) +y+f@) = flz+ fy) +yf()



9. Cesko-polsko-slovenské stretnutie

V ramci zaverecnej pripravy pred IMO sa uskutocnilo po deviaty krat pripravné
stretnutie medzi druzstvami Ceskej republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé krajiny
reprezentovali Sestice Studentov, ktori si vybojovali vo svojich krajindch ucast na
50. IMO v Nemecku, resp. ndhradnici.

Sttaz sa uskutoc¢nila 21.-24.6. v Ziline na fakulte PEDAS Zilinskej univerzity.
Organizacia a priebeh sttaze zostali nezmenené z predchidzajucich roénikov — je
prispdsobena stylu celo$tatneho kola nasej MO a podmienkam IMO. Sutaziacim boli
pocas dvoch dni predloZzené dve trojice sutaznych tloh, pricom za kazda spravnu tlohu
mohli ziskaf najviac 7 bodov, t.j. celkove 42 bodov (rovnako ako na IMO). Na kazdu
trojicu uloh mali stitaziaci vymedzené 4,5 hodiny ¢istého ¢asu.

Prehlad vysledkov:

Por. Meno Stét 1.12.13.]4.]5.]16. >
1. | Jakub Oéwieja Polsko TI7|7|7[7|7]42
2. | Tomasz Kociumaka | Polsko 717107 7|7]|35
3. | Damian Orlef Polsko T10|7|7|7]4]32
4. | Tomasz Pawlowski | Polsko 7107 |7]7]0|28
Josef Tkadlec Ceskdrep. |6 [0 |7 |7|7]1/28
Jakub Witaszek Polsko 717107 7(0]28
7. | Martin Bachraty Slovensko |7 [0 |1 |7|7|0]|22
David Klaska Ceskdrep. |1 |70 |7|7]0]|22
9. | Mikotaj Fraczyk Polsko 41011 |7]|54]21
Michal Hagara Slovensko [ 7|00 |7 |7]0]21
Jan Matéjka Ceskdrep. |7][0|0|7|7]0]21
Filip Sladek Slovensko [ 6|0 |1 |7 |7]0]21
13. | Samuel Riha Ceskdrep. |6 [0 [0|7|7]0/20
14. | Ladislav Baco Slovensko |70 [1|7[3|0|18
15. | Eduard FEiben Slovensko |4 [0 |1|7|5|0]|17
16. | Jakub Uhrik Slovensko |4 [0 |1|0|7|0]|12
Jan Vanhara Ceskdrep. |[2]0|0|4|6]0|12
18. | Josef Ondrej Ceskdrep. |7[0|1[3/0]0]11

Stét 1.{2.]3. |45 ]6.]>
Ceskdrep. |29 7| 8 [35(34| 1 |114
Polsko 392122424022/ 186
Slovensko |35 0 | 5(35(36| 0 |111

Opravu rieseni zabezpecila medzinarodné porota, ktort tvorili RNDr. Jaroslav Svr-
¢ek, CSc. a Mgr. Martin Pandk, PhD. z Ceskej republiky, dr. Malgorzata Bednarska
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a Barttomiej Bzdega z Polska, Mgr. Peter Novotny, PhD. a doc. RNDr. Pavel Novotny,
CSc. zo Slovenska. Organizacne sutaz zabezpecil doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc.

Najviac sa darilo tradi¢ne polskému druzstvu, i ked tento rok neobsadilo (na rozdiel
od poslednych dvoch rokov) prvych Sest prie¢ok — v prvej Sestici malo piatich. Slovenské
druzstvo tak sufazilo najmi s ¢eskym a opit za nim v siéte zaostalo o maly kusok
(tento rok o 3 body, predosly rok o 4, rok predtym o 2). Tesit nas moze aspon fakt, ze
po $tyroch rokoch sa ndm podarilo pokorit 100-bodovii hranicu, ¢o vSak zavisi najmé od
naroc¢nosti tloh. Treba samozrejme pripomenut, Ze tato sutaz slizi hlavne ako priprava
pred IMO, studenti na nej neziskavaju medaily ani ceny. Dolezity je aj spolocensky
rozmer podujatia.

V budticom roku sa spolo¢né pripravné stretnutie uskutoéni v Ceskej republike.

Zadania aloh &esko-polsko-slovenského stretnutia

Uloha 1.
Ozna¢me RT mnoZzinu vsetkych kladnych realnych éisel. Najdite vsetky funkcie f: Rt —
— R*, ktoré pre fubovolné z,y € R* spliiaji podmienku

(IT+yf(z)(1—yflz+y) =1
(Frantisek Kardos)

Uloha 2.
Pre dané kladné celé ¢isla a, k je postupnost (a,)52; definovana vztahmi

a1 =a a apy1 =an +k-olay,) pren=12 ...,

pricom p(m) oznacuje sucin cifier ¢isla m zapisaného v desiatkovej ststave (napriklad
0(413) = 12, p(308) = 0 a pod.). Dokazte, ze existuju kladné celé ¢isla a, k také, ze
postupnost (a, )22 ; obsahuje prave 2009 roznych ¢isel. (Peter Novotny)

Uloha 3.

Nech k je kruznica pripisand k strane BC' daného trojuholnika ABC'. Zvolme priamku p
rovnobezna so stranou BC pretinajucu usecky AB, AC v bodoch D, E. KruzZnicu
vpisanu do trojuholnika ADFE oznac¢me [. Doty¢nice ku kruznici k£ vedené z bodov D,
E neprechadzajuce bodom A sa pretinaju v bode P. Dotyc¢nice ku kruznici [ vedené
z bodov B, C neprechadzajice bodom A sa pretinaju v bode Q. Dokazte, ze priamka PQ)
prechéddza pevnym bodom nezavislym od volby priamky p. (Tomas Jurik)

Uloha 4.

Dana je kruznica k a jej tetiva AB, ktord nie je jej priemerom. Vnutri dlhsieho
oblika AB kruZnice k zvolime Iubovolne bod C. Obrazy bodov A a B v osovych
sumernostiach podla priamok BC a AC oznaCime K a L. Dokazte, ze vzdialenost
stredov tsecCiek KL a AB nezévisi od polohy bodu C. (Tomas Jurik)
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Uloha 5.
Dana je n-tica celjch ¢&isel aq, . .. , ay, spliiajica nasledujice podmienky:

(1) 1S a3 <ag < -+ < ay < 50;

(ii) pre kazda n-ticu kladnych celych ¢isel by, . .. , b, existuje kladné celé ¢islo m a n-

tica kladnych celych ¢isel cq,... ,c, taka, ze
m-b;=c¢" prei=1,... n

Dokézte, ze n < 16 a uréte pocet réznych n-tic ai, ... ,a, spliajicich dané podmienky
pre n = 16. (Peter Novotny )
Uloha 6.

Nech n = 16 je prirodzené ¢islo. Uvazujme mnozinu

G = {(af;,y) cxyy e {1,2,... ,n}}

pozostévajicu z n? bodov roviny. Nech A je Iubovolna podmnoZina mnoziny G obsa-

hujica aspoii 4n/n prvkov. Dokéazte, Ze existuje aspon n? konvexnych $tvoruholnikov

majucich vrcholy v A, ktorych vSetky uhlopriecky prechadzaju jednym bodom.
(Polsko)

Riesenia Gloh &esko-polsko-slovenského stretnutia

Uloha 1.
Postupnymi tpravami zadanej podmienky dostavame
L+ yf(z) —yflz+y) -y’ flz)flz +y) =1,
yf(x) —yf(z+y) =y’ f(@)f(x+y).

Poslednti rovnost moZeme vydelit hodnotou y # 0. Pre lubovolné z,y € RT tak
po dalsich tpravach (vSetky vyrazy, ktorymi budeme delif, st evidentne nenulové)
dostaneme

f(@) = f(@+y) =yf(z)f(z+y),

[
L1
fa+y) 7T f@)
a teda aj
! ::L‘+L
fly + =) fly)
Odtial
1 1
Y+ =T+
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pre vSetky kladné x, y. Dosadenim y = 1 dostaneme

1 1 1
@ T et T

kde ¢ je konstanta. Kedze f(z) > 0 pre kazdé x > 0, musi byt = + ¢ > 0 pre kazdé
x>0, ¢ize ¢ 2 0.
Lahko overime, zZe kazdé funkcia f(z) = 1/(z + ¢), kde ¢ = 0, vyhovuje:

14 Y 1_ Y _x+c+y.x+y+c—y_l
T+c r+y+c)  zHc rT+yt+e
Iné riesenie. Dosadme do zadanej podmienky z = 1 a f(1) = a > 0. Upravou
dostavame
Q+ay)(1-yfly+1) =1,
ay —yf(y+1)(1+ay) =0,
a
1) = .
fly+1) T ay

Ked teraz opiit do zadanej podmienky dosadime y =1 a f(x + 1) = a/(1 4 ax), mame

@+ ) (1- 1) =1

l1+axr—a a
f(z)- 1+ ax 1+ ax’

a 1 1

f(x)zl—i-ax—a:x—i—%—l:w%—c'

Podobne ako v prvom rieSeni musi byt ¢ = 0 a lahko overime, Ze kazdéd taka funkcia
vyhovuje.

Pozndmka. RieSenie mozno zapisat aj v tvare

a
r)=—"—""--+,

/(@) 1+ (x—1)a

kde a = f(1) € (0,1) je redlny parameter. D4 sa oCakavaf, Ze viaceré sufazné riesenia

budu zapisané prave takto.

Uloha 2.

Postupnost (a, )52 ; je evidentne rastica az po prvy ¢len, v ktorého zapise sa vyskytne
cifra 0 a po¢ntc tymto ¢lenom je konstantna. Nasim cielom je teda néjst také hodnoty
a, k, 7e cifra 0 sa po prvy raz vyskytne v ¢lene asggg. Ulohu vyriesime vieobecnejsie
— uvedieme také hodnoty a, k, Ze cifra 0 sa po prvy raz vyskytne v ¢lene a,,, pricom
m > 4 je dané celé cislo.
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Zoberme
102m=5 —1
a=———= 11...1 k=10""34+4=100...04.
9 N—_—— N—_——
2m—>5 jednotiek m—4 nul

Q(al)zlv
as=a1+k=a;+100...04=11...1211...15,
m—4 m—3 m—4
Q(a2):107
a3 =as + 10k =a2+100...040=11...12211...155,
~—— —_—— =

m—4 m—4 m—>5

Q(a3) = 1007

a; =a;_1+10"2k=11...122...211...155...5,
——
m—i—1 i—1 m—i—2 i—1

Q(al) = 102'—1,

U2 = Qm—3 + 10" "4k =122...255...5,
=
m—3 m—3
Q(a'm—2) = 10m—37
A1 = Am—2 + 10" 3k = a;,_2+100...0400...0=22...2655...5,
—— Y~ Y= Y~
m—4 m—3 m—3 m—3
0(@pm_1) =6-10™3,
Um = Gm—1+6-10" 3k =apm_1 +600...02400...0=2822...25055...5,
—— = —— =
m—>5 m—3 m—>5 m—3

o(ay,) =0.

(104013 . 1),

Ol

Zdver. Postupnost obsahuje prave 2009 roznych ¢isel napriklad pre a =
k = 102006 1 4,

Iné riesSenie. Zvolme

a=611...1, k=33...34=
—
2007 2007 2007
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Potom

a;=611...1, o(ay) =6, ko(a1) =200...04,
2007 2007
as = 2611...15, o(as) = 60, ko(az) = 200. ..040,
2006 2007
a3 =22611...155, o(as) = 600, ko(asz) =200...0400,
2005 2007
as = 222611...1555, o(a4) = 6000, ko(as) = 200...04000,
2004 2007

—— S N —
7 2007—1 %

a2007:22...26155...5,

ko(ais1) = 200..7.0400...0,
200 A

k@(ago(ﬁ) = 200...0400...0,

2006 2006 2006 2007 2006
a2008:22...2655...5, Q(agoog)ZGO O, kQ(a2008)220004000,

2007 2007 2007 2007 2007
a2009 — 22...23055... 5, Q(agoog) = 0, kQ(agoog) =0

2007 2007

a dalej samozrejme asgog = 2010 = A2011 = - - -

Poznamka. Na vyrieSenie tlohy stac¢i najst také hodnoty a, k, aby postupnost obsahovala
aspon 2009 roznych ¢isel a zaroven neobsahovala nekonecne vela roznych éisel. Ak totiz
uvedena postupnost obsahuje prave m roéznych ¢isel, pricom m > 2009, tak postupnost
s prvym ¢lenom a,,_200s bude obsahovat Zelanych 2009 réznych ¢isel.

Uloha 3.
Nech T} je bod, v ktorom sa kruznica k dotyka strany BC a T; je bod, v ktorom sa
kruznica [ dotyka strany DE. Ukézeme, ze hladanym pevnym bodom je bod T}.
Najskor dokézeme, ze body Tk, 1; a P st kolinedrne. Ozna¢me body dotyku kruz-
nice k s priamkami EP, DP postupne U, V', priese¢niky strany BC's tymito priamkami
postupne M, N a body dotyku kruznice k s polpriamkami AB, AC postupne 17, T5.
Kedze BC | DE, st trojuholniky DEP a NMP podobné a rovnolahlost #H so
stredom P a koeficientom g = |[MN|/|ED| zobrazi tse¢ku DE na tsecku NM. Na
kolinearnost bodov T}, T;, P sta¢i dokazat rovnost

|MTy| _ |ETi]
INTy|  |DTy|’

(1)

ak je totiz splnend, zobrazi sa v rovnolahlosti H bod T; do bodu T}.
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A € D B T
Obr. 36

Ozna¢me a, b, ¢ dlzky stran trojuholnika DEP tak ako na obr.36. Dalej nech
|AD| = e, |AE| = d. Pripomefime zname vzfahy pre dlzku tseku medzi vrcholom
trojuholnika a dotykovym bodom vpisanej, resp. pripisanej kruznice: V trojuholniku
XY Z je vzdialenost vrcholu X od dotykového bodu vpisanej, resp. pripisanej kruznice
(leziaceho na strane XY') rovna (| XY |+ |XZ|—|Y Z|)/2, resp. (| XY |+|Y Z|—|XZ|)/2.

Kruznica k je pripisanou kruznicou k strane N M trojuholnika N M P. Preto

|MTy| (|[MN|+|NP|—|MP|)/2 qa+qc—qb a+c—Db
INT.| (MN|+|MP|—|NP|)/2 qa+qgb—qc a+b—c

(2)

Kruznica [ je vpisanou kruznicou do trojuholnika DFEA. Preto

\ETi|  (|DE|+|AE| - |AD|)/2 a+d—e

IDT)| ~ (IDE[+|AD| - [AE)/2 ~ a+e—d (3)

Ak z nejakého bodu vedieme ku kruznici dve doty¢nice, vzdialenost oboch dotykovych
bodov od daného bodu je rovnaka. Opakovanym pouzitim tohto faktu dostavame

et+c+|PU|l=e+c+|PV]|=e+|DTh| = |ATy| = |ATz| =d + |[ET3| = d+ b+ |PU|,
Cize e+ c=d+b. Preto c — b= d — e a dosadenim do (2), (3) okamzite dostavame

\MTy| a+(c—b) a+(d—e) |ET)
INT,|  a—(c—b) a—(d—e) |DT;|’

¢o je pozadovana rovnost (1). Bod P teda lezi na priamke 7;7T5.

Podobne dokazeme, ze aj body Tk, T; a () st kolinearne. Ozna¢me body dotyku
kruznice [ s priamkami CQ, BQ postupne U’, V', prieseéniky strany DFE s tymito
priamkami postupne M’, N’ a body dotyku kruznice [ so stranami AD, AE postupne
Ty, T4. Dalej nech a’, b/, ¢’ st dlzky stran trojuholnika BCQ, |AB| = ¢/, |AC| = d'.
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Obr. 37

Analogickymi tivahami ako v prvej ¢asti dostavame (tentoraz st obe kruznice pripi-

sané)
IM'"Ty| a4 =V CTy|  ad' +e —d

IN'T}| o+ -’ |BTy| o +d —e'’

Porovnavanim dizok (obr.37) mame
- —|QU'| = - —|QV'| = ¢ —|BT]| = |AT|| = |ATs| = d'—|CTy| = d' V' —|QU|,
¢ize ¢ — b = €' — d’' a nésledne

|M'Ty| _ |CTy|
IN'"Ty| | BT

Z rovnolahlosti trojuholnikov BCQ a N'M’Q napokon dostavame, ze bod @ lezi na
priamke T;T}.

Priamka PQ (zrejme P # Q) je teda totozné s priamkou 7,7}, a prechadza bodom T},
ktory je nezavisly od polohy priamky p.

Uloha 4.

V trojuholniku ABC' ozna¢me S stred strany AB a P, () péty vysSok z vrcholov A, B.
Stred tsecky KL ozna¢me M. Body P, Q st samozrejme stredmi useciek AK, BL
(obr. 38). Takze QS je strednou prieckou trojuholnika LAB a M P strednou prieckou
trojuholnika LAK. Odtial

QS| = 3|LA|=|MP| a QS| LA|MP,

¢ize SPMQ je rovnobeznik (to zrejme plati aj v pripade, ked niektory z trojuholnikov
LAB, LAK je ,degenerovany“).
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L

Obr. 38

Body P, @ lezia na Télesovej kruznici nad priemerom AB, preto |SP| = |SQ| =
= %|AB . Rovnobeznik SPMQ@ je teda kosostvorec a dlzka jeho strany nezavisi od
polohy bodu C. Aby sme dokézali, Ze ani dlzka jeho uhlopriec¢ky SM nezéavisi od polohy
bodu C, sta¢i dokazat, ze velkost uhla, ktory zvieraju jeho strany SP, SQ, je pre
Tubovolnt polohu bodu C' na kruznici k rovnaka (vSetky mozné kosoStvorce SPMQ,
a teda aj ich uhlopriecky SM, st potom navzajom zhodné).

Obr. 39a Obr. 39b

Ak je uhol « trojuholnika ABC ostry, lezi bod @) vnutri strany AC' (uhol v je podla
zadania ostry vzdy) a uhol PSQ je stredovym uhlom k obvodovému uhlu PAQ nad
tetivou PQ Télesovej kruznice nad priemerom AB (obr.39a). Takze

|LPSQ| = 2|4 PAQ| = 2(90° — v) = 180° — 2.

Rovnaké vyjadrenie dostaneme aj v pripade, zZe uhol « nie je ostry, vtedy je totiz ostry
uhol # a mézeme namiesto uhla PAQ pouzit obvodovy uhol PBQ (obr.39b):

|£PSQ| = 2|4PBQ| = 2(90° — ) = 180° — 2.
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KedZe pri pohybe bodu C' po kruznici k sa velkost uhla v nementi (je to obvodovy uhol
nad pevnou tetivou AB), nemeni sa ani velkost uhla PSQ, ¢o sme chceli dokazat.

Iné riesenie. Oznacme «, (3, v velkosti vntutornych uhlov trojuholnika ABC'. Budeme
predpokladat, Zze uhol « je ostry; pripad, ked « nie je ostry je analogicky (vtedy je
ostry). Nech S, M, U, V st postupne stredy tsec¢iek AB, KL, AL, BK a H je priese¢nik
priamok AK a BL (obr. 40a,b). Stvoruholnik USVM je rovnobeznik (SU || BL | MV,

Obr. 40a Obr. 40b

SV || AK || MU). Zrejme
|SV| =|AB|sing, |MV|=|SU| = |AB|sina, |{SVM|=|{AHL| = |{ACB| = 7.
Pouzitim sinusovej vety v trojuholniku ABC méame

|AC| 1 |AC| 1 |BC| _|BOC|
|SV| ~ |AB| sinf  |AB| sina  |[MV]’

teda trojuholniky SV M a ACB st podobné (strany zvierajice rovnaky uhol maju
dlzky v rovnakom pomere). Ked opif pouzijeme sinusovti vetu v trojuholniku ABC,
dostaneme

|ISV|  |AB]*sinf _ |AB|?sinvy

SM| = |AB| - = = = |AB|sin~,
¢o je vyraz, ktory zrejme nezavisi od polohy bodu C.
Uloha 5.
Najskor dokazeme, ze ¢isla aq, ..., a, st navzajom nesudelitelné. Ak by to tak nebolo,

mali by sme (a;,a;) = d > 1 pre nejaké i # j. Nech a; = u-d, a; = v-d. Zvolme b; = 1,
b; = 2. Podla podmienky (i7) existuja m, ¢; a c; také, ze

a m-bj=c{, teda m=(c")? a 2m= (c}’)d.
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Odtial 2(c¥)4 = (c}’)d, ¢o nie je mozné, nakolko exponent prvocisla 2 v prvociselnom

rozklade pravej strany je nidsobkom ¢isla d a v prvociselnom rozklade Tavej strany nie
je nasobkom cisla d.

Predpokladajme, Ze ¢isla aq, ..., a, st navzajom nesudelitelné. UkaZeme, Ze potom

je podmienka (i7) splnena. Nech by, ..., b, je lubovolna n-tica prirodzenych ¢isel a py,

.., pr. su vSetky prvocisla nachadzajice sa v prvociselnych rozkladoch cisel by, ..., b,.
Hladajme m v tvare

(6% (07
m=p;" ... D"

Pre kazdé i = 1,... ,n ozna¢me f3; ; exponent prvocisla p; v prvociselnom rozklade b;.
Aby ¢islo m - b; bolo a;-tou mocninou, staci, aby pre kazdé j =1,...,k bolo a; + 3; ;
nasobkom a;. Kazda hodnotu «; teda staci zvolit tak, aby platilo

aj =—P1; (modai), a;j=-F; (modaz), ..., o;j=—F; (moday).

Existencia takého «; vyplyva z ¢inskej zvySkovej vety (kedZze aq, ..., a, st navzajom
nesudelitelné).

Dokézali sme, Ze podmienka (ii) je splnend prave vtedy, ked su éisla aq, ..., ay,
navzajom nesudelitelné. Medzi ¢islami 1, 2, ..., 50 je prave pitnast prvocisel. Ak by
bolo n 2 17, medzi ¢islami 2 < ay < agz < ... < a, < 50 by uréite existovali aspon dve
¢isla majice v prvociselnom rozklade rovnaké prvocislo, teda by boli studelitelné. Preto
nutne n < 16.

Ak n = 16, musi byt a; = 1 a kazdé z pétndstich ¢isel as, as, ..., ajg musi byt
mocninou iného prvodisla. Vypisme, ktoré mocniny prvocisel mozeme pouzit:

p=2: 2,4,8,16,32,
p=3: 3,9,27,
p=>5: 9,25,

p="T: 7,49,

p=11: iba p.

Celkovy pocet vyhovujucich Sestnastic je teda 5-3 -2 -2 = 60.

Uloha 6.
Ozna¢me |A| = m = 4n/n. Nech S je mnozina vSetkych tsefiek majucich krajné body
v A. Zrejme |S| = (7). Stradnice stredu kazdej usetky z S st celé nasobky &isla 3

a lezia v konvexnom obale mnoziny G. Takych bodov je (2n — 1)?, teda menej ako

4n?. Preto existuje bod B, ktory je stredom aspoii (7;) /(4n?) tseciek z S. Nech P je

mnozina vSetkych tseciek z S, ktorych stredom je B. Potom

1
= ——— > —1
82 8n2 "o m T h

1P| > (7;) o m(m — 1) > dn+/n(4n/n — 1) _ 16n3 — 4n+/n
— 4n? =

- 8n?

takze |P| = 2n.
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Rozdelme P na triedy tseciek leziacich na jednej priamke. Oznacme pocet tychto
tried k a pocet useciek v i-tej triede a; pre i = 1,... , k. Kazda tsecka spomedzi a;
useciek jednej triedy mé krajné body v G a vSetkych 2a; krajnych bodov (ktoré su
zrejme rozne) Useiek jednej triedy lezi na jednej priamke, preto 2a; < n. Pritom
kazdé dve tsecky z P su uhloprieckami rovnobeznika prave vtedy, ked nelezia na
jednej priamke. Pre pocet roznych rovnobeznikov s uhloprieckami patriacimi do P tak
dostavame

1 k 2 % 1 k 2 g "
3w ((n) -2 ) 23 (Le) -Xah)
15i<<k =1 =1 =1 =1
1 9 n 1 n n 3
2(|7)’ 1P| 2) 2|7’! <|73| 2) _n< n-3 5 >n

Existuje teda viac ako n? konvexnych §tvoruholnikov (rovnobeznikov) s pozadovanou
vlastnostou.



50. Medzinarodna matematicka olympiada

Najstarsia celosvetova intelektuédlna sutaz pre ziakov strednych $kél sa dozila pol-
storocnice: v diioch 10.-22. jala 2009 sa v Nemecku uskutoc¢nil jubilejny 50. roc¢nik
Medzinarodnej matematickej olympiady (IMO). Povodne bolo zaevidovanych 575 Zia-
kov zo 105 krajin a dalSie tri krajiny boli zastipené pozorovatelmi, nakoniec bola uc¢ast
o trochu niz8ia, ale aj tak rekordna: 565 Ziakov zo 104 Statov a dalSie dva Staty tam
mali svojich pozorovatelov. Zlozenie delegacie SR bolo nasledovné:

doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., Zilinsk4 Univerzita, vedtci druzstva SR,
Mgr. Jan Mazak, FMFI UK Bratislava, pedagogicky veduci,

Mgr. Peter Novotny, PhD., FMFI UK Bratislava, observer.

Podstatu druzstva samozrejme tvorilo 6 sutaziacich:

Martin Bachratyj, Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina, 3.rocnik,

Peter Csiba, SPMNDaG Teplicka, Bratislava, 4. ro¢nik,

Eduard Eiben, Gymnazium Postova, Kosice, 4. ro¢nik,

Michal Hagara, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava, 3. ro¢nik,

Filip Sladek, Gymnéazium A.Bernoldka, Namestovo, 3. roc¢nik,

Jakub Uhrik, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 4. ro¢nik.

Obr. 41

(Zlava vpredu: J. Uhrik, P. Csiba, P. Novotny; vzadu: O. Ralik, F. Sladek,
E. Eiben, J. Mazdk, M. Bachraty, M. Hagara, V. Bélint.)
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Oficidlnym ¢lenom vypravy SR bol aj RNDr. Oliver Ralik, UKF Nitra — jeho pobyt
financoval sponzor, ktory si nezeld byt menovany a tiez MUDr. Dagmar Bélintova,
ktorej pobyt hradil veduci vypravy.

IMO je sufaz jednotlivcov a na prvych dvoch miestach s plnym pocétom 42 bodov
skoné¢ili Makoto Soejima z Japonska a Dongyi Wei z Ciny; posledne menovany mal
42 bodov aj na predoslej IMO a ziskal tak svoju druhu zlattt medailu. Vysledky nasich
ziakov su v tabulke.

Meno 112]3]4]|5]| 6| Sacet | Cena
Martin Bachraty 711|700 16 bronz
Peter Csiba 7110|0070 8 HM
Eduard Eiben 31210101210 7
Michal Hagara 717 1]13]|20 20 bronz
Filip Sladek 71211100 11 HM
Jakub Uhrik 7131110010 11 HM

Obr. 42
(Zlava: M. Hagara a M. Bachraty s bronzovymi medailami.)

Ziskali sme teda dva bronzy a tri éestné uznania. Jednou z pric¢in tohto slabsieho
vysledku bola netcast Michala Spisiaka, Gymnazium Grosslingova Bratislava — neméame
totiz talenty nazvys. Michal tento rok zvitazil na celo§tatnom kole MO, na vyberovom
sustredeni svoj naskok zvicsil pred ostatnymi ,,0 celé kolo“. Ak k tomu pridame, Ze uz
bol sktisenym olympionikom (¢estné uznanie na 48. IMO vo Vietname a vlani bronzova
medaila na 49. IMO v Spanielsku), tak mal byt oporou druzstva. Mame za to, ze mohol
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ziskat mozno aj strieborntt medailu. V kazdom pripade druzstvo SR by ziskalo o 12
az 18 bodov viac a v celkovom poradi by sme skoncili do 40. miesta. Michal vSak dal
prednost medzinarodnej fyzikalnej olympiade IPhO, lebo té sa konala v Mexiku; tam
ziskal bronzova medailu.

Vzhladom na znac¢ny ubytok hodin matematiky na vSetkych typoch $kol sa da
ocakavaft, ze v budicnosti bude ¢oraz tazsie dosiahnuf tspech, a ak sa taky tspech
aj dosiahne, tak nebude to ukazovatelom mimoriadnej kvality nésho skolstva, lebo
uroven v matematike a v prirodnych vedach bude upadat — ibytok hodin matematiky
a prirodnych vied sa bude totiz ovela vyraznejsie prejavovat.

Bronzovt medailu ziskal aj Ratl Arturo Chavez Sarmiento, 11-ro¢ny Peruanec, a stal
sa tak druhym najmlad$im drzZitelom medaile z IMO. Pre zaujimavost poznamenajme,
ze tym tuplne najmladsim medailistom v histérii IMO bol Terence Tao z Australie,
ktory postupne ziskal bronzovi, striebornti a potom zlatit medailu v rokoch 1986 —88.
Dalsie medaile neziskal zrejme len preto, Ze ako 13-roény nasttpil na univerzitu a preto
sa na dal$ich IMO uZ nemohol zucastnit — pravidla st neuprosné. Dnes ako 34-roény
pokracuje v ziskavani privlastkov najmladsi — je najmladsim profesorom matematiky
na UCLA.

KedzZe islo o jubilejny 50. roénik IMO, jeden deni bol venovany oslave, na ktora bolo
pozvanych niekolko mimoriadnych osobnosti, ktoré svoj dobry vysledok z IMO potvrdili
aj vo vedeckej praci:

Béla Bollobas, University of Cambridge and University of Memphis,

Timothy Gowers, University of Cambridge,

Laszlo Lovasz, Budapest University, toho ¢asu je prezidentom celosvetovej organiza-

cie matematikov International Mathematical Union (IMU),

Stanislav Smirnov, University of Geneva,

Terence Tao, University of California at Los Angeles,

Jean-Christophe Yoccoz, College de France, Paris.

Tito povedali mnoho zaujimavosti o svojej vedeckej praci a nadana mladez dostala
navyse moznost priamo si s nimi pohovorit. Uvedme pre zaujimavost najuspesnejsich
ucastnikov IMO v doterajsej historii:

Christian Reiher, Nemecko, (4,0,1,0),

Reid Barton, USA, (4,0,0,0),

Wolfgang Burmeister, NDR (pre mladsich — Nemeckd demokratickéd republika),
(3,2,0,2),

Iurie Boreico, Moldava, (3,2,0,1),

Martin Hdrterich, Nemecko, (3,1,1,0),

Ldszlo Lovasz, Madarsko, (3,1,0,2),

Jozsef Pelikan, Madarsko, (3,1,0,2).

Vyznam prvkov usporiadanej Stvorice je postupne pocet zlatych, striebornych a bron-
zovych medaili a nakoniec pocet zvlastnych cien; tie sa udeluji naozaj len vynimocne,
teda za celkom mimoriadne rieSenie. Cely zoznam (ako aj mnozstvo inych informaécii)
moze zdujemca najst na adrese www.imo-official.org.
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Por. Stat Z S B ) |Por. Stat B >
1. Cina 6 221 | 53. Slovensko 2 73
2. Japonsko 5 1 212| 54. Mongolsko 3 72
3. Rusko 5 1  203| 55. Spanielsko 4 71
4. Juzna Kdrea 3 3 188 56. Svédsko 2 70
5. Severnd Kérea 3 2 1 183]| 57. Daénsko 1 68
6. USA 2 4 182 | 58. Bangladés 2 67
7. Thajsko 15 181| 59. Rakusko 2 66
8. Turecko 2 4 177 ] 60. Luxembursko 3 65
9. Nemecko 1 4 1 171| 61. Bosna a Hercegovina 1 63
10. Bielorusko 1 4 1 167| 62. Lotyssko 1 61
11. Taiwan 15 165 | 63. Norsko 2 60

Taliansko 2 2 2 165| 64. Arménsko 2 59

13. Rumunsko 2 2 2 163| 65. Slovinsko 1 58
14. Ukrajina 3 1 2 162| 66. Novy Zéland 1 53
15. Irén 1 4 1 161| 67. Finsko 49

Vietnam 2 2 2 161 Macao 1 49

17. Brazilia 1 3 2 160| 69. Cyprus 45
18. Kanada 1 3 2 158 | 70. Chile (4) 41
19. Bulharsko 1 3 2 157| 71. Esténsko 40

Madarsko 1 2 3 157 | 72. Kostarika (4) 1 34
Velka Britdania 1 3 2 157 | 73. Kirgizstan 33

22. Srbsko 1 3 1 153| 74. Maroko 32
23. Austrélia 2 1 2 151| 75. Malajzia (2) 31
24. Peru 4 2 144 76. Trinidad a Tobago 28
25.  Gruzinsko 3 2 140| 77. Tunisko (5) 1 27

Polsko 2 4 140 78. Ekvador 26

27. Kazachstan 3 3 136 Filipiny (4) 1 26
28. India 3 2 130 Island 26
29. Hongkong 1 2 2 122| 81. Albéansko 24
30. Singapur 2 3 116 Honduras (3) 1 24
31. Francutzsko 1 3 112| 83. Cierna Hora (4) 23
32. Chorvatsko 1 4 110 Portoriko 23
33. Portugalsko 1 3 99| 85. Kuba (1) 1 21
34. Turkmenistan 13 97 Lichtenstajnsko (2) 1 21
35. Argentina 11 93 Pakistan (5) 1 21
36. Azerbajdzan 1 2 91 Uruguaj 21

Macedénsko 1 3 91| 89. Irsko 20

38. Belgicko 1 2 89| 90. Nigéria 17
39. Kolumbia 1 2 88| 91. Guatemala (4) 14
40. Ceska republika 1 2 87 Kambodza 14
41. Grécko 3 86 Paraguaj (4) 14
42. Uzbekistan 1 2 85| 94. Salvador (3) 13
43. Indonézia 4 84 Venezuela (2) 13

Juzna Afrika 2 84| 96. Panama (1) 12

45. Tadzikistan 1 2 82| 97. Bolivia (3) 9
46. Izrael 3 80| 98. Mauritania 8
47. Holandsko 1 1 79| 99. Syria (5) 7

Svajéiarsko 3 79|100. Zimbabwe (2) 5

49. Litva 1 1 77|101. Benin (2) 3

50. Mexiko 3 4 Kuvajt (4) 3
Moldavsko 4 T4 Spojené arabské emiraty (5) 3
Sri Lanka 2 74]104. Alzirsko (4) 2
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IMO je stutaz jednotlivcov, ale byva zvykom sledovat aj neoficidlne poradie druzstiev.
Na ¢ele poradia skoncila podla o¢akivania Cina (221 bodov z 252 moznych), ale len
velmi tesne pred Japonskom (212 bodov). Dalsie poradie je v tabulke (¢isla v zatvorke
st uvedené za krajinami, ktoré mali na IMO mensi pocet tGcastnikov). Pritom — ako
obvykle — vietci sttaziaci z Ciny ziskali zlaté medaily.

Nase druzstvo v réamci krajin EU skonéilo v strede, pricom za nami zaostali Spa-
nielsko, Svédsko, Dansko, Rakiusko, Luxembursko, Lotyssko, Nérsko, Slovinsko, Finsko
(s enormne vychvalovanym $kolskym systémom), Cyprus, Esténsko a Irsko. Aj ked tento
zoznam sa zda byt dost dlhy, predbehlo nés celkovo neobvykle vela krajin... Len pre
zaujimavost: Ceska republika skonéila s 87 bodmi na 40. mieste, pri¢om jej Ziaci ziskali
jednu striebornii a dve bronzové medaily.

Peru potvrdilo vlanajsie (vtedy velmi prekvapujice) vyborné umiestnenie a so ziskom
144 bodov (!) skonéilo na 24. mieste. Prave vysledok Peru (a tento rok aj Portugalska,
Turkmenistanu, Azerbajdzanu, Belgicka, ...) ukazuje to, ¢o som napisal uz vlani, ze
treba dobre zréatat obe tzv. Tahké tlohy (¢. 1 a ¢. 4) a ak sa k tomu prida dobre zratana aj
jedna z tzv. stredne tazkych tloh (¢. 2 a ¢. 5), tak vysledok druzZstva je velmi dobry. Na
toto sa v priprave ststredujeme aj my, ale priklady musia nakoniec pocitat ziaci. .. Plati
totiz, ze naucit ziakov spolahlivo riesit fazké tlohy (¢. 3 a ¢. 6 na IMO) sa v podstate
nedd — k tomu potrebuje mat ziak mimoriadne nadanie. Napr. tlohu ¢. 6 tento rok
vyriesili len traja.

Je vSak pravda, Ze tento rok prave tuloha ¢. 4, ktord mala byt Tahkd, sa stala
kamertiom trazu pre mnohych a — bohuzial — aj pre nas. Tato tloha bola v tzv. Shortliste
zaradena ako uloha G1, teda ako najlahSia geometria. Zrejme ale najlahsia nebola, ak
si vSimneme, kto vSetko na nej kolko bodov z maximéalneho poétu 6 x 7 = 42 ziskal,
takze vlastne vela stratil: Japonsko 33, USA 33, Turecko 32, Taiwan 35, Taliansko
29, Rumunsko 28, Madarsko 21, ... Vsetky tieto krajiny (a aj mnohé dalSie) ziskali
z Jahkej“ tlohy ¢. 4 menej bodov, ako zo stredne tazkej tilohy ¢. 5 a o hodne menej,
ako zo stredne fazkej tlohy ¢. 2.

Vylet v predposledny den sa konal na Wangerooge. Je to nesporne zaujimavy ostrov,
ale usporiadatelia mali vlastne Stastie, Ze pocasie pol hodinu po nasom prichode zacalo
byt dobré, lebo cestou tam (najprv lodou a potom miestnym vlac¢ikom do jedinej
obyvanej osady) to vyzeralo ako v sudny der. Potom vSak pocasie umoznilo pesiu
turistiku. Program bol v podstate volny a pri zhruba 15°C a strednom vetre sa ktupali
len ti najotrlejsi. Takze presli sme ostrov dookola az po pristav a tam sme zistili, ze
v okruhu 4 km nie je mozné kupit ziadny ndpoj a nie je mozné ani vykonat potrebu. ..
Takze sme presli ostrov eSte raz opa¢nym smerom, ale prisla pieskova burka, fukalo
presne oproti nam, takze hodinu sme ni¢ nevideli. . .

Na predoslych olympiddach sa usporiadatelia vzdy snazili poucit z chyb predoslych
usporiadatelov, takze pomaly uz nebolo na jednotlivych IMO ¢o zlepSovat — usporia-
danie tejto obrovskej celosvetovej akcie bolo posledné roky vynikajice. Vzhladom na
povestni preciznost Nemcov sme vSetci o¢akavali, Ze tento trend bude pokracovat, ale
nestalo sa tak. Nemeckym usporiadatelom sa podarilo pokazit aj veci, ktoré je dost tazké
pokazit — otrasne pdsobil najmé nedostatok dolezitych informécii a najmé ich meskanie.
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V zZiadnom pripade sa nedd povedat ani to, ze by akceptovali stravovacie Specifikd
ucastnikov vyplyvajice z ich viery. Jeden autobus odisiel pol hodinu pred planovanym
odchodom a informécia o zmene odchodu bola len na zastavke toho (samozrejme nie
linkového) autobusu. O nedostatkoch, ktoré vznikli v dosledku Setrnosti usporiadatelov
radsej pisat nebudem. Na zavereénom ,bankete“ niektori ¢akali 3 hodiny (!), kym sa
dostali k jedlu. Mne sa podarilo zachranit od smrti hladom Marcina Kuczmu, ¢estného
hosta z Polska... Ti starsi sme sa zhodli, Ze to bola najhor$ie usporiadana IMO za
poslednych asi 30 rokov a dalej uz IMO-pamiit nikomu nesiahala.

Dovolim si aj touto cestou v mene SKMO podakovat firme REKON, ktora nasej
vyprave opit financovala reprezentaéné tricka. Dakujem tiez pracovnickam Oddelenia
sluzieb medzinarodnej spoluprice MS SR Eme Jenisovej a Zelmire Fischerovej za
promptné vybavenie vSetkych formalit stvisiacich s vycestovanim nasej vypravy.

Dejiskom 51. IMO mé byt Astana v Kazachstane, dalej nasleduji Holandsko (2011)
a Argentina (2012). SKMO urobi vSetko preto, aby navzdory zhubnym a¢inkom skolske;j
reformy vysledky nasich ziakov boli na takychto sttaziach lepsie. S pokracujicou skol-
skou reformou u nas a s rozvojom vyucovania vsade inde, aj v tzv. zaostalych krajinach,
to vSak bude Coraz tazsie, lebo tam stéle povazuju Skolu nie za miesto zabavy, ale za
miesto seriéznej a tvrdej prace.

Vojtech Balint

IMO pohladom suataZiacich

V Case, ked pisem tento report, je 16 mesiacov po IMO. Precital som si zopar reportov
z minulych rokov a rozhodol som sa, Ze napiSem aj svoje pocity z mojho vysledku.
budtcnosti, za ktory sme uz nevideli. Mozem za seba povedat, Ze som sa priebezne
pripravoval a priebezne hecoval, Ze sa tam chcem dostat.

Do Brém v Nemecku sme leteli na jeden prestup v Mnichove. Na letisku v Brémach
nas cakal guide s napisom ,Slovakia“. Islo o postarsieho studenta, ktory nebol az tak
zhovorcivy, ale povedal nam vSetko délezité a bol k nam priatelsky. Pristavené autobusy
nas prepravili na internat Jacob’s University. Vsetko prebehlo az podozrivo plynule.

Internaty (campus) tvorili prestavané kasarne v klasickom nemeckom, tehlovom $tyle.
Komplex zahfnal vlastny kostolik, spolo¢enské centra, velké travnaté plochy, viaceré
jedalne, velky pocet Sportovisk. Proste tu bolo ¢o robit vo volnom case. Organizatori
chceli, aby sme boli vSetci ubytovani v tom istom komplexe, a tak niektori z nas spali na
pristelkach. Bolo to mierne nepohodlné. Na druhej strane sme c¢asto stretavali cudzich
Tudi, s ktorymi sa dalo dobre porozpravat. Stravovali sme sa v Studentskych jedalnach
s podobnou ponukou kazdy den. Mali sme k dispozicii va¢sinu druhov zeleniny a peciva
doplianych o denné menu. Bolo to chutné, v§zivné a bolo toho vidy dostatok.

Dalsi dent oddych a aklimatizécia, prechadzka centrom Brém, ktorého symbolom st
Styri zvierata stojace na sebe. Otvaraci ceremonial prebiehal v hale, ktora bola urcena
na diskotéky. Po prejavoch organizatorov a vystupeniach tanec¢nych a hudobnych skupin
sa postupne predstavili vSetky krajiny. Mali sme moznost z dialky vidiet nasich leadrov,
ktori uz mali vybrané zadania na sutaz.
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Dlho oc¢akavany den sutaze. Priviezli nds autobusmi do extrémne velkej haly velkosti
dedinského futbalového ihriska. V hale boli pripravené velké stoly s velkymi rozostupmi
a na nich flase vody a keksy. Zaujali ma karticky, s ktorymi sme si pytali papier,
pitie, otazky a pristup na WC. Po 10 mintatach od mo6jho vstupu sa vydal pokyn na
distribtciu zadani. Tridsat guide-ov ich rozdalo za chvilu. Organizacia sttaze pracovala
ako Svajciarske hodinky.

V mojej hlave sa hemzili rozne pocity. Bol som ohtreny velkostou haly, poé¢tom ludi,
plynulostou organizacie a pocitom zodpovednosti za svoj vykon. Dalo mi chvilu ¢asu,
aby som sa zacal sustredit a riesit. Potom uz iSiel ¢as extrémne rychlo. Po vyrieseni
jedného prikladu som myslel uz len na to, ze som ,splnil plan“ a neststredil som sa
dalej az tak. Na sufazi ale plan neexistuje, treba podat ¢o najlepsi vykon a teda sa
sustredit cely cas.

Po prvom dni stutaze boli citit pocity sklamania. Vynimkou bol Michal Hagara, ktory
vyriesil dva priklady. V ocakavani uspesnejsiecho druhého diia sme isli skoro spat.

Nepomohlo. Objektivne bola stvrta tloha narocnejsia ako piata a to nas potopilo.
Bachratému. Koniec stufaze, sklamanie v o¢iach, smutok. Prisli sme za horizont, ktory
sme tolko ocakéavali. Nevedeli sme, ¢o mame dalej robit.

Mentalnej aktivity sme mali dost a tak sme vo volnom ¢ase hravali frisbee, basketbal
alebo stutazne futbal (za ¢esko-slovensko-ruské druzstvo). Pripadne sme si i8li do spo-
loc¢enskej zahrat stolny futbal, biliard, alebo sme isli na diskotéku. Niektory z nas ale
neustile analyzovali svoje vykony a rozmyslali, ako to v budtcnosti zlepsit.

Organizatori pre nas pripravili tri hromadné akcie. Prvou akciou bol vylet do
Hamburgu a navsteva najvicsieho muzea modelov. ISlo o modely krajiniek, cez ktoré
preméavali vlaciky a auticka. Muzeum bola jedna dlhd miestnost a menila sa v nej
postupne intenzita svetla — akoby sa striedali noc a den. Krajinky boli dotvorené malymi
situaénymi vtipmi a zaujimavostami. Bolo to super.

Druhou akciou boli matematické prednasky z dovodu jubilea IMO. Prisli prednasa-
telia, ktori predtym velmi tspesne obstali na IMO. Medzi inymi aj Terence Tao a pan
Pelikan. Cez prestavku sa s nimi dalo nezavizne rozpravat. Program spestrili nekoneéné
mnozstva chlebickov a kolacov.

Tretou, najvic¢sou akciou, bol vylet na ostrov Wangerooge. Ide o prirodni rezervaciu
s unikétnou flérou a faunou. Najzaujimavejsi je jav, Ze pocas odlivu je mozné dostat
sa po susi do 3 km vzdialeného Nemecka. Videli sme riecky vytvarané odtekajicim
morom, duny, plaz a letisko. Okupali sme sa v mori, pohrali sme sa s pieskom a mali
sme peknil prechadzku po ostrove. Bolo tam nadherne, az na silny vietor.

Posledné dni nas c¢akalo uz len oficidlne vyhodnotenie v historickej budove divadla.
Zatlieskali sme nasim dvom medailistom a takisto viacerym ceskym. Nakoniec neus-
tavajuci potlesk pre prvych troch, medzi ktorymi bola netradi¢ne aj zena. Vecer bol
rockovy koncert, grill-party, pivo zadarmo a teda velkd zabava. Cely vecer sme stravili
s naSimi ¢eskymi priatelmi.

Nasledujuci den sme isli domov, takisto hladko ako sme sem prisli. Celé IMO prebehlo
velmi plynulo, organizacia celej sutaze a vyletov bola $pickova, nikdy sme necakali viac
ako 10 minat. Videli sme kus Nemecka, zazili sme velkt stitaz na vlastnej kozi a stretli
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Tudi z vySe 100 krajin. Za to vSetko patri organizatorom velka vdaka.

Zaver. Urcite bolo IMO zivotna skusenost. Citil som velké sklamanie z osobného
netspechu a historicky najhorsieho vysledku slovenskej reprezentacie. Prvé pocity boli
deprimujtce, hemzili sa mi hlavou vety ako ,cela priprava bola zbyto¢na“, ,naco som
vlastne chodil“ a ,som taky supak“. Povzbudili ma ale dobre volené slovd moderatora:
»There is a life after IMO“ (existuje zivot po IMO), a to je pravda.

Po roku aj pol sa na to pozeram inak. Ano, mohol som sa pripravovat efektivnejsie,
mohol som sa na stutazi viac sustredit a podat lepsi vykon. Pre miia bolo ale najdolezi-
tejsie zucastnif sa. Uvedomit si ako to chodi s dlhodobymi pripravami na velké, kratko
trvajuce akcie. Spoznaf vela novych Tudi, s ktorymi sa v Zivote eSte urcite stretnem. Aj
ked som bol v momente po sutazi sklamany, teraz viem, ze ma IMO ovplyvnila velmi
pozitivne. Dalo mi to skalopevny dovod sa dalej vzdelavat v oblasti, ktord ma bavi,
a tou je matematika.

Peter Csiba

Zadania dloh IMO

Uloha 1.
Nech n je kladné celé ¢islo a aq, ..., ai (k = 2) s navzajom rozne celé ¢isla z mnoziny
{1,... ,n} také, ze n je delitelom ¢isla a;(a;41 — 1) pre i = 1,... ,k — 1. Dokézte, ze n
nie je delitelom ¢isla ay(a; — 1). (Australia)
Uloha 2.

Dany je trojuholnik ABC' so stredom opisanej kruznice O. Nech P resp. () je vnutorny
bod strany C'A resp. AB. Oznac¢me postupne K, L, M stredy tseciek BP, CQ, PQ aT
kruznicu prechadzajicu bodmi K, L, M. Predpokladajme, Ze priamka P( sa dotyka

kruznice I'. Dokazte, ze |OP| = |0Q)|. (Rusko)
Uloha 3.
Predpokladajme, Ze s, ss, S3,... je rastica postupnost kladnych celych ¢isel také, ze

obe jej podpostupnosti

Ss1y Ssay Sszs - - a Ss1+15 Ssa+15 Ssz+1y ---
su aritmetické. Dokazte, Ze potom aj postupnost si, so, s3, ... je aritmetickda. (USA)

Uloha 4.

Dany je trojuholnik ABC, pricom |AB| = |AC|. Osi uhlov CAB a ABC pretinaji
strany BC' a C'A postupne v bodoch D a E. Nech K je stred kruznice vpisanej do
trojuholnika ADC'. Predpokladajme, ze | BEK| = 45°. Najdite vSetky mozné velkosti
uhla CAB. (Belgicko)

Uloha 5.
Urcte vsetky také funkcie f z mnoziny kladnych celych ¢isel do mnoziny kladnych celych
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Cisel, ze pre vSetky kladné celé cisla a, b existuje nedegenerovany trojuholnik so stranami
dlzok
a, f(b), f(b+ f(a)—1).
(Trojuholnik je nedegenerovany, ak jeho vrcholy nelezia na jednej priamke.)
(Francuzsko)

Uloha 6.

Nech aq, as, ..., a, st navzajom rozne kladné celé ¢isla a M je mnozina n — 1 kladnych
celjch ¢isel neobsahujica ¢islo s = a4+ ag + - - - + a,,. Lu¢ny konik skace pozdlz ¢iselnej
osi, pri¢om zaéina v bode 0 a urobi smerom doprava n skokov s dizkami a1, as, ...,
a, v nejakom poradi. Dokézte, ze poradie skokov sa da zvolit tak, aby lu¢ény konik
nepristal na ziadnom ¢isle z mnoziny M. (Rusko)

RieSenia aloh IMO

Uloha 1.
(Podla Michala Hagaru.) Podmienku n | a;(a;41 — 1) prepiSeme v tvare kongruencie
a upravime:

ai(a;+1 —1) =0 (mod n),
a;a;11 —a; =0 (mod n),
a;a;+1 = a; (mod n), 1=1,2,...,k—1. (1)

Vyuzitim (1) postupne pre i = 1,2,... ,k — 1 dostavame
a1 = a1a2 = 410203 = A1020304 = -+ = a103 ... a;  (mod n). (2)
Predpokladajme sporom, ze n | ax(a; — 1), teda Ze axa; = ar (mod n). Potom
a1z ...0 = dg...aka1 = ag...ar (mod n),

¢o v spojeni s (2) dava

a; =az...ar (mod n). (3)
Rovnako ako pri (2), vyuzitim (1) postupne pre i =2,... ;k — 1 mame
Ay = G203 = A2a304 = -+ =as...a; (mod n).

Spolu s (3) odtial
ag =as...ap =az (mod n),

teda a1 a as davaju rovnaky zvysok po deleni n, ¢o je v spore s predpokladom, ze st
to navzajom rozne ¢isla z mnoziny {1,... ,n}.



100 58. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Uloha 2.
(Podla Michala Hagaru.) Usetka MK je strednou prie¢kou trojuholnika QBP, preto

1
]KM\zi\QB] a AB| MK.
Zo striedavych uhlov potom |[LAQP| = [{KMQ)|. Kedze PQ je doty¢nicou kruznice T,
z rovnosti tsekového a obvodového uhla prislichajiaceho tetive M K méme |[AKMQ)| =

= |{KLM]|. Spolu teda |[{AQP| = |{K LM]|. Analogicky dostaneme (obr. 43)

1
LM|=3|PC| . |4APQ|=|LLMP|=|{LKM|

Obr. 43

Z uvedenych rovnosti uhlov vyplyva podobnost trojuholnikov QAP a LMK (maja
rovnaké velkosti prislichajicich vnatornych uhlov). Z pomerov stran postupne (po
dosadeni vyjadrenych dizok |[K M| a |LM]|) dostdvame

QA _ |PA]
|LM)| |KM|’
Q4| _ |PA
PO~ 1QB

|QA[-|@B[ = [PA] - |PC].

Posledna rovnost znamenad, ze body @ a P maji rovnaki mocnost ku kruznici opisanej
trojuholniku ABC' (zrejme oba body lezia vnutri tejto kruznice). Ak oznacime r jej
polomer, zhodnti mocnost mozno zapisat v tvare

0Q[* —r* = |OP|* —+*,

odkial uz trividlne |OP| = |0Q)|.
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Uloha 3.
Oznac¢me D diferenciu aritmetickej postupnosti sg,, Ss,, Ssy, ... a pre kazdé n =
= 1,2,... ozna¢me d,, = S,11 — Sp. Nasim cielom je dokazat, ze hodnota d,, je pre

vSetky n rovnaka. Najskor ukézeme, Ze mnozina hodnét d,, je ohrani¢ené. KedZze zadana
postupnost je rasttica, pre kazdé n je d,, = 1. Preto®

dn:8n+1_sn:\1+1+"'+1édsn+dsn—|—1+"'+dsn+1—1:D-

(Sn4+1—58n)-krat

Ozna¢me m najmensiu a M najvicsiu z hodnét d,, (z ohranicenosti vyplyva existen-
cia minima aj maxima). Sta¢i dokazat, ze m = M. Predpokladajme sporom, ze m < M.
Nech k je Tubovolny taky index, ze dx = m. Teda spi1 — s = m, odkial

D = Sspr1 T Sskp = Sspt+m T Ssp =
=ds, +ds41+ +dsyym1 S M+ M+ + M=mM. (1)

m-Kkrat

Podobne ak K je Iubovolny taky index, ze dx = M, tak sx11 — sg = M, teda

D = Ssgy1 T Ssx = Ssg+M T Ssig =
=ds; Tdsgt1 4+ Fdsgrm—1 Z2m+m+---+m=Mm. (2)
Milg“ét

Z (1) a (2) vyplyva, ze D = Mm, a aby platila rovnost, nutne d,, = ds, 41 = ... =
=dsy1m-1=M ads, =ds,41=...=ds,1r—1 = m. Specidlne mame

ds, = M a  ds, =m. (3)

Z rastucosti postupnosti (s, )nen vyplyva si = k. NavySe dokonca s > k, lebo ak by
sme mali s, = k, tak podla (3) by bolo m = d, = ds, = M, ¢o je v spore s m < M.
Rovnako mozno ukazat, ze sg > K.

Polozme ny = k. Teda d,, = m a podla (3) plati d,, = M. Dalej zvolme ny =
= Sp, > n1. Kedze d,, = M, modze ny vystupovat v pozicii K a teda podla (3) mame
ds,, = m a taktiez s,, > na. Nasledne preto mdzeme zvolit n3 = s, a z (3) (kedze

n3 moze vystupovat v pozicii k) opédt ds,, = M, atd. Predpisom n;11 = s,, takto
skon§truujeme rastticu postupnost ni, ns, ns, ... taka, ze

ds,, =M, ds, =m, ds, =M, ds, =m, ... (4)
Pritom postupnost ds, , ds,,, ... je podpostupnostou postupnosti ds,, ds,, ... Ta
ma cleny, ktoré su rozdielmi ¢lenov aritmetickych postupnosti s, 41, Sso41, --- @ Sy,

5 Ohrani¢enost hodnét d, sa d4 zddvodnit aj menej formalne: Ka?dé dva po sebe idtce é&leny
postupnosti (sp), cN mozno zrejme vlozit medzi niektoré dva ¢leny postupnosti 1, ss;, 555, Ssg, - - -
ktora je od druhého ¢lena aritmeticka. Preto trividlne sp4+1 — sn < max{D, ssy — 1}
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Ssy, --., teda aj sama je aritmetickou postupnostou. Kedze podla (4) sa v nej neko-
necne velakrat opakuje hodnota m (aj M), nutne to musi byt konstantné aritmeticka
postupnost a m = M.

Uloha 4.

(Podla Martina Bachratého.) Ozna¢me I stred kruznice vpisanej do trojuholnika ABC
(je to priese¢nik priamok AD, BE, CK). Uvazujme kruznice ki, ko opisané trojuholni-
kom IKFE, IKD (obr.44). Obe maji nad spolo¢nou tetivou I K obvodovy uhol velkosti
45°, lebo K lezi na osi pravého uhla ADC. Preto si obe kruznice zhodné a teda osovo
simerné podla priamky CI. Podla tejto priamky st vSak osovo stmerné aj priamky
AC, BC. Takze v osovej stimernosti podla priamky C1T sa prieseéniky kruznice k1 so
stranou AC' zobrazia na priese¢niky kruznice ko so stranou BC'.

A
k1
E
T 45°
K
ko 45° /
B D C

Obr. 44

Kedze jeden zo spoloénych bodov kruznice ki a priamky AC je bod E a jeden zo
spolo¢nych bodov kruznice k9 a priamky BC je bod D, moézu nastat dva pripady.

Pripad 1. Bod D je obrazom bodu E v osovej simernosti podla CI (Tento pripad
zahftia aj moznost, Ze kruznice ki, ko sa dotykaja priamok AC, BC — vtedy su F
a D jediné ,prieseéniky“ kruznic s priamkami a nutne musia byt navzajom stimerné).
Potom st osovo simerné podla CI celé trojuholniky CID a CIE, z ktorych prvy je
pravouhly. Nutne teda aj uhol C'EI je pravy, ¢o znamend, ze v trojuholniku ABC
je os uhla pri vrchole B totoznda s vyskou na stranu AC. To je zrejme mozné jedine
v pripade, Ze trojuholnik ABC je rovnoramenny so zékladiiou AC. Avsak podla zadania
je rovnoramennym so zakladiiou AB. Takze musi byt rovnostranny, z ¢oho |{CAB| =

= 60°.

Pripad 2. KruZnica ko pretina priamku BC' v dvoch roéznych bodoch D a E’, pricom E’
a F st simerné podla priamky CI. Kedze E’ lezi na BC, uhol IDE’ je pravy a teda I E’
je priemerom Téalesovej kruznice prechadzajicej bodom D. Tato kruznica je evidentne
totozna s ko, preto aj uhol IK E’ je pravy (obr. 45). Vzhladom na spomenutt simernost
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N[~
™

je potom pravy aj uhol IKE a treti uhol v trojuholniku I K E musi mat velkost

|KEIK|=180° — |[{IKE| — |{IEK| = 180° — 90° — 45° = 45°.

Ak oznac¢ime S velkost vnitorného uhla v rovnoramennom trojuholniku ABC' pri
vrcholoch B a (') tak rovnoramenny trojuholnik BCT mé pri zakladni BC' vnutorné
uhly velkosti 33 a oproti zékladni uhol velkosti 180° — [{EIK| = 180° — 45° = 135°.
Z rovnosti

1 1 o __ o
§6+§5+135 = 180

uz trividlne dopocitame 3 = 45°, ¢ize |{CAB| = 180° — 23 = 90°.

Teda jediné pripustné hodnoty pre velkost uhla CAB st 60° a 90°. Pre dokoncenie
tlohy este musime dokazat, Ze pre rovnoramenny trojuholnik so zékladriou BC a uhlom
CAB velkosti 60° resp. 90° je velkost uhla BEK skuto¢ne 45°. (Zatial sme dokazali
len jeden smer implikacie: ak [{ BEK| = 45°, tak |[{C AB| € {60°,90°}. Potrebujeme
dokazat aj opacny smer, t.j. Ze hodnoty 60° a 90° st v zadanej situécii naozaj mozné
velkosti uhla CAB.)

Kazdy z oboch pripadov preverime osobitne. Moznych postupov je viacero, v danych
konfiguraciich je trojuholnik ABC' (aZ na velkost strany BC') jednoznac¢ne dany, takze
sa jednéd o standardnt tlohu. Uvedieme postup bez pouzitia goniometrickych funkcii
alebo analytickej geometrie.

Ak |L{CAB| = 60°, tak ABC' je rovnostranny trojuholnik (obr.46a). Zo symetrie
potom |[{BEK| = |{ADK| = 45° (kedZe K leZi na osi pravého uhla ADC).
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a

Obr. 46a Obr. 46b

Ak [LCAB| =90° = a, tak § = 45° a Tahko vypocéitame velkosti
|{EIK|=|4CBI|+|{BCI| = 3B+ 18 = 3 = 45°,
|£AET| = 180° — a — 18 = 180° — 90° — 22,5° = 67,5°,
|{AIE| = |4BID| =180° — 90° — 33 = 90° — 22,5° = 67,5°.

Teda AIFE je rovnoramenny trojuholnik so zakladnou IFE a body I, FE st simerne
zdruzené podla priamky AK, ktora je osou uhla CAD (obr.46b). Odtial |KI| = |KE|,
¢ize KIFE je rovnoramenny trojuholnik a |[{ BEK| = |[{EIK| = 45°.

Iné riesenie. Ozna¢me |[{BAC| = a a |[{ABC| = |[{BCA| = 8 = 90° — a. Bod I
nech je rovnako ako v predoslom rieseni stred kruznice vpisanej do trojuholnika ABC.
Bod K lezi na priese¢nikoch osi uhlov trojuholnika ADC preto

|[AECK|=|4KCD|=18=45°—-a a |{CDK|=|{KDA|=45°
Z trojuholnika DCI potom [£DIC| = 45° + 1a. Pomocou zadaného predpokladu
| BEK| = 45° nasledne z trojuholnikov BCE a KCFE odvodime
|AKEC|=180° — ;8 — 8 —45° = 135° — 33 = 135° — 3(90° — ) = 3,
|LIKE| = 3a+45° — Ta =45° + a.

45° — 1a
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Zo sinusovych viet v trojuholnikoch ICE, IKE, IDK, IDC teda méame (obr. 47)

IC|  sin(45° 4 3a) IE|  sin(45° + 50)
[IE|  sin(45° — 1a)’ IK| sin45° '
IK|  sind45° IID|  sin(45° — ;o)
[ID|  sin(90° — ta)’ IIC|  sin90°

Vynéasobenim uvedenych styroch rovnosti dostaneme

_ sin(45° + 2a) sin(45° + Ja)

sin(90° — 1a)

Pouzitim zndmych goniometrickych identit
: o . . 1
sin(90° — z) = cosw a sinx - siny = §(cos(x —y) —cos(z +vy))
rovnicu upravime na

1
cos o = §(cos T — cos(90° + 2av)),

1 0
5((:05(90 +2a) +cos ta) = 0.

Pouzitim dalSej identity cosz + cosy = 2cos 5(x + y) cos 3 (z — y) napokon ziskame

cos(45° + 3a) - cos(45° + 1a) = 0.

To znamend (kedze 0° < o < 180°), ze bud 45° + %a = 90°, t.j. a = 60°, alebo 45° +
+ %oz =90°, t.j. a = 90°. Takze jediné pripustné hodnoty pre velkost uhla C AB su 60°
a 90°. Na druhej strane, pri oboch tychto hodnotach plati |[{BEK| = 45°, ¢o mozZno
ukézaf rovnako ako v prvom rieSeni.

Uloha 5.

Trojuholnikovii nerovnost pre trojicu ¢isel x, y, z budeme pouzivat aj v tvare |z —y| <
< z (tato nerovnost zahina x < y + z a zarovenn y < = + z). Ozna¢me f(1) = m. Po
dosadeni a = 1 dostavame, ze ¢éisla 1, f(b), f(b+ m — 1) st pre kazdé prirodzené b
stranami trojuholnika, spliiaji teda nerovnost

[f() = f(b+m —1)] <1,

¢o je vzhladom na celociselnost hodnét f(b), f(b+ m — 1) mozné jedine v pripade, zZe
f0) = fb+m 1),

Ak by bolo m > 1, tak f by bola periodicka s periédou m — 1. V takom pripade by
(periodicky) nadobudala iba hodnoty

), f2), ooy flm—=1).
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Ak oznac¢ime H najvicsiu z tychto hodnot, po dosadeni a = 2H dostavame, ze cisla
2H, f(b), f(b+ f(2H) — 1) spliiaja trojuholnikovii nerovnost

OH < f(b)+ f(b+ f(2H) — 1) < H + H = 2H,

¢o je ocividne spor.

Nutne teda m = 1, t.j. f(1) = 1. Dosadenim b = 1 z toho dostavame, ze ¢isla a, 1,
f(f(a)) st pre lubovolné prirodzené ¢islo a stranami trojuholnika, takze |a— f(f(a))| <
< 1, ¢o opét vzhladom na celoéiselnost a a f(f(a)) znamena

f(f(a)) =a pre vsetky prirodzené ¢isla a. (1)

Oznacme f(2) = k. Zrejme k # 1, lebo podla (1) mame f(k) = f(f(2)) = 2, zatial ¢o
f(1) = 1. Z (1) dokonca vyplyva, ze funkcia f je prosta, t.j. Ziadnu hodnotu nenadobtuda
viac nez raz. Ak totiz f(x) = f(y), tak nutne z = f(f(z)) = f(f(y)) = y. Tento znamy
fakt (Ze z (1) vyplyva prostost f) budeme v rieSeni vyuZzivat.

Polozme a = 2,b = k. Potom 2, 2 a f(k+k—1) = f(2k—1) st stranami trojuholnika,
Cize

If(2k—1)—2| <2,  aodtial f(2k—1)€ {1,2,3).
Avsak f uz nadobtuda hodnotu 1 v bode 1 a hodnotu 2 v bode k a zaroven 2k — 1 # 1
a 2k — 1 # k. Z prostosti f teda nutne vyplyva f(2k — 1) = 3.

Polozme dalej a = 2, b = 2k — 1. Z toho 2, 3 a f(2k—1+k —1) = f(3k — 2) st

stranami trojuholnika a analogicky dostavame

1f(Bk—2)—3| <2,  &ze f(3k—2)e{2 3,4}

KedZe hodnoty 2, 3 uz f nadobtda v bodoch k, 2k — 1 a zaroven 3k —2 # k a 3k — 2 #
# 2k — 1, nutne f(3k —2) = 4.

Matematickou indukciou (ktorej prvy krok sme pre hodnoty n = 1,2, 3 prave urobili)
Tahko dokdzeme, Ze

fnk—(n—-1))=n+1 pre vSetky prirodzené ¢isla n.

Ak totiz toto tvrdenie plati pre n aj pre n — 1, po dosadeni a = 2, b = nk — (n — 1)
dostavame trojicu stran 2, n+1a f(nk—(n—1)+k—1) = f((n+ 1)k — n), teda

f(n+ 1Dk —n)—(n+1)] <2, odkial f((n+ 1)k —n) € {n,n+1,n+ 2}.

Hodnoty n a n 4+ 1 st vSak podla indukéného predpokladu uz ,obsadené* bodmi
(n—1)k — (n—2) ank— (n—1) (ktoré st oba rozne od (n + 1)k — n), takze jedinou
moznostou je f((n + 1)k —n) = n + 2 a tvrdenie plati aj pre n + 1. Tym je dokaz
indukciou ukonceny.

Specialne potom tvrdenie plati aj pre n = k — 1, teda

f((k =Dk = (k- 2)) = k.
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Kedze sme uz skor ukéazali, ze f(2) = k, z prostosti f mame (k — 1)k — (k — 2) = 2,
z ¢oho po trividlnej tprave k(k — 2) = 0. Samozrejme k # 0, dostavame tak k = 2
a indukciou dokazané tvrdenie prechadza na tvar

fln+1)=n+1 pre vSetky prirodzené ¢isla n.

Spolu s tvrdenim f(1) = 1, ktoré sme dokazali na zacdiatku, dostavame, Ze jedinou
vyhovujticou funkciou méze byt identita f(x) = z. Lahko overime, Ze této funkcia
vyhovuje, lebo trojica ¢&isel a, b, a + b — 1 spliia vSetky tri trojuholnikové nerovnosti
trividlne (pre Tubovolné a,b € N).

Uloha 6.

Na zaciatku si vS§imnime, Ze zo zadaného tvrdenia vyplyva jeho zovSeobecnenie: Pred-
poklad, Ze mnozina M obsahuje prave n — 1 kladnych celych ¢isel mozno nahradit
podmienkou |[M N (0, s — amin)| < n—1, priCom ap;, je najmensie spomedzi ay, as, ...,
a,. Tento fakt v dékaze pouzijeme.

Postupovat budeme matematickou indukciou vzhladom na n. Pripad n = 1 je tri-
vialny. V druhom kroku indukcie predpokladajme, ze n > 1 a Ze tvrdenie je pravdivé pre
vSetky prirodzené ¢isla mensie ako n. Dalej nech ay, as, ..., an, s, M st dané a spliiajt
predpoklady dokazovaného tvrdenia. Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze
ap < Qp_1 < -+ < as < ai. Ozna¢me

k
Tk:Zai pre k=0,1,... ,n.

i=1
Zrejme 0 =Ty < Ty < --- < T,, = s. Najskor dokazeme pomocné tvrdenie.

Tvrdenie 1. Staci ukazat, ze pre nejaké m € {1,2,... ,n} dokaze urobit konik m skokov,
pricom nikdy nepristane na cisle z M a navyse pocas tychto m skokov preskoci spolu
aspon ponad m bodov z M.

Dokaz. Kedze |M| =n — 1, evidentne m # n. Polozme n’ = n —m. Potom 1 = n/ < n.
Zvysnych n’ skokov bez pristatia na ktoromkolvek zo zvySnych zakézanych nanajvys
n’ — 1 &isel z M dokéze konik urobif vdaka indukénému predpokladu (stac¢i posunit

zaciatok z ¢isla 0 do ¢isla, kde sa konik nachddza po m skokoch). O
Cislo k € {1,2,...,n} budeme nazyvat slusné, ak konik dokéaze urobit k skokov
s dlzkami ay, as, ..., ax (v nejakom poradi) tak, Ze s vynimkou posledného skoku

nikdy nepristane na ¢isle z M (po k-tom skoku moze a nemusi skonéit na éisle z M).
Cislo 1 je oéividne slusné. Preto existuje najvicsie ¢islo k* také, ze vietky &isla 1,

2, ..., k* st slusné. Ak k* = n, niet ¢o dokazovat. Zaoberajme sa dalej len pripadom

k* < n—1 (teda k* + 1 nie je slusné). Dokdzeme dalsie pomocné tvrdenie.

Tvrdenie 2. Plati

Ty € M a ]Mﬁ(O,Tk*) zk*

Dékaz. Ak Ty~ ¢ M, postupnost skokov, vdaka ktorej je &islo k* slusné, mozno predlzit
pridanim skoku dlzky ap«,1, ¢o je v spore s tym, ze k* + 1 nie je slusné. TakZe nutne
Ty~ € M.
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Ak [MN(0,Tk)| < k*, tak existuje I € {1,2,... ,k*} také, ze Ty=411 —a; ¢ M. Potom
podla indukéného predpokladu (s hodnotou k&* namiesto n) dokaze konik doskékat do
&isla Ty« 1 — a; pomocou k* skokov s dizkami z mnoziny {a1,as,...,ap +1}\ {al}
pricom ani raz nepristane na cisle z M. Takze aj k* 4+ 1 je slusné, ¢o je spor.

Podla prave dokézaného tvrdenia existuje najmensie &slo & € {1,2,... ,k*} také, ze
T-eM a |MN(0,T)| 2k
Tvrdenie 3. Sta¢i uvazovat pripad

M0 T; )| Sk—1 1)

Dékaz. Ak k = 1, tak (1) plati trivialne. Dalej nech k& > 1. Ak T;_, € M, tak (1)
vyplyva z minimalnosti k. Ak T; , ¢ M a platilo by |M N (0, Tk 1)| > k-1, zo

slusnosti ¢isla k& — 1 by sme dostali situaciu ako v Tvrdeni 1 pre m = k — 1. V tomto
pripade teda dokonca staci uvazovat pripad |[M N (0,73 ;)| = k— 2. O

Oznac¢me v = 0 &islo, pre ktoré |M N (0,77%)| = k+wv. Nech 71 > rg > --- > 1, st
vSetky také indexy r € {k + 1,k +2,... ,n}, ze T} + a, ¢ M. Potom

n—1=|M|=|MnO,T)|+1+ M0 (T, s)|Zk+v+1+(n—k—p)
a odtial p 2 v + 2. Plati
Tfﬂ—kaﬁ—al < Tl;—l-arl—ag < e < Tl;+arl—a,~f < T,;—i—a@—al; <o < T,;—f—arvﬁ—a,;

a vsetkych k+v+1 &isel porovnanych v predoslych nerovnostiach lezi v intervale (0, 75).
Preto existuja r € {k+1,k+2,... ,n}aqe {1,2,... ,k} také, ze Ty +a, ¢ M a T} +
+ a, — a; ¢ M. Zoberme mnozinu skokovych dlzok B = {ai,as,...,az,a.} \ {aq}.

Mame
E r=1; +ar —a
zeB

Ti+ar —ag—min(B) =T; —aq = T;_;.

PodTla (1), indukéného predpokladu a zovSeobecnenia spomenutého tplne na zaciatku
s hodnotou & namiesto n sa konik dokéze dostat na ¢islo T +a, — a, pomocou k skokov
s dizkami z mnoziny B bez pristatia na ¢isle z M. Odtial vie sko¢it na T; .+ ap, ¢im
dosiahneme situéciu ako v Tvrdeni 1 s hodnotou m = k+1. Tym je tvrdenie dokdzané.



3. Stredoeurdpska matematicka olympiada

V diioch 24.-29.9. 2009 sa v polskej Poznani uskutoénila 3. ro¢nik Stredoeurdpske;
matematickej olympiady (MEMO). Zucastnilo sa ho 59 ziakov strednych skol z 10 kra-
jin. Kazda krajina mohla vyslat najviac 6 stutaziach. Slovensko reprezentovali

Ladislav Baco, Gymnazium Postova, Kosice, 3. roc¢nik,

Tomds Belan, SPMNDaG Teplicka, Bratislava, 3.roé¢nik,

Jan Hozza, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava, 2.rocnik,

Nikola Hrdd, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava, 3. ro¢nik,
Natalia Kardskovd, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 3. roc¢nik,

Vincent Lami, Gymnézium J. Selyeho, Komarno, 3. ro¢nik.

Vedicim druzstva SR bol Mgr. Peter Novotny, PhD. (odborny asistent na FMFI UK
Bratislava), zastupcu vediceho a pedagogicky dozor vykonaval Mgr. Martin Poto¢ny.

Samotna stutaz mala dve ¢asti. V sutazi jednotlivcov sme ziskali dve medaily — jednu
zlati, jednu strieborni, pricom zlat(i medailu sa nam podarilo vybojovat na MEMO
vobec po prvy krat (na prvom ro¢niku v Rakusku sme ziskali jednu striebornti a dve
bronzové medaily, vlani v Ceskej republike sme ziskali dve bronzové medaily). V sttazi
druzstiev (t.j. v sufazi, v ktorej vSetci nasi Siesti Studenti pracovali pri rieseni tloh
spolofne a odovzdavali spolo¢né riesenie) sme skoné¢ili na siedmom mieste. Najviac
sa darilo druzstvam z Polska a Madarska — Polsko vyhralo sifaz druzstiev a v sufazi
jednotlivcov ziskalo dve zlaté medaily, Madarsko bolo v sttazi druzstiev druhé a v stutazi
jednotlivcov ziskalo tri zlaté medaily.

Vysledky nasich tcastnikov v stitazi jednotlivcov st uvedené v prvej tabulke. Prehlad
vysledkov vSetkych krajin v stutazi jednotlivcov je v druhej tabulke. Krajiny st v nej
zoradené podla siuétu bodov celého druzstva, podobne ako pri neoficidlnom poradi
krajin na IMO. (Cislo v zatvorke pri Slovinsku znamen4 mensi pocet i¢astnikov ako 6.)
Vysledky stufaze druzstiev mozno najst v tretej tabulke.

Prehlad vysledkov:

Meno I-1 | I-2 | I-3 | I-4 | Sucet Cena
Ladislav Baco 2 0 3 1 6
Tomas Belan 8 0 8 0 16 zlato
Jan Hozza 2 0 1 1 4
Nikola Hrda 0 1 0 0 1
Natalia Karaskova 5 0 1 1 7
Vincent Lami 0 5 8 1 14 striebro
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Por. Stét Z S B Y |Por. Stat ZS B )
1. Madarsko 3 1 2 100| 6. Ceska republika 1 4 51
2. Polsko 2 3 1 86| 7. Slovensko 11 48
3. Nemecko 1 2 2 75| 8 Rakusko 1 2 39
4. Chorvatsko 2 3 59| 9. Litva 1 17
5. Slovinsko (5) 2 3 54| 10. Svajciarsko 1 16

Stat T-1|T-2|T-3|T-4|T-5|T-6|T-7|T-8|>

1. | Polsko 8 6 8 8 8 8 6 8 |60

2. | Madarsko 6 5 8 8 8 4 8 8 |55

3. | Nemecko 8 4 8 8 8 8 0 8 |52

4. | Chorvatsko | 8 5 8 5 8 2 8 8 |52

5.|Ceskdrep. | 8 | 6 | 8 | 8 | 8 | 3 | 1 | 0 |42

6. | Slovinsko 8 2 8 0 8 0 2 8 |36

7. | Rakusko 8 3 4 3 2 0 8 6 |34

Slovensko 7 3 8 6 8 0 1 1 |34

9. | Svajéiarsko | 0 2 4 8 8 0 0 8 |30

10. | Litva 8 2 4 0 5 0 1 4 |24

Studenti boli po¢as celého pobytu ubytovani v rekreac¢nej oblasti jazera Kiekrz, zatial
¢o veduci byvali v hoteli Inter Sport Sobieski v blizkosti arealu univerzity Adama Mic-
kiewicza, na ktorej sa konala samotnd sttaz, ale takisto aj stretnutia jury a bodovanie
studentskych rieSeni. Popri sutazi pripravili organizatori pre Studentov vo volnom case
stutaz v bowlingu a navstevu lanového parku.

Vysledky sutaze boli vyhldsené v historickej budove univerzity v centre Poznane.
Na konci vyhlasenia (pred zavereénym banketom) udelili organizatori slovo vedicemu
slovenského druzstva, aby pozval tcastnikov na dalsi ro¢nik. Nasledujuci (4.) roénik
MEMO sa totiz bude konat na Slovensku.

Peter Novotny

Zadania dloh MEMO

Sataz jednotlivcov

Uloha I-1.
Najdite vsetky funkcie f: R — R také, ze

f@f)+ f(f(@)+ f(y) =yf(@)+ f(=+ f(y))
pre vSetky x,y € R, pricom R oznacuje mnozinu vSetkych redlnych ¢isel. (Slovinsko)

Uloha I-2.
Majme n = 3 roznych farieb. Nech f(n) oznacuje najviiésie celé ¢islo s vlastnostou, ze
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kazd4a strana a kazda uhlopriecka konvexného mnohouholnika majiceho f(n) vrcholov

sa dé ofarbit jednou z n farieb nasledujicim sposobom:

e pouzité su aspon dve farby a

e kazdé tri vrcholy mnohouholnika urcéuji bud trojicu tuseciek rovnakej farby, alebo
trojicu tuseciek troch roéznych farieb.

Dokéazte, ze f(n) < (n—1)2, a Ze rovnost v tejto nerovnosti nastava pre nekonecne vela

hodnét n. (Slovinsko)

Uloha I-3.

Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik, pricom strany AB a CD nie st rovnobezné

a |AB| = |CD|. Stredy uhloprie¢ok AC a BD ozna¢me E a F. Priamka EF pretina

usecky AB, C'D postupne v bodoch G, H. Dokézte, ze |{AGH| = |{DHG]|.
(Madarsko)

Uloha I-4.

Najdite vsetky celé ¢isla k = 2 také, Ze éislo n» ! — m™ ™! nie je delitelné ¢islom k pre

ziadnu dvojicu (m,n) réznych kladnych celych ¢isel mensich alebo rovnych k.
(Svajciarsko)

Sataz druzstiev
Uloha T-1.
Reélne ¢isla z, y, 2 spliiaji podmienku 22 + y? 4 22 + 9 = 4(z + y + 2). Dokaite, Ze

rt 4yt 2t 16(2? + %+ 22) 2 8(2 + P 4+ 2% + 27
a zistite, kedy v nerovnosti plati rovnost. (Slovensko, Jan Mazak)

Uloha T-2.
Dané su realne ¢isla a, b, ¢, pricom ku kazdym dvom rovniciam spomedzi

2> +ar+b=0, z2+br+c=0, z2’4cx+a=0

existuje prave jedno redlne cislo, ktoré je rieSenim obidvoch. Urcte vSetky mozné

hodnoty vyrazu a® + b? + 2. (Slovensko, Pavel Novotny )
Uloha T-3.
Na tabuli st napisané ¢isla 0,1,2,...,n, pricom n = 2. V kazdom kroku zotrieme

¢islo, ktoré je aritmetickym priemerom dvoch réznych cisel, ktoré este na tabuli zostali.
Také kroky robime az do momentu, ked uz nemézeme zotriet Ziadne ¢islo. Oznacme
g(n) najmensi mozny pocet ¢isel, ktoré moézu na konci zostat na tabuli. Urcte g(n) pre
kazdé n. (Polsko)

Uloha T-4.
Kazdé policko hracej plochy rozmerov 2009 x 2009 ofarbime jednou z n farieb (nemusime
pouzit vSetky farby). Hovorime, Zze dana farba je suvisld, ak ma na celej ploche taka
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farbu iba jedno policko, alebo ak pre Iubovolné dve policka tejto farby moze Sachova
dama prejst z jedného na druhé, pri¢om nikdy nezastavi na policku inej farby (Sachova
dama sa vie pohybovat vodorovne, zvisle a diagonédlne). Najdite najvicsie také n, ze
pre Tubovolné ofarbenie hracej plochy je aspori jedna pouZitd farba suvisla.  (Polsko)

Uloha T-5.
V rovnobezniku ABCD, v ktorom |{BAD| = 60°, ozna¢me FE priese¢nik uhlopriecok.
Kruznica opisana trojuholniku AC'D pretina priamku BA v bode K # A, priamku BD

v P # D a priamku BC' v L # C. Priamka EP pretina kruznicu opisant trojuholniku
CEL v bodoch E a M. Dokézte, Ze trojuholniky K LM a C' AP st zhodné. (Slovinsko)

Uloha T-6.

Dany je tetivovy Stvoruholnik ABCD, pricom |CD| = |DA|. Body E, F lezia postupne
na stranich AB, BC, pricom | ADC| = 2|£EDF|. Use¢ky DK a DM st postupne
vyskou a faznicou trojuholnika DEF'. Bod L je obrazom bodu K v stredovej simernosti
podla bodu M. Dokéazte, ze priamky DM a BL st rovnobezné. (Polsko)

Uloha T-T7.
Najdite vSetky dvojice celych ¢isel (m,n), ktoré s rieSenim rovnice

(m+n)* = m?*n? + m? + n? + 6mn.

(Chorvatsko)
Uloha T-8.
N4jdite vsetky riesenia rovnice
2% 42009 = 3957
v obore celych nezapornych cisel. (Litva)

Riesenia uloh MEMO

Uloha I-1.
Konstantna funkcia f(x) = 0 zrejme vyhovuje. Predpokladajme dalej, Ze existuje a € R
také, ze f(a) = 0. DokadZeme, Ze potom je f prosta.

Nech f(y1) = f(y2) pre nejaké y;,y> € R. Po postupnom dosadeni y = 41, y = y2 do
zadanej rovnice a odéitani vzniknutych rovnosti dostaneme y; f(z) = yo f (x) pre vSetky
x € R. Po zvoleni = a mézeme f(a) vykratit, teda y; = y2 a f je naozaj prosta.

Dosadenim z = 0, y = 1 do pévodnej rovnice ziskame

FO)+ F(f(0) + f(1) = f(0) + f(f(1)),

teda f(f(0) + f(1)) = f(f(1)) a vzhladom na prostost f mame f(0) + f(1) = f(1),
odkial £(0) = 0.
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Zvolenim y = 0 nasledne zo zadanej rovnice dostaneme f(f(z)) = f(z), z ¢oho opét
vdaka prostosti vyplyva f(x) = = pre vSetky = € R. Aj tato funkcia vyhovuje, o ¢om sa
dosadenim lahko presvedé¢ime. Jedinymi rieSeniami st teda funkcie f(z) = 0a f(z) = .

Uloha I-2.

V tlohe ide o mnohouholnik s ofarbenymi vSetkymi uhloprieckami aj stranami, mézeme
teda o riom uvazovat ako o kompletnom grafe. Farbime vSetky hrany s pouzitim n farieb
tak, ze kazdy trojuholnik resp. kompletny trojbodovy podgraf, tzv. 3-klika, bude bud
jednofarebny alebo trojfarebny. Cely graf ale nemdze byt jednofarebny.

Vzéacny Citatel isto rychlo pochopi, Ze podmienka pre trojuholniky je v skutoc¢nosti
ekvivalentna s nasledovnou podmienkou. Graf pozostava vylucne z kompletnych jedno-
farebnych podgrafov, tzv. klik, pricom dve kliky jednej farby st vrcholovo disjunktné.
Otéazne uz je len ako velké mozu takéto kliky byt a kolko ich bude najviac z jednej
farby.

Ak by jedna z tychto jednofarebnych klik (povedzme modra) mala n alebo viac
vrcholov, musel by existovat vrchol v mimo nej, ktory by bol s kazdym vrcholom
modrej kliky spojeny inou ako modrou farbou. VsSetky trojuholniky tvorené dvoma
vrcholmi z modrej kliky a vrcholom v obsahuji jednu modri a jednu int hranu, sa teda
trojfarebné. Cize n hran spajajicich vrchol v s modrou klikou by muselo byt navzijom
roznofarebnych, ¢o nie je mozné, lebo okrem modrej farby mame k dispozicii uz len
n — 1 farieb. Preto kazda jednofarebna klika mé maximéalne n — 1 vrcholov.

Jeden vrchol lezi v maximdalne n roznych klikdch (roznej farby) a kazdd z nich ma
najviac n — 2 dalsich vrcholov. Tento vrchol mé teda najviac n(n — 2) susedov. V grafe
je teda nanajvys f(n) = n(n —2) +1 = (n — 1)% vrcholov.

V druhej ¢asti tlohy sa budeme zaoberat konstrukciou n-farebného ofarbenia hran
kompletného grafu s (n — 1)? vrcholmi pre ¢o najviac réznych hodnét éisla n. Vsimnime
si, ze dve kliky roznych farieb maji v tomto maximalnom pripade prave jeden spolo¢ny
vrchol a dve kliky rovnakej farby ani jeden. Natiska sa tu idea nakreslit si vSetky body
jednej kliky na priamku jednej farby. Body kliky inej farby buda na priamke nielen
inej farby ale aj iného smeru tak, aby priesecnik tychto dvoch priamok reprezentoval
spolo¢ny vrchol prislusnych dvoch klik. Dve kliky rovnakej farby by sa dali reprezentovat
rovnobezkami.

Skuto¢nost, ze vrcholov je dokopy (n — 1)?, ndm nasepkava umiestnit ich do $tvorca
(vrcholy teda budeme reprezentovat suradnicami (i, j), pricom 4,5 € {0,1,... ,n — 2})
a pospéjat ich pomocou n — 1 vodorovnych priamok prvej farby. Potom ich pospajame
n — 1 zvislymi priamkami druhej farby. Prva priamka tretej farby pdjde po hlavnej
diagonale bodmi tvaru (k, k) kde k € {0,... ,n — 2}. Ostatné budd rovnobezne s 1ou
spajat vSetky body tvaru ((a + k) mod (n — 1), k). Buda to vlastne vSetky priamky so
smernicou 1, ktoré ked ,,vybehn(* vpravo zo $tvorca, vratia sa v prislusnej vyske zlava.
D4 sa to predstavit aj tak, ze by sme pravy okraj Stvorca (s prvou stradnicou n — 1)
stotozmili s Tavym (s prvou stradnicou 0). Vznikol by tak valec.

Podobne smernica vSetkych n — 1 priamok Stvrtej farby bude 2 a princip kongruencie
sa tu bude uplatniovat nielen v pravo-lavom smere ale aj zdola nahor. Dalo by sa
to predstavit tak, Ze v spominanom valci navySe stotoznime spodny okraj s hornym
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(vznikol by tzv. torus). Podobne smernice ostatnych (n — 1)-tic priamok budua vzdy 3,
4, ..., (n—2).

Ak n — 1 je prvocislo, da sa polahky ukézat, ze tato konStrukcia zaruci, ze prienik
dvoch klik roznej farby bude prave jeden vrchol. KedZe prvodcisel je nekonecne vela,
mame nekonecne vela roznych n, pre ktoré f(n) = (n — 1)2. Tym je tloha vyriesen4.

Pozndmka. Skuiste sami, ¢i by ste vedeli vymysliet konstrukciu, ktora by nie¢o podobné
zarucovala pre SirS§iu mnozinu ¢isel ako je mnozina tych n, ze n — 1 je prvocislo.

Uloha I-3.
Zvolme za pociatok stradnicovej stustavy prlesecmk P priamok AB a CD. Polohové
vektory bodov A, B, C, D ozna¢ime postupne a, b c, d. Potom smerové vektory priamok

D

Obr. 48

AB, CD st @—b, d — € a ked¥e podla zadania maji rovnaki velkost, smerovy vektor
osi uhla nimi tvoreného je

(@-b+(d-¢)
2

0=

Stredy E, F' uhlopriecok AC, BD maji polohové vektory ¢ = %(&'—I— é), f= %(E—i— _3
Z rovnosti |AB| = |C'D| vyplyva

(vSetky uvedené nasobenia a druhé mocniny vektorov st skaldrne suciny). Teda os
uhla zovretého priamkami AB a C'D je kolmé na priamku EF a trojuholnik GHP je
rovnoramenny so zékladtiou GH (os uhla je totozna s vyskou jedine v rovnoramennom
trojuholniku, obr. 48). KedZze body A a D lezia v tej istej polrovine uréenej priamkou
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GH, uhly AGH a DHG st zhodné (bud st oba vnatornymi uhlami pri zakladni
rovnoramenného trojuholnika, alebo st ich doplnkami do 180°).

Uloha I-4.

Podmienka v zadani je ekvivalentna s injektivnostou funkcie
f(m) =m™ ' mod k

na obore zvyskovych tried po deleni ¢islom k.
Skusime za k dosadif najskor malé hodnoty a vSimneme si, Ze pre k = 2 a k = 3 je
tato funkcia injektivnou. Navyse pre kazdé k plati f(1) = 1 a f(k) = 0. Pre parne k

.....

fk=1)=(k-1D"2=1=f(1) (mod k),

teda funkcia f nie je injektivna. Ak sa v rozklade ¢isla k£ na sicin prvocisel nachadza
niektoré prvocislo, nazvime ho p, viac ako raz, potom

f(k/p) = 0= f(k).

Dalsie vyhovujice & mozu teda mat v rozklade len rdzne neparne prvoéisla. Uvazujme
teraz vyhovujice neparne k vicsie ako 4. Hodnoty f(k), f(k—2), ..., f(3), f(1)a f(4) =
= 43 = 8% (mod k) st vSetko zvysky druhych mocnin prirodzeného &sla po deleni
¢islom k a je ich spolu %(kz + 1) + 1. Ale réznych kvadratickych zvyskov je nanajvys
5(k+1),lebo a® = (k—a)? (mod k). Cize aspon dve zo spomenutych hodnot funkcie f
budi rovnaké a funkcia nebude injektivna. Okrem hodnot 2 a 3 uz dalSie vyhovujtce
k neexistuje.

Uloha T-1.

Dant podmienku mozno prepisat na tvar
r(r—4)+yly—4) +2(z—4)=-9
a skimand nerovnost zase na napadne podobny tvar
22z —4)? + % (y — 4%+ 22(2 — 4)* 2 27.

Teraz uZ len vhodne pouzijeme Cauchyho nerovnost pre dvojicu vektorov (1,1,1)
a (.CE(LL‘ - 4)7y(y - 4)7 Z(Z - 4))

81 2

(=92 =(1-z(z—4)+1-yly—4)+1-2(z —4))

<
(P 4+ 12 4+1%) (2% (@ —4)° + y°(y — 4)° + 2° (2 — 4)?).

A

Rovnost v Cauchyho nerovnosti nastava prave vtedy, ked

r(x—4)=y(y—4) =2(2—4) = -3.
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RieSenim je 8 usporiadanych trojic

(1,1,1), (1,1,3), (1,3,1), (3,1,1), (1,3,3), (3,1,3), (3,3,1), (3,3,3).

Iné riesenie. S vyuzitim viizby 2% + 4%+ 22 +9 = 4(x +y+ 2) mozno zadant nerovnost
ekvivalentne upravif na tvar

(z=2)"+ -2 +(z-2)" 23,

zatial ¢o samotnii viizbu priamo prepiSeme na (x — 2)? + (y — 2)? + (2 — 2)? = 3. Pre
trojicu realnych ¢&isel u, v, w splhajicich u? + v? + w? = 3 vsak plati

(u® =1)? + (v* = 1)? + (w* = 1) 20,
u4+v4+w4+3§2(u2+v2—|—w2):6,
ut 4+ vt +wt > 3,

¢o je po substiticii u = x — 2, v = y — 2, w = z — 2 ekvivalentné s dokazovanym
tvrdenim. Rovnost zrejme nastava, ked u? = v? = w? = 1, z ¢oho dostaneme rovnaké
trojice ako v prvom rieseni.

Uloha T-2.

Vysetrime dva pripady.

Ak vsetky tri rovnice maju jeden spolo¢ny koren xp, tak

z] +ar; +b=0, (1)
z3 +bry +c =0, (2)
224 cry+a=0. (3)

Potom kombinaciou rovnosti ((1) — (2)) + (z1 — 1)((1) — (3)) a upravou dostaneme

(22 — 21 +1)(a —c) =0,
¢o vzhladom na nenulovost kvadratického vyrazu 3 — x1 + 1 (so zdpornym diskrimi-
nantom) znamend a = c. Pomocou cyklickej zdmeny dostaneme ¢ = b = a, a aby mali
kazdé dve z troch totoznych kvadratickych rovnic z? + ax + a prave jedno spolo¢né
rieSenie, musia mat dvojnasobny koreni. Odtial a? —4a = 0, teda a = b = ¢ = 0 alebo
a=0b=c=4,z ¢ho a’®+b*+ c® = 0, resp. 48.
Druhy pripad, kedy jedna rovnica ma korene x1, x2, druhé rovnica ma korene x5, x3
a tretia x1, x3 (priom vsSetky tri korene s rézne, inak by sme mali predosly pripad)
sa vySetruje uz o nieo komplikovanejsie. Treba sa prirodzene zaoberat koeficientmi
polynému
(22 4 azx + b) (2 + bz + ¢) (2 + cx + a), (4)
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o ktorom vieme, zZe ma tri dvojnasobné nulové body a teda tvar
(¢ — pa® + gz — 1), (5)
pricom navyse z Vietovych vztahov pre péovodné polynémy vyplyva
2p=2(x1+ 22+ 23) =—(a+b+c) =—(r122 + 2223 + T123) = —¢, (6)

Ak oznac¢ime a + b+ c = e, ab+ bc + ca = f, abc = g, tak roznasobenim totoznych
polynémov (4) a (5) a porovnanim ich koeficientov pri mocninich z°, z%, 23 a 2°

dostaneme postupne

e=-2p, e+f=p—4p, E—frg=4p*-2r, g=12 (7)

Koeficienty pri 22 a z sice nie st symetrické v premennych a, b, ¢ (a nedaju sa teda

vyjadrit pomocou e, f, g), ale ich sucet symetricky je, teda porovnanim po uprave
dostaneme
f+ef —3g = 4p® + 6pr. (8)

Spojenim (6), (7) a (8) dostavame sustavu Siestich rovnic o Siestich neznamych p, ¢, ,
e, f, g. T mozeme riesit viacerymi roznymi spéosobmi. Napriklad z prvych dvoch rovnic
mame ¢ = —2p, e = —2p, teda po dosadeni do tretej ziskame f = p? — 2p. Z piatej
rovnice mame priamo g = r?, teda za vsetky premenné ¢, e, f, g vieme do Stvrtej
a Siestej rovnice dosadit vyrazy zapisané len premennymi p, r. Po Uprave dostaneme
rovnice

(p—1)2=(r+1)2, —2p% + p? — 2p — 6pr — 3r2 = 0.

Ak p—1 = r+1, dosadenim r = p—2 do poslednej rovnice dostaneme rovnicu (p+6)(p—
—1)2 = 0. Ak naopak p—1 = —(r+1), dosadenim 7 = —p dostaneme p(p—1)? = 0. Ak
p = —6, dostaneme r = —8, ¢ = 12, teda polyném v (5) by bol rovny (z + 2)¢ a nemal
by tri rézne korene. Rovnako nevyhovuje p = 0, kedy by uvedeny polyném vysiel 2.
Jedinou moznostou je p = 1, odkial r = -1, ¢ = -2, e = =2, f = —1, g = 1 a polyném
v (5) ma tvar

(23 — 2% — 2z +1)2 (9)

Lahko moZno nahliadnut, Ze tento polyném mé tri rozne redlne dvojnasobné korene
(leziace postupne vnutri intervalov (—2,—1), (0, 1), (1,2)). U% len dopoc¢itame a® + b* +
+c?=e2—-2f=6.

Odpoved. Uvedeny vyraz moze nadobudat hodnoty 0, 6 a 48.

Pozndmka. Pre spravne rieSenie treba este zddvodnit, ze k trojici korenov (x1,x2,3)

polynému (9) skutocne prislichaji tri kvadratické rovnice s koeficientmi ako v zadani.
Tento technicky krok vynechame.

Uloha T-3.
Krajné hodnoty 0 a n sa nedaji nijako zotriet a hravo vyskuSame, Ze

91)=9(2)=2, ¢(3)=3, g(4)=2
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Technika zotierania pouzitd pre n = 4 sa da rozsirif na vSetky n = 2%, preto tiez
g(2%) = 2 pre vSetky prirodzené ¢isla a.

Majme teraz m, ktoré nie je mocninou dvojky a teda 2¢ < n < 2%t! pre nejaké
prirodzené a. Predstavme si, ze by na konci ostali tiez len dve c¢isla. Pri spétnej
rekonstrukeii (t. j. priddvanim aritmetického priemeru niektorych dvoch ¢isel na tabuli)
vieme v Tubovolnom kroku skonstruovat iba ¢islo tvaru tn/2%, pricom ¢t a k > 1 st
prirodzené ¢isla. Teda nikdy by takto nevzniklo ¢islo 1 (ked n nie je mocninou dvoch,
ani ziadny jeho nasobok fiou neméze byt), ¢o je sporS.

Naopak, existuje postup zotierania najskor ¢isel n — 1, n — 2 a tak dalej az po 2% + 1
(¢islo n — i je aritmetickym priemerom ¢isel n a n — 2i), na ktory sa da nadviazat skor
spomenutou technikou zotierania vsetkych ¢isel medzi 0 a 2. Na tabuli potom zostant
len tri ¢isla 0, 2%, n. Preto ak n nie je mocninou dvojky, tak g(n) = 3.

Uloha T-4.

Predvedieme jeden priklad ofarbenia plochy k X k (pre velké neparne k) troma nesuvis-
Iymi farbami 1, 2, 3. Do vSetkych policok napiseme pre zaciatok 0. Vyberieme si dva
susediace stlpce, napriklad druhy a treti. Do policka (2, k) pripoc¢itame 1, do policka
(3,1) zase 2. Teraz do vSetkych poli¢ok dosiahnutelnych fahom damy z policka (2, k),
okrem tohto policka samotného, pripocitame 2. Podobne do vSetkych policok dosiahnu-
telnych fahom damy z policka (3,1), okrem tohto policka samotného, pripoc¢itame 1.
V tabulke je zndzornena situécia pre k = 9.

21113|12|12(12|2|2|2
212|3

211|2 1
2|1 2 1
2|1 1

2|1 112

11211 1 2
3111 2
113|2|1j1(1]|1|1]|1

Vsimnime si, Ze pre neparne k maja policka (2, k) a (3,1) rozne povodné ,Sachovni-
cové“ farby. Preto len 4 policka vo vybranjch dvoch stipcoch maji farbu 142 = 3. St
to (2,1), (2,2) a (3,k), (3,k —1). Pre dostato¢ne velké neparne k su tieto dva stuvislé
pary vzajomne nesuvislé. Do polic¢ok, kde este stile ostala 0, mozeme teraz vpisat
Tubovolné z ¢isel 1 a 2. Policka (2,k) a (3,1) ostant ,izolované“ od ostatnych poli¢ok
svojej farby. Tato technika ofarbovania troma farbami sa dokonca dé polahky rozsirit
na parne dostatocne velké k zvolenim ,izolovanych® polic¢ok (2,k) a (4,1). Preto n je
mensie ako 3.

V druhej ¢asti rieSenia naznac¢ime dokaz, ze pre kazda plochu k x m je v lubovolnom
jej dvojfarebnom ofarbeni aspon jedna z farieb siivisla. Pouzijeme matematickt indukciu
vzhladom na stcet rozmerov k + m. Prvy indukény krok je trividlny.

% Formalne mozno pouzit na dékaz matematicki indukciu.



3. STREDOEUROPSKA MATEMATICKA OLYMPIADA, RIESENIA 119

V druhom kroku predpokladajme, Ze tvrdenie je pravdivé pre Tubovolni plochu &’ x
x m’ spliiajucu k' +m’ < k + m. Uvazujme Iubovolné ofarbenie plochy S s rozmermi
k x m dvoma farbami, napr. ¢ervenou a modrou. Oznac¢me S, S, resp. Ss plochy,
ktoré dostaneme z S odstranenim prvého stipca, posledného stipca, resp. posledného
riadka. Podla indukéného predpokladu a Dirichletovho principu niektoré dve plochy S;,
S; maju suvisli rovnaka farbu, napr. ¢ervent. Oznaéme Ay = S; N S;, 41 = 5;\ S;
a AQ = S@ \ S je

Lahko moZno dokézat pravdivost nasledujucich troch pozorovani:

(1) Ak celd mnozina Aj je jednofarebna, napr. modra, tak modra farba je stvisla
v celej S.

(2) Ak v Ag existuje Cervené policko, tak cervend je stvisla v celej mnozine S; U S;.

(3) Ak mnozina A; U As je jednofarebnd, napr. modra, tak modra farba je suvisla
v celej S.

Predpokladajme sporom, Ze v S nie je ani jedna farba suvisld. Potom podla (1)
existuje v Ay ¢ervené policko. Mozu nastat dve moznosti. Ak S = S;US; (t.]. ak {i,j} =
= {1,2}), tak podla (2) je v S suvisla ¢ervena farba, ¢o je spor. V opac¢nom pripade
tvori mnozina S; U S; celd S okrem jedného rohového policka. Jedinou moznostou, ako
najst nestavislé cervené policka v S, je ofarbit ¢ervenou uvedené rohové policko a cely
zvysok stipca a riadka obsahujtceho toto poli¢ko ofarbif modrou. Potom je vSak podla
(5) suvisla modra farba, ¢o je opit spor.

Odpoved. Najvicsie hfadané ¢islo je n = 2.

Uloha T-5.

Ak vezmeme bod F na polpriamke AB taky, ze |BC| = |BF| = |FC|, dostaneme
rovnoramenny lichobeznik, ktorého opisand kruznica je zaroven opisanou kruznicou
trojuholnika ADC'. Preto tento bod F' bude zhodny s bodom K. Analogicky ak vezmeme

D C

Obr. 49
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bod G na polpriamke BC' taky, ze |GB| = |GA| = |BA]|, zistime, Ze bude zhodny
s bodom L. Preto |AC| = |K L|, kedZze st symetrické podla osi uhla C BK (alebo uhla
ABL).

Z tetivového stvoruholnika APCD mame

|LAPC| = 180° — |£ADC| = 180° — 120° = 60°.

Uvazujme zobrazenie Z, ktoré vznikne zloZenim kruznicovej inverzie podla kruZnice

so stredom B a polomerom /|BA|-|BK| = \/|BL|-|BC| a stredovej simernosti so

stredom B. V tomto zobrazeni sa body K, L zobrazia postupne na A, C. NavysSe
z mocnosti bodu B mame |BA|-|BK| = |BD|-|BP| atiez |BL|-|BC|=|BE|-|BM|,
¢ize Z(D) = P a Z(E) = M. KedZe obrazy bodov A, C, E st K, L, M a z vlastnosti
inverzie obraz kazdej priamky neprechadzajicej cez B je kruznica prechadzajica cez
B, stvoruholnik BLM K je tetivovy. Preto

|LKML| = 180° — |£KBL| = 180° — 120° = 60°.
Dalej méme (obr. 49)
\L{LKM|=|{LBM| = |{DBC| = |{ADP| = |{ACP].

Preto trojuholniky APC', LM K st podobné a vzhladom na fakt |AC| = |LK| dokazany
v tvode musia byt zhodné.

Uloha T-6.
Ak N je obraz bodu A v osovej stimernosti podla DE, potom

|{CDN| =|{CDA| — |{ADN| = 2|4EDF| — 2|{EDN| = 2|4 FDN|

a [IND| = |AD| = |CD|. Takze N je zarovenn obrazom bodu C v osovej simernosti
podla DF'. Teda trojuholniky ADE a N DFE st zhodné, rovnako aj trojuholniky CDF'
a NDF'. Preto

|{END| + |£DNF| = |{EAD| + |{DCF| = |{BAD| + |£DCB| = 180°,
¢ize N lezi na usecke EF (obr.50).

Obr. 50
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Pouzime oznacenie d(X,Y Z) pre vzdialenost bodu X od priamky Y Z. Potom
d(D, BE) = d(D, AE) = d(D, NE) = d(D, FN) = d(D, FC) = d(D, FB),

pricom druhé a predposlednd rovnost su dosledkom spomenutych zhodnosti trojuholni-
kov. VSimnime si, ze bod D lezi v rovnakej vzdialenosti od troch priamok obsahujtcich
strany trojuholnika BEF' a je teda stredom pripisanej kruznice trojuholnika BEF'.
Preto pripisané kruznica sa dotyka tsecky FF' v bode K.

Obr. 51

Z vlastnosti vpisanej a pripisanej kruznice vyplyva, ze vpisana kruznica trojuholnika
BEF sa dotyka tisecky EF v bode L (sta¢i si spomentit na vyjadrenie dzok tsekov od
vrcholov trojuholnika k dotykovym bodom vpisanej, resp. pripisanej kruznice). Nech P
je obraz bodu K v stredovej simernosti so stredom v bode D (obr. 51). Rovnolahlost so
stredom v bode B, ktora zobrazi vpisani kruznicu trojuholnika BEF' na jeho pripisant
kruznicu, zobrazi L na P, a teda body B, L, P lezia na jednej priamke. Teraz uz
dokazované tvrdenie vyplyva z rovnobeznosti DM a PL, ktora je trivialnym dosledkom
rovnosti pomerov |KL|: |KM|=|KP|:|DP|=2.

Uloha T-7.

Ak je dvojica (m,n) rieSenim, st nim aj dvojice (n,m), (—m, —n) a (—n,—m). Pre n =
= 0 dostaneme rovnicu m* = m? s rieSeniami m € {—1,0,1}. Zo symetrickosti rieSenia
vyplyva, Ze rieSenim je pit dvojic

(n,m) € {(0,-1),(-1,0),(0,0),(0,1),(1,0)}.

.....

prava, ¢o dava silné tusenie neexistencie takéhoto riesenia. Forméalny dokaz spravnosti
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tohto tusenia moéze vyzeraf napriklad takto: Bez ujmy na vSeobecnosti nech 0 < n < m,
potom na zaklade rovnice platia aj nerovnosti

(m+1D* < (m+n)* =m?*n? + (m+n)? + 4mn < m* + 8m?,
4m3 + 6m? + 4m + 1 < 8m?,
2m?(2m — 1) < 0.

Pre Tubovolné prirodzené ¢islo m je toto spor, preto rieSenim nie je Ziadna dvojica
kladnych cisel. Navyse analogicky ani ziadna dvojica zapornych cisel.
Preto bez ujmy na vSeobecnosti nech n = —k je zaporné a 0 < k < m. Potom

(m — k)t = m?k* + m?® + k? — 6mk,
m* — 4m3k + 5m2k? — damk® + k* = m? — 6mk + k2,
(m? — mk + k) (m? — 3mk + k*) = m?* — 6mk + k?,
(m? — mk 4+ k%) (m? — 3mk + k%> — 1) = —5mk

a zaroven (m? — mk + k% — 1)(m? — 3mk + k?) = —3mk.

Odtial
(m? — mk + k?) | 5bmk a (m?* — 3mk + k?) | 3mk.

Nech nsd(m, k) =d a k = da, m = db (pricom a,b > 0), potom
(b* —ba+a*) |5ba a (b —3ba+a?) | 3ba.

Ale
nsd(b® — ba + a?,b) = 1 a nsd(b® — ba + a?,a) = 1,

¢o je ekvivalentné s nsd(b® — ba + a?,ba) = 1, preto
b> —ba +a* € {1,5}.

Ak b? — ba + a®> = 1 a pozrieme sa na to ako na kvadraticka rovnicu s neznamou a,
diskriminant 4 — 3b? je §tvorcom prirodzeného éisla len pre b = 1. Odtial sa polahky
dopocitaju riesenia

(n7 m) S {(27 _2)7 (_2’ 2)}
Ak b? — ba + a? = 5, diskriminant 20 — 3b? nie je $tvorcom prirodzeného &isla nikdy.
Celociselnym riesenim rovnice je teda sedmica uz spomenutych dvojic.

Poznamka. Druhu ,vetvu“ s vyrazom 3mk na pravej strane sme v rieSeni nepotrebovali.
Ak by sme ju pouzili v analogickom postupe, museli by sme pre vyraz b?> — 3ba + a?
preverovat az styri hodnoty +1, +3. Pri vyraze b*> — ba + a? sme hodnoty —1, —5
preverovat nemuseli, lebo b% +a? > 2ab, t.j. b> —ab+a? > 0. Okrem toho, diskriminant
by pre niektor rovnicu b? —3ba+a? = +1, resp. +3, mohol byt §tvorcom pre nekoneéne
vela hodnot b.
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Inou moznostou je skombinovat obe vetvy a riesit sustavy b2 —ba+a? = p, b*> —3ba+
+a? = gprep € {1,5}, g € {£1,+3}. Tym sa moZno vyhntt tivaham o diskriminantoch,
kedze kazda zo stustav je Tahké v obore celych ¢isel vyriesif (napr. po odéitani rovnic
priamo dostaneme hodnotu st¢inu ab).

Uloha T-8.

Lahko nahliadneme, Ze x = 2 a y + z = 1. Uvazujic nad danou rovnicou v zvyskovych
triedach dostaneme 1 = (—1)¥ (mod 4), preto y musi byt parne. Podobne ak y > 0, tak
(—=1)* +2 =0 (mod 3), ¢ize = je parne. Ak z > 0, mame 2 — 1 = 0 (mod 5), ¢o pre
x znamend delitelnost $tyrmi. Ale aspori jedno z dvojice y, z je kladné, a teda x musi
byt tak ¢i onak parne. Nech x = 2t a y = 2u. Potom

27 42009 = 2% € {1,2,4} (mod 7),
3Y5* =9%(—2)* € {3,5,6} (mod 7) pre neparne z.

Preto z je parne a z = 2v. Rovnicu teraz mozno prepisat na tvar
2009 = (3“5” — 2%)(3“5" + 2°).

Existuje vSak len jedna dvojica ¢isel, ktorych sucin je 2009 a ich rozdiel je mocninou
dvoch (t.j. 2¢71): 41 a 49. Z toho uZ polahky dopoéitame jediné riesenie






Korespondencny seminar SKMO

Koresponden¢ny seminar Slovenskej komisie Matematickej olympiady (KSSKMO)
vznikol pred vyse 30 rokmi ako jeden z prvych matematickych korespondencnych
seminarov (vtedy eSte ako ¢eskoslovensky seminar) preto, aby bolo umoznené venovat
individuédlnu starostlivost aj tym Studentom, ktori nenavstevovali triedy so zameranim
na matematiku. Ulohy tohto seminara svojou naroénosfou prevysuju akikolvek inti
matematicki sitaz na Slovensku pre stredoskolakov, seminéar je preto dolezitou stucastou
pripravy aj na medzinarodni matematicktl olympiadu.

Pocas svojej existencie presiel seminar viacerymi zmenami. Po jednoroc¢nej prestavke
v 52.ro¢niku MO jeho organizovanie prebrali vedici koreSponden¢ného seminara KMS.
Odvtedy je KS SKMO jeho kategériou GAMA a KMS je oficidlnym semindrom SKMO.

KS SKMO ma kazdy rok Sest sérii — tri zimné prebiehajice od septembra do decembra
a tri letné prebiehajice od februara do méja. V kazdej sérii je zadanych 5 tloh.

Celkové poradie KS SKMO 2008/2009

1. Josef Tkadlec, 4. ro¢nik, Gymnazium J. Keplera, Praha, 172 bodov

2. Peter Csiba, 4.roénik, SpMNDaG Skalicks, Bratislava, 162 bodov

3. Filip Slddek, 3.ro¢nik, Gymnazium A. Bernoldka, Namestovo, 106 bodov
4. Jakub Konecny, 3.ro¢nik, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 86 bodov

Uvéadzame vSetky priklady tohto ro¢nika sufaze spolu s rieSeniami, ¢asto Student-
skymi. Priklady boli vyberané z narodnych olympiéd ¢i inych stfazi a z réznych zbierok
uloh.
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Zadania sataznych aloh KS SKMO

PRVA SERIA

Dané st nenulové celé ¢isla a, b, c také, ze aj

2 + b + < +

u=—-+-+—- a v=—+-+—

b ¢ a b a
st celé ¢isla. Dokazte, ze |a| = |b| = |c|. (Rusko, 1995)
Nech p(z) je polyném s celoéiselnymi koeficientmi a nech ¢, je ciferny stcet
¢isla p(n). Dokazte, ze v nekoneénej postupnosti ¢, ¢z, 3, . . . sa nejakd hodnota
vyskytne nekonecne velakrat. (Polsko, 1987)

Zistite, ¢i existuju funkcie f : R — R, g : R — R také, Ze pre kazdé realne ¢islo
x platia rovnosti

a) f(g(x)) =22, g(f(x))
b) fg(x)) =22, g(f(x))

$%
xT".

(Ukrajina, 1998)

Postupnost {a;}$°, je definovana nasledovne:

ap =1,

a2::2,

as 2224,

6a2_ a,_3 — 8a,_1a>_
a, = —n-1n=s nolTn=2 e n > 3.
Gp—20n_-3

Dokéazte, ze n deli a,, pre kazdé prirodzené ¢islo n. (Putnam, 1999)

Najdite rozdelenie pravouhlého trojuholnika so stranami 3, 4, 5 na Styri Casti
s najmensim moznym priemerom. Priemer rozdelenia definujeme ako maximum
zo vzdialenosti medzi bodmi patriacimi do tej istej casti. Napriklad rozdelenie
strednymi prieckami ma priemer 5/2. (Putnam, 1997)
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DRUHA SERIA

N3jdite vSetky prvoéisla p, pre ktoré existuju kladné celé ¢isla n, z, y splhajice
rovnost
pn — 1’3 + y3‘
(Madarsko, 2000)

Nech d(n) oznacuje pocet kladnych delitelov ¢isla n?+n+1, kde n je prirodzené
¢islo. Dokézte, Ze nerovnost

d(n) = d(n +1)

plati pre nekone¢ne vela roznych prirodzenych ¢isel n.  (Juznd Kdrea, 2005)

Kizelnici Mifo a Mazo si pripravili malé vystiupenie. Na zac¢iatku je v miestnosti
s divakmi len Mazo. Divéaci ulozia n minci do Tubovolnej postupnosti znakov
a hlav a vyberu si jedno ¢islo z mnoziny {1,2,... ,n}. Mazo potom oto¢i prave
jednu mincu naopak a zavolda Mita zo zakulisia, ktory sa z rozloZenia minci
snazi uhadnut, aké ¢islo si divaci vybrali.

a) Dokézte, ze ak sa toto kuzlo da spravit pre ny a ns, potom sa da spravit

aj pre nins.
b) Najdite vSetky n, pre ktoré sa toto kuzlo da spravit.  (Mathlinks, 2008)

Stred opisanej kruznice trojuholnika ABC' oznac¢me O. Priamka prechadzajtca

bodom O pretina vnutra stran AB a AC v bodoch M a N. Ozna¢me S a R

stredy tseciek BN a C'M. Dokéazte, ze uhly ROS a BAC' st rovnaké.
(Mathlinks, 2004)

Galéria moderného umenia méa tvar n-uholnika (nie nutne konvexného). Vede-
nie galérie sa v nej rozhodlo rozostavit niekolko statickych kamier so zornym
uhlom 360 stupnov. Kolko najmenej (v zavislosti od n) kamier potrebujeme,
aby sme urcite vedeli ustrazit cela galériu?

TRETIA SERIA

Ukézte, Ze existuje redlne ¢islo ¢ > 1 také, ze ak prirodzené ¢éisla m, n spliiajt
m/n < /7, potom Tn? —m? 2> c. Zistite tiez, aké najvicsie moze byt také c.
(Svédsko, 1988)

V Zaboviciach sa uskutoc¢nil turnaj, ktorého sa ztcastnilo n hracov. Kazdy
hral s kazdym prave jeden zapas v zabosachu, pricom zapas vzdy skoncil vyhrou
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jedného z hracov. Dokazte, ze nech turnaj dopadol akokolvek, vzdy musi nastat
jeden z dvoch nasledujicich pripadov. Bud mozme hracov rozdelit do dvoch
neprazdnych skupin A, B tak, Ze kazdy hrac¢ z A vyhral nad kazdym hracom
z B alebo vieme hracov oznacit Py, Ps,..., P, tak, ze P; vyhral nad P, P,
vyhral nad Ps, ..., P,_1 vyhral nad P,, P, vyhral na P;. (Polsko, 1990)

Nech ay,as,...,a, je postupnost celych ¢isel také, Ze kazda jej neprazdna
podpostupnost mé nenulovy stcet. Rozdelte mnozinu prirodzenych ¢isel na
kone¢ne vela mnozin tak, aby pre Iubovolné x1,xs,... ,x, z tej iste] mnoziny
bol vyraz a1z + asxs + ... + a,x, nenulovy. (Rakiisko-Polsko, 1990)

Dokézte, Ze pre nezaporné realne ¢isla x, vy, z, ktoré spliaji rovnost x + y +
+ z =1, plati

25 (-2’ +(1— )+ (1— 222 < L+ ) (L +y)(L+2).

(Rakiisko-Polsko, 2000)

Ondro a Fera¢ maju nekone¢nii Sachovnicu a hravaja na nej nasledovnia hru.
Kazdy hra¢ ovlada jedného jazdca, Ondrejov zacina na policku (0,0), Feracov
na (X,Y). Hraci sa striedaja v fahoch, prvy fahd Feraé. V jednom tahu je
dovolené spravit fubovolny (nenulovy) pocet normélnych sachovych krokov pre
jazdca, vSetky vSak musia byt presne v tom istom smere a vzajomné euklidovskéa
vzdialenost medzi oboma jazdcami sa musi kazdym krokom zmens$it. Hrac
prehra vtedy, ked nemoze spravit ziadny krok. Predpokladajte, Ze obaja hraci
hraji optiméalne. Kto vyhra? (TopCoder, 2008)

STVRTA SERIA

Bus mé rad modré skrinky. V kazdej modrej skrinke sa nachadza niekolko
roznych prirodzenych ¢isel. Bus povazuje modru skrinku za $pecidlnu, ak z nej
vieme vybrat Sest prirodzenych ¢isel, ktorych stucet je delitelny Siestimi.
a) Najdite takt modra skrinku, Ze obsahuje desat ¢isel a nie je $pecidlna.
b) Ukazte, ze kazda modra skrinka s jedenastimi ¢islami je Specidlna.
(Velka Britania, 2000)

Ista organizacia mé n ¢lenov a n + 1 trojélennych vyborov (n = 5), z ktorych
ziadne dva nemaju troch rovnakych ¢lenov. Dokézte, ze vzdy vieme néjst
dvojicu vyborov, ktoré maji spolo¢ného prave jedného c¢lena.

Do stvorcekov nekonecného stvorcéekového papiera si1 vpisané realne c¢isla. Dané
su dve Sablony zlozené z konecného poctu stvorcekov. Tieto Sablony mozeme
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postvat pozdlz &iar na Stvoréekovom papieri, nemenime vsak ich orientaciu.
Vieme, ze ak prva Sablénu prilozime na Iubovolné miesto, sicet ¢isel na polic-
kach, ktoré zakryva, bude kladny. Dokazte, Ze existuje také umiestnenie druhej
sablény, zZe sucet cisel na polickach, ktoré zakryva, je tiez kladny.

(KS SKMO, 1996)

Do polynému 219 + agz? + agz® + - - - + a1z + 1 dvaja hraéi striedavo dopliiaju
realne koeficienty. Ak nakoniec polyném nemé Ziadny redlny koren, vyhrava
prvy hrac¢. Inak vyhrad druhy hrac¢. Pre ktorého hraca existuje vyhravajica
stratégia? Popiste ju. (Prvy hrac¢ zacina.)

Na zjazde matematikov sa stretlo 12k tcastnikov a kazdy z nich sa pozdravil
s prave 3k + 6 inymi matematikmi. Pre kazda dvojicu ztcastnenych je pocet
Tudi, ktori pozdravili oboch, rovnaky. Kolko Tudi sa stretlo na zjazde? (Pozdra-
venie je symetrické.) Pre tento pocet popiste pripad, kedy téato situdcia nastéava.

(KS SKMO, 1996)

PI1ATA SERIA

Nech ABC' je rovnoramenny pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vr-
chole A. Body M a N su také vnutorné body tsecky BC, ze |[AMAN| = 45°.
KruzZnica opisana trojuholniku AM N pretina postupne AB a AC v bodoch P
a Q. Dokézte, ze |BP| + |CQ| = |PQ). (Mathlinks)

Nech ABC je trojuholnik a nech D je priese¢nik dotyc¢nice ku kruznici opisanej
trojuholniku ABC' v bode A a priamky BC'. Nech F je priesecnik kolmice na
BC v bode B a osi strany BA. Nech F' je priese¢nik kolmice na BC' v bode C'
a osi strany C'A. Dokazte, ze body D, E a F lezia na jednej priamke.
(Mathlinks)

Definujme funkciu f : N — N pomocou nasledovnej rekurencie. Nech f(1) =1
a f(n+1) je najvicsie také m, Ze existuje aritmetickd postupnost prirodzenych
Cisel

ap < ag << Qup=n
taka, ze

flar) = flaz) = -+ = f(am).

Dokézte, Ze potom existuju prirodzené éisla a, b také, Ze plati f(an+b) = n+2
pre kazdé prirodzené n. (KS SKMO, 1996)

Nech ABCD je konvexny stvoruholnik. Body P, @) lezia postupne na useckach
BC, DC tak, ze | BAP| = |£DAQ)|. Dokazte, ze trojuholniky ABP a ADQ
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maju rovnaky obsah préave vtedy, ked priamka prechadzajtca cez ich ortocentra
je kolma na AC. (Irén, 2004)

Sachova figirka princ sa méze pohybovat vodorovne alebo zvislo, vzdy prave o
jedno poli¢ko. Princom preskaceme vSetky policka Sachovnice 8 x 8 (na kazdé
sko¢ime prave raz) a skon¢ime na policku, z ktorého sme zacinali. Moze sa stat,
7e pocet horizontalnych a vertikdlnych skokov bude rovnaky? (Svédsko, 2003)

SIESTA SERIA

Najdite vsetky funkcie f : R — R také, ze pre vSetky redlne cisla x a y plati

flaf(@) + f(y) = (f(2))* +.

(Macedonsko)

V rovine sa $tyri nerozlisSitelné kusky plasteliny, ktoré mozeme prestuvat len
nasledujicim sposobom. Kisok méZzeme presuntt do novej pozicie, ak sa presne
v strede medzi po6vodnou a novou poziciou nachadza nejaky iny kasok plasteliny.
Na zaciatku su jednotlivé kusky na bodoch so suradnicami (0,0), (0,1), (1,0),
(1,1). Vieme po koneénom pocte presunuti kiskov plasteliny dostat kisky na
body so stradnicami (0,0), (1,1), (3,0), (2,—1)7 (Nemecko, 2008)

Sachovnica rozmerov 100 x 100 je zafarben4 4 farbami tak, ze v kazdom riadku
a v kazdom stlpci je presne 25 poli¢ok kazdej farby. Dokazte, Ze v nej existujt
Styri poli¢ka navzajom roznych farieb, ktoré tvoria obdiznik so stranami rov-
nobeznymi s okrajom Sachovnice.

Pre n > 1 oznacme p(n) najvicsie prvocislo, ktoré deli n. Dokézte, Ze existuje
nekonecne vela prirodzenych ¢isel n spliajicich

p(n) <pn+1) <p(n+2).

(Brazilia, 1995)

Dokézte, Ze pre x,y,z > 0, ktoré splhaja = + y + z = 1, plati

1 n 1 N 1 >13
22+y Yy 4z 224z 2

(Mathlinks, 2007)
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RieSenia sitaznych dloh KS SKMO

PRVA SERIA

1.1

Majme d¢isla a, b, ¢ a ozna¢me d ich najvicsi spolo¢ny delitel. Hodnota vyrazov u a v
sa nezmeni, ak do nich namiesto a, b, ¢ dosadime a/d, b/d, ¢/d. Tato nova trojica
mé najmensi spolo¢ny delitel rovny 1 a ak pre nu dokdzeme |a/d| = |b/d| = |c/d|,
tak bude platit aj |a| = |b| = |¢|. Takze sa vratme k pévodnému oznaceniu a, b, ¢
a predpokladajme, Ze nsd(a,b,c) = 1. Vyrazy u a v moézeme upravit na zlomkovy tvar

a b ¢ aPc+b2a+cAb
U=-4+-4+-=

b ¢ a abe

a ¢ b a?b + b%c + a
v=—+-4+-= .

c b a abce

KedZe u a v su celé ¢isla, ¢itatel musi delit menovatel, t.j. abc deli a?b + b%c + c2a.
Preto aj a deli a?b+ b%c + c2a, a kedze a | a®b + c?a, musi platit aj a | b>c. Podobnymi
tvahami dostaneme spolu Sest delitelnosti

al|c®b, blad’c, c|ba,

a|b’c, bl|ca, c|a®b.

Teraz rozoberieme dve moznosti, podla toho, ¢i spomedzi a, b, ¢ vieme alebo nevieme
vybrat nestdelitelni dvojicu.

Najprv rozoberieme pripad, ked niektoré dve ¢isla z trojice a, b, ¢ st nesudelitelné.
Bez ujmy na vseobecnosti nech najviicsi spoloény delitel ¢isel a a b je 1. Potom z a | b%c
ab| a?c vyplyva, ze a | c a b | c. Cisla a a b st vSak nestdelitelné, teda musi platit
ab | c. Inymi slovami, existuje celé ¢islo k také, ze ¢ = kab. Potom z vyrokov c | a?b,
c| b%a vieme, 7e k | a, k | b, o kvoli nestdelitelnosti a, b implikuje |k| = 1. Takze musi
platit |c| = |ab| a do vyrazu u mézeme dosadit ¢ = +ab, ¢o nadm povie, Ze

a b . +ab @’ +b L
u = — =
b +ab a ab
je celé ¢islo. To ale znamend, ze a | b aj b | a a preto |a| = |b| =1 = |ab| = |c| a to sme

chceli dokazat.

Teraz rozoberieme moznost, ked kazda dvojica ¢isel z trojice a, b, ¢ ma spoloéného
po dvoch nesudelitelné (ak by neboli, tak by a, b, ¢ boli sudelitelné). Cisla a, b, ¢ vieme
tym padom napisat ako a = xkm, b = ykl, ¢ = zlm pre nejaké celé Cisla x, y, z. Teraz
dokazeme, ze |z| = |y| = |z| = 1. Vyrok a | b*c vieme prepisat ako xkm | (ykl)?zlm, po
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zjednoduseni z | y2zki®. Cislo z je nestdelitelné s [ (inak by nsd(a, b,c) # 1) a tiez aj
s y a z (inak by sme mali spor s vyberom k, [, m). Preto to vieme zjednodusit na z | m.
Z vyroku a | bc? zase dostaneme x | k, ¢o dokopy s x | m znamend |z| = 1. Analogicky
dostaneme |y| = |z| = 1. Vyrazy u a v su pre trojicu a, b, ¢ rovnaké ako pre trojicu
m/y, l/x, k/z. Tieto ¢isla s ale po dvoch nesudelitelné, a preto podla prvého pripadu
vieme povedat

l

X

k

m
Yy z

Z toho opit dostavame |a| = |b] = |c¢| = 1.

Iné riesenie. (Podla Josefa Tkadleca.) Zavedme substiticiu x = a/b, y = b/c, z = c/a.
Cisla z, y, z st potom racionéalne. Polyném p(t) = t3 — ut? 4+ vt — 1 mé korene z, y, 2,
pretoze su splnené Vietove vztahy:

U=x+y-+=z,
1 1 1 (1 1 1)
V=—F+-—F+-—=(-+—-+—-|ryz =2y +yz + 22,
r Yy =z rT Yy =z
1 =2zy=.

Ak racionalne korene polynému p(t) vyjadrime ako zlomky v zdkladnom tvare, tak musi
platit, ze citatel tohto zlomku deli absolutny ¢len polynému p(t), t.j. —1, a menovatel
deli koeficient pri vedicom ¢lene polynému p(t), t.j. 1. Teda citatele aj menovatele
tychto zlomkov musia byt 1 alebo —1, a preto |z| = |y| = |z| = 1. Z toho uZz nutne
vyplyva |a| = [b] = |c|.

1.2

Ked prvykrat vidime tato tlohu, moze sa nam zdat, Ze to urdite nemoze platit. Ked
totiz vezmeme Iubovolny nekonstantny polyném, jeho hodnoty budid ¢asom rast do
nekone¢na (alebo minus nekone¢na), a velké hodnoty maji obvykle velky ciferny sucet.
Skisme teda zacat hladanim protiprikladu.

Pre konstantné polynémy p(x) = k tvrdenie plati, hodnoty ¢,, si totiz vSetky rovné
cifernému suctu ¢isla k. Vezmime linearny polyném p(x) = x. Mohlo by sa stat, ze
nekoneéne vela z ¢isel ¢q,co,c3,... bude rovnakych? Po chvilke premyslania prideme
na to, ze mohlo. Plati totiz

C1 = 17
cio =1,
c100 = 1,
c1000 = 1,

Presne to isté plati aj pre fubovolny polyném tvaru p(z) = z¥. Potrebujeme preto
nejaky komplikovanejsi protipriklad. Vyberme nejaky skoro tiplne ndhodny polyndém,
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napriklad p(z) = 923 + 4122 + 5. S prekvapenim po chvili zistime, Ze aj pre tento
polyném funguje velmi podobny postup, budeme v8ak musiet zac¢at od x = 100:

p(100) = 9410005 = c100 = 19,
p(1000) = 9041 000 005 = c1000 = 19,
p(10 000) = 9004100000 005 =  C10000 = 19,

Malo by byt uz jasné, zZe to isté mozeme spravit pre fubovolny polyném s nezdpornymi
celoc¢iselnymi koeficientmi. Presnejsie povedané, pre polyném

p(z) = apx™ + ap_12" " 4 - + ag, a; €{0,1,2,3,...} pre vSetky i

vezmeme také k, aby a; < 10* pre kazdé i. Potom bude platit cigr = ciges1 =
= cjor+2 = ... Tento postup funguje tiez v pripade, ze su vSetky nenulové koeficienty
polynému p(z) zéporné. (Hodnota polynému bude zaporné ¢islo, ale ciferny sucet tejto
hodnoty bude rovnaky, ako keby boli vSetky koeficienty kladné.)

Potrebujeme uz vyriesit len pripad, ked maju niektoré z koeficientov polynému
navzajom rozne znamienka. Toto sa moze na prvy pohlad javit ako omnoho komplikova-
nejsia tloha, nie je tomu vSak tak. Predpokladajme, Ze veduci koeficient (t.]. koeficient
pri ¢lene s najvyssim exponentom) je kladny. (Opacny pripad sa riesi analogicky.)
Vsetky zaporné koeficienty polynému p(x) moézeme odstranit posunutim premennej
x o dostato¢ne velkt konstantu — ¢o to znamené sa opit najlahsie ukéze na priklade:

p(z) = 22% — 62 — 11,

p(z) =2((x — 5) +5)% —6((x —5) +5) — 11,

p(z) = 2(x — 5)% +20(z — 5) + 50 — 6(x — 5) — 30 — 11,
p(x) = 2(x — 5)* + 14(z — 5) + 9.

V skutocnosti sme s polynémom nespravili ni¢, iba ho zapisali v inom tvare. Délezité
vSak je, ze v tomto novom tvare sa pri ¢lenoch (x — 5)* objavujt len samé nezaporné
koeficienty, mozeme pouzit uz znamy postup — dosadif do p(z) hodnoty 102 + 5,
102 +5, 10* + 5, ... Zatial sme vSak uviedli len priklad, potrebujeme este dokazat,
ze kazdy polyndm sa da naozaj prepisat do takéhoto tvaru. Formalne by to bol dokaz
matematickou indukciou, najzaujimavejsi je indukény krok:

Nech je najvyssi élen so zapornym koeficientom —ayz* a nech je vedici ¢len nasho
polynému a,z™ (n > k, a > 0). Koeficienty a,,a,_1,... ,ar+1 st vietky nezaporné.
Posutime premenni x o ai tak, ako v predchadzajacom priklade. (Stacilo by aj o
menej, ale takto je to jednoduchsie.) Lahko mozno overit, ze koeficienty pri (z — ay)",
(r —ap)" %, ..., (x—ay)*T?! zostant aj nadalej nezaporné, dokonca kazdy z nich (okrem
a,) by sa mal oproti pévodnému koeficientu zvicsit. Koeficient pri (z — ay)* bude

—1
aj, :an(Z)aZ_k+an_1(n L )a’g_l_k+---—ak 2 an(Z>aZ_k—ak 2 ay —ag = 0.



134 58. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Zbavili sme sa teda zaporného koeficientu. Dalej mézeme pokracovat opakovanim tohto
postupu.

1.3

a) Predpokladajme, 7e také funkcie f a g existuji. Co o nich vieme povedat? Za¢nime
funkciou f. Z druhej rovnice lahko dostaneme, Ze je prosta. Ak totiz f(z) = f(y), potom

?=g(f(x) =9(f) =y> = z=y.

Prva rovnica nam o f prezradi, Ze nadobuda vsSetky kladné realne hodnoty. A ¢o
funkcia g7 Druha rovnica o nej hovori, ze nadobiida vsetky hodnoty z R. Z prvej rovnice
zase vieme, ze g je prostda na nezapornych redlnych cislach a taktiez na nekladnych
redlnych ¢islach (nie vSak na vSetkych naraz). Na tych mnozZindch plati

g(z)=gly) = 2*=[fg@)=rgw)=v" = z=y

Flo(f @) = f2(@),  fla(f(@) = fa),

podla toho, ktory predpoklad vyuzijeme. Posledny vzfah vieme napisat ako f2(z) —
— f(2®) = 0. Ak za x dosadime hodnoty —1, 0 a 1 (St to riesenia rovnice z = z3)
dostavame

fA(-1) = f(-1) =0,
£2(0) = f(0) =0,
(1) - f(1) =o.

Inak povedané, hodnoty f(—1), f(0) a f(1) st korene polynému 22 — z. To je polyném

druhého stuptia s dvoma korefimi a preto sa nejaké dve z tych hodnét musia rovnat.
To je ale v spore s prostostou funkcie f. Tym sme dokéazali, Ze vhodné funkcie f a g
nemozu existovat.

b) Aj v tomto pripade treba spravit analyzu vlastnosti f a g. Znovu mézeme Sikovne
poskladat funkcie f a g aby sme dostali

f@t) = flg(f(x))) = (), (1)
9(a*) = g(f(9(x))) = ¢ (). (2)
Teraz sa nam podobny spor ako v prvom pripade nepodari. TakZe zatial by také

funkcie mohli teoreticky existovat. Skiisme néajst funkcie f a g, ktoré by spliiali posledne
odvodené vztahy (1) a (2). Také funkcie existuju. Napriklad s to

f(.I‘) —e \ln|:1:|\7 g(.r) — elnsz.



KORESPONDENCNY SEMINAR SKMO, RIESENIA 135

Tie eSte nie st rieSenim, len maji vhodné vlastnosti. Staci ich vSak trochu upravit
a dostaneme Uplné riesenie, konkrétne

0 Tr = 07 O xr = O7
f(x) — 67 V |11’l|x|| |x| 6 (0’ 1), g(x) — 6711’12 ;[2 |x| E (0’ 1)’
e\/1n|m| |:L‘| z 1 eln2w2 ’.CI?‘ z 1.

V spravnom rieseni treba este overit, Ze tieto (resp. iné najdené) funkcie naozaj vyho-
vuji povodnému systému rovnic. Tato mechanick ¢innost nechame na citatela.

1.4

Zaujimavé vec, ktoru je fajn si v8§imat na podobnych rekurenciach je akési ,homo-
génnost“. Keby sme totiz v tom vyjadreni mali v8ade a namiesto roznych a;, tak po
vykrateni tam ostane prave nésobok a. Toto tak trosku napovedéa, Ze nemusi byt tplne
z1é skusit hrat sa s podielmi ¢lenov. Upravme dané vyjadrenie n-tého ¢lena nasledovne:

Qn Gp—2

Ap—1 Ap—2 apn—3

Urobme substiticiu b, _o = a,/a,—1. (Indexujeme to tak kvoli tomu, aby novéa postup-
nost zacinala prvkami by = as/a; = 2, by = az/ay = 12. Za chvilu uvidime, preco préave
tak.) Pre {b,}>2, vieme napisat rekurentny vztah

by, = 6b,_1 — 8by,_2.

Vieme nie¢o urobit s takymto rekurentnym vyjadrenim postupnosti? Teraz chvilku
nechajme na pokoji prvé hodnoty postupnosti a pozrime sa len na dany rekurentny
vztah. Ked mame taka jednoduchsiu postupnost, kde n-ty ¢len je vyjadreny len po-
mocou (n — 1)-ého, vieme vSeobecne n-ty ¢len napisat ako mocninu nejakého éisla.
Co tak skusif nieco podobné? Sktsme hladat explicitné vyjadrenie n-tého ¢lena nasej
rekurencie v tvare z". Potom musi platit

" = 633”_1 o 8.113”_2,

" %(2? — 6z +8) = 0.

Ak je  koretiom takto vzniknutej kvadratickej rovnice, bude 2™ spliat dany rekurentny
vztah. Ak mé dana rovnica korene dva, budi tento vztah spliiat oba a dokonca je
jasné, ze ho bude splihat aj Tubovolna ich linedrna kombinacia. A uZ sme ,doma;
mame predsa dva korene, cCize dva parametre a k nim prvé dva c¢leny postupnosti.
V nasom konkrétnom pripade je 1 = 2, xo = 4 a vSeobecné riesenie rekurencie je
b, = c1 - 2™ + co - 4". Hodnoty c; a ¢y ziskame zo ststavy rovnic

Cl—|—02:b():2,
201 —|—4CQ :bl =12.
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Dostaneme ¢; = —2 a ¢y = 4 a preto

bn—2 — 47171 o 2n717

Up = Qp_q1 - 2" 12" 1),

Ostéva uz len ukézat zadanu delitelnost. Kazdé ¢islo sa da napisat ako sucin nepér-
neho ¢isla a nejakej mocniny ¢isla 2 (n = 2° - r). Delitelnost mocninou dvojky vidime
rovno, uz teda len t4 neparna cast. PouZijeme vSeobecnejSiu verziu malej Fermatovej
vety, tzv. Eulerovu vetu. T4 tvrdi, ze | a®(") — 1 pre nsd(a,r) = 1, pricom ¢(r) je
pocet ¢isel mensich ako r nesudelitelnych s ¢islom r. Takze ked vztah pre a,, dosledne
rozpiSeme aZ po aq, dostaneme v sucine vsetky vyrazy tvaru 2 — 1 pre k < n, a tak
tam bude aj ziadané 2¢(") — 1. Uz to mame, 2° deli a,, aj r deli a,,, preto aj n deli a,.

1.5

(Podla Josefa Tkadleca.) Najprv spomenieme niekolko myslienok, ktoré je vhodné si
uvedomit, no rieSenie sa zaobide aj bez nich. Ak chceme lepsie rozdelenie ako uvadza
zadanie, malo by minimélne platit, Ze vrcholy A, B a C st v inych ¢astiach. Budeme mat
nejaké pracovné ¢islo r a budeme vytvaraf tri oblasti, ktoré budu obsahovat postupne
vrcholy A, B a C a budi mat priemer najviac r. Ked budeme r postupne zvic¢sovat,
tak sa priestor v trojuholniku, ktory nezahfname do tychto ¢asti, bude zmensovat, az
jeho priemer bude tiez r. Takto by sme teoreticky mohli dosiahnut optimélne rozdelenie
a minimalny priemer rozdelenia na $tyri casti. Vhodnym interpretovanim tychto idei sa
dé dospiet az k findlnemu elegantnému rieSeniu.

B

15

10

14

BER

C 135 Q T 7 Z 25 A

Obr. 52

Dlzky stran pre jednoduchost prendsobime ¢islom 13. Vyzna¢me body Y a Z ako
na obr.52, ¢ize bude platit |BY| = |[YZ| = |ZA| = 25 a vSetky ostatné vzajomné
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.....

v jednej zo Styroch Casti a preto minimalny priemer je aspon 25. Ukazeme, ze rozdelenie
s priemerom 25 existuje.

Na tsecke AB zvolme bod P tak, ze |AP| = 25 a na tsetke BC bod R tak, ze
|BR| = 25. Ozna¢me pismenom () stred usecky C'Z a S prieseénik RY a kolmice na C' A
z bodu Q. Dokazeme, ze vyhovuje rozdelenie na mnohouholniky BRY, CQSR, QZPY S
a ZAP. Ako ndjdeme maximalnu vzdialenost dvoch bodov pre mnohouholnik? Staci
ked budeme uvazovat len vzdialenosti medzi vrcholmi, teda dlzky stran a uhlopriec¢ok.
(V rieSeni to treba zdovodnit.) Teraz uz len overit vSetky Styri casti.

e BRY: Plati |RY| < |RB| = |BY| = 25.

e CQRS: Najdlhsia priecka v tomto Stvoruholniku je zrejme C'S a pre nu plati

|CS| = /13,52 4 20,752 < 25.
e QZPY S: Do tvahy pripadaju len uhlopriecky. Plati
|SZ| = |CS| < 25, |ZY| = 25,

|QP| = /13,52 + 152 < 25, |PS|= /18,52 + 5,752 < 25,
Y Q| = /242 + 6,52 < 25.
o ZAP: Plati |PZ| < |ZA| = |PA| = 25.

Tym sme dokazali, Ze najmensi mozny priemer rozdelenia je 25, a tak po spidtnom
predeleni stran trindstimi je to 25/13.

DRUHA SERIA

2.1

(Podla Tomdsa Peitla.) Za¢neme tym, ze vyraz x> + 4 rozlozime na sucin (z +y)(z? —
—xy+y?). Pretoze sa to ma rovnat mocnine prvoéisla p, tak aj (z+vy) aj (22 — 2y +y?)
sa musia rovnat nejakej mocnine p. Oznac¢me

r+y=rp", (1)
2 —ay+y* =p°, (2)

vyjadrime y z (1) a dosadme do (2). Po par upravach dostaneme
322 —3p"x + p?" —p°® =0.
Ak maé tato rovnica mat rieSenie x, tak jej diskriminant nesmie byt zaporny, preto

0< D =9p* —4-3(p"" —p°).
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Po jednoduchych tpravach dostaneme 4 > p?"~%. Vyhovujice x, y a n vieme néjst pre
obe prvoéisla splhajtce p < 4:

21 — 13_’_13’
32 =13 423

Pre p > 4 musi taktiez platit D = 0, ¢o v tomto pripade znamend 2r — s < 0. Z toho
2r < s a preto p*” < p®, o pomocou (1) a (2) vieme napisat ako
P =(r+y)? a2t —ay+yP =,
3zy < 0.

Toto nemoze nikdy nastat, lebo x a y si kladné celé ¢isla. Takze jediné vyhovujtce
prvocisla su 2 a 3.

Iné rieSenie. Za¢neme rovnako, rozlozime z3 + y> na (1) a (2). Aké mozu byt é&isla r
a s? Osobitne to najprv vyriesime v pripade, ak je niektoré z nich rovné 0. Vieme, ze
x +y = 2, lebo st to kladné celé ¢isla. Preto musi platit
z? — Ty + y2 =1.
To je ekvivalentné s (x—vy)? = 1—zy. Vieme, ze (x—vy)? = 0, ¢ize musi platit 1 —xy = 0.
Jedind vyhovujica moznost je x = y = 1. Vtedy dostaneme p = 2 a jedno rieSenie je
na svete.
Dalej mozeme uvazovat r > 0, s > 0. Potom musi platit

plz+y,

pl(z+y)? =a®+2zy+y°
pl (@ —zy+y?) + 3zy,

p | 3zy.

Z toho vidime, ze bud p | 3, p | x, alebo p | y. Ak p | 3 tak p = 3. Ak p | z, tak z toho,
ze p | x4+ y vyplyva aj p | y. (Toto funguje aj naopak.) Potom mozem = a y zapisat
xr = pro ay = pyo. Potom

2’ +y° = pag +pPys = p".

Po vydeleni p? dostédvame obdobu pévodnej rovnice, len s zg a yo namiesto x a y. Tymto
postupom by sme vedeli znizovat x a y delenim p, az kym p nebude delit xy. Z toho uz
priamo vyplyva, Ze jedinymi rieSeniami st prvocisla 2 a 3.

Pozndmka. Pouzity postup sa nazyva Reductio ad absurdum. Ak by pre p > 3
existovalo riesenie, tak by sme postupnym delenim x a y ziskavali mensie a mensie
rieSenia. Nakoniec by sme dostali také, kde by x alebo y bolo nedelitelné p, ¢o by
znamenalo spor. D4 sa to zdovodnit eSte jednoduchsie, pomocou extremalneho principu.
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Nech pre prvocislo p > 3 existuje nejaké rieSenie nasej rovnice. Spomedzi vsetkych
rieSeni vyberme to najmensie (také pre ktoré je vyraz x + y najmensi). Potom vSak
musi platit p | =, p | y a aj z/p, y/p (a n — 3 namiesto n) bude rieSenie, ktoré bude
navyse mensie od x, y, ¢o je spor. Preto riesenia pre p > 3 neexistuju.

2.2

Pokusime sa o dokaz sporom, ¢ize budeme predpokladat, Ze nerovnost je splnena iba
pre konecne vela roznych n. Potom ale jedno z nich musi byt posledné — ozna¢me ho
M. (Pre tplnost by sme mali dodat, Ze aspon jedno také n existuje — napriklad n = 1.)
Cislo M je preto najviicsie také ¢islo, ze

d(M) = d(M +1).
To ale znamenad, ze pre vSetky n > M uz musi platit
d(n) < d(n+1),
a kedze hodnoty d(n) st celé ¢isla, plati pre n > M dokonca aj
dn)+1=d(n+1).

S¢itanim viacerych takychto po sebe iducich nerovnosti dostaneme vSeobecnu verziu,
ktorad nas bude zaujimat najviac. Pre vSetky prirodzené ¢isla n > M a k plati

dn+k)2dn+k—-1)+12...2d(n)+ k.

Zamyslime sa teraz nad tym, kolko moZe mat delitelov éislo n24n+1. Vo vieobecnosti
musi mat kazdé prirodzené &slo k menej ako 2v/k delitelov. Preco je to tak? Rozdelme
je k stvorec, mame este tretiu skupinu, v ktorej je len samotné \/E) Delitelov v prvej
skupine je ur¢ite menej ako vk, pretoze vietkych prirodzenych &sel mensich ako vk je
menej ako vk. Pre delitelov v druhej skupine zasa plati, Ze kazdy z nich méa svoj par
v prvej skupine — ak je totiz k delitelné ¢islom a > vk, musi byt delitelné aj ¢islom
k/a a toto ¢islo je mensie ako Vk. Cisel v druhej skupine je rovnako vela ako Cisel
v prvej skupine, ¢ize menej ako vk, spolu je vetkych delitelov ¢isla k menej ako 2v/k.
Zabudli sme eSte rozobrat pripad, ked je k $tvorcom a mé ako delitela samotné vk,
v tom pripade je v8ak v prvej aj druhej skupine najviac vk — 1 ¢isel a nas odhad stale
plati.

Ak chceme pouzit tento odhad na &slo n? + n + 1, mali by sme z neho najst
odmocninu:

n?<n?®4+n+1<(n+1)3

n<vVn?i+n+l<n+l.
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Vidime, Ze n? + n + 1 nie je $tvorec, v prvej skupine moze mat najviac n delitelov,
celkovo ich méze mat najviac 2n, ¢ize d(n) = 2n. Nam by sa vSak ovela viac hodilo,
keby sme mali odhad d(n) < cn kde ¢ < 1 — preco, to bude jasné uz ¢oskoro.

Vsimnime si, Ze n? + n + 1 nie je nikdy delitelné dvoma ani piatimi — toto mozno
dokéazat rozobranim vSetkych moZnosti zvysku ¢isla n po deleni dvoma a piatimi. To
znamena, 7e ani ziaden z delitelov n? 4+ n + 1 nemoze byt delitelny dvoma ani piatimi.
(Cislo, ktoré ma parneho delitela, je urcite parne, rovnako to plati pre pitku.) Prva
skupinu delitelov mozeme trochu okresat. Aby sa ndm jednoduchsie pocitalo, berme do
uvahy len také n, ktoré su delitelné desiatimi. V takom pripade moze byt medzi ¢islami
od jedna po n najviac 4n/10 delitelov ¢isla n? + n + 1, ¢im dostavame d(n) < %n.

Podobny odhad by sme vedeli najst aj pre n, ktoré nie st delitelné desiatimi, nebude
to vSak treba. Vrafme sa spét k tvrdeniu (ktoré sme dokazali na zaciatku rieSenia), Ze
pre kazdé n > M a k plati

din+k) 2 d(n)+ k.

Tato nerovnost hovori, Ze ¢islo d(n) musi pre n > M stale stipat aspon o jedna.
Zaroven sme vSak pred chvilou ukézali, ze d(n) by sa malo zvic¢Sovat tak priemerne
o najviac $tyri pitiny, zda sa, ze by sme mali byt schopni prist ku sporu. Dosadme do
predchadzajtcej nerovnosti najmensie mozné n, t.j. n = M + 1, a spravme substittciu
M+1+EkE=m:

din+k) 2 d(n) + k,
dM+1+k) 2 d(M +1) + k,
dim)2dM+1)+m—-M —1.

Ak este oznacime ¢islo d(M + 1) — M — 1 = ¢, dostavame, ze pre kazdé m > N plati

Keby ¢islo ¢ nebolo zaporné, mali by sme d(m) = m a dosadenim Tubovolného n > M
delitelného desiatimi by sme dostali spor s d(n) < %n. V pripade Ze ¢ je zadporné, budeme
musiet dosadit za m dostato¢ne velké ¢islo, napriklad m = —10c¢ (¢o mimochodom zaruci
delitelnost desiatimi):

d(m) 2 m+c,
d(—10c) 2 —10c + ¢,
4(—1
d(—10c) =2 —9¢ > —8c = %

To je opét spor. Tvrdenie zo zadania musi platit.

2.3

a) Nech sa kuzlo da spravit pre n; a ng. Predstavme si, Ze tych nins minci lezi
v obdlzniku n; x na (n1 stlpcov a no riadkov). Mazo a Mifo sa mdzu dohodntit na
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nejakej bijekcii medzi mnozinou {1,2,... ,nine} a mnozinou dvojic (k1, k), kde k1 €
e{1,2,... ,n1}ake €{1,2,... ,n2}. Ked publikum povie ¢islo m, tak Mazo zoberie ku
m prislichajicu dvojicu (k1, k2). Pozrime sa na stipce a kazdému priradme hlavu alebo
znak, podla parity po¢tu hlav v danom stipci.” Priradenych hlav a znakov je dokopy
ni. Zmenou prave jednej hodnoty vie Mazo podla predpokladu zanechat informéciu
o ¢isle k1. To znamena, ze tam existuje stipec, v ktorom ak zmenime Iubovoln mincu,
tak stipce budt kédovat é&slo k. (Samozrejme, kiizelnici sa na tom musia dopredu
dohodnut.) Analogicky, ked sa pozrieme na riadky, vieme najst jeden riadok taky,
ze zmenou lubovolnej mince v nom budu riadky kdédovat ¢islo ks. Vybrany riadok
a stlpec maji spoloénti jednu mincu, ktortt Mazo otoéi. Mifo po prichode zisti zo stlpcov
a riadkov hodnoty k1 a ko a tejto dvojici naspit priradi hodnotu m. A je to.

b) Mito po prichode do miestnosti nemé iné informécie ako poradie minci, preto
kazdé poradie musi presne urcovat nejaké ¢islo od 1 po n, ktoré Mifo povie (a ktoré
tiez povedali divaci). Uvazujme tie poradia, ktoré urc¢uju ¢islo jedna. Ak ich je dokopy
k, tak takych poradi, z ktorych sa k nim vieme dostat na otocenie préave jednej mince,
je najviac nk. My chceme, aby sa z kazdého zaciatoéného poradia ku nim dalo dostaf,
preto ziadame nk = 2", teda k = [2"/n]. Rovnaka tvahu vieme spravit pre kazda
z hodnot 1 az n. Preto mame aspon

o[£
n

roznych poradi. Rovnost nastava prave vtedy, ked vyraz 2" /n je celoéiselny, takze n musi
byt mocnina dvoch. Ak rovnost nenastédva, dostdvame nezmysel, lebo poradi nemoze
byt viac ako 2".

Zostava uz len dokéazat, Ze pre mocniny dvojky to ide. To je vSak pre n = 2
jednoduché ukazat a podla ¢asti a) to potom ide aj pre ostatné mocniny dvojky.

2.4

Najprv sa zbavime bodov R a S. Oznacme postupne X, Y, B’, A’, C' obrazy bodov
M, N, A, B a C v stredovej stmernosti podla bodu O. Nech dalej L je priese¢nik BY
a C'X. Potom tsecka RO je strednou prieckou v trojuholniku C'M X, preto st priamky
RO a CX rovnobezné. Taktiez SO je stredna priecka v trojuholniku BNY', preto su
priamky SO a BY rovnobezné. Zistujeme, ze uhly ROS a C'LB st rovnaké. Nasou
ulohou je dokazat rovnost uhlov BLC a BAC, na ¢o sta¢i ukézat, ze L lezi na opisanej
kruznici k trojuholnika ABC (je zrejmé, ze L lezi v spravnej polrovine).

Dokézeme to sporom. Predpokladajme, ze L lezi mimo k. Potom aj jeho obraz L’
v stredovej stimernosti podla O lezi mimo k. Oznacdme L” prieseénik B’L’ a kruznice
k rdzny od B’. Body B, B’, L, C’, C, A lezia na k a moéZeme na ne (v tomto poradi)
aplikovat Pascalovu vetu. T4 hovori, Ze prieseéniky dvojic priamok BB’ a C'C, B'L"
a CA, L"C" a AB lezia na jednej priamke. Prvé dva prieseéniky pozndme. St to O a N.

7 MbZeme si predstavit hlavy ako jednotky a znaky ako nuly. Potom to, ¢o robime, je s¢itanie minci
v stlpci a urobenie zvy$ku po deleni dvoma.
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Pripad X = O je trividlny (trojuholnik ABC vtedy musi byt pravouhly). Ak N # O,
musi prieseénik L”C" a AB lezaf na priamke X O a tym paddom sa musia pretinat v bode
M. Obe priamky L"C’ aj L'’C" maju prechadzat bodom M, z ¢oho méme L"C’ = L'C’
a preto L' = L”. Bod L’ lezi na kruznici, ¢o je spor. Dokaz je hotovy.

2.5

Je jasné, ze pokial ma miestnost tvar konvexného mnohouholnika, sta¢i na strazenie
jedna kamera. Dokonca je tplne jedno, kam ju umiestnime. Otdzka je, ako velmi to
mozeme ,pokazit“. Zoberme napriklad taky ¢udny ,zibkovany“ tutvar ako na obr. 53.
Vsimnime si, ze kazdy z vrcholov 1, 2, ...m vidime len z prislusného vyfarbeného
trojuholnika. Kedze dané trojuholniky st disjunktné, potrebujeme aspon m kamier.
Takze pre takyto 3m-uholnik potrebujeme aspon m kamier. Ak ,usekneme“ jeden
alebo dva vrcholy, dostaneme galériu s n — 1 alebo n — 2 vrcholmi, pricom vidime,
ze pocet kamier potrebnych na pozorovanie celej miestnosti sa znizi o 1, teda bude
L%nj Ukazeme, Ze tymto spésobom sme to ,pokazili“ najviac ako sa dalo.

ﬁ/\/\ ........ «

Najprv nakreslime do nasho n-uholnika n — 3 nepretinajtcich sa diagonal tak, ze
rozdelime dany n-uholnik na n — 2 trojuholnikov (obr.54). Ze to vzdy vieme urobit,
ukazeme neskor. Teraz sa pozrime na takyto utvar ako na graf; vrcholy n-uholnika st
vrcholy grafu a strany n-uholnika spolu s dokreslenymi diagonalami st jeho hrany.

Obr. 54

Tuvrdenie. Vrcholy tohto grafu vieme zafarbit troma farbami tak, Ze ziadne dva, ktoré
su spojené hranou, nebudt mat rovnaku farbu.

Dokaz. Pouzijeme indukciu. Pre n < 3 je to trividlne. Pre n > 3 vyberme nejaké
dva vrcholy u, v, ktoré si spojené diagonalou. Tato diagonala rozdeli graf na dva
mensie, ktoré oba obsahuji hranu wv. Z indukéného predpokladu oba mensie grafy
vieme zafarbif troma farbami tak, Ze ziadne dva susedné vrcholy nemaji rovnaku
farbu. Dokonca to vieme urobif tak, ze vrcholy u a v budi mat v oboch mensich
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grafoch rovnaké farby. Ked potom spojime oba mensie grafy vrcholmi u a v dohromady,
dostaneme zafarbenie nami pozadovaného grafu. Tym je tvrdenie dokazané.

A ako to stvisi s najmensim moznym poc¢tom kamier v galérii? Kedze vrcholov méame
n, z Dirichletovho principu je vrcholov aspon jednej farby najviac L%nj Co sa stane ked
do tychto vrcholov umiestnime kamery? Kazdy trojuholnik obsahuje vrchol danej farby
a teda kazdy trojuholnik mézeme pomocou danej kamery vidiet. A kedZe trojuholniky
pokryvaju cela galériu, tak sme prave dokazali ¢o sme chceli.

Este chyba dokaz, Ze kazdy n-uholnik vieme diagonalami rozrezat na trojuholniky®.
Tento dokaz (indukciou) nebudeme robit tplne do detailov, kedZe sa jedna o zname tvr-
denie. Urobime len najtazsi krok: z n-uholnika, ktory chceme rozdelit na trojuholniky,
urobime dva mensie utvary (o ktorych to uz z indukéného predpokladu mézeme tvrdit).
V podstate potrebujeme ukéazat, Ze tam mame diagonalu, ktord celd lezi vnutri n-
uholnika.

Urcite v n-uholniku mame nejaky vrchol, pri ktorom je uhol mensi ako 180°. (Stcet
uhlov v n-uholniku je len 180°(n — 2).) Vezmime tento vrchol a jeho susedné vrcholy,
ktoré oznaéme B a C'. Pokial tisecka BC' lezi celd vnutri n-uholnika, tak sme vyhrali.
Ak nie, potom mame v trojuholniku ABC' este iné vrcholy n-uholnika. Budeme teraz
postuvat BC' smerom k A. Posledny vrchol, na ktory narazime, spojime s A. Téato
spojnica bude diagonala, ktora bude celd lezat v danom n-uholniku.

TRETIA SERIA

3.1

NasSou tulohou je najst za danej podmienky najmensiu mozni hodnotu rozdielu
7n? — m2. Podmienka m/n < /7 sa po jednoduchych tipravach (vietky buda v tomto
pripade ekvivalentné) zmeni na

™m? —m? > 0.

Podme teda skiimat hodnotu vyrazu 7n? —m?2. O ¢&islach m a n vieme, Ze st prirodzené.
Takze ¢islo 7n? — m? bude celé a kedze je podla predpokladu v zadani kladné, bude
dokonca prirodzené. Preto ¢islo ¢ zo zadania bude tiez prirodzené.

rieSenia nejakej rovnice sa da velmi ¢asto dokdzat pomocou delitelnosti. Podme na to
sporom a predpokladajme, ze rovnica

™m?=m?+1
m4 riesenie. (Kvoli prehladnosti sme m? dali na druht stranu.) V danom vyraze mame
nejaké druhé mocniny, pricom jedna je vynasobend siedmimi. To tak trochu napoveda,
7e stoji za pokus vyskusat zvysky po deleni siedmimi. Cislo 7n? d4va zvysok 0. Cislo m?

moze davat zvysky 0, 1, 2 a 4. To ale znamena, Ze m? + 1 moze davaft len zvysky 1, 2, 3

8 Tento proces sa nazyva triangulacia
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a b, ¢im sme dosli k sporu. Preto dana rovnica nema rieSenie a teda c je aspon 2. Tym
je prva cast tlohy za nami.

Je 2 najvicésia mozna hodnota ¢? Moézeme sa chvilu hrat s roznymi m a n a postupne
ich dosadzat a zisfovat hodnotu vyrazu 7n? — m?. Pre m = 2 a n = 1 dostaneme
™Tm? —m? = 7 — 4 = 3. Odtial vidime, %e ¢ < 3. (Keby totiz platilo ¢ > 3, dané
podmienka 7n? — m? 2> ¢ by nebola splnen4 pre m = 2 a n = 1.) Ostava uz len nejako
preverit moznost ¢ = 2. Bud najst nejaké m a n, pre ktoré plati rovnost 7n? — m? =
= 2, alebo ukéazaf, Zze také m a n neexistuju. Opit si spomenieme na zvysky po deleni
siedmimi. Lava strana rovnice

™? =m? 42

je deliteln4 siedmimi a teda musi byt aj prava. Ako sme uz zistili, ¢islo m? moéze davat
zvysky 0, 1, 2 a 4 a teda m? + 2 moze davat po deleni siedmimi len zvysky 2, 3, 4
a 6. KedZe 0 medzi nimi nie je, rieSenie takejto rovnice neexistuje. Tym sme ukazali, Ze
c=3.

Pozndamka. V tlohéch ako je tato, kde sa vyskytuju prirodzené ¢isla, alebo este lepsie,
ich druhé mocniny, ¢asto poméha delitelnost. Stvisi to s tym, Ze napr. po deleni 6smimi
moze ¢islo n davat osem roznych zvyskov, éislo n? vsak len tri. Podobne to funguje aj
pre rozne iné ¢isla. Oplati sa pouzit tie, ktoré sa, podobne ako ¢islo 7 v tejto ulohe,
vyskytuju rovno v zadani.

3.2

Najskor dopliime zadanie o predpoklad n > 2. Dalej nech H oznac¢uje mnozinu vSetkych
zucastnenych hracov na turnaji. Pod pojmom kruznica budeme rozumiet tak(i mnozinu
k hracov (k = 3), pre ktorych existuje oznacenie K;, K, ..., K} také, ze K; vyhral
nad Ko, Ky vyhral nad Ks, ..., Kx_1 vyhral nad Kj a Kj vyhral nad K;.

Ak po skonéeni turnaja existuje hra¢, ktory vyhral vSetky svoje zapasy (nazvime ho
bocian) alebo hra¢, ktory vSetko prehral (nazvime ho Zubrienka), zrejme nastal prvy
pripad zo zadania. Stac¢i dat tohto $pecidlneho jedinca samého do jednej skupiny.

Ak v H neexistuje ani bocian ani zubrienka (to je mozné az od n = 3), kazdy hrac
nejaky zapas vyhral a nejaky prehral. Teraz dokézeme, ze v H musi existovat kruznica.
Vezmime jedného Tubovolného hraca z H, napr. Zab¢a. (Ozna¢me ho Hj.) Zabéo urdite
niekoho porazil, napr. Rosnicku. (Oznacme ju Hs.) Aj Rosnicka uréite niekoho porazila,
napr. Ropuchu. (Ozna¢me ju Hs.) Takto pokrac¢ujme dalej. Kedze pocet hracov n je
kone¢ny, po koneénom pocte krokov musime prist k hracovi, ktorého sme uz oznadili
ako H; (pri¢om i nie je nutne 1). Tym sme vytvorili kruznicu.

Dalsie kroky dokazu by sa mohli snazit tto kruznicu zvicSovat, az by sme do nej
dostali vsetkych hracov, alebo nasli vhodné delenie na skupiny A a B, ¢im by sme
priklad vyriesili. Celé to zjednodusime nasledovne. Nech K je kruznica s najviac¢sim
moznym poctom hracov. Ak je takych viac, vyberieme jednu z nich. Ozna¢me k pocet
hracov K. Ak k = n, tak nastal druhy pripad zo zadania. Nech teda k < n. Zoberme
hraca Hg z H, ktory nie je v. K. Ak by nad niektorymi hra¢mi z K vyhral a nad
niektorymi prehral, tak potom v kruznici K existuju dvaja po sebe iduci hraci K
a Kjy1 taki, ze K; porazil Hy a Hy porazil K. To znamena, ze Hy, mozeme pridat



KORESPONDENCNY SEMINAR SKMO, RIESENIA 145

do kruZnice, ¢o je vSak spor s maximélnostou kruznice K. Preto hrac¢i z H, ktori nie st
v K, bud so vSetkymi hraémi z K vyhrali, ozna¢me ich ako mnozinu vitazov V', alebo
so vSetkymi prehrali, oznaéme ich ako mnoZinu porazenych P. MdZe nastat niekolko
moznosti.

e Ak V = (), tak staci zvolit A=K a B=P.

e Ak P = (), tak staci zvolit A=V a B =K.

e Ak V aj P st neprazdne a zaroven vSetci z V vyhrali nad vSetkymi z P, tak opét

nastal prvy pripad zo zadania a staci polozif napriklad A=V a B= K U P.

Mohlo by sa stat, Ze niekto z P porazil niekoho z V? Ak &no, tak pridanim tychto
dvoch hracov (za sebou) na fubovolnt poziciu do kruznice K sled kruznice nenarusime

Ukéazali sme, ze vzdy nastane jeden alebo druhy pripad zo zadania. Tym sme tlohu
vyriesili.

3.3

Ako by sme vedeli zarucit nenulovost vyrazu, do ktorého mézeme dosadzovat Tubovolné
prvky (aj) z nekoneéne velkych podmnozin prirodzenych ¢isel? Mohli by ndm pomdct
kongruencie (zvysky po deleni nejakym ¢islom) a to ako pri dokazovani nenulovosti, tak
aj pri deleni mnoziny prirodzenych ¢isel na niekolko podmnozin.

Zoberme prvodislo p vicsie ako |aq|+ |az|+ - - - + |an|. To, Ze p je ,dostatocéne velké“,
nam pomoze ¢asom. Dalej ozna¢me S = a; + az + -+ + a,. Dajme do mnoziny NN}
vSetky prirodzené d¢isla, ktoré davaju po deleni p zvysok 1. Ak zoberieme lubovolna
n-ticu x1,xs,... , T, prvkov mnoziny Ny, tak

a171 + a2 + -+ apry =a; +az+---+a, =S (mod p).

Vdaka volbe prvodéisla p plati —p < S < p a zo zadania vieme, ze S # 0. Preto p nedeli
S, o znamena, ze vyraz

a121 + gy + -+ + apiy (1)
je nenulovy. Analogicky mézeme dodefinovat N3, N3, ..., N, ; tak, ze N] bude obsa-
hovat prirodzené ¢isla, ktoré davaji po deleni p zvySok i. Potom ak x1,xo,... ,x, st

z N/, tak
a1x1 + axs + -+ apxy, = (a1 +az + -+ ay)i =857 (mod p),

ale kedZe p nedeli S ani i, tak vyraz (1) je opédf nenulovy. Tym sme rozdelili ,skoro
vSetky“ prirodzené cisla do p — 1 vhodnych skupin. Problém mame akurat s cislami
delitelnymi p. Nemozeme vSetky dat do jednej skupiny. To by bolo ekvivalentné tomu,
dat vSetky prirodzené ¢isla do jednej mnoziny. Mézeme ich vSak nejako primiesat do uz
existujiceho rozdelenia na p — 1 mnozin. Nech N; je mnozina takych cisel n € N, ze

e n € N/ alebo

e n sa da napisat ako n = p* - m, kde p nedeli m a m € N/.
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Je jednoduché dokézat, ze takto rozdelime N na p — 1 disjunktnych mnozin N7, No,
..., Np_1. Symbolicky sa to d4 napisat ako®

N = | »*N.
keNg

Dokéazeme, ze toto rozdelenie je uz vyhovujuce.

Majme Tubovolni n-ticu x1, xs, ... , 2, € N;. Nech maximéalna mocnina p, ktora deli
vietky tieto ¢isla, je p¥. Nech z/,25,... 2", je podpostupnost tych, ktoré st delitelné
p®, ale nie p*™! a nech a}, db, ... ,al, si k nim prislichajtce pary z vyrazu (1). Ked sa
na (1) pozrieme modulo p**!, dostaneme

G+ -+ apzy = (dlzh + -+ a2l )= (dy 4+ ... +al)ipt  (mod pFTY).
Kedze Tubovolna podpostupnost a1, as, ... ,a,, ma nenulovy siucet v absolitnej hodnote
mensi ako p, tak nie je delitelny p. Rovnako ani 7 nie je delitelné p, preto poslednd
kongruencia nemdze byt nulovd modulo p¥*1, ¢o opit implikuje nenulovost vyrazu (1).
Stacilo teda len p — 1 mnozin a dokonca sa ndm ich podarilo popisat konstrukéne.

3.4

(Podla Josefa Tkadleca.) Musime ukézat platnost dvoch nerovnosti. Prva z nich je
jednoduchsia a déa sa dokézat iba upravovanim vyrazov a opakovanym pouzivanim
podmienky x + y 4 2z = 1. Uvedieme trochu poucnejsie riesenie, ktoré pouziva techniku
mixing variables. Ozna¢me

V(xayaz) = (1 - 'T2)2 + (1 - y2)2 + (1 - Z2)2.
Chceme dokézat V(z,y,2) = 2. Rovnost nastava, ked x = 1, y = z = 0 a v dalsich

dvoch cyklickych pripadoch. Vyzera to teda, ze ¢im ,dalej* st od seba z, vy, z, tym
je ten vyraz mensi. Tato vlastnost vieme nejakym spdsobom napisat aj matematicky,

.....

V(z,y,2) 2 V(0,2 +y,2),
1-222 42t 41 -2 +9y* 2 14+1 -2z +y)* + (z +y)*,
4oy 2 423y + 62%y* + day®,
4> 4z +1y)* - 2xy.

Posledn4 nerovnost zrejme plati, lebo (z+y)? < 1. KedZe tipravy boli ekvivalentné, tak
plati aj nerovnost, ktort sme chceli dokézat. Pouzitim tohto odhadu a symetrickosti
vyrazu V méame

V(z,y,2) 2V (0,2 +y,z) =V(z+y,2,0) 2 V(0,z+y+20) =V(0,1,0) = 2.

9 Ked A je mnozina a b ¢&islo, tak pod oznacenim bA rozumieme mnozinu vetkych stc¢inov ba, kde a
je lubovolny prvok mnoziny A.

10 Toto je presne ta technika mixing variables. Premenné z a y sme trochu ,vzdialili“ na 0 a = +y
(majte na paméti podmienku x+y+2z = 1) a kedZe sme menili len dve premenné, tak sa dokazovanie
este zjednodusi.
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Tym sme dokézali prvii nerovnost.
Druhé nerovnost je naro¢nejsia a rieSenie je o niec¢o pracnejsie. Najprv zadefinujeme
isté rozumné oznacenia, aby sa nam dobre pracovalo. Nech
A=a®+42 422
B =2xy+yz+ zz,
C = 2?y? + 9?22 + 2222,
D = zxyz.

Lahko mozno odvodit, Ze
2t byt 42t =A2-20=4B>—4B+1-20=2C —4B+8D + 1.
Potom vieme vyraz (1 —22)? + (1 — y?)? + (1 — 22)? napisat ako
3—2A+(2C —4B+8D+1)=4—2(A+2B) +2C +8D =2+ 2C + 8D.

V poslednom kroku sme vyuzili A+ 2B = (z +y + 2)? = 1. VSimnime si, Ze z tohto
zapisu ihned vyplyva prva nerovnost. Pokracujme dalej. Vyraz (1 + x)(1 + y)(1 + 2)
vieme napisat ako 2 + B + D. Tym padom chceme dokazat nerovnost
24+2C+8D <2+ B+ D,
2C+7D £ B.

Pomocou rovnosti B2 = C + 2D vieme nahradit pismenko C' a dostaneme ekvivalentni

nerovnost
0< B-2B%?-3D.

Vyuzitim zndmej nerovnosti A = B dostaneme B — 2B? = B(1 — 2B) = BA = B2~
Staci teda dokazat
0< B?-3D,

¢o sa po opitovnom pouziti B2 = C + 2D opit zjednodusi na
D < C.

Viac sa to uz zjednodu$if nepodari a tak opit prejdime k premennym =z, y a z.
Dostaneme
ryz < 2?y? + y?2% + 222

Po vynéasobeni lavej strany = + vy + 2 a ,jemnej* Uprave dostaneme
(xy)? + (y2)? + (22)? 2 xy - yz + yz - 22 + 22 - 2Y,

¢o je opit skrytd jednoduchd nerovnost ekvivalentnd s A = B. Tym sme dokazali aj
druht nerovnost.
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Pozndmka. Toto zdaleka nie je jediny postup, ale je to navod, ako velmi tsporne
zapisat pracne rieSenie.

3.5

Uloha sa trosku zjednodusi, ked si uvedomime, e kroky sachového jazdca st vo vietkych
osmich smeroch symetrické. Odtial vyplyva napriklad to, Ze ak navzajom vymenime
pozicie oboch jazdcov, tak sa hernd situdcia nezmeni. Toto bude platit, aj keby sme
jazdcov menili po kazdom tahu. Preformulujeme teda tlohu tak, Ze obaja hraci striedavo
tahaji jednym a tym istym jazdcom, pricom v kazdom kroku sa musia priblizit k policku

(0,0).
B

Obr. 55

Na obr. 55 st znazornené pozicie v prvom kvadrante: tmavé policka st prehravajuce
a biele vyhravajuce. Policko (0,0), ktoré je tiez prehravajice, je znizornené Giernou.
Viimnime si, Ze vietky prehravajtce pozicie lezia v riadku y = 0, stipci 2 = 0 alebo na
diagonalach z = y a © = —y (na obr. 55 vidime len prva z nich). Dokazeme, Ze to tak
bude vzdy.

Zavedme nasledovnii terminoldgiu: policka spliiajice + = 0, y = 0, + = y alebo
x = —y nazveme okrajové, vietky ostatné policka budeme volat vnitorné. Zo symetrie
sta¢i pracovaf len v jednom ,,polkvadrante“, napr. v oblasti 0 < z < y. Dokdzeme, Ze:

e 7 kazdej vyhravajucej okrajovej pozicie sa da dostat do prehravajicej pozicie

pomocou dovolenych krokov v smere (—1, —2);

e kazda vnutorna pozicia je vyhravajuca.

Postupovat budeme indukciou podla vzdialenosti pozicie od nuly. Takto budeme totiz
moct predpokladat, Ze tvrdenie plati pre vSetky pozicie, do ktorych sa vieme dostat.
Skontrolujeme, Ze tvrdenie plati pre vSetky pozicie na obrazku, staéi teda pokracovat
v indukcii len pre dostato¢ne velké y (napr. y = 12).

Predpokladajme, Ze sme vo vyhravajtcej pozicii (0,n). Z definicie vyhravajiacej po-
zicie odtialto musi existovat postupnost dovolenych krokov v tom istom smere veducich
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do prehravajucej pozicie. Az na symetriu mame dva rézne dovolené smery: (+2,—1)
a (—1,—2). UkdZzeme, Ze prvy z nich uréite do prehravajicej pozicie nevedie. Podla
indukéného predpokladu st vSetky vnitorné pozicie, do ktorych sa vieme dostat, vy-
hravajice. Staci teda ukazaft, ze krokmi (+2, —1) sa nevieme dostat do Ziadnej okrajovej
pozicie. Je to tak preto, Ze po uré¢itom pocte krokov sa naSa vzdialenost od nuly zacne
zviiéSovat, a toto sa stane skor ako vobec stihneme prist na diagonalu x = y. Po k
krokoch stojime na policku (2k,n — k). Dal§i krok mozeme spravit, pokial

(2k+2)2+(n—k—1)2 < (2k)2 + (n — k)2,
(2k)2 +8k+4+(n—k)?—2(n—k)+1<(2k)*+ (n—k)?,
10k +5 < 2n.

Cize mozeme urobit najviac n/5 krokov. Na to, aby sme sa dostali na diagonalu, ich
ale potrebujeme az n/3. To znamend, ze tymto smerom sa nevieme dostat do Ziadnej
okrajovej pozicie, preto do prehravajucej pozicie musi viest smer (—1, —2).

Teraz predpokladajme, Ze sme vo vyhravajtcej pozicii (n,n). Tak ako minule, zasa
mame az na symetriu dva rézne smery, ktoré zmensia vzdialenost od nuly. St to (-2, +1)
a (—1, —2). Pozrime sa na prvy z nich. Ak sme uz spravili & krokov, tak dalsi mézeme
spravit len ak

(n—2k—-2%+(n+k+1)><(n—2k)?2+(n+k)>
(n—2k)? —4(n—2k)+4+(n+k)>+2n+k)+1<(n—2k)72+(n+k)?
10k + 5 < 2n,

¢o je opidt malo na to, aby sme narazili na okrajovi poziciu (tentoraz potrebujeme az
n/2 krokov na to, aby sme dosiahli stipec z = 0). Do prehravajtcej pozicie musi preto
viest smer (—1, —2).

Ostava uz len dokazaf, ze vnutornd pozicia (x,y) je vyhravajica, teda Ze sa z nej
vieme dostat do prehravajtcej pozicie. To uz nie je tazké. Jednoducho za¢nime robit
kroky (—1, —2) a po istom ¢ase ur¢ite narazime na okrajovt poziciu (pracujeme v oblasti
0 < 2 < y). To preto, Ze kazdym krokom sa vzdialenost od stipca z = 0 aj od diagonély
x = y zmen$i presne o jedna, teda ich nemozeme preskocit. Mame dve moznosti: bud
je tato pozicia prehravajica (a mozeme skonéit tu) alebo je vyhrévajica. V druhom
pripade vSak podla indukéného predpokladu staci pokracovat v tomto smere dalej
a urcite narazime na prehravajicu poziciu.

Tak to by bolo. Teraz uz vieme, ze vSetky vnatorné pozicie st vyhravajtuce. Tiez sme
dokazali, Ze okrajova pozicia je vyhravajuca len vtedy, ked sa z nej da krokmi (—1, —2)
dostat do prehravajicej pozicie. Ukézeme, Ze takato prehravajica pozicia, ktord musi
byt tiez okrajovd, je vzdy najviac jedna (pre policka dostato¢ne daleko od nuly).

Najprv sa pozrime na policko (0,7n). Smer (—1, —2) je symetricky k (1,2), pre jed-
noduchost zoberme druhy z nich. Rovnako ako v predoslom dokaze mozeme pocitanim
krokov ukazat, Ze tymto smerom vzdy vieme prist po diagonalu x = y, riadok y = 0
uz ale dosiahnut nevieme. Na to, aby sme dosko¢ili presne na diagonalu, potrebujeme,
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aby n bolo delitelné tromi, inak ju netrafime. Jediné okrajové policko, ktoré teda vieme
dosiahnut z (0,n), je (n/3,n/3), a aj to len vtedy, ked n je delitelné tromi.

Podobne, jediné okrajové policko (az na symetriu) dosiahnutelné z (n,n) je (0,n/2),
a to len v pripade, ked n je péarne.

Pre dostato¢ne velké n teda dostavame, ze

e pozicia (0,n) je vyhravajica prave vtedy, ked n je delitelné tromi a (n/3,n/3) je

prehravajica;

e porzicia (n,n) je vyhravajica prave vtedy, ked n je parne a (0,n/2) je prehravajuca.

V okoli nuly nasa analyza zlyhava, ,ru¢ne® skontrolujeme, ze jediné vynimky st vy-
hravajice pozicie (0,2) a (1,1). Teraz uz dokoncit rieSenie nie je problém. Vyhravajuce
okrajové pozicie st prave tie tvaru (0,2 - 6%), (0,3p - 6%), (6%,6%) a (2¢ - 6%,2¢ - 6%),
pricom k = 0, p # 1 a p je neparne, ¢ # 2 a ¢ nie je delitelné tromi. V ostatnych
,polkvadrantoch® je rieSenie symetrické.

STVRTA SERIA

4.1

a) Podme hladat opisant skrinku. Vyskasajme najskor takd, v ktorej buda len éisla
delitelné Siestimi. Tato zjavne nevyhovuje, ved Tubovolna Sestica ¢isel z nej robi Spe-
cidlnu skrinku. Takyto netspech néas vSak nemdze odradit. Prave naopak. Uz vieme, Ze
v ,neSpecidlnej* skrinke musi byt menej ako Sest ¢isel delitelnych Siestimi. Nech je ich
napriklad pit. K nim zoberme eSte pit ¢isel, ktoré davaju po deleni Siestimi zvySok 1. Je
tato skrinka Specidlna? Najskor si uvedomme, Ze na to, aby bolo ¢islo delitelné Siestimi,
musi mat zvySok po deleni Siestimi rovny nule. V nasej skrinke vSak takyto zvySok
suc¢tu dosiahnut nevieme. Najmensi dosiahnutelny zvySok je totiz 1. Ten dostaneme
tak, Ze vezmeme pit Cisel delitelnych Siestimi a jedno, ktoré déva zvysSok 1. Naopak
najvacsi mozny zvysok moze byt 5. To znamenad, ze zvySok 0 po deleni Siestimi nevieme
dosiahnut a teda ziaden stucet Siestich ¢isel z nasej skrinky neméze byt delitelny Siestimi.
Prikladom takejto skrinky je {6,7,12,13,18,19,24,25,30,31}.

b) Vyuzijeme, Ze ¢islo 6 je zlozené a budeme sa najprv zaoberat paritou a potom
delitelnostou tromi. Takyto pristup nam usetri mnohé strany. Rozdelme ¢isla v skrinke
na dve skupinky — parne a neparne. Kedze ¢isel je neparny pocet (11), prave v jednej
skupinke je neparny pocet ¢isel. Preto jedno ¢islo z tejto skupinky vynechame a ostatné
poparujeme v ramci svojich skupiniek. Takto dostaneme pif dvojic ¢isel s peknou
vlastnostou, Ze stcet v ramci kazdej dvojice je parny. Kedze Sest je parne ¢islo, moze
byt zvysok po deleni Siestimi kazdého z tychto stctov rovny jednému z ¢isel 0, 2 alebo
4. Teraz si sta¢i uvedomit, ze ak sa niektory z tychto zvyskov vyskytuje aspon trikrat,
tak stac¢i zobrat prislichajucich Sest ¢isel (¢ize tri dvojice) a tie maju stcet delitelny
siestimi. Ak to tak nie je, tak sa kazdy zo zvyskov 0, 2, 4 vyskytuje aspon raz. To
vSak znamena, ze ak vyberieme pre kazdy zvysok jednu dvojicu, ktora ma v stcte tento
zvySok po deleni Siestimi, tak sme hotovi. To preto, lebo tychto Sest ¢isel ma zvySok
0+ 2+ 4 =0 po deleni siestimi, ¢o sme chceli.
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4.2

(Podla Ladislava Baca a Andrey Chlebikovej.) Budeme postupovat sporom. Nech nie
je pravda, ze tvrdenie zo zadania plati pre kazdé prirodzené n = 5. My zoberme
najmensie také n, pre ktoré neplati. Plati teda opak, t.j. existuje n c¢lenov v n 4+ 1
vyboroch tak, ze kazda dvojica vyborov bud nemé spoloénych ¢lenov alebo mé prave
dvoch spoloénych ¢lenov. Uplne rovnaké vibory vylucujeme, pretoze je to tak v zadani
a jedného spoloc¢ného c¢lena zakazujeme kvoli sporu.

V n + 1 trojclennych vyboroch je dohromady 3n + 3 ¢lenov, niektori zaratani aj
viackrat. Mame iba n c¢lenov, preto z Dirichletovho principu dostavame, Ze urcite
existuje Clovek, ktory je ¢lenom aspon styroch vyborov. Ozna¢me tohto cloveka A.
Sktimajme, ako tieto vybory mozu vyzeraf.

Vezmime nejaky vybor, ktorého ¢lenom je A a ozna¢me jeho dalSich élenov B a C.
Ako sme povedali, A je okrem toho ¢lenom aspon dalSich troch vyborov. Kedze sme
zakazali prave jedného spolo¢ného ¢lena dvojice vyborov, v kazdom z tychto zvysnych
vyborov musi okrem A byt aj B alebo C' (ale nie obaja).

Sktisme najprv situaciu, ze by tym spolo¢nym ¢lenom bol aj B aj C. Tri vybory by
teda bez ujmy na vSeobecnosti mohli byt ABC, ABD a ACD (¢len D musi byt v oboch
pridanych vyboroch, inak by mali iba jedného spolo¢ného ¢lena A). K tymto trom este
potrebujeme vytvorit minimalne §tvrty vybor obsahujici A. Co o fiom vieme povedat?
Musi obsahovat okrem A aj jedného ¢lena z dvojice B, C. Situécia je symetricka,
povedzme Ze je to B. Ostava treti ¢len, C' ani D to byt nemoze, inak by sme tam mali
dva identické vybory ABC' resp. ABD. Ale to je potom spor — tento vybor by mal
s vyborom ACD iba jedného spolo¢ného ¢lena. Tadialto cesta nevedie.

Zatial sme zistili, ze vSetky vybory obsahujice ¢lena A musia maf okrem neho
jedného spolo¢ného ¢lena, bez ujmy na vSeobecnosti ¢lena B (nemodze to byt aj B
aj C). Oznaéme k pocet vyborov obsahujucich dvojicu AB, pricom k = 4, pretoze
vybory obsahujice A st aspon Styri. Ostatni ¢lenovia tychto k& vyborov musia byt rozni,
pomenujme ich X1, X5,... , X,. Pozorny ¢itatel si uréite vSimol, Ze toto je mozné iba
pren = 6, pre n = 5 sme tymito tvahami tvrdenie vlastne uz dokazali. Ziadny ¢lovek X;
pre 1 < i < k uz nemdze byt ¢lenom ziadneho iného vyboru. Ak by bol, musel by mat
tento vybor s vyborom ABX; spolo¢nych dvoch znamych, teda okrem X; aj A alebo B.
Avsak vsetky vybory obsahujice A sme uz popisali ako ABX;, ABXo, ..., ABy, preto
by to musel byt spoloény ¢len B. Takze by sme mali nejaky vybor BX;Y, ten ale musi
mat dvoch spolo¢nych zndmych aj s ABX; pre i # j. Lenze z toho dostavame, Ze nutne
A=Y avybor BX;Y je totozny s povodnym ABX;. Dokézali sme, ze X; nemdze byt
pre ziadne 7 ¢lenom iného vyboru nez ABX;.

Ak sa pozrieme na to, ¢o sa nam uz o Struktire vyborov podarilo zistit, zistime, ze
k+2Tudi A, B, X1, Xs,..., X} je ,izolovanych“ od zvysku, maja svojich k vlastnych
vyborov (do cudzich zélezitosti sa nemiesaji). Inak povedané, ziadny zo zmienenych
[udi nie je ¢lenom nejakého vyboru, ktory by mal nejakych inych ¢lenov nez niekoho
spomedzi spominanjch k + 2 fudi. A mame tam vobec este nejaké iné vybory? Ano,
lebo k je najviac n — 2 (kvoli poctu Tudi n) a do celkového po¢tu n + 1 vyborov este
nie¢o uréite zostava. Tato skupina izolovanjch Iudi spliia samostatne vSetky potrebné
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podmienky, preto si ju odtial mézeme odmysliet. Ostalo nAm n — (k+2) =n —k — 2
Iudia (n+1) — k=n—k+ 1 vyborov.

Podla predpokladu hore sme povedali, Ze n je najmensie mozné, pre ktoré tvrdenie
zo zadania neplati. Pre n—k—2 < n Iudi an—k—1 vyborov (a tym skor aj pre n—k+1
vyborov) tvrdenie zo zadania preto musi platif, ndjdeme tam dvojicu vyborov, ktoré
maju spolo¢ného prave jedného ¢lena. LenZe potom to musi platit aj pre n, pretoze
najdend dvojica pre n —k — 2 Tudi a n — k — 1 vyborov je dobrou dvojicou aj pre n Iudi
a n + 1 vyborov. No a to je spor s predpokladom, Ze pre n uz tvrdenie zo zadania
neplati.

M4 to ale eSte jeden h&acik. Moze sa totiz stat, Ze po odobrati nasej izolovanej
skupiny, teda pri zniZzeni poc¢tu Iudi a vyborov na n — k — 2 resp. n — k + 1, klesne
hodnota n — k — 2 pod 5, ¢éim stratime moZnost urobif to, ¢o vyssie (lebo podla
zadania mame dolné obmedzenie 5 na pocet ludi). Tento hacik sa da rychlo odbavit
jednoduchym argumentom — pri poc¢te Tudi Styri a menej uz nejde urobit tolko vyborov,
kolko potrebujeme. Podrobnosti si premyslite sami.

4.3

Najprv sa dohodneme na oznaceni. Stvoréeky nekoneéného stvoréekového papiera vieme
reprezentovat ako usporiadané dvojice (a,b), pricom a,b € Z. Mnozinu vSetkych ta-
kychto usporiadanych dvojic bezne oznadujeme Z2. Na takychto dvojiciach moézeme
dodefinovat vselijaké operécie, napriklad s¢itovanie. Ak x,y € Z2, teda x = (a1, by),
y = (a9, bs), tak tieto dvojice budeme s¢itovat ako vektory: x + y = (a1 + ag, by + b2).
Takto definované séitovanie zabezpeéi vztah = +vy = y + x pre vietky dvojice z,y € Z2.

Polozme do roviny prvi Sablénu Tubovolne. Nech zakryva policka z1,xs,... ,z, €
€ 7Z2. Aké policka bude zakryvat, ked ju posunieme inam (a ponechdme orientaciu)?
Zrejme to budd x; + x, x9 + , ..., T, + = pre nejaké x € Z2. Policko = tu chipeme
hlavne ako dvojicu c¢isel, o ktoré posunieme prvé a druhé saradnice policok Sablony.

Vieme, ze v kazdom stvorceku je nejaké redlne cislo. Matematicky to mézeme po-
pisat tak, ze mame dand funkciu f : Z? — R. Hodnota na $tvoréeku x € Z2 bude
f(x). Predpokladame, ze pre lubovolné posunutie prvej Sablény je stcet Stvorcéekov, ¢o
zakryva, kladny. V nasom oznaceni to znamena, ze pre kazdé x € Z? plati

Zf(.’ﬁi +a2) >0 (1)

Teraz zapojime druht Sabléonu. Nech pri nejakom polozeni do roviny zakryje stvorceky

Y1, Y2, - - - Ym, ktoré st prvkami Z2. Za vyuzitia predpokladu o prvej sabléne chceme
dokézaf, ze tuto Sablénu vieme umiestnit tak, aby zakryvala kladny sucet. Skiisme
dosadzovat y1, y2, ..., Ym za x do (1). Dostdvame nerovnice tvaru

> flzity;) >0
=1
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pre 5 =1,2,... ,m. Ich s¢itanim cez vSetky mozné j dostaneme
m n
YN f@i+yy) > 0. (2)
j=11:i=1

Rovnica (2) nam velmi pomdéze vdaka svojej symetrii. MéZeme vymenit poradie sim a

ziskame
Z Z fly; +zi) | >0.

=1 7j=1

Vyraz v zatvorke je stucet policok, ktoré zakryje druhé Sabléna pri posunuti o z;. Kedze

sC¢itujeme n takychto suctov a vysledok je kladny, musi existovat také k € {1,2,... ,n},
7e .

Z fly; +x,) >0

j=1

a preto existuje umiestnenie druhej Sablony, ktoré zakryva kladny stucet. A to sme chceli
dokazat.

4.4

(Podla Josefa Tkadleca.) Ukazeme, ze druhy hra¢ dokaze zariadit, aby dany polyném P
mal redlny koren. Sta¢i mu na to, aby pre nejaké redlne ¢islo ¢ bolo P(¢) < 0. Polyném
je totiz parneho stupia, takze ,,p6jde do plus nekoneéna“ ked budeme velmi zmensovat
alebo velmi zvii¢sovat vstupni hodnotu. Okrem toho je to spojita funkcia, preto ak
niekde nadobtuda kladnti hodnotu a inde zapornt, tak niekde medzi nimi urcite lezi
nejaky koren.

Tak podme k stratégii. Mame 9 koeficientov, ktoré treba doplnit — 4 pri parnych
mocninach a 5 pri neparnych. Pocdas prvych Siestich tahov doplni druhy hrac¢ vzdy
koeficient pri nejakej mocnine x opac¢nej parity ako doplnil prvy hraé. V siedmom tahu
ma teda prvy hrac¢ na vyber jeden koeficient pri parnej mocnine a dva pri neparnych
mocnindch. RieSenie dalej zavisi od vyberu prvého hraca.

Nech si vyberie jeden z dvoch koeficientov pri neparnych mocninach. Potom druhy
hra¢ doplni koeficient pri parnej mocnine tak, aby sucet vSetkych koeficientov pri
parnych mocninach bol 0. Tym dosiahne

Pl)=14a9g+ag+ar+...a2+ a3 + 1,
P(—l):1—a9—|—ag—a7+...a2—a1+l.

Scéitanim dostaneme
P1)+P(-1)=2(1+as+as+as+ax+1)=0,

lebo posledny koeficient pri parnej mocnine sme vhodne vybrali, aby tento sii¢et bol
nula. Vidime, Ze aspon jedna z hodnét P(1) a P(—1) bude mensia resp. rovna nule
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a teda P bude mat redlny koren. (Bez ohladu na to, ¢o vyplni v poslednom fahu prvy
hrac.)

Teraz predpokladajme, Ze si prvy hrac¢ vyberie koeficient pri parnej mocnine a dru-
hému ostanii na vyber uz len dva pri réznych neparnych mocninach. Urobime podobny
trik ako predtym, len bude trochu zlozitej$i. Polyném P moézeme po siedmom tahu
napisat v tomto pripade ako P(z) = Q(x) + a;x" + a;27, kde a; a a; su zostavajice
neurcené koeficienty, pri¢om i, j st nepéarne ¢isla, ¢ > j. Skimajme hodnotu P(2)
a P(—1):

e
—

[\)
N—r

I

Q(2) + a;2" + aj2j7
P(-1) =Q(-1) —a; — a;.

Teraz vynésobime druht rovnicu éislom 27, sé¢itame ich a dostaneme
P(2)+27P(-1) = Q(2) + 27Q(—1) + a; (2" — 27).

Ked sa na to poriadne pozrieme, vidime, Ze koeficient a; vie druhy hra¢ vybrat tak,
aby prava strana bola rovna nule. Takze opit dostaneme, ze bud P(2) alebo P(—1) je
mensie alebo rovné nule.

Tym sme dokézali, ze vzdy vyhra druhy hrac.

4.5

Vieme, ze pre kazda dvojicu matematikov je pocet tych, ktori sa pozdravili s oboma,
rovnaky. Oznac¢me tento pocet [. Vezmime Tubovolného matematika a ozna¢me ho M.
Vieme, ze M sa pozdravil s 3k + 6 matematikmi a kazdy z nich sa pozdravil s 3k + 5
matematikmi réznymi od M. To je spolu (3k + 6)(3k + 5) matematikov, niektori st
zrejme zaratani viackrat. Kazdy matematik B je v tom pocte zaratany prave tolkokrat,
kolko existuje matematikov C, ktori sa pozdravili s A, ale aj s B, ¢o je podla zadania
presne [. Tym dostavame vztah

(3k + 6)(3k + 5) = (12k — 1)L, (1)

Aby [ bolo prirodzené, musi 12k — 1 delit (3k+5)(3k +6). Kedze 12k — 1 nie je delitelné
prvocislom 3, tak musi delit dokonca (3k +5)(k+2) = 3k*+ 11k +10. To vieme napisat
aj ako

(12k — 1,3k* + 11k + 10) = 12k — 1, (2)

kde (a,b) znad¢i najvicsi spoloény nasobok celych ¢isel a, b. Upravujme

(12k — 1,3k2 + 11k + 10) = (12k — 1, 12k* 4 44k + 40) = (12k — 1,45k + 40) =
= (12k — 1,180k + 160) = (12k — 1,175).

Aby bolo splnené (2), musi 12k — 1 delit &islo 175. Overenim delitelov 175 = 5% - 7
zistime, Ze vyhovuje jedine 35 a preto k = 3. Z (1) dostavame [ = 6.
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Dokézali sme, ze ak dané situacia mohla nastat, tak sa stretlo 36 matematikov, kazdy
sa pozdravil s 15 matematikmi a pre kazda dvojicu existuje prave 6 matematikov, ktori
sa pozdravili s oboma. Takyto pripad naozaj moze nastat. Poskytneme navod, ako ho
skonstruovat. Detaily prenechame na citatela.

KedZze matematikov je taky pekny pocet (Stvorec), reprezentujme ich ako uspo-
riadané dvojice ¢isel (a,b), kde a,b € {0,1,2,3,4,5}. Takychto dvojic je presne 36
a tito mnozinu zvykneme ozna¢ovat Z2. Je to mnozina usporiadanych dvojic zvyskov
po deleni 6. (Mnozina Zg je mnozina zvyskov po deleni 6.) S takymito dvojicami
mozeme robit rozne veci. Napriklad méZzeme definovat sc¢itovanie po zlozkach, teda ak
(1,91), (x2,y2) € Z2, definujeme (z1,y1) + (72, 92) = (21 + 2,91 + y2). Co sa stane ak
napr. r; + xr > 5?7 Jednoducho zoberieme zvysok x1 + x2 po deleni 6. Akoby sme stéle
pracovali len so zvyskami.!! Teraz zoberme Iubovolného matematika (a,b) a nechajme
ho pozdravif sa s matematikmi

(a,b) + (k,0) prek € Zg, k # 0,
(a,b) + (0,k) prek € Zg, k # 0,
(a,b) + (k,k) pre k € Zg, k # 0.

Zostéava overit par faktov:

e Ak sa matematik (a,b) pozdravil s matematikom (c,d), tak to plati aj naopak.

e Kazdy matematik sa pozdravil s prave patnastimi inymi matematikmi.

e Pre kazdych dvoch matematikov existuje prave 6 matematikov, ktori sa pozdravili

s oboma.

Dokaz tychto tvrdeni sa dé urobit formélne, ale aj pomocou pekného obrazka. Vhodné
je nakreslit mnoZinu Z2 ako Stvorec 6 x 6 a vyznacif, s kym sa podla nasho predpisu
pozdravi nejaky matematik.

PIATA SERIA

5.1

Zadanie tlohy sa zda az privelmi pravouhlé. Nakreslime obr. 56 a pozrime sa na uhly,
ktoré sa v nom javia ,pekne“. Na poradi M, N na tsecke BC' nezalezi, nech teda M je
blizsie k bodu C.

KruZnicu opisant trojuholniku AM N ozna¢me k, jej polomer r a stred S. Potom
|MS| = |NS| = |PS| = |AS| = |QS| = r, pretoze su to polomery kruznice k. NavysSe
PQ bude priemer tejto kruznice, lebo |[PAQ| = 90° a body P a @ lezia na nej. Kedze
| M AN| = 45°, jemu prislachajuci stredovy uhol M SN bude pravy. Trojuholnik M SN
je teda rovnoramenny pravouhly.

11 Pre vysvetlenie par prikladov: (2,5) + (2,4) = (4, 3), (1,2) + (5,4) = (0,0).
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Obr. 56

Plati |{SMN| = |{ACN|, preto MS || CA a NS || BA. Ozna¢me X priese¢nik
priamky MJS so stranou AB a Y priesecnik priamky NS so stranou AC. Potom
z rovnobeznosti M X a CA, resp. NY a BA vyplyva |£Y QS| = |£XSP]|, resp.
|£LSPX| = |£QSY| (stihlasné uhly). Trojuholniky QSY a SPX su preto podobné.
Dokonca st zhodné, pretoze |QS| = |SP|. Pre dalsie potreby oznac¢me |Y'S| = |XP| =
=a, QY| = |SX|=0b.

Do hry by sme koneéne mohli zapojit aj usecky PB a QC, kedze obidve sa vyskytuja
v tvrdeni, ktoré chceme dokazat. Usecka PB je sucastou rovnoramenného pravouhlého
trojuholnika M X B, plati teda |M X| = | X P| + |PB|. Podobne |YN| = |CQ| + |QY|.
Podme sa teraz konec¢ne pustit do tpravy suétu dizok CQ a PB:

|CQ|+ |PB| = ([YN| = |QY]) + (|[MX| - [XP|) = ([YN| - b) + (|MX]| —a) =
=([YN|—a)+ (IMX]=b) = ([YN| = |[YS]) + (|MX] - [XS]) =
= |SN| + |SM| = 2r.

Ale |PQ)| = 2r, pretoze je to priemer. Dokazali sme, ze |PQ| = 2r = |CQ| + |PB].

5.2

Chceme dokéazat, ze body D, E a F leZia na jednej priamke. KedZe body F a F lezia
na kolmiciach na tsecku BC, tisecky BE a C'F st rovnobezné. Predstavme si, ze body
D, E a F lezia na jednej priamke. Aj body D, B, C lezia na priamke a tsecka BE
je rovnobezné s tseckou C'F. To znamend, ze useCka BE sa prenesie v rovnolahlosti
so stredom v bode D a koeficientom k& = |DC|/|DB| na tsecku C'F' a zrejme rovnako
cely trojuholnik DBE sa prenesie na trojuholnik DC'F'. Z toho je zrejmé, ze tieto dva
trojuholniky st podobné (obr. 57).
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X

Obr. 57

Tato tivaha funguje aj opac¢nym smerom. Ak dokazeme, ze trojuholniky DCF a DBE
st podobné, tak potom uz musia body D, E a F lezat na priamke. Na dokazanie
podobnosti dvoch pravouhlych trojuholnikov stac¢i ukézaf, Ze maji rovnaky pomer
odvesien, teda |CF|/|DC|= |BE|/|DB.

Pustime sa do poéitania tjchto dizok, pri¢om nasou snahou bude vyjadrit ich pomo-
cou stran a uhlov trojuholnika ABC. Ozna¢me dlzky jeho stran a, b, ¢ a uhly o, 3, 7.
Oznac¢me dalej M stred strany AB a N stred strany AC'. Zrejme tsecka M FE je kolmé
na AB, kedZze lezi na osi strany AB. Trojuholnik EM B je pravouhly a podla zndmych
vztahov mame

|M B
sin|[{ BEM|

Plati |{MBE| = 8 —90° a |[{EMB| = 90°, z ¢oho vyplyva [{BEM| = 180° — .
Vieme, Ze dlzka M B je polovicou dlzky strany AB, teda

BE| =

c/2 ¢
sin(180° — ) 2sin 3’

BE| =

Vsimnime si, ze bod F je na rozdiel od bodu E mimo trojuholnika ABC. Preto
podobnymi vypoc¢tami nedostaneme |[LCFN| = 180° — ~, ale vyjde |[LCFN| = ~.
Z pravouhlého trojuholnika C'F'N dostaneme

b

CF|= .
| | 2siny

Este potrebujeme spoéitat dlzky tseciek DB a DC. Zatial sme nevyuzili, ze DA je
dotyc¢nicou kruznice opisanej trojuholniku ABC. Z obvodovych a tsekovych uhlov
vieme, Ze

|{BAD| = |4BCA| =~, |4XAC|=|LABC|=8,

pricom bod X vyuzivame len kvoli oznaceniu uhla.
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Podla sinusovej vety v trojuholniku DBA plati

|DB| |AB| Sz DB csiny
= VA —_ .
sin|{BAD| sin|{ADB|’ sin|{ ADB|
Podla sinusovej vety v trojuholniku DC A plati
|DC| B |CA| bsin(180° — 3)  bsinf

Gize  |DC|=

sin|{CAD|  sin|{ADC|’ sin|[{ADB|  sin|{ADB|’

Vyjadrili sme vSetky potrebné dizky a Iahko overime platnost rovnosti |CF|/|DC| =
= |BE|/|DB]|, ktort sme chceli dostat.

= 180° — 3. Ak by bol uhol ABC nanajvys 90°, tak bod E nebude vnutri trojuholnika
ABC' a dostaneme |{BEM| = f. V dalSom vypocte to vSak nerobi problém, kedze
pocitame len so sinusom tohto uhla a sin § = sin(180° — f3).

Uvazovali sme pripad |AB| < |C A, teda bod D bol blizsie k bodu B ako k bodu C.
V situacii |[AB| = |C'A| sa doty¢nica v bode A nepretne s priamkou BC, tento pripad
preto nemusime uvazovat. Ak |AB| > |C'A|, tak bod D bude blizsie k bodu C' a budeme
postupovat analogicky.

5.3

(Podla Josefa Tkadleca.) Po dokladnom pochopeni zadania sa mézeme pustit do vypi-
sovania prvych ¢lenov:

1,21, 2,2,2,3, 1,2,2,3, 2,3,2,4,
17372757 17272767 17472777 17472787

Napriek nepravidelnému zaciatku vieme nahliadnut, Ze ak postupnost rozdelime na
Stvorice, tak ¢asom dosiahneme len $tvorice typu (1,n,2,n + 4), kde n sa postupne
zvysuje, vzdy o jedna. Pokusime sa dokdzat pomocou indukcie, Ze postupnost (poénic
Stvoricou (1,4, 2,8)) ma len ¢leny tohto typu. Prvy indukény krok je zrejmy. V druhom
kroku predpokladajme, Ze mame postupnost

1,4,2,8, 1,5,2,9, ... 1,n,2,n+4,

pricom n = 4, a chceme zistif, aka je dalia Stvorica. Prvé ¢islo za n + 4 bude uréite
1, pretoze n + 4 je v postupnosti uréite len raz. Kazda zo Stvoric (1,m,2,m + 4),
pricom m € {4,5,... ,n}, za¢inala jednotkou a dokonca aj tri Stvorice pred (1,4,2,8)
zacinali rovnako. Preto vieme, Ze nasledujuci ¢len je aspont 34+ (n—3)+1 = n+1. V&ésiu
hodnotu by sme teoreticky mohli dosiahnut s viiéSou diferenciou, ktora by potom musela
byt asponi 8. Jednotka, ktora nasleduje po n+4, je na (4n + 17)-tej pozicii. Maximalna
dlzka postupnosti s diferenciou asponn 8 konéiaca ¢islom 4n + 17 je

LEZi%Q:lJ+1:LgJ+3
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Téato hodnota je vSak najviac n + 1 pre n = 4, ¢im sme dokézali, Ze nasledujuci ¢len
je naozaj n + 1. Tretie &slo v nami doplianej Stvorici bude 2, pretoze &slo n + 1
méame v postupnosti (vyuzitim indukéného predpokladu a $trukttary prvych 28 ¢lenov
postupnosti) prave dva razy. Posledné ¢islo bude asponi n + 5, pretoze vSetky ¢isla na
poziciach tvaru 4k + 3 st 2 a je ich spolu n + 5. Zrejme vii¢Sie uz nemoze byt.

Tym je indukcia kompletna. Odpoved na otézku zo zadania je teraz jednoduché. Je
zrejmé, ze

f(4n+8) =n+ 2.

5.4

Oznac¢me A, As postupne piity vysSok z vrcholu A na priamky BC', DC a nech Hy, Ho
st ortocentra trojuholnikov ABP, AD(Q). Ukazeme, ze tieto trojuholniky maju rovnaky
obsah prave vtedy, ked |AA;| - |AH;| = |AAs| - |AHa].

Nech « je spolo¢né velkost uhlov BAP a DAQ), piatu vysky z bodu P na stranu AB
ozna¢me P;. Stvoruholnik A H; P, B je tetivovy, preto z mocnosti bodu A ku kruznici
jemu opisanej vyplyva

2
[Ady| - |AH,| = |AB| | AP,| = |AB| | 4P| cosa = 22

Podobne 9
|AAs| - |AH,| = =222 cos o,
sin o

odkial
SABP:SADQ < |AA1||AH1|:|AA2||AH2|

Teraz je uz tloha jednoduché. Predpokladajme, ze priamka AC' je kolma na H; Hs, ich
priese¢nik ozna¢me H. Potom s$tvoruholniky A1 H1 HC a As Ho HC st oba tetivové, ¢ize

|AAL] - |AH,| = [AH| - |AC| = |AAz| - |AH,|.

Naopak, ak |AA1| - |AH:| = |AAs| - |AHs|, tak pre pity vySok G; a Gy z vrcholov Hy
a Hs na priamku AC plati

‘AG1| : |AC‘ = ’AA1| ) ‘AHl‘ = |AA2‘ ) ‘AH2| = ‘AG2| : |AC‘-
Teda G1 = G5 a priamky AC a HyH, st navzajom kolmé.

5.5

(Podla Josefa Tkadleca.) Princ svojou cestou po Sachovnici ohrani¢i nejaky utvar U.
Skiisme o fiom nie¢o zistit. Ak strana jedného policka Sachovnice mé dizku 1, tak
obvod U je 64. (Princ urobil 64 fahov.) Obsah moézeme ziskat jednoducho pouzitim
Pickovej vety. Stredy poli¢ok Sachovnice tvoria mrezova siet. Zjavne U nemé vnutri
ziadny z tychto mrezovych bodov a na obvode prave 64. Podla Pickovej vety je jeho
obsah 64/2 — 1 = 31. Teda ak sa pozrieme na povodni Sachovnicu, je v nej prave
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31 rohov poli¢ok, ktoré lezia vnutri U. Odteraz ich budeme volat vrcholy. (Na obr. 58
znazornené plnymi kruzkami.) Kazdé dva vrcholy, ktoré st vzdialené prave 1, spojime
hranou a dostaneme tak graf o 31 vrcholoch. KedZe princ presiel cez vSetky policka
jednym tahom, je zrejmé, Ze tento graf neobsahuje kruznice. To znamena, Ze sa sklada
z niekolkych stromov. (Takyto graf volame les.) Nie je fazké si rozmysliet si, Ze ten
strom musi byt prave jeden. TakZe mame jeden strom s 31 vrcholmi a 30 hranami.

Obr. 58

Ofarbime sachovnicu zvislymi pruhmi ako na obr. 58. Teraz budeme U a aj cela trasu
princa zmensovat tak, Zze budeme zo stromu postupne odrezivat listy. Budi nastévat
dva rozne pripady:

e Ked odrezeme list s vodorovnou hranou, tak obvod U skratime o dva vodorovné

tseky dlzky 1 a cesta prestane prechadzat dvoma polickami rovnakej farby.

e Ked odrezeme list so zvislou hranou, tak obvod U skratime o dva zvislé tseky

dlZky 1 a cesta prestane prechadzaf jednym &ernym a jednym bielym polickom.
Ked odrezeme 30 listov, skon¢ime s jednym vrcholom, 0 hranami, s cestou tvorenou
dvoma zvislymi a dvoma vodorovnymi tsekmi dizky jedna na dvoch bielych a dvoch
¢iernych polickach.

Teraz predpokladajme, ze princ na obvode U spravil 32 zvislych a 32 vodorovnych
skokov, museli by sme pri orezavani 15-krat odrezat list s vodorovnou hranou a 15-krét
odrezat list so zvislou hranou. KedZe pocet orezanych listov s vodorovnou hranou je
neparny, pocty ciernych a bielych policok odstranenych z princovej cesty pri orezavani
listov st rozne. To je vSak spor, lebo uz vieme, ze ten pocet je pre obe farby 32 — 2 =
= 30. Tym sme dokézali, Ze pocet horizontalnych a vertikdlnych tahov princa nemdze
byt rovnaky.

SIESTA SERIA

6.1

(Podla Josefa Tkadleca.) Vztah zo zadania ma platif pre vSetky dvojice redlnych ¢isel
x, y, takze modzeme smelo dosadzovat. Pre x = 0 dostaneme

F(fW) = F2(0) + . (1)
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Premennt y moézeme zvolit tak, Zze prava strana (1) bude rovné fubovolnému redlnemu
¢islu. Preto lava strana (1) taktiez nadobuda kazda redlnu hodnotu, ¢ize pre kazdé
¢ € R existuje z € R také, ze plati f(z) = c. Nech teda z¢ € R je také, ze f(xp) = 0.
Dosadme do povodnej rovnice & = zo. Dostaneme, Ze

f(fy) =y (2)

plati pre kazdé y € R. Dosadme do pévodnej rovnice namiesto = hodnotu f(x). Ziskame

FUF@)F(f@) + F) = (f(F (@) +y,

« oy . i
¢o s vyuzitim (2) vieme upravit na

faf(@)+ fy) ="+ (3)

Spojenim (3) a pévodnej rovnice dostaneme

2® +y = flaf(@) + f(y) = (f(2)* +y,

¢ize pre kazdé x € R plati (f(x))? = 22, alebo inak |f(x)| = |x|. Mohlo by sa zdat, Ze
uz to mame, ale eSte nas od kompletného riesenia deli kus cesty. Iahko mozno overit,
ze funkcie f(z) = z, f(z) = —x spliaju |f(z)| = |z| a vyhovuji aj povodnej rovnici.
Funkcii, ktoré spliiaja |f(z)| = |z|, je vSak ovela viac. Mohlo by sa stat, ze f(z) bude
niekde rovné x a niekde —z. Co by sa dialo vtedy? Nech existuje f, ktoré vyhovuje
zadanej rovnici a navySe mame nejaké nenulové rozne aq,as € R také, ze

fla1) = ax, flaz) = —as.

Dosadme do povodnej rovnice x = a1 a y = as. Dostaneme
2 2
f(ai —a2) = ai + as.

Potom musi platit af —ay = a2 +az alebo a? —as = —a} —ay. Z prvej rovnice dostaneme
az = 0 a z druhej a; = 0, takze obe moznosti vedu ku sporu. Preto jedinymi rieSeniami
tlohy st funkcie f(z) =z a f(z) = —x.

6.2

Najjednoduchsi spésob, ktorym by sa dala tato tloha vyriesit, by bolo najst postupnost
skokov, ktorou by sme sa zo zac¢iatocného stavu dostali do koncového. Po dlhom sktisani
vSak prideme k zaveru, Ze sa to asi neda. Ako vieme cosi také dokazat?

Prvy napad by mohol byt dokazovat, Ze sa Ziadnou z plastelin nevieme dostat na
poziciu (3,0) alebo (2, —1). Bohuzial, na obe z tychto pozicii sa dostat vieme. Dokonca
sa vieme dostat aj na kazdi mozni trojicu koncovych bodov, len na ten stvrty bod sa
nam to akosi stale nechce podarit. Skiisme sa pozriet na tato tlohu od konca. Nezélezi,
ktory stav je za¢iatoény a ktory koncovy, lebo vieme robit aj ,spitné“ fahy, teda ak zo
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stavu A vieme prejst do stavu B, tak sa z B vieme aj vratit naspit do A. Predstavme
si, e sa ndm nejako podarilo dostat do koncového stavu. Aky musel byt posledny krok,
ktory sme spravili? Moznosti je dost vela, a ked ich aj skisime vypisat, nevidno na prvy
pohlad Ziaden dévod, preco by sme sa do tychto stavov nemohli dostat.

Ak sa vSak budeme pozeraf dostatoc¢ne pozorne, vSimneme si jednu zaujimava vec.
Plasteliny mame na konci vo vrcholoch rovnobeznika R, ktory je tvoreny pociatkom
stradnicovej sustavy (0,0), dvoma bodmi (1,1), (2, —1) (mo6zeme ich chapat aj ako
vektory) a ich stc¢tom (3, 0). Predstavme si teraz mnozinu vsetkych bodov roviny, ktoré
st nejakym celo¢iselnym nésobkom alebo celoé¢iselnou kombinéciou vektorov (1,1),
(2,—1), teda vsetky body, ktoré sa daji napisat ako a - (1,1) + b - (2,—1) pre nejaké
celé ¢isla a, b. Do tejto mnoziny patria aj vSetky $tyri vrcholy R. Ked si tito mnozinu
bodov nakreslime na papier, dostaneme pravidelna ,mriezku“ — taku istu, ako keby
sme sa pokusili rovnobeznikmi zhodnymi s rovnobeZznikom R pravidelne vyplnit celi
rovinu. Na konci preskakovania budu vsetky kusky plasteliny lezat na bodoch mriezky.
Jeden krok pred koncom museli tiez lezat vSetky kusky plasteliny na bodoch mriezky
— dé sa totiz lahko v8imnuft, Ze ak po preskoceni plasteliny A plastelinou B budu obe
lezat v bodoch mriezky, musela plastelina B lezat na nejakom bode mriezky aj pred
skakanim. (Plastelina A samozrejme tiez, pretoze ta sa nehybala.) Z toho teda vychadza,
ze vSetky kusky plasteliny museli lezat v bodoch mriezky aj na zacdiatku, ¢o vSak nie je
pravda, ¢im sme dostali spor. Preto sa zo za¢iatocného stavu nedéd dostat do koncového
(a ani do ziadneho iného, kde by vsetky styri kusky plasteliny lezali naraz na bodoch
nasej mriezky).

6.3

(Podla Josefa Tkadleca.) V kazdom riadku je prave 100 - 75/2 = 50 - 75 dvojic
roznofarebnych policok. Pre vSetky riadky je to spolu 100 - 50 - 75 dvojic. Existuje
presne 100 - 99/2 = 50 - 99 dvojic stipcov, na ktorych lezia tie roznofarebné dvojice
poli¢ok. Z Dirichletovho principu dostaneme, Ze existuju dva stipce, ktoré maju aspon
v 76 riadkoch rézne farby. Odteraz budeme uvazovat iba tie dva stipce. Ak takych
dvojic stlpcov existuje viac, vyberieme Iubovolnt z nich.
Mame dva stipce, ktoré chapeme ako 100 dvojic (policka tvoria dvojicu, ked st
v jednom riadku), z toho aspon 76 je roznofarebnych. Oznacme pouzité farby a, b,
¢, d. Mame Sest kombinécii ako mozu vyzerat roznofarebné dvojice: ab, ac, ad, be,
bd, cd. Samozrejme, este musime uvazovat aj poradie. Ak by sa v nasich dvoch stipcoch
nachadzali riadky farieb ab aj cd, tak mame pozadovany obdlznik. Rovnako to plati pre
dvojice ac a bd, ad a bc.
Predpokladajme teda, Ze z dvojic farebnych kombinécii (ab, cd), (ac, bd) a (ad, bc) sa
vyskytuje vzdy najviac jedna. Teraz moézu nastat dve moznosti.
e Jedna z farieb a, b, ¢, d nie je v Ziadnom réznofarebnom riadku. Potom st na aspon
76 roznofarebnych riadkov pouzité najviac tri farby a teda jedna sa v nasich dvoch
stipcoch vyskytuje aspoii [76 - 2/3] = 51-krat, ¢o nie je mozné.
e V roznofarebnych riadkoch sa nachadzaja vSetky styri farby. Potom musi existovat
farba, ktora sa nachadza v kazdom réznofarebnom riadku a preto je tam aspon
76-krat, ¢o opit nie je mozné.
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Tym sme ukdzali, ze vzdy musi existovat obdlZnik s vrcholmi réznej farby.

6.4

(Podla Josefa Tkadleca.) Budeme hladat n v $pecidlnom tvare. Funkciu p vieme pekne
vyhodnocovaf pre prvoéisla a ich mocniny. Skiisme n = ¢?—1, kde ¢ je neparne prvoéislo.
Chceli by sme, aby platilo

plq® —1) < p(¢*) < p(¢® +1).

Prvéa nerovnost plati pre vSetky neparne prvodisla ¢, to sa dokdze Tahko. T4 druhé
nanestastie platif nemusi. Riesit, ¢i plati pre nekonecne vela prvocisel ¢, je nad naSe
sily. Nam teda prekaza, ked

p(q®) = ¢ 2 p(¢* +1). (1)
Skiisme dalsiu trojicu: ¢* — 1, ¢*, ¢* + 1. Vieme, Ze (¢* — 1) = (¢> — 1)(¢> + 1) a kedZe

plati (1), je zrejmé, ze (¢* — 1) m4 prvociselnych delitelov len mensich ako g. Tato druha
trojica je rieSenim nerovnosti prave vtedy, ked

p(q*) = g < p(g* +1).

Opiit sme tam, kde sme boli. Tato nerovnost asi nemusi vzdy platit. Uz je vSak jasné,
kam toto riesenie vedie. Ak toto nie je riesenim, tak sa posunieme o rad vyssie na
trojicu, ¢® — 1, ¢%, ¢8 + 1, atd.

Formalne, vezmime najmensie prirodzené k také, ze

k
p<q2>>q~

(e 1) <p () <p(¢ +1).

Musi ale také k existovat? Predpokladajme (dokaz sporom), ze také k neexistuje, ¢ize

Potom

v/ k . /7 v/ Id . v/ Ve . .
¢isla tvaru ¢2 +1 maja v prvoéiselnych rozkladoch iba prvoéisla mensie ako p. Citatelovi
dévame za tulohu dokéazat, Ze to nemdze nastat. Poradime, Ze pomoze ukazat, Ze ¢isla
takého tvaru maju najvicsi spoloény delitel rovny dvom.

6.5

Riesenie ulohy nebolo v koreSponden¢nom semindri zverejnené.






Iné koreSpondencné seminare

Okrem Matematickej olympiady s pre studentov zédkladnych aj strednych skol pocas
skolského roka organizované aj iné matematické sutaze. Patria medzi ne predovSetkym
korespondencéné semindre. Tieto sufaze sa v detailoch istotne liSia, avsak zakladné
¢rty maju spoloéné. Pocas skolského roka prebiehaju dve casti (letnd a zimnd), ktoré
pozostavaju zvicSa z troch sérii tloh rozosielanych riesitelom do $kol alebo domov.
Riesenia sutaziaci vypracovavaji rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaju na adresu prislusného seminéra, odkial sa po niekolkych drioch az tyzdnoch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieSeniami a vysledkovou listinou. Mladsi a menej
sktseni riesitelia zvic¢sa nemusia riesit tie najzlozitejsie priklady, aby aj oni mali Sancu
ovplyvnif poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti stitaze st priblizne tridsiati
najuspesnejsi riesitelia pozyvani na tyzdnové sustredenie, t¢ast na ktorom byva c¢asto
najsilnejSou motivaciou na rieSenie tloh. Nie je ale mozné nespomentut, ze takyto

reprezentantov Slovenska na IMO sa aktivne zapajala do viacerych z tychto seminarov.

Nizsie uvedené korespondenéné seminare (KS) st uréené studentom strednych skol,
svojim zaberom pokryvaji tizemie celého Slovenska a ¢asto maju aj riesitelov z Ceskej
republiky. Je vSak mozné, Ze vo svojom okoli najdete aj mensie sufaze podobného druhu.

Korespondenény matematicky seminar — KMS

KMS vznikol v roku 2002 spojenim Bratislavského a Stredoslovenského korespon-
den¢ného matematického seminara (BKMS a SKMS), ktoré do 51. ro¢nika MO prebie-
hali samostatne. Organizovany je Studentmi FMFI UK v Bratislave.

KMS ma tri kategérie. Zacinajicim a mladsim riesitelom je urcend kategéria ALFA,
pre skusenejsich je kategéria BETA. Rozdelenie do kategérii umoziiuje bojovat o miesta
na sustredeni aj nesktusenym studentom, ktori by v prili§ silnej konkurencii stracali
motivaciu. Kategéoria GAMA je semindr SKMO a je mu venovana predchadzajica
kapitola.

KMS

OATC KAGDM FMFI UK
Mlynska dolina

842 48 Bratislava

e-mail: kms@kms.sk
web: http://kms.sk
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Sutaz talentovanych rieSitelov oblubujicich matematiku — STROM

Korespondencény seminidr STROM je pokracovatelom najstarsieho korespondencéného
seminéra v byvalom Ceskoslovensku. Je organizovany z PF UPJS v Kosgiciach skupinou
rokoch sa na organizovani seminara okrem koSickej skupiny podielaju aj Studenti
FMFI UK pochadzajuci z vychodného Slovenska. RieSitelskti zédkladiiu méa prevazne
na vychodnom Slovensku.

STROM

PF UPJS
Jesenna 5

041 54 Kosice

e-mail: strom@strom.sk
web: http://www.strom.sk

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo seminarov zapojif, najrozumnejsie je zadania
a pravidla najst na internete zaciatkom septembra alebo zaciatkom januara, pripadne
v tomto obdobi poziadat e-mailom o zaslanie tloh prvej série.
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