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1. Ndjdite vietky prirodzené cisla k, pre ktoré je dekadicky zdpis cisla 6% - 72007k

ukonceny dvojcislim a) 02; b) 04. (Eva Ridka)

RieSenie. Opakovanym nasobenim ¢&islom 6 zistime, Ze posledné dvojéislia mocnin 6%
pre k=1,2,3,... si postupne

06, 36, 16, 96, 76, 56, 36, 16, 96, 76, 56, . .. , (1)
opakujt sa teda od druhého ¢lena s periédou dlzky 5. Podobne opakovanym nasobenim
¢islom 7 zistime, ze posledné dvojcislia mocnin 7™ pre m = 1,2, 3,... s postupne

07,49,43,01,07,49,43,01, ..., (2)

opakujt sa teda uz od prvého ¢lena s periédou dizky 4.

a) Pretoze kazd4 mocnina Siestich je zakoncend ¢islicou 6, bude ¢islo 6 - 72007
zakonéené dvojkou jedine vtedy, ked bude &slo 729°7—F zakondené dvojcislim 07 (iné
dvojéislie z (2) nevyhovuje). Nasobenim ¢islami 6, 36, 16, 96, 76 a 56 vSak zistime,
e ¢islo 6% - 72907—k msze mat v takom pripade na predposlednom mieste iba niektort
z Cislic 1, 3, 4, 5, 7, 9. Zakoncenie dvojcislim 02 preto nie je mozné.

b) KedZe kazd4 mocnina Siestich je zakondena é&islicou 6, bude &islo 6% - 72007=F za
konéené stvorkou prave vtedy, ked 72°°7~* bude zakoncené dvojéislim 49 (iné dvojéislie
z (2) nevyhovuje). Nasobenim vsetkymi réznymi ¢islami z (1) zistime, ze 6% - 72007—F je
zakonéené dvojcislim 04 jedine vtedy, ked 6% konéi dvojéislim 96. Cislo 6% konéi na 96
prave vtedy, ked je exponent k tvaru k = 4 + 5a; ¢islo 72907~ konéi na 49 prave vtedy,
ked prislusny exponent mé tvar 2007 — k = 2 + 4b. Dosadenim k = 4 + 5a dostaneme
rovnicu 2007 — 4 — 5a = 2 + 4b, pricom a a b st celé nezaporné ¢isla. Z nej vychadza

:20014—5a:500_a_a—1.

Aby bolo b celé, musi byt a — 1 delitelné Styrmi, teda a = 4¢ + 1; potom b = 499 — 5¢,
k = 9 + 20c. Exponent 2007 — k rovny 1998 — 20c nemoze byt zaporny, preto ¢ < 99.

Cislo 6% - 72007=F je zakoncéené dvojc¢islim 04 prave vtedy, ked je é&islo k tvaru k =
=9 + 20c¢, pricom c € {0,1,2,...,99}.

b

Poznamka. Rovnica tvaru ax+by = ¢, kde a, b, ¢ st dané celé ¢isla a x, y celociselné
nezname, sa nazyva linedrna diofantickd rovnica o dvoch nezndmych. Ziaci by sa mali
oboznamit s rieSenim takych rovnic.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Zistite, ktorym dvojéislim konéi dekadicky zapis &isla 72007, [43]

N2. Uréte vietky prirodzené &isla k, pre ktoré dekadicky zéapis &isla 7% + 9% konéi dvojéis-
lim 22. [k = 20n + 8]

N3. Zistite, pre kolko prirodzenych ¢isel n mensich ako 1000 je suget n2007 4+ 2007" + 1
delitelny siedmimi. [95. Po deleni siedmimi st zvysky ¢isel n2 907 rovnaké ako zvysky
&isel n3 a pre jednotlivé n sa opakuji s periédou dizky 7, pri éislach 2007" st zvysky
rovnaké ako pri éislach 5™ a opakuju sa s periédou dizky 6. Vyhovujtce n maju dvojaké
vyjadrenien =7k =6l+3, n=Tk+1=6l+1,n=Tk+2 =61+ 1 alebon =7k +
+4=60+1]



2. V pdse medzi rovnobezkami p, q su dané dva rozne body M a N. Zostrojte kosostvorec
alebo Stvorec, ktorého dve protilahlé strany leZia na priamkach p a q a zostdvajice dve
strany prechddzaji bodmi M a N (kaZda jedngm). (Jaromir Sims3a)

RieSenie. V kosostvorci (resp. vo Stvorci, v nasledujicich tvahach to budeme casto
vynechavat) st vzdialenosti oboch dvojic protilahlych stran rovnaké. Nasou tulohou je
teda viest bodmi M a N rovnobezky, ktorych vzdialenost sa rovna vzdialenosti d rovno-
beziek p a q. Pidta P kolmice z bodu M na stranu hlfadaného kosostvorca prechadzajicu
bodom N lezi na Talesovej kruznici nad priemerom M N a mé od bodu M vzdialenost d
(obr. 1). Odtial vyplyva konstrukcia:

Obr. 1

Zostrojime Téalesovu kruznicu k£ nad priemerom M N a kruznicu [ so stredom M,
ktorej polomer sa rovna vzdialenosti d priamok p a q. Oznac¢ime P priesecnik kruznic
k a l. Na priamke PN lezi jedna zo stran hladaného kosoStvorca. Protilahld strana
prechddza bodom M a je s priamkou PN rovnobezné.

Vzniknuty rovnobeznik je skutocne kosostvorec alebo stvorec, lebo zo zhodnosti
vysSok vyplyva zhodnost stran.

k P
/ / q
N
M
Py
7 7 p
Obr. 2

Diskusia. Existencia rieSenia je podmienend existenciou bodu P. Zrejme potom
nemoze byt NP || g, pretoze by to znamenalo, ze je |M P| < d. Takze rovnobezky
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prechddzajice bodmi M, N vzdy vytna pozadovany rovnobeznik. Ak [M N| > d, maja
kruznice k a [ dva rozne prieseéniky P; # P, (obr.2), takze tloha ma dve rieSenia.
Ak |MN| = d, potom P = N; stranu kosoStvorca prechéddzajicu bodom N zostrojime
ako kolmicu na M N a tloha mé len jedno rieSenie. V pripade |[M N| < d nema tloha
riesenie.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. V rovine st dané body A, B, priamka p a tsecka dizky v. Zostrojte trojuholnik ABC,
ktorého vrchol C' lezi na priamke p a ktorého vyska na stranu BC ma dlzku v.

D1. V rovine je dané priamka p a body M, N, S. Zostrojte pravouholnik ABC D tak, aby
vrchol A lezal na priamke p, bod M na priamke AB, bod N na priamke BC a aby
S bol priese¢nik jeho uhlopriecok. [Uvazujeme obrazy priamky p a bodu M v otoceni
0 90° so stredom S, ktoré zobrazi stranu AB na stranu BC]

D2. V rovine st dané tri rovnobezné priamky a, b, ¢ a priamka d s nimi réznobezné.
Zostrojte Stvorec ABCD tak, aby A € a, B € b, C € ¢, D € d. [Zostrojime najskor
[ubovolny §tvorec ABC D, ktory splia prvé tri podmienky: Zvolme bod B € b, vrchol A
takého Stvorca potom lezi na priamke a a zaroven na priamke ¢ otocenej okolo bodu B
0 90°. Hladany Stvorec dostaneme posunutim v smere rovnobeziek a, b, ¢, v ktorom
sa priamka d' || d obsahujica vrchol D zobrazi na priamku d.]

3. Dokdzte, Ze ak x a y su redlne cisla, pre ktoré plati x3 +y3 < 2, tak x +y < 2.
(Jan Mazak)

Riesenie. Tvrdenie dokdZeme sporom. Pripustme, Ze plati x +y > 2. Potom y > 2 —
— z, takze y3 > (2 — )3, lebo funkcia s = t3 je v premennej ¢ rasttica na celom obore
realnych cisel. Preto plati

Py >ad +2-2)P=8-1204+622=6(x— 1) +22>2.

To je v spore s predpokladom. Tym je tvrdenie dokazané.

Iné riesenie. Dvojclen x® + 93 rozlozime na stcin (z + y)(z? — 2y + y?). Keby
platilo x + vy > 2, pre druhy &initel 22 — zy + y? by sme mali odhad

1 3
P —aytyt =L@y’ -y’ > L

Pre vyraz =3 + y3 by potom platilo
Py =ty -y +y?) >2-1=2.

To je opét v spore s predpokladom. Tym je tvrdenie dokézané.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Ak z, y st realne &isla, pre ktoré plati = +y > 2, tak 22 + y? > 2; dokéazte. [Tvrdenie
vyplyva z nerovnosti (z + y)? 5 2(z? + y?).]

D1. Nech a, b, ¢ st redlne ¢isla, ktorych sicet je vacsi ako 1. Dokazte, Ze suicet ich druhych
mocnin je vacsi ako +. [Tvrdenie vyplyva z tzv. Cauchyho nerovnosti (xz +y + 2)? 5
5 3(x? +y2+22), ktortt mozno overif ipravou na tvar (z—y)%+(z—2)%2+(y—2)% = 0]

D2. Nech z, y st nezaporné &isla, pre ktoré plati 2 +y2 > 2. Dokézte, Ze potom x> +¢> >
> 2. [Potrebnt nerovnost (22 + y2)3 5 2(z3 + y3)? dokazeme tak, ze rozdiel medzi
pravou a lavou stranou upravime na tvar (z — y)?(z?* + 2zy3 + 2zy® + y*).]



4. Ndjdite vietky pravouhlé trojuholniky s dizkami strdn a, b, ¢ a dizkami taznic tq,
ty, te, pre ktoré plati a +t, = b+ t,. UvaZujte oba pripady, ked AB je a) prepona,
b) odvesna. (Pavel Novotny)

Riesenie. a) Nech a aj b st odvesny (obr. 3). Potom podla Pytagorovej vety

N I A F

takze podmienka a + t, = b + t, ma tvar

a+ /b2 + (g)Q =b+ /a2 + (g)Q
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Obr. 3

Kedze z nerovnosti a > b vyplyva (vid ndvodné tloha 1) ¢, > t,, st nasledujtce
upravy ekvivalentné:

2a — 2b = \4a? + b% — \/4b? + a2,
4a® — 8ab + 4b* = 5a? + 5b% — 21/ (4a2 + b2)(4b2 + a2),
2v/4at + 17a2b2 + 4b* = a® + 8ab + b,
16a* + 68a2b? + 16b* = a* + 16ab + 6642 + 16ab® + b?,
15a* — 16ab + 2a%b% — 16ab® + 15b* = 0.

Mnohoclen na lavej strane poslednej rovnice je zrejme delitelny dvojélenom a — b
(pre a = b je totiz rovny nule). Delenim zistime, Ze vysledny mnohoclen tretieho stupiia
mé opét rovnaka vlastnost, takze po opakovanom deleni prevedieme skiimanu rovnicu
na sucinovy tvar

(a — b)23(15a® 4 14ab + 15b%) = 0.

Ostatna rovnost plati prave vtedy, ked a = b, pretoze 15a® + 14ab + 15 > 0 pre kazdu
dvojicu redlnych cisel a, b.



V pripade a) mozeme postupovat aj nasledovne: Odéitanim rovnosti
a\ 2 b\2
a3 i ()

t2—t; = 36> — d?).

dostaneme

Na oboch stranach ostatnej rovnice su rozdiely druhych mocnin. Prevedieme ich na
suciny a potom vyuZijeme dant rovnost a+t, = b+ t, upravend na tvar t, —t, = b—a:

(ta —tp)(ta +t5) = 3(b—a)(b + a),
(b—a)(ta+ty) = 2(b—a)(a+b).

Keby bolo a # b, vyjde t, +t, = 3(a+b); to spolu s rovnostou t, —t, = b—a déva

te, = %b — %a, teda t, < b, co odporuje tomu, ze t, je prepona a b odvesna toho istého
pravouhlého trojuholnika (obr. 3). Preto musi platit rovnost a = b.

b) Nech napr. a je prepona (ak je preponou b, staci strany a, b v nasledujicom
texte navzajom vymenit). Potom z Talesovej a Pytagorovej vety vyplyva

vt o () - e ()

&ize rovnost zo zadania ma tvar

v

Kedze prepona a je dlhsia ako odvesna b, t.]j. a > b, st nasledujice upravy ekvivalentné:

3a — 2b = \/4a? — 3b2,
9a% — 12ab + 4b* = 4a® — 312,
5a% — 12ab + 7b* = 0,
(a —b)(ba — 7b) = 0,
5a — 7b = 0.

Zaver. Rovnost a + t, = b + t;, plati pre pravouhlé rovnoramenné trojuholniky
s odvesnami a = b a pre pravouhlé trojuholniky, ktoré maju strany v pomere 5 : /24 :
: 7, a pritom najkratsia z nich je (tretia) strana c.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokéazte, ze taznice vSeobecného trojuholnika (¢i uz je pravouhly alebo nie) maju
rovnaki vlastnost ako jeho vysky: ku kratSej strane smeruje dlhsia taznica. Odvodte
odtial, ze rovnost a + t;, = b + t, plati prave vtedy, ked a = b. [Nerovnosti medzi
stranami a, b a medzi ¢astami faznic %ta, %tb porovnajte na zaklade toho, Ze vrchol C
aj tazisko T trojuholnika ABC' lezia v jednej polrovine uréenej osou strany AB.]

N2. Vypocitajte dizku taznice ¢, trojuholnika ABC, ak a = 96, b = 144, t, = 107.
[Dokaizte, ze v kazdom trojuholniku plati t2 — ¢2 = %(b2 —a?).

D1. V Tubovolnom trojuholniku ABC ozna¢me T tazisko, D stred strany AC a E stred
strany BC'. Najdite vSetky pravouhlé trojuholniky ABC s preponou AB, pre ktoré je
Stvoruholnik CDTE doty¢nicovy. [56-B—1-4]



5. Urcte vsetky dvojice a, b redalnych cisel, pre ktoré ma kaZdd z kvadratickych rovnic
ar’ +2bx +1=0, br’+2ax+1=0

dva rozne redlne korene, pricom prdve jeden z nich je spolocny obom rovniciam.
(Jaroslav Svrcek)

RieSenie. Zo zadania vyplyva, ze a # 0, b # 0 (inak by rovnice neboli kvadratické)
a a # b (inak by rovnice boli totozné, a ak by mali dva redlne korene, boli by oba
spolo¢né).

Oznac¢me x( spolo¢ny koren oboch rovnic, takze

axi +2bxo +1=0, brd+2axe+1=0.

Odéitanim oboch rovnic dostaneme (a — b)(x3 — 2z9) = xo(a — b)(zo — 2) = 0. Kedze
a # b a 0 zrejme korenom danych rovnic nie je, musi byt spoloénym korenom ¢islo
xo = 2. Dosadenim do danych rovnic tak dostaneme jedinti podmienku 4a +4b+1 = 0,
Cize

1

b:—a—z.

Diskriminant druhej z danjch rovnic je potom 4a? —4b = 44 +4a+1 = (2a+1)?,
takZe rovnica mé dva rozne realne korene pre lubovolné a # —%. Podobne diskriminant
prvej z danych rovnic je 4b? —4a = 4b% +4b+1 = (2b+1)2. Rovnica m4 teda dva rozne
realne korene pre [ubovolné b # —%, ¢ize a # }l.

Z uvedenych predpokladov vSak zéroven vyplyvaa # —; (b #0)aa # —% (a #b).

Zdver. Vyhovuju vietky dvojice (a,—a — 1), kde a € R\ {-1, -1, —%, 0,3}

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Najdite spoloéné korene rovnic 2x3 + 322 — 62 +2 = 0 a 223 4+ 722 + 2z — 6 = 0.
[-14+/3, spoloény koren je korenom kvadratickej rovnice, ktorti dostaneme odéitanim
kubickych rovnic.]

N2. Zistite, pre ktoré hodnoty parametra a maji rovnice z2+ax—3=0az?>+3z—a =0
aspon jeden spoloény koreii. [a = 3, a = —2]

N3. Najdite vSetky dvojice (a,b) redlnych &isel, pre ktoré ma kazd4 z rovnic 2 + (a —2)z +
+b—-3=0,22+ (a+2)z +3b—5=0 dvojnasobny koreni. [(6,7), (2,3)]

6. Obdlznik 2005 x 2007 je rozdeleny na cierne a biele jednotkové stvorceky. Dokdzte,
Ze pre niektori z farieb (¢iernu alebo bielu) erxistuje viac ako 95800 pravouholnikov so
sirkou aspon 2, ktoré sa skladaji z jednotkovych stvorcekov, navzdjom sa neprekryvaji
a ktorych rohové policka maju tito farbu. (Pavel Leischner)

RieSenie. Budeme hladat obdlZnik s ¢o najmensim obsahom, v ktorom musi byt
obsiahnuty pravouholnik majici vsetky rohové policka rovnakej farby. Sirka 2 nestaci
(pri fubovolnej dizke by napriklad mohol byt jeden cely riadok éierny a druhy biely).
Uvazujme teda obdlznik sirky 3. Jeho stlpce mozu byt ofarbené ésmimi sposobmi ako
na obr. 4.

Obr. 4



Ak je obdlznik zlozeny iba zo Siestich stlpcov 2 az 7, nem4 Ziadny pravouholnik
s rozmermi vic¢Simi ako 1 v nom obsiahnuty vSetky rohové policka jednej farby. Uvede-
njch Sest stipcov totiz predstavuje vetky moznosti, ako ofarbif stipec zlozeny z troch
poli¢ok dvoma, farbami tak, aby nebol jednofarebny (jednofarebné st zvysné dva stipce
1 a 8). Keby v takom obdlZniku existoval pravouholnik s rohovymi polickami jednej
farby, boli by prislusné stipce rovnaké.

Avsak ak mé obdlznik sirky 3 dlzku asponi 7, st v iom bud dva rovnaké stipce,
alebo v fom je niektory z jednofarebnych stipcov (1 a 8). V pripade dvoch rovnakygch
stipcov je existencia pravouholnika s rohovymi polickami jednej farby zrejmé. Ak nie
st ziadne dva stlpce rovnaké, ale je tam jednofarebny stipec farby A, musi v obdlzniku
byt aj stipec, ktorého dve policka majt farbu A. Tento stlpec a jednofarebny stipec
farby A urc¢uji pravouholnik, ktorého vSetky rohové policka maju farbu A.

Dany obdlznik 2005 x 2007 teraz rozdelime na dve ¢asti 2002 x 2007 a 3 x 2007.
Kedze 2002 = 7-286, 2007 = 3-669, sklada sa prvéa cast z 286 - 669 neprekryvajucich sa
obdlznikov 7 x 3. V druhej ¢asti je este dalsich 286 obdiznikov 7 x 3. Obdlznikov 7 x 3
je teda celkom 286 - 669 + 286 = 286 - 670 = 191 620. V kazdom z nich je obsiahnuty
aspon jeden pravouholnik, ktory ma vsetky rohové policka jednej farby. Pre najmenej
polovicu takto najdenych obdlznikov, teda pre aspon 95810, je potom farba rohovych
policok rovnaka.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Obdiznik 6 x 4 je rozdeleny na 24 jednotkovych Stvoréekov. Kazdy z nich ofarbite
¢iernou alebo bielou farbou tak, aby ziadne Styri rovnako ofarbené stvorceky neboli
rohovymi §tvoréekmi jedného pravouholnika (najdite aspon jedno riesenie). [Vid obr. 5:
vzhladom na jeho ,,farebné simernosti“ stac¢i overit neexistenciu pravouholnika len pre

jednu farbu rohovych policok.]

Obr. 5

N2. Obdlznik 3 x 7 je rozdeleny na 21 jednotkovych stvoréekov, z ktorych kazdy je ofarbeny
bielou alebo ¢iernou farbou. Dokézte, Ze niektoré styri rovnako ofarbené Stvorce su
rohovymi §tvorcami jedného pravouholnika. [Vid rieSenie stitaznej tlohy.]

N3. Obdiznik 6 x 4 je rozdeleny na 24 jednotkovych Stvoréekov. Trinast z nich je ofarbenych
¢iernou farbou. Dokazte, ze niektoré styri Cierne Stvorce st rohovymi Stvorcami jedného
pravouholnika. [Aspon jeden zo Siestich stIpcov musi obsahovat aspori tri éierne Stvorce.
Ak st dokonca tyri, mame pre umiestnenie zvysnych deviatich §tvorcov pit stlpcov,
takze v jednom z nich musia byt aspon dva. Ak st prave tri, bud existuje aspon
jeden dalsi stipec s tromi ¢iernymi stvorcami (v tychto dvoch stipcoch uz pozadovany
pravouholnik néjdeme), alebo v kazdom zo zvysnych piatich stipcov st prave dva
Cierne Stvorce; je iba (2) = 6 moznosti, ako Styri Stvorce v stipci takto ofarbit, pricom
tri z nich uz davaju pozadovany pravouholnik s pévodne najdenymi tromi Ciernymi
Stvorcami v stipci.]



