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O priebehu 57. ro¢nika matematickej olympiady

Matematicka olympiada (MO) je najstarsia a najmasovejsia postupova intelektudlna
sutaz ziakov zakladnych a strednych skol v SR. Matematickti olympiadu vyhlasuje
Ministerstvo skolstva Slovenskej republiky (MS SR) v spolupraci s Jednotou slovenskych
matematikov a fyzikov (JSMF). V gkolskom roku 2007/08 sa uskuto¢nil uz 57.ro¢nik
MO.

Sutaz riadila Slovenska komisia matematickej olympiddy (SK MO) a pracovala v na-
sledovnom zlozeni:

Mim. Prof. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, predseda

RNDr. Oliver Ralik, FPV UKF Nitra, podpredseda A

RNDr. Monika Dillingerova, PhD., FMFI UK Bratislava, podpredseda Z

Prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra

Mgr. Jan Mazak, FMFI UK Bratislava

Doc. RNDr. BoZena Mihalikovd, CSc., PF UPJS Kogice

Mgr. Peter Novotny, FMFI UK Bratislava

RNDr. Anna Pobeskovd, Nitra

Mgr. Martin Potocény, FMFI UK Bratislava

Doc. RNDr. Vladislav Rosa, CSc., FMFI UK Bratislava

Mgr. Milan Demko, PhD., FHPV PU Presov, predseda KKMO PO

RNDr. Zuzana Frkovd, Gymn. Grosslingova Bratislava, predsednicka KKMO BA
Doc. RNDr. Maria Luckd, CSc., PF TU Trnava, predsednicka KKMO TT
RNDr. Tomds Madaras, PhD., PF UPJS Kosice, predseda KKMO KE

Doc. RNDr. Pavel Novotng, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, predseda KKMO ZA
RNDr. Eva Oravcovd, Gymn. J. G. T. Banska Bystrica, predsednicka KKMO BB
RNDr. Sonia Pavlikova, CSc., TU Trencin, predsednicka KKMO TN

Prof. RNDr. Ondrej Sedivyj, CSc., FPV UKF Nitra, predseda KKMO NR

Ing. Toma$ Luceni¢, IUVENTA Bratislava

*

V roku 2006 sa od MO od¢lenila informatika a vytvorila samostatnu sataz OI.
Napriek tomu sa pod skratkou MO stéle skryva najstarsia sutaz tohto typu u nas,
ktord v dosledku snahy velkého mnozstva nasich vyznaénych predchodcov o ¢o najlepsie
vysledky sa rozrastla na striktni viackolovi stutaz s mnozstvom kategérii Z4, Z5, 76,
77, 78, 79 pre zakladné skoly a C, B, A pre stredné skoly. Vznik tych kategdrii bol
postupny a ucelom zavedenia kategorii pre stale mladsich Zziakov bolo podchytit talenty
v ¢o najmladSom veku a obmedzit tak ich tnik do inych satazi. Vrcholnou sutazou
v tejto oblasti je medzindrodnd matematicka olympidda (IMO), z ktorej nasi Ziaci
pravidelne vozia medaily. V septembri 2008 sa vSak uskuto¢nil uz aj 2.roc¢nik velmi
kvalitnej stredoeurépskej matematickej olympiady (MEMO). Aj ked tymto sutaziam
si v tejto Rocenke venované samostatné kapitoly, spomernime tu aspon tolko, Ze na
49.IMO v Madride ziskala Sestica nagich ziakov tri bronzové medaily a jedno cCestné
uznanie a Sestica nasich ziakov na 2. MEMO v Olomouci ziskala dve bronzové medaily
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a Styri Cestné uznania napriek mimoriadne tvrdej konkurencii, pretoze z velmi silnych
druzstiev prisli na MEMO tento rok okrem Poliakov aj Madari a Nemci. Za vSetky ¢isla
v tejto chvili uz len tolko, Ze Sestice naSich ziakov na doterajsich Sestnastich IMO od
vzniku SR ziskali 71 medaili z 96 moznych.

Organizacna Struktira MO sa nezmenila a podarilo sa uskutoc¢nit vSetky planované
akcie, ale v tomto ro¢niku vznikla jedna mimoriadna vazna terminova kolizia.
Zasadny vyznam pre MO mé tvorba tloh. V tejto oblasti stale udrzujeme vybornu
a obojstranne prospesnu spolupracu s ceskymi kolegami, aby troven prikladov u nas
aj u nich bola ¢o najlepsia. V dosledku toho vSak mame spolo¢né terminy sutazi.
My ich spolo¢ne naplanujeme daleko dopredu, aj dva roky, ale MS SR dava terminy
maturit (asi nie len pre nas) neskoro. Museli sme teda zmenit termin celostatneho
kola, ¢o ale malo za nasledok vyber uplne novej Sestice tloh. Malokto z tych, co
nevymyslaja tlohy pre MO, si uvedomuje, aké je narocné vybrat Sesticu tloh tak,
aby tieto nadvdizovali na predoslé kola a aby boli primerane tazké. Ovela fazsie je vSak
vybrat dalsiu Sesticu, ktord navyse, teda pri splneni nadvéiznosti, sa nemd vobec podobat
uZ raz vybranej Sestici (ktord samozrejme uz bola pouzitd v pévodnom termine).

SK MO ob¢as dostane kritické vyjadrenie k volbe terminov niektorych kol. Musime
konstatovat, Ze kritika je obvykle podloZena argumentmi typu ,,to je tesne po (nejakych
lokélnych) prazdninach“, alebo , koliduje to s okresnou sutazou v modernych sposoboch
ekologického vykurovania (v ikebane, hre na fujare, ...)“, alebo ,to je tesne pred
krazkovanim znamok*, pripadne ,,koliduje to s talentovymi sktiskami na Specialnej skole
v Najprostrednejsej Hornej“. Zostéava nam len smutne zvesit hlavu a vziat na vedomie,
ze naozaj nedokazeme zariadif az takt bezkoliznost. Je to na jednej strane preto, ze
chceli vyhnut aj takym koliziam, tak by sme okrem hlavy zvesili aj firemnu tabulu MO
a uz nikdy by sa Zziadne kolo nemohlo konat. RieSenim tejto situacie je, ze ziak si urci
priority, ¢oho sa chce ztcastnit. VSetko stihnaf v Zivote aj tak nemoze. My samozrejme
budeme radi, ak si ziak z velkej ponuky vyberie MO.

K tvorbe tloh poznamenajme, ze SK MO dostdva len nekonstruktivnu kritiku
ohladne kvality a (ne)vhodnosti prikladov, ale matematickej olympidde to vela nepo-
moze — ulohové komisie robia, ¢o vedia. Navyse, vSetky hodnotenia st vzdy subjektivne,
efekt. Vyzvu na tvorbu uloh uverejiiujeme uz viac rokov po roznych linkéach,
ale bohuzial, vyzva sa nestretava s pochopenim. Prejavime svoj nezlomny optimizmus
(ved ina¢ by sme pri MO neboli) a dafame, Ze teraz to bude iné.

Pokial ide o nespokojnost s vyhodnotenim vykonu Ziaka v ktoromkolvek kole, tomuto
venuje SK MO mimoriadnu pozornost a kazdou staznostou sa velmi zodpovedne zao-
beré. Je poteSujice, ze staznosti tohto typu je velmi malo a stazovatel obvykle pochopi
fundovani odpoved SK MO.

Dakujeme firme REKON, ktora financovala tri¢ka pre reprezenta¢né druzstvo SR na
49.IMO v Madride. Podakovanie SK MO patri dalej vSetkym, ktori podporili celostatne
kolo MO, pretoze cenovy fond z MS SR sa riadi starsimi predpismi a nie je doéstojny
sutaze tejto kvality. Boli to: Slovensky plynarensky priemysel, a.s., Slovenské elek-
trarne Enel, Dexia banka Slovensko, a.s., OTP Banka Slovensko, a.s., Prva stavebna
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sporitelila, a.s., PC Revue, Ransan, spol. s.r.o., Bansk4 Stiavnica, Hechter Slovakia,
Mestsky urad Banska Bystrica, Gymnazium J. G. Tajovského.

Ohladne finanéného zabezpecenia MO treba uviest, ze dotacia MS SR na sufaze
nebola valorizovand uz 5 rokov, aj ked prisfub bol ro¢ne 11%, takze dnes by sme uz
mali mat takmer o 70% viac. K finanénému zabezpeceniu MO dalej patri, Ze autorovi
tychto riadkov sa podarilo ziskat grant APVV, ktory aj tento rok v nemalej miere
pokryl nédklady KMS a tieto financie (332 500, —Sk) dostaneme aj v 58. ro¢niku MO. Iny
grantovy projekt APVV, namiereny na vyrazni metodickt pomoc uéitelom strednych
skol pri organizovani krazkov MO, bol vsak vyhodnoteny nekorektne, so zjavnym
tmyslom Skodif matematike, pretoZe pravidld na Slovensku, bohuzial, umoziuju
anonymné, teda uplne nezodpovedné hodnotenie. Je tazké predstavit si moralnu skodu,
ktord by sa napéchala tym, Ze anonymny ucitel by nespravodlivo vyhodnotil Ziaka
a obral by ho o ,,miesto na vyslni“. Obrovskd matematickd obec vsak pravdepodobne
nie je schopnd proti takej nehoréznosti principialne sa postavit. .. Takéto hodnotenie
sa v. MO nemoze uskutocnit, pretoze vSetci mame osobni zodpovednost, pricom vo
vyssich kolach je kontrola viacnésobna.

Uz tretikrat Spolec¢nost Otakara Bortuvky financéne zabezpecila tréningové sustredenie
IMO-druzstva CR v Uherském Hradisti a na toto ststredenie pozvala aj IMO-druzstvo
SR, ktorému financovala tcast. Tato akcia nie je reciprokd, a ndm neostava iné, ako
uprimne nas$im ¢eskym kolegom znovu podakovat za velkorysost a dufat, ze nas znovu
pozvi; mozno prave to pomdze nasim ziakom skonéit (aj) pred éeskou konkurenciou.

Difam, ze nova sutaz MEMO zvys$i motivaciu najmé mladsich ziakov, pretoze v sep-
tembri 2009 sa uskutoéni v Polsku a o rok neskor bude usporiadand na Slovensku.
Kedze IMO-druzstvo a MEMO-druzstvo musia byt disjunktné, tato akcia znamend
ucast 12 Studentov v kvalitnej medzinarodnej sutazi, ¢im sa znaCne zvySuje Sanca
Studenta na taku sttaz sa prebojovat.

%

Celostatne kolo MO (CK MO) usporiadala KK MO Banska Bystrica, ktorej predsed-
nickou je RNDr. Eva Oravcova a ktora napriek uz spominanej terminovej kolizii odviedla
profesionalnu a vynikajicu pracu. V mene SK MO dakujem jej a tiez vSetkym organi-
zatorom. Po CK MO sa uskutocnilo velmi naro¢né vyberové sustredenie, po ktorom
vznikli reprezentacné druzstva Slovenska na IMO aj MEMO. Tieto potom absolvovali
v ramci pripravy na 49.IMO a 2. MEMO aj tréningové sustredenia a uz tradicné
stitazné trojstretnutie CR-Polsko-SR. Viac o tychto akcidch a tiez o korespondenénych
seminaroch najde zadujemca v samostatnych kapitolach tejto Rocenky. Uz teraz vsak
uvedme aspon niektoré z mnohych zaujimavych internetovych stranok:

matematika.okamzite.eu — archiv zadani, poradi a rieseni MO,

fredas.uniza.sk/ novotny/MO.htm — aktudlne dokumenty, najmé pre Zilinsky kraj,
www.ituventa.sk — stranka IUVENTY,

kms.sk/mo — informécie o MO na strankach koresponden¢ného seminéra,
www.imo-2008.es — stranka 49. IMO v Madride,

imo-official.org — oficidlna stranka IMO.

Pretoze Rocenka je len o celo$tatnych akcidch, nie je mozné explicitne spomentt
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vSetkych, ktori sa na praci v MO podielajiu na skolach, v oblastiach a krajoch. Nie je
to bezmenné arméda, st to velké po¢ty konkrétnych Iudi, bez ktorych by to vSak neslo.
Dovolim si im teda aspon touto cestou podakovat.

Vojtech Balint, predseda SK MO



12.

14.
15.

17.
18.

20.

23.

25.
26.

28.
29.

Vysledky

Celostatne kolo kategodrie A

Vladislav UJHAZI
Martin MELICHERCIK
Ladislav BACO

Michal SPISIAK

Tomas KOCAK
Miroslav BALAZ

Jakub KORY

Martin BACHRATY
Michal HAGARA
Filip SLADEK
Tom4s SZANISZLO
Matts BENKO

Peter CSIBA

Albert HERENCSAR
Jakub KONECNY
Maéria STAROVSKA
Eduard EIBEN
Vladimir BOZA
Lenka MATEJOVICOVA

Tomés BELAN

Déavid LAMI

Jakub VANO

Istvan PARASZTI
Andras VARGA
Lukas KEKELY
Natalia KARASKOVA
Dusan SVANCARA
Alena KOSINAROVA
Tomas KUZMA

Vitazi
4 G P.J.Safarika, Roznava
4 G Parovska, Nitra
2 G Postova, Kosice

3 G Grosslingova, Bratislava
4 G Postova, Kosice

4 G arm. gen. L. Svobodu, Humenné

4 G J. A. Raymana, Presov

Dalsi tispesni riesitelia

2 G Velk4 okruzn4, Zilina
2 G J.Hronca, Bratislava
2 G A.Bernoldka, Namestovo

3 G J. G. Tajovského, B. Bystrica

4 G J. A. Raymana, Presov
3 SPMNDaG, Bratislava

3 G Z.Kodalya, Galanta

2 G Grosslingovéa, Bratislava
4 G Grosslingova, Bratislava
3 G Postova, Kosice

4 G D. Tatarku, Poprad

3 G J.Hronca, Bratislava

Ostatni riesitelia

2 SPMNDaG, Bratislava

3 G H. Selyeho, Koméarno

3 G J. A. Raymana, Presov
3 G H. Selyeho, Koméarno

4 G H. Selyeho, Koméarno

4 G Varsavska, Zilina

2 G Grosslingova, Bratislava
4 G Golianova, Nitra

4 G Grosslingova, Bratislava
3 G Alejova, Kosice

647772
666524
766072
517573
764073
263066
715651

337074
616713
711717
721536
760172
363272
516370
665022
715503
702712
516015
761013

517013
511523
520415
711412
705022
701412
014215
511312
500312
601003

33
29
28
28
27
26
25

24
24
24
24
23
23
22
21
21
19
18
18

17
17
17
16
16
15
13
13
11
10
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Martin LUKACISIN 4 G J.F.Rimavského, Levoca 221410 10
Katarina POKORNA 4 G Grosslingova, Bratislava 322012 10
32. Matus KUKAN 4 G Grosslingova, Bratislava 401013 9
33. Jozef JAKUBIK 4 G Komenského, Partizanske 215000 8
Martin PITONAK 3 G J. G.Tajovského, B. Bystrica 401012 8
Ondrej SEDO 3 G Velka okruzna, Zilina 501002 8
Nikola SPESOVA 4 G Konstantinova, Presov 601100 8
37. Michal HAJDIN 3 G J.Hronca, Bratislava 311020 7
38. Martin POLACKO 3 G Alejova, Kosice 201010 4

Uspesnost jednotlivych taloh je zaznamenana v tabulke.

Pocet Spol Cislo tlohy
bodov [P [T [ 2. [3 [ 4 | 5 | 6
7 bodov| 29 12 0 4 4 8 1
6 bodov| 23 6 8 5 1 1 2
5 bodov| 24 10 0 5 5 1 3
4 body 11 2 1 2 4 0 2
3 body 20 4 1 2 3 1 9
2body | 30 | 3| 4| 2| 2|5 |14
1 bod 49 0 14 | 15 2 17 1
0 bodov | 42 1 10 3 17 | 5 6
Priemer | 2,96 |5,16|2,03|3,05|2,37|2,55|2,58

Krajské kola

7Z prislusného kraja a v prislusnej kategorii A, B, C a Z9 st uvedeni vSetci, resp. asporn
prvych 10 Gspesnych riesitelov. Gymnézid so zameranim na matematiku, Studijny odbor
01, su tieto:

Gymnéazium Grosslingova, Bratislava,
Gymnazium Parovska, Nitra,

Gymnézium Velka okruzna, Zilina,

Gymnézium J. G. Tajovského, Banské Bystrica,
Gymnazium Alejova, Kosice,

Gymnazium Postova, Kosice.
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Michal SPISIAK
Natélia KARASKOVA
Samuel HAPAK
Tomés KOCISKY
Maria STAROVSKA
Lenka MATEJOVICOVA
Jakub KONECNY
Peter CSIBA

Michal HAGARA
Tomas BELAN

Alena KOSINAROVA
Matas KUKAN

Natalia KARASKOVA
Michal HAGARA
Jakub KONECNY
Juraj HASIK

Tom4s PEITL

Marek KUKAN

Bruno CUC

Martin HURBAN
Vladimir JURENKA
Tom4s BELAN

Matej BALOG
Pavol GURICAN
Viktor SZABADOS
Anh LE TUAN

Jan PULMANN
Dominik CSIBA
Andrej KOZAK
Kristina SESEROVA
Matej VECERIK
Matej HAMAS

VYSLEDKY

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

3 Gymnéazium Grosslingova
2 Gymnézium Grosslingova
4 Gymnéazium Grosslingova
4 Gymnazium Grosslingova
4 Gymnézium Grosslingova
3 Gymnézium Jura Hronca
2 Gymnézium Grosslingova
3 SpMNDaG Skalicka

2 Gymnézium Jura Hronca
2 SpMNDaG Skalicka

4 Gymnézium Grosslingova
4 Gymnazium Grosslingova

KATEGORIA B

Gymnézium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
SpMNDaG Skalicka

Gymnézium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova

SpMNDaG Skalick

KATEGORIA C

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnéazium Grosslingova
SpMNDaG Skalicka

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
SpMNDaG Skalicka

Gymnazium Grosslingova

11
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Martina HLAVATA
Alexandra POLAKOVA

Matej MOLNAR

Iveta KARPISOVA
Simon KARKALIK
Peter SICHMAN
Martin DUGAS

Filip GERAT

Juraj POLACH
Jaroslava BARANOVA
Tomés KOSLAB
Dominika PUPAKOVA
Ondrej RUDOLF

Dévid LAMI

Martin MELICHERCIK
Andrids VARGA

Istvan PARASZTI
Dusan SVANCARA
Gergé EDES

Zoltan FABIK

Maridan MINARIK
Fridrich VALACH

Karoly MARAK

Vincent LAMI

Matej SIMSIK

Ivana TONHAUSEROVA
Vladimir BACA

Zoltan FABIK

Agnes BARTAL

Martin MASIK

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca

KATEGORIA Z9

ZS Tajovského, Senec
Gymnéazium Grosslingova
Gymnézium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnézium Grosslingova
ZS Za kasariiou
Gymnazium Jura Hronca
ZS Pri krizi

Gymnézium Grosslingova

Kraj Nitra

KATEGORIA A

3 Gymnézium H. Selyeho, Koméarno
4 Gymnéazium Parovska, Nitra
4 Gymnéazium H. Selyeho, Komarno
3 Gymnéazium H. Selyeho, Koméarno
4 Gymnéazium Golianova, Nitra
4 Gymnéazium H. Selyeho, Komarno
2 Gymnézium H. Selyeho, Komarno
4 Gymnéazium Parovska, Nitra
3 Gymnézium L. J. Suleka, Komérno

KATEGORIA B

Gymnazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnéazium A. Vrabla, Levice
Gymnézium Péarovska, Nitra
Gymnazium A. Vrabla, Levice
Gymnazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnéazium Golianova, Nitra



Matus CELLAR
Adrian KNAPP

. Déavid IZSAK

Jana ORAVCOVA
Tomés TRUNGEL
Albert MIKO

Livia LESSOVA
Gergely SZABO
Szilvia STRBOVA
Stefan FARSANG
Eva MAGYAROVA

. Zuzana BODIOVA

Marian HORNAK
Martin ZAJICEK
Ferenc FARKAS
Matuas FALIS
Viktor BABINEC
Luka$ BERES
Terézia KONCOVA
Tiinde TARCSIOVA
Martin SVOLIK

. Jozef AGARDY

Juraj KARLUBIK
Matyss MIHALKA

VYSLEDKY

Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnazium H. Selyeho, Koméarno

KATEGORIA C

Gymnazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnézium Péarovska, Nitra
Gymnézium A. Vrabla, Levice
Gymnazium sv. Vincenta de Paul, Levice
Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnézium Péarovska, Nitra
Gymnazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnazium Parovska, Nitra

KATEGORIA Z9

ZS Mocenok

ZS Komjatice

ZS Sokolce

Gymnéazium A. Vrabla, Levice
ZS G.Bethlena, Nové Zamky
ZS Tlmace

ZS Komenského, Komarno
ZS F.Moéru, Zemianska Oléa
ZS Kréméryho, Nitra

ZS Skolska, Levice
Gymnéazium Golianova, Nitra

ZS s VJM, Starovo

Michaela SIMIAKOVA
Tomas VESKRNA

ZS Cabajska, Nitra
ZS Pri Podluzianke, Levice

Kraj Trnava

KATEGORIA A

Erik BOHONY

Lukds KONECNY
Albert HERENCSAR
Ladislav DUBRAVSKY

4 Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
4 Gymnéazium P.de Coubertina, Piestany
3 Gymnézium Z. Kodalya, Galanta

4 Gymnézium J. Hollého, Trnava

13
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Filip KOZAK
Laszl6 OLLOS
Eva BEDNARIKOVA

Baldzs PONGRACZ
Lérant BORAROS
Gabor MOLNAR
Andrea PAVLOVICOVA
Eva VIDLICKOVA
Rébert PECSERKE
Juraj TOMASOVIC

Tom4s HUSAR

Michal DURILA

Déra FEKETE

Norbert FULE

Jan JAKUBIK

Veronika SOKOVA
Martin TOMKO

Darina KRIZAKOVA
Rébert MADARASYZ
Tamas SZENTANDRASI

Michal LOFFLER
Olivia KUNERTOVA
Erika KACEROVA
Matej MEZES

Simona ANTALKOVA
Aneta VAVROVA
Pavol KOPRDA
Patrik KRAJCA

4 Gymnéazium P.de Coubertina, Piestany
3 Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
4 Gymnéazium P.de Coubertina, Piestany

KATEGORIA B

Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
Gymnézium I. Madécha, Samorin
Gymnazium P.de Coubertina, Piestany
Gymnézium A. Merici, Trnava
Gymnéazium Sered

Gymnézium P.de Coubertina, Piestany

KATEGORIA C

Gymnazium Skalica

Gymnazium Komenského, Hlohovec
Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
Gymnéazium M. R. Stefanika, Samorin
SPS elektrotechnicka, Piestany
Gymnazium Komenského, Hlohovec
Gymnéazium A. Merici, Trnava
Gymnézium P.de Coubertina, Piestany
Gymnazium Z. Kodalya, Galanta
Gymnéazium Z. Kodalya, Galanta

KATEGORIA Z9

ZS Kladany

ZS Brezova, Piestany

Gymnézium Komenského, Hlohovec
ZS Pusté Ulany

7S Kty

7S Kuty

Gymnézium A. Merici, Trnava

ZS Soporiia
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Kraj Trencin

KATEGORIA A

Jozef JAKUBIK
Peter ONDRUSKA

. Lenka BACINSKA

Andrej KREJCIR
Jan DUGACEK

Jarier WANNOUS
Lenka KUNIKOVA
Andrea DIZOVA
Patricia FLIMMELOVA
Martina SIVAKOVA

Tomas FARKAS

Samuel BEZNAK

Matej KOYS

Alena NOVYSEDLAKOVA
Patrik SVANCARA
Danica PAPOVA

Veronika JANEGOVA
Ondrej MOSNACEK
D4avid VELIKY

. Martina DIVINSK A

Peter KOSEC
Miério PUTERKA

4 Gymnézium Partizanske

4 SPS Dubnica nad Vahom

KATEGORIA B

Gymnéazium Povazska Bystrica
Gymnazium V. B. Nedozerského, Prievidza
Gymnézium L. Sttra, Trenéin

KATEGORIA C

Gymnazium Dubnica nad Vahom
Gymnézium L. Stira, Trenéin
Gymnéazium Partizanske
Gymnézium 1. méja, Piachov
Gymnézium L. Sttra, Trenéin

KATEGORIA Z9

ZS Bojnice

ZS Centrum I, Dubnica nad Vahom
7S Hodzova, Trenéin

ZS Slov. partizanov, Povazska Bystrica
Gymnézium L. Stira, Trenéin

ZS Pod hajom, Dubnica nad Vahom
ZS J. A. Komenského, Banovce nad Bebravou
Gymnazium J. Braneckého, Trenc¢in
ZS Tlava

Cirk. ZS sv. Margity, Ptichov
Gymnézium L. Sttra, Trendéin

ZS Skolska, Banovce nad Bebravou
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Martin BACHRATY
Luk4s KEKELY
Filip SLADEK
Ondrej SEDO
Marian SPANIK
Filip KUBINA

Filip SLADEK
Martin BACHRATY
Zuzana ROSTAKOVA
Michal OKAL

Kamila STYRAKOVA
Jakub HNIDKA
Mojmir MAJDIS

. Alzbeta BOHINIKOVA

Jakub SANTER
Michal KEKELY
Frantisek GAZO
Matej JECMEN
Katarina DUNIKOVA
Martin BEDNAR

Sotia GALOVICOVA
Jozef KOZARIK

Andrej VLCEK

Stefan KAVEC

Adriana BOHYNIKOVA
Barbora HALAJOVA
Mério CHROMEK

Kraj Zilina

KATEGORIA A

2 Gymnazium Velks okruzna, Zilina

4 Gymnézium Varsavsks, Zilina

2 Gymnézium A. Bernoldka, Namestovo

3 Gymnéazium Velks okruzna, Zilina

3 Gymnézium sv. Frantiska z Assisi, Zilina
4 Gymnéazium P. O. Hviezdoslava, D. Kubin

KATEGORIA B

Gymnéazium A. Bernolaka, Namestovo
Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnézium M. M. Hodzu, Lipt. Mikulas
Gymnazium sv. Frantiska z Assisi, Zilina
Gymnazium P. O. Hviezdoslava, D. Kubin
Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnéazium P. O. Hviezdoslava, D. Kubin

KATEGORIA C

Gymnézium Varsavska, Zilina
Gymnazium M. Hattalu, Trstena
Gymnazium Var$avska, Zilina
Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnézium Varsavska, Zilina
Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnézium Velkd okruzna, Zilina

KATEGORIA Z9

ZS Jarna, Zilina

Mestska ZS, Rajec

Ev. gymnézium J. Tranovského, Lipt. Mikulas
Mestska ZS, Rajec

Cirk. ZS R. Zaymusa, Zilina

ZS Limbové, Zilina

ZS Oravské Lesna
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Martin PITONAK
Tomas SZANISZLO
Katarina JURIKOVA
Peter SLUKA
Katarina TUREKOVA

. Vladimir KOBZA

Jakub KONCOK
Matej MORAVCIK

Martin UKROP
Patrik ZILKA

. Ondrej BALUN

Zlatica KONOPKOVA

Jana FODOROVA

. Zuzana KORDOVA

Lukis MATUSKA
Marek KASTAN
Michal ANDERLE
Alena GOLJEROVA
Dominika JACKOVA
Barbora RYSOVA
Michaela SATKOVA
Filip ADLER

Joel DRAGOSEK
Radka CHOMUTOVA
Kamil KARTAC
Erik MAJLATH
Peter PETRINEC
Peter VACULCIAK

VYSLEDKY
Kraj Banska Bystrica

KATEGORIA A

2 Gymnézium J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 Gymnézium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 Gymnéazium L. Stara, Zvolen

4 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnazium B. S.-Timravy, Lucenec

4 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica

KATEGORIA B

Gymnézium L. Stira, Zvolen

Gymnéazium A.H. Skultétyho, Velky Krtis
Gymnézium Ziar nad Hronom
Gymnézium L. Sttra, Zvolen

KATEGORIA C

Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium B. S.-Timravy, Lucenec
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnéazium B. S.-Timravy, Lucenec
Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnézium Ziar nad Hronom
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Kat. gymnézium S. Moyzesa, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnéazium B. S.-Timravy, Lucenec

Kat. gymnézium S. Moyzesa, B. Bystrica

17
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Toméas TURIS
Jozef GABORIK

Ladislav BACO
Vladislav UJTHAZI
Tom4s KOCAK
Eduard EIBEN
Toméas KUZMA
Martin POLACKO
David VENDEL
Peter FULLA
Jakub HVIZDOS
Richard DUBIEL
Lubomir REMAK
Martin VAVREK

Ladislav BACO
Jana BARANOVA
Milan JANCAR
Zuzana COCULOVA
Marek KLUCAR
Rébert TOTH
Marek BEHUN
Pavol ROHAR

David HVIZDOS
Peter MILOSOVIC
Tomés BABEJ
Juraj HORNAK
Ladislav HOVAN

. Istvin SATMARI

KATEGORIA Z9

7S Dobré Niva
7S Krivan

Kraj Kosice

KATEGORIA A

2 Gymnézium Postova, Kosice

4 Gymnézium P.J. Safarika, Roznava
4 Gymnézium Postova, Kosice

3 Gymnézium Postova, Kosice

3 Gymnézium Alejova, Kosice

3 Gymnéazium Alejova, Kosice

3 Gymnazium Postova, KosSice

3 SPS strojnicka, Spisska Nova Ves
3 Gymnézium Postova, Kosice

4 Gymnéazium Postova, Kosice

3 Gymnazium Alejova, Kosice

4 Gymnézium Srobarova, Kogice

KATEGORIA B

Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnézium P. Horova, Michalovce
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnazium Javorova, Spisska Nova Ves
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnézium L. Stara, Michalovce
Gymnéazium Alejova, Kosice

KATEGORIA C

Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium P. Horova, Michalovce
Gymnézium Exnérova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
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D4sa KRASNAYOVA Gymnézium Alejova, Kosice
Méria MRAZOVA Gymnéazium P. Horova, Michalovce
Tatiana DURKOVICOVA Gymnézium Trebisov
Peter GROMOCZKI Gymnéazium Postova, Kosice
KATEGORIA Z9
Klara FICKOVA ZS Kezmarské, Kosice
Martin VODICKA Gymnézium Alejova, Kosice
Jakub GEDERA ZS Jana Svermu, Michalovce
Lucia KEKENAKOVA ZS S.Maraiho, Kogice
Michal MELISEK ZS Park Angelinum, Kosice
Patricia SZEPEZIOVA ZS Bruselska, Kosice
Martina DRENCAKOVA ZS Jenisejska, Kogice
Alzbeta HRUSOVSKA ZS Nam. L. Novomeského, Kosice
. Dominika KOLCUNOVA ZS Fabryho, Kogice
Peter MIKOLAJ ZS Jana Svermu, Michalovce
Kraj Presov
KATEGORIA A
Matus BENKO 4 Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Miroslav BALAZ 4 Gymnéazium arm. gen. L. Svobodu, Humenné
Martin LUKACISIN 4 Gymnézium J. F. Rimavského, Levoca
Vladimir BOZA 4 Gymnézium D. Tatarku, Poprad
Jakub VANO 3 Gymnézium J. A. Raymana, Presov
Jakub KORY 4 Gymnazium J. A. Raymana, Presov
Nikola SPESOVA 4 Gymnazium Konstantinova, Presov
. Michaela MOKCSAYOVA 4 Gymnéazium Daxnerova, Vranov nad Toplou
KATEGORIA B
Adam MIDLIK Gymnazium J. A. Raymana, Presov
Jana CURLIKOVA Gymnézium J. A. Raymana, Presov
Julius GAJDAR Gymnézium J. A. Raymana, Presov
Emilia RIGDOVA Gymnéazium Kukucinova, Poprad
Miroslava KUCHAROVA Gymnazium Kukucinova, Poprad
Andrea LESKOVA Gymnéazium Lipany

Katarina PRIPUTENOVA Cirk. gymnéazium sv. Mikulasa, Stara Lubovna
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Jakub KOCAK

Denisa MARTONOVA
Martin BENEJ

Michal FECKO

Anton HOVANA

Jana SKROPEKOVA
Michaela PRISTASOVA
Daniel SRAMKO

. Marcel SCHICHMAN

Peter DUPEJ

Daniela VITAZKOVA
Monika DANILAKOVA
Jozef DZAMA

Viliam JOBKO

Viktor LUKACEK
David PROCHAZKA
Peter SLANINKA
Ondrej MULAR

Matej SIMA

KATEGORIA C

Gymnazium arm. gen. L. Svobodu, Humenné
Gymnazium D. Tatarku, Poprad
Gymnazium arm. gen. L. Svobodu, Humenné
Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium T. Vansovej, Stard Lubovna
Gymnézium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium Kukucinova, Poprad
Gymnéazium Lipany

KATEGORIA Z9

ZS Smeralova, Presov
ZS Smeralova, Presov
ZS Secéovska Polianka,
ZS Smeralova, Presov
ZS Bystré

ZS Stropkov

ZS Smeralova, Presov
ZS Smeralova, Presov
Cirk. ZS Sabinov
Gymnazium sv. J. Bosca, Bardejov
7S Vazecka, Presov



Zadania sutaznych udloh
KATEGORIA C

C-1-1

Uréte najmensie prirodzené &islo n, pre ktoré aj éisla v/2n, v/3n, v/5n st prirodzené.
(Jaroslav Svréek)

C-1-2

Stvoruholniku ABCD je vpisana kruznica so stredom S. Uréte rozdiel |£ASD| —
— |£CSD|, ak |[LASB| — |£BSC| = 40°.
(Jaromir Simsa)

C-1I-3

Maéame urcity pocet krabiciek a urcity pocet gulocok. Ak dame do kazdej krabicky prave
jednu gulocku, ostane ndm n gulocok. Ked vS8ak nechdme prave n krabiciek bokom,
mozeme vSetky gulocky rozmiestnit tak, aby ich v kazdej zostavajucej krabicke bolo
prave n. Kolko mame krabiciek a kolko gul6¢ok?

(Vojtech Bélint)

C-1-4

Tangram je skladacka, ktorti mozno vyrobit z papiera rozrezanim vystrihnutého $tvorca
na sedem dielov podla &iar vyznacenych na obr.1. Predpokladajme, Ze dlzka strany

2v2

Obr. 1

Stvorca je 2v/2 cm. Rozhodnite, ¢ mozno z dielov tangramu zlozit:
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a) obdlznik 2cm x 4 cm,

b) obdlznik V2cem x 4v/2 cm.
(Pavel Leischner)

C-1-5

V skupine n Iudi (n = 4) sa niektori poznaju. Vztah ,poznat sa“ je vzdjomny: ak
osoba A pozna osobu B, tak aj B pozna A a nazyvame ich dvojicou znamych.

a) Dokézte, ze ak medzi kazdymi Styrmi osobami st aspon $tyri dvojice znamych,
tak kazdé dve osoby, ktoré sa nepoznaji, maju spolo¢ného znameho.

b) Zistite, pre ktoré n = 4 existuje skupina 0sob, v ktorej st medzi kazdymi Styrmi
osobami aspon tri dvojice znamych a stcasne sa niektoré dve osoby ani nepoznaju,
ani nemaju spolo¢ného znameho.

c) Rozhodnite, ¢ v skupine Siestich os6b mozu byt v kazdej Stvorici préave tri dvojice
znamych a prave tri dvojice neznamych.

(Jan Mazak)

C-1I-6

Klarka mala na papieri napisané trojciferné ¢islo. Ked ho spravne vynésobila deviatimi,
dostala stvorciferné ¢islo, ktoré zacinalo rovnakou ¢islicou ako pévodné ¢islo, prostredné
dve cislice sa rovnali a posledna cislica bola suctom ¢islic povodného cisla. Ktoré
Stvorciferné ¢islo mohla Klarka dostat?

(Peter Novotny)

C-S-1

.....

boli mocniny prvocisel.

(Jan Mazak)
C-S-2

V danom rovnobezniku ABC'D je bod E stred strany BC' a bod F’ lezi vnutri strany AB.
Obsah trojuholnika AF'D je 15cm? a obsah trojuholnika FBE je 14 cm?. Uréte obsah
stvoruholnika FECD.

(Peter Novotny)

C-S-3

V skupine Siestich Tudi existuje prave 11 dvojic zndmych. Vztah ,poznat sa“ je vza-
jomny, t.j. ak osoba A pozné osobu B, tak aj B pozna A. Ked sa ktokolvek zo skupiny
dozvie nejakd spravu, povie ju vSetkym svojim znamym. Dokazte, ze sa tymto sposobom
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nakoniec spravu dozvedia vsetci.
(Vojtech Bélint)

C-1I-1

Trojuholnik ABC spliia pri zvycajnom oznaceni dlZok stran podmienku a < b < c.
Vpisana kruznica sa dotyka stran AB, BC' a AC postupne v bodoch K, L a M. Dokézte,
ze z useCiek AK, BL a C'M mozno zostrojit trojuholnik prave vtedy, ked plati b+c < 3a.

(Jaroslav Svréek)
C-11-2

Klarka urobila chybu pri pisomnom nasobeni dvoch dvojcifernych c¢isel, a tak jej vyslo
¢islo o 400 mensie, ako bol spravny vysledok. Pre kontrolu vydelila ¢islo, ktoré dostala,
mensim z nasobenych cisel. Tentoraz pocitala spravne a vysiel jej neaplny podiel 67
a zvysok 56. Ktoré cisla Klarka nasobila?

(Jaromir Simsa)

C-11-3
Dokézte, ze pokial v skupine Siestich 0sob existuje aspori desat dvojic znamych, tak v nej
mozno najst tri osoby, ktoré sa poznaju navzajom. Vztah ,poznat sa* je vzajomny, t.j.
ak osoba A poznd osobu B, tak aj B pozna A. Ukazte, ze také trojica existovat nemusi,

ak v skupine Siestich osob je menej ako desat dvojic zndmych.
(Vojtech Bélint)

C-11-4
Najdite vsetky trojice celych ¢isel x, y, z, pre ktoré plati

x+y\/§+z\/_:y+z\/§+x\/?.

(Jan Mazéak)

KATEGORIA B

B-1I-1

Najdite vSetky prirodzené &isla k, pre ktoré je dekadicky zapis ¢isla 6% .72007—F

dvojéislim a) 02; b) 04.

ukonceny

(Eva Ridks)
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B-1-2

V pése medzi rovnobezkami p, ¢ st dané dva rozne body M a N. Zostrojte kosostvorec
alebo Stvorec, ktorého dve protilahlé strany lezia na priamkach p a g a zostavajice dve
strany prechadzaju bodmi M a N (kazda jednym).

(Jaromir Simsa)

B-1-3

Dokézte, 7e ak x a y st realne ¢isla, pre ktoré plati 23 + 3% < 2, tak « +y < 2.
(Jan Mazak)

B-1-4

N4jdite vSetky pravouhlé trojuholniky s dlzkami stran a, b, ¢ a dizkami taznic t,, tp, t.,
pre ktoré plati a+t, = b+t,. Uvazujte oba pripady, ked AB je a) prepona, b) odvesna.

(Pavel Novotny)
B-1-5

Urcte vSetky dvojice a, b redlnych cisel, pre ktoré mé kazda z kvadratickych rovnic
ar’® +2bx+1=0, bz’+2ax+1=0

dva rozne realne korene, pricom prave jeden z nich je spolo¢ny obom rovniciam.

(Jaroslav Svréek)
B-1-6

Obdlznik 2005 x 2007 je rozdeleny na &ierne a biele jednotkové Stvorcéeky. Dokazte,
ze pre niektort z farieb (¢iernu alebo bielu) existuje viac ako 95800 pravouholnikov so
sirkou aspon 2, ktoré sa skladaju z jednotkovych Stvorcekov, navzajom sa neprekryvaja
a ktorych rohové policka maju tato farbu.

(Pavel Leischner)

B-S-1

Ked lubovolné prvocislo vydelime tridsiatimi, bude zvySkom ¢islo 1 alebo prvodislo.
Dokazte.
(Vojtech Bélint)

B-S-2

Uréte vSetky dvojice (a,b) redlnych ¢isel, pre ktoré maju rovnice

2+ Ba+br+4a=0, 2°+ (3b+a)r+4b=0
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spolo¢ny realny koren.
(Jaroslav Svréek)

B-S-3

V rovine st dané dve rovnobezky p a ¢, bod A na priamke p a bod M leziaci vnutri pasu
medzi priamkami p a g. Zostrojte kosostvorec alebo stvorec ABC' D tak, aby strana AB
lezala na priamke p, strana C'D na priamke g a aby uhlopriecka BD prechadzala
bodom M.

(Jaromir Simsa)

B-1II-1

Uvazujme dve kvadratické rovnice

2> —ar—b=0, z2—br—a=0

s redlnymi parametrami a, b. Zistite, aki najmensiu a akd najvicsiu hodnotu moze
nadobudnif stcet a + b, ak existuje prave jedno realne ¢islo z, ktoré stcasne vyhovuje
obom rovniciam. Ur¢te dalej vSetky dvojice (a,b) redlnych parametrov, pre ktoré tento
sucet tieto hodnoty nadobuda.

(Jaroslav Svréek)

B-1I-2

V trojuholniku ABC' méa uhol « velkost 20°. Vypocitajte velkosti uhlov § a v, ak plati
rovnost a + 2v, = b + 2vy.
(Pavel Novotny)

B-1I-3

V rovine je dany rovnobeznik ABC'D, ktorého uhlopriecka BD je kolméa na stranu AD.
Ozna¢me M (M # A) prieseénik priamky AC s kruznicou majicou priemer AD.
Dokazte, ze os usecky BM prechadza stredom strany C'D.

(Jaroslav Svréek)

B-1I-4

Hokejovy turnaj sa hrd systémom ,kazdy s kazdym“. V priebehu turnaja sa kazda
dvojica druzstiev stretne prave raz. Turnaj sa odohrava po jednotlivych kolach. Pri
parnom pocte druzstiev odohra kazdé v jednom kole jedno stretnutie, pri neparnom
pocte mé v kazdom kole jedno druzstvo volno. Za remizu dostane kazdy zo stiperov po
jednom bode. Ak sa stretnutie neskon¢i remizou, dostane vitaz dva body, porazeny
neziska ziadny bod. O poradi v tabulke rozhoduje predovSetkym pocet bodov, pri
rovnosti bodov potom skére. Po odohrati niekolkych kol nemala ziadna dvojica druzstiev
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ten isty pocet bodov. Dokazte, zZe v tom pripade uz posledny v tabulke stratil nadej na
celkové prvenstvo. Ulohu rieste pre turnaj
a) desiatich druzstiev,
b) jedenastich druzstiev.
(Martin Panak)

KATEGORIA A

A-1I-1
Najdite vsetky také trojice realnych c¢isel a, b, ¢, ze kazda z rovnic
22+ (a+ )22+ (b +3)r+ (c+2)=0,
4 (a+2)2> + (b+Daz+ (c+3) =0,
3+ (a+3)2>+ (b+2)r+(c+1)=0
ma v obore realnych ¢isel tri rozne korene, spolu je to vSak iba pét roznych cisel.
(Jaromir Simsa)

A-T1T-2

V rovine je dana tsecka AV a ostry uhol velkosti o. Uréte mnozinu stredov kruznic
opisanych vsetkym tym trojuholnikom ABC' s vnutornym uhlom « pri vrchole A,
ktorych vysky sa pretinaja v bode V.

(Pavel Leischner)

A-1-3
Mnozinu M tvori 2n réznych kladnych realnych ¢isel, pricom n > 2. Uvazujme n obdlz-
nikov, ktorych rozmery si c¢isla z mnoziny M, pricom kazdy prvok z M je pouzity prave
raz. Uréte, aké rozmery maju tieto obdlzniky, ak je stcet ich obsahov

a) najviacsi mozny; b) najmensi mozny.

(Jaroslav Svréek)
A-1-4

Urcte pocet konecnych rasttcich postupnosti prirodzenych cisel aq,as, ... ,ar vSetkych
moznych dlzok k, pre ktoré plati a; = 1, a; | ;41 prei =1,2,... ,k—1a ap = 969 969.

(Martin Panak)
A-1I-5

Je dana kruznica k, bod O, ktory na nej nelezi, a priamka p, ktord ju nepretina.
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Uvazujme Tubovolnt kruznicu [, ktord mé vonkajsi dotyk s kruznicou k a dotyka sa
aj priamky p. Prislusné body dotyku ozna¢me A a B. Pokial body O, A, B nelezia na
jednej priamke, zostrojime kruznicu m opisant trojuholniku OAB. Dokézte, ze vSetky
také kruznice m prechadzaja spoloénym bodom réznym od bodu O, alebo sa dotykaju
jednej priamky.

(Jan Mazék)

A-1-6

Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n existuje celé ¢islo a (1 < a < 5™) také, ze plati
5" | a® —a+ 1.
(Jan Mazék)

A-S-1

V obore realnych cisel rieste ststavu rovnic

x2_y222,
y* -z =2’

22— =y

(Jan Mazak)
A-S-2

Podstavy hranola si1 tvorené dvoma zhodnymi konvexnymi n-uholnikmi. Pocet v vrcho-
lov tohto telesa, pocet s jeho stenovych uhlopriecok a pocet ¢ jeho telesovych uhlopriecok
tvoria v istom poradi prvé tri ¢leny aritmetickej postupnosti. Pre ktoré n to plati?

(Poznamka: Steny hranola st bo¢né steny aj podstavy. Telesova uhlopriecka je tsecka

spajajica dva vrcholy hranola, ktoré nelezia v rovnakej stene.)
(Vojtech Bélint)

A-S-3

V rovine je dany uhol X SY a kruznica k so stredom S. Uvazujme Tubovolny trojuholnik
ABC s vpisanou kruznicou k, ktorého vrcholy A a B lezia postupne na polpriamkach
SX a SY. Ur¢te mnozinu vrcholov C' v8etkych takych trojuholnikov ABC.

(Jaromir Simsa)

A-1II-1

Najdite vsetky stvorice p, q, r, s navzajom roéznych realnych cisel, pre ktoré su p, q
korenmi rovnice
2 +rr+s—1=0
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a r, s korenmi rovnice
pr® +p(g— 1z +12=0.

(Tomas Jurik)
A-1I-2

V tabulke n x n, pricom n > 2, st po riadkoch napisané vietky ¢isla 1,2, ... ,n? v tomto
poradi (v prvom riadku st za sebou napisané ¢isla 1,2,... ,n, v druhom riadku n +
+1,n+2,...,2n,atd.). V jednom kroku mézeme zvolit lubovolné dve ¢isla na susednych
polickach (t.]. na takych, ktoré maju spolo¢ni stranu), a ak je ich aritmeticky priemer
celé c¢islo, obe nahradime tymto priemerom. Pre ktoré n mozno po konecnom pocte
krokov dostat tabulku, v ktorej su vSetky ¢isla rovnaké?

(Peter Novotny)

A-1II-3

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s pdtami vysok D, E, F leziacimi postupne na
strandch AB, BC, CA. Obraz bodu F' v stredovej simernosti podla stredu strany AB
lezi na priamke DE. Urcte velkost uhla BAC.

(Jan Mazak)

A-1I-4
Dokéazte, Ze pre neziporné realne &isla z, y spliiajiuce vztah 22 + y% = 2 plati

% 42 > 3zy.

(Jan Mazak)
A-III-1

Urcte koeficienty p, ¢, r polynému f(x) = 23 + px? + qz +r, ak viete, Ze st to nenulové
navzajom rozne celé ¢isla a ze f(p) = p3, f(q) = ¢°.
(Vojtech Bélint)

A-T1I1I -2

V ostrouhlom trojuholniku ABC, v ktorom |AC| # |BC|, ozna¢me D a E pity vysok
z vrcholov A a B. Nech V je priesecnik vysSok trojuholnika ABC, bod F' je priesec¢nik
priamok AB a DE a bod S je stred strany AB. Dalej nech K je priese¢nik kruznic
opisanych trojuholnikom BDS a AES rozny od bodu S.

a) Dokézte, ze body D, E, V, K lezia na jednej kruznici.
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b) Dokazte, ze body F, V, K lezia na jednej priamke.
(Jan Mazak)

A-1IIT-3

V tabulke n x n, pri¢om n = 2, st po riadkoch napisané vietky ¢isla 1,2, ... ,n? v tomto
poradi (v prvom riadku st za sebou napisané ¢isla 1,2,... ,n, v druhom riadku n +
+1,n42,...,2n,atd.). V jednom kroku mozeme zvolit lubovolné dve ¢isla na susednych

.....

o 1 alebo obidve stcasne zmensit o 1. Pre ktoré n mozno po konecnom pocte krokov
dostat tabulku, v ktorej st vSetky ¢isla rovné 3657
(Peter Novotny)

A-T1II -4

Dokézte, Ze pre ziadne prirodzené é&islo n nie je ¢islo 27" — n?7 prvoéislom.
(Jan Mazék)

A-1III -5

Nech z, y, z st kladné realne cisla, ktorych sicin je 1. Dokézte, ze ak k, m su kladné
celé cisla, pricom k > m, tak

(Pavel Novotny)
A-1III-6

Ozna¢me zvyéajnym sposobom dizky stran a taznic daného trojuholnika. Najdite vietky
mozné hodnoty vyrazu

ta_tb
b—a

ta —tp
a) ] a2; b)

(Pavel Novotny)






RieSenia sutaznych dloh

KATEGORIA C

C-1I-1

Vysvetlime, preco prvociselny rozklad hladaného ¢isla musi obsahovat len vhodné moc-
niny prvodéisel 2, 3 a 5. Kazdé pripadné dalsie prvocislo by sa v rozklade ¢isla n muselo
vyskytovat v mocnine, ktorej exponent je delitelny dvoma, tromi aj piatimi zaroven.
Po vyskrtnuti takého prvocisla by sa ¢islo n zmensilo a skimané odmocniny by pritom
ostali celociselné.

Polozme preto n = 2¢-3°.5¢, pricom a, b, ¢ su prirodzené &isla. Cisla /3n a v/5n
st celé, preto je exponent a nasobkom troch a piatich. Aj v/2n je celé &slo, preto
musi byt ¢islo a nepéarne. Je teda neparnym nésobkom pétnastich: a € {15,45,75,... }.
Analogicky je exponent b taky nasobok desiatich, ktory po deleni tromi dava zvysok 2:
b € {20,50,80,...}. Napokon ¢ je nasobok Siestich, ktory po deleni piatimi dava zvy-
Sok 4: c € {24,54,84,...}. Z podmienky, 7ze n je najmensie, dostdvame n = 215.320.524,

Presvedc¢ime sa este, ze dané odmocniny sa prirodzené cisla:

Von =28.310.512 /3 =25.37.58,  V/bn =23.32.5°.
Zdver. Hladanym ¢islom je n = 215.320.524,
C-1I-2

Pity kolmic spustenych zo stredu S vpisanej kruznice na strany AB, BC, CD a DA
ozna¢me postupne K, L, M a N (obr.2). Pravouhlé trojuholniky ASK a ASN su

N D
A
5
a\% s
OéSfy.M
BN e
K /L
B

Obr. 2
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zhodné podla vety Ssu. Maju totiz spoloéni preponu AS a zhodné odvesny SK a SL,
ktorych dizka je rovna polomeru vpisanej kruznice. Zo zhodnosti tychto trojuholnikov
vyplyva jednak zname tvrdenie o dlzkach dotyénic (|JAK| = |AN]), jednak zhodnost
uhlov ASK a ASN, ktorych spolo¢nu velkost oznac¢ime a:

|LASK| = |{ASN| = a.

Analogicky zistime zhodnost trojuholnikov SBK a SBL, dalej SCL a SCM, a na-
koniec SDM a SDN. Na zaklade uvedenych zhodnosti mozeme polozit

|{BSK|=|4BSL| =08, |{CSL|=|{CSM|=~, |{DSM|=|£DSN|=0.
Odtial a z obr. 2 potom dostavame

|£ASD| —|£CSD| = (a+06) —(v+ ) =a— =
=(a+p)—(y+B) =|LASB| — |£BSC| = 40°.

Zaver. |[{ASD| — |£CSD| = 40°.
C-1-3
Ked ozna¢ime x pocet krabiciek a y pocet guldécok, dostaneme zo zadania ststavu rovnic
rT+n=y a (x—n) - n=y (1)

s neznamymi z, y a n z oboru prirodzenych ¢isel. Vylucenim neznadmej y dostaneme
rovnicu z +n = (x — n) - n, ktord pre n = 1 nema riesenie. Pre n = 2 dostaneme

n?+n 2
—n 24— (2)

v n—1 n—1’

odkial vidime, Ze (prirodzené) ¢islo n — 1 musi byt delitelom ¢isla 2. Teda n € {2, 3}.
Pripustné hodnoty n dosadime do (1) a ststavu vyrieSime (moZno tiez vyuzit vztah
(2)). Pre n = 2 dostaneme x = 6, y =8 a pre n = 3 uréime x =6 a y = 9.

Skuska. Majme Sest krabiciek a osem gulocok. Ked do kazdej krabicky dame préave
jednu gulocku, ostane n = 2 gulocok. Ked vSak odoberieme dve krabicky, mozeme
do zostavajucich $tyroch rozdelit gulocky prave po dvoch. Podmienky tlohy su teda
splnené. Pre Sest krabiciek a deviit gulo¢ok urobime sktsku rovnako lahko.

Zdver. Bud mame Sest krabiciek a osem gulocok, alebo Sest krabiciek a deviit gulocok.
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C-1—-4

a) Dany obdlznik sa zlozit d4 (obr. 3).

4
Obr. 3

b) Celkova dizka ,iracionalnych® stran vietkych dielov tangramu je 101/2 cm. Je teda
rovné obvodu obdlZnika, ktory mame zlozit. Odtial vyplyva, Ze vSetky ,iracionalne“
strany dielov tangramu musia byt umiestnené na hranici skladaného obdlznika.! To
vSak nie je mozné, lebo protilahlé ,iracionalne“ strany kosodlznikového dielu maju
vzdialenost mensiu ako 1cm, ale najmensia vzdialenost protilahlych stran obdlznika je

V2cm.

Zdver. Obdlznik 2cm X 4cm sa z tangramu zlozit da, obdlznik v/2 cm x 4v/2 cm sa
zlozif neda.

C-1-5

a) Oznacme A, B dve osoby, ktoré sa nepoznaji, a pridajme k nim Iubovolné dalsie dve
osoby X a Y. Keby ani osoba X, ani osoba Y nebola spoloénym znamym oséb A a B,
mali by sme zo vsetkych Siestich dvojic vo stvorici ABXY aspon tri dvojice neznamych:
dvojicu AB, dvojicu AX alebo BX a dvojicu AY alebo BY . Dvojice znamych vo stvorici
ABXY by tak boli najviac tri, ¢o odporuje predpokladu zo zadania ¢asti a). Tym je
¢ast a) dokazana.

b) Skupina pozadovanych vlastnosti existuje pre vSetky n = 4. Ako priklad staci
zvolit skupinu, v ktorej sa osoba A nepoznd s nikym a ostatni sa poznaji navzajom.
Potom existuje dokonca n — 1 dvojic osob, ktoré sa ani nepoznaji, ani nemajua spoloc-
ného znameho, a medzi kazdymi styrmi osobami st aspon tri dvojice znamych.

c) Budeme predpokladat, ze Sestica 0séb s opisanou vlastnostou existuje. Vyuzijeme
grafické znazornenie, v ktorom osoby zakreslime ako body. Plnou (resp. prerusovanou)
useckou, ktorou niektoré dva z tychto bodov spojime, vyznacime dvojicu znamych (resp.
dvojicu neznamych).

Z kazdého bodu grafického znazornenia skupiny Siestich osdb vychédza prave pit
useciek. Podla Dirichletovho principu preto aspon tri tisecky, ktoré vychadzaja z jedného
bodu, maji rovnaky typ (st bud prerusované, alebo plné). Oznacéme body A, B, C, D,

! Pouzivame zname tvrdenie, Ze pre celé &isla a, b, ¢, d plati a + bv/2 = ¢+ dv/2 prave vtedy, ked ¢ = ¢
ab=d.
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E a F tak, aby mali rovnaky typ tsecky AB, AC' a AD, a predpokladajme najskér,
Ze oznacuju dvojice znamych. Vo $tvorici ABCD su vSak podla predpokladu prave
tri dvojice neznamych, a preto je trojuholnik BC'D v grafickom znézorneni zakresleny
prerusovane. Vo Stvorici BCDE potom tsecky FB, EC, ED nutne predstavuja dvojice
znamych (obr. 4). Odtial vyplyva, Ze vo Stvorici ABDFE st aspon $tyri dvojice znamych,
ktoré na obr.4 znazornuju usecky AB, AD, EB a ED, ¢o je v rozpore s naSim
predpokladom. Pripad, ked usecky AB, AC a AD predstavuju dvojice nezndmych,
vedie ku sporu analogicky (v predchadzajicich vahéch sta¢i zamenit vztahy poznat sa
a mepoznat sa a samozrejme aj prerusované a plné tsecky).

E D

Obr. 4

Zaver. Neexistuje skupina Siestich osob, ktora méa v kazdej svojej stvorici prave tri
dvojice zndmych a prave tri dvojice neznamych.

C-1-6

Hladajme povodné ¢islo x = 100a + 10b + ¢, ktorého cifry su a, b, c. Cifru, ktora sa
vyskytuje na prostrednych dvoch miestach vysledného stucinu, oznac¢me d. Zo zadania
vyplyva
9(100a + 10b + ¢) = 1000a + 100d + 10d + (a + b + ¢), (1)

pricom vyraz v poslednej zatvorke predstavuje cifru zhodna s poslednou cifrou sti¢inu 9c.
To vSak znamené, %e nemodze byt ¢ = 5: pre také ¢ totiz kondi ¢islo 9¢ cifrou neprevy-
Sujicou b5, a pretoze a # 0, plati naopak a +b+c¢ > c¢ = 5.

Zrejme tiez ¢ # 0 (v opa¢nom pripade by platilo a = b = ¢ = = = 0). Ostatné
moznosti vySetrime zostavenim nasledujicej tabulky.

| c | 9¢ Ja+b+c| a+b |
1 9 9 8
2 18 8 6
3 27 7 4
4 36 6 2

Rovnost (1) mozno prepisaf na tvar
100(b — a — d) = 10d + a + 11b — 8c. (2)
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Hodnota pravej strany je aspon —72 a mensia ako 200, lebo kazdé z ¢isel a, b, ¢, d je
najviac rovné deviatim. Takze bud b —a —d =0, alebob—a —d = 1.

V prvom pripade po substiticii d = b — a upravime vztah (2) na tvar 8¢ = 3(7b —
—3a), z ktorého vidime, Ze ¢ je ndsobkom troch. Z prvej tabulky potom vyplyva ¢ = 3,
a =4 — b, ¢o po dosadeni do rovnice 8¢ = 3(7b — 3a) vedie k rieSeniu a = b =2, ¢ = 3.
Povodné ¢islo je teda x = 223 a jeho deviitnasobok 9z = 2007.

V druhom pripade dosadime d = b—a —1 do (2) a zistime, Ze 8¢+ 110 = 3(7b — 3a).
Vyraz 8c + 110 je teda delitelny tromi, preto ¢islo ¢ dava po deleni tromi zvySok 2.
Dosadenim jedinych moznych hodnét ¢ = 2 a b = 6 — a do poslednej rovnice zistime,
ze a = 0, ¢o je v rozpore s tym, ze ¢islo x = 100a + 10b + ¢ je trojciferné.

Zaver. Klarka dostala Stvorciferné ¢islo 2 007.

Poznamka. Prva tabulka pontka jednoduchsi, ale numericky pracnejsi postup pria-
meho dosadzovania vSetkych pripustnych hodnot ¢isel a, b, ¢ do rovnice (1). Pocet
vSetkych moznosti mozno obmedzit na desat odhadom b = a, ktory zistime pomocou
vhodnej tpravy vztahu (1) napriklad na tvar (2). RieSenie uvadzame v druhej tabulke.

a 1 2 3 4 1 2 3 1 2 1
7 6 ) 4 5 4 3 3 2 1

c 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4
92 (] 1539]2349| 3159| 3969 | 1368 | 2178 | 2988 | 1197|2007 | 1026

C-S-1

Z podmienky pre suc¢in vyplyva, Ze a aj b si mocninami toho istého prvocisla p: a = p”,
b = p®, pricom r, s st celé kladné ¢isla. Keby bolo p neparne, bol by stcet a+ b delitelny
okrem c¢isla p aj ¢islom 2, takze by nebol mocninou prvocisla. Ak p = 2 a r < s, je
nie je teda mocninou prvodisla. K rovnakému zaveru déjdeme aj v pripade, ked r > s.
Ostéva preto jedind moznost: a = b = 2", pricom r je celé kladné ¢islo. Skuska a + b =
=27 + 2" = 271 a ab = 22" potvrdzuje, Ze riesenim st vietky dvojice (a,b) = (27,2"),
kde r je celé kladné cislo.

C-S-2

Ozna¢me v vzdialenost bodu C' od priamky AB, a = |AB| a © = |AF|. Pre obsahy
trojuholnikov AFD a FBE (obr.5) plati 2z -v =15, 1(a — z) - v = 14. Odtial zv =
= 30, av — xv = 56. S¢itanim oboch rovnosti ndjdeme obsah rovnobeznika ABCD:
Sapcp = av = 86cm?. Obsah Stvoruholnika FECD je teda Srpcp = Sascp —

— (SAFD + SFBE) = 57 cm?.

Iné riesenie. Trojuholniky BEF a ECF maju spolo¢nui vysku z vrcholu F' a zhodné
zékladne BE a EC'. Preto su obsahy oboch trojuholnikov rovnaké. Z obr.6 vidime,
Ze obsah trojuholnika CDF' je polovicou obsahu rovnobeznika ABCD (oba tutvary



36 57. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

D C D C

15
F 14

T a—x

Obr. 5 Obr. 6

maji spolo¢nu zdkladiiu C'D a rovnaka vysku). Druht polovicu tvori stéet obsahov
trojuholnikov AFD a BCF. Odtial Srrcp = Sgpcr + Scpr = Secr + (SAFD +
+ SBCF) = SAFD + 3SFBE = 5701112.

Iné rieSenie. Do rovnobeznika dokreslime tsecky F'G a E H rovnobezné so stranami
BC a AB tak, ako znazornuje obr.7. Rovnobezniky AFGD a FBEH sa svojimi

C

Obr. 7

uhloprieckami DF' a E'F rozdelené na dvojice zhodnych trojuholnikov. Takze Sgpr =
= Sarp = 15cm? a Sypr = Spgr = 14cm?. Zo zhodnosti rovnobeznikov H ECG
a FFBEH navySe lahko nahliadneme, ze vSetky $tyri trojuholniky FBE, EHF, HEC
a CGH su zhodné, takze obsah stvoruholnika FECD je Sapp + 3SrppE = 57 cm?.

C-S-3

Jednotlivé osoby ozna¢ime pismenami A, B, C, D, E a F. Aspon jedna z nich (ozna¢me
ju A) ma aspon Styroch znamych (ak by mala kazda osoba najviac troch znamych, bolo
by dvojic znamych menej ako desat). Keby mala dokonca pét zndmych, dozvie sa spravu
od kazdého v skupine a moze ju komukolvek v skupine povedat.

Ak ma osoba A prave styroch znamych, napriklad osoby B, C, D a FE, existuje
v skupine oséb A, B, C, D, E najviac 10 zndmosti (obr. 8, dvojice zndmych znézornuji
usecky), a tak sa osoba F' musi poznat s niektorou osobou X € {B,C, D, E'}. Moznost
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D
E C X
A F
A B

Obr. 8 Obr. 9

Sirenia spravy od lubovolnej osoby ku ktorejkolvek inej Tahko overime podTla obr. 9.

Iné rieSenie. Znéazornenie ktorejkolvek mnoziny prave jedenastich dvojic zndmych
v skupine Siestich 0s6b dostaneme odstranenim styroch z pétnastich hran uplného grafu
(obr. 10, v iom z kazdého uzla vychédza prave pit hran). Po odstraneni iba Styroch hran
z grafu na obr. 10 musi teda z kazdého vrcholu vychadzat aspon jedna hrana. V skupine
teda neexistuje c¢lovek, ktory by nikoho nepoznal. Aby sa preto sprava nemohla od
niektorej z 0os6b rozsirit ku vsetkym ostatnym, musela by v prislusnom grafe existovat
bud aspon jedna oddelené dvojica, alebo dve oddelené trojice, v ktorych sa osoby mozu
poznat navzajom. V Zziadnej z tychto situacii vSak pocet dvojic zndmych neprevysuje
sedem, ako vidime z obr. 11. Tym je tvrdenie tlohy dokéazané.

Obr. 10 Obr. 11

C-1-1

Ozna¢me x = |AK| = |AM|, y = |BL| = |BK|, z = |CM| = |CL| (obr.12) zhodné
useky dotycnic z jednotlivych vrcholov trojuholnika ku vpisanej kruznici. Zrejme

a=y+z b=z+4+z, c=z+y. (1)
Z uvedenych rovnosti vidime, ze dana podmienka

b+c<3a (2)
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je ekvivalentna nerovnosti
r<y+z, (3)

¢o je nutna podmienka existencie trojuholnika so stranami dlzok z, y a z.

Obr. 12

Dosadenim z (1) do podmienok b =< ¢ a a < b zistime, ze z < y a y < x. To znamena,
ze dalSie dve trojuholnikové nerovnosti y < z + z a z < x + y st automaticky splnené,
takze nerovnost (3), a tym aj (2) je podmienkou postacujicou. Tym je tvrdenie tlohy
dokazané.

C-1I1-2

Oznacme x menSie a y vic¢sie z nasobenych ¢isel. Podla zadania plati zy—400 = 67x+56,
Cize
x(y — 67) = 456. (1)

Cislo = je teda dvojciferny delitel &isla 456 = 23 - 3 - 19. Zo zadania navyse vyplyva,
kazdy dalsi taky delitel plati x = 4-19 =76 ay — 67 < 2-3 =6, takze y < 73 < z, ¢o
odporuje zvolenému oznaceniu x < y. Teda x = 57 a y = 75. Lahko overime, Ze tieto
¢isla vyhovuju zadaniu tlohy.

Zaver. Klarka nasobila ¢isla 57 a 75.
C-11-3

Nazvime A osobu (pripadne jednu z osob), ktora méa v danej skupine najviac znamych,
a tento pocet znamych oznacme n. Zrejme n < 5.

Ak n = 5, existuje medzi zostavajicimi osobami aspon péft dalsich dvojic zndmych.
Ktorékolvek z tychto dvojic potom tvori s osobou A trojicu znémych.

Ak n = 4, existuje osoba B, ktora sa s A nepoznd, a t4 ma tiez najviac Styroch
znamych. Preto sa medzi zndmymi osoby A vyskytuju aspon dve dvojice znamych.
Osoba A s jednou z tychto dvojic tvori opéf trojicu znédmych.
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Situdcia n < 3 nemodze nastat, pretoze celkovy pocet dvojic zndmych v skupine by
vtedy bol nanajvys 1 -6n < 9.

D ¢
FE F
A B
Obr. 13

Priklad skupiny Siestich oso6b s deviatimi dvojicami, ale s Ziadnou trojicou znamych,
je zndzorneny grafom na obr.13. V nom body A, B, C, D, E a F predstavuju jed-
notlivé osoby a dvojice znamych st vyznacené tseckami. Pritom Ziadne tri z tiseciek
netvoria trojuholnik. Pokial je v skupine menej ako devit dvojic znamych, zostrojime
vhodny priklad odstranenim prislusného poctu tuseciek z obr. 13 (pritom uréite ziadny
trojuholnik nevznikne).

Iné rieSenie. Ak je v Sestici 0sob aspon 10 dvojic znamych, je v nej najviac 5 dvojic
neznamych, lebo vsetkych dvojic je prave 15. Budeme preto naopak predpokladat, ze
v kazdej trojici sa najde dvojica neznamych, a dokdzeme, ze v celej Sestici je takych
dvojic aspomn 6. Pri uvedenom predpoklade mozeme oznacenie osob zvolit tak, aby
v trojiciach ABC a DEF boli dvojice nezndmych AB a DE. Potom dalSie $tyri
rozne dvojice neznamych néjdeme (po jednej) v trojiciach ACD, AEF, BCE, BDF
(presvedcte sa, ze kazda dvojice sa vyskytuje najviac v jednej z uvedenych $tyroch trojic
a ziadna z tychto trojic neobsahuje ani dvojicu AB, ani dvojicu DE).

Priklad pre mensi pocet dvojic zndmych zostrojime rovnako ako v predchadzajicom
rieSeni.

C-11-4
Rovnicu prepiseme na tvar
r—y=(z—y)V3+ (& —2)VT
a umocnime. Po jednoduchej Gprave dostaneme
(x—y)* =3(z = y)? = T(z — 2)* = 2(z — 2)(z — y) V2L (1)
Pre x # z ay # z nemoze rovnost (1) platit, pretoze jej prava strana je v takom pripade

¢islo iracionélne, zatial ¢o lava strana je ¢islo celé. Rovnost teda méze nastat, len ked
x = z alebo y = z.
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V prvom pripade po dosadeni = z do povodnej rovnice dostaneme z—y = /3 (z—vy).
Odtial z =y = .

V druhom pripade, ked y = z, d6jdeme analogicky k rovnakému vysledku.

Zaver. RieSenim danej rovnice st vSetky trojice (z,y, z) = (k, k, k), kde k je lubovolné
celé cislo.
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KATEGORIA B

B-1I-1

Opakovanym nasobenim ¢&islom 6 zistime, Ze posledné dvojcislia mocnin 6% pre k =
=1,2,3,... st postupne

06, 36, 16, 96, 76, 56, 36, 16, 96, 76, 56, . . . , (1)
opakuji sa teda od druhého ¢lena s periédou dlzky 5. Podobne opakovanym nasobenim
¢islom 7 zistime, ze posledné dvojcislia mocnin 7" pre m = 1,2, 3,... s postupne

07,49,43,01,07,49,43,01,. .., (2)

opakuju sa teda uz od prvého ¢lena s periédou dizky 4.

a) Pretoze kazda mocnina Siestich je zakondend éislicou 6, bude é&islo 6% - 72007—F

zakon¢ené dvojkou jedine vtedy, ked bude ¢islo 72°07—* zakoncené dvojcislim 07 (iné
dvojéislie z (2) nevyhovuje). Nasobenim ¢islami 6, 36, 16, 96, 76 a 56 vSak zistime,
ze ¢islo 6% - 72907k msze mat v takom pripade na predposlednom mieste iba niektort
z ¢islic 1, 3, 4, 5, 7, 9. Zakoncenie dvojcislim 02 preto nie je mozné.

b) KedZe kazd4a mocnina Siestich je zakonéena éislicou 6, bude ¢islo 6% - 72007=% za_

konéené stvorkou prave vtedy, ked 72°°7~* bude zakoncené dvojéislim 49 (iné dvojéislie
z (2) nevyhovuje). Nasobenim vsetkymi réznymi éislami z (1) zistime, ze 6% - 72007=* je
zakonc¢ené dvojcislim 04 jedine vtedy, ked 6* konéi dvojéislim 96. Cislo 6% konéi na 96
prave vtedy, ked je exponent k tvaru k = 4 + 5a; ¢islo 72907~ konéi na 49 préave vtedy,
ked prislusny exponent mé tvar 2007 — k = 2 4+ 4b. Dosadenim k = 4 + 5a dostaneme

rovnicu 2007 — 4 — 5a = 2 + 4b, pricom a a b su celé nezaporné cisla. Z nej vychadza

b:20014—5a:500_a_a—1.

Aby bolo b celé, musi byt a — 1 delitelné Styrmi, teda a = 4¢ + 1; potom b = 499 — 5¢,
k =9 + 20c. Exponent 2007 — k rovny 1998 — 20c nemdze byt zaporny, preto ¢ < 99.

Cislo 6% - 72907=F je zakoncené dvojcislim 04 prave vtedy, ked je éislo k tvaru k =
=9 + 20c¢, pricom ¢ € {0,1,2,...,99}.

B-1-2

V kosostvorci (resp. vo $tvorci, v nasledujucich ivahéch to budeme ¢asto vynechavat) su
vzdialenosti oboch dvojic protilahlych stran rovnaké. Nasou tlohou je teda viest bodmi
M a N rovnobezky, ktorych vzdialenost sa rovna vzdialenosti d rovnobezZiek p a q.
Pita P kolmice z bodu M na stranu hladaného kosos$tvorca prechadzajicu bodom N
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lezi na Télesovej kruznici nad priemerom M N a ma od bodu M vzdialenost d (obr. 14).
Odtial vyplyva konstrukcia:

Obr. 14

Zostrojime Talesovu kruznicu k& nad priemerom M N a kruznicu [ so stredom M,
ktorej polomer sa rovna vzdialenosti d priamok p a q. Oznacime P priese¢nik kruznic
k a l. Na priamke PN lezi jedna zo stran hladaného kosoStvorca. Protilahla strana
prechddza bodom M a je s priamkou PN rovnobezna.

Vzniknuty rovnobeznik je skutocne kosostvorec alebo sStvorec, lebo zo zhodnosti
vysSok vyplyva zhodnost stran.

k Py
/ / q
N
M
Py
7 7 p
Obr. 15

Diskusia. Existencia riesenia je podmienend existenciou bodu P. Zrejme potom
nemdze byt NP | g, pretoze by to znamenalo, Ze je |M P| < d. Takze rovnobezky
prechddzajice bodmi M, N vzdy vytnu pozadovany rovnobeznik. Ak |M N| > d, maju
kruznice k a [ dva rozne prieseéniky P, # P» (obr.15), takze tloha ma dve riesenia.
Ak [MN| = d, potom P = N; stranu kosostvorca prechadzajicu bodom N zostrojime
ako kolmicu na M N a tloha m4 len jedno rieSenie. V pripade |M N| < d nem4 tloha
riesenie.
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B-1-3

Tvrdenie dokdzeme sporom. Pripustme, ze plati x + y > 2. Potom y > 2 — x, takze
y3 > (2 — )3, lebo funkcia s = t3 je v premennej ¢ rastiica na celom obore reilnych
Cisel. Preto plati

Py >t (22 =8-1204+622=6(x — 1) +22>2.

To je v spore s predpokladom. Tym je tvrdenie dokazané.

Iné riesenie. Dvojclen 23 4y rozloZime na stéin (x+y)(z? — xy +y?). Keby platilo
x +y > 2, pre druhy ¢initel 22 — zy + y? by sme mali odhad

1 3
xQ—xy+y2=Z(w+y)2+Z(w—y)2>1-

Pre vyraz z3 + y3 by potom platilo
Py =ty -y +y?) >2-1=2.
To je opét v spore s predpokladom. Tym je tvrdenie dokézané.
B-1-4

a) Nech a aj b st odvesny (obr. 16). Potom podla Pytagorovej vety

A O PO

takze podmienka a + t, = b + t;, ma tvar

a-+ /b2 + (g)z —b+fa2+ @2

NS

NS

(V]IS}
e

Obr. 16
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Kedze z nerovnosti a > b vyplyva t, > t,, st nasledujice upravy ekvivalentné:

2a — 2b = \/4a? + b2 — \/4b? + a2,
4a® — 8ab + 4b* = 5a” + 5b% — 21/ (4a2 + b2)(4b2 + a?),
2v/4at + 17a2b2 + 4b* = a® + 8ab + b2,
16a* + 68a%b* + 16b* = a* + 16ab + 66a2b* + 16ab> + b,
15a* — 16ab + 2a%b% — 16ab® + 15b* = 0.

Mnohoclen na lavej strane poslednej rovnice je zrejme delitelny dvojélenom a — b
(pre a = b je totiz rovny nule). Delenim zistime, Ze vysledny mnohoclen tretieho stupiia
mé opit rovnaki vlastnost, takze po opakovanom deleni prevedieme skiimant rovnicu
na sucinovy tvar

(a — b)%(15a2 + 14ab + 15b%) = 0.

Ostatna rovnost plati prave vtedy, ked a = b, pretoze 15a2 + 14ab + 15b% > 0 pre kazdu
dvojicu redlnych ¢isel a, b.
V pripade a) moézeme postupovat aj nasledovne: Odéitanim rovnosti

a\ 2 b 2
=+ (). d=a+(3)
dostaneme
t2—ty = 30> —d®).

Na oboch stranach ostatnej rovnice st rozdiely druhych mocnin. Prevedieme ich na
stuéiny a potom vyuzijeme dant rovnost a +t, = b+ 1, upravent na tvar t, —t, = b—a:

(ta —to)(ta +tp) =
(b—a)(ta+tp) =

N[N

Keby bolo a # b, vyjde t, +t, = %(a + b); to spolu s rovnostou t, — t, = b — a dava

ty, = %b — %a, teda t, < b, ¢o odporuje tomu, zZe t, je prepona a b odvesna toho istého

pravouhlého trojuholnika (obr. 16). Preto musi platit rovnost a = b.

b) Nech napr. a je prepona (ak je preponou b, sta¢i strany a, b v nasledujiicom texte
navzajom vymenit). Potom z Télesovej a Pytagorovej vety vyplyva

vy e (B e ()

¢ize rovnost zo zadania ma tvar
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Kedze prepona a je dlh$ia ako odvesna b, t.j. a > b, st nasledujuce tpravy ekvivalentné:

3a — 2b = /4a? — 3b2,
9a% — 12ab + 4b* = 4a? — 312,
5a% — 12ab + 7b* = 0,
(a — b)(5a — 7b) = 0,

5a — Tb = 0.

Zdver. Rovnost a + t, = b + t, plati pre pravouhlé rovnoramenné trojuholniky
s odvesnami a = b a pre pravouhlé trojuholniky, ktoré maju strany v pomere 5 : v/24 : 7,
a pritom najkratsia z nich je (tretia) strana c.

B-1I-5

Zo zadania vyplyva, ze a # 0, b # 0 (inak by rovnice neboli kvadratické) a a # b (inak
by rovnice boli totozné, a ak by mali dva redlne korene, boli by oba spolo¢né).
Oznac¢me ¢ spolo¢ny koren oboch rovnic, takze

aw%—{—%wo—{—l:O, bx%+2ax0+1:0.

Odéitanim oboch rovnic dostaneme (a — b)(x3 — 22¢) = zo(a — b)(xo — 2) = 0. KedZe
a # b a 0 zrejme korenom danych rovnic nie je, musi byt spoloénym koremiom ¢islo
2o = 2. Dosadenim do danych rovnic tak dostaneme jedinii podmienku 4a +4b+1 = 0,
éize

1

b=—a—1.

Diskriminant druhej z danych rovnic je potom 4a? — 4b = 4a® + 4a + 1 = (2a + 1)?,
takze rovnica mé dva rozne redlne korene pre lubovolné a # —%. Podobne diskriminant
prvej z danych rovnic je 4b? — 4a = 4b*> +4b+1 = (2b+ 1)2. Rovnica m4 teda dva rozne
realne korene pre Tubovolné b # —1, ¢ize a # 1.

Z uvedenych predpokladov vSak zaroven vyplyva a # —i (b#0)aa# —% (a #D).

Zdver. Vyhovujt vietky dvojice (a,—a — 3), kde a e R\ {—3,—%,—1,0,1}.

B-1-6

Budeme hladat obdlZznik s ¢o najmensim obsahom, v ktorom musi byt obsiahnuty pra-
vouholnik majuci vietky rohové policka rovnakej farby. Sirka 2 nestaéi (pri fubovolnej
dlzke by napriklad mohol byt jeden cely riadok ¢erny a druhy biely). Uvazujme teda
obdlznik sirky 3. Jeho stipce mézu byt ofarbené 6smimi sposobmi ako na obr. 17.

Obr. 17
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Ak je obdiznik zlozeny iba zo Siestich stipcov 2 az 7, neméa ziadny pravouholnik s roz-
Sest stIpcov totiz predstavuje vietky moznosti, ako ofarbit stipec zlozeny z troch poli¢ok
dvoma farbami tak, aby nebol jednofarebny (jednofarebné st zvysné dva stipce 1 a 8).
Keby v takom obdlzniku existoval pravouholnik s rohovymi poli¢kami jednej farby, boli
by prislusné stipce rovnaké.

Avsak ak mé obdlznik sirky 3 dlzku aspont 7, st v iom bud dva rovnaké stipce,
alebo v fom je niektory z jednofarebnych stlpcov (1 a 8). V pripade dvoch rovnakych
stipcov je existencia pravouholnika s rohovymi polickami jednej farby zrejma. Ak nie
st ziadne dva stipce rovnaké, ale je tam jednofarebny stipec farby A, musi v obdlzniku
byt aj stipec, ktorého dve policka majt farbu A. Tento stipec a jednofarebny stipec
farby A urcuja pravouholnik, ktorého vsetky rohové policka majua farbu A.

Dany obdlznik 2005 x 2007 teraz rozdelime na dve ¢asti 2002 x 2007 a 3 x 2007.
KedZze 2002 = 7-286, 2007 = 3-669, sklada sa prva cast z 286 - 669 neprekryvajucich sa
obdlznikov 7 x 3. V druhej ¢asti je este dalsich 286 obdlznikov 7 x 3. Obdlznikov 7 x 3
je teda celkom 286 - 669 + 286 = 286 - 670 = 191620. V kazdom z nich je obsiahnuty
aspon jeden pravouholnik, ktory ma vsetky rohové policka jednej farby. Pre najmenej
polovicu takto najdengch obdlznikov, teda pre aspon 95810, je potom farba rohovych
polic¢ok rovnaka.

B-S-1

LCubovolné prvocislo p sa da napisat v tvare p = 30a + z, kde a je celé nezédporné a z €
€ {1,2,...29} je zvySok po deleni ¢isla p tridsiatimi (ked p je prvoéislo, mozeme nulovy
zvySok z vylucit).

Ak p je prvocislo mensie ako 30, zrejme z = p je tiez prvocislo.

Predpokladajme teda, Ze p je prvocislo vicsie ako 30, t.j. a = 1. Pripustme, zZe
zvySok z nie je ani ¢islo 1 ani prvodcislo a ozna¢me ¢ jeho najmensi prvociselny delitel.
Zrejme ¢> < 2z < 30 < 7%, odkial ¢ < 7, ¢ize ¢ € {2,3,5}. Kedze &islo 30 je delitené
dvoma, tromi aj piatimi, je delitelné prvocislom ¢. Takze aj ¢islo p = 30a + z je
prvocislom ¢ delitelné. Nemdze to teda byt prvocislo.

Iné riesenie. Vyjadrime ¢islo p v tvare p = 30a + z. Keby bolo zvyskom z niektoré
z Cisel 0, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, bolo by p parne a pritom vicsie
ako 2, takze by nebolo prvocislom. Keby bolo zvyskom niektoré z c¢isel 9, 15, 21, 27,

.....

pri zvysku 25 by bolo p delitelné piatimi a pritom viicsie ako 5, opét by to teda nebolo
prvocislo.

B-S-2
Nech z( je spolo¢ny koren oboch rovnic. Potom plati

22+ (3a+b)xo+4a=0, z2+ (3b+a)xy+4b=0.
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Od¢itanim tychto rovnic dostaneme (2a —2b)xy+4(a—>b) = 0, odkial po tprave ziskame
(a — b)(l’o + 2) = 0.

Rozoberieme dve moZnosti:

Ak a = b, maja obidve dané rovnice rovnaky tvar x? + 4ax + 4a = 0. Aspon
jeden koreni (samozrejme spolo¢ny) existuje prave vtedy, ked je diskriminant 16a% —
— 16a nezaporny, teda a € (—o0,0) U (1, 00).

Ak xy = —2, dostaneme z prvej aj z druhej rovnice 4 — 2a — 2b = 0, teda b = 2 — a.
Dosadenim do zadania dostaneme rovnice

2+ (2a+2)r +4a =0, 2?4+ (6—2a)r+8—4a =0,

ktoré maju pri ubovolnej hodnote parametra a spolo¢ny koren —2.

Zaver. Dané rovnice maji aspon jeden spoloény koren pre vsetky dvojice (a,a), kde
a € (—o00,0) U (1,00), a pre vSetky dvojice tvaru (a,2 — a), kde a je Tubovolné.

B-S-3

Zo zhodnosti trojuholnikov ABM a CBM (sus) vyplyva |CM| = |AM]|; preto musi
bod C lezat na kruznici so stredom M a polomerom |AM| (obr.18). Uhlopriecky
kosostvorca (Stvorca) st na seba kolmé, preto body B a D lezia na kolmici vedenej
bodom M na priamku AC.

Konstrukcia. Zostrojime kruznicu k so stredom M a polomerom |AM|. Priese¢nik
tejto kruznice s priamkou ¢ je bod C'. Bodom M vedieme kolmicu na priamku AC. Jej
priese¢niky s priamkami p a ¢ s body B a D (obr.19). Zostrojeny Stvoruholnik ma
zrejme vsetky pozadované vlastnosti.
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bodu A, nema kruznica k s priamkou ¢ spolo¢ny bod a tiloha nema riesenie.

Ak mé bod M rovnaku vzdialenost od priamky ¢ ako od bodu A, méa kruZnica k
s priamkou ¢ jediny spolo¢ény bod C. Pokial bod M nelezi na osi pasu medzi rovno-
bezkami p a ¢, nie je priamka AC kolmé na p, preto kolmica vedend bodom M na
priamku AC nie je s priamkou p rovnobezna a tloha mé jedno rieSenie. Pokial ale
bod M lezi na osi pasu (je to teda priese¢nik osi pasu s kolmicou vedenou bodom A na
priamku p), nemé tloha riesenie.

Ak je vzdialenost bodu M od priamky ¢ mens$ia ako jeho vzdialenost od bodu A,
pretina kruznica k priamku ¢ v dvoch bodoch. Pokial bod M lezi na osi pasu medzi
rovnobezkami p a ¢, lezi jeden z priese¢nikov na kolmici vedenej bodom A na priamku p
a uloha ma jedno riesenie; ak bod M na osi pasu nelezi, ma tloha dve rieSenia.

Iné riesenie. Priesecnik S uhloprie¢ok kosostvorca (Stvorca) ABCD musi lezat na
osi pasu medzi rovnobezkami p a q.

Ak lezi bod M na osi pasu, musi platit S = M; bod C je potom priesecnik priamok
AS a q, B a D su priesecniky kolmice na priamku AC vedentt bodom M s priamkami
paq. Ak AM 1 p, nema tloha riesenie, inak méa jedno riesenie.

Ak bod M nelezi na osi pasu, je uhol ASM pravy. Preto je bod S prieseénikom
osi pasu s Talesovou kruznicou nad priemerom AM. Body C, B, D potom najdeme
podobne ako je uvedené vyssie. Podla pocétu spoloénych bodov osi pasu a Télesovej
kruznice ma potom tloha dve riesenia, jedno rieSenie alebo nema ziadne rieSenie.

Iné riesenie. Bod M lezi na osi uhla ADC, preto ma od priamok AD a ¢ rovnaka
vzdialenost. Priamka AD je teda dotycnicou kruznice, ktord mé stred M a dotyka sa
priamky gq.

Konstrukcia. Zostrojime kruznicu h so stredom M, ktora sa dotyka priamky ¢. Vr-
chol D hladaného kosoStvorca (Stvorca) je priese¢nik priamky ¢ s doty¢nicou kruznice h
prechéddzajicou bodom A. Body B a C' potom uz najdeme lahko.

Diskusia. Ak ma bod M od bodu A mensiu vzdialenost ako od priamky ¢, nepreché-
dza bodom A Ziadna dotycnica kruznice h a tloha nema riesenie.

Ak méa bod M od bodu A rovnaka vzdialenost ako od priamky ¢, lezi bod A na
kruznici h a prechiddza nim jedna doty¢nica tejto kruznice. Pokial pritom bod M lezi
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na osi pasu medzi rovnobezkami p a ¢, je touto doty¢nicou priamka p, ktord priamku ¢
nepretina, a tloha nemé rieSenie. Pokial ale bod M na osi pasu nelezi, dotycnica je
s priamkou ¢ roznobezna a tloha mé jedno rieSenie.

Ak ma bod M od bodu A viiésiu vzdialenost ako od priamky ¢, existuju dve dotyc¢nice
kruznice h prechddzajice bodom A. Pokial pritom bod M lezi na osi péasu, je jednou
z doty¢nic priamka p a tloha mé jedno rieSenie; pokial bod M na osi pasu nelezi, si
obidve dotyc¢nice s q r6znobezné a tloha ma dve riesenia.

B-1II-1

Od¢éitanim oboch danych rovnic dostaneme rovnost (b—a)x+a—b =0, ¢ize (b—a)(z —
— 1) = 0. Odtial vyplyva, ze b = a alebo = = 1.
Ak b = a, maju obidve rovnice tvar 2 — ax — a = 0. Prave jedno riesenie existuje
prave vtedy, ked diskriminant a? + 4a je nulovy. To plati pre a = 0 a pre a = —4.
Pretoze b = a, méa sucet a + b v prvom pripade hodnotu 0 a v druhom pripade hodnotu
—8.

Ak z =1, dostaneme z danych rovnic a+b = 1, teda b = 1 — a. Rovnice potom maju
tvar

?*—ax+a—-1=0 a 2°+(a—1)zr—a=0.

Prva ma korene 1 a a — 1, druhd ma korene 1 a —a. Prave jedno spolo¢né riesenie tak
dostaneme vzdy s vynimkou pripadu, ked a — 1 = —a, ¢ize a = % — vtedy su1 spolo¢né

rieSenia dve.

Zaver. Najmensia hodnota stuctu a + b je —8 a je dosiahnutd pre a = b = —4.
Najviécsia hodnota suctu a + b je 1; tito hodnotu ma stcet a + b pre vSetky dvojice
(a,1—a), kde a # % je Tubovolné reéalne ¢islo.

B-1I-2

Z dvojakého vyjadrenia obsahu trojuholnika ABC' dostaneme rovnost av, = bup.
Dosadenim b = a + 2v, — 2v, do tejto rovnosti dostaneme av, = avy + 2v,vp — 21)%
a po uprave (a — 2vp)(v, — vp) = 0.

St dve moznosti: Ak a = 2v;, tak siny = 2 = %, a teda v = 30° alebo v = 150°;
potom (3 = 180° — o — v. Ak v, = vy, tak a = b, a teda 8 = o = 20°.

Uloha ma tri rieSenia: f = 130° a v = 30°, 8 = 10° a v = 150° alebo 3 = 20°
a v = 140°.

Iné rieSenie. Z vyjadrenia vysok pomocou uhla v, t.j. v, = bsiny a v, = asin~,
dostaneme dosadenim do zadaného vztahu rovnost a+2bsin~y = b+ 2a sin -y, ktora plati
prave vtedy, ked (a — b)(1 — 2siny) = 0.

Ak a = b, vychadza 0 = a = 20°, takze v = 140°. Inak musi byt siny = %, takze
~v = 30° alebo v = 150°; uhol 3 v oboch pripadoch dopocitame ako 5 = 180° — a — .

Dostaneme tak rovnaki trojicu rieseni ako pri prvom postupe.
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B-1I-3

PodTla Télesovej vety je uhol AM D pravy. Preto je aj uhol DM C pravy (obr. 20). Strany
BC a AD st rovnobezné, preto je uhlopriecka BD kolmé aj na stranu BC. Body M
a B teda lezia na Talesovej kruznici s priemerom CD. Od stredu tusecky C'D maja
potom rovnaku vzdialenost, a preto tento stred lezi na osi tsecky M B.

C

Obr. 20

B-1I-4

a) Turnaj sa skladé z deviatich kol. Ak ma kazdé druzstvo iny pocet bodov, musi mat
prvy v tabulke aspon o 9 bodov viac ako posledny. Na zisk deviatich bodov je potrebné
odohrat aspon pit stretnuti; to znamené, ze uz muselo prebehnat aspon 5 kol, takze
do konca turnaja ostdvaju nanajvys Styri kold. V nich mdZe posledny v tabulke ziskaf
maximélne 8 bodov a prvého uz nemoze dostihnuf.

b) V turnaji prebehne 11 kol (kazdé druzstvo desatkrat hré a raz ma volno). Ak ma
kazdé druzstvo iny pocet bodov, muselo uz byt udelenych asponi 0+1+2+...4+10 = 55
bodov. V jednom kole sa odohra 5 stretnuti, takze sa rozdeli 5-2 = 10 bodov. Preto uz
muselo byt odohranych aspon 6 kol a do konca ich ostdva nanajvys 5.
by prvy aspon o 11 bodov viac ako posledny a v zostavajucich nanajvys piatich kolach
by nim nemohol byt dostihnuty. Pripustme teda, Ze rozdiely medzi susedmi v tabulke
su iba jednobodové. Ak ma posledny b bodov (zrejme 0 < b < 11), je celkovy pocet
udelenych bodov b+ (b+ 1)+ (b+2) + ...+ (b+ 10) = 11b + 55. Na to je potrebné

odohrat
~ 116+ 55 —b+5+b+5
10 10

kol. Pocet odohranych kol je celé ¢islo, preto 10 | b+5. Odtial vyplyva b =5, a teda k =
= 11. To znamena, Ze st odohrané vsetky kola a posledné miesto v tabulke je definitivne.

k

Iné rieSenie cCasti b). Rovnako ako v prvom rieSeni dokdzeme, Ze uz muselo
prebehnit aspon 6 kol. Medzi prvym a poslednym v tabulke je aspom desatbodovy
rozdiel. Keby prebehlo aspon 7 kol, ostévali by do konca najviac 4 kold a v nich by
nemohol posledny najmenej desatbodovy néskok prvého vyrovnat. Predpokladajme
teda, ze prebehlo presne 6 kol, v ktorych bolo rozdelenych 6 - 10 = 60 bodov. Keby
mal posledny v tabulke aspon jeden bod, bol by celkovy pocet udelenych bodov asporn
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1+2+3+ ...+ 11 = 66 > 60. Posledny teda musel byt bez bodu. Potom ale prvy
musel mat viac ako 10 bodov, pretoZze v opa¢nom pripade by bol bodovy zisk vsetkych
druzstiev 04+ 1+ 2+ ...+ 10 = 55 < 60 bodov. Prvy teda mal pred poslednym aspon
jedenédstbodovy naskok a ten nemdze byt v zostavajicich piatich koladch vyrovnany.
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KATEGORIA A

A-1-1

Oznaéme zadané rovnice postupne (1), (2), (3). Predpokladajme, zZe ¢isla a, b, ¢ maja
pozadovanu vlastnost. VSimneme si najskor, ze kazdé dve z danych rovnic musia mat
spolo¢ny korern, inak by mali spolu Sest réznych koreriov.

Spolo¢né korene dvoch z danych troch kubickych rovnic si korene kvadratickych
rovnic, ktoré dostaneme ich odcitanim. Vypisme vSetky tri ,rozdielové® rovnice, ktoré
st nezavislé od parametrov a, b, ¢ (to je pre vyrieSenie pozitivne zistenie), a rozlozme
hned ich Tavé strany na korenové ¢initele:

2 2x4+1=(z—1)>

2x2—m—1—(2m—|— I)(z—1)
2t —2=(x—1)(z+2)

07
0, (3)—(@)
0

Vidime, ze rovnice (1) a (2) majua jediny spolo¢ny koren = = 1, takze maji spolu prave
pét roznych koreniov. Preto musi byt kazdy z koretiov rovnice (3) koreriom aspoi jednej
z rovnic (1) alebo (2). Z uvedenych rozkladov vyplyva, Ze ¢islo x = 1 je aj korefiom
rovnice (3).

Vysvetlime, preco ostatné dva korene rovnice (3) nemozu byt zaroven aj korene jednej
z rovnic (1) alebo (2). V opa¢nom pripade by jedna z rovnic (1), (2) mala s rovnicou (3)
rovnaku trojicu koreriov, a preto by museli maf rovnaké koeficienty nielen pri kubickom
¢lene. To vsak neplati, lebo pre Tubovolnii hodnotu parametra ¢ su ¢isla ¢ + 1, ¢ + 2,
¢+ 3 (t.]. absolttne ¢leny rovnic) vSetky navzajom rozne.

Rovnica (3) mé teda okrem korefia = 1 eSte jeden spolo¢ny koreni s rovnicou (1)
a jeden spolo¢ny koren s rovnicou (2); podla rozkladov (3-1) a (3-2) vidime, Ze sa jedna

o ¢isla x = —1 a x = —2. Lav4 strana rovnice (3) mé preto rozklad
1 3 3
—1 2 - 2?2 — Zx—1.
(x —1)(x+ )(m+2> +2 57
Odtial uz porovnanim s koeficientmi zapisanymi v (3) dostaneme a = —%, b = —%,
c=—2.

Z nasho postupu vyplyva, ze pre najdené hodnoty a, b, ¢ mé rovnica (3) trojicu
korenov 1, —% a —2, ze cisla 1, —% st korene rovnice (1) a ze ¢isla 1, —2 si korene
rovnice (2). Musime sa eSte presveddit, ze tretie korene rovnic (1) a (2) st dalsie dve
(rozne) c¢isla. Tieto tretie korene moZeme vyhodne najst pomocou Vietovych vztahov.
KedZe stcin troch koretiov rovnice (1) je ¢islo opacéné k absolttnemu ¢lenu ¢+ 2 rovnému
nule, je ¢islo nula treti korenl rovnice (1). Podobne stéin troch koreniov rovnice (2) je

1

rovny —1, takze treti korein je ¢islo x = 3.

Zaver. Jedinym rieSenim tulohy st ¢isla a = —%, b=—5,c=—2.
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A-1-2
Najskor dokazme jedno vSeobecne uZito¢né tvrdenie o priesecniku V' vySok Iubovol-

ného ostrouhlého trojuholnika ABC. Ozna¢me V' prieseénik priamky obsahujicej
vysku CCy s kruznicou opisanou trojuholniku ABC (obr.21). Pravouhlé trojuholniky

C

Obr. 21

CoVA a AgVC st podobné (zhoduju se este v uhle pri vrchole V'), preto |[{BAAg| =
= |{BCCy|. Uhly BCCy a V'AB st zhodné obvodové uhly nad oblikom V'B, takze
body V a V' si sumerne zdruzené podla priamky AB.

Ak oznaéime uhly v trojuholniku ABC' zvyc¢ajnym sposobom, tak |LACV'| =
= | ACCy| = 90°—a, takze pre dizku tsecky AV vdaka uvedenej simernosti dostaneme

|AV| = |AV'| = 2rsin(90° — a) = 2r cos a, (1)

pricom r je velkost polomeru kruZnice k opisanej trojuholniku ABC' (a zaroven aj
trojuholniku AV’'C'). Rovnaky vztah (1) plati pre trojuholnik ABC's ostrym vnutornym
uhlom « pri vrchole A aj v pripade, ked jeden z ostatnych dvoch vnitornych uhlov (napr.
pri vrchole B) je pravy alebo tupy (obr.22). Celti tivahu mozeme doslova zopakovat.

Teraz sa uz pustime do rieSenia tlohy so zadanymi bodmi A, V' a danou velkostou os-
trého uhla «. Vztah (1) nas privadza k zéveru, Ze kruznice opisané vSetkym uvazovanym
trojuholnikom ABC budi mat rovnaky polomer

_ AV

— 2
2cosa’ (2)

r

takze ich stredy O budt mat od daného bodu A pevnu, prave uréent vzdialenost r. Je
v8ak potrebné uréit, aka ¢ast kruznice [(A, ) stredy O vyplnia; uréite to bude mnozina
simernd podla priamky AV, pretoze simernost podla osi AV zobrazuje vyhovujuici
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trojuholnik na vyhovujaci trojuholnik. S tymto ciefom vyjadrime velkost uhla VAO

pomocou vnutornych uhlov 8 = |[{ABC| ay = |[{ACB|. Budeme pritom predpokladat,
ze 3 = ~ (v opaénom pripade mozeme od tplného zaciatku oznacenie vrcholov B, C'
navzajom vymenit).

Predpokladajme najskor, ze § < 90°, takze trojuholnik ABC je ostrouhly a mozeme
opit pracovat s obr.21. Z rovnoramenného trojuholnika ABO s vnutornym uhlom 2+
pri hlavnom vrchole O vidime, ze |£ BAO| = 90° —y, z pravouhlého trojuholnika BAA,
zasa vyplyva |{ BAV| = 90° — 3. Vzhladom na to, ze oba body O, V lezia v polrovine
ABC, dostavame pre uhol VAO vyjadrenie

|{VAO| = |[{BAO| — |£BAV| = (90° — ) — (90° — 8) = 3 — v
(pripomenme, ze 3 = 7).

V pripade 8 = 90° podla obr. 22 podobne zistime, ze | BAO| = 90° —vy a |[{BAV| =
=3 —90°, teda

|{VAO| = |[{BAO| + |£BAV| = (90° — ) 4+ (6 —90°) = 3 — 7.

Vidime, ze |{VAO| = — bez ohladu na to, ¢i je trojuholnik ABC ostrouhly, pravouhly
alebo tupouhly.
Teraz uz lahko dokonéime riesenie tulohy. Z odvodenej velkosti uhla VAO vyplyva
odhad
|AVAO| =0 —~v < B+~ =180° — q,

takze bod O lezi vnutri oblika kruznice [(A, r) uréeného nerovnostou

1LVAO| < 180° — qv.

Ak naopak zvolime uhol ¢, 0° < ¢ < 180° — «, jednoducho vypocitame, aki velkost
musia mat vntatorné uhly (3 a v, aby platilo [{VAO| = &:

180° — o+ ¢ _180°—a—5

B = 5 , Y 5
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Ak teda vpiSeme do akejkolvek kruznice s polomerom 7 zo vztahu (2) pomocny trojuhol-
nik A’B'C’ s danym uhlom « pri vrchole A" a vypocitanymi uhlami 3, v pri vrcholoch
B’, resp. C’, pre jeho ortocentrum V' a stred O’ opisanej kruznice budt splnené rovnosti
|A'V'| = |AV] a |£V'A’O’| = . V zhodnom zobrazeni, ktoré zobrazi tsecku AV’ na
usecku AV, sa potom trojuholnik A’B’C’ zobrazi na vyhovujuci trojuholnik ABC,
ktorého stred O opisanej kruznice bude lezat na kruznici [ a vyhovovat rovnosti

£V AO| = e.

Zaver. Hladanou mnozinou stredov O opisanych kruznic je oblik kruznice so stre-
dom A a polomerom r = $|AV'|/ cos a uréeny nerovnostou |£VAO| < 180° — a (krajné
body tohto oblika teda do vyslednej mnoZiny nepatria, obr. 23).

C

Obr. 23

A-T1T-3

Venujme sa najskér najjednoduchsej situacii, ked n = 2. Dantt mnozinu M tak tvoria
Styri kladné ¢isla, ktoré oznac¢ime podla velkosti

a1 < a2 < az < aq.

Méme iba tri moznosti, ako pozadovanym spdsobom zostavit dvojicu obdlznikov. Vy-
piSme na troch riadkoch ich rozmery:

a; Xay a az X aq,
a; Xaz a a2 X a4,

a; Xag a a2 Xas,
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a ukaZme, Ze stéty obsahov tychto obdlZnikov st v uvedenom poradi klesajuce, t.j. ze
plati
a1as + asaq > a1a3 + a204 > 1G4 + G203. (1)

Namiesto dvoch jednoduchych dékazov poznamenajme, Ze obe nerovnosti sit rovnakého
typu a mozno ich zdovodnit vSeobecnym pravidlom

a<b c<d = ac+bd>ad+bc, (2)
ktoré plati pre lubovolnu §tvoricu realnych ¢isel a, b, ¢, d vdaka rovnosti
(ac +bd) — (ad + bc) = (b—a)(d — ¢).
Naozaj, favii nerovnost z (1) dostaneme z pravidla (2) volbou
a=ay, b=ay, c=a, d=as (platia; < a4 aay < as),
pravi nerovnost zasa volbou
a=ay, b=as, c=a3, d=as (platia; <az aasz< ay).

Tym je tloha v pripade n = 2 vyrieSend. Tato skiisenost nds iste privedie k odhadu
vysledku pre vSeobecné n = 2:

Ak a1 < as < ... < ag, st prvky danej mnoziny M, tak v stcte najvicsi obsah ma
jedina n-tica obdlznikov s rozmermi ay X as, a3 X G4, ... ,02,_1 X G2p; V SUCte najmensi
obsah ma jedina n-tica obdlznikov s rozmermi ay X G2y, G X Q2p—1, .- ,Qp X Gpiq-

Pre dokaz prvého zaveru predpokladajme, Ze vyhovujica n-tica obdlznikov je zosta-
vena tak, 7e ¢isla a1, as nie st rozmery toho istého obdlznika. Potom v takej n-tici st
obdlzniky a; x a; a as x a;, kde 7,5 > 2. Nahradme ich obdlznikmi a1 X as a a; X aj.
Dostaneme (int1) vyhovujtcu n-ticu obdlznikov, ktord bude mat oproti pévodnej n-tici
v sucte vacsi obsah, lebo plati

aiag + a;a; > aia; + aza;,

a to opit vdaka pravidlu (2) pre ¢isla a1 < a; a az < a;. Z tejto Gvahy vyplyva,
7e v sutte najvicsi obsah méze maf len taka n-tica uvazovanych obdlZnikov, medzi
ktorymi je obdlznik a; x ag. Tento obdlZnik mézeme teda daf bokom a uvazovat tlohu
0 najmensom obsahu pre redukovant mnozinu M’ s 2n—2 prvkami az < a4 < ... < aop.
Opakovanim predchidzajticeho postupu vytvorime obdlznik a3 x a4 a urobime dalsiu
redukciu mnoziny atd. (formélne moézeme vyuzit matematickti indukciu). Hypotéza
o zostave obdlznikov v stcte s najvicsim obsahom je tak dokdzana.

Velmi podobne dokézeme zaver o zostave v stcéte s najmensim obsahom. Ak aq, as,
nie st rozmery toho istého obdlznika, st medzi uvazovanymi obdlznikmi aj obdlZniky
a1 X a; a a; X agy, (pricom 1 < 4,5 < 2n), ktoré nahradime obdlZnikmi a; X as, a a; x
x aj. Tym sa v sticte obsah obdl#nikov zmens, lebo podla pravidla (2) pre éisla a; < a;
a a; < az, plati

a10; + aja2, > a102, + a;0; .
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V stéte najmensi obsah preto moéze mat len taka vyhovujtca n-tica obdlznikov, medzi
ktorymi je obdlznik aq X as,,. Tento obdlznik dame bokom a uvazujeme tlohu o najmen-
som obsahu pre redukovani mnozinu M’ s 2n—2 prvkami as < az < ... < as,—1. VSetko
ostatné je uz zbyto¢né opakovat.

A-1-4

Zo zadania tlohy vyplyva, ze vSetky ¢leny uvazovanych postupnosti budua delitelmi ich
posledného ¢lena, rovného ¢islu 969 969. Najdime preto najskor rozklad tohto ¢isla na
sucin prvocisel:

969969 = 3-7-11-13-17-19. (1)

Teraz uz Tahko mézeme vytvarat priklady vyhovujicich postupnosti réznych dlzok.
Vypisme napriklad tG najkrat$iu, jednu z najdlhsich a eSte jednu dalSiu:

(a1,as2) = (1,969 969),
(a1, az, a3, as, a5, ag, a7) = (1,13,91,1729,5 187,57 057, 969 969),
(a1, as, a3, as) = (1,21,4641,88179,969 969).

(Skontrolujte uvedené priklady vypoc¢tom podielu a;41/a; pre vSetky pripustné 7).

Experimentovanim s konkrétnymi postupnostami dojdeme k poznaniu ich spolo¢nych
vlastnosti, ktoré ich tuplne charakterizujua:

Lubovolny c¢len a; kazdej vyhovujicej postupnosti a1, as, ... ,ax je su¢inom niekol-
kych (v pripade i = 1 ziadneho, v pripade i = k vSetkych) zo Siestich réznych prvocisel
z rozkladu (1), pritom (v pripade i < k) ¢len a;11 ma okrem vSetkych ¢initelov ¢lena a;
esSte aspori jedného nového ¢initela navyse (postupnost ma byt rastiical!). Naopak, kazda
takato konecna postupnost je vyhovujiica.

Z uvedeného vyplyva sposob, ako ,usporne“ zadat kazda vyhovujicu postupnost;
sta¢i len uviest, ako sa nové ¢initele postupne objavuja, t.j. zadat postupnost podielov

a a a A — a
a2 a3 a4 ko1 _Ok @)

5 PRI 5 ’
ay az as ag—2 Qg—1

do ktorych rozkladov na stéin prvodéisel je Sest prvocisel z (1) rozdelenych (v kazdom
asponl jedno). Preto je hladany pocet vyhovujicich postupnosti rovny poctu rozdeleni
Siestich danych prvocisel do jednej alebo niekolkych oéislovaniych neprazdnych sku-
pin (zodpovedajucich prvocinitelom podielov (2), takZe na poradi prvocisel v skupine
nezalezi). Slovo ,oéislovanych“ znamend, Zze na poradi skupin zalezi. Napriklad pre
rozdelenie do dvoch skupin {3,11,19}, {7, 13,17} dostaneme podla toho, v akom poradi
obe skupiny vezmeme, dve vyhovujice postupnosti (1, u,uv) a (1, v, uv), pricom u = 3-
-11-19av="7-13-17.

Dospeli sme tak ku kombinatorickej tilohe uréenia hodnoty P(6), pricom P(n) ozna-
¢uje pocet rozdeleni n-prvkovej mnoziny X na Iubovolny pocet ocislovanych nepréazd-
nych podmnozin Xi, X2, X3, ... Nie je lahké hodnotu P(6) vypoéitat priamo, avsak
bude mozné hodnoty P(n) pocitat postupne pre n = 1, n = 2, atd. az po potrebné
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n = 6. Takému spdsobu vypoctu hovorime rekurentny. V nasej tlohe bude vypocet
zalozeny na rekurentnom vztahu

P(n):<T)P(n—1)+(Z)P(n—2)+...+( " )P(1)+1 (3)

n—1

platnom pre kazdé n = 2, ako teraz ukdZeme.

Vsetky uvazované rozdelenia n-prvkovej mnoziny X rozdelime na n skupin podla
poc¢tu j prvkov prvej podmnoziny X; (1 £ j < n). Prvit podmnozinu X; s j prvkami
mozno vybrat prave (7;) sposobmi, prave P(n — j) spésobmi potom mozZno zvySnu
mnozinu X’ = X \ X; rozdelit na neprazdne o¢islované podmnoziny X5, X3, Xy, ...
(Plati to aj v pripade j = n, ked polozime P(0) = 1, kedze uz nie je ¢o rozdelovat.)
Podla pravidla stcinu je preto pocet vSetkych rozdeleni povodnej mnoziny X s prvou
mnozinou X; majicou j prvkov rovny (?)P(n— 7). Tym je vztah (3), na ktorého pravej
strane posledny ¢len 1 zodpovedd hodnote j = n, dokazany.

Zo zrejmej hodnoty P(1) = 1 vypoditame opakovanym pouzitim vztahu (3) dalsie
hodnoty P(2) =3, P(3) =13, P(4) = 75, P(5) = 541 a P(6) = 4683.

Zaver. Existuje prave 4 683 vyhovujucich postupnosti.
A-1-5

Jedna z vyhovujacich kruznic [ je znazornend na obr.24. Bod A vonkajsieho dotyku
kruznic k, [ je ich (vnatornym) stredom rovnolahlosti, v ktorej dotyénici p kruznice I
zodpovedd s nou rovnobeznda doty¢nica p’ kruznice k. Jej bod dotyku M s kruznicou k
lezi na osi ¢ kruznice k, ktora je kolma na priamku p. Pritom z dvoch priesec¢nikov
M, N priamky ¢ s kruznicou k je bod M ten vzdialenejsi od priamky p, lebo tisecka
spajajica rovnolahlé body dotyku M a B pretina kruznicu k& v bode A (v strede
prislusnej rovnolahlosti).

Obr. 24
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Bod M teda od volby kruznice [ nezavisi. Body A € k a B € p pochopitelne
ano, ukdzme vsak, Ze ich vzajomné poloha na polpriamke s pociatkom M je viazana
podmienkou

|MA|-[MB| = |[MN|-|MP|, (1)

kde P je priesecnik kolmic p a q. To jednoducho vyplyva z podobnosti
|MA|:|MN|=|MP|:|MB|

pravouhlych trojuholnikov AMN, PMB. Vztah (1) moZno tiez zdévodnit pomocou
mocnosti bodu M ku kruznici zostrojenej nad priemerom N B (ktora prechddza bodmi
P, A podla Télesovej vety).

A7z teraz vstupi do nasich tvah dany bod O. Na obr.24 je kruznica [ vybrana
tak, ze zodpovedajica priamka AB bodom O neprechadza, takze existuje kruznica m
opisana trojuholniku OAB. Podla zadania O ¢ k, a teda O # M, takze je urcend
polpriamka MO, ktord okrem bodu O bude mat s kruznicou m spolo¢ny eSte jeden
bod, ktory ozna¢ime R (v pripade, ked MO je doty¢nica kruznice m, poloZzime R =
= 0).2 Dvojakym vyjadrenim mocnosti bodu M ku kruznici m potom dostaneme

[MA[-[MB| = [MO] - [MR],
odkial porovnanim s (1) zistime, Ze tsecka M R mé dlzku

|MN| - |MP|

MR| =
ME| = S

ktord zrejme nezavisi od volby kruznice [. Kedze bod R navySe lezi na pevnej pol-
priamke MO, je v pripade |M R| # |MO| bod R spoloénym bodom vsetkych kruznic m
(R # O), v pripade |MR| = |MO] je priamka MO ich spolo¢nad doty¢nica. Tym je
rieSenie tlohy dokoncené.

A-1-6

Zacneme trochu obsirnejsie pripadom n = 1. Najdeme vsetky celé ¢isla a s vlastnostou
5| a® —a+ 1. Najskor zostavime tabulku hodnét 73 — r + 1 pre vSetky mozné zvysky r
po deleni piatimi, teda pre r € {0,1,2,3,4}:

r ol1]21 3] 4
m—r4+1[11]|7]25]61

Pre ostatné celé ¢isla a uz hodnoty a® — a + 1 poéitat nemusime. Ak je totiz r zvysok
¢isla a po deleni piatimi, teda a = 5¢+r pre vhodné celé g, tak ¢isla a® —a+1ar3—r+1
davaja po deleni piatimi rovnaky zvysok, lebo ich rozdiel

(@®—a+1)—0*—r+1)=(@—7)—(a—7r)=(a—7r)(a®+ar+r*—1)
2 Zdoraznime, ze vzhladom na vzajomnu polohu bodov M, A, B lezi bod M vo vonkajsej oblasti kaZdej

kruznice prechadzajicej bodmi A, B, teda aj kruznice m. Polpriamka MO m4a teda s kruznicou m,
ak nie je jej dotycnicou, spolo¢né skuto¢ne dva rézne body.
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je delitelny ¢islom a — r = 5q, je teda nasobkom piatich.® Z uvedenej tabulky vidime,
7e pre celé a plati 5 | a® — a + 1 prave vtedy, ked a = 5q + 3.

Zadant tlohu vyrieSime tak, Ze indukciou vzhladom na éislo n dokdzeme existenciu
celého ¢isla a,, z intervalu (1,5"), ktoré vyhovuje podmienke 5" | a2 —a,, +1. Pre n = 1
podla prvého odseku dokazované tvrdenie spliia v intervale (1,5) jediné é&islo a; = 3.

V druhom indukénom kroku predpokladajme, ze pre niektoré prirodzené k pozname
¢islo ay z intervalu (1,5%) s vlastnostou 5% | a3 — ax + 1, a na zéklade znalosti ay
zostrojme vyhovujtce ¢islo ag 1. Zvyskom éisla a3 — ay + 1 po deleni ¢islom 55! musi
byt ¢islo delitelné 5%, teda jedno z ¢isel

0, 5%, 2.5 3.5% 4.5%

Zapisme preto tento zvysok v tvare r - 5%, pricom r € {0,1,2, 3,4}, a hladajme ¢islo
api1 v tvare ag 1 = ap+s-5* pre vhodné s € {0, 1,2, 3,4}. (Je hned jasné, ze v pripade
r = 0 mozeme polozit ax11 = ag, teda s = 0). Aj ked hodnotu s vyberieme az za chvilu,
z podmienky 1 < ap < 5% a nerovnosti ar, < a1 < ap + 4 - 5% uz teraz vyplyva, ze
podmienka 1 < a1 < 5**! bude splnena (nech dopadne vyber s akokolvek). Pre ¢islo
ag+1 zvoleného tvaru dostavame

@}y —awii+1 (g +s-5%)° — (a5 +5-5F) +1

a3 + 3ais - 5% 4 3aps?-5%* 4 s3.53% —q) — s 5F 1
- Bkt 1 =
k
— 3aps2-581 4 §3.52k1 4 (ai —a + 1) —7r-5 N (3ai — 1) s + r.

Hk+1 5

Ak budi oba zaverecné zlomky celociselné, bude taka aj hodnota celého posled-
ného siuctu. Prvy zlomok tuto vlastnost ma vdaka tomu, ako sme zaviedli ¢islo r €
€ {0,1,2,3,4}. Preto je len potrebné najst také s € {0,1,2, 3,4}, aby aj druhy zlomok
bol celoéiselny, teda aby ¢islo (3aj — 1) s+ bolo delitelné piatimi. Sta¢i ukazat, ze pét
Cisel
c(s) = (3a% — 1) s+r, pricom se€{0,1,2 3,4},
dava po deleni piatimi navzajom rdézne zvysky (jeden z nich potom bude nula). Keby
to tak nebolo, platilo by 5 | ¢(s) — ¢(s’) pre niektoré dve rozne s,s’ € {0,1,2,3,4};
z vyjadrenia
c(s) —c(s') = (3az — 1) (s — &)

by sme potom usudili, Ze ¢islo 3a? — 1 je delitelné piatimi. Vztah 5 | 3a® — 1 vsak
neplati pre ziadne celé a; podla ivah z prvého odstavca sa staci o tom presveddit pre
pit hodnoét a € {0,1,2,3,4}:

a 0|12 ]3]4
30> —1]—-1|2|11]26 |47

.....

koeficientmi a Tubovolné celé a, b je rozdiel F(a) — F(b) celoéiselnym nasobkom rozdielu a — b.
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Tym je cely dokaz matematickou indukciou ukonceny. Pre zaujimavost dodajme, ze
sme schopni lahko vysvetlit, Ze nase ¢islo 3a? — 1 dava po deleni piatimi vzdy zvySok 1
(takze v pripade r # 0 vyhovuje s = 5 — r). Naozaj, vzhladom na to, ze k = 1,
z podmienky 5% | a3 — a; + 1 vyplyva 5 | a3 — ax + 1, ¢o je podla prvého odstavca
splnené prave vtedy, ked a, = 5k + 3; ¢islo 3a,2C — 1 teda po deleni piatimi dava rovnaky
zvysok ako ¢islo 3 - 32 — 1 = 26.

A-S-1
Sc¢itanim vsetkych troch rovnic po zruseni kvadratickych ¢lenov dostaneme
r+y+z=0. (1)

Odtial vyjadrime z = —z — y a dosadime do prvej rovnice sustavy. Obdrzime 2% — y =
= (—x —y)?, ¢o po tprave d4 rovnicu y(2z+y+1) = 0. Rozoberieme preto dva pripady
podla toho, ktory z oboch ¢initelov na jej lavej strane je rovny nule.

V pripade y = 0 z rovnice (1) obdrzime z = —x a po dosadeni y, z do pévodnej
stistavy dostaneme pre nezndmu z jedini podmienku z(x — 1) = 0, ktora splita iba
x =0 a z = 1. Tomu zodpovedaju riesenia (z,y, z) tvaru (0,0,0) a (1,0, —1).

V pripade, ked 2z +y+1 =0, ¢ize y = —2x — 1, z (1) médme z = —x —y = x + 1.
Po dosadeni y, z do pévodnej sustavy dostaneme pre neznamu z jedinti podmienku
z(x 4+ 1) = 0, ktora spliiaji iba 2 = 0 a 2 = —1. Tomu zodpovedaji riefenia (z,y, z)
tvaru (0,—1,1) a (—1,1,0).

Zdver. Dand stustava ma prave Styri rieSenia (x,y, 2): trojice (0,0,0), (1,0,—1),
(0,—-1,1) a (~1,1,0).

Iné riesenie. S¢itanim dvoch prvych rovnic danej stustavy eliminujeme neznamu x
a dostaneme rovnicu y? — 22 = y + z, ktor mozno zapisat v tvare stcinu

(y+2)(y—2-1)=0. (2)

Rozoberieme opit dva pripady podla toho, ktory z dvoch ¢initelov v poslednej rovnici
sa rovna nule.

V pripade y+2z = 0 z tretej rovnice danej sustavy vyjde z = 0 a z prvych dvoch rovnic
po dosadeni z = 0 a z = —y dostaneme pre nezndmu y jedinti podmienku y(y+1) = 0,
teda y = 0 alebo y = —1. Zodpovedajuce rieSenia (z,y, z) st (0,0,0) a (0,—1,1).

V pripade, ked y — 2 — 1 = 0, ¢ize z = y — 1, ziskame z tretej rovnice stustavy x =
=22 —9y*=(y—1)?2 —y? =1—2y. Dosadenim z, z dostaneme pre neznamu y jedint
podmienku y(y — 1) = 0, teda y = 0 alebo y = 1. Zodpovedajuce rieSenia (z,y, z) st
(1,0,-1) a (—1,1,0).

A-S-2

Kazdy n-boky hranol méa prave n vrcholov v kazdej zo svojich podstav, takze v = 2n.
Z kazdého vrcholu vychadza n — 3 uhlopriecok leziacich v podstave a dve uhlopriecky



62 57. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

leziace v bo¢nych stenach, celkom je to n — 1 stenovych uhlopriecok. Z 2n vrcholov teda
vychadza 2n(n — 1) stenovych uhlopriecok, kazda z nich je vSak zapocitand dvakrat,
preto s = n(n — 1). Podobne ur¢ime pocet ¢ telesovych uhlopriecok: z kazdého vrcholu
ich vychadza n — 3 (do vSetkych vrcholov druhej podstavy s vynimkou tych troch
vrcholov, s ktorymi je dany vrchol spojeny hranou alebo uhloprieckou v bo¢nej stene),
preto t = 2n(n — 3)/2 = n(n — 3).

Hlad4dme tie celé n = 3, pre ktoré ¢isla
v=2n, s=n(n—1) a t=mn(n—23)

tvoria vo vhodnom poradi trojicu z, y, z s vlastnostou y —x = z —y, Cize y = %(:E +2).
Jednoduchym dosadenim zistime, ze pre n = 3 mame nevyhovujicu trojicu cisel 6, 6,
0, zatial ¢o pre n = 4 vychadza vyhovujuca trojica 8, 12, 4 (plati 8 = %(4 + 12)). Pre
Tubovolné n = 5 méame n—1 > n—3 = 2, odkial po nasobeni ¢islom n dostaneme s > ¢ >
2 v, takze pozadovand rovnost s aritmetickym priemerom musi byt tvaru t = %(’U +s).
Po dosadeni dostavame rovnicu

_ 2n+n(n—-1)

n(n — 3) 5

s jedinym pripustnym koreriom n = 7 (korenn n = 0 nema redlny zmysel).
Zaver. Vyhovuja jedinen =4an=1717.
A-S-3
Ozna¢me r polomer danej kruznice k a w velkost daného (konvexného) uhla XSY.

V Tubovolnom vyhovujicom trojuholniku ABC ozna¢me zvycéajnym sposobom vnu-
torné uhly. V trojuholniku ABS plati (obr. 25)

w=|£ASB| = 180° — |{SAB| — |{SBA| = 180° — O‘;ﬁ =90° + 3.

Odtial vyplyva, zZe hladan4 mnozina je prazdna, ak w < 90° alebo w = 180°, a Ze vSetky
vyhovujice trojuholniky ABC maju vnutorny uhol ~y, pre ktorého velkost plati

v = 2w — 180°.
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<
Y
Obr. 25

Z pravouhlého trojuholnika C'ST, pricom T je bod dotyku kruznice k so stranou AC
(obr. 25), vyjadrime dizku prepony SC vzfahom

ST r
siniy  sin(w —90°)

1SC| =

Bod C preto lezi na kruznici k; so stredom S a polomerom 71 = r/sin(w — 90°).
Rovnako ako uhol ASB st aj uhly ASC a BSC (¢ize uhly X.SC a Y SC) tupé, lebo
] ﬁ (] a
|LASC| =90° + 5 @ |£{BSC| =90° + 5 (1)
Spolu tak dostavame, ze bod C' je vnutornym bodom oblika KL kruznice ki, ktory
lezi zvonka daného uhla XSY a ktorého krajné body K, L st urcené pravymi uhlami
XSK aYSL (obr.26).




64 57. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Ak naopak vyberieme Iubovolny vnutorny bod C oblika K L, polpriamky SX, SY
a SC rozdelia rovinu na tri tupé uhly, pricom polpriamka CS oddeli body X a Y.
Z rovnosti |SC| = ry vyplyva, Ze dotyé¢nica z bodu C' ku kruznici k zostrojena v polro-
vine C'SX zviera s polpriamkou C'S ostry uhol w — 90°, takze pretne polpriamku SX
v bode, ktory oznacime A. Analogicky dotyc¢nica z bodu C ku kruznici k& zostrojena
v polrovine C'SY pretne polpriamku SY v bode, ktory oznacime B.

Zvolme teraz hodnoty «, 3, v tak, aby w —90° = 1+, [{CSK| = 13, |£CSL| = 3a,
potom z plného uhla pri vrchole S vyplyva

a+ 3
2

:180°—w:90°—% Gize a + B+~ = 180°.

Ako Tahko spocitame, dotyénica z ndjdeného bodu A ku kruznici k stimerne zdruZzené
s doty¢nicou AC podla priamky SX pretina polpriamku C'S pod uhlom %”y + a,
a podobne vyjde, Ze analogicka dotyc¢nica z ndjdeného bodu B pretne t ista polpriamku
pod uhlom %7 + 3. Stucet oboch uvedenych uhlov je vsak 180°, preto st obe dotyc¢nice
ku kruznici k& rovnobezné, a teda totozné (oba prislusné body dotyku musia totiz
lezat vnuatri konvexného uhla X SY'). Najdeny trojuholnik ABC' mé preto pozadované
vlastnosti.

A-1II-1

Ak p = 0, druhé rovnica mé tvar 12 = 0, nema4 teda Ziadne rieSenie. Pre vSetky hladané
Stvorice je teda p # 0 a obe rovnice st kvadratické.

Roézne &isla p, ¢ st koretimi kvadratickej rovnice 22 + rxz + s — 1 = 0 prave vtedy,
ked spliiaja Vietove vztahy

ptq=-r, pg=s-—1L (1)
Podobne st rozne &isla r, s korefimi kvadratickej rovnice pz? +p(q—1)x +12 = 0 prave

vtedy, ked spliiaji Vietove vzfahy

-1 12
r—i—s:—p—(q ), rs = —. (2)

p p
Z (1) vyjadrime r = —p — q, s = pq + 1 a dosadime do (2). Postupnymi tpravami
dostaneme rovnosti
p(g—1)

P—qtpgt+l=——r—7, 12
p (p—a)pa+1) =",

—ptpgt+l—-g=1-g,
—p(p+a)(pg +1) = 12.
pq = p,

KedZe p # 0, z rovnosti nalavo mame ¢ = 1 a po dosadeni do rovnosti napravo ziskame
rovnicu —p(p + 1)? = 12, ktora po tprave prejde na rovnicu treticho stupna

PP +2p2+p+12=0. (3)



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA A 65

T4 ma koren p = —3 a po vynati vyrazu (p+ 3) pred zatvorku ju upravime na sac¢inovy
tvar (p + 3)(p? — p + 4) = 0. Ked¥%e kvadratick4 rovnica p? — p + 4 = 0 nem4 Ziadne
realne rieSenie (jej diskriminant je —15), je p = —3 jedinym rieSenim rovnice (3). Podla

(1) potom r = —(=3)—1=2,s = (—3)-1+1 = —2. Skaskou lahko overime, Ze $tvorica
(p,q,7,8) = (—3,1,2,—2) spliia Vietove vztahy (1), (2) a je teda jedinou Stvoricou
vyhovujticou zadaniu.

A-1I -2

Po vypisani uvedenej tabulky 3 x 3, pripadne 5 x 5, ihned zistime, Ze pre tieto hodnoty
n nemozno urobit ziadny krok, ktory by ¢isla zmenil. Totiz v kazdej dvojici ¢isel na
susednych polickach je jedno parne a jedno neparne c¢islo, takze ich sucet je neparny
a aritmeticky priemer nie je celé cislo.

Takato situdcia nastava pri vSetkych neparnych hodnotach n: Ak ofarbime tabulku
ako Sachovnicu (pri¢om ¢éislo 1 bude na bielom policku), bude kazdy riadok zacinat
opacnou farbou ako méa prvé policko predoslého riadku. To mé pri neparnom n rovnakt
farbu ako posledné policko v riadku. Takze ¢isla 1,2,3,...,n? budt v tomto poradi
napisané striedavo na polickach s farbou biela, ¢ierna, biela, . . ., biela, teda neparne ¢isla
budi na bielych polickach a parne na ¢iernych. Kedze v kazdej dvojici susednych poli¢ok
je jedno biele a jedno Cierne, nie je aritmeticky priemer ziadnych dvoch susednych cisel
celym cislom.

Fakt, Ze pre neparne n st na fubovolnych dvoch susednych polic¢kach ¢isla s opacnou
paritou, mozno zdovodnit aj inak: Kazdé ¢islo k susedi v tabulke s ¢islami & — 1, k + 1,
k —n a k+n (pripadne len s niektorymi z nich, ak lezi na okraji tabulky). VSetky tieto
¢isla maju opacnu paritu ako k.

UkéZeme, 7e ani ziadne parne n nespliia podmienky zadania. Stcet S vietkych ¢isel
v tabulke sa zrejme po ziadnom kroku nezmeni. Stale méa rovnaki hodnotu ako na
zaciatku, t.j.

(n? +1)n?

S:1+2+...+n2: 5

Ak by bolo po niekolkych krokoch vsetkych n? &sel rovnakych, museli by sa rovnat
¢islu

Avsak pre parne n je ¢itatel n? + 1 neparny a uvedeny zlomok nie je celym ¢islom.

Zaver. Tabulku, v ktorej st vSetky ¢isla rovnaké, nemozno dostat pre ziadne n.
A-1I-3

Oznac¢me S stred strany AB a G obraz bodu F' v stredovej simernosti podla stredu S.
Velkost uhla BC A ozna¢me . Z ostrouhlosti trojuholnika ABC' je zrejmé, ze bod G
lezi v polrovine opacnej k polrovine ABC' (obr. 27).
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Obr. 27

Stvoruholnik ADEC je tetivovy (body D, E lezia na Talesovej kruznici nad prieme-
rom AC), preto

|{ADE|=180°—~ a |{ADG|=180°— |{ADE|=~.

Aj stvoruholnik BDFC je tetivovy (body D, F' lezia na Talesovej kruznici nad prieme-
rom BC'), preto

|{BDF|=180°—y a |{ADF|=180°— |{BDF|=~.

V trojuholniku F'DG teda splyvaja taznica a os uhla z vrcholu D a ten je preto
rovnoramenny. Takze tsecka F'S je kolmé na tsecku AS. KedZze bod F' lezi na Té-
lesovej kruznici nad priemerom AB, ktord mé stred v bode S, je trojuholnik SFA
rovnoramenny a pravouhly, a teda velkost uhla BAC' je 45°.

Iné riesenie. Podobne ako v prvom rieSeni ozna¢me body S a G. Velkost uhla BAC
oznacme «.

Bod S je stredom Télesovej kruznice k nad priemerom AB. Na tejto kruznici lezia
zrejme okrem bodov A, B aj body E, F, a G — pri pétach vysok sa pravé uhly a bod G
je od stredu stimernosti S rovnako vzdialeny ako bod F' (obr. 28). Stvoruholnik ADEC
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Obr. 28

je tetivovy (body D, E lezia na Télesovej kruznici nad priemerom AC'), preto
|{DEC| =180° —a a |{GEB|=180°— |{DEC|= «.

Kedze uhly GEB a GAB st obvodové uhly nad tetivou GB kruznice k, aj uhol GAB
ma velkost a.. Preto uhol F'AG ma velkost 2a. Tento uhol je vsak pravy, lebo tsecka F'G
je priemerom kruZnice k. Z toho dostavame, Ze hladand velkost uhla « je 45°.

A-1I-4

Z nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom trojice (nezadpornych) ¢isel
z2, 1, 1 vyplyva odhad

24141
%2\3@2.1.1’

vev 3 vz 3 3 7 ’ ’
ize x2+2 = 3v/22. Staéi teda dokazaf nerovnost 3v/x2 > 3xy. Po vykrateni a umocneni
na Siestu dostaneme ekvivalentnt nerovnost z* > z%y% a po dosadeni zadanej rovnosti
y% = 2 — 22 a prevedenim na jednu stranu postupne ziskame

zt > 282 — 2?),
xt =228 + 2% >0,
rt(z? —1)2 2 0.
Ostatna nerovnost zjavne plati, plati teda aj zadand nerovnost.

Iné rieSenie. Z nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom Sestice

(nezdpornych) &fsel y°, z2, 22, 2%, 1, 1 vyplyva

Wttt +a?+1+1
6

> yb a2 222211 =ay.
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Odtial po dosadeni zadanej rovnosti mame (222 + 4)/6 = xy. Vynasobenim tromi
ziskame dokazovand nerovnost.

Iné riesenie. Ked (ekvivalentne) umocnime dokazovani nerovnost na Siestu, bu-
deme sa mdct dosadenim zadanej rovnosti zbavit premennej y:

(z2 +2)% > 3020905 = 36.26(2 — 2?).
Po substiticii ¢ = 22 a tGprave dostaneme polynomicki nerovnost s jednou premennou
t% + 12¢° + 789t* — 1298t + 240t% + 192t + 64 > 0.

Mnoho¢len na lavej strane méa dvojnasobny koren 1, preto ho vieme rozlozit na sicin
dvoch ¢initelov (napriklad pouzijeme znamy postup pre delenie mnohoélena korenovym
¢initelom). Nerovnost ma potom tvar

(t —1)% - (t* + 143 + 816t% + 320t + 64) = 0.

Druhy ¢initel je pre ¢t = 22 2> 0 zjavne nezdporny, z ¢oho vidime, Ze ostatna nerovnost
plati, a preto plati aj s nou ekvivalentnd dokazovana nerovnost.

A-T1IT-1

Predpokladajme, ze koeficienty p, ¢, r spliajt zadané podmienky. Upravou vztahov
f(p) = P, flg) = q® ziskame

PP’ +pg+r=p", CHpid++r=¢",
P’ +pg+r =0, pa® +¢* +r=0.
Od¢itanim oboch vyslednych rovnosti a dalsou ipravou mame postupne
P’ —pg® +pg—q* =0,
plp—a)(p+4q)+alp—q) =0,
(p—a)®P* +pg+q) =0.

Podla zadania p # ¢, po vydeleni nenulovym vyrazom (p — q) preto dalej dostaneme

P> +pg+q=0,
q(p+1) = —p°,

odkial vyplyva, Zze p # —1. Za tohto predpokladu mozeme vyjadrit

p2 p2—1+1 1
q:— :——:1— - T

p+1 p+1 p+1
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KedZe p aj g su celé ¢isla, musi byt aj zlomok 1/(p+ 1) celé ¢islo, teda p+1 € {1, —1}.
Vzhladom na podmienku p # 0 nutne p = —2. Potom ¢ =1 — (-2) —1/(-2+1) =4
a Tahko dopoéitame, ze r = 16. Sktskou overime, Ze trojica (p,q,7) = (—2,4, 16) spliia
zadané podmienky.

A-T1II -2

Ozna¢me vnuatorné uhly trojuholnika ABC zvy¢ajnym sposobom. Dalej ozna¢me [
kruznicu opisana trojuholniku BDS a m kruznicu opisani trojuholniku AES. Body
D a F lezia na Talesovej kruznici k so stredom S a priemerom AB, preto trojuholniky
BSD, ASFE st rovnoramenné so zékladinami BD, AE. Aby sme nemuseli rozoberaf
rozne pripady, dokdazeme najskor, ze bod K lezi vzdy vnutri trojuholnika ABC.

Zrejme obluk BD kruznice [ neobsahujici bod S sa nepretina s oblikom AFE kruz-
nice m neobsahujicim bod S. Totiz prvy z nich lezi cely v polrovine opacnej k polrovine
BC A, druhy lezi cely v polrovine opacnej k polrovine AC B, takze pretinat by sa mohli
len v uhle 4/, ktory je vrcholovym uhlom k vnatornému uhlu ~ trojuholnika ABC
(obr.29). AvSak aspon jeden z uhlov BSD, ASE je ostry (kedze ich stcet je menej

Obr. 29

ako 180°), nech je to napriklad uhol ASE. Potom je sledovany oblik AE | kratsim“
oblikom svojej kruznice (lebo k nemu prislicha tupy obvodovy uhol) a teda lezi cely
v polrovine BE A, ktora nemé s uhlom +’ Ziadny spoloény bod.

Oblik BD kruznice | neobsahujici bod S sa nepretina ani s oblikom AFE kruznice m
obsahugucim bod S, lebo prvy z nich lezi zvonka kruznice k, zatial ¢o druhy lezi vnutri
kruznice k (obr.30). Z podobnych dévodov sa nepretinaji ani obluk BD kruznice [
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Obr. 30

obsahujici bod S s oblikom AFE kruznice m neobsahujicim bod S.

Kruznice [, m sa teda musia pretinat na tych oblikoch BD a AE, ktoré obsahuja
bod S. Prvy z nich lezi v polrovine BC' A, druhy v polrovine ABC', takze ich priese¢nik
musi lezat v uhle ~. Z rovnoramennosti trojuholnikov BSD, ASE vyplyva

|[ABDS| =g, |{AES| = a, (1)
takze uhly BDS, AES su ostré. Preto obluky BS, AS kruznic I, m neobsahujtce

postupne body D, E st ,kratsimi“ oblikmi svojich kruznic (prislicha im tupy obvodovy
uhol) a nemoézu sa pretinat (oddeluje ich os strany AB, obr.31). Kruznice [, m sa teda

Obr. 31

nemozu pretinat v polrovine opac¢nej k polrovine ABC. Spolu s predoslym zistenim
dostavame, ze ich prieseénik (rozny od S) musi lezat vnutri trojuholnika ABC.

a) Aby sme dokazali, ze body D, E, V, K lezia na jednej kruznici, staci dokézat, ze
bod K lezi na kruznici prechadzajicej bodmi D, E, V., ktorou je zrejme Talesova
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kruznica t s priemerom CV. Z tetivovych Stvoruholnikov BSKD, ASKE vyplyva
|{SKD| =180° — 3, |[{SKE| = 180° — . Preto

IKEKD| =360° — |{SKD| — |{SKE| = 360° — (180° — 3) — (180° —a) = ar+ 8 =
= 180° — v = 180° — |<DCE].

Takze stvoruholnik CEK D je tetivovy a bod K naozaj lezi na kruznici ¢ (obr. 32).

Obr. 32

b) Ak V = K, Tak body F', V, K celkom urcite lezZia na jednej priamke. Zaoberajme
sa dalej len pripadom V # K*. Uk4Zeme najprv, ze body A, V, K, B lezia na jednej
kruznici. Z pravouhlych trojuholnikov ABD, ABE dostavame |{BAD| = 90° — 3,
|{ABE| = 90° — «, preto z trojuholnika ABV mame

|LAVB| = 180° — (90° — 8) — (90° — o) = o + f3

(uvedeny vztah mozno odvodit aj z tetivového Stvoruholnika C'EV D na obr. 32). Podla
(1) a z vlastnosti obvodovych uhlov v tetivovych stvoruholnikoch BSK D, ASK E mame

|LAKS|=|LAES|=a, |{BKS|=|{BDS|= 3.

Takze |[{AKB| =a+ 3 = |{AVB| abody A, V, K, B naozaj lezia na jednej kruznici,
ozna¢me ju u (obr. 33).

4 D4 sa ukéazat, ze predpoklady zadania vyluéuju pripad V = K, ale pri rieSeni to nepotrebujeme.
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Obr. 33

Body V, K su teda priese¢nikmi kruznice u s kruznicou ¢ z ¢asti a). Priamka VK
je preto chordalou kruznic t, u. Aby sme ukézali, Ze na nej lezi bod F, staci ukazat, Ze
jeho mocnost k obom kruzniciam je rovnaka. To je vSak pravda, lebo z mocnosti bodu
F ku kruznici k£ vyplyva

|FE|-|FD|=|FA|-|FB|.

Pravéa strana tejto rovnosti je zaroven mocnostou bodu F' ku kruznici t, Tava strana je

jeho mocnostou ku kruznici u. Tym je ¢ast b) dokézan®.

Poznamka. Pomocou mocnosti bodu C' ku kruzniciam k, [, m mozno podobne
odvodit, ze K lezi na priamke C'S. Tento fakt mdze jednak pomoct dokazat, ze K lezi
vnutri trojuholnika ABC' (inym postupom, ako sme to urobili tu), jednak poskytuje
alternativne moznosti na dokaz Casti a) (da sa ukéazat, ze priamky VK a C'S st na seba
kolmé).

A-I1IT-3

Najskor dokézeme, ze pre lubovolné parne n je mozné dostat pozadovanu tabulku.
Ukazeme jeden z mnohych moznych postupov. Zrejme ak st na dvoch susednych
polickach celé ¢isla lisiace sa prave o 1, po koneénom poc¢te krokov vieme dostat (bez

.....
.....

.....

navySe v kazdom riadku je parne vela policok. Mozeme teda policka kazdého riadku

5 Mozno argumentovat aj priamejsie: priamky ED, VK, AB st chorddlami kruznic k, ¢, u (kazda
priamka prislacha jednej dvojici kruznic) preto sa pretinaji v jednom bode.
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rozdelit do dvojic a kazda dvojicu ¢isel na nich po konecnom pocte krokov zmenit
na dvojicu (364,365). Dostaneme tak tabulku, v ktorej s na poli¢kach v neparnych
stipcoch len ¢&isla 364 a v parnych stipcoch len &isla 365. Teraz uz staéi rozdelit do dvojic
policka v neparnych stlpcoch a kazda dvojicu éisel (364, 364) nahradit po jednom kroku
dvojicou (365, 365). Pre hodnotu n = 6 je postup nacrtnuty na obr. 34.

1 2|3 4|5 6 364 365364 365[364 365 364|365|364|365|364|365 365|365 365|365365|365

7 819 10]11 12 364 365364 365[364 365 364|365|364|365|364|365 365|365 365|365365|365

13 14[15 16[17 18 364 365364 365[364 365 364|365|364|365|364|365 365|365365|365365|365

19 20(21 22(23 24 " [64 365|304 365|362 365|  [364|365|364365|36a]z65|  [365|365a65|365]365(36

25 26|27 28|29 30 364 365364 365[364 365 364|365|364|365)364|365 365|365 365|365365|365

31 32|33 34|35 36 364 365364 365[364 365 364|365|364|365|364|365 365|365 365|365365|365
Obr. 34

Zaoberajme sa dalej pripadom, ked n je neparne. Ofarbime celti tabulku striedavo
¢iernou a bielou farbou ako Sachovnicu, pri¢om prvé policko (t.j. to, na ktorom je na
zadiatku ¢islo 1) bude biele. Cisla, ktoré st na bielych polickach, nazyvajme biele, &isla
na Ciernych polickach nazyvajme cierne. Kedze susedné policka maju opaénu farbu,
v kazdom kroku zmenime jedno biele a jedno ¢ierne c¢islo. Ak teda oznacime B sucet
vSetkych bielych cisel a C' sucet vSetkych cCiernych cisel, rozdiel R = B — C' sa po

.....

zmensia o 1). Na zaciatku su biele ¢isla vSetky neparne a Cierne vSetky parne, takze

R=(1+3+-+n*)—(2+4+---+(n*-1)) =
n?+1
5

=1+3-2)+(B-4)+-+R* - -1)=1+14-+1=

(n?+1)/2-krat

Bielych poli¢ok je o jedno viac ako ¢iernych. Ak by teda bolo po nejakom pocte krokov
na vsetkych polickach ¢islo 365, mal by rozdiel R hodnotu 365. To znamena, Ze nutnou
podmienkou, aby sa tabulka dala zmenit na pozadovany tvar, je rovnost

n?+1
2

= 365,

ktora nastava jedine pre n = 27.

Dokézali sme, Zze pre neparne ¢isla rézne od 27 nie je mozné dostat tabulku so
vSetkymi ¢islami rovnymi 365. Zostava ukézat, ze pre n = 27 to mozné je. Zrejme
nech st na dvoch susednych polickach Tubovolné celé ¢isla, vieme po koneénom pocte
krokov (bez zmeny ostatnych poli¢ok) dosiahnut, Ze jedno z nich bude rovné 365 (staci
¢isla na oboch polickach prislusny pocet krat zvicsit alebo zmensit).

Ukéazeme, Ze tymto postupom dokdzeme tabulku zmenit tak, Ze na vSetkych polickach
okrem posledného (v pravom dolnom rohu) bude ¢islo 365. Moézeme to urobif napriklad
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nasledovne: Najprv ¢islo na prvom policku zmenime pomocou druhého policka na 365,
potom ¢islo na druhom policku pomocou tretieho, atd. Tak dostaneme v celom prvom
riadku az na jeho posledné policko ¢islo 365. Rovnaky postup aplikujeme v kazdom
riadku (obr.35). Tym dostaneme ¢islo 365 na vSetkych polickach okrem posledného

[ aoas]aa] - [ — [poos abfaa]aa] -~ Joor| — [poo]ak aa]aa] - Joar] —
— [oolpes 5[ a] - Joar| — [pocfoes]ah aa] - Jaz] —
N e e I e s R s N
Obr. 35

stlpca. Ked teraz rovnaky ,riadkovy“ postup aplikujeme na posledny stipec, ziskame
¢islo 365 vsade okrem posledného policka.

Nech na poslednom policku vzniklo uvedenym postupom ¢islo k. Ako sme dokazali
uz skor, rozdiel R = B — C' nikdy nemeni svoju hodnotu. KedZe na zaciatku bola jeho
hodnota (272 4+ 1)/2 = 365, musi byt rovnakd aj teraz, ¢ize

365 = B — C = (365 + 365 + - -- + 365 +k) — (365 + 365 + - - - + 365) = k.
364I<rémt 364I<rét

Teda na poslednom poli¢ku muselo pri uvedenom postupe vzniknut ¢islo 365 a dostali
sme priamo pozadovana tabulku.

Zaver. Tabulku, v ktorej sa vSetky ¢isla rovnaju 365, mozno dostat pre vSetky parne
n a pre n = 27.

A—-1ITI - 4
Podla znameho vztahu pre rozklad rozdielu dvoch tretich mocnin na siéin méame
27" — 0?7 = (3")% — (n°)® = (3" —n?)(9" + 3" - n® + n'®).

Druhé zatvorka je zrejme vicsia ako 1. Staci teda dokéazat, ze prva zatvorka nie je nikdy
rovna 1.
Najprv matematickou indukciou dokéZeme, ze pre n = 30 je 3" > n° + 1.

1. krok. Pre n = 30 mame
330 =310.(35)4 > 319.(2.10%)* =39 .48-10% > 39(10° + 1) > 30° + 1.

2. krok. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre hodnotu n = k, pricom k = 30. Mame
teda 3* > k° + 1. Potom

3 =3.3">3. (K0 +1)=3k24+3=(V3k)°+3>k+1)°+3>(k+1)° +1,
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Cize tvrdenie plati aj pre hodnotu n = k + 1. Pri Uprave sme okrem indukéného
predpokladu pouzili nerovnost v/3k > k + 1. T4 naozaj plati, lebo

1,19 = (1,1%)* = 1,331% < 1,4*> = 2,744 < 3,

a teda V/3k > 1,1k > k + 1 (ked%e k = 30).

Ostéava dokazat, ze V = 3" —nY # 1 aj pre n < 30. Nebolo by tazké pre kazdé
zostévajice n hodnotu V priamo vypoéitat®. Uvedieme vak rychlejsi postup pouzivajtic
zvysky po deleni réznymi cislami.

Ak n je neparne, tak V je rozdielom dvoch neparnych ¢isel, teda parne, a preto rozne
od 1.

Ak n je delitelné tromi, tak 3 | 3" a sacasne 3 | n%, ¢ize aj V je delitelné tromi,
a preto rozne od 1.

Ak n déva po deleni tromi zvysok 1, tak 3 | 3" a n® ddva po deleni tromi zvysok 1.
Teda V = 3" — n? déva zvySok 2 a je rozne od 1.

Ostéava preverit ¢isla, ktoré st parne a davaju zvysok 2 po deleni tromi, t.j. ¢isla
z mnoziny {2, 8,14,20,26}. Pre n = 2 a pre n = 8 je zrejme 3" — n? < 0. Podobne

314149 =97 —14% < 0,
320 —20° =919 —29.10° < 10'° — 512 - 10° < 0.

Napokon aj 326 — 26° # 1, lebo zapis ¢isla 326 = 81° - 9 kondi cifrou 9, zapis ¢isla 26°
kondéi cifrou 6, teda ¢&islo 32° — 269 dava po deleni desiatimi zvySok 3 a je rozne od 1.

A-1IIT-5

Pokisme sa dokazovanii nerovnost zapisat ako stcet niekolkych nerovnosti, o ktorych
vieme, Ze platia. Podla AG-nerovnosti’ pre fubovoIné prirodzené ¢isla r, s plati

rxk—l—syk—i—szk s r42s
I 2 k) () () = R (g 1)

a kedze podla zadania je ryz = 1, mame

(r—s)k

ra® o syP 4 s2P > (r + 28)z T (2)

6 D4 sa ukdzat, ze pren =28 je V > 1, pren=27jeV =0,pre25n 526 je V < 0apren =1 je
V=2

7 AG-nerovnost je skratené oznadenie znadmej nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym prie-
merom. Podla nej pre lubovoIné prirodzené éislo n a nezaporné ¢&isla a1,... ,a, plati

a1+ tan _
——— = ¥Yai...an.
n
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Cyklickou zdmenou dostaneme podobné nerovnosti

(r—s)k (r—s)k

sk 4 ry* 4 528 > (r 4 2s)y e a sa® 4+ syF + 12k > (r 4 2s5)z 2. (3)

Hladajme také prirodzené ¢isla r, s, aby st¢tom uvedenych troch nerovnosti bola
dokazované nerovnost, resp. nejaky jej nasobok. KedZe na pravej strane potrebujeme
dostat m-té mocniny, nutnou podmienkou je rovnost

mzw (4)

r+2s
Po sc¢itani nerovnosti buda koeficienty na Iavej aj pravej strane rovné r + 2s, ¢o nam
vyhovuje (po vydeleni vyrazom r 4 2s dostaneme priamo dokazovani nerovnost). Staci
teda splnit rovnost (4). T4 plati napriklad pre hodnoty m = r — s, k = r + 2s, odkial
lahko vyjadrime r = %(Zm + k), s = %(k — m). Kedze vSak chceme, aby 7, s boli
prirodzené®, zoberme hodnoty r = 2m + k, s = k — m (ked%e k, m st prirodzené &isla
a k > m, su takéto r, s naozaj prirodzené). Pre ne plati

(r—s)k 3m-k
r+2s 3k

m,

teda tiez spliiaju (4). S¢itanim troch nerovnosti (2), (3) pre uvedené hodnoty r, s tak
dostaneme
(r+28) (2" +y* +2%) 2 (r + 25) (@™ +y™ + 27,

Z ¢oho uz priamo vyplyva zadand nerovnost.

Iné riesenie. Podla zndmej nerovnosti medzi mocninovymi priemermi plati

Tk 4+ yk + 2k S ,r\/xm+ym+zm
3 = 3 ’

Z ¢oho po jednoduchych ekvivalentnych tpravach dostavame

3=
—
Ot
~

2F 4 yF 2> @™ 4y 4 )31
Podla AG-nerovnosti (s vyuzitim zadaného predpokladu zyz = 1) plati
" 4y 4 2™ 2 3y = 3,
a kedze k > m, cize % —1>0, tak aj
A L L

8 V skutoc¢nosti to nepotrebujeme, nerovnost (1) totiz podla vSeobecnejsie sformulovanej AG-
-nerovnosti plati pre Tubovolné kladné reélne &isla r, s.
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Odtial . .
(l_m +ym _|_Zm)m . 3175 z ™ +ym +Zm’

¢o spolu s (5) déva dokazovani nerovnost.

A-III-6

Zrejme stac¢i zaoberaf sa len trojuholnikmi, ktorych strany a, b maja rézne dlzky.

a) Podla znamych vyjadreni dlZzok taznic pomocou diZok stran (ktoré mozno Iahko
odvodit pomocou kosinusovych viet) plati

2b2 22_2 22 22_b2
R T (1)

Takze priamym dosadenim dostavame

2 —t2 (202 +2¢® —a®) — (2a® + 22 —bv?*)  3v*—3a® 3

a2 4007 — a2) i —a?) 4

Teda jedind mozna hodnota prvého vyrazu je %.

b) Skiimanim réznych ,,degenerovanych® pripadov najskér uhddneme vysledok. Na-

priklad ak b = 1 a bod B sa nachadza ,blizko“ stredu strany AC, tak t, ~ %, ty = 0,
1

ami,éiée
ta—ty, 2-0 3

b—a Nl—%_i

Ak b =1 a bod B sa nachadza ,,blizko“ bodu C, tak t, ~ 1, t;, = %, a ~ 0, Cize

ta—th1—§
b—a 1-0 2

Skusme teda dokazat, ze
1 ta — tp 3

—. 2
2 b—a<2 (2)

S pouzitim vysledku ¢asti a) mame

ta—ty ti—t; b+a 3 a+b
b—a _ta—}-tb b2 —a2 4 ta—f—tb.
Nerovnosti (2) st preto ekvivalentné s nerovnostami
2 a+b
- < < 2, 3
3 ta + g ( )

ktoré lahko dokézeme pomocou trojuholnikovych nerovnosti.
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C

Obr. 36

Naozaj, ak oznac¢ime S 4, Sp postupne stredy stran BC, AC, tak z trojuholnikovych
nerovnosti v trojuholnikoch AC'Sy, BC'Sp mame (obr. 36)

a b
b+§>ta, a+§>tb.

Odtial s¢itanim dostaneme 3(a + b) > t, + &, ¢o je ekvivalentné s prvou nerovnostou
v (3).

A ak oznac¢ime T tazisko trojuholnika ABC, ktoré rozdeluje kazd taznicu v zndmom
pomere (obr.36), tak z trojuholnikovych nerovnosti v trojuholnikoch ATSp, BT'S4
mame

2 ty b 2 ta a
Odtial s¢itanim dostaneme t, + ¢, > %(a +b), ¢o je ekvivalentné s druhou nerovnostou
v (3).

Dokazali sme teda, ze plati (2). Aby sme dokon¢ili riesenie ilohy, musime este ukazat,
ze zadany vyraz moze nadobudat vetky mozné hodnoty z intervalu (3, 2). Na to stacf
uvazovat trojuholniky so stranami dlzok a = 1, b = 2, ¢ € (1, 3). Potom podla (1) mame

ta—ty  3V8+22—1—3v24+22—4 22 +7-22 -2
b—a 2-1 B 2 B
9/2

T V2Z T+ V2E 2 (4)

Tento vyraz nadobuda pre ¢ = 1 hodnotu % a pre ¢ = 3 hodnotu % Ak ho teda chapeme
ako funkciu premennej ¢, musi na intervale (1, 3) nadobtdat vSetky hodnoty z intervalu
(%, %) To vyplyva zo spojitosti uvedenej funkcie. Z jej vyjadrenia dokonca vidime, ze
je na skiimanom intervale klesajtca.

1 3)

Zdver. Druhy vyraz moéze nadobtidat TubovoInt hodnotu z intervalu (3, 5

Poznamka. To, ze vyraz (4) nadobtuda pre ¢ € (1,3) vSetky hodnoty z intervalu

( %, %), mozno dokézaf aj bez pouzitia vedomosti o spojitych funkcidch. Staci ukazaf,
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#e pre kazdé h € (1, 2) m4 rovnica

V22 +T7—/2c¢2 — 2 B
5 —

h

s neznamou c riesenie v intervale (1, 3). Lahko mozno vyjadrif riesenie

B (9 — 4h?)?
c= \/1—1— TSR

Tento vyraz s rastiucim h pre h € <%, %) kleséd a kedze pre hodnoty h = %, h = %
13

nadobuda postupne hodnoty ¢ = 3, ¢ = 1, bude pre h € (3, ;) rieSenie c vzdy v intervale
(1,3).






Pripravné sustredenia pred IMO a MEMO

Pred medzinarodnou matematickou olympiddou (IMO) a stredoeurépskou matema-
tickou olympiddou (MEMO) sa kazdoro¢ne kond jedno vyberové a jedno pripravné
ststredenie pre najlepsich riesitelov celostatneho kola MO (CKMO). Od 55.ro¢nika
MO sa navyse kazdoro¢ne kona aj spolo¢né pripravné sustredenie ¢eského a slovenského
IMO-druzstva.

Po vyberovom sustredeni SK MO vyberie 6 najlepsich studentov do reprezentac-
ného druzstva Slovenska pre IMO a urc¢i jedného ndhradnika. Spomedzi tych, ktori
sa nedostali na IMO a zéarovenn nie si v maturitnom ro¢niku (t.j. maji moznost
stutazit v MO aj nasledujici Skolsky rok), vyberie SK MO najlepsich 6 Studentov do
druzstva pre MEMO. Na vyberovom sustredeni pred IMO sa zucastnilo 15 stutaziacich,
najuspesnejsich riesitelov tretieho kola MO kategdrie A. Stustredenie sa konalo v diioch
24.-30. 4. 2008 v Bratislave. Ulohy zadavali lektori z FMFI UK Bratislava:

Ondrej Budac, ulohy 1 — 3,

Michal Prusak, Michal Takdcs, 1lohy 4 — 7,
Mgr. Martin Potocny, Glohy 8 — 11,

Hana Buddcovd, Glohy 12 — 15,

Mgr. Peter Novotny, Glohy 16 — 18.

Kazdy den sStudenti riesili sériu troch ¢i styroch tloh pri podobnych podmienkach
ako na IMO. V poobednajsich hodinach sa konal spolo¢ny rozbor tloh s lektorom. Na
konci stistredenia sa ziskané body za jednotlivé dni sé¢itali a s prihliadnutim na vysledky
tretieho kola MO boli vybrané Sestélenné druzstva pre ucast na IMO a MEMO.

Vysledky sustredenia:

Michal Spisiak 44,5 Peter Csiba 22
Vladislav Ujhazi 39 Michal Hagara 21,5
Tomdads Kocadk 36 Eduard Eiben 18
Miroslav Balaz 31,5 Ladislav Baco 17,5
Albert Herencsar 29 Tomas Szaniszlo 13,5
Jakub Konecny 28,5 Martin Melichercik 11,5
Filip Sladek 26 Lenka Matejovicovda 9

Martin Bachraty 22
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Poradie po zohladneni vysledkov CKMO:

1. Michal Spisiak 72,5 9. Ladislav Baco 45,5
2. Vladislav Ujhdzi 72 Michal Hagara 45,5
3. Tomds Kocdk 63 11. Peter Csiba 45
4. Miroslav Balaz 57,5 12. Martin Melichercik 40,5
5. Albert Herencsar 51 13. Tomds Szaniszlo 37,5
6. Filip Sladek 50 14. FEduard Eiben 37
7. Jakub Konecny 49,5 15. Lenka Matejovicova 27
8. Martin Bachraty 46

Pripravné stustredenie sa konalo v dnoch 31.5.—6.6. 2008 v Bratislave. Stistredenie
bolo zamerané obzvlast na pripravu reprezenta¢nych druzstiev na IMO a MEMO.
Lektormi boli:

Mgr. Peter Novotny, FMFI UK Bratislava (algebra),

RNDr. Tomds Jurik, FMFI UK Bratislava (geometria, nerovnosti),
Mgr. Jan Mazak, FMFI UK Bratislava (geometria),

Mgr. Juraj Foldes, University of Minnesota, USA (kombinatorika),
Ondrej Budac¢, FMFI UK Bratislava (tedria cisel).

V poradi druhé spoloc¢né stustredenie ¢eského a slovenského druzstva sa uskutocnilo
v ditoch 15.-20.6. 2008 v CR v Uherskom Hradisti v regionalnom vzdeldvacom stre-
disku Eduha. Sustredenie sa uskutocnilo pod zastitou Spole¢nosti Otakara Boravky
a bolo financ¢ne zabezpecené z nestatnych prostriedkov. Pedagogicky dozor slovenskym
(a na mieste aj ¢eskym) Studentom robili Peter Novotny a Tomas Jurik z FMFI UK
Bratislava. Odborné prednasky viedli

doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., MU AV CR, Brno (teéria ¢isel),
RNDr. Pavel Calabek, CSc., PF UP, Olomouc (algebra),

Mgr. Martin Pandk, PhD., MU AV CR, Brno (kombinatorika),

RNDr. Jaroslav Svréek, CSc., PF UP, Olomouc (syntetick4 planimetria).

Zadania sataznych dloh vyberového sistredenia pred IMO

1. Body v rovine s celoc¢iselnymi stiradnicami st ofarbené troma farbami, pricom
kazdé farba je pouzita aspon raz. Dokazte, Ze vieme néjst pravouhly trojuhol-
nik, ktorého vrcholy maja celociselné stradnice a sa réznych farieb.

2. Najdite vSetky $tvorice k, [, m, n prirodzengch ¢isel, ktoré splhaji
(1+n") =1+nm,

3. V trojuholniku ABC' ozna¢me P priesecnik osi uhla BAC' so stranou BC
a () priese¢nik osi uhla ABC so stranou AC. Ozna¢me M priese¢nik osi uhla
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BAC a kruznice opisanej trojuholniku ABC' (rozny od A) a N priese¢nik osi
uhla ABC' a kruznice opisanej ABC (r6zny od B). Dalej na priamke AB
zvolme body D, E tak, aby D lezal na polpriamke opacnej k AB a E na
polpriamke opac¢nej k BA a zaroveii |AD| = |AC| a |BE| = |BC|. Dalej nech
U je stred kruznice opisanej trojuholniku BEM a V je stred kruznice opisanej
trojuholniku ADN. Ozna¢me X prieseénik AU a BV. Ukazte, ze CX je kolmé
na PQ).

Maéame danych péif realnych éisel. Urobime rozdiel st¢tu lubovolnych troch z nich
a suctu zvysnych dvoch. Tento rozdiel je vzdy kladné ¢islo. Dokazte, ze sucin
vSetkych takychto desiatich rozdielov je nanajvys stic¢in druhych mocnin tychto
piatich cisel.

také, ze b — a} je delitelné ¢islom k. Dokazte, ze b je n-tou mocninou celého
¢isla.

. Dany je rovnoramenny trojuholnik ABC' so zakladnou BC'. Bod M je stredom

strany BC'. Nech X je bod na kratsom obliku M A kruznice opisanej troj-
uholniku ABM. Nech T je bod v casti roviny urcenej uhlom BM A taky, ze
|{TMX|=90° a |[TX| = |BX]|. Dokézte, ze |{MTB| — |{CT M| nezélezi na
volbe bodu X.

Majme 3n cisel, oznac¢me ich aq,as,... ,as,. Po pozoruhodnom premiesani
bud ¢isla v poradi

as, ag, ... ;a3n,02,05,... ,a3n—1,01,04,... ;A3p—2.
Zacnime s ¢islami 1,2, 3,...,192. Mézeme po konecnom pocte pozoruhodnych
premiesani dostat ¢isla v poradi 192,191,190,... ,17

Uhlopriecky daného lichobeznika ABC'D sa pretinaju v bode P. Bod @ lezi
medzi rovnobeznymi priamkami BC' a AD tak, ze |[{AQD| = |£CQDB| a body
P a @ lezia v opac¢nych polrovinach urcenych priamkou CD. Dokazte, ze
|{BQP| = |£DAQ)|.

Nech S je kone¢nd mnozina bodov v rovine takych, ze ziadne tri z nich nelezia na
jednej priamke. Pre kazdy konvexny mnohouholnik P, ktorého vrcholy patria

do S, nech a(P) je pocet jeho vrcholov a nech b(P) je pocet bodov z S leziacich
zvonku P. Dokézte, Ze pre kazdé redlne cislo x plati

Z:L‘a(P)(l _ x)b(P) =1,
P

kde suma sa berie cez vsetky konvexné mnohouholniky s vrcholmi v S.
Poznamka. Usecka, bod a prazdna mnozina sa povazuju za konvexny dvoj-,
jedno- a nulauholnik.

V trojuholniku ABC plati [{ACB| < |{BAC| < w/2 a bod D lezi na
strane AC tak, ze |BD| = |BA|. Kruznica vpisana trojuholniku ABC sa dotyka
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strany AB v bode K a strany AC v bode L. Bod J je stred kruznice vpisanej
trojuholniku BC'D. Dokézte, ze priamka K L rozpoluje tisecku A.J.

Uvazujme funkcie f: N — N vyhovujice podmienke

fm+n) 2 f(m) + f(f(n)) =1

pre vSetky m,n € N. Najdite vSetky mozné hodnoty f(2007).

Nech ABCD je rovnobeznik, pricom ziadny z jeho vnatornych uhlov nema
velkost 60°. Najdite vSetky dvojice bodov E a F' také, Ze trojuholniky AEB
a BF(C st rovnoramenné so zakladnami AB a BC' a trojuholnik DEF je
rovnostranny.

Vo vrcholoch konvexného mnohouholnika s parnym poc¢tom stran sedia polov-
nici. Vnutri mnohouholnika mimo jeho uhlopriecok sa nachédza liska. Polovnici
naraz vystrelia smerom na lisku, ale liska sa uhne a gulky z pusiek letia dalej
a preletia cez strany mnohouholnika. Dokéazte, ze aspon jednu stranu netrafi
ziadna gulka.

Najdite vSetky funkcie f: Q — R, ktoré pre vietky racionalne ¢isla z a y spliaja

nerovnost

(@) = F)l = (@ —y)*.

Nech P je mnozina vsetkych prvocisel. Nech M je podmnozina mnoziny P,
ktorda ma aspon tri prvky a navyse pre kazda vlastnt kone¢ni podmnozinu A
mnoziny M patria vSetky prvocisla z prvociselného rozkladu ¢isla

1+ []»

do mnoziny M. Dokézte, ze M = P.

Polyném P neparneho stupiia spliia pre kazdé redlne ¢islo z rovnost
P(z? —1) = P(z)* — 1.

Dokéazte, ze P(x) = x pre kazdé reélne ¢islo x.

Nech X je mnozina 10 000 roznych celych ¢isel, z ktorych ziadne nie je delitelné
¢islom 47. Dokézte, ze existuje jej 2008-prvkova podmnozina Y taka, ze cislo
a—b+ c—d+ e nie je delitelné ¢islom 47 pre ziadnu péticu (nie nutne réznych)
¢isel a,b,c,d,e € Y.

Dany je trojuholnik ABC. Kruznica pripisand ku strane BC ma stred J
a dotyka sa strany BC' v bode A; a priamok AC, AB postupne v bodoch By,
C1. Predpokladajme, ze priamky A;B; a AB st navzdjom kolmé a pretinaju
sa v bode D. Nech FE je pita kolmice spustenej z bodu C; na priamku D.J.
Urcte velkosti uhlov BEA; a AEB;.



8. Cesko-polsko-slovenské stretnutie

V ramci zaverecnej pripravy pred IMO sa uskutocnilo po 6smy krat pripravné
stretnutie medzi druzstvami Ceskej republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé krajiny re-
prezentovali Sestice Studentov, ktori si vybojovali vo svojich krajindch ucast na 49. IMO
v Madride.

Stutaz sa uskutocnila 22.—26. 6. v Polsku v horskej dedinke Zwardon, ktoréd sa naché-
dza bezprostredne na slovensko-polskej hranici v Kysuckych Beskydoch. Organizacia
a priebeh sutaze zostali nezmenené z predchadzajicich ro¢nikov — je prisposobend stylu
celostatneho kola nasej MO a podmienkam IMO. Sutaziacim boli poc¢as dvoch dni
predlozené dve trojice sutaznych tloh, pricom za kazda spravnu tlohu mohli ziskat
najviac 7 bodov, t.]j. celkove 42 bodov (rovnako ako na IMO). Na kazdu trojicu tloh
mali stfaziaci vymedzené 4,5 hodiny ¢istého ¢asu.

Prehlad vysledkov:

Por. Meno Stét 1.]2.]3.]4.]5.]6.]>
1. | Jakub O¢wieja Polsko TI7|7|7]7]6]41
2. |Karol Zebrowski | Polsko TI7T(7|7|7|5[40
3. | Szymon Majewski | Polsko 27| 7|77 |7|37
4. | Jakub Konieczny | Polsko 710(6|7|1|7|28
5. | Jacek Jendrej Polsko O(7|7|7|1]|5b |27
6. |Radostaw Burny | Polsko 410771710125
7. | Josef Tkadlec Ceskdrep. |7T]0]0|7|7]1]22
8. | Michal Spisiak Slovensko [0 [0 |7 |7]0(4]|18
9. | Viadislav Ujhazi Slovensko [0 |7 (3|7 |0]0 |17
10. | Miroslav Klimos$ Ceskdrep. |[0|7/0]|7]0]2]|16
11. | Miroslav Baldz Slovensko [0 [0 |7[5|0|3 |15
Jan Matéjka Ceskdrep. [0 |7]0|7]0]1]|15
Samuel Riha Ceskdrep. |[0O|7/0|7]1]0]|15
14. | Tomas Kocak Slovensko [2 0|17 (10|11
15. | Filip Sladek Slovensko (0[O0 2|7 |1]0]|10
16. | Albert Herencsar |Slovensko [0 [0 |0 [7]|0[0]| 7
Toméas Hiebejk Ceskdrep. |[0[0|0|7]|0]0] 7
Jakub T6pfer Ceskdrep. |0|0|0|7]|0]0]| 7

Stét 1.{2.]3. 4.5 ]6.]>

Ceskdrep.| 7 [21| 0 [42] 8| 4| 82

Polsko 2712814142(30|30|198

Slovensko | 2 | 7 {2040 2 | 7 | 78

Opravu rieseni zabezpecila medzinarodna porota, ktort tvorili RNDr. Karel Ho-
rék, CSc., doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc. a RNDr. Jaroslav Svréek, CSc. z Ceskej
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republiky, dr. Waldemar Pompe, dr. Jerzy Bednarczuk a Andrzej Grzesik z Polska
a doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc., Mgr. Peter Novotny a Mgr. Erika Trojakova zo
Slovenska.

Polské druzstvo preukdzalo vyraznu prevahu a podobne ako minuly rok obsadilo
v poradi prvych Sest priecok. Okrem klasickej stitaze pripravili organizatori na stredu aj
stutaz troj¢lennych timov, pricom v kazdom bol jeden zastupca z kazdej krajiny. Zadané
boli tri tlohy, kazd4 v inom jazyku, a vypracovat rieSenia bolo treba tiez v roznych
jazykoch.

Kedze celé podujatie sa konalo na horskej chate, popri matematickom programe

.....

rychlo sa meniace pocasie). Zabudnit sa nedd najmi na liky plné lesnych jahdd.
V budiicom roku sa spolo¢né pripravné stretnutie uskutoc¢ni na Slovensku.

Zadania aloh &esko-polsko-slovenského stretnutia

Uloha 1.
Uréte vsetky trojice (x,y, z) kladnych redlnych ¢isel, ktoré su rieSenim ststavy rovnic

22° = 2y(z? + 1) — (2% + 1),
20" = 32(y% + 1) — 2(z2 + 1),
22° = dx(2® + 1) — 3(y* + 1).

(Adam Osekowski)

Uloha 2.
Dany je konvexny Sestuholnik ABCDEF, pricom |{FAB| = |{BCD| = |{DEF|
a |AB| = |BC|, |CD| = |DE|, |EF| = |FA|. Dokaizte, ze priamky AD, BE a CF sa
pretinaji v jednom bode.

(Waldemar Pompe)

Uloha 3.
N4jdite vsetky prvocisla p, pre ktoré je cislo

)+ 6) ()

delitené ¢islom p3.

(Jarostaw Wréblewski)

Uloha 4.
Dokézte, Ze existuje také prirodzené ¢éislo n, Ze &islo k? + k + n nema Ziadneho prvodi-
selného delitela mensieho ako 2008 pre ziadne celé ¢islo k.

(Jarostaw Wréblewski)
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Uloha 5.
Dany je pravidelny pétuholnik ABCDE. Uréte najmensiu hodnotu vyrazu
|PA| + |PB|
|PC| + |PD| + |PE|’

pricom P je lubovolny bod leziaci v rovine pituholnika ABCDE.
(Waldemar Pompe)

Uloha 6.
Najdite vetky trojice (k,m,n) prirodzenych ¢isel majice nasledujticu vlastnost: Stvo-
rec s dlzkou strany m sa da rozdelit na niekolko pravouholnikov s rozmermi 1 x k a prave

jeden stvorec s dlzkou strany n.
(Jarostaw Wréblewski)

RieSenia Gloh &esko-polsko-slovenského stretnutia

Uloha 1.

Predpokladajme, Ze trojica (z,y, z) kladnych redlnych ¢isel je rieSenim zadanej sistavy.
Rozoberieme tri pripady podla toho, ktoré z &isel z, y, z je najmensSie. Ukéze sa,
ze v kazdom z tychto pripadov sta¢i uvazovat len jednu rovnicu sustavy. Viackrét
pouZijeme zndmu nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom n-tice
kladnych realnych ¢isel® (v nasom pripade bude n € {2,3,4}), v ktorej rovnost plati
prave vtedy, ked je vSetkych n ¢isel rovnakych.

Pripad 1. Ak x = y, z 2 y, tak zrejme platia nerovnosti
22° + (22 + 1) 2 2y2® + (22 + 1) = 2yz? + 22 = 2ya® + 2y = 2y(z? + 1),

teda 223 = 2y(x? +1) — (2% +1). Pritom rovnost nastava len v pripade, ked 223 = 2yz?,
22+1=22za22=2y,¢izex =1y, z=1a z=y. Tymto podmienkam, a teda aj prvej
rovnici sustavy, vyhovuje jedine trojica x = y = z = 1. Lahko overime, Ze tato trojica
spliia aj zvysné dve rovnice.

Pripad 2. Ak x 2 z, y 2 z, dostdvame
2yt +2(x? + 1) 22yt +2- 20 = (¥ +yt+ )+ 32 >
> (y* 4+ 9y%2% 4+ 2) +32 2 33/y523 + 32 = 32(y° + 1),

teda 2y* = 3z(y? + 1) — 2(22 + 1). Rovnost nastava jedine v pripade, ked st splnené
podmienky z = 1, y* = y222, v = 2z a y* = y?2%2 = 2. Tomu, ¢iZe aj druhej rovnici
stustavy, vyhovuje jedine trojica r =y = z = 1.
Pripad 3. Ak y = z, 2 2 x, podobne ako v predoslom pripade méme
22 +3(° +1) 22" +3 - 2y =+ +y+y) +4y =
> (P 4+ 2222+ x4 1)+ 4w > 4V 2824 + 4o = 4x(22 + 1),

9 Poz. pozndmku pod &arou na str. 75.
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teda 22° = 4x(2? + 1) — 3(y* + 1). Rovnost dostaneme iba pri dodrZani podmienok
y=1, 2% =232% y =2 a 2> = 2322 = 2. Tretia rovnica ststavy je teda splnend jedine
pre trojicu z =y =z = 1.

Odpoved. Jedinym rieSenim sustavy je trojica (1,1, 1).

Uloha 2.

Oznacéme v trojuholniku ACE velkosti vnutornych uhlov pri vrcholoch A, C, E po-
stupne «, 7, €. Trojuholniky ACB, CED, EAF st podla zadania rovnoramenné.
Ozna¢me velkosti ich vnatornych uhlov pri zékladniach postupne (3, d, ¢ (obr.37).
Tvrdenie dokazeme pouzitim Cevovej vety. Kvoli tomu ozna¢me este P, (), R priesec-
niky priamok AD, C'F, EB postupne so stranami C'FE, FA, AC trojuholnika ACFE.

Obr. 37

Zo sinusovej vety v trojuholniku ABR mame

|AR|  |BR|
sin|{ABE|  sinf’

BR| -sin|[{ABE
teda |AR| = BE] Sl_nM |
sin 3

Zo sinusovej vety v trojuholniku ABE méame

|AE|  |BE|
sin|[{ABE|  sin(a + )’

|AE| - sin(a + )
|BE]

teda sin |{ABE| =

Dosadenim do (1) dostavame

|BR| - |AE| - sin(a + 3)
|BE| - sin 3 '

AR| =

Zrejme analogicky (zo sinusovych viet v trojuholnikoch CBR a C' BE) mozno odvodit

|BR| - |CE| - sin(y + 3)
IBE|-smg

|CR| =
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Preto
|AR|  |AE]|-sin(a + 3)

|CR| - |CE| -sin(y+ 3)

Opit analogicky mozno vyjadrit pomery

|CP|  |CA]-sin(y +9) . |[EQ|  |EC|-sin(e + ¢)
|EP|  |EA|-sin(e +6) |AQ|  |AC| - sin(a+ @)

Odtial _ ) .
|AR| |CP| |EQ| _ sin(a+ ) sin(y+9d) sin(e+ )

|CR| |EP| |AQ| sin(y+3) sin(e +6) sin(a+¢p)
Avsak podla zadania plati o +a+8=F+~v+ 06 =08 + & + . Preto

a+pB=¢e+6, v+d=a+y, et+po=v9+p0

a sucin (2) je rovny 1. Podla Ceévovej vety sa teda priamky AD, BE a CF pretinaji
v jednom bode.

Iné riesenie. Oznacéme P priesecnik osi vnutornych uhlov daného Sestuholnika pri
vrcholoch B a D (obr. 38). Dokazeme, ze Sestuholniku ABCDEF sa dé vpisat kruznica,
ktorej stredom je P. Zadané tvrdenie bude potom vyplyvat z Brianchonovej vety!°.

Obr. 38

Z rovnosti |AB| = |BC| vyplyva, Ze trojuholniky ABP a C'BP st zhodné podla vety
sus. Preto |[{BAP| = |{BCP| = a. Rovnako st zhodné trojuholniky CDP a EDP,
t.j. |DCP| = |{DEP| = .

Z uvedenych zhodnosti navyse mame |AP| = |CP| = |EP|, odkial spolu so zadanou
rovnostou |AF| = |EF| dostavame podla vety sss zhodnost trojuholnikov AFP a EFP.
Preto os vnutorného uhla pri vrchole F prechadza cez bod P a |[{FAP| = |{FEP| = 7.

10 Uvedend veta hovori, Ze ak sa strany Sestuholnika ABCDEF dotykaju jednej kuZelosecky, tak
priamky AD, BE a C'F sa pretinaja v jednom bode.
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Rovnosti |{FAB| = |{BCD| = |{DEF)| st ekvivalentné s rovnostami v+ o = o +
+ B = [+ 7, z ktorych trividlne vyplyva a = 3 = ~. Preto aj osi vnatornych uhlov
pri vrcholoch A, C a E prechadzaji cez bod P a Sestuholniku ABCDEF sa da vpisat
kruznica so stredom P.

Uloha 3.
Nech M ={1,2,... ,p — 1} je mnozina vSetkych nenulovych zvyskov po deleni p. Pre
kazdé k € M je kombinac¢né c¢islo

Py__

k El(p —k)!

delitelné prvocislom p, lebo vSetky ¢initele suc¢inu k!(p — k)! v menovateli si mensie
ako p (a teda nesudelitelné s p), zatial ¢o Citatel p! zrejme prvocislom p delitelny je.
Kazdy zo s¢itancov suétu v zadani je teda delitelny éislom p? a nagou tlohou je zistit,
pre ktoré prvocisla p je sucet

1/p\> 1 (p\° 1 p \’
g_ L 1 T 1
p2(1> +p2(2> ” +p2(p—1> @
delitelny p.

Pre kazdé k € M skiimajme, aky dava prirodzené ¢islo

() - () 2

zvySok po deleni p. KedZze pre kazdé i = k,k+ 1,p — 1 méme p —i = —i (mod p), tak

p—k)l=@-k@-(k+1)...0—(p-1)) =
= (—1)P*k(k+1)...(p— 1) (mod p)

Z toho tpravou vztahu (2) dostavame

((p— 1)) = a(klp — k)!)* = ap (kI (=1 Fk(k+1)... (p = 1))> =
— ar - K((p— 1)Y)? (mod p).

Tato kongruenciu mozeme vydelif vyrazom ((p — 1)!)?, ktory je nestdeliteny s p. Teda
l=ay-k* (mod p). (3)

Ako vieme, ku kazdému zvysku k € M existuje prave jeden zvysok zp € M taky, ze
z1,-k =1 (mod p); ak navyse k,l € M st rozne, tak aj 2y, z; st roznell. Teda mnozina

11 Existencia zvysku z;, vyplyva z existencie celych &isel a, b takych, Ze ak + bp = 1. Jednoznacnost je
zrejma: ak 1 =z, - k = 2z}, - k (mod p), tak vydelenim k méme 2z = 2} (mod p). Roznost trivialne
vyplyva z jednoznacnosti a z vlastnosti z,, = k: ak 2z = 2;, tak k = 2, = 2, =[.
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M’ = {z1,2,...,2p—1} ma rovnako vela prvkov ako mnozina M, a kedze M’ C M,
nutne M’ = M.

Z definicie prvku z;, dostdvame 1 = 12 = (21, - k)2 = 22 - k? (mod p). Spolu s (3)
potom ay, - k* = z2 - k? (mod p) a po vydeleni k* mame ay = 2z (mod p). Pre zvysok
suctu (1) teda plati

S=ai+a+-+ap1=2+2+ -+ =P+ 4.+ (p-1)7°=
= :p(p—1)(2p — 1) (mod p)
(vyuzili sme dokdzani mnozinovia rovnost {21, z2,...,2p—1} = {1,2,... ,p—1} a znamy
vzorec pre sucet druhych mocnin). Lahko mozno priamym dosadenim overit, ze vyraz
%p(p —1)(2p — 1) pre p = 2,3 nie je nasobkom p. Naopak, kazdé prvocislo p = 5 je

nestdelitelné s ¢islom 6, ¢ize p je delitelom &isla p- & (p — 1)(2p — 1).

.....

Uloha 4.
Nech p je dané prvoécislo. Skiimajme, aky zvysok po deleni p méze dévat éislo k2 +k&. Na
to stacdi za k dosadit ¢isla 0, 1, ..., p—1, dalej sa uz buda zvysky periodicky opakovat.

Pre p = 2, 3,5, 7 dostaneme zvysky uvedené v tabulke.
p~k 0123456

~ Ot W N
S O O O
N NN O
o = O

20
5620

Vidime, ze v postupnosti zvyskov sa niektory zvysSok neobjavi. Napriklad pre p = 2
nedava k2 4 k nikdy zvySok 1, pre p = 3 nedostaneme zvySok 1, pre p = 5 zvySok
3 ani 4, atd. Aby sme to dokéazali pre vSeobecné p, staci overit, ze niektory zvysok sa
v postupnosti objavi aspon dvakrat. Poéet roznych zvyskov je totiz p a dlzka postupnosti
je tiez p, teda akonéhle sa v postupnosti nejaky zvySok zopakuje, nebude uz v nej dost
miesta pre vSetky rozne zvysky.

Opakujicim sa zvyskom je napriklad 0, plati totiz

0°+0=0 (modp) aj (p-1)>+(p—-1)=p°—p=0 (modp),

¢ize zvysok 0 dostaneme pre K =0 aj pre k = p — 1.

Nech {p1,p2,... ,pm} je mnozina vSetkych prvocisel mensich ako 2008. Pre kazdé
j =1,2,...,m oznacme r,, Iubovolny zo zvyskov po deleni prvocislom p;, pre ktory
k*+k # rp, (mod p;) pre vietky celé ¢isla k (uz sme dokézali, Ze taky zvySok existuje).
Aby sme vyhoveli zadaniu, staéi zvolit n, ktoré spliia

= —rp, (mod py),

—Tpy (mOd p2)7

n=—rp, (mod py),
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potom totiz k2 +k+n=k>+k — 7p; 70 (mod p;) pre vietky j = 1,2,... ,m. Exis-
tencia pozadovaného n uz priamo vyplyva z ¢inskej zvyskovej vety'?, kedze prvoéisla
P1,P2,- -, Pm SU navzajom nesudelitené.

Uloha 5.
Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze pravidelny piafuholnik ABC DE mé dlzku
strany 1. Potom kazda z jeho uhloprie¢ok mé dizku'®

C1+45
_T.

u

Pouzitim Ptolemaiovej nerovnosti'* pre stvoruholniky APBE, APBD, APBC
(obr. 39), resp. prislusné stvorice bodov, pokial body v uvedenom poradi netvoria
stvoruholniky, dostavame

|PA|-u+ |PB|-12>1-|PE|,
|PA|-u+|PB|-u>1-|PD|, (1)
|PA|-1+|PB|-u>1-|PC|

Scitanim tychto nerovnosti uz ziskame priamo dolné ohranicenie pre vyraz zo zadania:

(|[PA|+|PBJ)- (2u+1) = |PC|+ |PD| + |PE|,

odkial
PAI+IPBl . 1 )
[PC[+ |PD| + |PE| = 2u+1°
12 Podla nej, ak q1,...,¢mn si navzajom nesudelitelné ¢&isla a a1,... ,a;, st lubovolné celé &isla, tak
existuje celé ¢islo z spliajtce
x=a1 (modgqi), z=az2 (modg), ..., T=am (modqgn).

Tato vetu mozno jednoducho dokazat priamou konstrukciou x: Prva kongruenciu spliia ¢ = kq1 +a1

pre lubovolné celé k. Ak za k dosadime postupne 0,1,... ,g2—1, pre z dostaneme g2 rdéznych zvyskov
po deleni ¢2, jeden z nich k’¢q1 4 a1 teda bude rovny as. CiZe aby sme splnili aj druhi kongruenciu,
sta¢i zvolit x = (k' + lg2)g1 + a1 pre Iubovolné celé I. Za | dosadime postupne 0,1,...,¢3 — 1,

dostaneme g3 réznych zvyskov po deleni g3, jeden z nich bude rovny a3, atd.

13 Dizku uhloprie¢ky u pravidelného piafuholnika ABCDE so stranou dizky 1 mozno jednoducho

vypocitat napriklad z podobnosti rovnoramennych trojuholnikov CAB a DEX, kde X je prieseénik
uhlopriecok AD a EC. Totiz ABCX je kosostvorec a teda |[EX|=u — 1, ¢ize (u—1):1=1:u.

Ak X, Y, Z, W st lubovolné styri body v rovine, tak podla Ptolemaiovej nerovnosti plati | XY -
ZW| 4+ |YZ| - [WX| = |XZ] - |YW]|, pricom rovnost podla Ptolemaiovej vety plati prave vtedy,
ked body X, Y, Z, W lezia (v tomto poradi) na jednej kruznici. Ak XY ZW je $tvoruholnik, tak
Ptolemaiova nerovnost (resp. veta) hovori, ze stcet stu¢inov dizok protilahlych stran nie je mensi ako
suc¢in dlzok uhloprie¢ok, pri¢om rovnost nastava prave vtedy, ked stvoruholnik XY ZW je tetivovy.

14
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Obr. 39 Obr. 40

Pritom rovnost vo vSetkych nerovnostiach v (1), ¢ize aj v (2), plati prave vtedy,
ked s stvoruholniky APBE, APBD, APBC tetivové (priptsta sa aj moznost P = A,
resp. P = B), t.j. ked bod P lezi na kratSom obliku AB kruZnice opisanej patuholniku
ABCDE (obr.40). Najmensia mozna hodnota zadaného vyrazu je preto

1 1 1
— — =5 —2.
ut+l 9. 1511 V542

Uloha 6.

Zrejme kazdy pravouholnik, ktorého dlzka aspon jednej strany je nasobkom k, sa dé
rozdelit na pravouholniky rozmerov 1 x k. Poktsme sa teda rozdelit $tvorec m x m na
jeden Stvorec n X n a niekolko pravouholnikov s uvedenou vlastnostou. Samozrejme,
zmysel mé zaoberat sa iba pripadom m = n.

n+r m—-n-—r

m-—-n B m-—-n-—r F
£ m—r

n

n A n+rsl C
N——
w D br
S
n m—n r m—r

Obr.41a Obr. 41b



94 57. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Ak k | m — n, mdzeme Stvorec m x m rozdelit tak, ako je zndzornené na obr.4la,
oba pravouholniky A, B totiz maji jednu stranu dizky m — n, ktora je nasobkom k.

Ak k| m+nan+r < m, pricom r je zvySok, ktory dava ¢islo m po deleni k, da sa
Stvorec m xm rozdelif tak, ako na obr. 41b. Pravouholniky D, £ maj jednu stranu dizky
m—r, ktora je nasobkom k. Podmienka k | m+n zabezpecuje, Ze ndsobkom k je aj ¢islo
n +r, t.j. dlzka jednej zo stran v pravouholnikoch C, F. Vdaka nerovnosti n +r < m
maji pravouholniky £, F stranu nezapornej dizky m — n — r, uvedené rozdelenie teda
naozaj je mozné (strany dlzky 0 st povolené, v takom pripade jednoducho na pokrytie
degenerovaného pravouholnika rozmerov 0 x ! nepotrebujeme ziadny pravouholnik 1x k).

Takze aby trojica (k,m,n), pricom m = n, vyhovovala zadaniu, staci, aby bola
splnena aspon jedna z podmienok

(a) k[ m—mn;
(b) k| m+n asiacasne n + r < m, kde r je zvySok, ktory dava ¢islo m po deleni k.

Ukazeme, ze tieto podmienky si zaroven nutné. Najskor dokazeme, ze ak pre trojicu
(k, m,n), priCom m > n, existuje vyhovujtce rozdelenie, tak n +r < m (to pri m > n
trividlne plati, aj ked je splnend podmienka (a), nemusime teda rozlisovat dva pripady).
Predpokladajme sporom, ze méame vyhovujice rozdelenie a pritom n+r > m. Bez ujmy
na vSeobecnosti nech Stvorec n x n sa nedotyka spodnej strany $tvorca m x m (obr. 42).
Kedze m—n < r < k, vSetky jednotkové stvoréeky dotykajiice sa priemetu $tvorca n xn
na spodnu stranu Stvorca m x m (na obr. 42 znazornené sivou farbou) musia byt pokryté
sleziacimi“ pravouholnikmi 1 x k (t.]. takymi, ktoré maju dlhsiu stranu rovnobeznu so
spodnou stranou Stvorca m x m); ,stojace* pravouholniky 1 x k ich nemézu pokryvat,
lebo by mali spolo¢ny prienik so Stvorcom n X n.

.——-;-——;———,——{ aehees }g m-n<r<k

Nech p je pocet ,leziacich®“ pravouholnikov 1 x k pokryvajicich spomenutych n si-
vych jednotkovych Stvorcekov. KedZze tieto pravouholniky pokryvaja len Stvorcéeky pri
spodnej strane stvorca m X m a zaroven pokryvaji minimdlne n sivych jednotkovych
Stvorcekov, platia nerovnosti n < pk < m. Spojenim s nerovnostou n—+r > m dostavame

m—r < pk < m,

¢o je v spore s tym, ze 1 je zvySok, ktory dava m po deleni k (medzi éislami m —r am
nemoze lezat ziadny nésobok éisla k).
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Ostéava dokazat, ze k | m —n alebo k | m +n. Hlavna myslienka bude nasledovna. Do
kazdého jednotkového stvorceka napiseme jedno c¢islo. Pritom celé ocislovanie urobime
tak, aby v kazdom pravouholniku 1 x k bol stucet ¢isel rovny 0. To znamené, ze v kazdom
vyhovujicom rozdeleni bude musief byt stcéet vSetkych ¢isel vo Stvorci m x m rovnaky
ako sucet cisel v mensom Stvorci n x n. Porovnanim oboch sac¢tov stanovime nutné
podmienky pre k, m a n.

Im,

Obr. 43

Vyhodné bude ocislovanie pomocou komplexnych ¢isel. Nech z = cos 27” + 7 sin 2%

Teda z je k-ta komplexnd odmocnina z ¢isla 1 s najmensim uhlom (obr. 43). Pritom

k _
Zk_lzz 1_ 0 _
z—1 z—1

Pt 4t 0. (1)

Ocislujme stvorceky tak, ako je naznacené na obr. 44, t. j. ak Stvorec m xm je umiestneny
do prvého kvadrantu sturadnicovej stustavy s vrcholom v pociatku, tak do Stvorceka,
ktorého lavy dolny vrchol mé suradnice (z,y), napiSeme ¢islo 2% 7Y,

»2m—4|,2m—3|,2m—2
»2m—4|,2m—3
Z3 . 2m—4
Z2 Z3
zl 2’2 ZS
ZO Zl 22 23

Obr. 44

Uvazujme Tubovolny pravouholnik 1 x k. Nech v jeho $tvoréeku s najmensou x-ovou
(ak sa jedna o ,leziaci“ pravouholnik), resp. najmensou y-ovou (ak je to ,stojaci®
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pravouholnik) je napisané ¢islo z!. Potom stcet vsetkych ¢&isel v fiom napisanych je
(s vyuzitim (1))

Zt+zt+1+_"+zt+k‘fl:Zt(20+21+...+zk hy=o,

teda ocislovanie spliia pozadovani podmienku.
Stcet ¢isel v lubovolnom stvorci n x n, ktorého lavy dolny stvordek ma éislo z¢, je
rovny (s¢itujic po jednotlivych riadkoch)

(Zt—{—---+Zt+n_1)+(Zt+1—f—---—f—zt+n)—}—---—}—(ZH—n_l—|—---—|—Zt+2n_2):
= 2T RO ) =

2
n—1

:zt(z0+z1+~--—|—z"_l)2:zt(Z 1) .
Z_

Tento vztah mozeme pouzit aj na vypocet suctu v celom Stvorci m x m. Ten méa v Tavom
dolnom $tvorceku ¢islo 29 = 1, takZze stdet ¢isel v iom je (2™ —1)%/(z — 1)2.

Ak teda mame vyhovujtice rozdelenie, pricom v Tavom dolnom Stvorceku Stvorca
n x n je napisané ¢islo 2!, musi platit

2 =1 2 2 — 1\
z = .
z—1 z—1
Aby sa dve komplexné ¢isla rovnali, musia sa rovnat aj ich absolitne hodnoty. Dosled-
kovymi tpravami predoslej rovnosti (vyuzijuc zrejmy vztah |z| = 1) tak postupne

dostavame
20 =1 2 2m—1 2
Z g
z—1 z—1

b

|Z’t |Zn — 1|2 — |Zm — 1|2
=1 Jz—1)°
2" =12 =" 1),
|z — 1] = |2 —1].

Nech r, s st zvysky, ktoré davaja m, n po deleni k. Kedze z* = 1, zrejme 2™ = 2"
a z" = z°. Pre ktoré ¢isla r,;s € {0,1,... ,k — 1} maji komplexné ¢isla 2" — 1, z° —
— 1 rovnaku absolutnu hodnotu? Prvou moznostou samozrejme je, ze r = s. V takom
pripade davaju m a n rovnaky zvySok po deleni k, teda k | m — n. Zaoberajme sa dalej
len pripadom r # s. Cisla 2", z° lezia v komplexnej rovine na jednotkovej kruznici so
stredom v 0 (obr.43), takze 2" — 1, z° — 1 lezia na jednotkovej kruznici so stredom
v —1. Aby mali dve rozne ¢isla na tejto kruznici rovnaka absolitnu hodnotu, musia
byt rovnako vzdialené od 0, ¢o zrejme nastava jedine v pripade, ked 2" — 1, 25 — 1
st navzajom komplexne zdruzené, t.j. ked r + s = k (obr.45). V tomto pripade teda
k| m+n.
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Obr. 45
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49. Medzinarodna matematicka olympiada

V diioch 10.-22. 7. 2008 sa v Spanielsku uskutoé¢nil 49. ro¢nik Medzindrodnej mate-
matickej olympiady (IMO). Tejto populérnej intelektudlnej sutaze sa zucastnil rekordny
pocet 535 ziakov z 97 statov.

Zlozenie slovenskej delegacie bolo nasledovné:

Mim. prof. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., Zilinské univerzita, veduci druzstva SR,
RNDr. Tomas Juritk, FMFI UK Bratislava, pedagogicky veduci,
Mgr. Peter Novotny, FMFI UK Bratislava, pozorovatel.

Slovensko reprezentovali

Miroslav Balaz, Gymnazium arm. gen. L. Svobodu, Humenné, 4. ro¢nik,
Albert Herencsar, Gymnazium Z. Kodélya, Galanta, 3. ro¢nik,

Tomas Kocdk, Gymnazium Postova, Kosice, 4. ro¢nik,

Filip Sladek, Gymnazium A.Bernoldka, Namestovo, 2. ro¢nik,

Michal Spisiak, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 3. ro¢nik,
Viadislav Ujhdzi, Gymnazium P.J. Safarika, Roziiava, 4.roénik.

Obr. 46

(ZTava: T. Jurik, A. Herencsar, T. Kocak, M. Balaz, M. Spisiak, F. Sladek,
V. Ujhazi, P. Novotny, V. Bélint.)
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Vysledky druzstva SR st uvedené v tabulke.

Meno 112 13]4|5 ]| 6| Sacet | Cena
Miroslav Balaz 2101014100 6
Albert Herencsar 51070147070 9
Tomas Kocak 71110410 13 HM
Filip Sladek 711107100 15 bronz
Michal Spisiak 71210 7]|1]0 17 bronz
Vladislav Ujhézi 514107100 16 bronz

Obr. 47
(ZTava: V. Ujhéazi, F. Sladek a M. Spisiak s bronzovymi medailami.)

V sutazi jednotlivcov skonéili na prvych troch miestach s plnym poc¢tom 42 bodov
dvaja Cinania Xiaosheng Mu a Dongyi Wei, ku ktorym sa pridal Alex Zhai (USA
— aj ked podla mena je to mozno rusko-C¢inska kombinacia). O maximalny pocet
42 bodov banalnou chybou v jednom priklade prisiel Madar Laszlé Miklés Lovéasz, ktory
s 39 bodmi, ale samozrejme so zlatou medailou, skoncil na 4. mieste. Poznamenajme, ze
jeho otec Laci Lovasz, ktory je dnes prezidentom celosvetovej organizacie matematikov
International Mathematical Union (IMU), ziskal v rokoch 1963 —1966 na IMO najprv
jednu striebornii a potom tri zlaté medaile, takze jablko nepadlo daleko od stromu.
(V tych istych rokoch a také isté medaile ziskal aj Jozsef Pelikan, terajsi prezident IMO
Advisory Board.) Len pre poudenie ziakov upresnime t banalnu chybu. Uloha mala
dve casti a mlady Lovasz sa v druhej casti zaoberal nie¢im tplne inym ako bolo treba;
pritom mu stacilo poznamenat, Ze vec pozadovani v druhej casti dokézal uz v prvej
casti. Takze vrabca uz drzal v hrsti, ale nevedel, Ze ho tam ma.
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Por. Stat Z S B ) |Por. Stat ZSB )
1. Cina 5 1 0 217| 50. Bosna a Hercegovina 0 0 3 68
2. Rusko 6 0 0 199 Slovinsko 0 0 2 68
3. USA 4 2 0 190 Svajéiarsko 011 68
4. Juzné Kérea 4 2 0 188 53. Svédsko 010 67
5. Iran 1 5 0 181| 54. Daénsko 0 20 66
6. Thajsko 2 3 1 175| 55. Kostarika 00 2 65
7. Severna Kérea 2 4 0 173 Malajzia 010 65
8. Turecko 3 1 2 170| 57. Rakusko 0 01 63
9. Tchaj-wan 2 4 0 168| 58. Nérsko 1 00 62
10. Madarsko 2 3 1 165| 59. Belgicko 011 61
11. Japonsko 2 3 1 163 Macedédnsko 00 2 61
12. Vietnam 2 2 2 159| 61. Luxembursko (5) 0 0 2 60
13. Polsko 2 3 1 157 Tadzikistan 0 01 60
14. Bulharsko 2 1 3 154| 63. Lotyssko 01 0 58
15. Ukrajina 2 2 2 153 Macao 0 0 2 58
16. Brazilia 0 5 1 152 Maroko 0 0 1 58
17. Peru 1 3 2 141| 66. Arménsko 0 0 0 56

Rumunsko 0 4 2 141 67. Portugalsko 0 0 2 55

19. Austrilia 0 5 1 140| 68. Albansko 0 01 53

20. Nemecko 1 2 3 139 69. Chile (3) 0 1 1 49
Srbsko 1 3 0 139| 70. Irsko 000 45

22. Kanada 0 2 4 135| 71. Cyprus 0 0 1 42
23. Velka Britdnia 0 4 2 133 Novy Zéland 0 0 0 42
24. Taliansko 0 3 3 132| 73. Estonsko 001 41
25. Kazachstan 1 2 3 128 | 74. Finsko 0 0 1 40
26. Bielorusko 0 3 2 125| 75. Bangladés (4) 000 33
27. Izrael 1 1 2 120| 76. Island (5) 0 01 31
28. Hongkong 0 3 1 107 Salvador (4) 0 00 31
29. Mongolsko 0 2 1 106| 78. Sri Lanka 000 29
30. Francuzsko 0 1 4 104| 79. Kirgizstan (5) 0 00 28
31. India 0 0 5 103 Trinidad a Tobago 001 28
32. Singapur 0 1 3 98| 8l. Kuba (1) 010 27
33. Holandsko 0 2 2 94| 82. Ekvador 00 0 26

Uzbekistan 0 0 4 94| 83. Kambodza 000 25

35. Litva 0 1 2 92| 84. Cierna Hora (3) 000 24
36. Indonézia 01 2 88 Paraguaj (4) 001 24
37. Mexiko 0 1 1 87| 86. Filipiny (3) 001 23
38. Chorvétsko 0 0 3 86| 87. Uruguaj (5) 000 22
39. Argentina 0 1 3 85| 88. Tunisko (4) 000 20

Ceska republika 0 1 1 85| 89. Honduras (2) 0 00 17
Grécko 0 0 2 85| 90. Guatemala (4) 0 01 16

42. Gruzinsko 005 & Lichtenstajnsko (2) 0 00 16
43. Spanielsko 0 03 82 Venezuela (2) 0 00 16
44. Juzné Afrika 0 1 0 79| 93. Portoriko (3) 000 9
45. Kolumbia 0 2 0 77| 94. Saudskad Arabia 000 8
46. Slovensko 0 0 3 76|95 Bolivia (5) 000 5

Turkmenistan 0 0 4 76 Spojené arabské emiraty (4) 0 0 0 5

48. Azerbajdzan 0 0 3 74| 97. Kuvajt (5) 000 3

Moldavsko 010 74

101
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Sufaz druzstiev je neoficidlna. V stcéte bodov sme skondili sice v prvej polovicke,
ale na nie prave najlepsom 46. mieste so 76 bodmi. Mali sme Styroch novacikov a na
vysledku sa to prejavilo. Za nami st napriklad 48. Moldavsko (74 bodov; po iné roky
velmi silné), 50. Slovinsko, Svajéiarsko, Bosna a Hercegovina (68 bodov), 53. Svédsko
(67 bodov), 54. Dansko (66 bodov), 57. Rakusko (63 bodov), 58. Nérsko (62 bodov),
59. Belgicko (61 bodov), a este dalsich 12 eurépskych krajin. Na ¢elo poradia sa vratila
Cina (217 bodov z 252 moznych), potom Rusko (199 b.), USA (190 b.), ... Tradi¢ne
velmi silné rumunské druzstvo dosiahlo svoj historicky najslabsi vysledok (18. miesto),
Peru prave naopak — vyborné 17. miesto. Prave vysledok Peru ukazuje, ze treba dobre
vyriesit obe tzv. fahké tlohy (¢.1 a ¢.4) a ak sa k tomu prida dobre vyrieSena aj jedna
z tzv. stredne tazkych tloh (¢.2 a ¢.5), tak vysledok druzstva je velmi dobry. Na toto
sa v priprave sustredujeme aj my, ale priklady musia nakoniec pocitat ziaci. Plati totiz,
Ze naudit ziakov spolahlivo riesit fazké tlohy (¢.3 a ¢.6 na IMO) sa v podstate nedé —
k tomu potrebuje mat ziak mimoriadne nadanie. Okrem tabulky, ktort tu najdete
(¢isla v zatvorke st uvedené za krajinami, ktoré mali na IMO mensi pocet tcastnikov),
mozno pre ziskanie podrobnejsich informacii odporucit adresu http://www.imo-2008.es
alebo aj http://imo-official.org.

Aj ked Pakistan bol pozvany zucastnit sa IMO, jeho sutaziaci nedostali vstupné
viza napriek enormnej snahe ministerky skolstva Spanielska, ktora sa to viak dozvedela
prili§ neskoro. AZ na tento velmi neprijemny incident — a az na mimoriadne hortce
pocasie v Madride prave pocas IMO — samozrejme Spanieli zvladli organizaciu IMO
vynikajico. Na zaverecnom ceremoniali na univerzite v Leganes na predmesti Madridu
bol — samozrejme okrem ministra skolstva a starostky Madridu — aj korunny princ Filip
spolu s manzelkou Letiziou, a osobne odovzdavali medaile.

Dovolim si aj touto cestou v mene SKMO podakovat firme REKON, ktora na-
Sej vyprave financovala reprezenta¢né trickd a primatorovi mesta Zilina Ing. Ivanovi
Harmanovi za poskytnutie upomienkovych darcekov pre veducich zucastnenych timov.
Dakujem tiez pracovni¢kam Oddelenia sluzieb medzinarodnej spoluprace MS SR Eme
Jenisovej a Zelmire Fischerovej za promptné vybavenie vsetkych formalit stvisiacich
s vycestovanim nasej vypravy.

Usporiadatelom jubilejnej 50.IMO buda Brémy, dalej boli schvéalené Kazachstan
(2010), Holandsko (2011) a Argentina (2012).

Vojtech Balint

IMO pohladom satazZiacich

Ked sme sa pred cestou Styria ti¢astnici z najvzdialenejsich konéin Slovenska stretli
straveného cestovanim mame za sebou. Cakali nas totiz uz iba dve hodiny v autobuse
a tri v lietadle. Na druhy den uz zacal stipat adrenalin a plni o¢akavania, nespokojni,
nervézni a zaroven Stastni sme si uzivali Schwechat, let ponad Alpy, aby sme dorazili
na letisko hlavného mesta Spanielska, kde sa mal uskutoc¢nit vrchol tohoroénej sezény.
Prvym cielom bolo najst medzi oranzovymi trickami t spravnu guide-ku. Nakoniec si



49. MEDZINARODNA MATEMATICKA OLYMPIADA 103

ta drobnd, usmiata sle¢na nasla nds a my sme sa pomaly osmelili pouzit angli¢tinu a do
konca pobytu sme s 1ou prekecali nejednu dlha chvilu.

Po ubytovani na internatoch, ktoré sa podobali viac na hotely, sme dostali jeden den
na aklimatizaciu, pocas ktorej sme sa museli vysporiadat nie len s hortcavou, ale aj
s pocitom zodpovednosti, strachom, nervozitou a vsetkym psychickym napétim. Hoci
sa nas organizatori snazili rozptylit otvaracim ceremonialom, ktory bol, treba povedat,
skutoéne tzasny a skvele pripraveny (videli sme cirkusové kusky, ale aj kus umenia),
nervozita extrémne vyustila do toho, ze Miso Spisiak si zavolal Tomasa Jurika, aby ho
popytal, ¢i by ho nenaucil celu geometriu. Vsetci sme sa nahrnuli k nemu a vecerny
program bol zariadeny.

A tak nastal den sutaze. Bolo to pre miia tplne nie¢o nové. Atmosféra, celd organi-
zécia a vedomie, Ze cely rok sme bojovali kvoli tomuto, ma (a myslim, Ze aj ostatnych)
spravne nazhavili. Coho som sa fakt najviac obaval bola geometria a nerovnosti. Viete
si asi predstavit, ¢o sa odohravalo vo mne, ked som prvy den uvidel zadania. Taktiez bol
pre mna velky zazitok, ked sme vysli von a zbadali mnoZstvo fotografov a novinarov, ¢o
som dovtedy videl iba v telke. Po tych deviatich hodinach, ktoré prebehli nezvycajne
rychlo, sme si, vedomi, ze uz ni¢ nezmenime, vycistili hlavu od zbyto¢nych starosti
a venovali sa uzivaniu si nasledujucich dni.

Kym nasim vedtcim sa zacali dni tvrdej roboty a pripravy na zapas s koordinatormi
o kazdy nas bod, pri ktorom prezreli aj prazdny papier, ¢i na nom nie je nejaka
spasonosnd myslienka, my sme sa uplne oddali dovolenkovej nalade. Odhalovanie zédkuti
Madridu, prevazanie sa metrom, prechadzky po nekonecnych parkoch, spoznavanie
kralovskej histérie celého okolia, exkurzia do Toleda, prehliadka svetoznamej galérie
El Prado, predstavenie klasickej Spanielskej hudby, ,medzistatne“ futbalové zapasy;
to je len cast toho, ¢o pre nés pripravili organizatori. Pomedzi to vsSetko sme mali
moznost ochutnat Spanielsku kuchytiu, pod ktorou sa len tak prehybali svédske stoly.
Samozrejme, ze sme vyuzili prilezitost nadviazat kontakty s ticastnikmi z inych krajin
a potrénovat nasu angli¢tinu. Jediné, ¢o nam prekazalo, boli neskuto¢ne dlhé a pomalé
presuny, za ktoré mohol nejeden ,,freno“.

Ako dni plynuli, jeden den sa zjavili papiere s bodmi. KedZe sme nepoznali bodové
limity pre medaily, ¢o sa niektorych z nas priamo dotykalo, a $irili sa rézne famy, nevedeli
sme sa dockat vysledkov na internete. Ked sa objavili, vSetko z nas opadlo. V pohode
sme si vychutnali zaverecny ceremonial, ktorého sa priamo zucastnili aj Spanielsky princ
a princezna. Najzadbavnejsia bola vyslovnost Spanielskych moderatorov, ktori sa museli
popasovat s najrozlicnej$imi menami. Potichu sme zavideli trom absolttnym vifazom
a vSetci sme si uvedomili, Ze eSte mame ¢o vylepSovat.

Nakoniec nas ¢akalo iba licenie, let na rodné Slovensko a sme radi, ze sme sa v zdravi
vratili. Uvedomili sme si to hlavne vtedy, ked sme sa o mesiac dopoculi, Ze na tom istom
madridskom letisku vybuchlo pri Starte nejaké lietadlo tej istej leteckej spolocnosti,
ktorou sme leteli. A napriek tomu, Ze ja osobne som bol pred cestou sklamany, ze IMO
je tento rok tak blizko, v Eurdpe, teraz som $tastny, ze som mohol nav§tivif tto krajinu,
z ktorej nam vSetkym zostali izasné spomienky.

Filip Sladek
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Zadania dloh IMO

Uloha 1.
V ostrouhlom trojuholniku ABC' ozna¢me H priese¢nik jeho vysSok. Kruznica so stre-
dom v strede strany BC prechadzajica bodom H pretina priamku BC' v bodoch A;
a As. Podobne kruznica so stredom v strede strany C'A predchidzajica bodom H
pretina priamku C'A v bodoch B; a Bs a kruznica so stredom v strede strany AB
predchadzajica bodom H pretina priamku AB v bodoch C; a C5. Dokazte, ze body
Ay, Ao, By, Bs, (1, Cy lezia na jednej kruznici.

(Rusko)

Uloha 2.
a) Dokazte, ze
22 Y2 52

@17 (y-17 21

(z—-1)2 7
pre vietky realne &isla z, y, z rozne od 1 spliiajice zyz = 1.
b) Dokazte, ze v uvedenej nerovnosti plati rovnost pre nekonec¢ne vela trojic racional-
nych ¢&isel x, y, z roznych od 1 spliajicich zyz = 1.

(Rakusko)
Uloha 3.
Dokézte, 7ze existuje nekonec¢ne vela kladnych celych éisel n takych, ze n? + 1 ma
prvociselného delitela viésieho ako 2n + v/2n.
(Litva)
Uloha 4.

Najdite vSetky funkcie f:(0,00) — (0,00) (t.j. funkcie z kladnych redlnych éisel do
kladnych realnych ¢isel) také, ze

P2w) + 12(@) _ w?

F?) +f(z3) 2+ 22

pre vietky kladné redlne &isla w, x, y, z spliiajice wzr = yz.
(Juzné Korea)

Uloha 5.
Nech n a k st kladné celé ¢isla, kde k& = n a k — n je parne ¢islo. Danych je 2n lamp
oznacenych 1, 2, ..., 2n, pricom kazd4 z nich méze byt bud zapnuta alebo vypnutd.

Na zaciatku st vSetky lampy vypnuté. Uvazujeme postupnosti krokov: v kazdom kroku
jednu z lamp prepneme (zo zapnutej na vypnuta alebo z vypnutej na zapnuti).
Nech N je pocet takych postupnosti pozostavajucich z k krokov, ktoré veda do stavu,
ze vsetky lampy od 1 po n st zapnuté a vsetky lampy od n + 1 po 2n st vypnuté.
Nech M je pocet takych postupnosti pozostavajicich z k krokov, ktoré vedu do
stavu, ze vSetky lampy od 1 po n st zapnuté a vSetky lampy od n+1 po 2n st vypnuté,
pricom ziadna z lamp od n + 1 po 2n nebola nikdy zapnuta.
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Urcte podiel N/M.
(Francuzsko)

Uloha 6.

Nech ABCD je konvexny stvoruholnik, pricom |BA| # |BC|. Ozna¢me postupne w;
a wo kruznice vpisané do trojuholnikov ABC a ADC'. Predpokladajme, zZe existuje
kruznica w dotykajica sa polpriamky BA za bodom A a polpriamky BC' za bodom C,
ktora sa dotyka aj priamok AD a CD. Dokazte, ze spolo¢né vonkajsie dotyc¢nice kruznic
w1 a we sa pretinaja na kruznici w.

(Rusko)

Riesenia aloh IMO

Uloha 1.

Osi useciek Ay As, By By, C1C5 st zaroven osami stran BC', C'A, AB, takze sa pretinaju
v bode O, ktory je stredom kruznice opisanej trojuholniku ABC. Preto je O jediny bod,
ktory moze byt stredom pozadovanej kruznice. Ozna¢me strany a uhly v trojuholniku
Standardnym spdsobom. Dalej nech r = |OA| je velkost polomeru opisanej kruznice,
Cy je stred strany AB a P pita vysky z vrcholu C (obr.48). Dokazeme, ze vSetkych
Sest bodov zo zadania ma od bodu O rovnaku vzdialenost. Pouzitim Pytagorovej vety
vo viacerych trojuholnikoch najprv vyjadrime dizku tseéky OC; pomocou ingch dlzok
v trojuholniku.

Obr. 48

Z pravouhlych trojuholnikov OC;Cy, CoHP,'> OACy, HAP mame

|OC1|? = |C1Co|? + |0OCy?,
|HCy|? = |[HP|? + |PCy|?,
|OC’0\2 =2 (%0)2,

|HP|?> = |AH|? — |AP)?.

15 Ak P = Cy, tak CoH P nie je trojuholnik, ale rovnost (2) aj tak trividlne plati.
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Kedze podla zadania |C;Cy| = |HCy|, dosadenim (2), (3) do (1) a naslednym dosadenim
(4) dostavame

|OC4|? = |[HP> + |PCo|? + 1% — (3¢)* = |AH|* — |AP]> + |PCo|* + 1% — 12
Bez ohladu na to, ¢ bod P lezi na tsecke ACYy, alebo na tsecke CyB, plati
[PCo? = |Lc— |AP||® = (3¢ — |AP|)* = 1 — ¢|AP| + |AP].

i
Dosadenim do predoslého vyjadrenia dostaneme
|OC1|> = |AH|? — |AP]> + (3¢ — ¢|AP| + |AP?) +r* — 1c* = |AH|> +r* — c|AP|.
Napokon, z pravouhlého trojuholnika C AP mame |AP| = bcos a, takze
|OC1|? = |AH|?> +r* — cbcos a.
Zrejme zopakovanim totozného postupu (len vymenime tlohu vrcholov B a C') mozno

vyjadrit

|OBs|? = |AH|* +r* — becos a,
takze |OC1| = |OBs|. Analogicky odvodime aj rovnosti |OA;| = |OCs| a |OB;| =
= ’|OA2|| Spolu s trividlnymi rovnostami |OA;| = |OAs|, |OB1| = |OBsy|, |OCy| =
= |OC5| dostavame

|OA1| = |OAz| = |OB1] = [0B2| = |0C1| = [0Cs|,
teda body A, Az, By, Ba, C1, Cs lezia na jednej kruznici so stredom O.

Iné riesenie. Oznacme stredy stran BC, CA, AB postupne Ag, By, Cy a kruznice
spominané v zadani so stredmi v tjchto bodoch postupne k,, kp, ko. Usecka AgBy je
spojnicou stredov kruznic k,, k. Zaroven je ako stredna priecka trojuholnika ABC
rovnobezna so stranou AB a kolma na priamku C'H obsahujtcu vysku na stranu AB.
Priamka C'H je preto chordalou'® kruznic k,, k; (obr.49).

Obr. 49

16 Chordala dvoch kruZnic je mnoZina bodov, ktoré maji k obom kruZniciam rovnakt mocnost. Je
kolm4a na spojnicu stredov kruznic a prechadza spoloé¢nymi bodmi oboch kruznic, pokial sa tieto
pretinaju alebo dotykaju.
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KedZe bod C lezi na chordale kruznic k,, ky, ma ku obom kruzniciam rovnaku
mocnost, ¢ize |[C Ay |-|CAz| = |CBy]|-|CBa|. Z tejto rovnosti a zo zndmeho ,,obrateného*
tvrdenia o mocnosti bodu ku kruznici uz priamo vyplyva, ze body Ay, Az, B, B lezia
na jednej kruznici k, bez ohladu na to, ¢i bod C lezi vnutri oboch priemerov A;As,
B1Bs, alebo mimo nich. (Nie je mozné, aby lezal vnutri jedného priemeru a mimo
druhého, kedze C lezi na chordale oboch kruznic. Pri ostrouhlom trojuholniku ABC
navys$e mozno lahko ukazat, ze body Ai, As, resp. By, By lezia vnutri stran BC, C' A,
takze C' lezi urcite mimo oboch priemerov A; As, By Bs).

Stred kruznice k pritom musi byf priese¢nikom osi tseciek A; Ay, B1Bo, t.]. stred O
opisanej kruznice. Odtial mame |OA;| = |OAz| = |OB;| = |OBs|. Zrejme analogicky
(argumentaciou o chordéle BH kruznic k,, k.) dostaneme |OA;| = |OAs| = |OCy| =
= |OC4], odkial dostaneme rovnaky zaver ako pri prvom rieseni.

Uloha 2.
a) Zavedme substiticiu

Chceme dokazat nerovnost a?+b2+c? > 1 pre Iubovolné redlne ¢isla a, b, ¢ # 1 splhajice

rovnost
a b c

) . =1 1
a—1 b—1 ¢—1 (1)

pochadzajicu z podmienky zyz = 1. Ekvivalentnymi tpravami z (1) dostavame

abc=(a—1)(b—1)(c—1),
ab+bc+ca=a+b+c—1,
(a+b+c)?—(a®>+b*+*)=2(a+b+c—1),
(a+b+c)? —2(a+b+c)=a*>+b*+c* -2,
(a+b+c—1)2=a>+1*>+c* 1. (2)

Lava strana poslednej rovnosti je vzdy nezaporna, teda naozaj plati a? + b% + ¢ = 1.

b) Aby sme nasli trojice racionalnych &isel x, v,z # 1 spliiajice xyz = 1, pre ktoré
plati v zadanej nerovnosti rovnost, staci najst trojice racionalnych ¢isel a,b, ¢ # 1
splitajiice rovnosti (1) a a® + b? + ¢ = 1 a pouzif uvedenti substittciu (zachovévajtcu
racionalnost) na vypocet x, y, z. Pritom prvi z rovnosti sme ekvivalentne upravili na
tvar (2). Hladame teda v obore racionalnych ¢isel nekonecne vela rieseni stustavy

(a+b+c—1)2=a*>+b*+c* -1,
A+ +2=1,

ktora je zrejme ekvivalentna so stistavou

P+ =a+b+c=1.
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Vyjadrenim ¢ = 1 — a — b a dosadenim do rovnice a? + b% + ¢? = 1 dostavame jedint
rovnicu a? + b% 4 ab — a — b = 0, ktortt mozno v premennej b prepisat ako kvadraticku
rovnicu

v+ (a—1)b+ala—1)=0 (3)
s diskriminantom
D=(a—1)?—4a(a—1)=(1—-a)(1+3a).

Aby sme dostali racionalnu trojicu (a, b, ¢), sta¢i zobraft racionalne ¢islo a také, ze sucin
(1—a)(14+3a) bude druhou mocninou racionalneho ¢isla. Potom totiz budu raciondlnymi
aj Cisla

_ 1—a++/(1-a)l+3a)
2

b

a c=1—a-—0b. (4)
Hladajme a v tvare podielu celych ¢isel k/m. Potom

—k 3k
l—a="""8 g, =TSN
m m

Vhodnou volbou teda bude napriklad m = k? — k + 1, kde k je Tubovolné celé &islo.
Potom zrejme m # 0, m — k = (k — 1)%, m + 3k = (k + 1)?, ¢ize D = (k* — 1)?/m?.

.....

dostaneme

b m—-k+k*-1 m+m-2) m-1 1 k- m-1 1-—k
e e et CcC = _— — s .
2m 2m m m m m

Pre rozne hodnoty k takto zrejme dostaneme nekonecne vela roznych racionalnych trojic
(a,b,c), pricom podmienka a,b,c # 1 vyluéuje iba hodnoty k = 0 a &k = 1. Ak by sme
sa vratili k pévodnym premennym z, y, z, po jednoduchej iprave by sme dostali trojice

k
g

k—1

y:k_kza z = ]{72 )

r = —

avsak dokaz je uplny aj bez tohto vyjadrenia.

Uloha 3.
Nech N je lubovoIné prirodzené &islo a p je prvoéiselny delitel &isla N2 + 1. Oznacme z
zvy$ok, ktory ddava N po deleni prvocislom p (zrejme 0 < z < p). Potom mame

22=N?=—-1 (mod p) a tiez (p—2)*=22=—-1 (mod p).

Zoberme za n mensie z dvojice ¢isel z, p — z. Plati 0 < n < p/2 a zéroven p | n? + 1.
Navyse
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a kedZe (p —2n)? > 0, dostdvame (p — 2n)? = p — 4. Podla doterajsieho p — 2n = 0, ak
je teda p = 5, po odmocneni a prave mame

p—2n2=+/p—4,
p22n++/p—4 (1)

Ak p > 20, tak /p—4 > 4 a z (1) vyplyva p > 2n + 4. Potom p — 4 > 2n, Cize
VD — 4 > /2n a dosadenim do (1) dostdvame pozadovanti nerovnost p > 2n + v/2n.

Ukézali sme, ze pre kazdé prvocislo p > 20, ku ktorému existuje také cislo NV, ze
p| N?2+1 (teda pre kazdé prvocislo, ku ktorému je —1 kvadratickym zvyskom) existuje
¢islo n s pozadovanou vlastnostou. Ak by bolo takych n len konec¢ne vela, muselo by
existovat iba kone¢ne vela opisanych prvoéisel, plati totiz p | n? + 1, t.j. p < n? +
+ 1. Avsak prvocisel s kvadratickym zvySkom —1 je nekonec¢ne vela. Dékazom tohto
znameho tvrdenia ukonc¢ime riesenie ulohy.

Nech M je TubovoIné prirodzené ¢islo. Potom Iubovolné prvocislo p, ktoré je delitelom
¢isla (M!)? + 1, m4 medzi kvadratickymi zvyskami zvysok —1. Zaroveir p > M, lebo
zrejme Ziadne z &isel 2, 3, ..., M nie je delitefom &isla (M!)? + 1. Ku kazdému M
teda existuje prvocislo p > M s pozadovanou vlastnostou. Takych prvodisel je preto
nekonecne vela.

Uloha 4.
Predpokladajme, Ze funkcia f vyhovuje zadaniu. Budeme za w, x, y, z dosadzovat rozne
Stvorice kladnych ¢isel spltiajice wx = yz a stanovovaf tak podmienky, ktoré musi f
spliiat, a ktoré budeme dalej pouzivat.

Po dosadeni w = # = y = z = 1 mame f?(1)/f(1) = 1, teda f(1)
Tubovolné ¢t > 0 a dosadme w =t, v = 1, y = z = /t. S vyuzitim f(1) =
upravami dostavame

= 1. Zoberme
1 postupnymi

A +1 P41
2f(t) 2t
tF2(t) +t =t f(t) + f(2),
tf(f(6) —t) = f(t) — ¢,
(f@) =) (¢tf(t)—1) =0.

Takze pre kazdé ¢t > 0 plati bud f(t) = t, alebo f(t) = 1/t. Priamym dosadenim do
zadania mozno lahko overit, Ze obe funkcie

1
f(t)=1t prevsetky t >0 a f(t) = 7 pre vSetky t > 0 (1)

vyhovuji (prva funkcia vyhovuje oc¢ividne, pri druhej treba previest trividlnu tpravu
a pouzit podmienku wzr = yz). UkdZeme, Ze ziadna ind funkcia podmienky zadania
nespliia, t.j. ze f nemdze pre niektoré t # 1 nadobtidat hodnotu ¢ a pre nejaké iné
hodnotu 1/t.
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Predpokladajme, ze f nie je ani jedna z funkcii zapisanych v (1). Teda pre nejaké
a,b > 0 plati f(a) # a a f(b) # 1/b. Podla odvodenych podmienok potom nutne f(a) =
=1/a, f(b) = b. Dosadenim w = a, = b, y = z = \/ab do zadanej rovnosti a tpravou
dostavame

%—FbQ a’® + b2

2f(ab)  2ab ’
b -2 b2
flap) = 42T @)

Vieme, Ze f(ab) = ab alebo f(ab) = 1/ab. Ak f(ab) = ab, podla (2) mame a2 + b? =
= a? + b2, odkial @ = 1. AvSak f(1) = 1, ¢o je v spore s predpokladom f(a) # a.
Podobne ak f(ab) = 1/ab, z (2) mame

a’b*(a™2% +b?) = a® + b2, Gize  b%+a?b* = a® + b2,

odkial b* =1, t.j. b= 1, ¢o je v spore s predpokladom f(b) # 1/b.
Dve funkcie zapisané v (1) su teda jediné vyhovujuce.

Uloha 5.

Postupnosti, ktoré vedi do stavu opisaného v zadani (lampy od 1 po n zapnuté, lampy
od n 4+ 1 po 2n vypnuté), nazvime vyhovujice. Vyhovujuce postupnosti, v ktorych
navyse ani raz nezapneme ziadnu z lamp od n+1 po 2n, nazvime specidlne. Méame teda
N vyhovujucich postupnosti, z ktorych je M Specialnych.

V kazdej vyhovujicej postupnosti je kazda z lamp 1, ..., n na konci zapnuté, takze
bola prepnuta neparny pocet krat. Naopak, kazda z lamp n + 1, ..., 2n je na konci
vypnuté, takze bola prepnuta parny pocet krat.

Zrejme M > 0, t.j. existuje aspon jedna Specidlna postupnost (staci raz zapnuft
kazda z ldmp od 1 po n a potom zvolit jednu z nich a prepnit ju (k — n)-krat, ¢o je
podla zadania parne ¢islo).

Nech P je lubovolna Specidlna postupnost. Zvolme ktortikolvek lampu [, kde 1 <
< | £ n. Oznacme k; celkovy pocet prepnuti lampy [ (ako sme spomenuli skor, k;
je nepéarne). Vyberme spomedzi nich [ubovolni podmnozinu obsahujicu péarne vela
prepnuti a nahradme ich prepnutim lampy n + [. To moéZeme urobif 2% ! sposobmi,
kedze kazda k;-prvkova mnozina ma 2¥~! podmnozin s parnou mohutnostou!”.

Uvedené zmeny prepnuti mézeme urobit nezavisle s kazdou lampou pre l = 1,... ,n.
Kedze k1 + - - - + k,, = k, celkovy pocet roznych postupnosti, ktoré dostaneme, je

2k1—1 . 2k1—1 .o 2kn—l — 2k—n.

17 Tento znamy fakt mozno odvodit jednoduchou kombinatorickou tvahou: Ked vytvarame podmno-
zinu s parnou mohutnostou, pri kazdom spomedzi k; prvkov sa mozeme rozhodnut, ¢i do podmnoziny
bude alebo nebude patrit, len pri poslednom prvku na vyber neméame — musime alebo nesmieme ho
do podmnoziny pridat, aby sme dodrzali paritu. Celkovy poéet podmnozin je teda

2.2.....2.1=2k~-1,
N e’

(k; —1)-krat
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V kazdej vytvorenej postupnosti je kazda z lamp od n + 1 do 2n prepnuta parny
pocet krat a kazda z lamp od 1 do n neparny pocet krat, jedna sa preto o vyhovujicu
postupnost. Z kazdej §pecidlnej postupnosti P vieme takto vytvorit 25~" vyhovujicich
postupnosti.

Zrejme kazdu vyhovujicu postupnost Q@ mozno vytvorit opisanym spésobom. Staci
kazdé prepnutie lampy [ > n nachadzajice sa v Q nahradit prepnutim lampy [ — n.
Vo vyslednej postupnosti P nebudi lampy od n + 1 do 2n prepnuté ani raz. Kedze
v Q bola kazda lampa [ > n prepnutd parny pocet krat, kazda lampa [ < n bude
v P prepnuté neparny pocet krat, t.j. postupnost P bude Specidlna. Ak teraz obratime
postup a vratime prislu$né prepnutia naspif na lampy od n + 1 do 2n, dostaneme
postupnost Q. Pritom obrateny postup zmeny P na Q prebieha presne tak, ako sme
opisali v predoslych odsekoch.

Nasli sme zobrazenie z mnoziny vyhovujicich postupnosti do mnoziny Specialnych
postupnosti, pricom vzor kazdej Specidlnej postupnosti pri tomto zobrazeni obsahuje
2F=" yyhovujtcich postupnosti. Preto N/M = 2k=",

Uloha 6.
Pri rieseni pouzijeme dve pomocné lemy, ktoré najprv sformulujeme a dokazeme.

Lema 1. Nech ABC'D je konvexny stvoruholnik. Ak existuje kruznica, ktora sa dotyka
polpriamky BA za bodom A, polpriamky BC' za bodom C a priamok AD a CD, tak
|AB| + |AD| = |CB| + |CD|.

K A B
Obr. 50

Dokaz. Oznacme dotykové body kruznice a priamok AB, BC, CD, DA postupne K,
L, M, N (obr.50). Mdme

|AB| + [AD| = (|IBK| — |[AK]) + (|AN| = [DN]),
[CB| +|CD] = (|BL| = [CL]) + (|CM| — |DM]).

Zrejme |BK| = |BL|, |DN| = |DM]|, |AK| = |AN| a |CL| = |CM]| (vzdialenosti bodu
od prislusnych dotykovych bodov na kruznici st rovnaké). Odtial uz priamo dostavame
|AB| + |AD| = |CB| + |CD|.
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Lema 2. V danom trojuholniku ABC ozna¢me P bod, v ktorom sa vpisana kruznica wq
dotyka strany AC. Nech PP’ je priemer vpisanej kruznice a @ je prieseénik priamky B P’
so stranou AC. Potom (@ je bodom dotyku strany AC' a kruznice pripisanej k strane AC.

Obr. 51

Dokaz. Priesec¢niky dotyc¢nice k wi vedenej bodom P’ so stranami BA, BC' ozna¢me
postupne A’; C’ (obr.51). Kruznica w; je pripisanou kruznicou ku strane A’C’ troj-
uholnika A’BC" a dotyka sa strany A’C” v bode P’. Kedze A'C’ || AC, v rovnolahlosti
so stredom B a koeficientom |BQ|/|BP’| sa trojuholnik A’ BC" zobrazi na trojuholnik
ABC, kruznica w; na kruZnicu pripisant k strane AC trojuholnika ABC a bod P’
(ktory je bodom dotyku w; a strany A’C’) na bod @ (ktory preto musi byt bodom
dotyku pripisanej kruznice a strany AC).

Pripomenme este znamy fakt, ze ak sa v trojuholniku ABC' dotyka vpisana kruznica
strany AC v bode P a pripisand kruznica k tejto strane sa jej dotyka v bode @, tak
|AP| = |CQ].

Vratme sa k povodnému zadaniu. Nech w; sa dotyka uhlopriecky AC v bode P
a wy v bode Q. Podla znamych vzorcov pre dizky tsekov medzi vrcholmi trojuholnika
a dotykovymi bodmi stran a vpisanej kruznice dostavame

|AP| = 3(|AC| +|AB| - |BCI|),  |CQ|= 3(|AC|+|CD| - |AD]).

1
2
Kedze z prvej lemy vyplyva |AB| — |BC| = |CD| — |AD|, dostavame |AP| = |CQ)].
Preto ) je zaroven bodom dotyku kruznice pripisanej k strane AC' trojuholnika ABC'
Analogicky P je bodom dotyku kruZnice pripisanej k strane AC trojuholnika ADC.
Navyse P # Q, lebo |AB| # |BC|.

Nech PP’, QQ’ st priemery kruznic wy, we kolmé na uhlopriecku AC' (obr. 52). Podla
druhej lemy lezia body B, P’, (Q na jednej priamke. Takisto lezia na jednej priamke
body D, @', P.
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Obr. 52

Uvazujme priemer kruznice w, ktory je kolmy na AC. Nech T je ten jeho krajny bod,
ktory je blizsie k AC. V rovnolahlosti so stredom B a koeficientom |BT'|/|BP’| sa w;
zobrazi na w, preto body B, P’, T lezia na jednej priamke. Podobne sa v rovnolahlosti
so stredom D a koeficientom —|DT|/|DQ’| zobrazi wy na w a na jednej priamke lezia
body D, Q', T.

Takze bod T je prieseénikom priamok P'QQ a PQ’. Kedze PP’ || QQ', kruZnice
w1, we s priemermi PP’, QQ’ st rovnolahlé so stredom 7. Pritom koeficient tejto
rovnolahlosti je o¢ividne kladny (lebo 7' nelezi na spolo¢nej vnatornej dotyénici AC
oboch kruznic), teda T" je zaroven priese¢nikom vonkajsich doty¢nic kruznic wy, ws, ¢o
sme chceli dokézat.






2. Stredoeurdpska matematicka olympiada

2.ro¢nik Stredoeurdpskej matematickej olympidady sa konal v Olomouci od 4.9. do
10.9.2008. Sutaz prebiehala v priestoroch Prirodovedeckej fakulty Univerzity Palac-
kého. Zucastnilo sa jej 52 ziakov strednych kol z deviatich krajin. Kazd4 krajina mohla
vyslat najviac 6 sufaziach. Slovensko reprezentovali

Ladislav Baco, Gymnazium Postova, Kosice, 2. roc¢nik,

Martin Bachraty, Gymnézium Velka okruzna, Zilina, 2. ro¢nik,

Peter Csiba, SPMNDaG, Bratislava, 3. roé¢nik,

Michal Hagara, Gymnazium J. Hronca, Bratislava, 2. ro¢nik,

Jakub Konecny, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 2. ro¢nik,
Tomas Szaniszlo, Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica, 3. roc¢nik.

Pedagogickou vedicou druzstva bola Mgr. Erika Trojakova, doktorandka FMFI UK
Bratislava, vedtcim vypravy SR bol doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc. zo Zilinskej
univerzity.

4.9. veCer a 5.9. s prestavkami cely den zasadala porota. Kedze diskusia o vybere
tloh prebehla na internete uz v auguste, v Olomouci bolo uz potrebné len dohodnut sa
na presnej formulécii anglického zadania tiloh a na spésobe hodnotenia.

Vlastna sataz prebehla v sobotu 6.9. (sutaz jednotlivcov) a v nedelu 7.9. (sutaz
druzstiev). V popoludnajsich a vecernych hodindch sme opravovali a koordinovali.
Zaverecné zasadnutie poroty bolo 8. 9. Tam sme rozhodli o prideleni medaili. Slavnostné
vyhlasenie vysledkov bolo 9.9. vecer za pritomnosti rektora UP a zastupkyne ¢eského
ministerstva Skolstva. Slovenski ziaci mali smolu. Dvaja ostali bod pod hranicou na
striebornt medailu a traja bod pod hranicou na bronzovi. Podla stétu bodov boli na
Stvrtom mieste — hned za trojicou Madarsko, Polsko, Nemecko, ktord bola o triedu
lepsia ako zvysné druzstva. Myslim si, Zze tento stcet viac hovori o kvalite jednotlivych
druzstiev ako timova sutaz, ktord je ovplyvnena hlavne vynikajacimi jednotlivcami.
Preto povazujem vystipenie nasich ziakov za tspesné, napriek tomu, ze medaili bolo
malo.

Vysledky druzstva SR v stufazi jednotlivcov si1 uvedené v prvej tabulke.

Meno 1|1 2|3 ]| 4| Sacet | Cena
Ladislav Baco 810107 15 HM
Martin Bachraty 812105 15 HM
Peter Csiba 8| 71108 23 bronz
Michal Hagara 8|1 7108 23 bronz
Jakub Konec¢ny 518101 14 HM
Tomas Szaniszlo 8| 71010 15 HM

Prehlad vysledkov vSetkych krajin v stutazi jednotlivcov je v druhej tabulke. Krajiny
st v nej zoradené podla suc¢tu bodov celého druzstva, podobne ako pri neoficidlnom
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poradi krajin na IMO (¢isla v zatvorke st uvedené za krajinami, ktoré mali na MEMO
mensi pocet ucastnikov).

Por. Stat Z S B Y |Por. Stat ZS B>
1. Madarsko 3 3 0 171| 6. Rakusko 0 0 3 86
2. Polsko 1 4 1 170| 7. Ceskérepublika 0 1 1 73
3. Nemecko 1 3 1 134| 8. Chorvatsko 0 0 3 69
4. Slovensko 0 0 2 105| 9. Slovinsko (4) 0 00 25
5. Svajéiarsko 0 0 3 89

Vysledky stutaze druZstiev st uvedené v tretej tabulke.

Por. Stat 50678
1. | Madarsko 8|8[8|8]|32

Nemecko 8188|832

Polsko 818(8[8]|32
4. | Rakusko 8128|826
5. | Slovensko 6[3]8|8]25
6. |Svajciarsko |5|3 (8|8 |24
7. |Ceskdrep. [8|6|0|8|22
8. | Chorvatsko |32 (88|21
9. | Slovinsko 312(4(0| 9

Organizatori pripravili aj bohaty sprievodny program. Sutaziaci boli v piatok na
Svatom Kopecku, v pondelok sme boli vSetci na prehliadke zamku so zadhradami

vvvvv

Treti roénik MEMO sa bude konat v Polsku.

Pavel Novotny
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Zadania uloh MEMO

Sataz jednotlivcov

Uloha 1.

Nech (a,)22, je rasttica postupnost celych kladnych ¢isel s nasledovnou vlastnostou:
pre kazda $tvoricu indexov (i,7,k,l), kde 1 S i< j < k<lai+1l=j+k, plati
nerovnost a; + a; > a; + aj. Urcte najmensiu mozna hodnotu ¢isla aggos.

(Raktsko)

Uloha 2.
Uvazujme Sachovnicu n x n, kde n > 1. Kolkymi spésobmi mézeme vybrat 2n — 2
policok tejto Sachovnice tak, aby spojnica stredov ziadnych dvoch vybranych policok
nebola rovnobezné so ziadnou diagonalou Sachovnice?

(Svajéiarsko)

Uloha 3.
Nech ABC' je rovnoramenny trojuholnik s ramenami AC a BC. Kruznica vpisana
tomuto trojuholniku sa dotyka strany AB v bode D a strany BC v bode E. Priamka
rozna od AF prechadza bodom A a pretina vpisant kruznicu v bodoch F' a G. Priamky
EF a EG pretinaji priamku AB v bodoch K a L. Dokézte, Ze plati rovnost |DK| =
= |DL|.

(Madarsko)

Uloha 4.
Néajdite vSetky také celé ¢isla k, ze ¢isla 4n + 1 a kn + 1 st nestudelitelné pre kazdé celé
¢islo n.

(Madarsko)
Sttaz druzstiev
Uloha 5.
Najdite vsetky funkcie f:R — R, pre ktoré plati
of(z+ay) = xf(x) + f(2*) f(y)
pre vSetky redlne ¢isla z, y.
(Svajciarsko)

Uloha 6.

Na tabuli je napisanych n celych kladnych ¢isel, pricom n = 2. V jednom kroku
vyberieme dve z napisanych ¢isel a kazdé z nich nahradime ich sa¢tom. Uréte vsetky
hodnoty n, pre ktoré mozeme z akejkolvek zaciatoc¢nej n-tice prirodzenych éisel po

koneénom pocte krokov dostat n-ticu rovnakych ¢isel.
(Slovensko)

Uloha 7.
Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik. Bod FE lezi v opacnej polrovine s hrani¢nou
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priamkou AC' ako bod B a D je vnutorny bod tse¢ky AE. Nech |[{ADB| = |£CDE|,
|{BAD| = |{ECD| a |{ACB| = |{EBA|. Dokézte, 7e body B, C a E su kolinearne.
(Slovinsko)

Uloha 8.
Nech sucet vSetkych kladnych delitelov celého kladného ¢isla n je mocninou ¢isla 2.
Dokéazte, ze aj pocet tychto delitelov je mocninou éisla 2.

(Ceské rep.)

RieSenia uloh MEMO

Uloha 1.
(Podla Jaromira Sim$u, Ceskd republika.) Pre kazdé n = 1 a Stvoricu indexov (n,n +
+1,n+ 1,n + 2) podla zadania plati

(n42 — OGn41 2 (anJrl - an) + L

Kedze as —a; 2 1, jednoduchym dokazom matematickou indukciou dostavame a1 —
—a, =2 npren = 1. Takze a,11 = n + ay,. Z toho s vyuzitim a; = 1 opéf trividlnou
matematickou indukciou odvodime nerovnost

1
an 2 §(n2—n+2).

Pritom postupnost a, = %( 2 — n 4+ 2) splita podmienky zadania. Nerovnost a; +
+ a; > aj + ay, je totiz pre nu (pri rovnosti i + 1 = j + k) ekvivalentna s nerovnostou
i2 + 12 > j2 + k2%, ktord po substiticiii =d —y, | =d+y, j=d—x, k =d+ z (kde
0 <z < y) prejde na zrejmi nerovnost 2d? + 2y? > 2d? + 222

Zaver. NajmenS$ia mozné hodnota ¢isla asggs je %(20082 — 2008 + 2) = 2015029.

Uloha 2.

Mnozinu k policok ulozenych od jedného okraja Sachovnice po druhy v smere niektore;j
uhlopriecky (pricom 1 < k < n) nazyvajme k-diagonala. Pocet disjunktnych diagonal
v jednom smere je 2n — 1 (obr.53), medzi 2n — 2 zvolenymi polickami vSak nemozu
byt naraz obe poli¢ka na 1-diagonalach (kedZe tie st obe sucastou n-diagonaly majice;
druhy smer). Preto na kazdej k-diagondle pre £ > 1 musi byt zvolené prave jedno
policko a préave dve policka musia byt zvolené v rohoch (nie vSak protilahlych).

X
;
?

Obr. 53
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Uvazujme mnozinu P vsetkych takych dvojic (z,v), ze z je zvolené policko a v je
volné (&iZe nezvolené) policko na rovnakej diagonale ako z. Na Sachovnici je prave n? —
— 2n + 2 volnych policok, pricom dve z nich sa rohové. Kazdé zo zvysnych n? — 2n
volnych poli¢ok v lezi na dvoch k-diagonalach pre k > 1, existuja k nemu preto prave

dve policka z také, ze (z,v) € P. Celkovy pocet p dvojic v mnozine P je teda
p=2(n*—2n)+2=2n*—4n+2, (1)

pricom +2 je prispevok dvoch volnych rohovych poli¢ok (kazdé z nich ma jediné
prislusné zvolené policko v protilahlom rohu).

Ak zvolené policko z lezi na prieniku ki-diagondly a ko-diagondly pre ki, ko > 1, tak
pocet pocet volnych policok v takych, ze (z,v) € P, je rovny ki + ko — 2. To isté plati
aj pre rohové policka, pre ktoré {ki,ko} = {1,n}. Zrejme pre kazdé zvolené policko z
plati k1 + ko = n + 1, pridom rovnost plati prave vtedy, ked sa policko nachadza na
okraji Sachovnice. Takze pocet takych volnych policok v, Ze (z,v) € P, je aspoii n — 1.
Odtial

p>(2n—2)(n—1) =2n? —4n + 2.

Podla (1) vieme, ze v predoslej nerovnosti plati rovnost, preto vSetky zvolené policka
musia lezat na okraji Sachovnice.

Ak zvolime Tubovolné policka (napriklad aj ziadne) z prvého riadka Sachovnice,
zvy$né okrajové policka (leziace mimo prvého riadka), ktoré musime zvolit, su jed-
noznacne urcené. Pre rohové policka je to zrejmé, pre ostatné policka staci pre kazdé
k =2,3,...,n — 1 uvazovat obdlznik tvoreny dvoma k-diagonalami v jednom smere
a (n 4+ 1 — k)-diagonalami v druhom smere (v kazdom takom obdlzniku musia byt
medzi zvolenymi polickami dva protilahlé rohy, obr. 54). Celkovy pocet roznych vyberov
policok je teda rovnaky, ako pocet roznych podmnozin n-prvkovej mnoziny (tvorene;
polickami prvého riadka), ¢ize 2™.

X
XX

XX XXX
X

XXX XX

X
XXX XX

2 N

Obr. 54 Obr. 55

Iné riesenie. (Podla Bernda Mulanskeho, Nemecko.) Dva rozne smery diagonal
oznatme A a B. Z tuvodu prvého rieSenia vieme, Ze na kazdej k-diagonale pre k >
> 1 je zvolené prave jedno policko a prave dve poli¢ka st zvolené v neprotilahlych
rohoch. Kazdy vyhovujici vyber policok moéZzeme vytvorit nasledujicim postupom
pozostavajucim z n krokov:
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> Krok 1: Zvolime poli¢ko na jednej z dvoch 1-diagonal smeru A.

> Krok k£ (2 £ k = n — 1): Zvolime dve policka, kazdé na jednej z dvoch k-diagonal
smeru A.

> Krok n: Zvolime policko na n-diagonéle smeru A.

Zrejme pre kazdé m = 1,2,... ,n — 1 po urobeni m krokov (takych, Ze Ziadne dve
zvolené policka nie st na rovnakej diagonéle smeru B) sa na kazdej spomedzi 2m — 1
najdlhsich k-diagonal smeru B (t.j. k =2 n+ 1 —m) nachadza zvolené policko (obr. 55).
Ak m < n — 1, v nasledujicom kroku m + 1 musia byt obe policka zvolené na kraji
oboch (m + 1)-diagonél smeru A (ostatné policka tychto dvoch diagondl lezia na uz
,obsadenych* diagonalach smeru B), ¢o mozno urobit prave dvoma spésobmi. Podobne
je to v pripade m + 1 = n. Mame teda dve moznosti v kazdom z n krokov a celkovy
pocet roznych vyhovujtcich vyberov je 2".

Iné rieSenie. (Podla Pavla Novotného, Slovensko.) Ofarbime poli¢ka Sachovnice ako
zvycajne, pricom lavy horny roh bude ¢ierny. Z podobnej Gvahy ako v tvode prvého
rieSenia vyplyva, ze musime zvolit n — 1 bielych a n — 1 ¢éiernych poli¢ok. Pocet p,,
vSetkych vyhovujicich vyberov 2n — 2 policok na Sachovnici n X n sa rovna sucinu
by - ¢n, pricom b, a c, su pocty vyhovujicich vyberov n — 1 bielych, resp. ¢iernych
poli¢ok. Zrejme by = b3 = 2, co = 2 a c3 = 4. Llahko mozno ukazat, ze pre kazdé n = 4
plati b,, = 2b,,_2,'® ¢, = 2b,_1,'? takie p,, = bpcp, = 4by_obp_1 = 2¢p_1bp—1 = 2pn_1,
odkial uz trividlne vyplyva p, = 2".

Uloha 3.

Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze |AF| < |AG|. Rozoberme najprv situaciu,
ked G je na kratSom obluku DFE.

Oznacme J dotykovy bod vpisanej kruznice so stranou AC'. Z vlastnosti sithlasnych,
tsekového a obvodovych uhlov mame |[{CAB| = |LCJE| = |{JDE| = |{JFE|
(obr. 56), takze AJF K je tetivovy Stvoruholnik. Preto z obvodovych, vrcholovych a tse-
kového uhla dostavame |LAJK| = |{AFK| = |{EFG| = |{LEB]|, teda trojuholniky
AJK a BEL st zhodné. Kedze K a L st vnutorné body tsecky AB, z rovnosti |AK| =
= |BL| vyplyva |DK| = |DL|.

Ak G lezi na dlhSom obliku DFE (medzi bodmi E a J), tak K, A, B, L lezia
v tomto poradi na priamke a tetivovym stvoruholnikom je AKJF'. Ostatné argumenty
su rovnaké ako v predoslom pripade.

18 Odstranime dve biele 2-diagondly v jednom smere a dve biele (n — 1)-diagonédly v druhom smere;
zvy$né biele policka vytvaraju rovnaké diagondaly ako biele policka Sachovnice (n — 2) x (n — 2).

19 Odstranime jednu ¢iernu n-diagonalu; zvy$né &ierne policka vytvaraji rovnaké diagonaly ako biele
policka Sachovnice (n — 1) x (n — 1).
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C
E
X
G
A K D L B
Obr. 57

Iné riesenie. (Podla Tomdsa Pavlika, Ceskd republika.) Ozna¢me X priesecnik
priamky AF so stranou BC' (obr.57). Z mocnosti bodu X ku vpisanej kruznici plati
| XE]? =|XF| |XG|, ¢ize

XG|  |XE| (1)
IXE| |XF|

Podla Menelaovej vety pre trojuholnik ABX a priamky EG a EF méame

|AL| |BE| |XG| _ [AK| |BE| |XF[| _

=1 =1.
LB |EX| |GA| * KB| |EX| [FA
Pouzitim (1) méZeme tieto dve rovnosti prepisat na
| XE| |AL|-|BE] | XE| |KB|-|FA| )
. = a . = 1.
|XF| |LB|-|GA| |XF| |AK|-|BE]
Odtial postupne
|AL|-|BE| |KB|-|FA]|
|LB|-|GA|  |AK]|-|BE|’
. . 2
|AK|-|AL|- |BE| 1 )

|KB|-|LB|-|FA| - |GA|

Z mocnosti bodu A ku vpisanej kruznici plati |AF| - |AG| = |AD|?, odkial spolu so
zrejmymi rovnostami |[AD| = |BD| = |BE| méame |AF|-|AG| = |BE|*. Spojenim s (2)
dostavame

|AK|-|AL| = |KB|-|LB].
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V zéavislosti od polohy bodu G lezia body K a L bud oba vnutri, alebo mimo
usecky AB. Podla toho pre niektoré znamienko plus alebo minus plati

|AK|- (|AB| + |BL|) = |AK| - |[AL| = |KB| - |LB| = (|AB| + |AK]) - | BL|.

V oboch pripadoch po tprave |AK| = |BL|, ¢o je ekvivalentné s rovnostou |DK| =
= |DL].

Uloha 4.

Kedze ¢islo 4n+1 je neparne, z rovnosti k —4 = k(4n+1) —4(kn+1) vidime, ze 4n+1
a kn + 1 st nesudelitelné, ak & — 4 nemé ziadneho neparneho delitela p > 1, t.j. ked
k —4 = £2™ pre nejaké nezaporné celé cislo m.

Na druhej strane, ak & — 4 mé neparneho delitela p > 1, Tahko ndjdeme nasobok p
tvaru 4n + 1 (je nim napriklad &slo p? alebo jednoducho jedno z dvojice ¢isel p, 3p).
Pre kazdé cislo 4n + 1, ktoré je nasobkom p, z rovnosti uvedenej na zaciatku riesenia
vyplyva p | kn + 1, teda 4n + 1 a kn + 1 nie st nestudelitelné.

Odpoved. Hladanymi ¢islami st k = 4 + 2™, pricom m =0,1,2,...

Uloha 5.
Dosadenim z = y = 0 do zadanej rovnosti

af(z+zy) = zf(x) + f(2*) f(y)

dostaneme f(0) = 0. Po dosadeni y = —1 do zadanej rovnosti tak mame

vf(z) + f(2*)f(-1) = 0. (1)

Rozoberme postupne pripady f(—1) =0a f(—1) # 0.

Pripad f(—1) = 0. Z (1) potom vyplyva f(z) = 0 pre vSetky = # 0. Kedze uz
vieme, Ze aj f(0) = 0, dostavame konstantni nulova funkciu f(z) = 0, ktora ocividne
vyhovuje.

Pripad f(—1) # 0. Dosadenim z = —1 do (1) dostavame f(1) = 1. S vyuzitim toho

po dosadeni x = 1 do (1) mame f(—1) = —1 a teda (1) mdZeme prepisat na
vf(z) = f(2?). (2)
Dosadme teraz do zadanej rovnosti y = x — 1. Odtial
vf(z®) = af(x) + f(a*) f(x - 1). (3)
S¢itanim (2) a (3) ziskame po tprave rovnost
f@*)(f(x—1) = (z - 1)) =0. (4)

Predpokladajme, Ze f(a) = 0 pre nejaké a # 0. Potom podla (2) méme f(a?) = 0 a teda
po dosadeni z = a do zadanej rovnosti dostaneme af(a + ay) = 0, ¢ize f(a + ay) =
= 0. Kedze y moze byt Tubovolné, nutne aj f(—1) = 0, ¢o nesthlasi s pripadom, ktory
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rozoberame. Preto pre kazdé x # 0 plati f(x) # 0 a takisto aj f(2?) # 0. Z (4) potom

f(x—1) =x—1 pre kazdé x # 0, takze f(x) = x pre kazdé x # —1. KedZe z predoslého

vieme, ze aj f(—1) = —1, dostavame funkciu f(x) = z, ktora tiez o¢ividne vyhovuje.
Zaver. Hladanymi funkciami st f(z) =0 a f(z) = x.

Uloha 6.

Ak za¢neme s n-ticou (2,2,1,1,...,1), pricom n = 3, v kazdej n-tici, ktort z nej po
[ubovolnom pocte krokov dostaneme, bude pocet ¢lenov nadobudajicich maximéalnu
hodnotu pdrny. Preto nevyhovuje ziadna neparna hodnota n = 3.

Matematickou indukciou dokazeme, Ze kazdé parne n = 2 vyhovuje. Pre n = 2 je
to zrejmé. Ak n = 4 je parne, podla indukéného predpokladu vieme Tubovolni n-ticu
po kone¢nom pocte krokov zmenit na (a,a,...,a,b,b). Ak a # b, opakovane urobime
niektoru z nasledujucich sérii krokov, ktoré vzdy vedii na n-ticu tvaru

(ay...,a,b,...,b)

séria oz (a,...,a,b,...,b) — (2a,...,2a,b,...,b),
——— —— ———— ——
k n—k k n—k
séria 3: (a,...,a,b,...,b) — (a,...,a,2b,...,2b),
— N — ———— N —
k n—k k n—k
séria vy (ak k=<n—k): (a,...,a,b,...,b) = (a+Db,...,a+0bb,... D),
——— N — ~ ~ N —
k n—k 2k n—2k
séria vo (ak k =2n—k): (a,...,a,b,...,b) — (a,... ,a,a+0b,... ,a+0).
— N — ——— —~
k n—=k 2k—n 2(n—k)

Kvoli dalsim tivaham zavedme oznacenie ¢ = 27(¢) N(¢) pre Tubovolné prirodzené ¢islo
¢, pricom P(c) 2 0 a N(c) je nepéarne. Na n-ticu

pricom a # b, pouzijeme
> sériu a, ak P(a) < P(b),
> sériu 3, ak P(a) > P(b),
> sériu v, alebo v, ak P(a) = P(b) (a teda N(a) # N(b)).
Pri pouziti sérii « a 3 sa ¢isla N(a), N(b) nemenia, zatial ¢o pri pouziti 71 a 7, sa
zmeni prave jedno z nich, konkrétne

N(a) + N(b)
2m

N(a) + N(b)

, alebo N(b) —
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pricom m = P(N(a) + N(b)) 2 1 a teda

N(a)z—;N(b) < N(a) —21— N(b) < max(N(a), N(b))
(pripominame, ze N(a) # N(b)). Z uvedeného vyplyva, ze hodnota max(N(a), N (b))
nikdy nerastie, teda po kone¢nom pocte krokov musi byt konstantné. Od toho momentu
musime mat stale bud N(a) = N(b), alebo N(a) < N(b). To vylucuje z dalsieho pouzitia
bud sériu 71, alebo sériu v,. VSetky dalSie zmeny parametra k st potom bud k — 2k,
alebo (n — k) — 2(n — k). KedZze toto mozno zopakovat iba r-krat, kde 2" < n, na

konci musime dostat n-ticu (a, ... ,a,b,... ,b), ktort (ak a # b) uz mozeme menit len
sériami « a (. Pouzitim série o alebo (3 prave |P(a) — P(b)|-krat dostaneme n-ticu
(@,...,a" 0 ,...,b), v ktorej P(a’) = P(b'). Kedze pouzitie 71, 72 sme uz vylaéili,

nutne ¢’ = V', ¢im je indukény krok ukonceny.

Iné rieSenie. (Podla nemeckého druzstva, upravené.) Dokézeme bez matematickej
indukcie vzhladom na n, Ze vyhovuje kazdé parne n = 2k. Najskor v zaciatocnej 2k-tici
(ai,... ,as) nahradime kazda dvojicu (ag;—1,a2;) (prei =1,... k) dvojicou (ag;—1 +
+ a2, a2i—1 + az;). Odteraz budeme mat na (2i — 1)-tej a 2i-tej pozicii vzdy rovnaké
¢isla. Preto kvoli prehladnosti budeme pracovat s k-ticami (z,y, z, ... ) namiesto 2k-tic
(x,z,9,y,2,2,...). S k-ticami moZeme robit nasledujice zmeny:
> zvolime dve ¢isla x, y a nahradime kazdé z nich ich sic¢tom (to zodpovedd dvom

krokom (... ,z,z,... ,y,y,...) — (.., z+y,z,... .2 +y,y,...) = (... ,c+y,x+

+vy,...,x+y,z+vy,...) vykonanych na 2k-tici);
> zvolime jedno ¢islo x a vynésobime ho dvoma (to zodpovedd jednému kroku

(..,x,z,...) = (..,x4+z,x4x,...);
> predelime vSetky ¢isla dvoma (to samozrejme ni¢ neovplyvni; formalne si mozeme

pamiitat, kolkokrat sme delenie dvoma vykonali a na konci moézeme vsetky ¢isla

vynasobit prislusnou mocninou dvoch).

Nagim cielom je dostat k rovnakych éisel. Ziskame ich opakovanim nasledovného
algoritmu:

1. Kym existuja aspon dve nepérne cisla, ndjdeme najmensie a najvicsie neparne cislo

a nahradime kazdé z nich ich (parnym) stuc¢tom.

2. Ak po skonceni prvého kroku je v k-tici jedno neparne ¢islo, vynasobime ho dvoma.
3. Vydelime vsetky c¢isla dvoma.

Zrejme po kazdom vykonani celého algoritmu sa najvicsie ¢islo spomedzi vSetkych
k ¢isel bud zmensi, alebo nezmeni. KedZe toto maximum je stéle prirodzenym ¢islom,
po konecénom pocte opakovani algoritmu musi nadobudnit hodnotu M, ktord sa uz
nebude menit. Od tohto momentu sledujme pocet ¢isel majtacich hodnotu M v nasej
k-tici. Tento pocet oznac¢me N.

Zrejme M je neparne (inak by sa v tretom kroku algoritmu zmensilo). Ak N < k,
tak v k-tici existuje aspon jedno ¢islo m mensie ako M. Ak m je neparne, po vykonani
uz musi ostat konstantné a vsSetky ¢isla v k-tici mensie ako M musia byt parne. Ale
kazdé parne m sa po vykonani algoritmu vydeli dvoma a po niekolkych vykonaniach
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algoritmu sa nutne objavi neparne ¢islo mensie ako M. Preto v k-tici neexistuju cisla
mensie ako M, ¢o sme chceli dokézat.

Uloha 7.

Podmienka |{ADB| = |{CDE| nabada zobrazit bod B v osovej sumernosti podla
priamky AFE do bodu B’ (obr.58). Potom lezia body C, D a B’ na jednej priamke
a |[{FEAB'| = |[{EAB| = |{ECD| = |{ECB'|, takze B’"ACE je tetivovy §tvoruholnik.
Odtial [{ ECA| = 180° — |{EB'A| = 180° — |{EBA| = 180° — | L ACB|, cize |£ EC A| +
+ |£ACB| = 180° a teda body B, C, E leZia na jednej priamke.

Obr. 58

Poznamky. Rovnako dobre mozeme zobrazit C' v osovej simernosti podla AE do C’
leziaceho na jednej priamke s B, D. Tetivovy je potom Stvoruholnik ABEC’ a dalej
|{ECA| = |LEC"A| = 180°—|{EBA| = 180°—|{ACB|, t.j. opit |[{ECA|+|£LACB| =
= 180°.

Kvoli dokazanej kolinearnosti bodov B, C, E z podmienky |[{ACB| = |{EBA| vy-
plyva |AB| = |AC], zatial ¢o z podmienky | BAD| = |£EC D| vyplyva, ze §tvoruholnik
ABCD je tetivovy. To naznacuje, ako mozno tlohu riesit inym sposobom. Predtym
eSte poznamenajme, Ze rozlozenie bodov opisané v zadani moZe nastat a vSetky také
rozloZenia s tohto typu: ABC je rovnoramenny trojuholnik, pricom |AB| = |AC|,
body B, C, E lezia na jednej priamke (C medzi B a F) a AFE pretina kruznicu opisani
trojuholniku ABC' v bode D.

Iné riesenie. Predpokladajme, ze B, C', E nie st kolinearne. Priamka prechadzajica
cez B rovnobezna s C'E pretina priamky C'D a AD postupne v bodoch C’ a E’. Kedze
|{E'C'D| =|£ECD| = |£BAD|, stvoruholnik ABC’D je tetivovy (obr.59). Oznac¢me
K jemu opisani kruznicu. Mame |LAC'B| = |{ADB| = |{CDE| = |£C'DE| =
= |{LABC'|, t.j. |LAC'B| = |£ABC’| (teda ABC’ je rovnoramenny trojuholnik).

Predpokladajme, ze C' lezi vnutri tsecky C’D. Potom C' lezi vnutri K (v rovnakej
polrovine uréenej priamkou AB ako bod C”), preto | ACB| > |{AC'B| = |{ABC'| =
= |{ABE'| > |{ABE] (lebo E lezi medzi A a E'), ¢o je v spore s |[{ACB| = |[{EBA|.
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Podobne ak C' nelezi na tsecke C'D, tak C' lezi zvonka K (v rovnakej polrovine ur-

¢enej priamkou AB ako bod C’), preto |[{ACB| < |{AC'B| = |{ABC'| = |{ABFE'| <
< |£ABE)| (lebo E’ lezi medzi A a E), ¢o je opét v spore s [{ACB| = |{EBA|.

E/
E E

C’ C

Obr. 59 Obr. 60

Iné riesenie. (Podla Karla Hordka, Ceskd republika.) Z danych rovnosti velkosti
uhlov vyplyva, zZe trojuholniky ABD a CED st podobné (obr.60). Z toho okamzite
dostavame, ze aj trojuholniky ACD a BED st podobné (podla sus; rovnako velky
uhol pri spolo¢nom vrchole D a timerné strany). Z rovnosti uhlov BED a ACD potom
vyplyva, ze sucet velkosti troch uhlov BCA, ACD a DCE je rovny suctu velkosti uhlov
v trojuholniku ABF, teda F, C' a B su kolinearne.

Uloha 8.

Nech prvociselny rozklad ¢isla n je n = pi'p5*...p;*, priom pq, ..., pip s rozne
prvocisla a s; = 1 pre kazdé i. Predpokladajme, Ze stucet vSetkych kladnych delitelov
¢isla n, ktory mozno vypocitat ako

(L+pr+pi -+ ) A+ pe+ps+ o+ p52) o (L pr+pf + -+ 03f),
je mocninou dvoch. Potom kazdy z ¢initelov
fi=1+pi+pi+-+p]
musi byt tiez mocninou dvoch vicSou ako 1 a teda p; aj s; st neparne. Ak s; > 1, tak
fi=Q4+p)A+pl+pf+-+pJh).

Kedze f; nemé ziadneho neparneho delitela vic¢sieho ako 1, neparne celé ¢islo s; — 1
(o ktorom predpokladame, Ze je kladné) musi byt tvaru 4k + 2 a preto vieme urobit
dalsi rozklad

fi=Q+p)A+p)A+pi 95+ + ) 70).
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Obe ¢isla 1+ p; a 1+ p? stt mocniny dvoch, teda 1+p; | 1+p?, ¢o je v spore s rovnostou
1+ p? = (1+ pi)(p; — 1) + 2 (kedZe zrejme 1 + p; { 2). Preto pre kazdé i plati s; = 1
a pocet delitelov ¢isla n je rovny 2%,

Poznamka. Uvedené rieSenie mozno ukoncit aj bez pozorovania, ze 1 + p; a 1 +
+ p? nemozu byt stdasne mocniny dvoch. Opakovanim postupnych rozkladov na stéin
dostaneme

fi=4p)(1+p2)(1+p)) ... (1+p7"),

takze s; = 2%iT1 —1 pre nejaké t; > 0 a pre kazdé i a teda pocet delitelov &isla n je rovny
okttittat—+tk (7 uvedeného riesenia akurat navyse vieme, Ze t; = 0 pre kazdé i.)






Koresponden¢ny seminar SK MO

Koresponden¢ny seminar Slovenskej komisie Matematickej olympiady (KSSKMO)
vznikol pred vySe 30 rokmi ako jeden z prvych matematickych korespondencnych
seminarov (vtedy eSte ako ¢eskoslovensky seminar) preto, aby bolo umoznené venovat
individualnu starostlivost aj tym Studentom, ktori nenavstevovali triedy so zameranim
na matematiku. Ulohy tohto seminira svojou naroénosfou prevysuju akikolvek inti
matematickd stutaz na Slovensku pre stredoskoldkov, seminar je preto dolezitou sucastou
pripravy aj na medzindrodni matematickt olympiadu.

Pocas svojej existencie presiel seminar viacerymi zmenami. Po jednorocnej prestavke
v 52. ro¢niku MO jeho organizovanie prebrali veduci korespondencného seminara KMS.
Odvtedy je KS SK MO jeho kategériou GAMA a KMS je oficidlnym seminarom SK MO.

KS SK MO mé kazdy rok Sest sérii — tri zimné prebiehajtice od septembra do decem-
bra a tri letné prebiehajice od februara do méaja. V kazdej sérii je zadanych 5 tloh.

Celkové poradie KS SK MO 2007/2008

. Miroslav Majercik, 4.roc¢nik, Bilingvalne gymnazium, Sucany, 169 bodov

. Vladislav Ujhdzi, 4. roénik, Gymnéazium P.J. Safarika, Roziava, 161 bodov
. Tomas Kocdk, 4.rocnik, Gymnazium Postova, Kosice, 145 bodov

. Peter Fulla, 3.ro¢nik, SPS strojnicka, Spisska Nova Ves, 112 bodov

. Jakub Konecny, 2.ro¢nik, Gymnéazium Grosslingova, Bratislava, 93 bodov

U W DN =

Uvadzame vSetky priklady tohto roc¢nika sttaze spolu s rieSeniami, ¢asto Student-
skymi. Priklady boli vyberané najméi z narodnych olympiad ¢i inych sutazi.



130

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

57. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Zadania sataznych aloh KS SK MO

PRVA SERIA

Rastfo mé na zahrade este stale vyryta Ssachovnicu s 2007 x 2007 polickami.
So sestrou Slavkou si povedali, ze si zmeraju sily. Presne v strede Sachovnice
sa nachadza obrovsky kamen, ktory najprv Rasto posunie o jedno policko
(rovnobeZne so stranami Sachovnice). Slavka ho potom bude musief posunit
o dve policka, Rasto o styri policka, Slavka o osem poli¢ok — v k-tom fahu ho
vzdy budit musiet posuntit o 2¢~1 poli¢ok. Ten, kto je na tahu, prehrava, ak uz
nemoze posunit kamen. Najdite vitazna stratégiu pre Slavku alebo pre Rasta.

(Rusko, 2005)

Vyber si vlastné dobrodruzstvo! Na plny pocet bodov staci vyriesit jednu
z nasledujucich uloh.

a) V 99 skatuliach sa nachadzaju nejaké jablkd a nejaké pomarance. Dokazte,
7e mozeme vybrat 50 skatal tak, Ze obsahuji aspoii polovicu vietkych jablk
a aspon polovicu vSetkych pomarancov.

b) V 100 skatuliach sa nachiddzaji nejaké jablka a nejaké pomarance. Dokazte,
7e mozeme vybraf 34 skatul tak, Ze obsahuju aspon tretinu vSetkych jablk
a aspon tretinu vsetkych pomarancov.

c) V 100 skatuliach sa nachadzaju nejaké jablkd, nejaké pomarance a nejaké
banéany. Dokézte, ze mozeme vybrat 51 Skatul tak, Ze obsahuju aspon polovicu
vietkych jablk, aspoii polovicu vietkych pomaranéov a aspoii polovicu vietkych
bananov.

(Rusko 2005)

Nech ABC je trojuholnik a I stred kruznice don vpisanej. Os vnutorného uhla
ABC pretne priamku AC v bode P. Dokazte, ze ak |AP| + |AB| = |BC|, tak
je trojuholnik API rovnoramenny.

(Brazilia, 2006)

Dokazte, ze pre kladné redlne ¢isla a, b, ¢ plati

a2+b2+ b? + 2 +02+a2
c24+ab  a?2+bc b2+ca

v

3.

(India, 2004)

Tri rovnaké odmerky st do troch stvrtin naplnené réznymi kvapalinami. Zistite,
¢i je mozné kone¢nym poctom prelievani dosiahnut, aby aspon v jednej odmerke
vznikla zmes, ktord obsahuje rovnaké mnozstvo kazdej kvapaliny. Kvapaliny
mozno prelievat, nie vSak vylievat. Pri prelievani z odmerky A do odmerky B
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.....

miesta v odmerke B.
(BKMS, 1981)

DRUHA SERIA

Cisla 21,25 ... , o, z intervalu (0,1) spliiaja vztah x1 + 29 + -+ 1z, =m+r,
kde m je celé ¢islo a r € (0,1). Dokazte, ze 27 + 23 + -+ + 22 < m + 12,
(Polsko, 1988)

Pre prirodzené ¢isla x a y plati 322 + x = 492 + y.
a) Dokézte, ze © — y je druhou mocninou prirodzeného ¢éisla.
b) Dokazte, ze zadand rovnica ma nekonecne vela rieSeni.
c) Néjdite vSetky rieSenia tejto rovnice.
(Francuzsko, 2005)

Najdite prirodzené ¢islo n také, Ze &islo a) n? — 1, b) n? — 4 ma presne
10 delitelov.
(Slovinsko)

Dany je trojuholnik ABC' so stredom vpisanej kruznice I. Osi vnitornych uhlov
pri vrcholoch A a C' pretinaju kruznicu opisant trojuholniku ABC' v bodoch
Ay a Cy a usecky BC a BA po rade v bodoch A; a C;. Predpokladajme,
ze sa priamky A;Cy a AypCy pretinaju v bode P. Dokazte, ze priamka PI je
rovnobezna s priamkou AC'.

(Rusko, 2006)

Sachovnica 3000 x 3000 je rozdelend na dominové dosticky (teda obdlzniky
velkosti 1 x 2). Dokézte, Ze vieme dominové dosticky ofarbit tromi farbami
tak, aby dostic¢iek jednotlivych farieb bolo rovnako vela a aby ziadna dosticka
nemala viac ako dvoch susedov takej farby, akii ma sama.

(Rusko, 2006)

TRETIA SERIA

Dana je priamka p a body A, B nepatriace priamke, ktoré lezia v jednej
polrovine vzhladom na priamku p. Najdite na tejto priamke vSetky body M
s nasledujicou vlastnosfou: Uhol, ktory zviera priamka p s tseckou AM, je

.....

Najdite vsetky funkcie f:R — R také, Ze pre Tubovolné redlne ¢isla x, y plati

f@®) + f(°) = 2 f(x) + yf ().
(Ukrajina, 2006)
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V $tvorci 1x 1 sa zrazu objavilo koneéne vela tseciek, ktoré majt sucet dizok 18.
Kazd4 z nich je rovnobezna s jednou zo stréan Stvorca a rozdeluji ho na niekolko
Casti. Misko si mysli, Zze obsah kazdej tejto Casti je mensi ako 0,01. M6ze mat
pravdu?

(BKMS, 1997)

Nech p(n, m) (kde m # 1) je pocet prirodzenych ¢isel mensich alebo rovnych n,
ktoré s nestdelitelné s m. Najdite vetky prirodzené m, ktoré spliaja

p(n.m) - p(m,m)

pre vSetky prirodzené n.
(navrhy na IMO, 1992)

a) Najdite najvicsie mozné (alebo dokazte, Ze neexistuje) redlne ¢islo p také,
ze pre kazdé prirodzené ¢islo n a reélne ¢isla x1, 22 ... , z, plati nerovnost

o]+ a3+ 22 2 p(rixe + Tow3 o+ Tp1Ty).

b) Majme pevne zvolené prirodzené ¢islo n. Najdite najvicsie mozné (alebo do-
kazte, ze neexistuje) realne ¢islo p také, Ze pre vSetky realne ¢isla z1, o, ... ,z,
plati nerovnost

23+ a5+ +an Z plaime + axs + o+ Tpo1Tn).

(Polsko, 2003)

STVRTA SERIA

Nech ABCD je konvexny sStvoruholnik taky, ze |[{DAC| = |[{BDC| = 36°,
|{CBD| = 18° a |[{BAC| = 72°. Uhlopriecky tohto $tvoruholnika sa pretinaji
v bode P. Zistite velkost uhla APD.

(JBMO, 2007)

Kruznica rozdelena na n obliikov bodmi postupne pomenovanymi 1,2,3,... ,n
reprezentuje hraciu arénu pre dvoch hracov, ktori sa striedajia v tahoch. V jed-
nom tahu si hra¢ vyberie dva zatial volné body (také, ktoré este nie st koncom
ziadnej usecky) s rovnakou paritou a spoji ich tseckou. Méze ale spojit iba
také body, aby novovzniknutéd tsecka nepretinala ziadnu z predchadzajicich
useciek. Prehra ten hrac, ktory uz nemdze spravit tah. Ak obaja hraci pouzivaja
optimalnu stratégiu, ktory z nich vyhra?

(Moldavsko, 2004)

Specialne egyptské ¢islo je také prirodzené éislo, ktoré sa d4 napisat ako stcet
nie nutne roznych prirodzenych ¢isel so sictom prevratenych hodnot rovnym 1.
Napriklad 32 =243+ 9+ 18 a zaroven 1/2+1/3+1/9+1/18 = 1.
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a) Dokazte, ze existuje ¢islo N také, ze vSetky od neho viiésie prirodzené ¢isla
su Specialne egyptské cisla.
b) Najdite vSetky prirodzené ¢isla, ktoré nie st $pecidlne egyptské.
(ndvrhy na IMO, 1992)

Trojuholnik ABC ma strany dlzky a, b a c. Trojuholnik A’B’C’ mé strany
dizky a + b/2, b+ ¢/2 a ¢ + a/2. Dokézte, 7e obsah trojuholnika A’B'C’ je
aspot 9/4 obsahu trojuholnika ABC.

N4jdi vietky funkcie f:R — R, ktoré pre kazdé redlne z, y spliiaji vztah

flx+y) = f(x)f(y)f(zy).

PIATA SERIA
Rozhodnite, ¢i existuje funkcia f: N — N takd, ze pre vSetky n = 2 plati

f(fn=1)) = f(n+1) = f(n).

(Bielorusko, 2000)

Uvazujme mnohouholnik s celociselnymi stranami taky, ze kazdé dve jeho
susedné strany su na seba kolmé (nemusi byt konvexny). Dokazte, ze ak ho
vieme pokryt neprekryvajicimi sa dominovymi kockami velkosti 2 x 1 umiest-
nenymi rovnobezne s jeho stranami, tak aspon jedna z jeho stran mé parnu
dlzku.

(Mexiko, 1999)

Dokazte, ze z lTubovolnej mnoziny deviatich celych ¢isel vieme vzdy vybrat rdzne
¢isla a, b, ¢ a d tak, Ze Cislo a + b — ¢ — d je delitelné dvadsiatimi. Zistite, ¢i to
plati aj pre lubovolni osemprvkovi mnozinu celych ¢isel.

Dokazte, ze existuje také c¢islo M, ze pre kazdé prirodzené m > M existuja
a,b,c € N, pre ktoré plati

m?<a<b<c<(m+1)3

a zaroven ¢islo abe je trefou mocninou prirodzeného ¢isla.

V ostrouhlom trojuholniku ABC mame vnutorny bod P. Priamka BP pretina
AC' v bode F, priamka C'P pretina AB v bode F' a priamka AP pretina EF
v bode D. Ozna¢me K pétu kolmice z bodu D na BC'. Ukéazte, ze KD je os
uhla FKF.
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SIESTA SERIA

Méame mnozinu desiatich réznych realnych cisel tak, ze pre kazdé dva jej rozne
prvky je ich stcin alebo ich stcet raciondlne ¢islo. Dokazte, Ze druhd mocnina
kazdého c¢isla z nasej mnoziny je racionalne cislo.

(Rusko, 2005)

Najdite vsetky prvoéisla p také, ze p?> —p+ 1 je trefou mocninou prirodzeného
Cisla.

(BMO, 2005)
Zo stredu stvorca vyrazil svetelny lac¢, odrazal sa od stran stvorca, nikdy pritom
nevrazil do rohu a po Case sa opit vratil do stredu Stvorca, a to po prvy raz.

Dokazte, ze sa luc odrazil od stran stvorca neparny pocet krat.
(Polsko, 1996)

Nech p > 5 je prvocislo. Nech A je mnozina vsetkych postupnosti (as, ... ,ap+1)
takych, Ze a; e Nal<a; <i+1prei=1,2,...,p+ 1. Mnozina X C A sa
nazyva roztopasna, ak kazdé dve rézne postupnosti z X sa liSia aspon na troch
miestach. Aky najvicsi pocet prvkov moze mat roztopasnid mnozina X7
(ZIMO, 2008)

Kazd4 podmnozina mnoziny prirodzenych ¢isel {z1,x2,... ,x,} mé iny stdet
prvkov. Aky najmensi moze byt vyraz (v zéavislosti od n) 2 + 23 + ...+ 22?
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RieSenia sataznych aloh KS SK MO

PRVA SERIA

1.1

Slovnym spojenim ,,tah k* (k je prirodzené ¢islo) budeme v rieSeni mysliet tah o k poli-
¢ok. Za¢neme tym, Ze si vypiSeme, ktoré tahy robi Rasto a ktoré Slavka. Rasto robi tahy
1, 4, 16, 64, 256, 1024, ... a Slavka tahy 2, 8, 32, 512, 2048, ... Je zrejmé, 7e vietky
tahy o 512 alebo o menej poliok nie je problém spravit. Na druhej strane, tah 2048
teda uz len zistit, ¢i si Rasto vie zarucif rozumnou hrou to, Ze bude moct spravit fah
1024. Ak ano, tak vyhra, lebo Slavka uz svoj fah 2048 nemoze spravit.

Rasto moze spravit svoj tah 1024 okrem pripadov, ked sa pred jeho fahom kameri na-
chadza v stvorci rozmerov 41 X 41 umiestnenom v strede Sachovnice. Takze v momente,
ked robi Slavka svoj tah 512 a vie potiahnut do tohto stredového Stvorca, tak si vie
zaru€it vyhru. Z akych miest tam vie Slavka potiahnut? Su to Styri Stvorce velkosti 41 x
x 41 vzdialené stredmi o 512 policok do vSetkych styroch smerov od stredu Ssachovnice.
Cize ak do nich Rasto svojim fahom 256 nepotiahne, Slavka nebude vedief potiahnut
do stredového Stvorca a Rasto bude vedief spravit fah 1024 a vyhra. A Rasto naozaj
vie z kazdého policka urobit tah 256 tak, Ze neskonéi v Ziadnom zo $tyroch Stvorcov.
Moézeme si vSimnut, ze tah 256 je dostatoéne maly a okolo spominanych Stvorcov je
dost miesta, preto nikdy nema blokované ani dva smery naraz, nieto este vSetky Styri.

Rasto ma preto vitaznu stratégiu. Sta¢i mu zacat rozmyslat vo svojom tahu 256
a nepotiahnut na ,zakdzané policka“, z ktorych by Slavka vedela nasledne potiahnut
do stredového stvorca 41 x 41.

1.2

Uvedieme iba rieSenie Casti a).

Na zaciatku zoradme vSetkych 99 krabic podla mnoZstva pomarancov. Oznacme
takto zoradené krabice postupne ki, ko, ..., kogg. Pocet jablk v krabici k; oznaéme j;
a pocet pomarancov p;. Podla nasho usporiadania plati p1 = pa = ... = pgeg. Krabicu kq
odsurnime do rohu miestnosti. Pozrime sa na krabice ko aZ kgg. Nasim cielom je rozdelit
tychto 98 krabic na dve kopy tak, aby sme pridanim krabice, ktora lezi v rohu, dostali
pozadovany stav.

Zoberme krabice ks a k3. Vyberme do prvej kopy ta z nich, ktord ma viac jablk,
vyzerd to ako dobré stratégia, aby prva kopa bola hladand kopa. Vo vSeobecnosti
mozeme povedat, Ze z krabic ko; a ko;11 do prvej kopy vyberieme ti s indexom 27,
ak jo; > j2i11, inak vyberieme t s indexom 2i + 1 (pre i od jedna po 49). Do druhej
kopy déme tie, ktoré sme nedali do prvej. Tvrdime, ze prva kopa po pridani krabice k1
obsahuje aspoii polovicu jablk a aspon polovicu pomaranéov.

Najprv overime, Ze v prvej kope s krabicou k; (dalej len prvej kope) je aspoii polovica
jablk. Totiz ak sme z kazdej dvojice vybrali ti krabicu, ktora obsahovala viac jablk,
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tak v prvej kope bude aspoii tolko jablk ako v druhej. Ak navyse priddme krabicu ki,
mézeme pocet jablk v prvej kope uz len zvysit.

Nakoniec ostava ukézat, Zze v prvej kope mame aspon polovicu pomarancov. Kedze
sme vyberali stdle jednu z krabic ko; a ko;41, vieme, Ze pocet pomarancov v krabici

.....

.....

alebo rovnaky ako pocet pomarancov v krabici nevybranej v druhom kole a tak dale;j.
Vo vseobecnosti pomarance vybrané v i-tom kole poc¢tom prevysuju pomarance nevy-
brané v (i + 1)-om kole a nakoniec k vybranym priddme nezaporny pocet pomarancov
vybranych v poslednom kole. Lahko nahliadneme, Ze do prvej kopy sme vybrali aspor
polovicu pomarancov.

1.3

Tvrdenie zo zadania trochu zosilnime. Budeme dokazovat, Ze trojuholnik API je rov-
noramenny so zakladiiou PI prave vtedy, ked plati |[BC| = |BA| + |AP|. Lahko vieme
urc¢it velkosti uhlov pri osiach uhlov v trojuholniku (obr.61). Z toho dostaneme, Ze
|AP| = |AI| préave vtedy, ked a = 2.

C

R
Obr. 61

Podmienka zo zadania hovori ¢osi o stcte dlzok dvoch tseciek, ktoré maji spoloény
krajny bod. Najlepsie sa s takym sti¢tom pracuje, ak tisecky lezia na priamke. Vezmime
preto na polpriamke BA bod R taky, ze |AP| = |AR|. Potom vztah zo zadania zarucuje,
ze

|BC| = |BA| + |AP| = |BA| + |AR| = |BR|.

Takze trojuholnik C'BR je rovnoramenny a priamka BP je v iom osou uhla. Toto mo-
Zeme aj obratit: ak je trojuholnik C'B R rovnoramenny, tak plati vztah zo zadania. Takze
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nam ostava dokazat, Ze trojuholnik CBR je rovnoramenny prave vtedy, ked a = 2y
(poz. predosly odsek). Tuto poslednti podmienku najlepsie geometricky interpretujeme
tak, ze nidjdeme dva uhly s velkostami « a 27, resp. a/2 a +; tieto uhly st rovnaké
prave vtedy, ked plati nasa podmienka.

Trojuholnik PAR je rovnoramenny, preto uhly APR aj ARP majt velkost «/2.20
Uhol BRP méa teda velkost a/2. Chceme dokazat, Ze trojuholnik C'BR je rovnoramenny
prave vtedy, ked uhly BRP a BC P maju rovnaku velkost. To vSak hned vyplyva z toho,
ze BP je osou uhla CBR.

Iné rieSenie. (Podla Josefa Tkadleca.) Konstrukcia bodu R v predoslom rieseni bola
Standardné (beZne pouzivany trik). Na trochu inej myslienke je zaloZené nasledujuce
riesenie.

Najprv pripomenieme znadmy fakt. Majme v kruznici dve tetivy. Tieto dve tetivy
maji rovnaka dizku prave vtedy, ked im zodpovedajtce obvodové uhly maji rovnaki
velkost. Z tohto okrem iného vyplyva, Ze os uhla ACB pretina oblik AB kruznice
opisanej trojuholniku ABC' v jeho strede (ten z oblikov AB, ktory neobsahuje bod C).

V zadanej situacii nech S je stred toho oblika AC' kruznice opisanej trojuholniku
ABC, ktory neprechadza bodom B. Dalej nech Q) je obraz bodu A v osovej simernosti
podla osi uhla ABC. Podmienka |BC| = |PA| + |AB]| je ekvivalentna s tym, ze |PQ| =
= |QC]|. Stvoruholnik PQCS je tetivovy, lebo tse¢ku PQ vidno z bodov C' a S pod
rovnakym uhlom velkosti v (uhol QSB je zo symetrie rovnaky ako ASB). V kruznici
opisanej Stvoruholniku PQC'S mame dve rovnako dlhé tetivy PQ a QC, teda aj im
zodpovedajice obvodové uhly musia byt rovnaké. Takze uhol PSC mé velkost . Preto
180° = |LCSA|+ |£CBA| = 3v + (3, ¢ize a = 2. A tato rovnost uhlov je ekvivalentna
s tym, ze uhly API a AIP st rovnaké.

1.4

.....

Pokial o takto upravenej Tavej strane stale vieme dokézaft, Ze je aspon 3, mame tlohu
vyrieSentu. Skisime teda tie menovatele zhora odhadnit tak, aby sa vyrazy zjednodusili.
Zrejme ab < (a® + b?)/2, preto stadi dokdzat nerovnost

(1)

a? + b2 b? + 2 c? +a?
2 2 5 T 53 2 5 T 53 2 2 Z 3.
2¢2 4+ a?+b 202 +b% +¢ 2024+ c%2 +a

T4ato nerovnost sa d4 substitiiciou x = a2, y = b2, z = ¢? zjednodusit. Pozrieme sa vSak

na substiticiu este lepsiu, a to taku, ktora zjednodusi ¢o najviac menovatele. Nech teda
r=2a®+b>+c% y=a®+2b%+ % z = a® + b? + 2¢%, potom nerovnost (1) mé po

uprave tvar
x z z x
(_+y>+ (y+_) +<—+—> =6
Yy x z oy r oz
a je jasné, ze plati (kazda zatvorka je aspon 2).

20 Vsimnime si, Ze z toho vyplyva rovnobeznost priamok PR a [ A.
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Iné rieSenie. (Podla Matisa Benka.). Na lavej strane zadanej nerovnosti je stcet,

a sucty sa dobre zdola odhaduji pomocou AG-nerovnosti. Vyskusame, pretoze citatele
..... 21

Ostéva dokéazat nerovnost
(a® + b*)(b® + ) (? + a?) = (a® 4 be) (b + ca)(c? + ab). (2)
Po roznésobeni dostaneme na kazdej strane osem clenov, nejaké sa vykratia a ostane
a*b? + b2 + ctra? + a®b* + b2t + Pat = atbe + abie + abct + aPb® + b33 + Aad.

Skusime ostatnii nerovnost rozdelit na dve ¢asti a upravit na Stvorce. S¢itanim nerov-
nosti

a®b?(a® + b%) + b2c* (b + ¢*) + c?a®(c® + a®) = a*b*(2ab) + b*c?(2bc) + c*a®(2ca),
a*(b* + c2) + b*(c? 4 a?) + c*(a® + b?) = a*(2bc) + b*(2ca) + ¢*(2ab)

dostaneme, ¢o chceme (nerovnost ekvivalentni s (2)).

Iné riesenie. Cauchyho nerovnost hovori, Ze
(2 +ad+ -+ ap) Y+ o5+ yn) 2 (@ + @y + o aayn)

Preto sa tato nerovnost tiez da pouzit na dolny odhad sti¢tu. NavysSe mame velk volnost
pri volbe ¢isel z; a y;. V nasom pripade skiisime zvolit n = 3 a 23 = (a? + b2)/(c* + ab)
(analogicky x5, x3). Aby sme nedostali vo vyraze x1y; (na pravej strane Cauchyho
nerovnosti) odmocniny, treba zvolit dobré y;, ndm sa hodi y; = /(a? + b%)(c? + ab).
Analogicky zvolime ¥, y3. Oznac¢me si lava stranu zadanej nerovnosti L. Z Cauchyho
nerovnosti pri popisanych volbach dostaneme

L ((a®+b%)(c® + ab) + (b* + ) (a® + bc) + (¢ + a®)(b* + ca)) 2
§(a2+b2+62+02+02+a2)2.

Ostéva dokézat, ze

(@®> + 0% + 0% + 2+ 2 +a?)?

@Rt F Bt @ 1)+ (Er D) tea) =

v

To uz ponechame na citatela, podstatny krok (odstranenie menovatela pomocou Cau-
chyho nerovnosti) sme predviedli.

.....

zmieSané“ Cleny, je mensia. Presnejsie zachytavaji tito ideu Muirheadova nerovnost a nerovnost
usporiadania (v angli¢tine rearrangement inequality). Viac sa o nich mozno dozvediet napriklad na
internete.
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1.5

Najprv si dohodneme znacenie, aby sa nam lepSie pracovalo. Stav kazdej odmerky
(povezdme, Ze su litrové) v lubovolnom okamihu vieme reprezentovat usporiadanou
trojicou kladnych realnych ¢isel (a, b, c), ktoré vyjadruji objemy jednotlivych zloziek.
Pre a, b, c mdme zrejmt podmienky a+b+c < 1 (aby sa to zmestilo do odmerky). Takuto
trojicu mozeme povazovat za trojrozmerny vektor a oznacit si ju jednym pismenkom,
napriklad p. Stav odmeriek ndm teda charakterizuju tri vektory (pre kazdi odmerku
jeden) p1, P2 a ps.

Ako vektormi popiSeme prelievanie? Ak chceme z pj preliat nejaka ¢ast do ps, tak
jednoducho obsah odmerky, teda vektor pj, rozdelime na dve Gasti: A\py a (1 — \)p; pre
nejaké A z intervalu (0,1). Prva ¢ast nechdme v prvej odmerke a druht prelejeme do
druhej. Namiesto trojice pi, pa2, ps budeme mat Ap1, pa + (1 — A)p1, ps. Musime ale
dévat pozor na to, aby sa to do druhej odmerky zmestilo, teda aby stucet jej zloziek bol
aj po preliati nanajvys 1. Este dolezitejsie (ako sa neskor ukaze) je, ze A\ nemoze byt 0,
teda ze nemozeme uplne vyprazdnit Ziadnu odmerku (premyslite si, preco).

Na ¢o nam to celé bolo dobré? Minimalne sa vieme o danom probléme rychlo
a presne vyjadrovat a pracujeme s vektormi, o ktorych uz ¢o to vieme. Kluc¢ovym
krokom je v8imnut si, ako naSe vektory vyzeraji na zaciatku, a ako by vyzerali, keby
sme po nejakom case dostali v nejakej odmerke zmes, v ktorej by sa z kazdej kvapaliny
nachédzalo rovnako vela. Na za¢iatku mame vektory py = (2,0,0), p> = (0,3,0) a 3 =
= (0,0, %), ¢iZze maji smery osi x, y a z. Na konci chceme maft napr. pj = (a, a, a). Potom
Po + pP3 = (% — a,% — a,% — a). Z toho lahko dostaneme (% — a)p1 — aps — aps = 0,
¢o znamena, ze vektory pi, pa, P3 su linearne zavislé?? (lezia v jednej rovine). A toho
sa moZeme chytit. Na zaciatku mame tri linedrne nezéavislé vektory a dokazeme, ze
prelievanim sa z nich nemo6zu stat linearne zavislé vektory.

Dokézeme to sporom. Nech sa po niekolkych krokoch podarilo dostat linedrne zavislé
vektory. To znamena, Ze v nejakom kroku sme mali vektory p1, po, p3, ktoré boli linearne
nezavislé a po preliati (bez ujmy na vSeobecnosti prelievajme z prvej do druhej odmerky)
uz vektory A\pi, pa + (1 — A\)p1, p3 boli linedrne zavislé a teda existuju redlne ¢isla aq,
az, az (nie vsetky nulové), pri¢om

aiA + ag(ﬁg + (1 — )\)ﬁl) + agps = (0, 0, O)
To vsak jednoduchou tupravou prevedieme na
(a1 A+ az(1 — A))p1 + azpa + azpz = (0,0,0).

Ak by ay = a3 = 0, potom a3 A + az(1 — A\) = a1 A # 0 a teda nie vSetky koeficienty pri
vektoroch mozu byt nulové a preto aj vektory pp, po, p3 st linedrne zavislé, ¢o je spor
s predpokladom. Preto sa nemoze stat, Ze by vznikla zmes, kde bude vSetkych zloziek
rovnako vela.

22 Tri vektory @1, g2 a §3 z trojrozmerného priestoru si linearne zavislé, ak existuju redlne ¢isla a1, a2
a a3 (nie vSetky nulové) také, Ze a1q1 + a2g2 +asgds = (0,0,0). Ak nie st linedrne zavislé, hovorime,
ze su linedrne nezavislé.
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Poznamka. Treba si vSimnut, Ze najpodstatnejSie je to, Ze nemdzeme ziadnu odmerku
uplne vypréazdnit. Kvoli tomu vektory ostdvaju linedrne nezavislé a nevieme dosiahnut
ziadany ciel. To, ze odmerky maji obmedzent kapacitu, sme ziadnym inym sposobom
nevyuzivali.

DRUHA SERIA

2.1

Bolo by pekné, keby sme vedeli (pre dané n, m, r) najst nejakit vyznaéni n-ticu
x1,%2,...,%, takd, Ze ak tvrdenie plati pre tito n-ticu, tak zrejme bude platit pre
vSetky. T moézeme hladat tak, aby stcet x1+- - - +x,, zostal nezmeneny a sucet druhych
mocnin bol ¢o najvicési. (Potom ukdZzeme, Ze vyznacna n-tica ma stcet druhych mocnin
zamysliet, ako by nasa n-tica mohla vyzerat. Zamyslime sa nad tym, pre ktoré a € (0, 1)
plati rovnost a = a?. Zjavne len pre a = 0 alebo a = 1, v inych pripadoch plati a > a?.
Preto by bolo uzito¢né, keby sme v nasej n-tici mali m jednotiek, jedno ¢islo rovné r
a ostatné nuly, pretoZe vtedy by v nerovnosti zo zadania nastala rovnost, teda 3 + 23 +
+ -+ 22 < m + r?. Pre tento konkrétny pripad sme to vyriesili, ako ale dostaneme
vSetky ostatné n-tice vyhovujace vztahu x1 + 2o + -+, = m +1r?

V tejto situacii bude vhodné vyuzit slovd Michala Hagaru a pozriet sa na d¢isla
x1,...,x, ako na n krabic, do ktorych sa zmesti najviac 1 (napr. kilo jablk). Nasa
vyznacnd n-tica teda zodpoveda krabiciam, ktoré si vSetky bud uplne plné, alebo tplne
prazdne, az na jednu krabicu, v ktorej je r kil (r € (0, 1)) jablk. Z Tubovolného rozlozenia
jablk v krabici, ktoré méa dokopy m + r kil, sa k tomuto rozloZeniu vieme dostaf
jednoduchym sposobom. Vezmeme nejaké dve krabice. Premiestnime jablkd z TahSej
do fazsej tak, aby bud bola jedna prazdna alebo druhd plna. V redi ¢isel zmenime éisla
z;, ¢j (r; > x;) na x; + ¢, x; — c tak, aby bud z; + ¢ = 1 alebo x; — ¢ = 0. Teraz mozu
nastat dve moznosti: bud sme dvojicu x;, x; nahradili dvojicou 1, z; + x; — 1 alebo
xj+ x;, 0 — podla toho, ktora z tychto novych dvojic vyhovuje zadaniu — teda obe ¢isla
st z intervalu (0,1). (Overte, Ze vzdy aspon jedna dvojica vyhovuje zadaniu.) Tento
postup opakujeme, az kym nedostaneme pozadovany tvar.

Zatial vieme ako sa z Iubovolnej n-tice x1, ... ,z, dostaneme do tvaru
1,...,1,0,...,0,r,

kde ¢islo 1 vystupuje m-krat, ¢islo r raz a ostatné st nuly. Pomo6ze nam to? Nas
postup sa da rozdelit na niekolko krokov, pricom v kazdom kroku menime len dve ¢isla
(v predchadzajicom odseku oznacené x;, x;). V sucte sa zmenia len tieto dva cleny,
celkovy stcet sa vSak nezmeni. Co plati o stéte druhych mocnin? Znova sa zmenia len
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dva ¢leny, plati vSak (z; + ¢)* + (z; — ¢)* 2 27 + 27, pretoze ¢ je kladné a

x; 2 Tj,
2¢(x; —x5) 20,
2¢2 + 2¢(x; — x) 2 0,
x} + 2xic+ 1) — 2wje+ 2 @] + a3,

Z
(zi+c)* + (z; — ) 2 22 + x?

To uz sme skoro na konci, vieme totiz, ze po kazdom kroku nasho postupu sa sicet

.....

druhych mocnin je presne m + r2. Preto nutne musi platit 2% + - -- + 22 < m + r2.

Iné riesenie. Popisme v kratkosti mozny postup pomocou matematickej indukcie.
Prvy krok, overenie platnosti tvrdenia pre n = 1, je jednoduchy. Pripomenme len, ze
treba zvl4st rozobraf pripad z; = 1.

V druhom kroku matematickej indukcie treba dokazat platnost tvrdenia pre n = ng+
+1 za predpokladu, Ze tvrdenie plati pre n = ng. Dokaz sa da rozdelit na dve ¢asti. Bud
plati 1+ - -+ Zpg+1 = m+(r+xny41), alebo z1+- - -+ 2041 = (Mm+1)+(r+xm,41—1).

V prvom pripade nahradime z indukéného predpokladu sadet 22 + - - - + x%o vacsou
hodnotou m + r? (uvedomte si, pre¢o to mozeme spravit) a dostavame

m+r? 4+l o SmAr? 4 2,1+ 20 4,
0= 2rz, 41,
¢o zjavne vyplyva z toho, Ze 7, x,,4+1 € (0,1). V druhom pripade vyuZijeme indukény
predpoklad rovnako, tentokrat vSsak dostavame
m+r+al o SmAl+r’+al 1+ 20T — 28 — 2Tn041,
0= 2+ 2rz, 41— 2r — 2xpy41,
0=2(r —1)(@ne+1 — 1),

¢o znova plati. Tymto modzeme uzavriet dékaz matematickou indukciou.

2.2

a) Upravme zadant rovnicu 322 + x = 4y? + y na ,rozumnejsi“ ekvivalentny tvar

3x2—3y2+x—y:y2,
(x—1y)(Bz + 3y +1) =y

Teraz zoberme prvocislo p, ktoré deli rozdiel x — y. Potom deli aj prava stranu rovnice,
teda p | y2. AvSak y? mozu delif len také prvocisla, ktoré delia aj y. Z toho dostavame,
Ze p | y a potom aj p | x vdaka tomu, Ze p | z —y. Potom ale p nemoze delit 3z + 3y +1,
lebo by muselo delit aj 1.
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Pozrime sa na prava stranu — ak p | y, znamena to, Ze p vystupuje v prvociselnom
rozklade y v nejakej mocnine, povedzme p*. Potom ale bude p vystupovat v prvoéisel-
nom rozklade y? v dvakrat vi¢Sej mocnine, ¢ize p?*. Dostdvame, ze p?* | y? a zaroven
p?**t1 ¥ 2. Z toho uz vyplyva, 7e x — y je druhd mocnina, o chceme dokazat. Totiz
x —y musi byt delitelné p?*, pretoze 3z + 3y + 1 urcite nie je delitelné ani len p. Rovnako
plati, Ze z — y nie je delitelné p2k+1,

Samozrejme, toto nebola jedind mozna tprava. Trochu trikovejsia (ale pre dalsie
pouzitie velmi vhodnd) je iprava na tvar

(z —y)(122 — 12y + 1) = (4y — 3z)%.

Overte sami, Ze je to naozaj ekvivalentné pévodnej rovnici.

Ukazeme este jedno rieSenie prvej Casti, ktoré ndm pomoéze v Casti b). Polozme z =
= x —y, teda x = y + z. To, ¢o potrebujeme dokéazat, je, Ze z je druh& mocnina
prirodzeného ¢isla (premyslite si, preco musi platit z > 0). Dosadme teraz vyjadrenie x
do p6vodnej rovnice:

(y+2)°+@y+2) =4>+y,

z ¢oho po upravach dostavame kvadratickti rovnicu

6z £ /3622 + 4(322
y? —6yz — (322 4+2) =0, teda y= 2V Z2+ (32 +Z):3zj:\/1222+z.

Aby bolo y prirodzené, musi byt vyraz pod odmocninou druhou mocninou prirodzeného
¢isla (ak je z > 0, tak aj 1222 + z > 0). Tento vyraz sa viak dé rozlozif na 1222 +
+ 2z = 2(12z 4+ 1), teda na sa¢in dvoch nesudelitelnych ¢isel. No a podobne ako sme
v prvom riesSeni ukézali, ak méame sti¢in dvoch nestudelitelnych ¢isel, ktory ma byt druhou
mocninou (prirodzeného ¢isla), musia byt oba ¢initele druhymi mocninami. Specidlne
z = x — y je druhou mocninou prirodzeného cisla, ¢o sme chceli.

b) Vyuzijeme to, ¢o sme vyssie ukazali. Ak z = x — y, tak z aj 12z + 1 musia byt
druhé mocniny prirodzenych ¢isel a navySe y = 3z++/2(12z + 1). Kedze y/2(12z + 1) >
> V922 = 3z (vdaka z > 0) a my chceme, aby y bolo prirodzené, vyhovuje iba y =
= 3z++/2(12z + 1). Polozme z = p* a 122+ 1 = ¢2, kde p, g st prirodzené. Dosadenim
z prvého vyjadrenia do druhého dostéavame, Ze musi platit

q® —12p* = 1. (1)

Potrebujeme teraz ukazat, Ze tato rovnica méa nekonecne vela prirodzenych rieseni (p, q).
Ak sa nam to podari, bude existovat nekone¢ne vela vyhovujicich z (z vyjadreni z = p?
a 122 + 1 = ¢?) a nekonec¢ne vela vyhovujtcich y (z vyjadrenia y = 3z + /1222 + 2).
Vdaka vyjadreniu z = 2 —y bude mat potom rovnica zo zadania nekonecne vela rieSeni.

Jedno rieSenie rovnice (1) najdeme lahko, napriklad p = 2 a ¢ = 7, oznacme ho
(p1,q1) = (2,7). Ak mame ukézat, Ze nejaka rovnica mé nekonecéne vela rieseni, hodi
sa nam nejaky predpis, pomocou ktorého vyjadrime dalSie rieSenie z predchadzajiceho.
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Vytvorime tak postupnost rieseni (p,,q,), n = 1,2,... Hladany predpis skisime najst
v tvare
Pnt+1 = A-py+ B-qy,

n=12... (2)
Gnt1 =C -pp +D - qp,

pricom chceme najst koeficienty A, B, C, D. Ak sa ndm to podari, dokézali sme, ¢o
sme chceli.

Kazdé riesenie (p,,q,) mé spliat rovnost (1), preto budeme koeficienty volif tak,
aby platilo ¢2,; — 12p2 ., = ¢2 — 12p2, z ¢oho po dosadeni do (2) a zopar Gpravéich
mame

(Cpn + Dgn)? = 12(Apn, + Ban)® = g — 12p},
(C? — 12A%)p2 + (D* — 12B?)q2 + (2CD — 24AB)pngn = q- — 12p2,

¢o ma platit pre kazdé n. Standardnym porovnanim koeficientov na oboch stranich
dostévame, ze pre A, B, C', D musi platit

C? =12A% — 12,
D? =12B? +1,
CD = 12AB.

Skisme ,tipnif“ nejaké riesenie tejto sustavy. Najmensie prirodzené ¢isla spliiajtce
druhti rovnicu st B = 2, D = 7. Dosadme ich do tretej, dostaneme 7C = 24A.
Najmensie prirodzené rieSenia tejto rovnice si A = 7 a C = 24. Lahko overime, Ze
vyhovujt aj prvej rovnici (24 je naozaj 12 - 72 — 12). Nasli sme teda jedno riesenie

(A,B,C,D) =(7,2,24,7), dosadime ho teraz do (2):

Pn+1 = D + 2qy,

n=12,...
Int1 = 24pn + Tqn,
Mozeme vyskusat zratat prvych par ¢lenov. Dostavame dvojice (2,7), (28,97),
(390, 1351), ... Lahko sa presved¢ime o tom, Ze s to rieSenia rovnice (1). Vygenerujeme
takto nekonec¢ne vela roznych rieSeni, lebo postupnost (p,, ¢,) je evidentne rastuca. To,
Ze su to naozaj rieSenia, je jasné z postupu hladania A, B,C,D a forméalne sa to da
dokazat matematickou indukciou.

Vdaka tomu, ze z = p?, 122+ 1 = ¢® resp. y = 3z + /1222 + z a vdaka rasttcosti p,,
vieme potom generovat aj nekone¢ne vela rieSeni pévodnej rovnice 322 + x = 4y? + y.
Dostavame tak riesenia (x,y) = (30, 26), (5852, 5068) atd.

c) Podme teraz ndjst vSetky rieSenia rovnice (1). V tejto ¢asti si mozeme pomdct

vedomostami o Pellovych rovniciach??. St to rovnice tvaru 22 — my? = 1.

23 Zaujemcom o ich $ttdium odportiéame preéitat si knizku SMM 49 — Retézové zlomky, pripadne si
pozriet http://en.wikipedia.org/wiki/Pell’s_equation.



144 57. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Rovnica (1) je Pellova rovnica, a kedze m nie je druhd mocnina, vieme néjst vsetky
jej rieSenia v tvare

(1 + \/Epl)n —(q1 — \/ﬁpl)n (@1 + \/ﬁpl)n +(q1 — \/Em)n‘

212 ’ 2

Pritom (p1,q1) je jej najmensie prirodzené rieSenie, v nasom pripade (p1,q1) = (2,7).
Vyskusajte si vyratat a overit (p,,¢,) napriklad pre n = 2.

Teraz staci uz len spitne dosadif postupne do vztahov z = p? a y = 3z +1/1222 + 2,
napokon vdaka x = y + z vieme vypocitat x ako 4z + v/1222 + z. Vyjadrime najprv z
ako

(T 2v12)" - (7 2V12)" i C(T+2v12)" — 24 (T-2v1D)"
= 2/12 n 48

pre vSetky prirodzené n. Vyuzili sme pritom, ze (7 4+ 2v/12)(7 — 2y/12) = 49 — 48 = 1.
Vdaka tomu, ¢o sme povedali vyssie, vyhovuju rovnici 322 + x = 4y? + y vietky dvojice
(x,y) prirodzenych ¢isel v tvare (z,y) = (42 + V1222 + 2,32 + V1222 + 2).

Pozndmka. Sposobom ako v ¢asti b) vieme skoro o kazdej rovnici v tvare 22 —my? =
= 1, kde m, k st prirodzené, dokézaf, Ze méa nekonecne vela rieSeni. Nejde to iba
v pripade, Ze m je druha mocnina, povedzme /2. Vtedy vieme rozlozit 22 — [2y? = (z —
— ly)(z + ly). Rozmyslite si, ako by sa takato rovnica riesila dalej.

2

2.3

a) Na zaciatku zopakujme zopar zndmych faktov, ktoré sa pri rieseni tlohy zidu. Nech ¢
je prirodzené ¢islo s prvociselnym rozkladom ¢ = pi'p3* ... pp*, kde p1,... ,pi s rozne
prvocisla a ag, ... , ok st kladné celociselné exponenty. Takyto zapis je jednoznacny az
na poradie ¢initelov a je nim uréeny aj pocet roznych prirodzenych delitelov éisla t.
Kazdy takyto delitel totiz méze vo svojom rozklade obsahovat iba prvocisla py,... , pg
a kazdé z nich nanajvys v takej mocnine, v akej sa vyskytuje v rozklade ¢. Preto ¢t méa
presne (a; + 1)(ag +1)--- (ax + 1) réznych delitelov.

My chceme v oboch pripadoch najst ¢islo s desiatimi delitelmi. Podla predoslého
odseku také ¢islo mdze vzniknit dvomi spdsobmi: bud ako deviata mocnina prvocisla
(teda t = p?) alebo ako stc¢in dvoch réznych prvocisel, jedného v prvej mocnine
a druhého vo stvrtej (teda t = p1p3).

Pozrime sa najprv na prvi tlohu. Chceme néjst prirodzené ¢islo n také, aby ¢islo
n? — 1 (oznaéme ho t) bolo tvaru p{ alebo p;p3. Najprv ukdzeme, Ze také t v tvare p}
neexistuje, takZe tymto smerom neméa zmysel hladat. KedZe n?> — 1 = (n + 1)(n — 1),
museli by byt ¢isla n+ 1 aj n — 1 mocninou p;. Rozdiel tychto ¢isel je 2, ¢ize by muselo
platit p?=* — p¥ = 2 pre k € {0,... ,4}. Upravou dostavame p¥(p?—2F — 1) = 2 a tuto
rovnost zjavne nie je mozné splnit.

Ostéva moznost hladat ¢ v tvare p;p3. Tu budeme tspesnejsi, staci vyskasat zopar
malych prvocisel a hned objavime rieSenie p; =3, po =2an=717.
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b) Chceme najst ¢islo t = n? — 4 tak, aby opif malo tvar p{ alebo p;p3. Tentoraz
t mozno rozlozit na sucin (n — 2)(n + 2) a pre pripad ¢t = p{ rovnakou tivahou ako
v prvej tilohe dostavame rovnicu p¥(p3~ 2k _ 1) = 4 pre k € {0,...,4}. Tejto rovnici
opit nevyhovuje ziadne prvocislo p;.

Zostal uz iba pripad t = p1p3. Kedze (n+2)—(n—2) = 4, pre najvicsi spoloény delitel
tychto dvoch ¢isel musi platit nsd(n + 2,n — 2) € {1,2,4}. Ak by niektoré z ¢isel n — 2
a n+2 bolo delitelné Styrmi, potom by jedno z nich muselo byt delitelné 6smimi a to by
znamenalo, ze prvocislo 2 sa v t nachédza aspon v piatej mocnine. Na druhej strane, ak
by obe tieto ¢isla boli delitelné dvomi, ale $tyrmi nie, prvocislo 2 by sa v ¢t nachédzalo
presne v druhej mocnine, ¢o opéf nevyhovuje. Preto mozeme dve z uvedenych moznosti
vyludit a zostane iba nsd(n +2,n — 2) = 1. Kedze t = p;p3, musi platit, Ze jedno z ¢isel
n+ 2, n — 2 mé hodnotu p; a druhé p3. Ak n — 2 = p;, dostdvame p; = p3 — 4 = (p3 +
+ 2)(p3 — 2), v opa¢nom pripade p; = p3 +4 = (p3 — 2p2 + 2)(p3 + 2p2 + 2) a kedZe
kvoli parite po = 3, v oboch pripadoch sa dostdvame do sporu s predpokladom, Ze p;
je prvocislo. Preto tloha b) nema riesenie.

2.4

RieSenie tejto tlohy sa da poskladat z niekolkych faktov, ktoré tu uvedieme. Na
Citatela nechavame, aby kazdy z tychto faktov dokézal a usporiadal ich tak, aby vzniklo
kompletné riesenie tlohy (nie je nutné vyuzit vsetky fakty).

Nech bod P lezi na priamke CyAg tak, aby priamka PI bola rovnobezna s AC.

1. Body Cj a Ag st stredmi oblukov AB a CB.
2. Kruznica opisana trojuholniku CyApl méa rovnaky polomer ako kruznica opi-
sand trojuholniku ABC' a dotyka sa priamky PI. (Ddkaz cez uhly.)
3. Priamka PB je doty¢nicou kruznice opisanej trojuholniku ABC.
4. Trojuholnik PBI je rovnoramenny.
Oznacme K a L priese¢niky priamky PI s kruznicou opisanou trojuholniku ABC'. Nech
M a N st priese¢niky kruznice opisanej trojuholniku CyAgl s priamkou C7 A;.
5. Stvoruholnik KLMN je tetivovy. (Dokaz cez mocnost bodu P k vhodnym
kruZniciam.)
6. Bod P je ma rovnakt mocnost ku kruzniciam opisanym trojuholnikom ABC),
CoAol a KLM, inak povedané, je spolo¢nym priesecnikom chordal.

Pozndmka. Uloha sa da riesit aj bez pouzitia mocnosti bodu ku kruznici.

2.5

(Podla Michala Hagaru.) Ulohu budeme riesif v dvoch krokoch. Najprv popiseme
postup, ako priradime farby dostickam pre Iubovolné rozloZenie, a potom dokaZeme,
ze to ofarbenie vyhovuje stanovenym podmienkam.

Ozna¢me farby ¢éslami 0, 1 a 2. Na Sachovnici oéislujme riadky aj stipce zaradom od
1 po 3000, teda IubovoIné poli¢ko Sachovnice vieme popisat ako usporiadani dvojicu
(a,b) (1 < a,b <3000, aje ¢islo riadku, b je &islo stipca). Teraz popiseme, ako priradime
farbu lubovolnej dosticke. St dva typy dosticiek, horizontalne a vertikédlne. Horizontalna
pokryva dve policka (a,b) a (a,b+ 1) a zafarbime ju farbou, ktora dostane ako zvysok
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¢isla @ + b po deleni troma. Vertikalnu dosticku pokryvajucu (a,b) a (a + 1,b) tiez
zafarbime farbou, ktora je zvyskom a + b po deleni troma. Toto farbenie si vieme
predstavit aj nasledovne. Najprv ofarbime samotné policka Sachovnice tak, ze policku
(a,b) priradime farbu uréent zvyskom a + b po deleni troma. Potom kazda dominova
dosticka dostane taka farbu, akG zakryva jej éast, ktord ma mensi stcet stradnic, teda
je ,,viac vlavo* alebo ,viac hore“ ako ta druha.

Teraz potrebujeme overit dve veci. To, Ze kazd4 dosticka susedi s najviac dvoma
kockami takej farby ako ona sama, mozno overit lahko. Sta¢i na to jeden obrazok, kde
uvidime, ze ak si tam nejakt doSticku umiestnime, tak sa jej naozaj moézu dotykat
najviac dve rovnakej farby ako ona. Posledné, ¢o musime overit, je, ze kazda farbu
sme pouzili rovnako vela krat. Ozna¢me pg, p1 a pa poc¢ty dosticiek jednotlivych farieb.
Kedze kazda dosticka farby i € {0, 1,2} zakryje policka farby ¢ a i+1 (farba 3 je totozna
s farbou 0), vieme, Ze pg + p2 vyjadruje, kolko poli¢ok farby nula zakryja dokopy vSetky
dosticky, atd. Na Sachovnici je z kazdej farby rovnako vela policok. Preto musi platit

Po + P2 = p1+Ppo =p2+P1,

30002

Po+p1+p2 = 5

Riesenim tejto stistavy je po = p1 = p2 = 30002/6, a tym je tloha vyriesen4.

Iné riesenie. (Podla Miroslava Majercika.) Druhé rieSenie, mozno este jednoduchsie
ako prvé, vyuziva iné ofarbenie. Ofarbime sachovnicu nasledovne: Policku so stradni-
cami (a, b) priradime farbu uréent zvyskom ¢isla a po deleni troma, ak a+b je parne. Ak
je a + b neparne, dané policko nechame nezafarbené. Rozmiestnené dosticky ofarbime
podla toho, ak ma farbu policko, ktoré zakryvaja (kazda zakryva prave jedno ofarbené
a jedno neofarbené). Sami dokazte, ze toto ofarbenie vyhovuje zadaniu.

TRETIA SERIA

3.1

Pred samotnym rieSenim treba spomenit, Ze uhol medzi iseckou a priamkou sa meria
presne ako medzi priamkou (na ktorej lezi ta tisecka) a priamkou — a to je vzdy ten
mensi z nich.

Ked nakreslime zopar obrazkov, zistime, Ze mame vela moznosti, ako mozu byt body
A a B usporiadané. Pre rozne takéto usporiadania vyjde zrejme aj iny pocet rieseni,
preto si ich skiisime vhodne kategorizovat. Vyborné rozdelenie je takéto: vzniknuté uhly
bud maju prienik, alebo nemaji. Uvazujeme prienik okrem spolo¢ného bodu M — ten
vZdy musia mat.

Tie, ¢o nemaju prienik, maju spolocéni vlastnost, ze bod M sa nachiddza medzi
kolmymi priemetmi bodov A a B na priamku p. (Tieto priemety nazvime Ay a By.)
Druhé kategéria rieseni mé bod M na priamke p bud vpravo, alebo nalavo od bodov
AO a BO.
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Pozrime sa najprv na prva kategoriu rieseni a nakreslime nejaky obrazok, pre ktory
sa da najst nejaky bod M vyhovujici zadaniu. Co tam vidime? Ked ho nakreslime
spravne (aj s bodom A’ osovo simernym s bodom A) tak vidime, Ze priamka BM je osou
uhla zovretého medzi tseckou A’ M a priamkou p. To znamend, Ze kolmicou z bodu A’
na tuto os uhla dostaneme na priamke p bod C, ktory je velmi dolezity. Trojuholnik
A'CM je totiz rovnoramenny, ba navySe aj trojuholnik A’C'B je rovnoramenny —
oba su zostrojené nad zékladiiou A’C. Toto je fakt, ktory ndm umozni zostrojit M
—néjdeme A’, ndjdeme C, ndjdeme stred A’C' a tento stred spojime s B. Tato spojnica
pretne priamku p v bode M. A teraz sa pozrime na ,haciky“: jeden je v najdeni
bodu C. Tie totiz mozu byt dva, pretoze C hladdme ako priese¢nik kruznice z bodu
B s polomerom BA’. ZvySok postupu je tplne jednoznac¢ny, teoreticky nam teda vyjda
dva body M. Trik je v tom, ze ked pouzijeme ,sedliacky* rozum, tak zistime, Ze moze
vyjst maximalne jeden bod M v tejto kategdrii (t.j. medzi bodmi Ay, Bp). Ak mame
totiz nejaky bod M vyhovujtici podmienkam zadania a pohneme s nim na priamke
smerom k bodu Ay, tak uhol s AM stupa a uhol s BM klesa a teda nemoéze znova
nastat situécia, ze uhol p s AM bude dvojnasobok toho druhého. Druhy hacik je v tom,
ze sme zacali obrazkom, kde M existoval a teda nasli sme len nutni podmienku pre
existenciu M. Takyto bod medzi Ag a By vobec nemusi existovat a to z dévodu, ze
bod C vobec nemusi vzniknit, alebo M nevyjde na priamke p medzi Ay a By. V tychto
pripadoch moZzeme konStatovat, Ze je poloha p, A, B nepriazniva a rieSenie neexistuje.

Teraz druhéa kategoria rieSeni. Zasa zacneme obrazkom, kde taky bod M existuje
a pozorujeme. Nemusime ani chodit do opac¢nej polroviny, ktord obsahuje body A,
B, aby sme si vsimli, Ze BM je osou uhla medzi p a AM. (Je tu istd analdgia
s predchadzajicou kategériou.) Kolmica z bodu A na tato os uhla pretne priamku
v bode, ktory oznac¢ime opédt C. Trojuholnik ACM je rovnoramenny a taktiez je
rovnoramenny aj trojuholnik AC'B. Bod C' vieme teda zostrojit ako priese¢nik kruznice
z B s priemerom AB a priamky p. Potom najdeme stred tsecky AC' a ten spojime s B.
Téato priamka pretne p v bode M. Ostéava previest diskusiu. Zacali sme obrézkom,
kde bod M existoval a potom sme zddvodnili, ako sa dé najst. Nasli sme teda nutna
podmienku jeho existencie a teda tento postup nemusi vzdy urcit bod, ktory vyhovuje.
Tymto postupom vSak vyjdi maximéalne dva body, ktoré st kandidatmi na M — podla
poctu priese¢nikov kruznice s priamkou. Ak aj vyjda dva prieseéniky, tak nejaky M
moze stale spadnit medzi Ag a By, ¢im uZ nespada do tejto kategdrie a preto ho
nemozme prijat do ,kosika“ s rieSeniami tejto tlohy. V tejto kategdrii vSak dve rieSenia
vyjst mozu — vhodny obréazok iste za chvilu néjdete.

3.2

Mame najst vietky také funkcie f:R — R, ktoré pre fubovolné redlne é&isla x, y splhaji

F@®) + f(y°) = 2 f(2) + yf (y)- (1)

Vysktusajme za x a y dosadit nejaké konkrétne ¢isla, najlepsie nejaké jednoduché, ako
0, 1, —1. Ak dosadime = = y = 0, zistujeme, ze plati f(0) + f(0) = 0 a teda f(0) = 0.
Dosadenia s 1 a —1 uz presne neurcia ina funkénii hodnotu.
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Dalej skiisme nahradif v nasej rovnici konkrétnym ¢islom len jedno z x, y. Napriklad
ak polozime x = 0, dostavame f(0) + f(y3) = 0+ yf(y?), teda pre kazdé redlne y plati
f(y?) = yf(y?). To vyzera celkom uzito¢ne. Ak dosadime y = 0 a x nechdme Tubovolné,
dostaneme f(2%) = 22 f(x). Co sme o funkcii f zistili? Pre kazda funkciu, ktora spliia
(1), musi pre kazdé redlne = platit

f(@®) = xf(a?) = 2” f(2). (2)

Podmienka f(0) = 0 sa nestratila, vyplyva z prave napisanej rovnice pre x = 0. Uve-
domme si, Ze ak funkcia f spliia (2), potom spliia aj (1). Tym sme ukézali ekvivalenciu
podmienok (1) a (2).

Dalej do (2) dosadime z a —z (x # 0). Dostdvame

v f(2?) = 2% f(2),
—zf((—2)?) = (—2)*f(-2).
Porovnanim tychto rovnic dostaneme f(z) = —f(—=z). To plati pre kazdé x a teda

funkcia f je neparna.

LCahko si mozno vS§imnut, ze zadaniu vyhovuju vSetky funkcie tvaru f(z) = kz, kde
k je Tubovolna redlna konstanta. Existuju vSak aj iné vyhovujice funkcie. Poktsme sa
ich najst.

Podme na to nasledovne. Majme kladné reélne &slo a a nech f(a) = b. Co vsetko
vieme potom zistit o hodnotach f v inych bodoch? Pomocou f(z3) = 22f(x) a f(2?) =
= zf(x) (dosadenim z = a, x = a'/?, & = = a'/?) Tahko vyratame f(a?) = ab,
f(a®) = a?b, f(a'/?) = a=12b a f(a'/3) = a=2/3b. Ked pozname tieto hodnoty, vieme
zistit aj f(a*) = a®b, f(a®) = a®b, f(a'/) = a=5/b,... Teda ak pozname f v bode a
a ¢islo ¢ dostaneme z a len umoctiovanim na 2, 3, 1/2 a 1/3, tak pozname aj hodnotu
f v bode c. Presnejsie, chceme dokézat, ze z f(a) = b vieme zistit hodnotu vo vSetkych
bodoch tvaru a? 3", kde m, n su celé ¢isla. Dokonca sa zd4, ze plati f(a2m3n) =
= ba?"3"~1. Ako to formélne dokazeme? Skiisme indukciu vzhladom na |m| + |n|. Pre
|m| + |n| = 0, teda m = n = 0, je to zrejmé. Majme prirodzené k také, Ze pre vSetky
dvojice celych m a n, pre ktoré |m| + |n| < k, plati f(a®"3") = ba®?"3" 1. Nech m a n
st celé ¢isla, pricom |m| + |n| = k. Rozoberieme tri pripady. Najprv nech m je kladné.
Potom vyuZitim (2) pre z = a2 3" dostdvame

a2m713nf((a2m713n) ) ( 2m713n)2f(a2m713n)’
f(azmgn) azm 13nb om— 13n 1

f( 2m3") ba 2m3"—1

b

pri¢om sme vyuzili indukény predpoklad pre m — 1l an (jm— 1|+ |n| =k —1 < k).
Ak je m zaporné, postupujeme rovnako, ale dosadzujeme x = a2""'3" . Zostava pripad
m = 0, ¢ize |n| = k. Tu nae tvrdenie dokaZeme vyuzitim f(z3) = 22 f(z) (a indukéného
3n—1 3n+1

predpokladu) pre z = a akn=kax=a

dokondili.

ak n = —k. Tym sme dbékaz indukciou
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Zhrrime to. Podarilo sa nam dokéazat, Ze pre lubovolné celé ¢isla m a n plati

maon meon b mamn
Fa®™3") = pa2"3" -1 = 22",
a
Z nepérnosti dalej dostavame
maon maon b maon
f(—a2 3 )Z—bCLQ 3"-1 _ _(_a2 3 )
a

Teda akondhle uré¢ime hodnotu f v bode a (f(a) = b), uré¢ime aj hodnoty v mnoZine
M, = {£]a|*"3" : m,n € Z}. (Rozmyslite si, Ze to plati pre kladné, zdporné aj nulové
a.) Na mnozine M, sa f musi spravat linedrne, teda pre x € M, plati f(x) = xb/a.
KTtcom k tplnému rieseniu je uvedomit si, ze ziadne iné hodnoty uz predpoklad f(a) =
= b neovplyvni. Ukazeme, Ze mnoziny tvaru M, tvoria rozklad mnoziny realnych cisel,
Cize ak s, t st dve redlne ¢isla, tak mnoziny M, a M; st bud disjunktné, alebo totozné.
Dokaz je dost technicky, staci si uvedomit, ze ak nejaké realne ¢islo z patri do oboch
mnozin, tak potom M, = M, a M, = M;.

Teraz pre kazdt mnozinu M, uréime linedrny koeficient k, taky, ze f(x) = kq,x pre
x € M,. Musime to spravit tak, ze ak M, = M,, tak k, = kp. Tym sme urcili f vo
v8etkych bodoch ako f(x) = k,z. RieSenie (1) ¢i (2) musi mat takyto tvar. Ukdzeme, Ze
to sta¢i. S takto definovanou funkciou mame f(z3) = kysa3, vf(2?) = ke a 22 f(z) =
= k,23. Tieto tri hodnoty sa vSak rovnaji, lebo lahko ukizeme, ze M, = M,> = M,s,
z ¢oho uz vyplyva k,s = k2 = k,. Nasli sme vSetky vyhovujuce funkcie a pokusili sa
podat ich ¢o najpresnejsiu charakterizaciu.

3.3

Uvodné idea byva pekne pravidelne §tvorec nakrajat deviatimi vodorovnymi a deviatimi
zvislymi rezmi. Podavana porcia takto ¢ini sto kusov po 0,01. Miskove tvrdenie asi tesne
neplati.

Spomenme najprv vhodné postrehy. VSimnime si, ze tsecky neleziace na uz nakresle-
nej uzavretej ¢iare (,konceky*) st zbytocné. Takze preformulujeme zadanie na ,,. . . sicet
dlzok najviac 18“ a predpokladdme, Ze uz sme z porcii vyhadzali konceky. Celé sa to roz-
padne na n pravouholnikov. Oznac¢me S; ich obsahy a O; ich obvody. Predpokladajme,
ze S; < 0,01, alebo ekvivalentne 10S; < /.S;. Dizka tseciek, ktoré ostali, je v obvodoch
zaratand dvakrat (z kazdej strany) plus obvod celého $tvorca (z jednej strany). Preto
o1 O; < 40. Okrem toho > | S; = 1.

Toto by uz malo evokovat zndmu viizbu medzi obsahom a obvodom: Zo vSetkych
pravouholnikov s danym obsahom mé najmensi obvod Stvorec (ziskame tym nerovnost
4+/S; < O;). Presvedéte sa, Ze je to ekvivalentné s tvrdenim: Zo vsetkjch pravouholni-
kov s danym obvodom m4 najvécsi obsah stvorec.

Ked uz mame predstavu, ¢o urobime, dohodnime sa, Ze konvexnym obalom ttvaru S
nazveme najmensi konvexny ttvar C(S), ktory obsahuje S. (Akoby ste okolo S navliekli
gumicku.)

V retazi dokazu chyba len kltic¢ové ohnivko — maximélnost obsahu Stvorca. Najprv
ukézme, ze taky pravouholnik P musi byt konvexny. Urobime to algoritmom, ktory
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.....

je to mnohouholnik a jeho vrcholy st aj vrcholmi P. Ak by kazda dvojica susednych
vrcholov C'(P) bola susednou v P, oba ttvary by boli identické. My ale predpokladame,
Ze P je nekonvexny. Preto existuju susedia X, Y v C(P) nesusediaci v P. Tirozdelia Op
na ,obvodové“ vyseky XY a Y X. Hladany algoritmus znie napriklad takto: Vysek XY
ponechat a vysek Y X otocit stredovo simerne podla stredu tsecky XY. Obvod sa
zachova a pretoZe stredova simernost nemeni neorientovany smer priamky, dostavame
pravouholnik. Pritom jeho obvod sa nikde nekrizi (vyseky sa sami o sebe nekrizili ani
predtym. Pokial by sa pretli navzajom, musel by priese¢nik lezat na priamke XY, z ¢oho
v jednej polrovine ohrani¢enej priamkou XY a rozkladéa sa aj v opacnej (vrcholy X,
Y v P nesusedili). Maximéalny obsah m4 teda obdlznik alebo §tvorec. Majme $tvorec
s obvodom 4a. Lubovolny obdlznik s rovnakym obvodom mé strany a — ¢ a a+ ¢, takze
obsah je len a? — ¢? < a?. Teraz uz len ddme nerovnosti dokopy:

40-1=) 4-105; <) 48 =) 0; < 40.
=1 =1 =1
Teda 40 < 40, mame spor.

3.4

Najskor trosku zjednodusme oznacenie a polozme ¢(m) = ¢(m,m). Skiseny riesitel
v tomto rozozné vyznamniu Eulerovu funkciu. Pre naSe potreby vSak jej znalost nie je
nevyhnutné a Gplne ndm vystac¢i jej nasledovnd vlastnost.

(1): Ak m je delitelné prvocislom p, tak ¢(m) =< m — m/p, priCom rovnost nastava
prave vtedy, ked m je mocninou p.

Dokaz tohto tvrdenia je celkom jednoduchy. Uvazujme lubovolné prirodzené ¢islo m
delitelné prvocislom p. Nech P = {p,2p,3p,... ,m}, ¢iZe mnozina prirodzenych ¢isel
mensich alebo rovnych m delitelnych p. VSetky tieto ¢isla st sudelifelné s m, preto
o(m) £ m — |P| = m — m/p. Ak m je mocninou p, tak P obsahuje vSetky ¢isla
sudelitelné s m, a preto v (1) nastdva rovnost. Naopak, ak m je delitelné nejakym
prvocislom ¢ réznym od p, tak ¢ je sudelitelné s m a ¢ ¢ P, teda nerovnost v (1) je
ostra.

Teraz sa uz pustime do rieSenia samotného problému. Neformalne vyjadruje
©(n, m)/n akusi hustotu ¢isel nesidelitelnych s m v rozmedzi 1,... ,n. Ak chceme tato
hodnotu minimalizovat, mali by sme zobraf ¢o najviac ¢isel stidelitelnych s m a useknuft
to za poslednym z nich. Takisto je jasné, Ze rozmiestnenie ¢isel nesudelitelnych s m sa
opakuje s periédou m, preto sa staci zamerat na n < m. Skisme teda zobrat napriklad
najvicsie n < m sudelitelné s m a uvidime, ¢i ndm to nie¢o da. Teda n = m — p, kde
p je najmensie prvocislo deliace m. (Uvazujme teraz len zlozené m.) Potom ¢(n,m) =
= ¢(m)—p+1, pretoze vSetky ¢isla medzi n a m st podla predpokladu s m nestdelitelné.
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Pozadujeme
p(n,m) o p(m,m)
n - m
p(m) —p+1_ p(m)
m—op m
m(g(m) —p+1) 2 (m —p)p(m),
pp(m) = mp —

m?
p(m) =2m — s
p
Porovnanim tohto vysledku s (1) moZeme usudit, Ze m musi byt mocninou p. Naopak,
ak p je prvodislo a m = p®, tak cisla sudelitelné s m st prave tie, ktoré su delitelné p,
a tych je v rozmedzi 1,... ,n presne |n/p|. Preto ¢(n,m) =n — |n/p|. Mame
n n

pm) _n=13l n—f m-%  pm)

n n - n m m
Zistili sme, Ze rieSenim sa vsetky m, ktoré st mocninami prvocisel.

Pozndamka. Pre Eulerovu funkciu ¢ plati

wmzmﬁﬁfi)

kde m = Hle p;" je kanonicky rozklad m na prvocisla. Vlastnost (1) odtial vyplyva
automaticky.

3.5

a) Tvar ¢lenov zadanej nerovnosti uz na prvy pohlad pripomina rozvoj vyrazov tvaru
(i +x;41)?, preto nie je problém upravit pre p = 1 nerovnost ekvivalentnymi tipravami
na sucet stvorcov:

2, 2 2
i +as++xi 2T+ F Tp_1Zn,

a3} — 2122 + 45 — Taxz + - — Ty Ty + 7) 2 0,
90_% (z1 —902)2 (22 —903)2 bt (Tn—1 —xn)z ﬁ >0
2 2 2 2 2

Teda pre p = 1 je nerovnost vzdy splnena. Otéazka vSak je, ¢i by nemohlo existovat aj
nejaké viicsie p, ktoré by malo tato vlastnost. Odpoved je, Ze nemohlo, a dokdzeme to
sporom. Nech p = 1+ d, kde d je kladné redlne ¢islo. Dosadme do nerovnosti za vSetky
x; hodnotu 1:

l‘%—F%%‘f—“"}‘qu@i 1—|—d)(:c1:c2+x2:c3—l—-~+$n—1xn),
n-1214+d)((n—-1)-1),
1> d(n—1),
1
19>
atE"
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Kedze n modze byt Tubovolne velké, posledné nerovnost urcite nebude vzdy splnené, ¢o
je spor.
b) Najskor vyrieSme Specidlny pripad n = 1, pre ktory ma zadana nerovnost tvar

z3 2 p-0.

Toto zrejme plati pre Tubovolné p, preto najviicésie mozné p neexistuje.

Dalej uz sta¢i uvazovat len pevne dané n = 2. Ak si pozorne precitame dokaz casti a)
tejto tlohy, uréite si viimneme, 7e na lavej strane ostal nevyuZity vyraz x3/2 + z2 /2.
Pomocou neho by sa ndm mohlo podarit upravit nerovnost na sucet Stvorcov aj pre
niektoré p > 1, v idedlnom pripade na tvar

(@121 — b122)? 4 (ag2e — bow3)* + -+ + (ap_17p_1 — bp_12,)* 2 0.

To sa samozrejme nedé vzdy, my sa vSak pokusime zistit, ¢i to pre nejaké p > 1 predsa
len nepdjde. Kedze tento tvar chceme dostat Gpravou pdvodnej nerovnosti, ziskame
roznasobenim vztahy

2a;b; =D bzz + a12+1 = 15 a% = 15 b121—1 =1

Vyjadrime teraz b; pomocou a; a a;+; rekurentne pomocou predchadzajucich a;:

p
b, = ,
! 2ai
2
2 2 b
ajyp =1-0; :1—@,
K3
2a3,, _ 2 p
p p 2d%
2 1
Citl = — — —,
b G
1 n 2
J— C; = —,
cs 1+1 D

V predposlednom kroku sme zaviedli substitiiciu 2a? /p = ¢;. Ak este dodefinujeme a? =

= 1-b2_, a pomocou neho aj ¢,, dostdvame z a? = 1 a b2_; = 1 pociatoéné a koncové
podmienky ¢; = 2/p a ¢, = 0. Pomocou najdeného rekurentného vztahu by sme teraz uz
mali byt schopni vyjadrit ¢,, pomocou c¢; a z toho, Ze ¢, pozname, vyratat p. Nebude to
vSak vobec také lahké, pretoze nasa rekurencia ma sice jednoduchy, ale dost neprijemny
tvar. Ovela lepSie by sa rieSilo nieco, kde by sa nezndme nachadzali len v citateli
a najlepsie vSetky len ako linearne ¢leny. To sa da dosiahnut dalSou substittuciou:

1 n 2
J— C; = -,
Ci i p
2¢;
1+ cicipn = —,
p
27Ti
Tit1 — +mi-1 =0,



KORESPONDENCNY SEMINAR SK MO, RIESENIA 153

k Y S e . D e
kde 7, = [[,_; ¢; a Specidlne my = 1. Na rieSenie takejto linedrnej rekurencie uz existuje
zndmy postup, staci najst korene A\, Ay polynému z? — ]%x + 1 a rieSenim rekurencie
potom bude kazdy vyraz tvaru m, = a\} + BA5:

Mop=—F " —— 4, /=1

Ak vezmeme do uvahy, Ze pozndme hodnoty 7y = 1 a m; = 2/p, vieme jednoznacne
urcit aj koeficienty «, 8. KedZe nas zaujimaja hlavne p > 1, mozeme si hned vSimnuf,

.....

je skor to, Ze aby sme nasli ¢,,, budeme musiet vypocitat A\ a \j, ¢o bude v tom tvare,
v akom méame A; 2 vyjadrené, dost nepraktické. Tu prichadza uzito¢ny trik, ktory sa
¢asto pouziva aj v inych tlohach. VSimnime si, ze 1/p € (0,1) a ze pod odmocninou
by sme dostali Stvorec, ak by sme pouzili vhodni goniometricka substiticiu. Zvolme
¢ € (0, 3m) takeé, ze cosp = 1/p:

A2 =cosp =t /cos?p —1=cosptising.

Takto vyjadrené Ao vieme Tahko umociiovat pomocou Moivreovho vzorca (cos¢ =+
+isin)™ = cos(ny) £ isin(np). Z rovnosti

T = a)\(l) + 6>\(2)7
T = A} + B

uz vieme priamociaro dopocitat « a § a dostavame pre 7 vyjadrenie

T = MY T 1C08P _ ZCOsso(cosc,o + i sin )~ + SRy TICRY + ZCOSSO(cosc,o — isin )",
2sin ¢ 2sin ¢
_ (singp —icosp)(cos(ky) + isin(ky)) + (sin ¢ + i cos @) (cos(kp) — isin(kyp))
k= 2sinp ’
_ 2sinpcos(ky) + 2sin(kyp) cos ¢
k= 2sinp ’
sin((k + 1))
Tk = ——
sin
Tk sin((k + 1))
Ck' = = " .
Thk—1 sin(ky)

V ramci skasky spravnosti by sme mali skontrolovat, ¢i sme nikde nedelili nulou — musi
platit sin(ky) # 0 pre vsetky k € {1,2,... ,n}. Na zaver néas zaujima, kedy ¢, = 0. To
je préave vtedy, ked sin((n+1)p) = 0, z ¢oho uz mame jednoznacne uréené ¢ = 7/(n+1)
ap=1/cos(m/(n+1)).

Dokézali sme teda, ze pre p = 1/cos(w/(n + 1)) mdzeme ¢Eleny nerovnosti dat na
jednu stranu a upravif ich na stcet Stvorcov, teda nerovnost bude splnené. Je to vSak
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uz najvicsie mozné také p? Dokazeme to opéf sporom. Nech p = 1/ cos(w/(n+ 1)) +d,
kde d > 0. Nerovnost mozeme upravit na tvar

(alxl — b1$2)2 + (CLQ%Q — bQ.’L’3)2 +- (an—lxn—l — bn_ll’n)z z d(&?lxz +- xn_lxn).

Polozme z1 = 1 a x;41 = a;x;/b; pre ostatné ¢leny. Lava strana tak bude nulova
a kedze a;, b; st vSetky kladné, tak aj x; buda kladné a teda prava strana nerovnosti
bude kladné. Nerovnost nie je splnena, ¢o je spor.

STVRTA SERIA

4.1

(Podla Hany Sormovej.) Vezmime trojuholnik BC'D, v ktorom zo zadania pozname
|ABDC| = 36° a |[{CBD| = 18°. Opiseme tomuto trojuholniku kruZznicu, jej stred
ozna¢ime S. Z vety o obvodovom a stredovom uhle vyplyva (obr.62), ze |[{BSC| =
= 2|4{BDC| = 72° a |£CSD| = 2|£CBD| = 36°. (St to stredové uhly prislachajice

tetivam BC a CD.)
S
AN
D
e
18°

B C
Obr. 62

Vsimnime si, ze podla zadania plati |{BSC| = |{BAC| aj |{CSD| = |{CAD,|.
Je to prinajmensom podozrivé, skisime dokézat, ze body S a A su totoZné. Kedze
je stvoruholnik ABCD konvexny, body A, D, S lezia v tej istej polrovine urcenej
priamkou BC'. Podobne body A, B, S lezia v tej istej polrovine vzhladom na CD.
Skonstruujme teraz znamym spésobom

e mnozinu bodov, z ktorych vidno tisecku BC' pod uhlom 72°,

e mnozinu bodov, z ktorych vidno tsecku C'D pod uhlom 36°,
pricom skonstruujeme iba tie ¢asti mnozin, ktoré lezia v spominanych polrovinach. (Tie
druhé osovo stimerné ¢asti by boli zbyto¢né.) Kolko je takych bodov, Ze lezia na oboch
skonstruovanych oblikoch? Zrejme st najviac dva a jeden z nich je bod C. Ale na oboch
obltkoch musia lezat aj body A a S, z ¢oho dostavame, Ze st naozaj totozné.
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Obr. 63

Inak povedané, bod A je stredom kruZnice opisanej trojuholniku BC'D (obr.63).
Vdaka tomu plati |AB| = |AC]|, a preto je trojuholnik ABD rovnoramenny. Dopo¢cita-
nim velkosti uhlov pri zédkladni dostavame

180° — 72° — 36°

|{DBA| = |4BDA| = 5 = 36°.

Teraz uz v trojuholniku APD pozname velkosti vSetkych uhlov az na hladany uhol
APD, ktorého velkost dopoc¢itame ako 180° — |[{BDA| — |£CAD| = 180° — 36° —
— 72° = 108°. Este mozeme pre istotu skusit dopocitat velkosti ostatnych uhlov
v Stvoruholniku, aby bolo jasné, ¢i takyto Stvoruholnik ABC D vobec existuje.

4.2

Zrejme nezalezi na tom, akymi cislami oc¢islujeme body na kruznici, dolezita je len ich
parita. Taktiez nezalezi na presnej polohe bodov, iba na ich vzajomnom poradi. Ked ich
poposiivame bez narusenia ich poradia, tak to nijako neovplyvni to, ktoré ich spojnice
sa pretinaju. Odteraz preto budeme vzdy predpokladaft, Ze st na kruznici rozmiestnené
rovnomerne.

Na zaciatku hry sa parne a neparne body pravidelne striedaji, jedinou vynimkou st
susedné body 1 a N pre neparne N. Ukézeme, ako tato pravidelnost vyuzit. Zoberme
nejaktl poziciu s padrnym poc¢tom bodov (nie nutne pravidelnt), v ktorej este nie si
ziadne tsecky. Ku kazdému bodu potom vieme jednoznac¢ne priradit jemu protilahly
bod. Povieme, Ze tato pozicia je symetricka, ak kazdé dva protilahlé body maji rovnaka
paritu. Naopak, pozicia je antisymetrickd, ak kazdé dva protilahlé body maji roznu
paritu. Teda zobrazenim bodov v stredovej simernosti cez stred kruznice sa symetricka
pozicia zobrazi sama na seba, zatial ¢o antisymetrické sa zobrazi na sebe opa¢ni poziciu.
Budeme predpokladat, ze fahame prvi, stper ide druhy.

Kazda symetrickd pozicia je vyhravajuca. Staci spojit Tubovolné dva protilahlé body.
Tymto sa hra rozpadne na dve simerné polovice. Odteraz mozeme jednoducho opakovat
po superovi. Kedze 7ziadna dalsia tisecka nemdze pretinat prvi, tak kazdé dva spojené
body budu patrit do tej istej polovice. Ak stper spoji nejaké dva body rovnakej parity
v jednej polovici, my spojime im protilahlé v druhej polovici. (Tieto maju tiez rovnaki
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paritu kvoli symetrii.) Po kazdom naSom kroku bude celkova herna situacia stredovo
simernd, preto ak siper moze urobit tah v jednej polovici, my moZzeme urobit rovnaky
tah v druhej. To znamend, ze takto nemodzeme nikdy prehrat. A kedZe hra skonéi po
konecnom pocte krokov, tak takto urcite vyhrame.

Kazda antisymetrickd pozicia je prehravajica. Tentokrat moze stiper opakovat po
nas. Predpokladajme, Ze na zac¢iatku nasho tahu st doteraz nakreslené tisecky rozmiest-
nené stredovo simerne. Bud neméame ziadny mozny tah a prehravame, alebo mozeme
spojit nejaké dva body A a B. Tieto body uréite nie su protilahlé, lebo kazdé dva
protilahlé body majt podla predpokladu réoznu paritu. To znamena, Ze ich spojnica AB
neprechédza stredom kruznice. Pozrime sa na im protilahlé body A’ a B’. Kedze A a B
mali rovnaki paritu, tak A’ a B’ maju tiez rovnaka paritu. Usecka A’B’ je obrazom
usecky AB v stredovej simernosti cez stred kruznice a AB tymto stredom neprechadza,
preto A’ B’ nepretina AB. Takisto A’ B’ nepretina ziadnu z predoslych tuseciek, lebo ani
AB nepretina Ziadnu z nich a pred nasim tahom bola situédcia stredovo simerna. To
znamena, ze super moze podla pravidiel spojit A’ a B a tym stmernost obnovit. Takto
si zarudi, Ze bude mdct vzdy potiahnut, a vyhra.

Uz sme skoro na konci. Sta¢i si uvedomit, ze pociato¢né pozicie pre N tvaru 4k sa
symetrické a pre N tvaru 4k + 2 antisymetrické. Ostava uz len vySetrit neparne N.

N a N — 2, ktoré st oba neparne. Ziadny z bodov N — 2, N — 1 a N sa uz nebude dat
pouzit, mézeme ich kludne vymazat bez ovplyvnenia budicich fahov. Stiperovi ostani
body 1,2,--- , N — 3, ktoré tvoria prehravajicu poziciu. Vyhrame my.

Pri N = 4k + 3 spojme body 2k +1 a 2k + 3, oba neparne. Podobne ako v predoslom
pripade, body 2k + 1, 2k 4+ 2 a 2k + 3 mo6zeme teraz vymazat bez ovplyvnenia buducich
tahov. Ostava nam 4k bodov, pozor vSak, ich parita sa nestrieda tak ako pre N = 4k.
V skutocnosti je vyslednéd pozicia antisymetrickd, a teda prehravajaca. Opit vyhrame
my.

Zdver. Prvy hrac¢ vyhra prave vtedy, ked N > 1 a N nie je tvaru 4k + 2.

4.3

Najprv ukazeme jeden poucny princip na rieSenie mnohych diofantickych rovnic. Majme
kladné raciondlne ¢islo g, prirodzené ¢islo m a hladdame prirodzené rieSenia rovnice

|
+
|
T
+
|

||

q.

Vseobecny postup je nasledovny. Ak by vSetky zlomky 1/a; pre i € {1,2,...,m} boli
mensie ako q/m, tak rovnost uréite nenastéva. Cize aspoti pre jedno i plati 1/a; = q/m.
Vzhladom na symetrickost rovnice nech i = m. Toto ndm vsak povie, Ze a,, < m/q,

teda a,, € {1,2,...,|m/q]}. To je vsak koneény pocet moznosti a tak vieme rovnicu
riesit nasledovne. Pre kazdé a,, € {1,2,...,|m/q|} vyriesime rovnicu s neznamymi
ai,as,...,0,_1 tvaru

1 1 1 1

e =q— —
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To je opét rovnica tvaru, aky sme mali na zaciatku, ale mé o jednu nezndmu menej. Ked
sme vyberali ¢ = m, mohli sme dokonca povedat, Ze a,, bude najmensie zo vSetkych
¢isel a; a tak pri rieSeni tejto ,,podulohy“ s konkrétnym a,, mozeme predpokladat, ze
a; 2 a,, pre vietky ¢ € {1,2,...,m — 1}. Takto sa tloha bude vetvit, ale v kazdej vetve
casom dojdeme az na rovnicu o jednej neznamej tvaru

Ta ma zrejme riesenie prave vtedy, ak prava strana je prevratena hodnota nejakého
prirodzeného ¢isla, ¢o velmi Tahko skontrolujeme. RieSenia pdvodnej rovnice tvoria
vSetky permutacie rieseni, ktoré tymto algoritmom dostaneme.

Priklad. Nech m =3 a ¢ = %, hladdme prirodzené rieSenia rovnice

1 1 1 3

a as as 2

Nech a3 je najmensie z ¢isel a1, as, ag. Potom moze byt najviac m/q = 2. Rozoberieme
dva pripady:
Nech a3 = 1. Potom rieSime rovnicu

L, 13
2

ai az

| =

Nech ay nie je vicsie ako a;. Potom moze byt najviac 2/ % = 4. Rozoberieme pripady
as = 1,2,3,4 a zistime, kedy vieme doratat prirodzené a,. Vyjde to prave pre as = 3
a ag = 4, ¢im dostaneme riesenia (6,3,1) a (4,4, 1).

Nech a3z = 2. Teraz musi platif a;,as = 2. NavySe as moze byt najviac % = 2, Cize
as = 2 a z toho méame rovno a; = 2, ¢ize aj (2,2,2) je rieSenie.

Vyzbrojeni takymto aparatom sa hravo moézeme pustit do danej tlohy. Skimajme
najprv len také m-tice prirodzenych cisel aq,as,...,a,,, ktorych sucet obratenych
hodnét je 1. Pre konkrétne m je takych m-tic len kone¢ne vela (vyplyva to z postupu,
ktory sme si popisali), takze nerobi problém néjst vSetky pre malé m. Nech teraz mame
Specialne egyptské ¢islo n (dalej len SEC) také, ze n = ay + as + - -+ + a,,. Pouzitim
Cauchyho nerovnosti (alebo nerovnosti medzi harmonickym a aritmetickym priemerom)
dostaneme

1 1 1 9
(a1 +ag+ -+ +am) (—+—+-~-+—) = m®,
a a2 am
¢o po nahradeni prvej zatvorky ¢islom n a druhej jednotkou déva n = m?. Preto ak
preverime napriklad m = 1,2, 3,4, tak uréite dostaneme vsetky SEC do 25 a tie ¢isla
¢o nedostaneme nebudi SEC. Takto zistime, Zze SEC do 25 st

1, 4, 9, 10, 11, 16, 17, 18, 20, 22, 24, 25.

..... v

Vidime, Ze ani také velké é&islo ako 23 nie je SEC. Zd4 sa vsak, ze vsetky viicsie uz
sti. To zac¢ina byt celkom dobry zdklad pre nejaky indukény dokaz, ze vSetky dalsie
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¢isla (pocnic 24) su SEC. Ale ako spravit druhy indukény krok? Majme nejaké SEC
n=ay+as+ -+ a,,. Potom 2n = 2a1 + 2as + - - - + 2a,,, a
1 1 1 1

2, 245 24y 2

Pric¢itanim % k obom strandm dostavame

L + 1 +-- 4+ L +1—1
21 2as 2, 2

Teda 2n + 2 = 2a; + 2as + - - - + 2a,, + 2 je SEC. Analogicky dostaneme pre 2n + 9 =
= 2a7 + 2as + -+ + 2a,, + 3+ 6, zZe

= + ! + + ! + = + L 1
2a1  2as9 2a,, 3 6
Teraz sta¢i, ak ukaZeme, 7Ze ¢&isla 24,25,26,...,56 si SEC a modzeme to pre zvysné

dokézat indukciou. Formélne: Nech 24,25, 26, ...,k st SEC pricom k = 56. Potom ak
k je parne, tak (k —2)/2 = 24 je SEC a teda aj k je SEC. Ak k je neparne, potom
(k—9)/2 = 24 je SEC, teda aj k je SEC.

Tym sme dokonéili obe ¢asti, teda vieme presne ktoré éisla st SEC a ktoré nie.

4.4
Strany trojuholnika A’B’C’ ozna¢me o/, b', ¢ (o’ =a+b/2, 0/ =b+¢/2, =c+a/2).
Dalej nech

a+b+c , d+bv+d 3

= — - = - b .
s 5 s 5 4(a—|— +¢)

Vyjadrime obsahy trojuholnikov ABC a A’B’C’ pomocou Herénovho vzorca. Obsah
trojuholnika ABC je

(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)
S“‘BC:\/ 2 2 2 2

Podobne pre obsah trojuholnika A’B’C’ plati

3 3a+c—b)(3b+a—¢c)(3b+a—c
sA/B@:\/Z(HHc)( D T EEICETED)

Vpisana kruznica trojuholnika ABC rozdeli jeho strany na tseky, ktoré ozna¢me z,
Yy, z. Platia =y + 2, b=x+ z a ¢ = = + y. Pre obsah trojuholnika ABC' dostavame

Sapc = \/(a:+y—|—z)xyz.

Pre obsah trojuholnika A’ B’C’ méme

3x4+y+2) 2+ 2) (22+2x) 2z +y)
Saper = 2 2 2 2
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Chceme dokézat nerovnost

\/3(m+y+z) 2y + 2) (22 + x) 2z + y)
2 2 2 2

Po umocneni a jednoduchych tpravach z nej dostaneme ekvivalentni nerovnost

9
2 JV@+y+2)ayz.

2y +2)(2z2+z)(2x + y) = 2Tzyz.
Stac¢i uz len roznasobit a upravit na
222 + 2yx? + 2x2? + xy?® + y2? + 222 2 xyz.

Toto tvrdenie sa uz da dostat priamo z AG nerovnosti:

2 2 2
2292 + 2ya® + 2222 = 6 (Zy * y.;: Tz ) > 63/ (2y?)(ya?)(22?) = 6ayz,

2 2 2
xy2+yzz+zx2:3($y ru ) > 34/(y?)(370) (z2?) = 3ay-.

Tym sme nerovnost pre trojuholniky dokéazali.

4.5

Ako to uz s funkcionalnymi rovnicami byva ¢asto zvykom, aj tdto ma len trividlne (do-
konca konstantné) riesenia. Dokazat vSak, ze toto st naozaj vSetky, uz také jednoduché
nie je. Ako zacat? Sktsme najprv vySetrit, kedy moze nasa funkcia nadobudat nulové
hodnoty. Tymto sa neskér vyhneme moznym problémom s delenim. Predpokladajme,
ze existuje a € R také, ze f(a) = 0. Dosadenim y = a do zadanej rovnice dostaneme

flx+a)= f(z)f(a)f(zxa) =0 pre vSetky = € R,
z ¢oho ihned usudzujeme, ze f(t) = 0 pre vsetky ¢, ¢o je jedno z rieSeni naSej rovnice.
Odteraz mozeme predpokladat, Ze f nikde nenadobtda hodnotu 0. Teraz prichddza
na rad kltucovy trik v rieSeni, a tym je vyjadrit f(2 + x) dvoma réznymi spdsobmi:
f2+2) =f(1+(1+1’)) =fOfQ+2)f(L+a)=f)fQL+2)* =
= FO(FOF@) (@) = FO)* f(2)",
f2+2)=f@2)f(x)f ( ) fA+1)f(@)f(z+az) =
= (FOLWFW) F@) (f (@) f (@) f(2®) = F1)° f(2)*F(2?).

Porovnanim tychto vyrazov dostdvame f(x) = f(z2) pre vietky x. Z tohto vyplyva, ze
f je nevyhnutne parna funkcia, pretoze f(—x) = f((—x)?) = f(2?) = f(z). Na zaver
polozme y = —x do povodnej rovnice:
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¢ize f je konstantna funkcia. Polahky overime, ze f(z) = c je rieSenim prave vtedy, ked
cje —1, 0 alebo 1.

PIATA SERIA

5.1

Podme skusif najst nejaka funkciu f:N — N, ktord by vyhovovala podmienke zo
zadania. Kedze

f(fln=1)) = f(n+1) = f(n) (1)

pre n = 2 a funkénd hodnota f(f(n — 1)) je vicsia ako nula, dostavame, ze f(n+1) —
— f(n) > 0. Takze pre n = 2 je f rastica, pretoze vtedy plati f(n+ 1) > f(n).

Sktsme teraz zdola odhadnif funkéni hodnotu f(n) pre n = 2 (o f(1) sa nebudeme
starat, pretoze tam neméme zaruenu rastucost f). Zrejme f(2) = 1, pretoze f je
funkcia do prirodzenych ¢isel. Vdaka rastticosti je f(3) vécsie ako f(2) = 1, takze
f(3) 2 2. Induktivne vieme postupovat dalej postupom

f) > fn—1)>->f2)21 = f)Zn-L (2)

Dolny odhad f(n) = n — 1 pre n = 2 by sme mali, skiisme pre zmenu odhadovat
zhora. Vieme, Ze uréite je f(n) > 0. Odtial a z rovnice (1) dostavame, Ze pre k = 2
plati f(f(k —1)) < f(k + 1), pretoze od f(k + 1) od¢itavame kladnd hodnotu f(k).
Teraz mozeme opéit pouzit rasticost funkcie f a ,,vykratit“ predchadzajicu nerovnost
na f(k—1) < k+ 1 (rozmyslite si, pre¢o to tak mozeme urobit). Mame uz aj nejaky
horny odhad, ak navySe zamenime (k — 1) za n, dostdvame f(n) < n + 2 pre vSetky
prirodzené n. To nam spolu s (2) déva

n+2>f(n)z2n-1 pre n = 2.

Ked sme uz rozbehnuti v odhadovani, odhadneme este rozdiel f(n+1) — f(n) zhora
pre n 2 2. Z horného odhadu pre f(n + 1) a z dolného odhadu pre f(n) mame

fin+1)—f(n)<(n+3)—(n—1)=4.

Teraz sa uz len sta¢i pozorne pozriet na (1). Pre n = 7 je prava strana mensia ako 4,
kym lavé strana je (podla dolného odhadu pre f(n)) urcite aspon 4, lebo f(f(n—1)) =
2 f(n—=1)—-12(Mn—-2)—1=n—-3=24pren = 7. No a to je spor. Funkcia f:N — N
spliiajiica podmienku zo zadania neexistuje.

5.2

Sta¢i dokazaf, Ze ak bude maf mnohouholnik vSetky strany neparnej dlzky, nebude
sa dat pokryt dominovymi kockami. Uvazujme takyto mnohouholnik a rozdelme ho
na Stvoréeky velkosti 1 x 1. Tie vyfarbime striedavo ¢iernou a bielou farbou tak, aby
ziadne dva hranou susediace Stvoréeky nemali rovnaka farbu. (Rovnako, ako policka
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na Sachovnici.) Aby sa dal mnohouholnik pokryt dominovymi kockami, musi obsahovat
rovnako vela ¢iernych a bielych policok, pretoze kazda dominova kocka umiestnend
rovnobezne s jeho stranami zaberie prave jedno ¢ierne a jedno biele policko. Toto plati
dokonca aj v pripade, ze dominové kocka nebude presne zarovnana s nasou stvorcekovou
sietou, ale posunutd o nejaki necelociselnti vzdialenost — bude sa sice prekryvat s viac
ako dvoma stvorcekmi, ale celkovy obsah prekrytej bielej ¢asti bude rovnaky, ako obsah
prekrytej cCiernej casti, a to presne jedna.

Nagim cielom teraz bude ukéazaf, Ze ¢iernych a bielych poli¢ok nemoze byt rovnako
vela. Pozrime sa bliZsie na vrcholy nasho mnohouholnika. Konvexnymi vrcholmi budeme
nazyvat tie vrcholy, pri ktorych je vnutorny uhol 90°, a nekonvexnymi tie, pri ktorych
je vnutorny uhol mnohouholnika rovny 270°. VSimnime si, ze policka pri konvexnych
vrcholoch st vsetky rovnakej farby — nech je to bez ujmy na vSeobecnosti Cierna —
a pri nekonvexnych vrcholoch st vzdy dve Cierne a jedno biele policko. Je to tak preto,
lebo vsetky strany nasho mnohouholnika st neparnej dlzky, a teda ak aspon jeden
konvexny vrchol ma pri sebe ¢ierne poli¢ko, musia aj susedné vrcholy mat jedno ¢ierne
policko ak st konvexné, resp. dve cierne policka ak st nekonvexné. To isté plati aj
pre vrcholy susediace s tymito susednymi vrcholmi, a tak dalej, az pre vSetky vrcholy
mnohouholnika.

Uvazujme teraz mrezové body vo vnutri a na obvode mnohouholnika. (Mrezové body
st body, kde sa pretinaju vodorovné a zvislé ¢iary sStvorcekovej siete, t.j. vrcholy cier-
nych a bielych Stvoréekov. Napriklad kazdy vrchol mnohouholnika by mal byt zaroven
mrezovym bodom.) Nech v je pocet mreZovych bodov vnitri mnohouholnika, k& pocet
konvexnych vrcholov, n pocet nekonvexnych vrcholov a o pocet ostatnych mrezovych
bodov na obvode mnohouholnika. Kazdy vnatorny mrezovy bod susedi s dvoma bielymi
a dvoma ciernymi Stvorcekmi, konvexny vrchol s jednym c¢iernym a ziadnymi bielymi
stvorcekmi, nekonvexny vrchol s dvoma ¢iernymi a jednym bielym Stvoréekom a ostatné
obvodové mrezové body susedia vzdy s jednym bielym a jednym ciernym stvorcekom.
Pre celkovy pocet Stvorcekov mame

pocet bielych stvorcekov = 2v +n + o,

pocet ¢iernych stvorcekov = 2v + k + 2n + o.

Takymto sposobom sme ale vela Stvoréekov zapoditali viackrat. Kazdy Stvoréek sme
zapocitali presne Styrikrat — raz za kazdy jeho vrchol. Staci horeuvedené pocty vy-
delif $tyrmi a dostaneme spravny vysledok. Ciernych policok bude o (k + n)/4 =
= (pocet vrcholov)/4 viac ako bielych, ¢im je dokaz ukonéeny. Mimochodom, z nasho
vysledku tiez vyplyva, ze pocet vrcholov v pravouhlom mnohouholniku s neparnymi
dlzkami stran je vzdy delitelny Styrmi.

5.3

Ak medzi tymi deviatimi ¢islami existuji dve disjunktné dvojice {a,c} a {b,d} (spolu
Styri rozne ¢isla) také, ze v kazdej dvojici maji obe ¢isla rovnaky zvySok po deleni
dvadsiatimi, tak a +b —c¢ —d = (a — ¢) + (b — d) je delitelné dvadsiatimi. Ak také
dve dvojice neexistuji, znamena to, ze medzi tymi deviatimi ¢islami sa opakuje najviac
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jeden zvySok po deleni dvadsiatimi a opakuje sa najviac trikrat. Teda tych devit ¢isel

obsahuje aspon sedem roznych zvyskov reprezentovanych siedmimi réznymi cislami

z deviifprvkovej mnoziny. Spomedzi tychto sedem ¢isel vieme vybrat (;) = 21 dvojic,

teda podla Dirichletovho principu nejaké dve rézne dvojice {a,b} a {c,d} (tu slovo

,rozne“ znamend {a,b} # {c,d}, ale nemusi platit {a,b} N {c,d} = 0) také, ze a + b

a ¢+ d maju rovnaké zvysky po deleni dvadsiatimi. Ak by tieto dvojice mali neprazdny

prienik, teda bez ujmy na vseobecnosti a = ¢, potom b a d maji nutne rovnaky zvysok

po deleni dvadsiatimi, preto b = d, ¢ize dvojice {a,b} a {c,d} sa rovnaju, ¢o je spor.

Preto musia byt disjunktné: {a,b} N {c,d} = (). Teraz vSak Stvorica a, b, ¢, d déva

rieSenie. Rozobrali sme vSetky moznosti a prvi ¢ast mame za sebou.

Co sa pokazi ak by sme ten isty postup chceli aplikovat na osemprvkovii mnozinu?
Nefungoval by nam Dirichletov princip, lebo (g) = 15 < 20. Tak sktsime n&jst
protipriklad. Budeme mat sedem roznych zvyskov po deleni dvadsiatimi, pricom jeden,
povedzme 0, sa zopakuje trikrat. Zacneme ¢islami 0, 20, 40. Po chvilke hrania sa
a skusSania zvysné ¢isla hravo doplnime, napr. 1, 2, 4, 7 a 12. Na uplné rieSenie vSak
musime ukézat, Ze z mnoziny {0, 20,40, 1,2,4,7,12} naozaj nejde vybrat Stvoricu a, b,
¢, d, aka by sme chceli. Rozoberieme niekolko moznosti:

e Ak by medzi ¢islami a, b, ¢, d boli 0, 20 aj 40, urcite by a + b — ¢ — d nebolo delitelné
dvadsiatimi (prave kvoli tomu Stvrtému ¢islu).

e Ak by dve z éisel a, b, ¢, d boli delitelné dvadsiatimi a dve nie, tak by to znamenalo,
ze bud stcet, alebo rozdiel dvoch roéznych ¢isel z mnoziny {1,2,4,7,12} je delitelny
dvadsiatimi. Rozdiel hned vylu¢ime a dostdvame len sucty 3, 5, 6, 8, 9, 11, 13, 14,
16, 19.

o Ak kazdé z cisel a, b, ¢, d ma rézny zvySok po deleni dvadsiatimi, tak to by
znamenalo, ze dve disjunktné dvojice ¢isel z mnoziny {0,1,2,4, 7,12} maja rovnaky
sucet modulo 20 (tu 0 reprezentuje jedno ¢islo z {0,20,40}). Dvojice ale davaju 15
roznych suctov 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 11, 12, 13, 14, 16, 19.

Rozobrali sme vSetky moznosti a ukdzali sme, Zze pre mnozinu {0, 20,40,1,2,4,7,12}

hladané a, b, ¢, d neexistuju.

5.4

Budeme vyuzivat poznatok, Ze druhé mocniny rasti pomalSie ako tretie mocniny
prirodzenych éisel a preto pre dost velké m budt medzi ¢islami m3 a (m + 1)% aspon
dve druhé mocniny k? a [?, k < I. Ak sa nam toto podari dokézat, potom staci zvolit
a=k? b==Fklac=I% Zrejme

m?<a<b<c<(m+1)3

a abc = (kl)3, ¢o sme chceli. Uz len dokazat, Ze pre dost velké m existuju dve rozne
druhé mocniny medzi m3 a (m + 1)3. Na to nam staci ukazat, Ze rozdiel odmocnin

.....

(m+1)%2 —m3/2 > 2.



KORESPONDENCNY SEMINAR SK MO, RIESENIA 163

Pre m 2 5 to dokdZzeme odhadom
(m+1)%2 —m32 = (m+ 1)vVm+ 1 —mym = (m + 1)v/m — my/m = vVm > 2.
Z toho vieme, Ze pre m = 5 existuji dve rézne prirodzené ¢isla k, [ také, ze
m?? <k<l<(m+1)>%% &ze m®<k®<I®><(m+1)>

Tym sme dokazali sme, Ze mozeme zvolit M = 4.

Iné riesenie. Skusime a, b, ¢ vyjadrit ako nejaké jednoduché funkcie premennej m.
Aby sedeli nerovnosti, patrilo by sa, aby to boli nejaké polynémy tretieho stupna
premennej m. Po nejakom skusani Tahko objavime trojicu

a=(m—1)*(m+3),
b= (m—1)m(m +3),
c=m?(m+ 3).
Stéin abe = ((m — 1)m(m + 3))? je tretia mocnina a podmienka m3 < a < b < ¢ <

< (m + 1)3 plati (ako sami urcite zvladnete ukéazat) pre m = 5, teda opat staéi zvolit
M = 4.

5.5

Péty kolmic z bodov F' a E na stranu BC ozna¢me M a L (obr.64). Taktiez budeme
potrebovat prienik priamok AP a AC, ktory ozna¢me ). Chceme dokézat, ze KD je os
uhla FKF. Stac¢i ukazat, ze velkosti |[{BKF| = « a |[{CKFE| = 3 st rovnako velké, ¢o
je ekvivalentné s podmienkou tg o = tg . Teraz bude naSou stratégiou ukazat platnost

A

Obr. 64
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tohto tvrdenia pomocou toho, Ze budeme postupne vyjadrovat inym sposobom vsetko,
¢o budeme vediet vyjadrit, a nakoniec to ne¢akane vyjde. Z trojuholnikov FM K a ELK

mame
_ |FM| _ |EL|
|MEK| KL
Dalej z trojuholnika BFM vieme vyjadrit |FM| = |BF|sin|£ ABC|. Podobne z troj-
uholnika ELC dostaneme |EL| = |EC|sin|£ACB].

KedZe body K, L a M st kolmé priemety bodov D, E a F', tak medzi nimi ostali
zachované pomery vzdialenosti, teda

tg tg O

|[KM|  |FD|
|\KL| — |DE|

Takze zatial sme zistili,Ze

tga  |BF|sin|{ABC| |DE| (1)
tg8 |EC|sin|{ACB| |FD|

Z Cevovej vety vieme o tisekoch BQ, QC, EC, EA, AF a BF, 7e st v pomeroch
BQ| _z [CE| = |AF| _y

QCl =y [AB| " = [BF| o

Potom pre dizky tseciek BF a EC mame vyjadrenia

|BF| x x
GBS T 1BFl= 4Bl
|EC| x x

= = |EC|= AC.
|AC| x4+ 2 [EC] :1:+z| |

Po dosadeni do vztahu (1) dostaneme

tana  z+z |AB|sin|{ABC| |DE)| @)
tan3 x+y |AC|sin|£ACB| |FD|

Zo vztahov pre obsah trojuholnika ABC' vidime, ze |AC| - |BC| - sin|{ACB| = |AB| -
- |BC| - sin |{ABCY, preto sa vztah (2) zjednodusi na

tana  x+2z |DE|
tan3 ax+y |FD|

(3)

Toto vyzera ovela jednoduchsie ako na zac¢iatku. Uz to len doklepnit. Chvilu sa budeme
zabéavat s obsahmi. Vieme, Ze

|DE)| _ SAED _ SPED _ SpEa
|FD|  Sarp Sprp  Spra’
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Dalej z trojuholnika APB vyplyva

Spra B |AF| Yy

Sprp  |BF| x’

S =S : .
PFA PBA T+

Analogicky dostaneme pre obsah trojuholnika PE A vztah

z
x4z

Spra = Spca -

Vztah (3) vieme potom prepisat na vztah

tanaw 2 SApca (@)

tan  y Sappa’
Uz len nejako ,,prepojit“ obsahy trojuholnikov ABP a ACP:

y  Sacq Spcq  Sacq —Spcq _ Sacp

z  Sapg Sppo Sapo —Spg  Sasp

Takze vidime, ze dany vztah (4) plati. Tym sme tlohu vyriesili.

SIESTA SERIA

6.1

Ulohu dokazeme sporom, nech teda niektoré z ¢isel nie je druhou odmocninou racio-
nalneho cisla. Vieme, zZe s¢itanim, odc¢itanim, nasobenim alebo nenulovym delenim
racionalnych ¢isel dostdvame zasa racionélne ¢isla (hovorime o wzavretosti mnoziny
racionalnych ¢isel vzhladom na dané operacie). Skusme to vyuzif. MéZeme tu mat
nenulové racionalne ¢islo? Z uzavretosti raciondlnych ¢isel by vSetkych desaf bolo
racionalnych a tym skor by tvrdenie platilo, takze nie. Dvojice s racionalnym stuctom
spojme modrou ¢iarou a ostatné s racionalnym sii¢inom cervenou.

Aspon deviit ¢isel je nenulovych. Potom aspori piat méa rovnaké znamienko. Bez ujmy
na vseobecnosti nech je to znamienko kladné. (Vsetko len preto, aby sme neskér nedelili
nulou.) Zamerajme sa na tych pit ¢isel. Mozeme mat trojuholnik s jednou modrou
stranou? Potom by ((ab) + (ca))/(b+ ¢) = a bolo racionédlne (delime kladnym ¢islom),
opit zaporna odpoved. A ¢o modry trojuholnik? Zasa by 0,5-((a+b)—(b+c)+(c+a)) = a
bolo racionalne, do tretice nie. Pre ¢erveny trojuholnik dostavame (ab)(ca)/(bc) = a?
racionalne (delime kladnym ¢islom), cyklicky aj b2, ¢? st raciondlne.

Ak méame ¢ervené ¢iary uv, vw a u # w, tak aj ¢iara uw je Cervend. Tato vlastnost je
velmi silné, hovori totiz, Ze ak sa vieme po ¢ervenych ¢iarach dostat z ¢isla do ¢isla, tak
st obe spojené ¢ervenou ¢iarou. Znamend to, ze dostaneme niekolko skupin, v kazdej
skupine st medzi ¢islami len cervené c¢iary a medzi nimi st len modré ciary.
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Znamend to, ze dostaneme niekolko skupin ¢isel oddelenych modrou, pri¢om v sku-
pine je kazda Ciara Cervena. Uz vieme, Ze mozu existovat najviac dve také cervené sku-
piny. Takze musi existovat ¢ervena skupina s aspori troma ¢islami (¢erveny trojuholnik)
a Stvorce tychto ¢isiel (oznac¢me dve ¢isla ako /p, \/q) budi racionalne.

Vrafme sa spif ku vietkym ¢islam. Ak a2, ab st raciondlne, tak aj (ab)(ab)/(a?) = b?
bude racionélne. Preto kazdé ¢islo spojené cervenou s ¢ervenou skupinou ma racionalny
Stvorec. Existuje teda x spojené modrou s /p aj /q, ¢ize x +,/p, x + ,/q st racionalne.

Méme (z+,/p)— (z++/q) = \/P—/q- (Racionalne.) Potom (p—q)/(\/P—/q) = VP+/1
je racionalne (delime nenulovym ¢&slom), vysledne 0,5 - ((\/p+ /) + (/P — Q) = /P
je tiez racionalne. Mame teda medzi desiatimi ¢islami nejaké racionélne, ¢o je spor.

6.2

Chceme néjst vSetky prvocisla p také, ze
pP—p+1=n’

pre nejaké prirodzené n. To, Ze v rovnosti vystupuju prvocisla, by nés mohlo priviest
na napad upravit rovnost na stcin viacerych ¢lenov:
p2 -p + 1= 77,3,
P -p=n’-1,
p(p—1) = (n—1)(n* +n+1).
Vyhodou tohto nového tvaru je, Ze lava strana je nasobkom prvodisla p, z ¢oho mozno
vyvodit, Ze aj pravé strana musi byt nasobkom p. KedZe p je prvocislo, musi byt aspor
jedna zo zatvoriek na pravej strane delitelnd p. Dalsim krokom je uvedomif si, Ze zo
zadtvoriek na pravej strane je t4 druhd vzdy vicsia. Dokazat sa to da napriklad takto:
n* 20,
n+n+l12n+1>n-1,
(n*+n+1)>(n—1).

Pomocou tohto vysledku uz mozeme sporom dokazat, ze p deli n? +n + 1. Keby to tak
totiz nebolo, muselo by p delif n — 1 a teda by platilo

n—1=pq,

kde ¢ je nejaké celé ¢islo. Kedze n mé byt prirodzené, Tava strana musi byt aspon nula,
preto aj ¢ = 0. D4 sa lahko overit, ze v pripade ¢ = 0 dostavame vysledokn =1ap =10
alebo p = 1, z ¢oho vSak ani jedno nie je prvocislo. Ostava moznost g = 1:

p=pg=(n-1),
p-—1)<p<(n—1)< > +n+1),
pip—1) < (n—1(n*+n+1),
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kde poslednd nerovnost je stéinom prvych dvoch — nerovnosti sme mohli nasobit,
pretoze obe strany v oboch nerovnostiach st kladné. To je spor, ¢im sme dokazali,
ze p deli n? +n + 1. Mdzeme teda pisat

(n® +n+1) = pk,

(n?+n+1)

%P

kde k je kladné celé ¢islo, kedze lava strana rovnosti je urcite kladnd. Dosadenim do
povodnej rovnosti mame

p(p—1) = (n—1)(n* +n+1) = (n — 1)pk,
(p=1) = (n—-1k,
p=(n—-1k+1,
(n?+n+1)
k
(n*+n+1)=(n—-1k*+k.

=p=(n—-1)k+1,

Zaujimavou moznostou je pozrief sa na zvySok oboch stran po deleni n — 1, my vSak
zvolime trochu priamociarejsi postup a budeme tato rovnost riesit ako kvadraticka
rovnicu. Otézkou je, ¢i budeme rovnicu riesit pre neznamu k alebo pre neznamu n.
Spravny postup je samozrejme vyskusat obe moznosti — ukaze sa, Ze vyhodnejsie je
zvolit si za nezndmu n. Dostdvame

n?>+n(l -k 4+ k*—k+1)

=0,
. (k2 —1) £ /(1 — k)2 —4(k2 -k + 1)

2

Aby sme dostali celociselné riesenie, musi byt diskriminant

D=(1-k)2—4(k®> —k+1)=k" —6k*> + 4k — 3= (k* — 3)*> + 4k — 12

Stvorcom. Vidime, ze D je ,,takmer“ $tvorcom, lisi sa len o mélo od (k% — 3)2. Poktisime
sa dokézaf, Zze pre k > 3 bude platif

(k* —3)2 < D < (k* —2)~

Lava nerovnost vyplyva z toho, ze pre k > 3 je 4k — 12 > (. Pravt nerovnost dokdzeme
upravou na Stvorec:

—5<0Z2(k—1)%
—5 < 2k* — 4k + 2,
4k — 12 < 2k* — 5,
(k* — 3)* + 4k — 12 < (k* — 3)% + 2k* — 5,
D < k* — 4k? + 4,
D < (k* —2)%
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KedZe (k% — 3)? a (k? — 2)? st po sebe idtce §tvorce, nie je medzi nimi Ziadny dalsi
Stvorec celého ¢isla a teda ani D nemoze byt Stvorcom pre k > 3. Kedze k je prirodzené
¢islo, ostali ndm uz len tri moznosti. Iba jedna z nich nam po dosadeni da riesenie tulohy,
atok=3,n=7,p=19.

6.3

Najprv iba naznac¢ime prvy mozny postup riesenia. Spociva v tom, ze namiesto toho,
aby sme kreslili loment ¢iaru — trajektériu nésho laca, si nakreslime Stvorcovu siet,
vyznac¢ime si na nej dva stredy Stvorcekov a spojime ich rovnou tseckou. Namiesto
odrazu zvysok cesty luca preklopime okolo strany do ktorej narazil a tak pokracujeme
dalej. Pocet odrazov teraz reprezentuje pocet priese¢nikov nasSej tsecky s priamkami
vytvarajicimi mrezovu sief. Sami si uréite lahko rozoberiete, akd moze byt ich parita,
akonahle neprechadza cez ziadny mrezovy bod.

Druhé rieSenie popiSeme podrobnejsie. Pre lubovolnt priamu cast trajektorie luca za-
vedme parameter «, ktory bude velkost orientovaného uhla medzi z-ovou osou a smerom
laca (orientacia napr. proti smeru hodinovych ruciciek), ale berme ho modulo 7. Zrejme
ked 1€ narazi do steny, zmeni sa jeho parameter z o na m—a. Ak za¢neme s parametrom
a = %7‘(’, tak sa dostaneme do stredu na jeden odraz, teda neparny pocet. Ak nie, buda
sa striedat rozne hodnoty a a m — a. Preto ak zacneme zo stredu s parametrom «
a do stredu sa vratime s parametrom 7 — «, tak sme mali neparny pocet odrazov.
Staci dokazat, Ze do stredu sa nemozeme dostat s rovnakym parametrom, s akym sme
zacinali. Inymi slovami, nech sa stala jedna z tychto dvoch nepriaznivych situacii:

e Vratili sme sa presne po tej polpriamke, po akej sme na zaciatku lac¢ vystrelili. To
by ale znamenalo, Ze presne v strede cesty sa 14¢ musel obratit naopak, ¢o sa pri
a # /2 neda.

e Vratili sme sa po tej istej priamke, po akej sme na zaciatku lac¢ vystrelili, ale z opacnej
strany (a medzitym nebol 1a¢ nikdy v strede). Predstavme si, ze by sme oboma
smermi, ktoré maju parameter «, vystrelili la¢ naraz. ISli by stredovo stimerne
vzhladom na stred $tvorca a v polovici cesty by sa museli stretnaf. Ale to by sa
mohli iba v strede Stvorca, ¢o je spor.

Tym sme dokézali, ze pocet odrazov je naozaj neparny.

6.4
(Podla Miroslava Majercika.) V postupnosti (a1, ag, ... ,ap+1) mame na vyber prvych
p— 1 miest 2-3-4---p = p! moznosti, lebo a; € {1,2}, as € {1,2,3}, ..., ap—1 €

€{1,2,3,...,p}. Ak by | X| > p!, urcite by v X existovali dve postupnosti s rovnakymi
prvymi p—1 ¢lenmi, ¢ize by sa lisili na najviac dvoch miestach a X by nebola roztopasna.
Ukazeme, Ze existuje roztopasna mnozina X s prave p! prvkami.

Zoberme si vSetkych p! moznych kombinécii prvych p — 1 prvkov postupnosti, vo

v8eobecnosti (ai,as,...,a,—1). Ku kazdej definujeme a, tak, aby a; +az +--- + a,
bolo delitelné p a a,y; tak, aby a1 +2as+3as+---+pay + (p+1)ay4+1 bolo delitelné p.
Majme dve takéto rozne postupnosti (a1, as,...,ap+1) a (b1, b2, ..., bpt+1). UkdZeme,

Ze sa lisia aspon na troch miestach. Rozoberieme tri pripady:
Ak sa na prvych p — 1 miestach lisia aspon trikrat, tak je to v poriadku.
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Ak sa na prvych p — 1 miestach liSia prave dvakrat, povedzme a; # b, a a; #
# b;, potom (rovnosti medzi ¢lenmi postupnosti odteraz berieme modulo p; potom na
dokézanie nerovnosti nejakych dvoch ¢lenov sta¢i dokazat ich nerovnost po deleni p)

ap — by = (a; — b;) + (a; — b)),

ap+1 — bp1 = i(a; — bs) + j(a; — b;).

Ak by oba tieto rozdiely boli rovné 0, potom by aj

apt+1 — bpr1 —i(ap — by) = (4 —i)(a; — b;) =0,

¢o ale nemdze byt, lebo j — ¢ ani a; — b; nie je delitelné p a p je prvocislo. Preto bud
ap, # by, alebo a,11 # bpi1, a teda postupnosti a a b sa musia lisit asponl na troch
miestach.

Ak sa na prvych p — 1 miestach lisia prave raz, teda a; # b;, potom zrejme

ap—bp:ai—biséo,
ap+1 = bpy1 =i(a; — b)) # 0.

Opiit sa postupnosti musia ligit aspon na troch miestach.
Dokazali sme, Ze takto definovand mnozina X s p! prvkami je roztopasna.

6.5
Naznacime iba postup, akym sa dé tloha vyriesit, detaily nechdvame na citatela.
Majme ¢isla x1,x2, ..., 2, a pozrime sa na vyraz

> (Emy kay ket )’

pricom scitujeme cez vSetkych 2" moznych kombinécii znamienok + alebo —. Vnutro
ziadnych dvoch zatvoriek v sicte nemoze byt rovnaké (tym by sme dosli k sporu s tymi
roznymi sictami) a navysSe maja vSetky rovnaku paritu. Samozrejme, ziadna zatvorka
nemodze byt ani nulova.

Aky najmensi moze byt sucet druhych mocnin 2™ réznych ¢isel s rovnakou paritou,
medzi ktorymi nie je 07 Sami si lahko dokazete, Ze je to

27171

S em-1)2=2012+32 452+ + (2"~ 1)?) =

m=-—2n"1-1

23n _9n
3 .

Na druhej strane si uvedomme, ako vyzera > (+x; & 25 &+ --- & x,,)? po roznasobeni.
Vsetky ¢leny tvaru x;x; (pre i # j) zmizna (prave vdaka striedaniu znamienok) a teda

Z(j:atl +xod - tay,)? =22 + a5+ +22).
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Dokopy uz vieme, ze

23n _9on
2"} + a3+ +ap) 2 —
4" —1
2 2 .. 2 >
Tyt Ty =
Méme dolny odhad na stcet druhych mocnin é&isel x;. Mnozina {1,2,4,8,...,2" 1}

zrejme spliia podmienku o roznych stétoch (jednoznacény zapis v dvojkovej stistave)

a navyse

4—-1°

Dokéazali sme odhad a nasli pripad, kedy sa krajnd hodnota nadobuda.

12_’_22_’_42_}_”._'_(271—1)



Iné koreSpondencné seminare

Okrem matematickej olympiddy st pre studentov zédkladnych aj strednych skol pocas
skolského roka organizované aj iné matematické sufaze. Patria medzi ne predovSetkym
korespondenc¢né seminare. Tieto stfaze sa v detailoch istotne lisia, avSak zékladné
¢rty maju spolocné. Pocas skolského roka prebiehaju dve casti (letnd a zimnd), ktoré
pozostavaju zvicSa z troch sérii tloh rozosielanych riesitelom do 8kol alebo domov.
RieSenia sttaziaci vypracovavaju rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaji na adresu prislusného seminara, odkial sa po niekolkych diioch az tyzdiioch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieseniami a vysledkovou listinou. Mladsi a menej
sktiseni riesitelia zvicSa nemusia riesit tie najzlozitejsie priklady, aby aj oni mali Sancu
ovplyvnit poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti stitaze st priblizne tridsiati
najuspesnejsi rieSitelia pozyvani na tyzdinové sustredenie, t¢ast na ktorom byva ¢asto
najsilnejSou motivaciou na rieSenie tloh. Nie je ale mozné nespomenuf, ze takyto

.....

reprezentantov Slovenska na IMO sa aktivne zapajala do viacerych z tychto seminarov.

Nizsie uvedené koresponden¢né seminare (KS) st uréené studentom strednych $kél,
svojim zaberom pokryvaji tizemie celého Slovenska a ¢asto maji aj riesitelov z Ceskej
republiky. Je v8ak mozné, Ze vo svojom okoli najdete aj mensie sitaze podobného druhu.

Korespondenény matematicky seminar — KMS

KMS vznikol v roku 2002 spojenim Bratislavského a Stredoslovenského koreSpon-
den¢éného matematického semindra (BKMS a SKMS), ktoré este v 51.ro¢niku MO
prebiehali samostatne. Organizovany je studentmi FMFI UK v Bratislave.

KMS ma tri kategérie. Zacinajicim a mladsim rieSitelom je urcend kategéria ALFA,
pre skusenejsich je kategéria BETA. Rozdelenie do kategdrii umoziuje bojovat o miesta
na sustredeni aj neskusenym Studentom, ktori by v prili§ silnej konkurencii stracali
motivaciu. Kategéria GAMA je seminar SK MO a je mu venovana predchadzajtica
kapitola.

KMS

OATC KAGDM FMFI UK
Mlynska dolina

842 48 Bratislava

e-mail: kms@kms.sk
URL: http://kms.sk
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Sttaz talentovanych riesitelov oblubujticich matematiku — STROM

Korespondenény semindr STROM je pokracovatelom najstarsieho korespondenéného
seminara v byvalom Ceskoslovensku. Je organizovany z PF UPJS v Kogiciach skupinou
nadSencov, vicsinou byvalych rieSitelov seminira a $tudentov UPJS. V poslednych
rokoch sa na organizovani seminéra okrem koSickej skupiny podielaji aj Studenti
FMFI UK pochadzajuci z vychodného Slovenska. Riesitelskti zédkladiiu mé prevazne
na vychodnom Slovensku.

STROM

PF UPJS
Jesenna 5

041 54 Kosice

e-mail: strom@strom.sk
URL: http://www.strom.sk

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo semindrov zapojif, najrozumnejsie je poziadat
o zaslanie tloh prvej série zaciatkom septembra alebo zaciatkom januara, pripadne si
zadania a pravidla najst na internete.
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