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O priebehu 56. ro¢nika matematickej olympiady

Matematicka olympidda (MO) je najstarsia a najmasovejsia postupova intelektualna
sutaz ziakov zékladnych a strednych kol v SR. Tato sttaz vyhlasuje Ministerstvo skol-
stva Slovenskej republiky (MS SR) v spolupréci s Jednotou slovenskych matematikov
a fyzikov (JSMF). V skolskom roku 2006/07 sa uskutoc¢nil uz 56. roénik MO.

Sutaz riadila Slovenska komisia matematickej olympiady (SK MO) a pracovala v na-
sledovnom zlozeni:

Mim. Prof. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, predseda,

RNDr. Oliver Ralik, CSc., FPV UKF Nitra, podpredseda A

RNDr. Monika Dillingerova, PhD., FMFI UK Bratislava, podpredseda Z

Prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra

Jan Mazak, FMFI UK Bratislava

Doc. RNDr. Bozena Mihalikovd, CSc., PF UPJS Kosice

Mgr. Peter Novotny, FMFI UK Bratislava

RNDr. Anna Pobeskova, Nitra

Mgr. Martin Potocny, FMFI UK Bratislava

Doc. RNDr. Viadislav Rosa, CSc., FMFI UK Bratislava

Mgr. Milan Demko, PhD., FHPV PU Presov, predseda KKMO PO

RNDr. Zuzana Frkovd, Gymn. Grosslingova Bratislava, predsednicka KKMO BA
Doc. RNDr. Maria Luckad, CSc., PF TU Trnava, predsednicka KKMO TT
RNDr. Tomds Madaras, PhD., PF UPJS Kosice, predseda KKMO KE

Doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, predseda KKMO ZA
RNDr. Eva Oravcovd, Gymn. J. G. T. Banska Bystrica, predsednicka KKMO BB
RNDr. Sona Pavlikovd, CSc., TU Tren¢in, predsednicka KKMO TN

Prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., FPV UKF Nitra, predseda KKMO NR

Ing. Tomas Luceni¢, IUVENTA Bratislava

*

Od 1. marca 2006, teda v priebehu 55.ro¢nika sa MO rozdelila na dve samostatné
olympiady. Pod nazvom MO zostali vSetky kategorie pre zakladné skoly, teda Z4-9 a tiez
A, B, C pre stredné skoly, z kategérie P vznikla nova stutaz, Olympidda v informatike
(OI). Toto bol prvy skolsky rok, ked MO a OI fungovali samostatne, pri¢om tento rok sa
oddelili uz aj finanéne. Obe tieto stifaze budu preto vydévat samostatné rocenky, takze
informécie o ,kategérii P“ ndjde zadujemca uz v novej rocenke OI. Pretoze mnozina
ucastnikov MO a OI mé obvykle dost velky neprazdny prienik, buda tieto sttaze
velmi tzko spolupracovat, pricom najvic¢sou prioritou bude zabezpecit prazdny prienik
terminov, teda aby Ziaci sa mohli zG¢astnit oboch tychto sttazi.

Navzdory rozdeleniu sa vSak pod skratkou MO stéle skryva najstarsia sitaz tohto
typu u nas, ktora sa v dosledku snahy velkého mnozstva nasich vyznac¢nych predchodcov
o ¢o najlepsie vysledky rozréastla na striktni viackolovi sttaz s mnozstvom kategdrii
74, 75, 76, 77, 78, 79 pre zakladné skoly a C, B, A pre stredné skoly. Vznik tych
kategorii bol postupny a ucelom zavedenia kategorii pre stale mladsich ziakov bolo
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podchytit talenty v ¢o najmladSom veku a obmedzit tak ich tnik do inych sutazi.
Spickou ladovca v tejto oblasti je Medzinarodna matematicka olympiada (IMO), z ktorej
nasi ziaci pravidelne vozia medaily. V septembri 2007 sa vSak v Eisenstadte uskutocnil aj
historicky 1.ro¢nik velmi kvalitnej Stredoeurépskej matematickej olympiady (MEMO).
Aj ked tymto sutaziam st v tejto Rocenke venované samostatné kapitoly, spomernime tu
aspon tolko, ze na 48. IMO v Hanoji ziskala Sestica nasich ziakov $tyri bronzové medaile
a dve Cestné uznania a Sestica nasich ziakov na 1. MEMO ziskala jednu strieborna a dve
bronzové medaile. Za vsetky ¢isla v tejto chvili uz len tolko, Ze Sestice nasich Ziakov
na doterajsich pétnastich IMO od vzniku SR ziskali celkovo 68 medaili z 90 moznych,
z toho 3 zlaté, 25 striebornych a 40 bronzovych.

Organizacnd Strukttra MO sa nezmenila a podarilo sa uskutoé¢nit vSetky planované
akcie. Zasadny vyznam pri tejto sifazi méa tvorba tloh. V tejto oblasti stale udrzujeme
vybornii a obojstranne prospesnii spolupracu s ceskymi kolegami, v désledku toho
vSak méame spolo¢né terminy sutazi, o moze viest k terminovym kolizidm. Vdaka
obojstrannej ustretovosti sme vSak s ¢eskymi priatelmi doteraz vidy dokézali tieto
kolizie vyriesit.

K tvorbe tloh dodajme, ze SK MO obvykle dostava (postou aj e-mailom) len ne-
konstruktivnu kritiku ohladne kvality a (ne)vhodnosti prikladov, ale matematickej
olympiade to vela nepoméze — tilohové komisie robia, ¢o vedia. Navyse, v§etky hodno-
tenia st vzdy subjektivne, teda aj nase. Keby kritizujuci pripojil aj niekolko peknych
po roznych linkéch, ale bohuzial, vyzva sa nestretava s pochopenim. Prejavime svoj
nezlomny optimizmus (ved ina¢ by sme pri MO neboli) a dafame, Ze teraz to bude iné.

Uz druhykrat Spolecnost Otakara Bortuvky financne zabezpecila tréningové sustre-
denie IMO-druzstva CR v Uherském Hradisti a na toto sustredenie pozvala aj IMO-
-druzstvo SR, ktorému financovala ucast. Tato akcia nie je reciprokd, a ndm neostéva
iné, ako tprimne nasim ¢eskym kolegom znovu podakovat za velkorysost.

Dufam, ze nova sufaz MEMO zvys$i motivaciu najmé mladsich Ziakov, pretoze
v septembri 2008 sa uskutoéni v Olomouci, o dalsi rok v Polsku, a o dva roky neskor
bude usporiadané na Slovensku. Kedze IMO-druzstvo a MEMO-druzstvo musia byt
disjunktné, tato akcia znamend ucast 12 Studentov v kvalitnej medzinarodnej sutazi,
¢im sa znacne zvySuje Sanca Studenta na taku sutaz sa prebojovat.

*

Celostatne kolo MO (CK MO) usporiadala v dioch 18.-21.3.2007 KK MO Bra-
tislava, ktorej predsednickou je RNDr. Zuzana Frkova a ktord odviedla vynikajucu
pracu. V mene SK MO vSetkym organizatorom dakujem. Zvlast si dovolim podakovat
RNDr. Eve Petrasovej, riaditelke Gymnézia ,, Gamca* na Grosslingovej 18 za vytvorenie
vybornych pracovnych podmienok. Po CK MO sa uskuto¢nilo velmi naro¢né vyberové
sustredenie, po ktorom vznikli reprezentacné druzstva na IMO aj MEMO. Tieto potom
absolvovali v ramci pripravy na 48.IMO a 1. MEMO aj tréningové suistredenia a uz
tradiéné sttazné trojstretnutie CR-Polsko-SR. Viac o tychto akciach a tiez o korespon-
denc¢nych seminaroch najde zaujemca v samostatnych kapitolach tejto Rocenky. Uz
teraz vSak uvedme aspoii niektoré z mnohych zaujimavych internetovych stranok:
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http://matematika.okamzite.eu — archiv zadani, poradi a rieSeni MO,
http://pppnnn.webpark.sk/mo.htm — aktualne dokumenty, najmé pre Zilinsky kraj,
http: //www.iuventa.sk — stranka ITUVENTY,

http://kms.sk/mo — informécie o MO na strankach koreSponden¢ného seminéra,
http: //www.imo2007.edu.vn — stranka 48. IMO v Hanoji,

http://imo-official.org — oficidlna stranka IMO.

Podakovanie SK MO patri vSetkym, ktori podporili celostatne kolo MO, pretoze
cenovy fond z MS SR sa riadi starsimi predpismi a nie je dostojny sufaze tejto
kvality. Boli to: Microsoft Slovakia s.r.0., OTP Banka Slovensko, a.s., Salve group
SK, a.s., Siemens s.r.o., Albi. Dakujeme firme REKON, ktor4 financovala tricka pre
vSetkych ucastnikov celostatneho kola MO. Dovolime si podakovat aj firme CASIO,
ktord financovala reprezentacné tricka pre druzstvo SR na IMO v Hanoji.

Ohladne finan¢éného zaopatrenia priebehu MO povazujem za potrebné uviest, Ze
dotacia MS SR na stitaze nebola valorizované uz 4 roky, aj ked prisfub bol ro¢ne 11%.

K finanénému zabezpeceniu MO este patri, Ze autorovi tychto riadkov sa podarilo
ziskat grant APVV, ktory pokryl nemalt ¢ast ndkladov KMS (332500,-Sk) a tieto
peniaze dostaneme asi aj v 57.ro¢niku MO.

Pretoze Rocenka je len o celo$tatnych akciach, nie je mozné explicitne spomentt
vSetkych, ktori sa na praci v MO podielaju na skolach, v oblastiach a krajoch. Bez nich
by to vSak neslo. Dovolim si teda aspon touto cestou im podakovat.

Vojtech Balint, predseda SK MO
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11.
12.

14.
15.

19.

24.
25.
26.
27.

Vysledky

Celostatne kolo kategorie A

Vitazi
Vladislav UJTHAZI 3 G P.J.Safarika, Roziava
Samuel HAPAK 3 G Grosslingova, Bratislava
Michal SZABADOS 4 SpMNDaG Skalicka, Bratislava
Tomas KOCAK 3 G Postova, Kosice
Ondrej MIKULAS 4 G B.S. Timravy, Lucenec
Tomas RUSIN 4 G Alejova, Kosice
Michal SPISIAK 2 G Grosslingova, Bratislava
Dalsi tispesni riesitelia

. Miroslav BALAZ 3 G arm. g. L. Svobodu, Humenné
Sandor PALDY 4 G Z.Kodalya, Galanta
Michal SUDOLSKY 4 G J. G. Tajovského, B. Bystrica
Martin MELICHERCIK 3 G Parovska, Nitra
Jan PEPRNIK 4 G Velka okruzné, Zilina
Filip STEFANAK 4 G J. G. Tajovského, B. Bystrica

Ostatni riesitelia

Lukas PLATINSKY 3 G J.Hronca, Bratislava
Marek DERNAR 4 G Alejova, Kosice
Jakub KORY 3 G J. A.Raymana, Presov
Peter ONDRUSKA 3 SPS Dubnica nad Vdhom
Marian SAGAT 3 G Skolska, Povazsk4 Bystrica
Eva BEDNARIKOVA 3 G P.de Coubertaina, Piestany
Peter HLISTA 4 G Velka okruzné, Zilina

Miroslava ORIESCIKOVA 4 G Velka okruznd, Zilina
Radka SELECENIOVA 4 G J. G. Tajovského, B. Bystrica

Lucia SIMANOVA 3 G Grosslingova, Bratislava
Zuzana GAVOROVA 3 G J.Hronca, Bratislava
Gabriela VOZARIKOVA 3 G Postova, Kosice

Matus BENKO 3 G J. A. Raymana, Presov

Istvan PARASZTI 2 G H. Selyeho, Koméarno

5THTTT
767706
774704
770600
723701
273005
503711

521700
770001
371202
700700
500404
701500

200701
540000
200700
210600
070002
220000
100102
100012
210001
300001
100002
020000
100000
000000

38
33
29
20
20
17
17

15
15
15
14
13
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Uspesnost jednotlivych tloh je zaznamenand v tabulke.

Pocet Spolu Cislo tlohy

bodov 1. 2. 3. 4. D. 6
7 bodov| 26 7 7 1 9 1 1
6 bodov 4 0 1 0 2 0 1
5 bodov 8 5 0 1 1 0 1
4 body 5 0 1 1 1 0 2
3 body 5 2 0 3 0 0 0
2 body 16 6 4 0 1 0 )
1 bod 18 4 2 3 1 2 6
0 bodov | 80 3 12 | 18 | 12 | 24 | 11
Priemer | 2,04 |3,56|2,56|1,04]|3,22|0,33|1,56

Krajské kola

Z prislusného kraja a v prislusnej kategérii A, B, C, P a Z9 st uvedeni vSetci, resp.
aspon prvych 10 tspesnych riesitelov. Gymnéazia so zameranim na matematiku, Studijny
odbor 01, su tieto:

Gymnéazium Grosslingova, Bratislava,
Gymnazium Parovska, Nitra,

Gymnézium Velka okruzna, Zilina,

Gymnazium J. G. Tajovského, Banska Bystrica,
Gymnazium Alejova, Kosice,

Gymnézium Postova, Kosice.

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

1. Michal SZABADOS 4 SpMNDaG Skalické

2. Samuel HAPAK 3 Gymnézium Grosslingova

3. Lucia SIMANOVA 3 Gymnézium Grosslingova

4. Michal SPISTAK 2 Gymnéazium Grosslingova

5. Alena KOSINAROVA 3 Gymnéazium Grosslingova
Luka$ PLATINSKY 3 Gymnazium Jura Hronca

7. Kristina CEVOROVA 4 SpMNDaG Skalicka
Zuzana GAVOROVA 3 Gymnézium Jura Hronca

Tomas KOCISKY 3 Gymnéazium Grosslingova



VYSLEDKY

Martin PODOLAK
Méria STAROVSKA

4 Gymnazium Grosslingova
3 Gymnazium Grosslingova

KATEGORIA B

AR

@

i

Tomés KABINA
Michal SPISIAK

Jakub UHRIK
Veronika KOLLAROVA
Emil HAAS

Michal HAJDIN

Marek MARCHOT
Peter CSIBA

Tomés DULKA

. Martin PAZICKY

. Natalia KARASKOVA

Jakub KONECNY

Karol FIRBAS

Juraj HASIK

Michal JURANEK
Pavol GURICAN

Jozef KOVAC

Michaela FLORIANOVA
Matej BALOG

Michal HAGARA

Pavol GURICAN
Martina HLAVATA
Kristina SESEROVA
Hana MOJZISOVA

. Gabriela KOVACOVA

Andrej KOZAK
Matej BALOG
Hassanein OSAMA
Anh LE TUAN

. Adriana BOSAKOVA

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
SpMNDaG Skalicka

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca

KATEGORIA C

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca

KATEGORIA Z9

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
ZS Vazovova
Gymnazium Grosslingova
ZS Lachova
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Martin MELICHERCIK

. Istvan PARASZTI

David LAMI
Balint PASZTOR
Fridrich VALACH
Andras KABAI
Attila HEGEDUS
Istvan PARASZTI
Matts ABAFFY
Peter HUJER
Noémi CZIRFUSZ
Maria DVORANOVA
Adrian GOGH

. Ivana TONHAUSEROVA

Vincent LAMI

Zoltan FABIK

Orsolya KUSTYANOVA
Matas CELLAR

Tibor MADARASZ
Attila VAJLIK

Lukis STEVKO
Michaela HRUSOVSKA
Marek KUTNAR

Rébert HAVLIK
Roman KONKOLY
Lenka CERNOVA
Elif GARAJOVA
Zuzana BODIOVA
Tom4s KOSLAB

Kraj Nitra

KATEGORIA A

3 Gymnéazium Parovska, Nitra
2 Gymnézium H. Selyeho, Komarno

KATEGORIA B

Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnézium Sahy

Gymnézium L. J. Suleka, Komérno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium Golianova, Nitra
Gymnézium Parovska, Nitra
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnézium Surany

Gymnazium H. Selyeho, Komarno

KATEGORIA C

Gymnézium Parovska, Nitra
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnézium Parovska, Nitra
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnéazium A. Vrabla, Levice
Gymnézium Surany

Gymnézium Parovska, Nitra

KATEGORIA Z9

ZS J. Jesenského, Levice

ZS Pri Podluzianke, Levice
ZS Pribinova, Zlaté Moravce
ZS Hradna, Nové Zamky
Gymnézium Parovska, Nitra

ZS Nam. Konkolyho-Thege, Hurbanovo
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Matyas VARGA

. Martin HANKO

Tomas TRUNGEL
Martin KRALIK
Samuel TURANYT

. Sandor PALDY

Martin ZRUBAN
Eva BEDNARIKOVA
Ondrej URBAN
Boris FACKOVEC
Tibor HORVATH
Toméas BZDUSEK
Tomas FEKETE

VYSLEDKY

ZS s VJM, Tesedikovo

ZS sv.Don Bosca, Topol¢any
ZS sv. Vincenta, Levice

ZS Nébrezna, Nové Zamky
ZS Benkova, Nitra

Kraj Trnava

KATEGORIA A

4 Gymnézium Z. Kodalya, Galanta
4 Gymnézium J. Hollého, Trnava

3 Gymnazium P.de Coubertina, Piestany
4 Gymnazium A. Merici, Trnava

4 Gymnéazium P.de Coubertina, Piestany
3 Gymnazium A.Vambéryho, D. Streda
4 Gymnéazium P.de Coubertina, Piestany
4 Gymnazium A. Vambéryho, D. Streda

. Albert HERENCSAR

. Veronika SOKOVA

KATEGORIA B

Gymnazium Z. Kodalya, Galanta
Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
Gymnéazium A. Merici, Trnava
Gymnazium L. Novomeského, Senica
Gymnézium A. Merici, Trnava
Gymnézium M. R. Stefanika, Samorin
Gymnazium Komenského, Hlohovec

Laszlé OLLOS
Martin SRANK
Peter JUNOS
Kamila KICAKOVA
Ivana LELKESOVA
Peter PEKAROVIC

KATEGORIA C

Gabor MOLNAR

Balazs PONGRACZ
Michaela DOROCAKOVA
Marianna SEBO

Gymnézium I. Madéacha, Samorin
Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
Gymnéazium Sered

Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda

KATEGORIA Z9

ZS Katlovce
ZS Katlovee
Gymnézium Komenského, Hlohovec

Natalia CIZOVA
Dominika LUKACOVICOVA

13
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Monika CAMBALOVA
Katarina GEMBESOVA
Michal DURILA

Jana GALBAVA
Norbert FULE

Arpid BARTALOS
Zsuzsanna BITTERA
Rébert MADARASZ
Denisza ORISKO

Eva VRTOCHOVA

. Tubica KRAUSKOVA

Peter ONDRUSKA
Maridn SAGAT

. Livia BISKUPICOVA

Samuel FLIMMEL
Michal HOJCKA
Jana FIGULOVA
Pavol MALO

LCubica BELLAYOVA

. Lenka BACINSKA

Andrej KREJCIR
Zuzana HOLOTIKOVA
Michal SUSTR

Jana PODLUCKA
Lenka KUNIKOVA
Martin MISUN
Andrea DIZOVA

ZS Nam. Sl. U¢. Tovarisstva, Trnava
ZS J. Mudrocha, Senica

ZS Kopernikova, Hlohovec

ZS Stvrt SNP, Galanta

Gymnézium M. R. Stefanika, Samorin
ZS B.Bartdka, Velky Meder

ZS B.Bartdka, Velky Meder

ZS 7Z.Kodalya, Galanta

ZS Z.Kodalya, D. Streda

ZS J. A. Komenského, Sered

Kraj Trencin

KATEGORIA A

4 Gymnézium V. B. Nedozerského, Prievidza

3 SPS Dubnica nad Vihom
3 Gymnézium Povazskd Bystrica

KATEGORIA B

Gymnézium Povazska Bystrica
Gymnézium 1. méja, Ptachov
Gymnazium Partizanske
Gymnézium L. Stira, Trenéin
Gymnézium 1. méja, Ptachov
Gymnézium Povazska Bystrica

KATEGORIA C

Gymnézium Povazska Bystrica

Gymnazium V. B. Nedozerského, Prievidza
Gymnazium V. B. Nedozerského, Prievidza

Gymnézium L. Stira, Trenéin

KATEGORIA Z9

ZS Duklianska, Banovce nad Bebravou
Gymnézium L. Stira, Trenéin

ZS Pod hajom, Dubnica nad Vahom
Gymnazium Partizanske
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Zuzana SINSKA

. Veronika BOCKAYOVA

Jakub HOSTACNY
Matus ZABOJNIK
Jan MICUDA

. Julia BALAZOVA

Dominik FILIP
Patrik POLACEK
Martina SIVAKOVA
Marek VICIAN

. Jdn PEPRNIK

Peter HLISTA
Miroslav MAJERCIK

Miroslava ORIESCIKOVA

Martin CERNAN
Dana SUNIKOVA
Michal MAIXNER
Matej MELO
Vladimir HUDEC
Lucia KUBALOVA
Tom4s RIZMAN

. Jakub HRABOVSKY

Martin BACHRATY
Filip SLADEK
Miroslav JAGELKA
Nikola HRDA

Roman GALOVIC
Kamila STYRAKOVA
Tomas JANOSIK
Jaroslav BARICAK

VYSLEDKY 15

Gymnézium J. Jesenského, Banovce n/Bebr.
ZS Janka Krala, Nova Dubnica

ZS Rastislavova, Prievidza

ZS Dlhé Hony, Trencin

Gymnazium Dubnica nad Vahom

ZS Skolska, Banovce nad Bebravou

ZS Slov. partizanov, Povazska Bystrica

7S Mladeznicka, Pachov

ZS Trencianska Turné

ZS NedozZery-Brezany

Kraj Zilina

KATEGORIA A

4 Gymnézium Velks okruzné, Zilina
4 Gymnézium Velks okruzna, Zilina
4 Gymnazium Sucany

4 Gymnézium Velks okruzna, Zilina

KATEGORIA B

Gymnézium Velka okruznd, Zilina
Gymnézium Velka okruzna, Zilina
Gymnézium Varavska, Zilina
Gymnéazium sv. Frantiska z Assisi, Zilina
Gymnézium Varsavska, Zilina
Gymnézium Velka okruzna, Zilina
Gymnézium Varavska, Zilina
Gymnézium Velka okruzna, Zilina

KATEGORIA C

Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnézium A. Bernoldka, Namestovo
Gymnazium J. Lettricha, Martin
Gymnazium M. Galandu, Turcianske Teplice
Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnazium P. O. Hviezdoslava, D. Kubin
Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnézium J. M. Hurbana, Cadca
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Anna BOBCAKOVA Gymnazium M. M. Hodzu, Lipt. Mikulés
Martin SKLENKA Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Juraj STRELEC Gymnézium Velka okruzna, Zilina

KATEGORIA Z9

Jakub SANTER ZS Suchs Hora

Matej JECMEN Gymnézium Varavska, Zilina
Martin BEDNAR Cirk. ZS R. Zaymusa, Zilina
Michal KEKELY Gymnéazium Varsavska, Zilina
Alexandra POREMBOVA Gymnéazium Sucany

Tomés VERNICEK 7S Komenského, Namestovo
Zuzana KORENCIAKOVA Gymnéazium Varsavska, Zilina
Marek HVOLKA ZS Radola

Andrej KOVAC ZS M. Hattalu, D. Kubin
Katarina BRISUDOVA ZS A.Radlinského, D. Kubin
Martin KASSAY Cirk. ZS sv. Gorazda, Namestovo
Matej KOHAR ZS J. Matasku, D. Kubin
Ivana KRASULOVA ZS Medvedzie, Tvrdosin

Kraj Banska Bystrica

KATEGORIA A

. Radka SELECENIOVA 4 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Michal SUDOLSKY 4 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Ondrej MIKULAS 4 Gymnéazium B. S.-Timravy, Luéenec
Filip STEFANAK 4 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Katarina MAGYAROVA 4 Gymnézium B. S.-Timravy, Lucenec

KATEGORIA B

Marian NOCIAR Gymnazium B. S.-Timravy, Lucenec
Tomas SZANISZLO Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Peter SLUKA Gymnéazium L. Sttra, Zvolen

Matej POLIAK Gymnézium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Pavel KUDIVANI Gymnéazium A. Sladkovica, Krupina

Daniela SARVASOVA Gymnazium B. S.-Timravy, Lucenec



oGt W

10.

- o=

™o

Martin UKROP

Michal ZIMAN

Marian PAULIK

Jozef GANDZALA
Marieta KENKOVOVA
Jana DRUGDOVA
Patrik ZILKA

Zuzana ZABKOVA
Luk4s MATUSKA
Zuzana KORDOVA
Andrej RYBAR
Michal ANDERLE

. Veronika MATUSOVA

Michal MITTER
Richard RACKO
Barbora RYSOVA
Ivan KRALIK

Jana LOVASOVA
Tom4as SLISZ

Jana SVANTNEROVA

Tomés RUSIN

Vladislav UTHAZI
Marek DERNAR

Tomas KOCAK
Gabriela VOZARIKOVA

Martin POLACKO
Dévid VENDEL
Martin BALAZ

VYSLEDKY 17

KATEGORIA C

Gymnézium L. Sttra, Zvolen

Gymnéazium B. S.-Timravy, Lucenec
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnézium L. Sttra, Zvolen

Gymnézium A.H. Skultétyho, Velky Krtis

KATEGORIA Z9

ZS Radvanska, B. Bystrica

ZS Kalinovo

ZS Spojova, B. Bystrica

7S Nam. mladeze, Zvolen
Gymnéazium B. S.-Timravy, Lucenec
ZS Radvanska, B. Bystrica

ZS Kalinovo

ZS P. Jilemnického, Zvolen

ZS Radvanska, B. Bystrica

ZS Radvanska, B. Bystrica

ZS P. Jilemnického, Zvolen

ZS M. R. Stefanika, Ziar nad Hronom
ZS Nam. S. Moysesa, B. Bystrica

Kraj Kosice

KATEGORIA A

4 Gymnéazium Alejova, Kosice
3 Gymnéazium P.J.Safarika, Roziiava
4 Gymnazium Alejova, Kosice
3 Gymnézium Postova, Kosice
3 Gymnéazium Postova, Kosice

KATEGORIA B

Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnézium Postova, Kosice
Gymnazium Alejova, Kosice



S

= o=

56. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Peter FULLA SPS strojnicka, Spisskad Nova Ves
Alexandra KUNCOVA Gymnéazium Alejova, Kosice
Lubomir REMAK Gymnéazium Alejova, Kosice
Martin STOBER Gymnazium Postova, Kosice
Jakub JURSA Gymnazium Alejova, Kosice
Tomas KUZMA Gymnazium Alejova, Kosice
Michaela CEHLAROVA Gymnézium Alejova, Kosice
Jakub HVIZDOS Gymnazium Postova, Kosice

KATEGORIA C

Ladislav BACO Gymnazium Postova, Kosice
Zuzana COCULOVA Gymnéazium Postovéa, KoSice
Milan JANCAR Gymnazium P. Horova, Michalovce
Pavol ROHAR Gymnéazium Alejova, Kosice
Rébert TOTH Gymnézium Alejova, Kosice

. Marek KLUCAR Gymnazium Javorova, Spisska Nova Ves
Peter SMOLARIK Gymnazium Postova, Kosice

. Andrej STINCIK Gymnézium Skolsks, Spisska Nova Ves

KATEGORIA Z9

. Tomas BABEJ ZS Bruselska, Kosice
Alexander HOLECZY ZS Bernolakova, Kosice
David HVIZDOS ZS Hroncova, Kogice
Richard KONECNY ZS Kezmarské, Kosice
Dominik VALKO 7S Bruselska, Kosice
. Ladislav HOVAN ZS Krosnianska, Kosice
Anna KRUPAR ZS S. Méraiho, Kosice
. Katarina LECHMANOVA ZS Svermova, Michalovce
. Rastislav KISEL Gymnazium Alejova, Kosice
Istvan SATMARI Stkromné ZS Dneperské, Kogice

Kraj Presov

KATEGORIA A

. Miroslav BALAZ 3 Gymnézium arm. gen. L. Svobodu, Humenné
. Matus BENKO 3 Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Jakub KORY 3 Gymnazium J. A. Raymana, Presov
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Martin ONDERKO
Jan RUHALOVSKY
Matas IVAN

Jakub VANO
Marcel KIKTA

. Juraj CURPEK

Jozef JASS

Adam MIDLIK
Zuzana SPIRKOVA
Emilia RIGDOVA
Jakub HANKOVSKY
Andrea LESKOVA

Jakub KOCAK
Rébert MARHEFKA
Michal FECKO
Michal FILICKO
Dana BOBULSKA
Katarina DUJAVOVA
Katarina TARCALOVA
Samuel STRISOVSKY
Anna KRISTANOVA
David RELOVSKY
Miroslava VASKOVA

VYSLEDKY

KATEGORIA B

Gymnazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium L. Stockela, Bardejov
Gymnazium Kukuc¢inova, Poprad
Gymnazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium D. Tatarku, Poprad
Gymnazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium L. Stockela, Bardejov

KATEGORIA C

Gymnazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium L. Stockela, Bardejov
Gymnazium Kukucinova, Poprad

Sukr. gymnazium Pod Papierniou, Bardejov

Gymnazium Lipany

KATEGORIA Z9

7S Kudlovska, Humenné
ZS Dr. Fischera, Kezmarok
ZS Smeralova, Presov

ZS Bernolakova, Vranov nad Toplou
ZS sv. Cyrila a Metoda, Stara Luboviia

7S Srobérova, Presov

Cirk. ZS sv. Egidia, Bardejov

ZS Dr. Fischera, Kezmarok

ZS Hanusovce nad Toplou

7S Komenského, Stara Luboviia
7S Smeralova, Presov
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Zadania sutaznych udloh

KATEGORIA C

C-1-1
Urcte vSetky dvojice prirodzenych ¢isel (a, b), pre ktoré plati

a+5Vb=b+ 5.

(Jaroslav Svréek)
C-1-2

N3jdite vSetky trojuholniky, ktoré sa daju rozrezat na lichobezniky so stranami dlZok
lcm, 1ecm, 1cm a 2cm.
(Jan Mazék)

C-1-3

Najdite vSetky prirodzené cisla, ktorych zapis neobsahuje nulu a mé nasledujicu
vlastnost: ak v nom vynechame Tubovolnu éislicu, dostaneme ¢islo, ktoré je delitefom
povodného cisla.

(Jaromir Simsa)

C-1-4

Dany je lichobeznik ABCD so zakladinami AB a C'D. Oznatme F stred strany AB,
F stred tsecky DFE a G priesecnik tseciek BD a C'E. Vyjadrite obsah lichobeznika
ABCD pomocou jeho vysky v a dizky d tsecky FG za predpokladu, Ze body A, F, C
lezia na jednej priamke.

(Jan Mazék)

C-1I-5
Zistite, pre ktoré prirodzené ¢islo n je podiel

33000
(n—4)(n+1)
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a) ¢o najvicsie, b) ¢o najmensie prirodzené ¢islo.

(Eva Ridk4)
C-1-6

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC, v ktorom D je pita vysky z vrcholu C' a V
priese¢nik vysSok. Dokazte, ze |AD|-|BD| = |AB|- |V D| prave vtedy, ked |CD| = |AB|.

(Jaroslav Zhouf)
C-S-1

Uréte pocet vSetkych Stvorcifernych prirodzenych ¢isel, ktoré sa delitelné Siestimi a v ich
zapise sa vyskytuju prave dve jednotky.
(Pavel Leischner)

C-S-2

KruZnica k so stredom S je opisana pravidelnému Sestuholniku ABCDFEF'. Doty¢nica
v bode A ku kruznici k£ pretina priamku SB v bode K a doty¢nica v bode B pretina
priamku SC v bode L. Dokazte, ze Stvoruholniku K LC' B sa da opisat kruznica, ktora
je zhodnéa s kruznicou k.

(Jaroslav Zhouf)

C-S-3

Uréte vSetky dvojice (a,b) prirodzenych ¢isel, ktorych rozdiel a — b je piatou mocninou
niektorého prvoéisla a pre ktoré plati a — 4vb = b + 4V/a.
(Jaroslav Svréek)

C-11-1

V rovine st dané dva rozne body L, M a kruznica k. Zostrojte trojuholnik ABC' s ¢o
najvacsim obsahom tak, aby jeho vrchol C' lezal na kruznici k, bod L bol stredom
strany AC' a bod M stredom strany BC'.

(Pavel Leischner)

C-1I-2

Nech p, g, r st prirodzené ¢isla, pre ktoré plati p+ rv/p +q+ ¢ = 2007.
a) Urcte, aké hodnoty méze nadobudat sucet p + g + .
b) Uréte pocet vSetkych usporiadanych trojic (p,q,r) prirodzenych éisel, ktoré vy-
hovuji danej rovnici.

(Jaroslav Svréek)
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C-11-3

Rovnoramennému lichobezniku ABCD so zakladnami AB, C'D sa da vpisat kruznica
so stredom O. Uréte obsah S lichobeznika, ak st dané dlzky tuseciek OB a OC.
(Pavel Leischner)

C-1I-4

Urcéte najviicsie dvojciferné ¢islo k s nasledujicou vlastnostou: existuje prirodzené
¢islo N, z ktorého po skrtnuti prvej ¢islice zlava dostaneme éislo k-krat mensie. (Po
skrtnuti Cislice moze zapis cisla zacinaf jednou ¢i niekolkymi nulami.) K uréenému
¢islu k£ potom najdite najmensie vyhovujice ¢islo V.

(Jaromir Simsa)

KATEGORIA B

B-1-1
Najdite vSetky dvojice celych ¢isel (a,b), ktoré st rieSenim rovnice

a® + Tab+ 6b%> +5a +4b+ 3 = 0.

(Pavel Novotny)
B-1-2

Dané je kruznica k s priemerom AB. K lubovolnému bodu Y kruznice k, Y # A,
zostrojme na polpriamke AY bod X, pre ktory plati |AX| = |Y B|. Uréte mnozinu
vSetkych takych bodov X.

(Pavel Leischner)

B-1I-3

N4jdite najmensie prirodzené cislo k také, ze kazda k-prvkova mnozina trojcifernych
po dvoch nestudelitelnych ¢isel obsahuje aspon jedno prvocislo.
(Pavel Novotny)

B-1-4

V Tubovolnom trojuholniku ABC ozna¢me T fazisko, D stred strany AC a E stred
strany BC'. Najdite vSetky pravouhlé trojuholniky ABC s preponou AB, pre ktoré je
stvoruholnik C DT E dotyc¢nicovy.

(Jan Mazak)
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B-1I-5

Najdite vSetky dvojice redlnych éisel (p, q) také, Ze mnohoélen z2 + pz + ¢ je delitelom
mnohoélena z* + pz? + q.
(Jozef Moravdik)

B-1-6

Dana je tisecka AA( a priamka p. Zostrojte trojuholnik s vrcholom A a vyskou AAy,
ktorého tazisko a stred kruznice opisanej lezia na priamke p.
(Eva Ridka)

B-S-1

Uréte vsetky dvojice realnych &isel a, b, pre ktoré je polyném z* + ax? + b delitelny
polynémom 22 + bz + a.
(Jaromir Simsa)

B-S-2

V trojuholniku ABC ozna¢me D stred strany BC, E stred strany AC a T tazisko.
Dokazte, ze ak je strana BC' dlhsia ako strana AC, ma kruznica vpisana trojuholniku
BDT mensi polomer ako kruznica vpisana trojuholniku AT E.

(Pavel Novotny)

B-S-3

n? + 15n
33000

N4jdite najmensie prirodzené ¢islo n, pre ktoré je podiel prirodzené cislo.

(Jaromir Simsa)

B-1II-1

Uréte realne éisla a, b, ¢ tak, aby polyném z* + ax? + bz + ¢ bol delitelny polynémom
2% 4+ 2 4 1 a pritom stcet a? + b? + ¢ bol ¢o najmensi.
(Jaromir Simsa)

B-1I-2
Dany je trojuholnik ABC so stranou BC dlzky 22 cm a stranou AC dlzky 19 cm, ktorého

taznice t,, t, st navzajom kolmé. Vypodéitajte dizku strany AB.
(Pavel Novotny)
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B-1I -3

Prirodzené cislo nazveme vinitym, ak pre kazdé tri po sebe iduce cislice a, b, ¢ jeho
dekadického zapisu plati (a — b)(b — ¢) < 0. Dokézte, ze z ¢islic 0,1,...,9 je mozné
zostavit viac ako 25000 desatcifernych vinitych ¢isel, z ktorych kazdé obsahuje vSetky
¢islice od nuly po deviatku (¢islica 0 nesmie byt na prvom mieste).

(Jaromir Simsa)

B-1I-4

Je dany ostrouhly trojuholnik ABC. Pre Iubovolny bod L jeho strany AB oznacme
K, M pity kolmic z bodu L na strany AC, BC. Zistite, pre ktori polohu bodu L je
usecka K M najkratsia.

(Jaroslav Svréek)

KATEGORIA A

A-1I-1
V obore realnych ¢isel vyrieste rovnicu
4ot —122° — T2? + 222+ 14 = 0,

ked viete, Ze méa Styri rozne redlne korene, pricom sucet dvoch z nich sa rovna ¢islu 1.
(Jaromir Simsa)

A-T1T-2

Kruznica vpisand do daného trojuholnika ABC' sa dotyka stran BC, C'A, AB postupne
v bodoch K, L, M. Ozna¢me P priesecnik osi vnutorného uhla pri vrchole C' s priam-
kou M K. Dokézte, ze priamky AP a LK st rovnobezné.

(Peter Novotny)

A-1I-3

Ak z, y, z st redlne &isla z intervalu (—1, 1) spliiajice podmienku zy + yz + zx = 1,
tak plati

63/(1—22)(1—y?)(1 - 22) S 1+ (z+y+2)*

Dokazte a zistite, kedy nastava rovnost.

(Jaroslav Svréek)
A-1-4

Urcte, pre ktoré prirodzené ¢isla n sa mnozina M = {1,2,... ,n} da rozdelit
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a) na dve,
b) na tri
navzajom disjunktné podmnoziny s rovnakym poctom prvkov tak, aby kazda z nich
obsahovala aj aritmeticky priemer vsetkych svojich prvkov.
(Peter Novotny)

A-1I-5

V rovine je dana kruznica k so stredom S a bod A # S. Ur¢te mnozinu stredov kruznic
opisanych vsetkym trojuholnikom ABC, ktorych strana BC' je priemerom kruznice k.

(Jiri Dula)
A-1-6
Urcte vsetky funkcie f:Z — 7Z také, ze pre vsetky celé ¢isla x, y plati
f(f(@)+y) =z + f(y+2006).
(Petr Kariovsky)

A-S-1
Urcte vsetky realne cisla s, pre ktoré mé rovnica
4zt — 202 + 522 +220 —2=0

Styri rézne redlne korene, pricom stcin dvoch z nich je rovny ¢islu —2.
(Jaromir Simsa)

A-S-2

Uvazujme mnozinu {1,2,4,5,8, 10, 16, 20, 32, 40, 80,160} a vSetky jej trojprvkové pod-
alebo tych, ktoré maji sacin svojich prvkov mensi ako 2 006.
(Peter Novotny)

A-S-3

Dany je lichobeznik ABCD s pravym uhlom pri vrchole A a zakladnou AB, v ktorom
plati |[AB| > |CD| = |DA|. Ozna¢me S prieseénik osi jeho vnatornych uhlov pri
vrcholoch A, B a T priesecnik osi vnatornych uhlov pri vrcholoch C, D. Podobne
ozna¢me U, V priesecniky osi vnutornych uhlov pri vrcholoch A, D, resp. B, C.

a) Dokazte, ze priamky UV a AB st rovnobezné.
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b) Dokazte, Ze priese¢nik E polpriamky DT s priamkou AB a body S, T', B lezia na
jednej kruznici.

(J. Svréek, P. Calabek)
A-1II-1

Zistite, aky je najmensi mozny obsah trojuholnika ABC, ktorého vysky spliiaji nerov-
nosti v, = 3cm, v, = 4cm, v, = 5cm.
(Pavel Novotny)

A-1I -2

Nech a, b st redlne ¢isla. Ak ma rovnica
ot — 4} 442 +ar +b=0

dva rozne realne korene také, Ze ich sucet sa rovna ich stcinu, tak plati a +b > 0
a pritom dané rovnica nema ziadne iné realne korene. Dokazte.
(Jaromir Simsa)

A-1II-3

Nech M je lubovolny vnutorny bod prepony AB pravouhlého trojuholnika ABC.
Oznacme S, Sy, So stredy kruznic opisanych postupne trojuholnikom ABC, AMC,
BMC.
a) Dokazte, ze body M, C, Sy, S2 a S lezia na jednej kruznici.
b) Pre ktort polohu bodu M m4 tato kruznica najmensi polomer?
(Jaroslav Svréek)

A-1I-4

Nech p, ¢ st dané prirodzené Ccisla, pricom p < ¢q. Urcte najmensie prirodzené
¢islo m s vlastnostou: Sucet vSetkych zlomkov v zékladnom tvare, ktoré maju me-
novatela m a ktorych hodnoty lezia v otvorenom intervale (p, q), je aspon 56(q? — p?).

(Vojtech Balint)
A-IIT-1

Na niektoré policko Stvorcovej Sachovnice n X n (n = 2) postavime figirku a potom ju
postivame striedavo ,, §ikmo“ a ,,priamo“. ,,Sikmo“ znamené na policko, ktoré ma s pred-
chadzajicim spolo¢ny prave jeden bod. ,,Priamo* znamené na susedné policko, ktoré
ma s predchadzajicim spolo¢nu stranu. Urcte vsetky n, pre ktoré existuje vychodiskové
policko a taka postupnost tahov zacinajica ,,Sikmo“, Ze figurka prejde celt Sachovnicu
a na kazdom polic¢ku sa ocitne prave raz.

(Peter Novotny)
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A—1I1 -2

V tetivovom $tvoruholniku ABC D ozna¢me L, M stredy kruznic vpisanych postupne
do trojuholnikov BCA, BCD. Dalej ozna¢me R priese¢nik kolmic vedenych z bodov L
a M postupne na priamky AC a BD. Dokazte, ze trojuholnik LM R je rovnoramenny.

(Pavel Leischner)

A-T1IT-3

Ozna¢me N mnozinu vSetkych prirodzenych ¢isel a uvazujme vsetky funkcie f: N — N
také, ze pre Tubovolné x,y € N plati

f(@f(y) = yf(@).

Uréte najmensiu moznt hodnotu f(2007).
(Pavel Calabek)

A-1IIT-4

Mnozina M obsahuje vSetky prirodzené ¢isla od 1 do 2007 vratane a méa nasledujicu
vlastnost: Ak je ¢islo n prvkom mnoziny M, lezia v M vSetky ¢leny aritmetickej
postupnosti s prvym c¢lenom n a diferenciou n + 1. Rozhodnite, ¢i mnozina M musi
obsahovat vSetky prirodzené ¢isla vicsie ako urcité ¢islo m.

(Jaromir Simsa)

A-1IIT-5

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC taky, ze |AC| # |BC/|. Vnutri jeho stran BC a AC
uvazujme body D a FE, pre ktoré je ABDFE tetivovy stvoruholnik. Priese¢nik jeho
uhlopriecok AD a BE oznac¢me P. Dokazte, ze ak si priamky C'P a AB navzajom

kolmé, tak P je priese¢nikom vysSok trojuholnika ABC.
(Jan Mazak)

A-IIT-6

Urcte vSetky usporiadané trojice (z,y, z) navzajom réznych redlnych ¢isel, ktoré vyho-
vuji mnozinovej rovnici

{x,y,z}:{x_y y—z z—x}.

b b
Yy—2 22— x—Y

(Jaromir Simsa)



RieSenia sutaznych aloh

KATEGORIA C

C-1-1

Substituciou m = y/a, n = Vb prevedieme rovnicu na tvar m2 — n? — 5(m —n) =0,
odkial s pomocou vzorca pre rozdiel §tvorcov dostaneme (m —n)(m+n—>5) = 0. Takze
m —n =0 alebo m +n = 5.

V prvom pripade po spiatnej substitiicii zistime, ze tlohe vyhovuja vsetky dvojice
prirodzenych ¢isel a, b, pre ktoré plati b = a. V druhom dostdvame +/a + Vb = 5. Teda
1 < /a, Vb < 4, preto stadi postupne dosadzovat a = 1,2, ... ,16 do vztahu

b=(5—-+a)’ (1)

a zistovaft, ¢ je prislachajuce ¢islo b prirodzené.

Dané rovnica sa nemeni zdmenou neznamych a, b. Mozeme teda predpokladat, Ze
a < b, &o spolu s rovnostou v/a + vb = 5 znamena, ze \/a < 2,5. Odtial a < 6,25. Preto
sa staci pri dosadzovani zaoberat len hodnotami a = 1,2, ... ,6 a zvy$né rieSenia urcit
zdmenou c¢isel a, b v ndjdenych dvojiciach.

Dévtipnejsi postup spoc¢iva v umocneni zatvorky na pravej strane vztahu (1) a né-
slednej aprave na tvar

25+a—">

G 2)

z ktorého je zrejmé, ze Cislo a (a vzhladom na symetriu danej rovnice aj Cislo b) je
druhou mocninou prirodzeného ¢isla. (V opa¢nom pripade by na lavej strane rovnosti (2)
bolo raciondlne ¢islo, zatial ¢o na pravej strane iracionalne.) Potom je aj Tava strana
vztahu (2) prirodzené ¢islo mensie ako pit. Odtial vyplyva, ze rozdiel a — b je neparny
nasobok piatich. Pri predpoklade a < b teda bud (a,b) = (4,9), alebo (a,b) = (1, 16).
Dalsie dve riesenia vzniknt zamenou &isel a, b.

Zdver. Danej rovnici vyhovuji len dvojice (a, b) = (1,16), (4,9), (9,4), (16, 1) a vSetky
dvojice (a,a), pricom a je lubovolné prirodzené ¢islo.

C-1-2

Lichobezniky so stranami dlzok 1cm, 1cm, 1cm a 2cm st vetky navzajom zhodné
a skladaju sa z troch rovnostrannych trojuholnikov (obr. la). (Zakladne kazdého licho-
beznika maji dve rozne dizky, v nasom pripade to musia byt 2cm a 1cm.) Budeme ich
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Obr. la Obr. 1b

nazyvat zdkladné lichobezniky. Rovnostranny trojuholnik s dizkou strany 1cm nazveme
zakladny trojuholnik.

Vidime, ze kazdy z hladanych trojuholnikov sa da rozrezat na koneény pocet zaklad-
nych trojuholnikov. Preto si velkosti jeho vnutornych uhlov nasobkami Sestdesiatich
stupniov. Vnutorné uhly kazdého trojuholnika st tri a sucet ich velkosti je 180°, mé
teda zmysel hladat len rovnostranné trojuholniky. Z podmienky rozrezania na konec¢ny
pocet zakladngch trojuholnikov dalej vyplyva, Ze dlzka strany hladaného trojuholnika
vyjadrend v centimetroch je prirodzené ¢islo. Ak ju oznac¢ime a, da sa nas trojuholnik
rozrezat prave na a? zakladnych trojuholnikov. To mozno odvodif napriklad vydelenim
jeho obsahu S, = %a2 3 a obsahu 57 = i\/g zékladného trojuholnika. VSeobecnejsie
plati, Ze dva trojuholniky, ktoré stt podobné s koeficientom k, majt obsahy v pomere k2.

Obr. 2

Iné odvodenie poctu zakladnych trojuholnikov v rovnostrannom trojuholniku so
stranou a centimetrov vyplyva z doplnenia trojuholnika na kosostvorec podla obr. 1b,
kde bolo zvolené a = 3. Kosostvorec je zlozeny z dvoch rovnostrannych trojuholnikov
so stranou dlzky a centimetrov. D4 sa teda rozrezat na a? kosostvorcov (jeden je
zobrazeny v pravej dolnej Casti obr. 1b), z ktorych kazdy je zloZeny z dvoch zdkladnych
trojuholnikov a ktorym tiez budeme hovorit zakladné. Odtial vyplyva, Ze rovnostranny
trojuholnik obsahuje rovnaky pocet zédkladnych trojuholnikov, ako jemu prislachajuci
kosostvorec obsahuje zdkladnych kosostvorcov.

Zistili sme, 7ze kazdy z hladangch trojuholnikov je rovnostranny so stranou dlzky
a centimetrov (a € N) a Ze je zloZeny z a® zdkladnych trojuholnikov. KedZze kazdy
zékladny lichobeznik obsahuje prave tri zakladné trojuholniky, musi byt &islo a2, a teda
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aj Cislo a, delitelné tromi. Z obr. 2 potom vyplyva, Zze kazdy rovnostranny trojuholnik
so stranou dlzky 3n centimetrov, pricom n = 1,2,..., sa di rozrezat na zakladné
lichobezniky.

Zdver. Podmienkam tlohy vyhovuji len rovnostranné trojuholniky s dizkou strany
3n centimetrov, pricom n je prirodzené dislo.

C-1-3

Hladané ¢islo n obsahuje aspoini dve cifry. ZapiSme ho v tvare n = 10a + b, pricom
a je ¢islo, ktoré vznikne skrtnutim poslednej cifry b ¢isla n. Podla zadania a | 10a +
+ b. Odtial a | b. Nakolko vieme, ze b # 0, musi byt a jednociferné ¢islo, takze n je
dvojciferné s nenulovymi ciframi a, b, pricom b = ka, k € N.

Ak gkrtneme cifru a v éisle n, zostane ¢islo b, ktoré musi delit povodné ¢islo n =
= 10a + b, z ¢oho postupne dostdvame b | 10a, ka | 10a, k | 10 a odtial k € {1,2,5}.
Dosadenim do b = ka dostaneme tri mozné pripady b = a, b = 2a a b = 5a a v kazdom
z nich Tahko ur¢ime vyhovujice dvojice cifier a, b. Tak zistime, ako musia hladané ¢isla
n = 10a + b vyzerat.

Zaver. Riesenim tlohy su ¢isla 11, 12, 15, 22, 24, 33, 36, 44, 48, 55, 66, 77, 88 a 99.
Skuskou sa presved¢ime, ze vSetky vyhovuju podmienkam tlohy.

C-1-4
Podla zadania st uhly EFD a AFC priame, takze (obr. 3)

|SCDF| = |qAEF| (striedavé uhly),
|SCFD| = |qAFE]| (vrcholové uhly).

C
N

A E B

Obr. 3

Navyse bod F rozpoluje tsecku DE, preto |DF| = |EF| a trojuholniky CDF a AEF
st zhodné podla vety usu. Odtial vyplyva, ze |CD| = |AE)|, ¢o spolu s rovnostou |[AE| =
= |EB]| vedie k zaveru, ze EB a DC' st dve zhodné a rovnobezné tsecky. To znamena,

ze $tvoruholnik EBCD je rovnobeznik. Prieseénik G jeho uhloprie¢ok preto rozpoluje
kazdt z nich. Body F a G st stredy stran AC, EC trojuholnika AEC, takze tisecka F'G
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je jeho strednou priec¢kou a |AFE| = 2|F'G|. Preto

|AB|=2|AE| =4d a |CD|=|AE|= 2d.

Obsah lichobeznika ABCD je S = 3(|AB|+ |CD|)v = 3dv.

C-I1-5

Plati 33000 =1-2-2-2-3-5-5-5-11a (n+ 1) — (n —4) = 5. Kedze pre kazdé
prirodzené n je hodnota n + 1 kladné, dany podiel je kladny len vtedy, ked je kladna
aj hodnota n — 4, odtial n = 5.

a) Pre kazdé prirodzené n = 5 platin—4 = 1 an+1 = 6, preto je najvicsia hodnota
daného podielu rovna 33000 : (1-6) = 5500 a dostaneme ju pre n = 5.

b) Pri hladani najmensieho podielu ozna¢me a, b ¢isla n+1, n—4 v poradi, ktoré este
spresnime. Predpokladajme najskor, ze rozklad ¢isla ab na staéin prvocinitelov obsahuje

prvocisla 11 a 5. Potom st a, b po sebe idiice nésobky piatich a prave jedno z nich,
dajme tomu a, je nadsobkom ¢isla 55.

Uvazujme najskor a = 55. Z dvoch moznych hodnét b = 50 a b = 60 vyberieme t
vicsiu (aby sme dostali mensiu hodnotu skiimaného podielu). Hodnote b = 60 z rovnosti
n + 1 = 60 (alebo z rovnosti n — 4 = 55) prislacha n = 59 a skimany podiel je potom
rovny c¢islu 10.

Pre a = 110 (resp. a = 165) nie je ¢islo 33000 delitelné ziadnym zo susednych
nasobkov piatich, teda ¢islami 105 a 115 (resp. 160 a 170).

Ak rozklad ¢isla ab na stcin prvocinitelov neobsahuje prvocislo 11 alebo prvoéislo 5,
je skimany podiel (ak je celo¢iselny) delitelny ¢islom 11 resp. ¢islom 125, takze je to

.....

Zaver. Najvicsia hodnota daného podielu je 5500 pre n = 5 a najmensia je 10 pre

n = 59.

C-1-6

Pri oznaceni podla obr. 4 dostaneme

|<SADV| = |9CDB| = 90°,
|[SVAD|=|4BAE|=90° — 8 = | BCD|.
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Obr. 4

Trojuholniky ADV a CDB st teda podobné podla vety uu. Z tejto podobnosti
vyplyva
|AD| |V D|
|CD| — |BD|

a odtial |AD|-|BD| = |CD|-|V D|. Zdoéraznime, Ze tato rovnost plati pre kazdy ostrouhly
trojuholnik ABC'. Vztah |AD|-|BD| = |AB| - |V D| zo zadania tlohy teda plati prave
vtedy, ked |CD| = |AB]|.

C-S-1

Aby ¢islo bolo delitelné Siestimi, musi byt parne a mat ciferny stucet delitelny tromi.
Oznacme teda b ¢islicu na mieste jednotiek (t&4 musi byt parna, b € {0,2,4,6,8}) a a ta
¢islicu, ktora je spolu s ¢islicami 1, 1 (a # 1) na prvych troch miestach stvorciferného
¢isla, ktoré spliia poziadavky tlohy.

Aby bol sucet ¢islic a + 1+ 1 + b takého ¢isla delitelny tromi, musi ¢éislo a + b davat
po deleni tromi zvySok 1. Pre b € {0,6} tak mame pre a moznosti a € {4,7} (a # 1),
pre b € {2,8} mame a € {2,5,8} a konecne pre b =4 mame a € {0,3,6,9}. Pre kazdé
zvolené b a zodpovedajice a # 0 s zrejme tri moznosti, ako ¢islice 1, 1 a a na prvych
troch miestach usporiadat, to je spolu (2-2+2-3+3) -3 = 39 moznosti, pre a = 0 (ked
b = 4) potom st len dve mozZnosti (¢islica nula nemdze byt prvé éislica Stvorciferného
Cisla).

Celkom existuje 41 §tvorcifernjch prirodzenych é&isel, ktoré spliaji podmienky alohy.
C-S-2

Doty¢nica ku kruznici k£ v bode A je kolma na priemer AD, a teda aj na stranu BC
daného Sestuholnika (obr.5). Zaroven priamky SB a AB zvieraju s BC Sestdesiatstup-
novy uhol, takZe st simerne zdruzené podla osi BC. Bod K je preto simerne zdruzeny



34 56. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

s bodom A podla osi BC.

D : L
\ |
\
\\ >
k \
\\
S \

\V

B

: ™
A/

Obr. 5

Podobne doty¢nica BL je kolmé na BS, takze zviera s priamkou BC' uhol 30° rovnako
ako priamka BD. Priamka BL je teda simerne zdruzend s priamkou B D podla osi BC'.
Aj priamky SC a C'D st simerne zdruzené podla osi BC, takze bod L je podla tejto
osi simerne zdruzeny s bodom D.

Dostali sme tak, ze stvoruholnik K LCB je stmerne zdruzeny s lichobeznikom
ADCB, ktorému je opisand kruznica k. Vrcholy Stvoruholnika K LCB preto lezia
na kruznici simerne zdruzenej s kruznicou k podla osi BC. Tym je tvrdenie tlohy
dokazané.

C-S-3

7 rovnosti a — 4vb = b + 4v/a vyplyva rovnost a — b = 4(\/& + \/Z;) Kedze
a—b= (Va—vb)(Va+ Vi),

dostavame po vydeleni kladnym ¢slom va + v/b rovnost

Va—Vb=4, (1)

Va=vb+4. (2)

Jej umocnenim vyjde a = b + 16 + 8V/b. Kedze ¢islo r = 8v/b musi byt celé, je v/b
racionalna odmocnina prirodzeného &isla, takze b = n? pre vhodné prirodzené ¢islo n.
Z rovnosti (2) tak méme a = (n+4)2aa—b=(n+4)> —n?=23(n+2). Cisloa —b
je teda piatou mocninou prvoéisla len vtedy, ked n + 2 = 22, ¢ize n = 2.

Jedinou vyhovujtacou dvojicou (a,b) je dvojica (36,4).
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Poznamka. Ked si po odvodeni vztahu (1) uvedomime, ze v zatvorke na pravej strane
rovnosti a — b = 4(\/5 + \/Z;) je kladné raciondlne, a teda prirodzené cislo, vidime, ze
musi platit @ — b = 2°. Pre odmocniny va, v/b tak dostaneme ststavu dvoch rovnic

Va+ Vb =8,
Va— Vb =4,

ktorych séitanim vyjde va = 6 a odéitanim v/b = 2.
C-1I-1

Pri rozbore uvazujme Iubovolny trojuholnik ABC' s vrcholom C' na kruznici k, ktorého
strany AC, BC maju stredy postupne v bodoch L, M (obr.6). Kedze LM je strednou
prieckou takého trojuholnika, je jeho obsah rovny Stvornasobku obsahu trojuholnika
LMC'. Tento trojuholnik ma pevnu stranu LM, takze jeho obsah je najvicsi prave
vtedy, ked je najvicsia jeho vyska z vrcholu C, teda vzdialenost d bodu C' od priamky p
urcenej bodmi L, M.

Obr. 6

Dodajme, ze namiesto porovnania obsahov trojuholnikov ABC a LMC dbéjdeme
k rovnakej podmienke aj takto: trojuholnik ABC mé stranu AB pevnej dizky ¢ =
= 2|LM| a vysku v. = 2d. Preto je jeho obsah %cvc rovny 2|LM| - d, takze je najvacsi
mozny, ked je taka vzdialenost d.

Pre ktory bod C € k je vzdialenost d najvicsia? Vedme bodom C' priamku ¢
rovnobeznu s priamkou p. Ak je vzdialenost d najvicsia moznda, musi celd kruznica k
lezat v rovnakej polrovine s hrani¢nou priamkou ¢ ako priamka p (volbou bodu C €
€ k vnutri opacnej polroviny by sme vzdialenost d zvicsili). Priamka ¢ je preto nutne
doty¢nicou kruznice k (rovnobeznou s danou priamkou p) a bod C je jej dotykovym
bodom.
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Odtial uz vyplyva konstrukcia: bod C uréime ako ten z dvoch priese¢nikov kruznice k
vzdialenost (ak ju maji oba prieseéniky rovnaki, vyberieme ktorykolvek z nich). Body
A, B potom zostrojime ako obrazy bodu C' v stimernosti podla stredu L, resp. M.

Diskusia. Dotyc¢nice kruznice k rovnobezné s priamkou LM maji od tejto priamky
dve rozne vzdialenosti prave vtedy, ked stred S kruznice k na priamke LM nelezt;
vtedy mé tloha jediné rieSenie. V opac¢nom pripade, ked stred S na priamke LM lezi,
ma uloha dve rieSenia.

C-1I-2
a) Ak spliiaju prirodzené éisla p, ¢, » dant rovnicu, dostaneme z nej vyjadrenie

2007 —p—gq
ViTg=" Pl

takze Cislo /p + q je raciondlne, a teda celé (odmocnina z prirodzeného ¢isla je totiz
bud ¢&islo celé, alebo ¢islo iracionalne). Preto z rovnosti

2007 =p+rvp+q+aqlp+a)+rvp+a=vpra(Vp+a+r)

dostavame rozklad ¢isla 2007 na dva celociselné cinitele \/p + q a \/p + g +r, pre ktoré

zrejme plati
1<vpt+qg<+p+qg+r.

Z rozkladu na prvoéisla 2007 = 32 - 223 vidime, Ze st mozné iba dva pripady, ktoré
prehladne zapiSeme do schémy:

vP+q ptq+r p+q T p+qg+r
3 669 — 9 666 — 675
9 223 81 214 295

Mozné hodnoty sucétu p + ¢ + r su teda iba dve ¢isla: 675 a 295. (Konkrétne trojice
(p,q,7), ktoré to dokazuji, nebudeme uvadzat, pretoZe priamo uréime v c¢asti b) ich
pocet.)

b) Rovnost p + ¢ + r = 675 nastane prave vtedy, ked bude trojica (p,q,r) spliiat
podmienky p+¢ =9 a r = 666; takych trojic je prave tolko, ako dvojic (p, ¢), pre ktoré
p+q=29, teda 8.

Rovnost p + ¢ + r = 295 nastane prave vtedy, ked bude trojica (p,q,r) spliat
podmienky p + g = 81 a r = 214; takych trojic je prave tolko, ako dvojic (p,q), pre
ktoré p + q = 81, teda 80.

C-1I-3

Oznacme postupne K, L, M, N body dotyku vpisanej kruznice so stranami AB, BC,
CD, DA (obr.7). Kedze ABCD je rovnoramenny lichobeznik, jeho vnutorné uhly pri
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vrcholoch A, B, C, D maji postupne velkosti o, cv, 180° — v a 180° —v. Usecky OA, OB,

Obr.7

OC, OD leziace na osiach tychto uhlov preto spolu so styrmi navzajom zhodnymi tsec-
kami OK, OL, OM, ON rozdeluju cely lichobeZznik na osem pravouhlych trojuholnikov,
ktoré sa zhoduju v jednej odvesne a maja ostré vnitorné uhly %a a 90° — %a. Tychto
osem trojuholnikov moZno preto rozdelit na dve $tvorice zhodnych trojuholnikov: jednu
z nich tvoria trojuholniky OAK, OAN, OBK, OBL a druht trojuholniky OCL, OCM,
ODM a ODN. Odtial vyplyva, ze obsah S lichobeznika ABCD je rovny Stvorniasobku
suctu obsahov trojuholnikov OBL a OCL, teda Stvornasobku obsahu trojuholnika
OBC. Podla vnutornych uhlov pri vrcholoch B a C vidime, Ze trojuholnik OBC je
pravouhly s odvesnami OB a OC, takZe mé obsah 3|OB|- |OC| a hladany celkovy
obsah S je S =2|OB|-|0C]|.

Pozndmka. Mala obmena casti predchadzajiceho postupu: ak je O stred kruznice
vpisanej dotyénicovému Stvoruholniku ABCD, je Tahké ukazat, Ze jeho obsah je rovny
dvojnasobku stuctu obsahov trojuholnikov OAB a OCD rovnako ako trojuholnikov
OBC a ODA. Ostatné dva trojuholniky st pri nasom rovnoramennom lichobezniku
ABCD zhodné.

Iné rieSenie. Pre vysku v a strany a, b, ¢, d lichobeznika ABCD s vpisanou
kruznicou k(O, r) platia rovnosti v = 2r a a+c = b+d. Z prvej z nich vyplyva, ze stred O
lezi na strednej priecke lichobeznika, ktorej dlzka % (a+c) je podla druhej rovnosti rovna
%(b + d). V nasom pripade vsak plati b = d, takze stredna priecka je zhodna s oboma
ramenami a bod O je jej stredom, lebo rovnoramenny lichobeznik je osovo samerny.
Spolu dostavame, ze bod O lezi na kruznici zostrojenej nad priemerom BC, a preto
je OBC pravouhly trojuholnik s obsahom 1|OB| - |OC|. Jeho vyska na preponu BC
je vsak polomerom r vpisanej kruznice k, takze obsah trojuholnika OBC' je tiez rovny
b 7. Porovnanim oboch vyjadreni dostaneme rovnost |OB|-|OC| = b-r. Pre hladany
obsah S nasho lichobeznika preto plati

S:a;C~v:b~2r:2~\OB\~|OC\.
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C-1I1-4

Lubovolné m-ciferné prirodzené ¢islo N s prvou ¢islicou ¢ mé vyjadrenie N = ¢-10™ +x,
pricom x je prave to ¢islo, ktoré dostaneme z ¢isla N po skrtnuti prvej ¢islice c. Podla
zadania m4 platit N = c¢-10™ + z = kx, ¢ize ¢- 10™ = (k — 1)z. Cislo k — 1 teda musi
byt delitelom ¢isla ¢ - 10™, ktoré mé vsak iba jednociferné prvocinitele: prvodisla 2, 5
a prvocinitele z rozkladu ¢islice c. Budeme preto postupne testovat na prvocinitele ¢isla
k — 1 pre najvicsie dvojciferné k:
> k=99: k—1=98 =272 nevyhovuje, lebo 72 { c- 10™.
> k= 98: k — 1 =97 nevyhovuje, lebo 97 je dvojciferné prvocislo.
> k=97 k—1=96 = 2°.3 vyhovuje, lebo napriklad 2°-3 | ¢- 10™ pre ¢ = 3 a m = 5;
aby sme dostali mensie NV, m6zeme vSak zvolit mensie m =4 ac=3-2 = 6 (iné ¢ pre
m = 4 nevyhovuje). Pre m < 3 uz vzfah 2° - 3 | ¢- 10™ neplati pre Ziadnu nenulovt
¢islicu c.
Hladané najvicsie dvojciferné k je teda 97. Podla predchadzajticej diskusie uréime
najmensie vyhovujice N, ktorému prislicha m = 4, ¢ = 6 a x = 6 - 10* : 96 = 625,
takze N = 6 - 10* + 625 = 60 625.

Odpoved. Hladané k je rovné 97 a najmensie vyhovujice N je 60 625.
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KATEGORIA B

B-1-1
Rovnicu riesime ako kvadratickti s neznamou a a parametrom b. Jej diskriminant je
D = (7Tb+5)? — 4(6b> 4 4b + 3) = 25b* + 54b + 13

a korene

~Th—5+vVD
5 .

Ak st a aj b celé &sla, musi byt aj v D = +(2a + 7b + 5) celé ¢islo. Mozeme teda pisaf

a1,2 =

D = 25b% 4+ 54b + 13 = ¢,
pricom c je celé nezadporné. Rovnicu
25b° + 54b+ 13 — ¢® = 0

opét riesime ako kvadraticka. Jej korene st

—27 + /272 — 25 - 13 + 25¢2
25 '

b2 =

Ak st b a ¢ celé éisla, musi byt v/404 + 25¢2 druhou mocninou nejakého celého neza-
porného ¢isla d. Pre celé nezaporné ¢isla ¢, d teda plati d? — 25¢% = 404, ¢ize

(d+ 5¢)(d — be) = 404.
Rozdiel (d 4 5¢) — (d — 5¢) = 10c¢ je parny, takze ¢isla d + 5¢ a d — 5¢ maju rovnaki
paritu. NavySe d 4+ 5¢ = d — 5¢c a d + 5¢ 2 0, takZe z rozkladov ¢isla 404 na stcin dvoch
celych cisel vyhovuje jediny, a to

d+5c=1202, d—5c=2.

Odtial d = 102, ¢ = 20. Z korenov

b —27+d
125~ o
je celym ¢islom iba b = 3. Potom
-7 —-5=+c
12 = ——F

2 Y



40 56. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

teda a1 = —3 a a; = —23.
Danej rovnici vyhovuji dve dvojice ¢isel (a,b), a to (—3,3) a (—23, 3).

Iné riesenie. Troj¢len a? + 7ab+ 6b? sa d4 rozlozit na sucin (a+b)(a+6b). Pokiisme
sa na sucin rozlozit aj vyraz a® + 7ab+ 6b% + 5a + 4b + ¢, pricom c je vhodn4 konstanta.
Rozklad bude mat tvar

a® + 7ab + 6b* + 5a 4+ 4b 4+ c = (a + b+ x)(a + 6b + ).
Po roznéasobeni pravej strany a porovnani koeficientov pri a a b dostaneme

r+y=95 6r+ty=4,

éize
1 26
xr = ——, = —
5 Y75
a nakoniec
26
c=xy=——.
LAY
Dant rovnicu teda mozeme postupne upravit na tvar
26 26
2 2
Tab+ 6b + 5 4b— — = -3 — —
R T 25’

1 26 101
b— = b+ — | = ——
(a—l— 5) (a—|—6 —|—5> 95’

(5a 4+ 5b — 1)(5a + 30b 4 26) = —101.

Kedze 5a + 5b — 1 = —1 (mod 5), 5a + 30b + 26 = 1 (mod 5), vyhovuju zo Styroch
vyjadreni ¢isla —101 v tvare sticinu dvoch celych cisel len dve nasledovné:

5a 4+ 5b—1=—1, ba+ 30b+ 26 = 101, a teda a = —3, b = 3;

5a+5b—1=—101, 5a + 300+ 26 = 1, a teda a = —23, b = 3.

B-1-2

Ked Y = B, potom X = A.

Nech Y # B. Nech p je priamka prechadzajica bodom A kolmé na AB a C ten bod
priamky p leziaci v tej istej polrovine urcenej priamkou AB ako bod Y, pre ktory plati
|AC| = |AB| (obr. 8). Podla zadania plati |[AX| = |BY|. Uhol AY B je podla Talesovej
vety pravy, preto |[SABY| = 90° — [JY AB| = |4CAX]|. Trojuholniky ABY a CAX
st teda zhodné podla vety sus. Odtial vyplyva, ze |[JCXA| = |[SAY B| = 90°. Bod X
teda lezi na Talesovej polkruznici nad priemerom AC.

Nech naopak X je Tubovolny vnitorny bod tejto polkruznice a Y prieseénik
priamky AX s kruznicou k (Y # A). Trojuholniky CAX a ABY st zhodné podla
vety usu, a preto |AX| = |BY|. Bod X teda patri do hladanej mnoziny.

Hladanou mnozinou vsetkych bodov X je zjednotenie dvoch polkruznic nad prie-
mermi AC; a AC5 leziacich v tej istej polrovine ako bod B; C; a Cy st body leziace
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C1

C
Y
D
X
Y
A B
X
A B k
k
Cy
Obr. 8 Obr. 9

na kolmici vedenej bodom A na priamku AB, pricom |AC,| = |ACs| = |AB| (obr.9).
Bod A do hladanej mnoziny patri, body C; a Cs nie.

B-1-3

Na konstrukciu mnoziny po dvoch nesudelitelnych trojcifernych zlozenych ¢isel s velkym
poc¢tom prvkov moézeme vyuzit to, Ze mocniny dvoch roznych prvocisel st nesudelitelné.
Mnozina

{27,3% 53, 73,112,132, 172,192,232, 292, 31%}

obsahuje 11 po dvoch nesudelitelnych trojcifernych ¢isel a nie je v nej ziadne prvocislo.
Dokazeme, ze kazda aspon dvanastprvkova mnozina po dvoch nesudelitelnych troj-
cifernych ¢isel obsahuje prvocislo. Kedze 372 > 1000, je kazdé zloZené trojciferné ¢islo
delitelné aspor jednym prvocislom mensim ako 37. Preto sa dd4 mnozina vSetkych
zlozenych trojcifernych ¢isel rozdelit na 11 podmnozin Ao, Az, As, A7, A11, A1z, A7, Aqg,
Ass, Asg, As1, pricom A; obsahuje tie ¢isla, ktorych najmensim prvocinitelom je ¢islo 7.
Kazdé dve rozne ¢isla z tej istej mnoziny A; st studelitelné. Nech mnozina B trojcifernych
po dvoch nesudelitelnych ¢isel mé aspon 12 prvkov. Keby v B boli iba zlozené ¢isla,
podla Dirichletovho principu by B obsahovala dve ¢isla z tej istej mnoziny A;; tieto ¢isla
by ale boli stdelitelné. Preto mnozina B musi obsahovat asponi jedno prvocislo.
Hladané najmensie ¢islo k je teda 12.
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B-1—-4

Konvexny tvoruholnik je dotyénicovy prave vtedy, ked stéty dizok jeho protilahljch
stran sa rovnaké.

B E C
Obr. 10

V pravouhlom trojuholniku ABC' s preponou AB ozna¢me a = |BC|, b = |AC)|
(obr. 10). Podla Pytagorovej vety plati

b 2
|BD| = \/[BCP +|CDP = a2 + (5) . JAE| = /82 +

Kedze tazisko trojuholnika deli faznicu v pomere 1 : 2, mame

1 1 b\ > 1 1 a2
TD|==|BD| = =/a2+ (2) , |TE|=Z|AE| = =4/b? (-)
70| = 15Dl = e+ (5) + 17EI= J1aB] = 3/ + (3
Stvoruholnik C DTE je doty¢nicovy prave vtedy, ked |CD|+ |TE| = |EC|+ |TD|, teda
b, 1 / a 1o, (b 2
23 —573 2) "

Ak a = b, potom rovnost plati.
Ak a > b, potom a® + + b2>b2+ 1a , a teda

1 a
3\/ 2

Podobne, ak a < b, potom

r3e () 5
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Stvoruholnik CDTE je teda dotyénicovy prave vtedy, ked je trojuholnik ABC
rovhoramenny.

Iné riesenie. 7Z rovnosti
b+1 62+(a>2_a+1 2 b\ 2
2 73V 2) T2 T3\ T3

3b+ vV 4b% + a? = 3a + V4a? + b2,
3b — 3a = \/4a2 + b2 — \/4b2 + a2,
962 — 18ab + 9a2 = 5a? + 5b% — 2v/4a* + 17a2b2 + 4b4,
2a% — 9ab + 20> = —/4a* + 17a2b2 + 4b4,
4a* + 81a%b? + 4b* — 36a°b — 36ab> + 8a2b? = 4a* + 17a%b? + 4b*,
72a*b* — 36a°b — 36ab> = 0,
—36ab(a — b)* =0,

a=b.

postupne vyplyva

Naopak, z rovnosti a = b vyplyva

b 1 a2 a 1 b\ 2
_ _ 2 _ — _ _ 2 _
23 b+(2> 2t3 “+<2)‘

Stvoruholnik CDTE je teda doty¢nicovy prave vtedy, ked je trojuholnik ABC' rovno-
ramenny.

B-1-5
Delenim polynému z# + pz? + ¢ polynémom z2 + px + ¢ zistime, Ze plati
ot pa® +q= (@ +pr+q)(@® —pr+p*+p—q)+ (2pg—p’ —p)r+q—pPa—pg+ 4.

Polyném z? + pz + ¢ je delitefom polynému z* + px? + ¢ prave vtedy, ked je zvysok
(2pq —p® — p?)z + q—p*q— pq + ¢* nulovy polyndm, teda prave vtedy, ak sticasne platia
rovnosti 2pg — p® —p? = 0 a ¢ — p?>q — pq + ¢*> = 0. Tieto upravime na tvar

p2¢—p*—p)=0, a q(l—-p*—p+gq)=0.

Ak p =0, potom ¢ = 0 alebo ¢ = —1.

Ak ¢ =0, potom p = 0 alebo p = —1.

Ak p # 0 a g # 0, potom musi platit 2¢ — p> —p=0a1l—p? —p+ ¢ = 0. Z druhej
rovnice vyjadrime ¢ = p? + p — 1. Po dosadeni do prvej rovnice mame 2p? + 2p — 2 —
—p>—p=0aodtialp=1,g=1alebop=—2,¢=1.
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Vyhovuje teda pit dvojic (p, q), a to (0,0), (0,—-1), (—1,0), (1,1), (=2,1).
Iné rieSenie. Polyném z2 + px + ¢ je delitelom polynému z* 4 px? + ¢ prave vtedy,
ked existuju také realne ¢isla a, b, ze
et +pa? +q=(2® +pr+q)(2® + ax +b) =
= z* + (a+p)2’ + (b+ ap + q)2° + (bp + aq)x + bg.

Porovnanim koeficientov dostaneme podmienky

a+p=0, (1)
b+ap+q=np, (2)
bp+aq =0, (3)
bg = q. (4)

Ak g = 0, potom podla (3) p = 0 alebo b = 0. Dosadenim b = 0 do (2) s vyuzitim
(1) dostaneme —p? = p, a teda okrem p = 0 vyhovuje aj p = —1.

Ak g # 0, vyplyva zo (4) b = 1. Vztahy (3) a (1) potom davaju p—pg = 0, tedap =0
alebo ¢ = 1. V prvom pripade musi byt podla (2) ¢ = —1, v druhom 1 —p> +1 =p
a odtial p =1 alebo p = —2.

B-1I-6

Strana BC hladaného trojuholnika lezi na priamke ¢, ktora prechadza bodom Ag a je
kolma na vysku AAg. Na tejto priamke lezi aj stred D strany BC. Tazisko T je obrazom
bodu D v rovnolahlosti so stredom A a koeficientom %, lezi preto na priamke ¢, ktora
je obrazom priamky ¢ v uvedenej rovnolahlosti. Stred S opisanej kruznice lezi na osi o

strany BC, ¢ize na priamke, ktora prechadza bodom D a je rovnobezna s vyskou AA,
(obr.11).

A

s B

Obr. 11



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA B 45

Konstrukcia. Bodom Aj vedieme priamku ¢ kolmu na tsecku AAq. Zostrojime ob-
raz ¢’ priamky ¢ v rovnolahlosti so stredom A a koeficientom % Oznacime T priese¢nik
priamky ¢’ s priamkou p a D prieseénik priamky AT s priamkou ¢. Bodom D vedieme
rovnobezku o s AAg a jej priese¢nik s priamkou p oznacime S. Priese¢niky kruznice k so
stredom S a polomerom |SA| s priamkou ¢ st vrcholy B a C hladaného trojuholnika.

Dékaz sprdavnosti. Usecka AAg je kolma na stranu BC, je to teda vyska trojuholnika
ABC. Bod S leziaci na priamke p je stredom kruznice opisanej trojuholniku ABC. Zo
zhodnosti trojuholnikov BDS a CDS (veta Ssu) vyplyva, ze D je stred strany BC.
Preto je AD taznica a T fazisko trojuholnika ABC (plati totiz |AT| = 2|AD]).

Diskusia. Ak priamka p nie je rovnobezna s tiseCkou AAg ani nie je na nu kolma, st
body T a S jednoznacne urcené. V tom pripade ma tloha préave jedno rieSenie (az na
oznacenie bodov B a (), pokial kruznica k pretina priamku ¢ v dvoch réznych bodoch;
ak kruznica k nepretina priamku p v dvoch réznych bodoch, nema tloha riesenie.

Ak je tisecka AA( castou priamky p, nie je bod S jednoznac¢ne uréeny; vyhovuju
vsetky rovnoramenné trojuholniky so zédkladnou BC, ktorda ma stred v bode Ay. Ak je
usecka AAy rovnobezna s priamkou p, ale nelezi na nej, nema tloha riesenie.

Ak je priamka p kolmé na tsecku AAg, m4 tloha riesenie len vtedy, ked st priamky
q' a p totozné. To nastane vtedy, ked priamka p pretina tsecku AAgy v bode V, pre ktory
plati |AV| = 2|AgV|. V takom pripade moézeme bod T' zvolit na p kdekolvek a tloha
mé nekonecne vela rieSeni.

B-S-1
Delenim polynému z# + ax? 4+ b polynémom 2 + bz + a zistime, Ze
rt 4 ar? + b= (22 + br + a)(2? — br + b*) + (ab — b*)z + (b — ab?).

Polyném z* + az? + b je delitelny polynémom z? + bx + a prave vtedy, ked je zvysok
(ab—b3)x + (b — ab®) nulovy polyném, teda ab—b* = b(a —b?) = 0 a sticasne b — ab® =
= b(1 —ab) = 0. Ak b = 0, stt obe podmienky splnené. Pre b # 0 musi platit a — b? =0
al—ab=0.0dtiala =0b%,1-03=0,atedaa=0b=1.

Zdver. Polyném z* + az? + b je delitelny polynémom 22 + bx + a prave vtedy, ked
b =0 (a a je lubovolné) alebo a = b = 1.

Iné rieSenie. Polyném z* + az? + b je delitelny polynémom z2 + bx + a prave
vtedy, ked existuju také realne é&isla p, q, ze x* + az? + b = (22 + bz + a)(z? + pr + q).
Roznasobenim a porovnanim koeficientov dostaneme stustavu rovnic

p+b=0, qg+bp+a=a, ap+0bqg=0, aq=0>.

Z prvej rovnice vyjadrime p = —b a z druhej g = —bp = b?, dosadenim do tretej a Stvrtej
méame —ab + b3 = 0, ab? = b. Riesenie dokonéime rovnako ako v prvom rieseni.

B-S-2

Polomer kruznice vpisanej trojuholniku je podielom jeho obsahu a polovice obvodu.
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Trojuholniky ADE a BDFE maja zrejme rovnaky obsah, pretoZze maji spolo¢ni
stranu DE a zhodnt vysku na nu (AB a DE st rovnobezné). Rovnaky obsah teda
maju aj trojuholniky ATE a BDT, pretoze obsahy oboch trojuholnikov sa od ob-
sahu spomenutych trojuholnikov liSia prave o obsah ,spolo¢ného” trojuholnika DET
(obr. 12).

C

A B

Obr. 12

Oznacme p os tsecky AB. Ak je strana BC dlhsia ako strana AC lezi bod C'v tej istej
polrovine s hrani¢nou priamkou p ako bod A. Preto v tejto polrovine lezi aj tazisko T
Jeho vzdialenost od bodu A je teda mensia ako vzdialenost od bodu B. To znamen4,
ze dlzka t, taznice AD je mensia ako dlzka t;, taznice BE. Trojuholnik AT E mé obvod
0] = %b + %tb + %ta, trojuholnik BDT ma obvod o0y = %a + %ta + %tb. Z nerovnosti
b<aat, <ty preto vyplyva

1 1
02—01:§(a—b)+§(tb—ta)>0,

¢ize 01 < 0.
Trojuholniky AET a BDT maju rovnaky obsah a prvy z nich mé mensi obvod,

.....

trojuholniku BDT'.
B-S-3

Cislo n% + 15n = n(n + 15) m4 byt delitelné ¢islom 33000 = 23 - 353 - 11. Keby nebolo
n delitelné tromi, nebolo by tromi delitelné ani ¢islo n + 15, ¢ize ani stcin n(n + 15).
Z rovnakého dovodu musi byt n delitelné piatimi, a teda aj pdtnastimi. PiSme preto
n = 15k. Aby bolo &islo n(n + 15) = 152k(k + 1) delitelné ¢islom 8 - 3 - 53 - 11, musi
byt stc¢in k(k + 1) dvoch po sebe iducich prirodzenych ¢isel delitelny 6smimi, piatimi
a jedenastimi. Jeden z ¢initelov k, k& + 1 musi byt delitelny asporn dvoma z tychto troch
¢isel, takze musi byt delitelny niektorym z ¢isel 40, 55, 88. Najmensim takym ¢islom
je 40. Jedenastimi ale nie je delitelné ani ¢islo 40 ani ziaden z jeho susedov 39, 41.
delitelné 6smimi. Preto sucin 55 - 56 je delitelny 6smimi, piatimi aj jedendstimi; méame
teda k = 55. Hladané najmensie ¢islo je n = 15k = 825.
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B-1I-1
Delenim polynému z# + ax? + bz + ¢ polynémom z2 + z + 1 zistime, Ze plati
et tar’ +brte= (@ +r+ D)@ —z+a)+ (b—a+ 1)z + (c—a).
Polyném x* + ax? 4 bz + ¢ je delitelny polynémom 2 4 x 4 1 prave vtedy, ked je zvysok

pri deleni nulovy polyném, teda b —a + 1 = 0 a stcasne ¢ —a = 0; odtial b = a — 1,
c = a. Potom

a2—|—b2+02:a2+(a—1)2+a2:3a2_2a+1:3(a_%)2+

Wi

Tento vyraz mé najmensiu hodnotu pre a = é; lahko dopocitame b = a — 1 = —%,

—qg=1
c=a=3.

Iné riesenie. Polyném z* 4 ax? + bz + ¢ je delitelny polynémom 2 4+ x + 1 prave
vtedy, ked existuji realne ¢isla p, ¢, pre ktoré

vt +ar? + b +c= (2 +x+1)(2® +pr+q).
Roznasobenim pravej strany a porovnanim koeficientov dostaneme styri rovnice p+1 =

=0,9g+p+1=a,q+p=>, q=c. Znich vyjadrimep=—-1,g=a,c=a,b=a—1
a pokracujeme ako v prvom rieseni.

B-1I-2

Ozna¢me D stred strany AC, E stred strany BC a T tazisko trojuholnika ABC

C

Obr. 13
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(obr.13). Ak dalej oznaé¢ime 3z a 3y dizky taznic t, a t,, mame |AT| = 2z, |ET| =
= x,|BT| = 2y,|DT| = y. Podla Pytagorovej vety pre trojuholniky AT D, BET, ABT

plati
b 2
@ +92=(3)

()

.

2?4+ (2y)?
(22)% + (2y)°

Sé¢itanim prvych dvoch rovnic dostaneme 5(x%+4?%) = i(a2 +b?) a po dosadeni do tretej
rovnice méme ¢? = 4(z? +y?) = £ (a*+b?). Numericky potom ¢? = (222 +19?) = 169,
a teda ¢ = 13 cm.

B-1I-3

Cislice 0, 1, 2, 3 a 4 nazvime malé (skratene m), ¢islice 5, 6, 7, 8 a 9 velké (skratene v).
Pravidelnym striedanim malych a velkych ¢islic vznikne vzdy vInité ¢islo.

Cisel tvaru vmvmumoumum je (5!)2, ésel tvaru mvmuvmumuvmo je 4-4!-5! (na prvom
mieste nesmie byt 0). Tych vlnitych éisel, ktoré vznikni pravidelnym striedanim malych
a velkych ¢islic, je teda 5!-5!+4-4!-5! =924 -120 = 25920 > 25 000.

Pozndmka. Vsetkych desatcifernych vinitych éisel s roznymi éislicami je 93 106.
B-1I-4

Kedze st uhly LKC a LMC pravé, lezia body K a M na Téalesovej kruznici nad
priemerom C'L (obr.14). Podla vety o obvodovom uhle prislicha tetive K M stredovy

Obr. 14

uhol velkosti 2, a preto |[KM| = |CL|sin~y (v pravouhlom trojuholniku KPS, kde
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P je stred usetky KM a S stred tsecky CL, je totiz |[KS| = 1|CL|,|SKSP| = 7).
Usecka KM je teda najkratsia prave vtedy, ked je najkratsia tsecka CL; to nastéva
prave vtedy, ked L je pita kolmice z bodu C na stranu AB.
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KATEGORIA A

A-T1-1
Oznacme hladané korene x1, x2, x3, x4 tak, aby platilo 21 + 22 = 1. Potom
4ot — 1223 — T2 + 220 + 14 = 4(z — 1) (z — 22) (2 — x3) (T — 24).

Porovnanim koeficientov pri zodpovedajicich mocnindch x dostaneme zname Vietove
vztahy

T1+x2 + 23+ T4 = 3, (1)
7
T1X2 + 123 + 1T4 + X2T3 + ToTy + T3T4 = vk (2)
11
T1T2X3 + T1X2X4 + T1X3T4 + T2T3T4 = Ty (3)

: (4)

N | =3

L1L2X3L4 =
Kedze x1 +x9 =1, z (1) vyplyva x3 + x4 = 2. Rovnice (2) a (3) prepiSeme na tvar

(1 + x2)(x3 + T4) + T172 + X374 = L

11
(1 + x2)x324 + (T3 + T4)T 120 = DR

¢o po dosadeni hodnét 1 + x5 =1 a x3 + x4 = 2 dava

15

122 + T3Tq4 = ——,
4

11

2$1$2 + 3Ty = —?.

Z tejto sustavy dvoch linedrnych rovnic uz lahko dostaneme

7

1Ly = _Z, 3Ly — —2.

Vsimnime si, Ze pre tieto hodnoty sucinov x1xs a x3ry4 je splnend aj rovnica (4),
ktort sme zatial nevyuzili. Z podmienok x1 + 22 = 1, x125 = —% vyplyva, ze x1 a xo
su korene kvadratickej rovnice

7 1
x2—x—Z:0, teda x1,2:§i\/§.
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Podobne z podmienok z3 + x4 = 2 a 324 = —2 dostaneme
T34 = 1+ \/§

Skusku nadjdenych koremov netreba robit, pretoze je splnend, ako sme zdoraznili, celd
ststava rovnic (1) az (4).

Zdaver. Dana rovnica méa korene % + \/5, % — \/5, 1+ \/§, 1— /3.

Iné riesenie. Z podmienok tlohy vyplyva, Ze lava strana rovnice je su¢inom mno-
hoclenov
22—z +p a 4% + qr + 7,
pricom p, q a r sa realne ¢isla. Po ich vynasobeni a porovnani koeficientov pri zodpo-
vedajicich mocninadch z dostaneme ststavu Styroch rovnic o troch nezndmych

r—4=—-12
dp+q—r=-7,
pr—q=22,
pq = 14.
Prvé tri rovnice maja jediné riesenie r = —8, p = —% a q = —8, ktoré vyhovuje aj

stvrtej rovnici. Plati teda rozklad

Az —122° — 72> + 2204+ 14 = (2 —z — ) (42° — 8z — 8).

Rovnica 2 —x — % = 0 ma korene % + /2, rovnica 422 — 8z — 8 = 0 mé korene 1 + /3.
A-1-2

Ozna¢me k kruznicu vpisani do trojuholnika ABC a S jej stred. Velkosti vnttornych
uhlov trojuholnika ABC oznaéme zvycajnym spésobom «, 3, 7. Kedze body K, L st
sumerne zdruZené podla osi vnutorného uhla pri vrchole C, st priamky KL a CP na

seba kolmé a | LPC| = |4 KPC| (obr.15).

C




52 56. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Ked vyjadrime velkosti vnutornych uhlov pri zékladniach KM a LK v rovnoramen-
nych trojuholnikoch KM B a LKC, dostaneme |[SMKB| = 90° — (3/2, |[SLKC| =
= 90° — /2. Z priamosti uhla BKC' tak vyplyva | MKL| = 90° — /2. Analogicky
vyjde |[SKLM| =90° — (3/2, |[SLMK|=90° — ~/2.

Kedze |SKPC|+ v/2 = |[BKP| = 90° — 3/2, dostaneme pre velkost stmerne
zdruzenych uhlov LPC a K PC rovnost

o Bty _«
|<LPC| = |4KPC|=90° — 5 =5
Kruznica k vpisanda do trojuholnika ABC' je sticasne kruznicou opisanou trojuholniku

K LM, ktory je — ako sme zistili vypoc¢tom jeho uhlov — ostrouhly. Jej stred S je preto
vnatornym bodom tohto trojuholnika, a teda aj vnatornym bodom tusecky C'P. Kedze

$LPC| = |JLPS| = [$LAS| = 2,

APSL je tetivovy $tvoruholnik. Vzhladom na to, Zze uhol ALS je pravy, je aj uhol APS
pravy (priamky AP a C'P sa na seba kolmé). Preto st priamky KL a AP rovnobezné,
¢o bolo treba dokazat.

Pozndmka. Kedze kruznica k je opisana trojuholniku K LM, modzeme jeho vni-
torné uhly lahko vyjadrit z prislusnych stredovych uhlov: |[<KSL| = 180° — =, takze
|[SKML| =90° —~/2, atd.

A-1I-3
Pre Tubovolné realne ¢isla z,y,2z € (=1,1) plati 1 — 22 =2 0,1 —y? =20, 1 — 22 >

= 0. Pouzitim nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom pre trojicu
nezapornych redlnych éisel 1 — 22, 1 — y2, 1 — 22 tak dostaneme

3 2 2 2 (1—$2)+(1—y2)+(1—22)_
YO0 2 < - -
3 — (2P +y?+2?)

3 )

takze

63/(1—22)(1— y2)(1— 22) < 6 — 22>+ + 22). (1)

Ak reélne ¢isla x,y, z € (—1,1) vyhovuji podmienke zy + yz + zx = 1, ukdzeme, Ze
spliaji aj nerovnost

622+ +22) 1+ (z+y+2)> (2)
Pravu stranu tejto nerovnosti upravime na tvar

L+a? 492+ 22+ 2y +yz + 20) = 3+ (22 + 9% + 27),
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¢o po dosadeni do (2) vedie k ekvivalentnej nerovnosti
4y 422 > 1.

Jej platnost overime lahko. Staci totiz dokazat, Ze pre realne ¢isla x, y, z, ktoré vyhovuju
podmienkam tlohy, plati nerovnost

22+ 1y + 2% 2 zy 4+ yz + 2u,
¢o je vsak ekvivalentné s nerovnostou
(x=y)*+ -2+ (z—2)* 20,

ktora plati pre vsetky realne ¢isla z, y, 2.

Zaver. Nerovnost, ktort sme mali dokazat, vyplyva z dokdzanych nerovnosti (1) a (2).
Rovnost v nej pritom nastane prave vtedy, ked nastane sticasne v oboch spomenutych
nerovnostiach. To nastane prave vtedy, ked © = y = z, ¢o vzhladom na podmienku
xy + yz + zx = 1 déva iba dve moznosti x = y = z = j:é\/g, pre ktoré v dokazanej
nerovnosti plati rovnost.

A-1-4

a) Ozna¢me A a B hladané podmnoziny. KedZe obe maju rovnaky pocet prvkov, je
pocet prvkov mnoziny M nutne parny. Teda n = 2k, pricom k je vhodné prirodzené
¢islo.

Pre n = 4 neexistuje rozklad mnoziny M = {1,2, 3,4} na dve podmnoziny danych
vlastnosti, pretoze aritmeticky priemer fubovolnych dvoch roznych ¢isel z mnoziny M
sa nemdze rovnat ziadnemu z tychto ¢isel. Zostrojme vyhovujici rozklad mnoziny M
pre niekolko prvych parnych ¢isel n (aritmeticky priemer prvkov podmnozin vyznac¢ime
tucne).

n=2: A={1} B ={2}

n=4: rozklad neexistuje

n = 6: A=1{1,2,3} B={4,5,6}

n=3a: A=1{2,3,47} B=1{1,5,6,8}

n = 10: A=1{1,2,3,4,5} B={6,7,8,9,10}
n=12: A=1{1,2,3,4,6,8} B={57910,11,12}

Teraz ukazeme, Ze hladany rozklad mnoziny M existuje pre [ubovolné n = 2k také,
ze k # 2.
Pre nepérne c¢isla k& vyhovuje napriklad rozklad mnoziny M na podmnoziny

A={1,2,...,k}Y, B={k+1,k+2 ... 2k}

Sucet vsetkych prvkov mnoziny A je %k(k + 1), ich aritmeticky priemer je %(k + 1),
¢o je prirodzené ¢islo. Kedze 1 < %(kz + 1) < k, aritmeticky priemer vSetkych prvkov
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mnoziny A je prvkom mnoziny A. Podobne aritmeticky priemer %(3]{: + 1) vsetkych
prvkov mnoziny B je prvkom mnoziny B.

Pre k = 4 sme existenciu rozkladu ukazali v tabulke, pre parne ¢isla k = 6 vyhovuje
napriklad rozklad mnoziny M na podmnoziny

A={1,2,...,k—2,k i3k —2)}, B=M\A.

Plati k < $(3k —2) < 2k a 3(3k — 2) je prirodzené &slo. Mnozina A teda obsahuje k
prirodzenych ¢isel z mnoziny M. Stcet vSetkych prvkov mnoziny A je

1+2+...+(k—2)+k+3(8k—2)=2(k—2)(k— 1)+ k+ 23k — 2)2k(k +2).

Ich aritmeticky priemer je $(k + 2), ¢o je prirodzené &islo. Kedze 1 < $(k+2) < k —
— 2, aritmeticky priemer vSetkych prvkov mnoziny A je prvkom mnoziny A. Podobne
ukazeme, ze aritmeticky priemer gkz vSetkych prvkov mnoziny B je prvkom mnoziny B.

Pozndmka. Pre parne k nevyhovuje napriklad rozklad mnoziny M na podmnoziny

A={1,2,....k—1,3k}, B=M\A,

pretoze priemer %k vSetkych prvkov mnoziny B je prvkom mnoziny A.

b) Oznacme A, B a C hladané podmnoziny mnoziny M. KedZe vSetky maji rovnaky
pocet prvkov, je ¢islo n nutne delitelné tromi, mé teda tvar n = 3k, pricom k je vhodné
prirodzené cislo. Pre stucet s vSetkych prvkov mnoziny M plati s = %3]{3(3]{3 + 1). Sucet
troch aritmetickych priemerov vSetkych prvkov jednotlivych mnozin A, B a C je potom
rovny s/k, teda 2(3k + 1). Tento st¢et musi byt podla podmienok tlohy prirodzené
¢islo, preto je k nutne neparne.

Pre c¢isla n = 3k, pricom k je neparne, ukazeme, ze zadaniu vyhovuje napriklad
rozklad mnoziny M na podmnoziny

A={1,2,...,k}, B={k+1,k+2,...,2k} a C={2k+1,2k+2,...,3k}.

Stucet vietkych prvkov A je 2k(k+1), ich aritmeticky priemer je 1 (k+1), ¢o je prirodzené
éslo. Kedze 1 < Z(k + 1) < k, aritmeticky priemer vSetkych prvkov mnoziny A je
prvkom mnoziny A. Podobne ukazeme, ze aritmeticky priemer %(3]{3—1—1) vSetkych prvkov
mnoziny B je prvkom mnoziny B a aritmeticky priemer %(5]{: + 1) vsetkych prvkov
mnoziny C je prvkom mnoziny C.

Zaver. Podmienkam tlohy v pripade a) vyhovuju vSetky parne ¢isla n rézne od 4,
v pripade b) vSetky neparne ¢isla n delitelné tromi.

A-1-5

Polomer danej kruznice k£ oznacme r. Ak bod A lezi na kruznici k, je bod S stredom
kazdej kruZnice opisanej niektorému z uvazovanych trojuholnikov ABC' a hladanou
mnozinou je jednobodova mnozina {S}. Dalej rozli§ime dva pripady:
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a) Nech |AS| > r. Uvazujme najskér rovnoramenny trojuholnik ABC so zaklad-
nou BC, ktory vyhovuje podmienkam tlohy. Stred O kruznice jemu opisanej je vnutor-
nym bodom tsecky AS a pritom plati |AO| = |BO| = |CO|.

Teraz ukézeme, Ze hladanou mnozinou O stredov kruznic opisanych vSetkym troj-
uholnikom ABC, ktoré vyhovuju podmienkam tlohy, je priamka p, ktora je kolma na
AS a prechadza bodom O (obr. 16).

Obr. 16
Uvazujme Tubovolny trojuholnik AB’C’, pricom B’C’ je priemer kruznice k,
a ozna¢me O’ prieseénik osi jeho strany B’C’ s priamkou p, takze |O'B’| = |0'C’|

(bod O’ lezi na osi B'C"). Podla Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku C'O’S

plati
O'B| =10'C’| = /[0S + 72 = \[OO P + [0S + 7.

Pre velkost tsecky O’ A pritom méame

|0’A| = /|AO2 4 |00 |2 = \/|BO|2 + |00'|2,/|OS|? + 2 +|00"|2.

Odtial |O’A| = |0'B’| = |0'C’|, ¢ize bod O’ je stredom kruznice opisanej trojuholniku
AB’C’ a podla konstrukcie lezi na priamke p.

Naopak, pre Tubovolny bod O’ priamky p mozno zostrojit priemer B’C’ kruznice k,
ktory je kolmy na priamku O’S. Z predchadzajicich tvah vyplyva, ze |O’A| = |O'B’| =
= |0'C’|, takze sme nasli trojuholnik AB'C’ s pozadovanymi vlastnostami, ktorého
opisand kruznica mé stred O’.

b) Nech |AS| < r. V tomto pripade mozno postupovat analogicky. Stred O je teraz
vnutornym bodom polpriamky opac¢nej k polpriamke SA. Dostaneme pritom rovnaky
vysledok ako v pripade a).

Zdver. Ak bod A nie je bodom kruznice k, hfadanou mnozinou O je priamka p, ktora
je kolméa na AS a stcCasne prechadza stredom O kruznice opisanej rovnoramennému
trojuholniku ABC' so zdkladnou BC, ktora je priemerom kruznice k£ kolmym na AS.
Ak A je bodom kruznice k, tak O = {S}.
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Iné rieSenie. Pre dany bod A, ktory nelezi na kruznici k, uvazujme trojuholnik
ABC' s danymi vlastnostami. Ozna¢me [ kruznicu opisani trojuholniku ABC (obr. 17).
KedZe bod S je stredom spolo¢nej tetivy BC kruznic k a [, pretne kruznica [ polpriamku
opa¢nu k polpriamke SA vo vnttornom bode, ktory ozna¢ime A’. Pre mocnost m;(S)
bodu S ku kruznici [ pritom plati

mi(S) = —|BS|-|CS| = —r? = —|AS| - |A'S], (1)

pri¢om r je polomer kruznice k. Odtial vyplyva, ze vzdialenost |A’S|, a teda aj poloha
bodu A’ na polpriamke opacnej k SA, su jednoznacne uréené polohou bodu A. Pre
vSetky trojuholniky ABC' vyhovujice podmienkam tlohy je teda AA’ pevna usecka.
Kruznice opisané vSetkym uvazovanym trojuholnikom ABC' preto maju spolo¢nu te-
tivu AA’, takze ich stredy lezia na osi p tsecky AA’. V pripade, ze ABC je rov-
noramenny trojuholnik so zékladiiou BC, je usecka AA’ priemerom kruznice [ a jej
stred O je sucasne stredom tsecky AA’. Priamka p prechadza tymto bodom O kolmo
na priamku AS.

p
04 C

7

N

N
.
a N i
A O S /A

Obr. 17

Naopak, ku kazdému bodu O’ priamky p nidjdeme trojuholnik ABC's pozadovanymi
vlastnostami, ktory m4 stred opisanej kruznice v bode O’. Staéi zostrojit priemer BC
kruznice k, ktory je kolmy na priamku O’S. Pre pevne uvazované body A, A’ a S
sme tak zostrojili body B, C, pre ktoré plati vztah (1). To znamend, ze body A, B,
C a A’ lezia na jednej kruznici /. Vzhladom na to, Ze bod O’ je priese¢nikom osi tetiv
AA’" a BC tejto kruznice, ktoré nie st rovnobezné, je bod O’ stredom kruznice [, teda
stredom kruznice opisanej trojuholniku ABC.
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A-1-6

Nech f je Iubovolna funkcia s pozadovanymi vlastnostami. Najskor ukazeme, Ze je
prosta. Predpokladajme, Ze existuju dve celé ¢isla x1 a xo, pre ktoré f(z1) = f(x2).
Potom pre vSetky celé cisla y plati

w1+ fy +2006) = f(f(z1) +y) = f(f(z2) +y)a2 + f(y + 2006).

Preto x1 = x9, funkcia f je teda prosta.
Volbou z = 0 v danej rovnici dostaneme

F(f(0)+y) = f(y+ 2006),

odkial vzhladom na to, ze funkcia f je prosta, vyplyva f(0) +y = y + 2006, ¢ize
f£(0) = 2006.
Ak dany vztah plati pre vSetky celé ¢isla x, y, plati aj pre y = 0. Takze

f(f(z)) =z + f(2006).

Polozme v tejto rovnosti x = z, pri¢om z je lubovolné celé ¢islo, pripocitajme potom
k obom strandm y a aplikujme na ne funkciu f. Dostaneme

Fy+ 2+ £(2006)) = f(f(f(2)) +y) = f(2) + f(y + 2006),

pricom sme vyuzili rovnost zo zadania pre x = f(z). Ak v odvodenom vztahu zamenime
dvojicu (y, z) dvojicou (y + 1,z — 1), dostaneme

fly+ 2+ f(2006)) = f((y + 1) + (= = 1) + £(2006)) = f(z — 1) + f(y + 2007).
Preto pre Tubovolné celé ¢isla y a z plati
f(z)+ fly+2006) = f(z— 1)+ f(y+ 2007),
Cize
f(z) = f(z—1) = f(y+2007) — f(y + 2006).

Polozme teraz v poslednej rovnosti y = 0 a ozna¢me d = f(2007) — f(2006), ¢o je nutne
celé ¢islo. Z predchadzajuceho vztahu vyplyva, ze pre kazdé celé ¢islo z plati

f(z) = flz=1)=d. (1)

Vztah (1) hovori, Ze pre celé nezdporné ¢isla z tvoria hodnoty f(z) aritmeticka
postupnost s diferenciou d, takze f(z) = f(0) + dz.

Ostatny vztah plati aj pre zaporné ¢isla z, ¢o mozno z (1) Tahko odvodit matema-
tickou indukciou. Kedze f(0) = 2006, pre vSetky celé ¢isla z nutne plati

£(2) = 2006 + dz. (2)
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Teraz zistime, ktoré funkcie tvaru (2) vyhovuji zadaniu tlohy. Pre vSetky celé ¢isla
x a y musi platit

2006 + d(2006 + dz + y) = f(2006 + dx +y) = f(f(z) +y) = = + f(y + 2006) =
= x + 2006 + d(y + 2006).

Oba krajné vyrazy sa rovnaju prave vtedy, ked pre vSetky celé ¢isla x plati
d’x = .

Odtial d =1 alebo d = —1.

Zaver. Danej ulohe vyhovuju iba dve funkcie, a to

fi(x) = 2006 — x a fa(z) = 2006 + z.

A-S-1

Predpokladajme, ze ¢islo s vyhovuje zadaniu tlohy a ozna¢me korene x1, x2, x3, 24
danej rovnice tak, aby platilo
T1Xo = —2. (1)

Z rozkladu na korenové cCinitele
4a* — 202° + s2® + 222 — 2 = 4(x — x1)(z — 22) (x — 23) (T — 24)

po roznasobeni a porovnani koeficientov pri rovnakych mocninach x dostaneme Vietove
vztahy

T1+ T2 + X3 + T4 =9, (2)
s
1y + W1y + T1T4 + Loy + Lo+ TaTa = 7, (3)
11
T1X2T3 + T1T2X4 + L1234 + T2T3T4 = 5 (4)
1
T1X2X3T4 — —§~ (5)
Z rovnosti (1) a (5) ihned vyplyva
1
XT3lyg — Z
Z rovnosti (4) upravenej na tvar
11

(.131 -+ .’E2)$3$4 + ($3 -+ x4)x1x2 = —7
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po dosadeni hodnoét xixo a x3xy vychadza rovnica

1(%1 +r2) — 2(w3 + 14) = —E,
4 2
ktora spolu s rovnicou (2) tvori ststavu dvoch linedrnych rovnic pre nezndme sucty
r1+ 22 a x3+ x4. Jednoduchym vypoctom zistime, ze rieSenim tejto sustavy je dvojica
hodnét

rT1+rx9o=2 a x3+x4=23.

Ak dosadime vSetko, ¢o sme uz zistili, do rovnosti (3) upravenej na tvar

s
122 + (21 + 22) (23 + 24) + 2374 = 1
zistime, Ze nutne s = 17.
Teraz musime urobit skusku: z rovnosti
T1+x9=2 a x1x9=—2
vyplyva, zZe ¢isla x1 o st korene kvadratickej rovnice
22 —2r—2=0, teda z19=1%/3; (6)
z rovnosti .
r3+xr4=3 a m3x4:Z
zase vyplyva, Ze Cisla x3 4 s korene kvadratickej rovnice
5 1 3
x —3x—|—Z:O, teda x3,4:§j:\/§. (7)

Vidime, Ze 12,34 st skutofne Styri navzajom rozne redlne cisla, ktoré spliaja
ststavu rovnic (2)—(5) pre hodnotu s = 17, takze to st korene rovnice zo zadania.
Zdoraznime, Ze ulohou nebolo tieto korene vypocitat. Nestacilo by vsak len overit, Ze
kazda z kvadratickych rovnic v (6) a (7) ma dva roézne redlne korene (to nastane prave
vtedy, ked ich diskriminanty st kladné ¢isla), okrem toho by bolo nutné este ukézat, ze
tieto dve rovnice nemaju spolo¢ny koren.

Hladané ¢islo s je jediné a ma hodnotu s = 17.

Iné rieSenie. Oznacme ;o tie korene danej rovnice, pre ktoré ma platit zx2 =
= —2. Mnohod¢len z Tavej strany rovnice je delitelny mnohoé¢lenom (z — x1)(z — x3),
teda mnohoc¢lenom tvaru z2 + pr — 2 (kde p = —x; — ), existuje teda rozklad

4ot — 202° 4 sx® 4 221 — 2 = (2 + pxr — 2)(42® + gz + 7).

Roznasobenim a porovnanim koeficientov pri rovnakych mocnindch = dostaneme
sustavu
—-20=4p+gq, s=—-8+pqg+r, 22=-2q+pr, —2=-2r.
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Zo stvrtej rovnice mame r = 1, po dosadeni do tretej 22 = —2¢ + p, ¢o spolu s prvou
rovnicou dava p = —2 a ¢ = —12. Zo zvysnej (druhej) rovnice potom uréime hodnotu
s = 17. Vieme, ze pre nu ma mnohoclen zo zadanej rovnice rozklad

4ot — 2023 4+ 1727 + 220 — 2 = (2? — 2z — 2)(42? — 122 + 1),
ostava urobit skusku (rovnako ako pri prvom postupe).
A-S-2

Uvazovand mnozina je mnozinou prave vsetkych (prirodzenych) delitelov ¢isla 160 =
= 25 .5. Jej prvky modzeme zdruzif do dvojic tak, aby suéin ¢isel v kazdej dvojici bol
rovny cislu 160:

1-160=2-80=4-40=5-32=28-20=10-16.

To znamena, ze ak A = {a, b, c} je trojica navzajom réznych delitelov ¢isla 160, je aj
A’ ={160/a,160/b,160/c} trojica navzajom roznych delitelov ¢isla 160.
Suéin abe prvkov trojice A sa dé& vyjadrit v tvare

ok5! pricom k € {0,1,2,...,14},1 € {0,1,2,3} (1)

(¢islo 160 m4 len dva delitele, ktoré sit nasobkom 2°, preto sa v rozklade stcinu abe
nemdze objavit 21°). Nie je tazké zistit, Ze najvicsie prirodzené ¢islo tvaru (1), ktoré je
mensie ako 2 006, je ¢islo 2000 = 2% - 53 a najmensie prirodzené &islo, ktoré je tvaru (1)
a je viicsie ako 2006, je ¢islo 2048 = 2! (samotné ¢islo 2006 tvaru (1) nie je). Pritom
2000 - 2048 = 1603.

Ak je teda sucin prvkov trojice A mensi ako 2006, je nutne abc < 2000 a sucin
1603 /(abc) prvkov zodpovedajticej trojice A’ je najmenej 1603 /2000 = 2 048. Naopak,
je najviac 160%/2048 = 2000. Inymi slovami trojprvkovijch podmnozin so sicinom
prokov mensim ako 2006 je prave tolko ako trojprvkovych podmmnoZin so sucinom prvkov
vacsim ako 2 006.

A-S-3

Bod U ako priesecnik osi vnutornych uhlov pri vrcholoch A a D daného lichobeznika
ma4 rovnaki vzdialenost od stran AB, AD a zaroven aj od stran AD, DC'. To znamen4,
ze mé rovnaku vzdialenost od oboch zakladni AB, C'D lichobeznika ABCD. Podobne
aj bod V', ktory je priesecnikom osi uhlov pri vrcholoch B a C'; méa od oboch zakladni
rovnaku vzdialenost. Priamky UV a AB st teda rovnobezné. Tym je vyrieSena cast a).

KedZe sucet vnutornych uhlov ako pri vrcholoch A a D, tak pri vrcholoch B a C je
180°, je sucet vnutornych uhlov trojuholnika ADU pri strane AD rovny 90° rovnako
ako sucet vnutornych uhlov trojuholnika BCV pri strane BC. To znamend, Ze oba
uvedené trojuholniky st pravouhlé (s pravym uhlom pri vrchole U, resp. V, obr. 18).
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Stvoruholnik UTV'S je teda tetivovy (z predpokladu tlohy |AB| > |CD| = |DA|
vyplyva, Ze polpriamky AU a CV sa nepretinaji, body S a T preto lezia v opac¢nych
polrovinach urcenych priamkou UV a body U, T, V, S lezia na kruznici v uvedenom
poradi).

D C
S
U V£
T
A B
Obr. 18

Ako uz vieme, priamky UV, AB a CD st rovnobezné, teda |[SVUT| = |4CDT| =
= 45°. 7 rovnosti obvodovych uhlov nad stranou TV tetivového stvoruholnika UTV S
tak vyplyva [V ST| = | VUT| = 45°. To je zaroven aj velkost obvodového uhla T'SB
prislichajuceho tetive T'B kruznice opisanej trojuholniku ST'B (obr. 19). Ostava ukazat,
ze na rovnakej kruznici lezi aj bod E. To je zrejmé, pokial E = T'. V opa¢nom pripade
staci zistit, ze velkost uhla TEB je 180° — 45° alebo 45° podla toho, ¢i priamka BT
body S, E oddeluje alebo nie, ¢o okamzite vyplyva z toho, Ze priamka DT zviera so
zakladniou AB uhol 45° (obr.19 a 20). Tym je vyrieSena cast b).

IS \
U \ V
U v ———yr———-

A-1II-1
Ozna¢me a, b, ¢ velkosti stran trojuholnika ABC'. Pre jeho vysku v, plati nerovnost
c 2 Uy,

pretoze vy, je dlzka najkratSej tsecky spajajtcej vrchol B s bodom priamky AC. Pre
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obsah S trojuholnika ABC tak plati

g_ CUe > VpVe

2 = 2

> 10 cm?.

Ak existuje trojuholnik ABC' vyhovujuci podmienkam tlohy, ktorého obsah je prave
10 cm?, potom v oboch nerovnostiach S = %cvc > %Ubvc > 10 cm? nastava rovnost.
Vychadza teda ¢ = v, = 4cm a sGcasne v, = Hcm. Z prvej rovnosti vyplyva, ze
taky trojuholnik musi byt pravouhly s pravym uhlom pri vrchole A. Pre dizku jeho
odvesny AC teda plati b = v, = 5cm a dlzka a jeho prepony BC' je rovna v/41cm. Zo

vzorca S = %cwa pre jeho vysku v, vyplyva

_25_ %
o

Pravouhly trojuholnik ABC' s odvesnami b = 5cm a ¢ = 4 cm teda vyhovuje podmien-
kam ulohy.

Najmensi mozny obsah trojuholnika ABC, ktorého vysky vyhovuji podmienkam
tlohy, je 10 cm?.

cm > 3cm.

Va

A-1I-2
Predpokladajme, zZe rovnica
ot —4x3 + 42 +ax +b=0 (1)

ma dva rozne realne korene x; a xo, pre ktoré plati x1 +x9 = x122 = p. Potom polyném
na jej Tavej strane je delitelny polynémom (z — z1)(x — 22) = 22 — px + p a mé rozklad

ot — 42 + 42® +ax + b= (2® — px +p)(z* +rz + 5),

pricom 7 a s su realne cisla. Roznasobenim vyrazu na pravej strane poslednej rovnosti
a porovnanim koeficientov pri jednotlivych mocninach x polynémov na oboch stranach
dostaneme

—4=-p+r, (2)
4=p+s—pr, (3)
a = —ps + pr, (4)
b = ps. (5)
Zo vztahu (2) vyplyva
r=p—4. (6)

Dosadenim za r do vztahu (3) dostaneme

s=4—p+pp—-4)=(p—-4)(p-1). (7)
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KedZe kvadraticka rovnica 22 — px + p = 0 mé dva rozne redlne korene z, a s, je jej

diskriminant kladné cislo, takze

p? —4p > 0. (8)
Ked séitame rovnice (4) a (5) a dosadime za r podla (6), vyjde podla predchadzajiceho
vztahu

a+b=pr=pp—4)=p*—4p>0,
¢o sme chceeli dokazat.
Pre diskriminant D rovnice
24 rz+s=0
podla vztahov (6), (7) a (8) plati
D=r>—4s=(p—4)° —4(p—4)(p—1) = —-3p(p — 4) = =3(p> — 4p) < 0.

Rovnica teda nema realne korene. Dana rovnice (1) preto nema iné redlne korene ako
r1 a T2.

A-1II-3

Oznac¢me postupne « a 3 velkosti vnutornych uhlov pri vrcholoch A a B uvaZzovaného
pravouhlého trojuholnika ABC.

a) Zo vztahu medzi obvodovym a stredovym uhlom pre spolo¢nu tetivu CM kruznic
k1 a ko opisanych postupne trojuholnikom AMC a BMC vyplyva (obr. 21)
|§M510| + |§MSQC| =2+ 20 = 180°.

Stvoruholnik C'S; M S5 je teda tetivovy. Kedze body M a C' st stimerne zdruzené podla
osi usecky C'M, na ktorej stcasne lezi usecka S1.S2, plati dalej

|9.S1 M Ss| = [451CSs| = 90°.

Kruznica opisané stvoruholniku C'S; M S5 je teda Télesovou kruznicou zostrojenou nad
priemerom S;.55. Body S a Sy vSak lezia sti¢asne na osi odvesny AC, podobne body S
a Sy lezia na osi odvesny BC' uvazovaného trojuholnika. Takze |4 51553 = 90° a bod S
lezi tiez na Téalesovej kruznici opisanej Stvoruholniku C'S1 M Sy. (Ak M = S, plati toto
tvrdenie trividlne.) Tym je dokézand cast a).
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b) Ozna¢me P; a P, postupne stredy tseciek AM a BM (obr.22). Plati |S1Ss| =
> |PPy| = }|AB|. Kruznica opisand $tvoruholniku C'S1M S, mé preto najmensi

A :
A P S M P, B

Obr. 22

priemer 1|AB| prave vtedy, ked S159> | AB, € vzhladom na kolmost tsecky CM
a jej osi S1.52 nastane prave vtedy, ked M je pitou vysky z vrcholu C' v trojuholniku
ABC. (Polomer r tejto kruznice mé potom velkost r = 1|AB|.)

Iné riesenie. Oznac¢me Cj piatu vysky z vrcholu C' a uvazujme podobné zobrazenie
zlozené z otocenia o uhol ¢ = |FCHCM]| a rovnolahlosti so stredom C, ktoré zobrazi
bod Cy na bod M. Dany trojuholnik ABC' sa tak zobrazi na trojuholnik A’ B’C' (obr. 23)
s vyskou CM. Kedze |[SAMA'| = |[SACA'| = ¢, lezia body A, A’, M a C na kruznici

s priemerom A’C opisanej trojuholniku AMC. Podobne stred S, strany B’C' je stredom
kruznice opisanej trojuholniku BMC. Kedze S1S5 je strednd priecka pravouhlého
trojuholnika A’C'B’, lezia body M a C na Télesovej kruznici s priemerom S;55. Na
tejto kruznici lezi aj stred S prepony AB pravouhlého trojuholnika ABC, pretoze SS;
je os strany AC' a SSs os strany BC', takze aj trojuholnik 57555 je pravouhly.
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Tym je dok4zan4 cast a). Cast b) vyriesime rovnako ako v predchadzajiicom rieseni.
A-1II-4

UkéZeme, ze najmensie m je 113 (nezavisle na hodnotéach p, ¢). Zrejme m > 1. Pre
Tubovolné prirodzené ¢isla ¢ < d a m > 1 oznaéme S,,(c,d) stcet vSetkych zlomkov
v zakladnom tvare, ktoré lezia v otvorenom intervale (c,d) a ktorych menovatel je m.
Potom plati nerovnost

Sm(c,c+1) < (c—l—%) + (c+%) +...+ (c+ m7_1> =(m—1)c+ mT_l

v ktorej rovnost nastane prave vtedy, ked vSetky ¢isla 1,2,... ,m — 1 st nesudelitelné
s m, t.]j. prave vtedy, ked m je prvocislo.

Pre dané prirodzené ¢isla p, ¢ a m > 1 plati

Sm(0,q) = Sm(@,p+ 1)+ S+ 1,p+2)+ ...+ Sn(g—1,9) =

< ((m—l)p+ mT_1> + ((m—l)(p+1)+mT_1) .
+(m -1+ ") =
:(m_l)(q—p)(p;q—l) +(m_1)¥:
- prg-14+1) = )
teda
S(prq) < D@ =) (1)

Rovnost vo vztahu (1) pritom nastane prave vtedy, ked m je prvocislo. Podla zadania
vsak plati

S (p, q) = 56(q* — p?).

Zo vztahu (1) vidime, Ze nutne plati %(m —1) 256, t.j. m = 113. Vzhladom na to, Ze
¢islo 113 je prvocislo, je najmensie hladané ¢islo m = 113.

Iné riesenie. Sucet vSetkych zlomkov, ktoré maji menovatela m, nie su celé ¢isla
a lezia v intervale (p,q), mozeme tiez urcit ako rozdiel suc¢tu vSetkych zlomkov s me-
novatelom m leziacich v uzavretom intervale (p, ¢) a suc¢tu vSetkych prirodzenych ¢isel
z tohto intervalu. Pre uvazovany rozdiel d potom plati

qm . q
=" %—j:zpj.

Jj=pm
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Mensenec aj mensitel v uvazovanom rozdiele sa daja vyjadrit ako sucty ¢lenov aritme-
tickych postupnosti. Pre stcet prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti (a;) vyuzijeme
znamy vztah

ai+as+...+a, =sn(a; + ap).

N[

Pre hladany rozdiel d tak plati

d=3p+9)((¢—pm+1) =3+ (¢g—p+1) =

p+a)[((g—p)m+1) = (g—p+1)]3(m —1)(¢* — p*).

N[= N[

Dalej budeme postupovat rovnako ako v predchiadzajiicom spdsobe rieSenia.
A-I1ITI-1

Najskor ukdzeme, ze tloha mé rieSenie pre Tubovolné parne n. Ak postavime figirku
napr. na ktorékolvek rohové policko Sachovnice n x n, prejdeme celi Sachovnicu po
susednych blokoch typu 2 x n spésobom naznac¢enym na obr. 24 pre n = 8. Postupnosti
tahov tu zodpovedd postupnost na seba nadvizujacich orientovanych tseciek. Celkom
analogicky mozno postupovat pre kazdé parne n.

A A A A

A A A A

pEsEsE

Obr. 24 Obr. 25

Teraz ukézeme, Ze pre ziadne neparne n = 3 nemozno Sachovnicu prejst pozadovanym
sposobom. Dokaz urobime sporom. Pripustme, Ze pre uré¢ité neparne n na Sachovnici n x
X n existuje postupnost tahov vyhovujica podmienkam tlohy. V8etky poli¢ka ofarbime
podobne ako beznt Sachovnicu 8 x 8, a to tak, Ze rohové policka budu ¢erne (podobne
ako na obr. 25 pre n = 7). Dalej vSetky ¢ierne policka oznac¢ime pismenami A a B tak,
aby ziadne dve ¢ierne policka majice spolo¢ny préave jeden bod (vrchol) neboli oznacené
rovnakym pismenom. Ak buda rohové (Gierne) policka oznacené napr. pismenom A,

Policka sachovnice, ktoré figirka pozadovanym spésobom prejde, ozna¢me postupne
1,2,3,...,n? a k-ty fah zapisom k — k + 1. Ak je policko s ¢islom 1 ¢ierne, st ¢ierne
prave policka s ¢islami 1,2,5,6,9,10,...; pritom kazdy (Sikmy) tah 1 — 2, 5 — 6,
9 — 10, ... spaja Cierne policka oznacené roznymi pismenami, takze sa celkové pocty
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policok A a B lisia najviac o 1, ¢o odporuje zistenému rozdielu. K rovnakému sporu

dojdeme aj v pripade, ked je policko s ¢islom 1 biele, takze Cierne st prave policka

s Cislami 3,4,7,8,11,12,... spojend (Sikmymi) fahmi 3+ 4, 7— 8, 11— 12, ...
Tym je tloha vyrieSena, rieSenim si vSetky parne n = 2.

A-1IT -2

Priesec¢nik osi vnatornych uhlov pri vrcholoch A, D v trojuholnikoch BC'A, BC'D
ozna¢me H (obr. 26). Ako je zndme, bod H je stredom prislusného oblika BC kruznice k

opisanej Stvoruholniku ABC'D (obluka, ktory neobsahuje vrcholy A a D). Ozna¢me ¢ =
=|dYBAH|=|4CAH|=|4<BDH| = |4CDH| = |[<CBH| a ¢ = |SABL| = |[SCBL|.
Potom plati

|SBLH| = |{BAL|+ |SABL|=¢+ ¢ = |J<LBH|.

Trojuholnik HLB je teda rovnoramenny so zakladiiou LB, takze |HB| = |HL|. Ana-
logicky aj |HC| = |HM]|. A pretoze |HB| = |HC|, dostavame |HL| = |HM]|. Takze
trojuholnik HM L je rovnoramenny a | HLM| = | HML]|.

Oznacme este P kolmy priemet bodu L na priamku AC' a Q kolmy priemet bodu M
na priamku BD (uvazovany bod R je tak priese¢nikom priamok LP a MQ). Kedze
pravouhlé trojuholniky APL a DQM sa zhoduju v uhloch pri vrcholoch A a D, st
zhodné aj uhly PLA a QM D pri vrcholoch L a M. Odtial a z rovnosti |[SHLM| =
= |[YHML| tak vyplyva rovnost |[SPLM| = |4QML|. To znamena, Ze trojuholnik
LM R je rovnoramenny, ako sme mali dokazat.
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A—-1I1-3

Uvazujme lubovolnt funkciu f s pozadovanymi vlastnostami. Najskor ukazeme, Ze je
prosta. Ak f(y1) = f(y2), tak pre vSetky prirodzené ¢isla = plati

yif(x) = f(xf(y1)) = f(2f(y2)) = yaf (),

a nakolko f(z) je prirodzené ¢islo, vyplyva odtial y; = y2, ¢o znamend, Ze funkcia f je
prosta.

Volbou z = 1 v danej rovnici dostaneme f(f(y)) = yf(1), ¢o pre y = 1 dava
f(f(1)) = f(1). Kedze f je prosta, vyplyva odtial

f(1) =1, (1)

takze pre vSetky prirodzené cisla y navyse plati

f(f(y) =v. (2)

Z prave odvodeného vztahu zaroven vyplyva, Zze oborom hodnot funkcie f je celd
mnozina N. Mo6zZeme teda pre fubovolné prirodzené ¢islo z nédjst y, pre ktoré y = f(2)
a zaroven f(y) = z, takze podla vztahu zo zadania potom plati

flez) = f(2(f(y) = yf(x) = f(2)f(x).

Odtial mozno matematickou indukciou lahko odvodit, Ze pre vSetky prirodzené ¢isla n,
T1,%2,...,T, plati

f(@ize .. .wp) = f(x1) f(22) ... f(20). (3)

Ukazeme, ze obraz f(p) Iubovolného prvocisla p je tiez prvocislo. Predpokladajme,
ze f(p) = ab, pricom a, b st prirodzené ¢isla rézne od 1. Podla (2) a (3) plati

p=f(f(p)) = f(ab) = f(a) f(b).

Kedze funkcia f je prostd a f(1) = 1, plati f(a) > 1, f(b) > 1, ¢o je v rozpore
s predpokladom, zZe p je prvocislo.
Kedze 2007 = 32 - 223 je rozklad ¢isla 2007 na prvodéisla, dostaneme podla (3)

£(2007) = f*(3)f(223),

pri¢om obe ¢isla f(3) a f(223) su prvocisla. Ak f(3) = 2, potom podla (2) plati f(2) =
= 3 a najmensia mozna hodnota f(223) je 5, takze f(2007) = 20. Pokial f(3) = 3,
najmensia moznd hodnota f(223) je 2 a plati f(2007) = 18. Lahko vidime, Ze pre kazda
in1 volbu hodnédt f(3) a f(223) plati f(2007) = 18.

Ukézeme, Ze existuje funkcia vyhovujica zadaniu, pre ktora plati f(2007) = 18.
Definujme funkciu f nasledovnym sposobom: Pre Tubovolné prirodzené ¢islo z, ktoré
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zapiseme ako x = 2 - 223™ . ¢, pricom k a m si celé nezdporné éisla a ¢ je prirodzené
¢islo nesudelitelné s ¢islami 2 a 223, zadame hodnotu f(x) vztahom

f(2F.223™ . q) = 2™ . 223F . .

Potom f(2007) = f(223-3%) = 232 = 18. Overime, Ze tato funkcia f mé pozadovani
vlastnost. Nech x = 2%1 . 223™1 . ¢ a y = 2%2 . 2232 . ¢, s1 lubovolné prirodzené &isla
zapisané vyssie uvedenym spdsobom. Potom

f@f(y)=f (2" -223™ . g - f(272.223™2 . qp)) = f(2F1 12 . 2232 gy L go) =
— 9k2tm1  gogmatky R
a sucasne

yf(z) =22 .223Mm2 . gy - f(2F1 . 223™1 . g) = ket gogmath g g

Najmensia mozna hodnota ¢isla f(2007) je 18.

Pozndmka. Z vyssie uvedeného riesenia vyplyva, ze kazda funkcia f, ktord vyhovuje
danej funkcionalnej rovnici, je uréena nejakou bijekciou ¢ mnoziny prvocisel na seba,
ktora pre kazdé prvocislo p splita rovnost ¢ (¢(p)) = p, a to predpisom

FO5ps . opEm) = o(p)* o(p2)*2 . . o(pm)Fm,

pricom p; st navzadjom rbézne prvocisla a k; nezaporné celé cisla. Kazda bijekcia ¢

uvedenej vlastnosti rozkladd mnozinu prvocisel na zjednotenie jednoprvkovych a dvoj-
prvkovych navzajom disjunktnych mnozin takych, ze pre kazda z nich tvaru {p} plati

»(p) = p a pre kazdu z nich tvaru {p1, p2} plati ¢(p1) = p2, @(p2) = p1. Naopak kazdy
taky rozklad urcuje vyhovujicu bijekciu .

A-T1I1 -4

Ukazeme, Ze uvedeny zaver vSeobecne neplati. Ako protipriklad zvolime mnozinu

ktora zrejme obsahuje vSetky ¢isla od 1 do 2 007. Pritom aritmetickd postupnost (a,)5 ;
s prvym ¢lenom a; = n € M a diferenciou d = n 4+ 1 mé vSeobecny clen tvaru

ar=a1+ (k—1)d=n+(k—1)(n+1)=(n+1)k—1,

odkial vyplyva, Ze ¢islo ay +1 = (n+ 1)k nie je prvocislo pre ziadny index k > 1, takze
ay lezi v M pre kazdy index k (¢i uz ap < 2007, alebo ar = 2008). Nakolko prvocisel
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je nekonecne vela, je nekonecne vela aj prirodzenych ¢isel, ktoré v zvolenej mnozine M
nelezia.

Iné rieSenie. Kazda vyhovujica mnozina M musi obsahovat vSetky Cleny prvych
2007 aritmetickych postupnosti s prvym ¢lenom n < 2007 a diferenciou n + 1:

A =(1,3,5,...), Ay =(2,5,8,...), ..., Asoor = (2007,4015,6023,...).

Zrejme mnozina hodndt A, = {k,2k + 1,3k + 2,...} postupnosti Ay je pre kazdé k
tvorend vSetkymi prirodzenymi ¢islami tvaru i(k + 1) 4+ k s celym nezédpornym i.
Vysvetlime, preco
M :A1 UAQU...UA2007

je najmensia mnozina s pozadovanou vlastnostou. Ukézeme totiz, ze ak n € Ay pre
niektoré ¢isla n a k, tak A,, C Ai. Nech tedan € A, am € A,,. Potomn =i(k+1)+k
am = j(n+1)+n pre vhodné celé nezaporné i a j, odkial m = j(i+ 1)(k+1) +i(k+
+1)+k=(ji+j+1i)(k+1)+Ek, ¢o znamena, ze m € Ay.

Existuje vSak nekonecne vela prirodzenych ¢isel, ktord v zostrojenej ,,minimélnej*
vyhovujicej mnozine M nelezia; sa to napriklad vsetky nasobky ¢isla 2 008!.

A-1IIT-5

Ozna¢me ¢ = |4BAD| a v = |JABE| (obr.27). Z rovnosti obvodovych uhlov
|SAEB| = |9 ADB| v tetivovom $tvoruholniku ABDEFE tak pri zvyfajnom oznaceni

C

uhlov v trojuholniku ABC vyplyva

at+y=p6+¢p. (1)

Ozna¢me Cy pitu vysky z vrcholu C, v. velkost vysky CCy a x, y, p velkosti
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prislusnych usekov ACy, BCy, PCy (obr. 27), takze

D D
tgs@z; tg¢=§,

Ve v (2)
tgax = —, tgﬁ:_

x y

Ak bod P nie je priese¢nik vySok (t.j. uhol a+ 1) nie je pravy), mozeme podla (1) pisat

tg(a + 1) = tg(B + ¢),

¢o podla zndmeho vztahu pre tangens stctu po dosadeni z (2) déva (vyuzivame rovnost
tgatgy = tg ftg e, ktord z (2) tiez vyplyva)

Cize

(p—ve)(z—y) = 0.
KedZze vzhladom na dané predpoklady p < v. a x # y, nemoze ostatna rovnost platit.
TakZze a4+ ¢ = 90° a bod P je priese¢nikom vysok, ¢o sme chceli dokazat.

Iné riesenie. Oznacme k kruznicu opisani tetivovému stvoruholniku ABDE a uva-
Zujme este kruznice | a m opisané trojuholnikom BEC a ADC (obr.28). Tetiva BE
kruznice [ pretina tetivu AD kruznice m v bode P, kruznice [, m teda maji okrem
bodu C' este dalsi prieseénik, ktory oznacime M. Z uvedenej konstrukcie vplyva, Ze
bod P lezi vnutri kazdej z troch uvazovanych kruznic a ma k nim rovnakt mocnost (je
to ich potencény bod), preto bod P lezi vnutri tsecky CM.

m

P\ N /B!

Obr. 28

Z rovnosti obvodovych uhlov nad tetivou BC' kruznice [ vyplyva |[JBMC|
= |I{BEC| = 180° — |S< AEB| a analogicky |[AMC| = |4ADC| = 180° — | ADB|,

Q<
@}
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vzhladom na rovnost obvodovych uhlov [ AEB| = |4 ADB| nad tetivou AB kruznice k
znamena, ze

S BMC| = |3 AMC).

Oznacme N péatu vysky z vrcholu C' trojuholnika ABC. Ak M # N, znamenéa ostatna
rovnost, ze pravouhlé trojuholniky BNM a AN M st zhodné, ¢o vSak odporuje pred-
pokladu |AC| # |BC|. Preto M = N, |SADC| = |<BMC| = | AMC| =90° a bod P
je priesecnikom vySok trojuholnika ABC, ¢o sme chceli dokéazaf.

A-TIII-6

Ak st x, y, z tri navzajom rozne redlne cisla, tak hodnoty

T —y y—z z—x
u = , U= , W=
y—z z—x x—y

(1)

st zrejme Cisla rozne od 0 a —1 a ich sucin je rovny 1. Rovnaku vlastnost teda musia
mat aj hodnoty x, y, z z kazdej hladanej trojice. Budeme preto neustéle predpokladat,
ze
z,y,z€ R\{0,-1}, z#y#z#z, ayz=1. (2)

KedZe dand mnozinova rovnica je pre usporiadané trojice (z,y, 2), (z,z,y) a (y, z, x)
rovnaka, budeme okrem (2) predpokladat, Ze x > max{y, z}, a rozoberieme dva pripady
podla toho, ¢i y > z, alebo z > y. Zavedme eSte oznacenie intervalov I1 = (0, 00), Iy =
= (-1,0), Is = (—o0, —1).

Pripad x > y > z. Pre zlomky (1) zrejme plati w € I1, v € I, a w € I3, takze
u > v > w. Dand mnozinové rovnica preto moze byt splnena jedine tak, ze u = =,
v =y a w = z. Po dosadeni zlomkov (1) a jednoduchej tprave déjdeme k rovniciam

ry+y=yz+z=zx+ax, pricomzel, yecl, z¢cls. (3)

Podla podmienky xyz = 1 z (2) mo6zeme do rovnice zy +y = zx + = za ¢len zx dosadit
1/y a rovnicu dalej upravit:

L 1—y? 1+ 1

(Vyuzili sme to, ze vzhladom na y € Iy plati y # 1.) Z ostatného vztahu vyplyva, Ze
hodnota prvého vyrazu v ststave (3) je rovna —1, takZe z rovnosti druhého vyrazu ¢islu

—1 mame
1 1 1+

_1+y:_1 1z
1+2x

potom vsak aj treti vyraz v (3) je rovny —1. Preto kazdé rieSenie nasej tlohy (v sku-
manom pripade, ked z > y > z) ma tvar

1 1+1
=t ——\ 4
(x7y72) <7 1+t7 t )7 ()
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pricom t € I; je Tubovolné (pretoze plati (3), skiska nie je nutna). Z uvedeného postupu
tiez vyplyva, Ze volbou t € I5 (resp. t € I3) vo vztahu (4) dostaneme vSetky rieSenia
nasej ulohy s vlastnostou z > x > y (resp. y > z > x), takZe pri vypise vSetkych rieSeni
v zaverefnej odpovedi nie je nutné uvadzat cyklické permutacie trojic zo vztahu (4).

Pripad x > z > y. Pre zlomky (1) teraz plati u € I3, v € I} a w € I, takze v > w >
> u. Dand mnozinova rovnica je teda splnend prave vtedy, ked u =y, v =2z a w = z.
Po dosadeni zlomkov z (1) dojdeme k ststave

r—y=yly—2), y—z=wx(z—2), z-z=2z1-y). ()
Sc¢itanim tychto troch rovnic dostaneme
O=yly—2)+z(z—z)+2(x-y) =y —2)(=+y—22),

odkial vzhladom na x # y vyplyva z = %(x + y). Po dosadeni spit do(5) Tahko zistime
(opit vzhladom na x # y), Ze vyhovuje iba x = 1, y = —2 a = = —1. Rovnakou trojicou
Cisel je tvorené (jediné) rieSenie ulohy s vlastnostou y > x > z aj (jediné) rieSenie, pre
ktoré z >y > =z.

Odpoved. RieSenim tlohy st vSetky usporiadané trojice (4), pricom t € R\ {0, —1},
a tri trojice (z,y, z) tvaru

(L-2.-3), (=3:1.-2), (-2,-3.1).

Pozndmka. Ak vypiSeme vSetkych Sest moznych ststav prislichajiacich danej mnozi-
novej rovnici, dostaneme okrem ststav (3) a (5) eSte ststavy

p—y=ay—2), y-r=yl-z), 2-z=o(—y)
r—y=z(y—=z2), y-z=z20z-12), z-z=yl@-y);
v—y=yly—2), y—-z=z20-2), z-z=z(r-y);
x—y=2z2(y—=2), y—z=2x(z—x), z—z=y(x—y).

Prvé dve vznikna zo sustavy (5) cyklickou zamenou premennych, takze ich mozno
riesit rovnakym postupom ako (5). S¢itanim vSetkych troch rovnic v kazdej z dvoch
zostavajucich stistav dostaneme tu ista rovnicu

2 2, .2 2 2 2
T4y 4 2° =xy+yz+ 2z, resp. (z—y) " +(y—2)°"+(z—2)* =0,
ktora ma jediné rieSenie x = y = z, ¢o nie sil navzajom rozne cisla.
Iné riesSenie. Ak su x, y, z tri navzajom roézne realne ¢isla, tak hodnoty

T—y y—z z—x
) ) w:
y—z z— T —y
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74
su zrejme rozne od Cisel 0 a —1 a platia medzi nimi vztahy
U:f(U), w:f(v) a U:f(UJ), (2)
i e , : , : 1 Lo
pricom f je linedrna lomend funkcia dand predpisom f(t) = 12t Presvedc¢ime sa
o tom priamym vypoctom:
1 1 Yy—2z y—z
1+u -y (r-y)+y—2 z-x
1+
y—z

z dévodu cyklickosti platia aj zostavajuce dva vztahy v (2).
Uvedeny poznatok znamend, ze kazdé riesenie tlohy je pre vhodné t € R\ {0, —1}

bud usporiadand trojica tvaru
1 1+1¢

(@002) = (S LTON = (8- 1 ). ®)

alebo usporiadand trojica tvaru

(o0 2) = (0. GO 1) = (12T = ) (@)

Ostéva urobit skasku: Tahko sa presvedéime, Ze zatial ¢o trojica tvaru (3) je rieSenim
1
2

pre kazdé t € R\ {0, —1}, trojica tvaru (4) vyhovuje iba pret =1, t = -2 at = —

a su to cyklické permutacie tychto troch hodnét.



Pripravné sustredenia pred IMO a MEMO

Pred medzinarodnou matematickou olympiddou (IMO) sa kaZzdoro¢ne konda jedno
vyberové a jedno pripravné sustredenie pre najlep$ich riesitelov celostatneho kola kate-
goérie A (CKMO). Od 55. ro¢nika MO sa navySe kazdoro¢ne kona aj spolo¢né pripravné
sustredenie Ceského a slovenského IMO-druzstva.

Po vyberovom sustredeni SK MO vyberie 6 najlepsich studentov do reprezentacného
druzstva Slovenska a urc¢i jedného nahradnika. V 56. ro¢niku sa na vyberovom sustredeni
po prvy krat bojovalo nielen o postup na IMO, ale aj na Stredoeurépsku matematick
olympiddu (MEMO), na ktort cestuje najlepsich 6 Studentov, ktori sa nedostali na IMO
a zaroven nie si v maturitnom ro¢niku (t.j. maji moznost sutazit v MO aj nasledujuci
skolsky rok).

Vzhladom na nova sutaz MEMO bolo na vyberové sustredenie pozvanych viac
studentov ako po minulé roky — najaspesnejsi riesitelia CK MO boli doplneni stvoricou
mladsich riesitelov (tiez ucastnikov CKMO). Sustredenia, ktoré sa konalo v diioch
10.-16. 4. 2007 v Bratislave, sa tak zt¢astnilo az 15 stfaziacich. Ulohy zadavali lektori
z FMFI UK Bratislava:

RNDr. Tomas Jurik, tlohy 1 — 3,
Jan Mazak, Glohy 4 — 6,

Mgr. Peter Novotny, ulohy 7 — 10,
Michal Takdcs, Glohy 11 — 12,
Jakub Zdvodny, tlohy 13 — 14,
Ondrej Buddc, ulohy 15 — 17.

Kazdy den studenti riesili sériu troch ¢i styroch tloh pri podobnych podmienkach
ako na IMO. V poobednajsich hodinach sa konal spolo¢ny rozbor tloh s lektorom.
Na konci sustredenia sa ziskané body za jednotlivé dni scitali a s prihliadnutim na
vysledky celostatneho kola MO boli vybrané Sestélenné druZstva pre tucast na IMO
a MEMO. KedZe na Siestom mieste sa umiestnili dvaja Studenti s rovnakym poctom
bodov, podla pravidiel SK MO bol na IMO vybrany mladsi z nich, t.j. Michal Spi-
Siak (Student 2.roénika). Tomas Kocak (3.ro¢nik) bol ndhradnikom a zaroven ¢lenom
MEMO-druzstva.

Vysledky sustredenia:

Hapak Samuel 58,5 Kocak Tomds 28
Szabados Michal 51,5 Paldy Alexander 28
Rusin Tomas 35 Melichercik Martin 20
Ujhazi Vladislav 33 Ondruska Peter 18,5
Spisiak Michal 31 Sagdt Maridn 14
Stefarnidk Filip 31 Kory Jakub 12,5
Mikulds Ondrej 29,5 Platinsky Lukds 6

Balaz Miroslav 29
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Poradie po zohladneni vysledkov CK MO:

1. Hapdk Samuel 91,5 Balaz Miroslav 44
2. Szabados Michal 80,5 10. Pdldy Alexander 43
3. Ujhaz Viadislav 71 11. Melichercik Martin 34
4. Rusin Tomds 52 12. Ondruska Peter 27,5
5. Mikulas Ondrej 49,5 13. Sagdt Maridn 23
6. Spisiak Michal 48 14. Kory Jakub 21,5
Kocak Tomas 48 15. Platinsky Lukads 16

8. Stefarndk Filip 44

Pripravné stustredenie sa konalo v dnoch 27.5.—-1.6. 2007 v Bratislave. Ststredenie
bolo zamerané na pripravu reprezentac¢nych druzstiev na IMO a MEMO. Lektormi boli
studenti a doktorandi FMFI UK Bratislava:

Mgr. Peter Novotny (invarianty, tedria ¢isel),

RNDr. Tomds Jurik (geometria, Dirichletov princip),
Jdan Mazdk (geometria, tedria ¢isel, kombinatorika),
Ondrej Buddc (algebra).

V poradi druhé spoloc¢né ststredenie ceského a slovenského druzstva sa uskutocnilo
v ditoch 17.-22.6. 2007 v CR v Uherskom Hradisti v regiondlnom vzdeldvacom stre-
disku Eduha. Ststredenie sa uskutocnilo pod zastitou Spolec¢nosti Otakara Boriuvky
a bolo financ¢ne zabezpecené z nestatnych prostriedkov. Pedagogicky dozor slovenskym
(a na mieste aj ¢eskym) Studentom robili Jan Mazak a Mgr. Peter Novotny z FMFI UK
Bratislava. Odborné prednasky viedli

doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., MU AV CR, Brno (tedria &isel a polynémy nad Z),
RNDr. Pavel Calabek, CSc., PF UP, Olomouc (funkcionalne rovnice),

RNDr. Jaroslav Svréek, CSc., PF UP, Olomouc (syntetickd planimetria),

Mgr. Martin Pandk, PhD., MU AV CR, Brno (nerovnosti a polynémy nad R).

Zadania sataznych aloh vyberového sustredenia pred IMO a MEMO

1. Ozna¢me A, pocet permutacii ai,as,...,a, Cisel 1,2,... n takych, ze pre
vietky k = 1,2,...,n je |ay — k| rovné 0, 1 alebo 2. Dokazte, ze pre n = 6 plati

An = 21471—1 + 2An—3 - An—5~
2. Dokézte, 7e ak a, b, ¢, d st kladné redlne ¢isla spliiajice nerovnost
(@ + 02+ +d%)° >3 (a* + b+t + dY),

tak Tubovolna trojica z ¢isel a, b, ¢, d moze byt dlzkami stran trojuholnika.
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Trojuholnik ABC' je vpisany do kruznice 2. Nech M;, M5, M3 st postupne
stredy stran BC, C'A, AB a Ty, Ty, T3 su stredy oblukov BC, CA, AB
na kruznici €2, ktoré neobsahuji protilahly vrchol. Pre ¢ = 1,2,3 nech w; je
kruznica s priemerom M;T; a p; je spolo¢né vonkajsia doty¢nica kruznic wj, wy
({7,7,k} = {1,2,3}) také, ze w; lezi na opacnej strane priamky p; ako w; a wy.
Dokéazte, ze priamky p1, p2, ps vytvaraju trojuholnik podobny s trojuholnikom
ABC' a najdite pomer podobnosti.

Vnutri strany BC' ostrouhlého trojuholnika ABC lezi bod D. Body P a @ su
stredmi kruznic opisanych trojuholnikom ABD a ACD. Dokézte, ze existuje
bod M rézny od bodu A taky, ze nim prechadzaju vsetky kruznice opisané
vSetkym moznym trojuholnikom APQ (trojuholnik ABC' je pevny a bod D sa
pohybuje po strane BC).

. Prirodzené ¢islo N sa da napisat v tvare a? + b% + ¢2, kde a, b, c st celé &isla

delitelné tromi. Dokazte, Ze sa da napisat aj v tvare 22 + y? + 22, kde z, v, 2
su celé ¢isla, z ktorych ziadne nie je delitelné tromi.

V tabulke 300 x 300 je N poli¢ok zafarbenych ¢iernou farbou, ostatné st
biele. Ziadne tri ¢ierne policka netvoria roh (t.j. atvar i, lubovolne otoceny).
Ked vsak zafarbime IubovoIné biele policko nacdierno, tato podmienka prestane
platit. Najdite minimélnu hodnotu N.

Postupnost redlnych ¢isel aq, as, as, ... je definovand predpisom

Upy1 = lan] - {ay) pren =1,

pricom a; je Tubovolné realne ¢islo. Vyraz |a, | oznacuje najvicsie celé éislo,
ktoré neprevySuje a,. Vyraz (a,) je urCeny predpisom (a,) = a, — |an].
Dokazte, ze poc¢ntc od urcitej hodnoty pre kazdé n plati a,, = a,42.

Dany je konvexny pétuholnik ABCDE), pricom
|SBAC|=|dCAD|=|4DAE| a |<ABC|=|4ACD|=|4ADE|.

Uhlopriecky BD a CFE sa pretinaju v bode P. Dokazte, ze priamka AP
prechadza stredom strany CD.

Dané je racionalne ¢islo x z intervalu (0, 1). Nech y je také ¢islo z intervalu (0, 1),
ktorého n-ta cifra za desatinnou ciarkou sa rovna 2"-tej cifre za desatinnou
ciarkou ¢isla x. Dokéazte, ze aj y je racionalne.

Na ulici je v rade za sebou n ldmp L1, ..., L,, pricom n = 2. Kazda z nich bud
svieti, alebo je zhasnutd. Kazdu sekundu naraz upravime stav vsetkych lamp
podla nasledujucich pravidiel:
— ak lampa L; a s nou susediace lampy st v rovnakom stave, tak L; bude po
Uprave zhasnuta;
— inak bude L; po uprave svietit.
Na zaciatku prva lampa svieti a vSetky ostatné si zhasnuté.
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a) Dokazte, ze existuje nekonecne vela prirodzenych ¢isel n, pre ktoré buda
po istom case vSetky lampy naraz zhasnuté.

b) Dokéazte, Ze existuje nekone¢ne vela prirodzenych ¢isel n, pre ktoré nebuda
nikdy vsetky lampy naraz zhasnuté.

Nech ABC' je rovnoramenny trojuholnik a D je stred jeho zdkladne BC.
Ozna¢me dalej M stred AD a N pitu vysky z bodu D na priamku BM.
Dokézte, ze uhol ANC' je pravy.

Nech d(n) oznacuje pocet kladnych delitelov ¢isla n. Najdite vSetky prirodzené
n také, ze n = d(n)?.

Najdite vsetky funkcie f: R — R také, ze pre vSetky =,y € R plati
flaf(x)+ f(y) = f(@)* +y.

Parny pocet poslancov rokuje za okruhlym stolom. Po kratkej prestavke si
znova posadajui, inak ako predtym. Ukézte, ze existuju dvaja poslanci, medzi
ktorymi sedi rovnaky pocet poslancov ako pred prestavkou.

ze zakryje aspon n + 1 mrezovych bodov.

Dokézte, ze stc¢in piatich po sebe iducich prirodzenych ¢isel nemoze byt Stvorec.

Ozna¢me c najvicsi redlny koren rovnice z2 — 322 + 1 = 0. Dokéite, Ze ¢islo
|c1988] je delitelné ¢islom 17.



7. Eesko-polsko-slovenské stretnutie

V ramci zéverecnej pripravy pred IMO sa uskutocnilo po siedmy krat pripravné
stretnutie medzi druzstvami Ceskej republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé krajiny
reprezentovali takmer kompletné Sestice studentov, ktori si vybojovali vo svojich kraji-
nach ucast na 48. IMO vo Vietname (niektorych reprezentantov zastupovali nahradnici,
napriklad v slovenskom druzstve Samuela Hapéaka zastupoval Tomas Kocak).

Stufaz sa uskutocnila 24.—27.6. 2007 v Bilovci v Ceskej republike na pode gymnézia
M. Kopernika. Organizacia a priebeh sitaze je prisposobena $tylu celostatneho kola
nasej MO a podmienkam IMO. Stitaziacim boli poc¢as dvoch dni predlozené dve trojice
sttaznych tloh, pricom za kazda spravnu tlohu mohli ziskat najviac 7 bodov (rovnako
ako na IMO). Na kazdu trojicu tloh mali sttaziaci vymedzené 4,5 hodiny ¢istého casu.

Prehlad vysledkov:

Por. Meno Stat 1.12.13.14.15.16.| >
1. | Gawron Maciej Polsko 717171713031
2. | Zebrowski Karol | Polsko T1715|7|3/0|29
3. | Zaremba Wojciech | Polsko 67417126
4. | Jendrej Jacek Polsko 717127110124
5. | Dobel Piotr Polsko 3(3[4|6|5|0]21
6. | Kobos Tomasz Polsko 7171501110120
7. | Klimos Miroslav Ceskdrep. |7[2[2]7]1]0]19
Rolinek Michal Ceskdrep. [7|2|2|7]1[0|19
9. | Koneény Zbynék Ceskdrep. |7|1(2|7]1]0]|18
10. | Mikuldas Ondrej Slovensko [0 |7 2|7 |1]0]|17
Szabados Michal Slovensko |6 |7 [3]0|1|0]|17
12. | Ujhdzi Viadislav Slovensko |0 |7 (411|013
13. | Rusin Tomds Slovensko [2 2|51 |1]0]|11
14. | Kocdak Tomas Slovensko [0 |7[2[0|1|0]10
Slavikova Lenka Ceskdrep. |4|0(2[2]2]0]|10
16. | Sormova Hana Ceskdrep. [3/0|2(0[3[0]| 8
17. | Spisiak Michal Slovensko |1 |1(2[2|1|0]| 7
18. | Rihak Jiti Ceskdrep. |0|0|2|1]|0[0] 3

Stét 1.|2.]3.[4.[5.]6.| >

Ceska rep. [28| 5 [12]24[ 8 |0 | 77

Polsko 3713812728201 |151

Slovensko | 9 |31 |18 11| 6 |0 | 75

Opravu rieseni zabezpecila medzinarodna porota, ktoru tvorili RNDr. Karel Ho-
rak, CSc., doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc. a RNDr. Jaroslav Svréek, CSc. z Ceskej
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republiky, dr. Jerzy Bednarczuk, Marcin Pilipczuk a dr. Jarostaw Wréblewski z Polska,
a Mgr. Peter Novotny a Erika Trojakova zo Slovenska.

Aj po minulé roky zvyklo mat polské druzstvo prevahu, avsak tento rok vo vyslednom
poradi nepustili medzi seba ziadnych inych stitaziacich a obsadili prvych Sest priecok. Ich
lepsia pripravenost oproti nd§mu a ¢eskému druzstvu sa neskor ukazala aj na vysledkoch
IMO, i ked nie az tak vyrazne ako na tomto stretnuti.

Mimo matematického programu si stihli Gc¢astnici zahrat futbal na skolskom ihrisku
a peknd bola aj prechadzka prirodou k miestnej vodnej nadrzi.

V budticom roku sa spolo¢né pripravné stretnutie uskutoéni v Polsku.

Zadania aloh &esko-slovensko-polského stretnutia

Uloha 1.
Najdite vSetky mnohoc¢leny P s redlnymi koeficientmi, pre ktoré rovnost

P(2?) = P(z) - P(z +2)

plati pre Iubovolné realne ¢islo x.

(Pavel Calabek)

Uloha 2.
Nech a1 = a2 = 1 a axs2 = agy1 + ar pre kazdé k € N (Fibonacciho postupnost
Cisel). Dokéazte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo m existuje taky index k, pre ktory je ¢islo
ap — ap — 2 delitelné ¢islom m.

(Jan Mazék)
Uloha 3.
Nech k je kruznica opisana takému konvexnému stvoruholniku ABCD, ze polpriamky
DA a CB sa pretinajiu v bode E, pre ktory plati |CD|?> = |AD| - |ED|. Ozna¢me F'
(F # A) priesecnik kruznice k s priamkou predchadzajicou bodom A a kolmou na ED.
Dokézte, 7e potom plati: Usecky AD a C'F st zhodné prave vtedy, ked stred kruznice I

opisanej trojuholniku ABFE lezi na priamke ED.
(Jaroslav Svréek)

Uloha 4.
Dokézte, ze pre kazdé redlne ¢islo p > 1 mozno z mnoziny realnych ¢isel = spliiajicich

nerovnosti
1\2
p<ax< (2-1—“]9-!- Z)

vybrat $tyri navzajom rozne prirodzené ¢isla a, b, ¢, d, pre ktoré plati rovnost ab = cd.
(Jaromir Simsa)

Uloha 5.
Zistite, pre ktoré

n € {3900, 3901, 3902, 3903, 3904, 3905, 3906, 3907, 3908, 3909}
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mozno mnozinu {1,2,3,...,n} rozdelit na disjunktné trojice tak, aby v kazdej trojici
sa jedno ¢islo rovnalo stic¢tu ostatnych dvoch cisel.
(Peter Novotny)

Uloha 6.

Nech ABCD je konvexny stvoruholnik. Kruznica prechiddzajica bodmi A a D ma
vonkajsi dotyk s kruznicou predchadzajicou bodmi B a C vo vnatornom bode P
uvazovaného stvoruholnika. Predpokladajme, ze

X PAB| + [4PDC| < 90° a |¥PBA|+|¥PCD| < 90°.

Dokéazte, ze potom plati |[AB| + |CD| = |BC| + |AD|.
(Waldemar Pompe)

RieSenia Gloh &esko-slovensko-polského stretnutia

Uloha 1.
Konstantny mnohoélen P(x) = ¢ vyhovuje prave vtedy, ked ¢ = ¢
=0 a P(z) =1 st teda rieSenim tlohy.

Ukazme teraz, Ze jediny vyhovujici mnohoélen P kladného stupiia n je tvaru P(x) =
= (z —1)". Uvedeny mnohoé¢len je vzhladom na identitu 22 — 1 = (z — 1)(z + 1) zrejme
rieSenim pre kazdé n = 1.

Ak je az™ (a # 0) vedici ¢len mnohoélena P(x) kladného stuptia n, je az®" vedici
¢len mnohoélena P(z?) a a?z?" vedici ¢len mnohoclena P(x)P(x + 2). Pokial P
vyhovuje danej rovnosti, dostdvame porovnanim prislusnych ¢lenov a = a?, teda a = 1.
Preto mozno mnoho¢len P zapisat v tvare P(z) = (z —1)"+Q(x), kde @ je bud nulovy
mnohoclen, alebo je () nenulovy mnohoclen stuptia k, pricom 0 < k < n. Porovnanim
mnohoclenov

2 mnohoéleny P(z) =

P(2%) = (2* = 1)" + Q(a?),
P(z)P(z+2) = [(z—1)" + Q@)][(z + 1)" + Q(z + 2)]

dostaneme (po roznasobeni a zruseni mocniny (x? — 1)™ na oboch stranich) rovnost

Q(z*) = (z = 1)"Q(z +2) + (z +1)"Q(2).

Vidime, Ze nulov§ mnohoélen Q vztah spliia. Pre nenulovy mnohoélen Q stupiia k < n
je vSak Q(2?) mnohoclen stuptia 2k, zatial ¢o na pravej strane odvodeného vztahu je
mnohoc¢len stupiia n + k (jeho vedici ¢len je 2bz"t*, ak bx* je vediici ¢len mnohoclena
Q(x)). Kedze 2k < n + k, nemoze uvedend rovnost platit.

Odpoved. Ulohe vyhovuji konstantné mnohocleny P(x) = 0 a P(z) = 1 a pre kazdé
prirodzené n mnohoc¢len P(z) = (x — 1)".

Iné riesenie. Rovnako ako pri prvom postupe najdeme riesenia P(z) =0 a P(x) =
= 1. Dalej sa zaoberajme len nekonstantnymi mnoho¢lenmi. Predpokladajme, Zze
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mnohoc¢len P kladného stuptia n vyhovuje zadaniu. KedZe zadana rovnost plati pre
vSetky realne cisla x, st na oboch stranach rovnosti totozné mnohocleny, a teda zadana
rovnost plati aj pre vSetky komplexné ¢isla x. Nech z je lubovolny (komplexny) koren
polynému P.

Po dosadeni x = 2z do zadanej rovnosti dostaneme P(z2?) = 0, teda aj 22 je
korenom P. Zopakovanim tejto ivahy dostavame, ze korenimi mnohoclena P su vsetky
¢leny postupnosti

2,22, 24 28 . (1)

KedZe P mé len konecéne vela (najviac n) réznych komplexnych koreriov, musia sa
v postupnosti (1) hodnoty od uréitého ¢lena zacat opakovat, t.j. z¥ = 2™ pre nejaké
k < m. Odtial bud z = 0, alebo 2™ % = 1. Kazd§ nenulovy koreni mé teda absoltitnu
hodnotu 1.

Po dosadeni z = z—2 do zadanej rovnosti dostaneme P((z—2)?) = 0, teda aj (z—2)?2
je korenom. Ak z = 0, dostavame, ze ¢islo 4 je korenom, ¢o je v rozpore s predoslym
poznatkom. TakZe vSetky korene st nenulové. Nutne teda |(z —2)?| = 1, ¢ize |z —2| = 1.
Jediné komplexné ¢islo s vlastnostou |z| = |z — 2| = 1 je z = 1. Takze P moze mat
jedine koren 1, ¢ize P(x) = a(x —1)". Dosadenim do zadanej rovnosti fahko odvodime
a =1 a overime, 7e P(x) = (z — 1)" je rieSenim pre kazdé prirodzené n.

Uloha 2.
Vsetky kongruencie a zvyskové triedy v rieSeni uvazujeme modulo m. Ziadant kongru-
enciu a} — aj, — 2 = 0 ziskame ako dosledok jednoduchsej kongruencie aj, = —1.

Postupnost zvyskovych tried ¢isel a; ma nasledujicu vlastnost: zvyskové triedy lubo-
volnych dvoch po sebe iducich €lenov ag, ary1 jednoznacéne uréuju zvyskové triedy ako
vSetkych nasledujicich ¢lenov a; (i > k + 1), tak vSetkych predchédzajucich ¢lenov a;
(i < k). Odtial zvy¢ajnym postupom, zaloZzenym na tom, Ze vSetkych usporiadanych
dvojic zvygkovych tried je m?, teda koneény pocet, dostdvame, Ze postupnost zvysko-
vych tried ¢isel a; je periodickd, a to hned od svojho prvého ¢lena. Existuje teda ¢islo
p > 0 (zavislé od daného m) také, ze a; = a4, pre kazdy index i. Ak m # 1 (prem =1
je tvrdenie tlohy trividlne), zrejme p > 1. Kedze a; = as = 1, plati aj ap11 = apt2 =1,
odkial a, =0 a ap_; = —1, takze mdzeme zobrat k = p — 1 a dokaz je ukonceny.

Uloha 3.
Zrejme DF' je priemerom kruznice k. Najskor ukazeme, ze za danych podmienok nemoze
bod C' lezat v polrovine DF A.

Ak body B, C lezia na ¢asti DA oblika DAF' (obr.29), st zrejme uhly DCB a DBA
tupé, preto |DC| < |DB| < |DA| < |DE]|, takze rovnost |CD|?> = |AD| - |ED| nemoze
platit. Pre body B, C na ¢asti AF obluka DAF (obr.30) je uhol BAFE ostry a pre
uhol DBE plati | DBE| = 180° — |[$ DBC| < 90°. Takze pripadny dalsi priese¢nik B’
polpriamky DB s kruznicou | neméze lezat za bodom B. Preto |DC| > |DB| =2 |DB’|.
Rovnost |CD|? = |AD| - |ED| teda nemoze platit, pretoze |AD| - |ED| = |DB| - |DB’|
vyjadruje mocnost bodu D ku kruznici .

Ak bod C nelezi v polrovine DF A, plati |FC| = |DA| prave vtedy, ked DAFC je
pravouholnik, t.j. prave vtedy, ked C'A je priemer kruznice k. To je ekvivalentné tomu,
ze uhol CBA je pravy, a to je ekvivalentné tomu, Ze trojuholnik AEB je pravouhly
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4 A
B

C
Obr. 29 Obr. 30

s pravym uhlom pri vrchole B, ¢ize stred kruznice opisanej trojuholniku AEB je
stredom tsecky AFE.

Uloha 4.
Cislaa = (k—1)k, b= (k+1)k,c= (k—1)(k+1), d = k? zrejme splhajt rovnost ab =
= cd a nerovnosti a < ¢ < d < b pre kazdé £ > 1. Nech teda k je najmensie prirodzené
¢islo, pre ktoré plati p < a, ¢ize p < (k — 1)k (pri zadanom p). Ukazme, ze pre také k
potom plati b = (k+ 1)k < p+ 4+ 2/4p + 1, ¢o je zrejme ¢&islo o § mensie ako horné
ohranicenie intervalu zo zadania, takze tym bude riesenie tlohy uplné.

PodTla vyberu ¢isla k plati p = (k — 2)(k — 1). RieSenim tejto kvadratickej nerovnice
dostaneme odhad

>
A
D] o

+/P+

)

o |

z ktorého uz vyplyva

b= k+1k<<§+\/]:) ( +\/E)

P+ <p+ Z) =p+4+2y4p+1.

Uloha 5
Z moznosti rozdelenia na disjunktné trojice vyplyva 3 | n. V kazdej trojici {a,b,a + b}
je sucet 2(a + b), teda parne ¢islo, preto musi byt parny aj sucet vSetkych ¢isel od 1
do n, st¢in n(n + 1) musi teda byt delitelny styrmi. Celkom mame, Ze ¢islo n musi byt
tvaru 12k alebo 12k + 3, comu z danych c¢isel vyhovuju iba n = 3900 a n = 3903.

V dalsom odseku popiSeme konstrukciu, ako z vyhovujiceho rozkladu pre dané n = k
vytvorit vyhovujuce rozklady pre n = 4k a n = 4k + 3. To nam zarudi, ze rozklady pre
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n = 3900 aj n = 3903 existuji, a to vdaka zostupnej postupnosti
3900 — 975 — 243 — 60 — 15 — 3

(namiesto 3900 mozno zacat aj ¢islom 3903) a vdaka trividlnemu rozkladu pre n = 3
(z ktorého postupne zostrojime rozklady pre n = 15, n = 60 atd. az pre n = 3900 resp.
n = 3903).

Z vyhovujuiceho rozkladu mnoziny {1, 2, ..., k} najskér vyrobime vyhovujtci rozklad
mnoziny prvych k parnych ¢isel {2,4, ... , 2k} (tak, ze vSetky ¢isla vo vSetkych trojiciach
povodného rozkladu vynasobime dvoma). V pripade n = 4k potom zvysné ¢isla

{1,3,5,...,2k— 1,2k + 1,2k +2,... 4k — 1,4k}

rozdelime na k trojic {25 — 1,3k — j + 1,3k + j}, pricom j = 1,2,... k. Vidno ich
v stipcoch tabulky

1 3 ) coe 2k—-3 2k-1
3k 3k—1 3k—-2 ... 2k+2 2k+1
3k+1 3k+2 3k+3 ... 4k—-1 4k

V pripade n = 4k + 3 zvys$né cisla
{1,3,5,...,2k—1,2k+ 1,2k +2,... 4k + 2,4k + 3}

rozdelime na k + 1 trojic {25 — 1,3k + 3 — j,3k + j + 2}, pricom j = 1,2,...  k + 1,
tvorenych stipcami tabulky

1 3 ) oo 2k—1 2k+1
3k+2 3k+1 3k oo 243 2k+2
3k+3 3k+4 3k+5 ... 4k+2 4k+3

Tym je dékaz toho, ze ¢isla n = 3900 a n = 3903 vyhovuji, ukonceny.

Uloha 6.
Z vety o obvodovych a tisekovych uhloch vyplyva, ze ak P je spolo¢ny bod spomenutych
kruznic, tak je zaroven aj bodom dotyku préave vtedy (obr.31), ked

|[SADP|+ |<BCP| = |4APB|. (1)
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Uvazujme teraz kruznice opisané trojuholnikom ABP a C'DP a predpokladajme, ze
sa pretinaju este v dalsom bode @ (Q # P).

KedZze bod A lezi zvonka kruznice opisanej trojuholniku BCP, plati |[<BCP| +
+ |[XBAP| < 180°. Preto aj bod C' lezi zvonka kruznice opisanej trojuholniku ABP.
Analogicky lezi aj bod D zvonka tejto kruznice. Odtial vyplyva, ze body P a Q lezia
na rovnakom obliku C'D kruznice opisanej trojuholniku CDP.

Analogicky body P a () lezia na rovnakom obliku AB kruznice opisanej trojuholniku
ABP. Bod Q teda lezi bud vnutri uhla BPC, alebo vnutri uhla APD. Bez ujmy na
vSeobecnosti predpokladajme, Ze bod @ lezi vnutri uhla BPC' (obr. 32). V tom pripade
podla predpokladu tlohy plati

[FAQD| = |§PQA| + |5 PQD| = [§ PBA[ + [$ PCD| < 90°. (2)

V tetivovych §tvoruholnikoch APQB a DPQC st podla predpokladu tilohy uhly pri
vrcholoch A a D ostré, takze prislusné protilahlé uhly pri vrchole @ st tupé. Odtial
vyplyva, ze bod @ lezi nielen vnutri uhla BPC, ale dokonca vnutri trojuholnika BPC,
¢ize aj vnutri stvoruholnika ABCD.

Z vlastnosti uhlov oboch spomenutych tetivovych stvoruholnikov teraz vyplyva

[FBQC| = |9 PAB| + |4 PDCY,
takze podla predpokladu tlohy
X BQC| < 90°. (3)
Kedze navyse |4 PCQ| = | PDQ)|, dostavame podla (1)

[SADQ| + |[¥BCQ| = [§ADP| + |[§PDQ| + [§BCP| - |[§PCQ| =
= |[3ADP| +|JBCP| = |3 APB].
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A kedze aj |[FAPB| = |<AQB|, vychadza

[FADQ| + [ BCQ| =[S AQB.

To vsak znamend, ako uz vieme z tvodnej uvahy, ze kruznice opisané trojuholnikom
BCQ a DAQ sa dotykaju v bode (), ¢o odporuje nasmu pociato¢nému predpokladu,
ze Q # P. Nezostéva teda ind moznost ako té, ze obe kruznice opisané trojuholnikom
ABP a CDP majua spolo¢ny jediny bod P, pre ktory podla nerovnosti (2) a (3) navyse
plati, ze uhly APD a BPC nie su tupé.

Uvazujme teraz polkruhy zostrojené nad stranami BC a DA , dovnutra“ stvoruhol-
nika ABCD. Kedze uhly APD a BPC nie st tupé, lezi kazdy z oboch polkruhov cely
vnutri zodpovedajiceho kruhu prisltichajiceho kruznici opisanej trojuholniku BQC,
resp. AQD. A kedZe sa obe kruznice zvonka dotykaji, maja aj oba polkruhy zostrojené

nad stranami BC' a DA najviac jeden spolo¢ny bod. Ak ozna¢ime M a N stredy stran
BC a DA, vyplyva z toho nerovnost [MN| = 1(|BC| + |DA).

. . L 1,53 . =R . 1
Na druhej strane zrejme plati M N = 5(BA+ CD), takze [MN| < 5(|AB|+ |CD).
Odtial vychadza dokazovana nerovnost |AB| + |CD| = |BC| + |DA].



48. Medzinarodna matematicka olympiada

V diioch 19.-31. jala 2007 sa vo Vietname uskutocnil 48. ro¢nik Medzinarodnej mate-
matickej olympiddy (IMO). Tejto populérnej intelektuélnej sutaze sa zucastnil rekordny
pocet 520 ziakov z 93 statov. Slovensko reprezentovali

Samuel Hapdk, Gymnéazium Grosslingova, Bratislava, 3. roc¢nik,
Ondrej Mikuldas, Gymnazium B.S. Timravy, Lucenec, 4. roc¢nik,
Tomas Rusin, Gymnazium Alejova, Kosice, 4. ro¢nik,

Michal Szabados, SpMNDaG Skalicks, Bratislava, 4. ro¢nik,
Michal Spisiak, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 2. ro¢nik,
Viadislav Ujhdzi, Gymnézium P. J. Safarika, Roziiava, 3.roénik.

Delegaciu SR viedol doc. RNDr. Vojtech Bélint, CSc. (obr. 33 vlavo), predseda Slo-
venskej komisie MO (vedici katedry KMAHI na fakulte PEDAS ZU v Ziline), pedago-
gicky veduci bol Mgr. Jan Mazak (obr. 34), student FMFI UK Bratislava a mimoriadne
ucinne pri oprave uloh pomohol v tlohe Observera aj Mgr. Peter Novotny (obr.33
vpravo), doktorand na FMFI UK Bratislava.

Obr. 33 Obr. 34
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Vysledky druzstva SR st uvedené v tabulke. Styria z nasich ziskali bronzovt medailu
a dvaja diplom Honorable Mention.

Meno 1121345 ]| 6| Sacet | Cena
Samuel Hapak 711107010 15 bronz
Ondrej Mikulas 600|620 14 bronz
Tomas Rusin 317101610 17 bronz
Michal Spisiak 7111010120 10 HM
Michal Szabados 6|70 71010 20 bronz
Vladislav Ujhézi Oy1]0| 71210 10 HM

Obr. 35
(ZTava: V. Ujhazi, T. Rusin, O. Mikulés, S. Hapdk, M. Szabados, M. Spisiak.)

IMO je dvojdniova sutaz. Kazdy z dvoch stfaznych dni maju Ziaci vyrieSit trojicu
uloh a maji na to celkom 4,5 hodiny. Dve tlohy musia byt lahké, dve stredné a dve
tazké. V Sestici iloh musia byt zastipené nasledovné styri oblasti stredoskolskej mate-
matiky: algebra, kombinatorika, geometria a tedria ¢isel, pricom obvykle dva priklady
su z geometrie.

Priklady pre IMO moze organizatorom stutaze poslat v podstate ktokolvek (obvykle
do aprila). Organizatori potom zostavia skrateny zoznam (shortlist), ktory obsahuje
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6—10 prikladov z kazdej z tych oblasti, pricom sa snazia, aby boli zastipené vsetky
tri stupne obtaznosti, aby bolo z ¢oho vyberat. Zostavenie shortlistu je zodpovedna
praca a robia ju ludia, ktori maju s prikladmi IMO vela skiisenosti. Samozrejme, tloha,
ktora nie je originalna alebo ,,pekna“, sa rychlo vyradi, ale nikto nemoze poznat vsetky
ulohy. ..

Mali sme velmi neskiisené druzstvo — na IMO bol predtym len Samo Hapak. Okrem
znacnej unavy z dlhého cestovania asi préave neskiisenost sposobila, ze nie vSetci nasi
ziaci dosiahli na medailu. Nas najmladsi tcastnik Misko Spisiak mal vypadok pri
ulohe ¢.4 (tzv. lahkd geometria) a Vlado Ujhazi — vitaz celostatneho kola MO — pri
ulohe ¢.1 (tzv. lahka algebra). Ak by vydolovali zo svojich hlav vedomosti, ktoré tam
nesporne maji, tak by medailu mali. A v neoficidlnej stfazi druzstiev — o ktorej bude rec¢
dalej — by nas to posunulo asi o 10 miest vyssie. Obaja vSak maji moznost k cennému
diplomu Honorable Mention pridat na buduci rok v Madride aj medailu — samozrejme,
ak si vybojuji v tom IMO-druzstve acast. Uloha ¢&.6 sa po sttazi ukazala ako prilis
tazkd, pretoze z moznych 520 x 7 = 3640 bodov ziskali ziaci len 5 x 7+ 2 x 2 + 40 x
x 1 =179 bodov, teda 2,17%.

Absoltutnym vifazom s 37 bodmi sa stal Konstantin Matvejev (Rusko), druhé a tretie
miesto si rozdelili s 36 bodmi Caili Shen (Cina) a Peter Scholze (Nemecko). Ako som
spomenul, mali sme velmi nesktisené druzstvo, takze Styri bronzové medaile a dve ¢estné
uznania s pre nasich ziakov primeranym vysledkom. Na tomto mieste sa vsak ziada
dodat, ze Samo Hapdk sa zucastnil medzinarodnej fyzikélnej olympiddy (IPhO) v Irdne
tesne pred IMO, takZe musel odtial pred slavnostnym vyhldsenim vysledkov odcesto-
vat do Bratislavy, aby stihol spoloény odlet ziakov na IMO do Hanoja. Samozrejme,
nemohol si tak vychutnat prebranie bronzovej medaily, ktort ziskal. Situdciu som uz
davno pred tymito sutazami navrhol riesif prirodzenym sposobom, ktory napoveda
geografia: Samo bude na IPhO az do konca, lebo z Iranu sa da dostat do Hanoja ovela
rychlejsie, ako z Bratislavy. Cesta Iran — Hanoj bola vSak drahsia, ako cesta Iran —
Bratislava — Taipei (tento je od Hanoja este o takmer tri hodiny letu dalej na vychod)
— Hanoj, takze Samo prisiel do Hanoja nielen vnatorne nespokojny s tym, ze si nemohol
vychutnat zaslizeny tspech na IPhO, ale uréite aj unaveny. Som presvedceny, ze jeho
vykon na IMO by bol ovela lepsi. V kazdom pripade tprimne dakujem RNDr. Lubovi
Muchovi, pedagogickému vediicemu IPhO-druzstva za to, ze bol ochotny z Iranu so
Samom Hapakom odcestovat o den skor domov.

IMO je sutaz jednotlivcov, ale byva zvykom sledovat aj neoficidlne poradie druzstiev,
ktoré sa po mnohych rokoch zmenilo: 1. Rusko (184 bodov z 252 moznych), 2. Cina
(181 bodov), 3.—4. Vietnam a Juznd Kérea (168 bodov), 4. USA (155 bodov).

My sme skoncili s 86 bodmi na 37.—38. mieste, pricom zo Statov Eurdpskej tnie
nés predbehlo len 6 krajin. Za nami st 39. Slovinsko (85 bodov), 40. CR (82 bodov),
41. Svédsko (81 bodov), 42. Raktisko (80 bodov), 43.—44. Nérsko a Franctzsko (79 bo-
dov), 45. Belgicko (78 bodov), ... a eSte napr. Argentina, Novy Zéland, Izrael, Ho-
landsko, Esténsko, Svajéiarsko, Lotyssko, Finsko, Portugalsko, Irsko, Dansko, Spaniel-
sko, ... Okrem tabulky, ktort tu najdete, mozno pre ziskanie podrobnejsich informaécii
odporucit adresu http://www.imo2007.edu.vn alebo aj http://imo-official. org.
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Por. Stat Z S B > |Por. Stat ZSB )Y,
1. Rusko 5 1 0 184]| 48. Arménsko 011 73
2. Cina 4 2 0 181 Macao 011 73
3. Juzna Korea 2 4 0 168| 50. Izrael 003 71

Vietnam 3 3 0 168 Novy Zéland 003 71
5. USA 2 3 1 155| 52. Agzerbajdzan 0 0 3 69
6. Japonsko 2 4 0 154 Bosna a Hercegovina 0 1 0 69
Ukrajina 3 1 2 154 Indonézia 010 69
8. Severna Kérea 1 4 0 151| 55. Macedénsko 0 0 3 68
9. Bulharsko 2 3 1 149| 56. Holandsko 0 01 65
Taiwan 2 3 1 149 57. Estdnsko 0 01 64

11. Rumunsko 1 4 1 146| 58. Albéansko 0 01 59

12. Hongkong 0 5 1 143 Svajéiarsko 0 01 59
Iran 1 3 2 143] 60. Lotyssko 0 0 0 58

14. Thajsko 1 3 2 133| 61. Finsko 01 0 55
15. Nemecko 1 3 1 132| 62. Portugalsko 0 0 1 52
16. Madarsko 0 5 0 129 63. Irsko 0 01 51
17. Turecko 1 2 2 124 Turkmenistan 0 0 0 51
18. Polsko 1 2 2 122 65. Dénsko 0 01 50
19. Bielorusko 1 1 4 119| 66. Spanielsko 0 0 2 48
20. Moldavsko 0 3 2 118 67. Kirgizstan (5) 0 0 1 43
21. Taliansko 1 1 3 116| 68. Juzna Afrika 0 0 0 42
22. Austrélia 0 1 4 110| 69. Cyprus 0 00 41
23. Srbsko 1 0 4 107| 70. Trinidad a Tobago 0 0 0 39
24. Brazilia 0 2 3 106| 71. Tadzikistan 0 01 37
25. India 0 3 0 103| 72. Kostarika (5) 001 36
26. Gruzinsko 1 1 1 102| 73. Island 0 00 35
27. Kanada 0 1 3 98| 74. Ekvéidor 001 34
28. Kazachstan 013 9 Luxembursko (3) 001 34

Velkd Britdnia 1 0 3 95 Malajzia 001 34

30. Kolumbia 013 93 Salvador (4) 000 34
31. Litva 1 0 2 92| 78. Pakistan 0 01 32
32. Peru 012 91 Paraguaj (4) 0 00 32
33. Grécko 0 1 3 89| 80. Bangladés (5) 0 00 31
34. Mongolsko 0 2 1 88| 8l. Maroko 0 0 0 28

Uzbekistan 0 1 3 88| 82. Kambodza (4) 0 00 26

36. Singapur 0 0 5 87| 83. SriLanka 0 00 25

37. Mexiko 0 0 4 86| 84. Filipiny 000 21
Slovensko 0 0 4 86| 85. Nigéria 000 20

39. Slovinsko 0 0 5 85| 86. Cierna Hora (3) 000 17
40. Ceska republika 0 0 5 82| 87. Kuba (1) 0 01 16
41. Svédsko 0 0 4 81| 88. Lichtenstajnsko (2) 0 0 1 14
42. Rakusko 013 80 Venezuela (3) 000 14
43. Francizsko 1 0 2 79| 90. Portoriko (3) 000 7

Nérsko 0 1 1 79| 91. Saudskd Arabia 000 5

45. Belgicko 0 0 3 78| 92. Chile (4) 000 4
46. Chorvatsko 0 0 2 76| 93. Bolivia (2) 000 2
47. Argentina 011 75
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Dovolim si aj touto cestou v mene SK MO podakovat firme CASIO, ktord nasej
vyprave uz treti rok darovala olympijské tricka.

Urcite stoji za zmienku, ze IMO je organizacne mimoriadne naro¢nd, obrovska akcia
a Vietnamci ju zvladli na vynikajicej technickej aj spolocenskej tirovni. Na otvoreni
IMO bol predseda vlady spolu s ministrom $kolstva, na zaverecnom ceremoniali bol
prezident, podpredseda vlady a samozrejme aj minister skolstva. VSetky miesta, kde
sa Co len raz vyskytli Gcastnici IMO, boli vyzdobené velkym mnoZstvom plagatov
a putacov. Tieto nas vitali dokonca aj na jednom prekrasnom malom ostrovcéeku, na
ktory sme sa boli v zatoke Ha Long Bay lodou pozriet.

Pre zaujimavost uvedme ramcovy program pobytu a stru¢ny priebeh rokovania:

17.7.
18.
19.

20.
21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
30.
31.

7.
7.

7.

7.

~

cesta vlakom do Bratislavy, vybavenie nutnej agendy
cesta autobusom do Viedne, 9:30 odlet cez Abu Dhabi a Taipei do Hanoja

prichod na letisko Noi Bai v Hanoji, odtial autobusom do Ha Long Bay, tam
ubytovanie, vecer samostatné praca ¢lenov Jury na prikladoch

samostatna praca ¢lenov Jury na prikladoch, potom zasadnutie Jury
vyber prikladov (dve zasadnutia Jury medzi 9:00 a 21:00)

vyber prikladov, definitivna textécia, preklady a ich kontrola (tri zasadnutia
Jury medzi 9:00 a 23:00); v tento denn bol po mnohych protestoch zruseny
zékaz vychadzania z hotela

zasadnutie Jury o bodovani prikladov

zasadnutie Jury 9:00 o bodovani prikladov; podvecer slavnostné otvorenie
48.IMO v Hanoji

zasadnutie Jury od 8:30 — odpovede na otazky Studentov (1.sutazny den);
potom vylet lodou do zalivu; 22:45—-3:30 priprava na koordinaciu (¢itanie
vypracovania prvych 6 x 3 uloh nasich ziakov)

rano zasadnutie Jury — odpovede na otazky Studentov (2.sutazny den); pri-
prava na koordinéaciu — ¢itanie vypracovania 6 x 3 tloh z prvého a neskor
(v Case 22:30—-3:15) ¢itanie 6 x 3 loh z druhého dna

koordinéacia tloh v poradi ¢. 5, 4, 3, 6 a priprava na koordinaciu na dalsi den
koordinacia tloh ¢. 2 a 1; neskoro vecer zasadnutie Jury — schvélenie definitiv-
nych vysledkov 48. IMO a spolo¢né zasadnutie Jury a IMO Advisory Board
odchod z Ha Long Bay autobusmi, ubytovanie v Hanoji, prehliadka mesta
prehliadka Van Phuc, popoludni zaverecny ceremonidl, vecer kratky banket
budicek o 6:00, 8:20 odchod na letisko v Hanoji, odlet 10:35, a cez Taipei a Abu
Dhabi do Viedne s priletom 1.augusta o 7:30, odtial autobus do Bratislavy

a potom autobus do Ziliny. Takze cesta od buditka v Hanoji az po Zilinu
trvala 36 hodin.

Usporiadatelmi dalsich IMO budd postupne Spanielsko (2008), Nemecko (2009),
Kazachstan (2010) a Holandsko (2011).

Vojtech Balint
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IMO pohladom suataZiacich

Zacalo to dost neprijemne. Uz o piatej rano sme museli vyrazit z Bratislavy, aby sme
stihli takmer celodenny let s prestupom na Taiwane. Po prichode do Hanoja (hlavné
mesto Vietnamu) nés ¢akalo srdeéné prijatie nie len od organizitorov tejto sutaze, ale
aj od takmer neznesitelnej hortucavy, ktord nas sprevadzala cely nasledujtci tyzder.

Kazdé krajina mala prideleného ,,guida“ (sprievodcu), ktory sa o jej ucastnikov staral
pocas celého pobytu. My sme schytali sice nie velmi vysokt, ale o to sympatickejsiu
Thou. Zo zaciatku s nami viedla monoldg, no po case sme sa osmelili a cely vecer sme
sa s niou rozpravali o krajine, o nej, o nés, atd. Vedeli ste, Ze vo Vietname je povinnéa
mesacna vojenska sluzba aj pre zeny?

Ubytovani sme boli v luxusnom hoteli na posteliach, ktoré boli sice dost kratke
(Vietnamci st dost nizki), ale za to asi o polovicu sirsie ako tie nase. Po monumentalnom
otvaracom ceremoniali sme i$li na hotel poriadne si oddychnut pred prvym sttaznym
dnom. Po 4 a pol hodinach ratania sme uz nepodnikali ni¢ Specidlne, plne sme sa
sustredili na dalsi den, ¢akalo nas to isté.

Po skonceni ,ratacej* Casti ndm poriadne odlahlo a mohli sme si plnymi daskami
uzit zvySok pobytu. Thoa zobrala celé slovenské druzstvo okrem mriia na neoficidlnu
exkurziu po hlavnom meste. Totizto sami sme nemohli vychddzat mimo hotel, pretoze
v uliciach mesta je extrémne nebezpecéna dopravna situdcia. Bohuzial, ja som s nimi
nemohol ist, pretoZe mi prislo zle z miestnej stravy, ktora bola predsa len dost odlisna
od tej nasej. Na oplatku mi ostatni doniesli vodu z miestneho jazera. Povedali mi, ze to
je kivi-dzus, pretoze to tak naozaj vyzeralo. Ja chudak som chcel ochutnat, ale nastastie
sa im podarilo vytrhnat mi flasku od tst.

Nasledujtce tri dni nas cakali izasné exkurzie. Navstivili sme mnohé kultarne, ale
aj prirodné pamiatky. Zaujimavy bol aj nas presun medzi tymito miestami. Predstavte
si kolénu vyse dvadsiatich ruzovych autobusov s policajnym autom na cele. Mnohi
miestni len otvarali ista, pretoze nieco také este nevideli. Vsade nas vitali s ismevom
na tvari, Vietnamci vedia byt naozaj velmi srde¢ni a vda¢ni. Po exkurzidch nas ¢akal
zévereény ceremonial, po ktorom niektori z nas zacali zbierat suveniry alebo vymienat
kontakty. Oplatilo sa to, doniesli sme si domov asi 1 a pol kila zahrani¢nych minci.
Vecer pred odchodom sme dopisovali posledné pohladnice a balili veci, ¢akala nas cesta
domov. Thoa si pri laceni aj poplakala, naozaj, prezili sme s 1iou strasne pekné chvilky
a kopu zadbavy. Po prilete sme eSte napisali jednu pohladnicu Thoi a obratom poslali
spéit. Potom sme prigli domov a hadajte, ¢o sme urobili ako prvé, lahli sme si do posteli
a spali.

Ondrej Mikulas

Olympiada v Hanoji bola udalostou, na ktort nikdy nezabudnem. S pribadajiacim
casom sa sice vytracaju podrobnosti o tom, v akom poradi sa veci odohrali, zabudaja
sa negativne dojmy a sklamania z najprv neznameho a cudzieho prostredia. To, ¢o
zostalo, je pocit nezabudnutelnej atmosféry a skromnej velkoleposti hostujicej krajiny
— Vietnamskej socialistickej republiky.
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Na zaciatok mi neda nespomenit perfektne zvladnuta logistiku a prepravu do Ha-
noja, ktort ndm zabezpecilo Ministerstvo skolstva SR. Na svojej ceste sme mali moznost
letmo zazit Viedeni, Abu Dhabi, Taipei, a kone¢ne Hanoj, Mesto na Velkej rieke. Prvou
vecou, ktord tuzemca Sokovala, bola neskuto¢ne vyrazna a nahla klimaticka zmena. Po
vystupeni z lietadla nas zasiahla hortucava styridsiatich stupnov Celzia, suchy a prasny
vzduch. Po absolvovani colnej a vizovej kontroly sme sa dostali do ruk uvitacieho
vyboru s belasymi vlajkami a nésledne sa nas ujala nasa sprievodkyna — studentka
zahrani¢ného obchodu Thoa Tran Thi Mai. Nizka Zena s veselou mimikou a zvedavymi
¢iernymi oc¢ami. Ubytovanie prebehlo hladko a pocit najst sa v trojhviezdickovom hoteli
La Tanh s perfektnym vybavenim, servisom, nevycerpatelnym mnozZstvom pitnej a 0zit-
kovej vody a bezvadnou klimatizaciou sa rovnal znovuzrodeniu. Pocit zadostucinenia
vystriedal pocit zvedavosti a s Thoou sme stravili pekny vecer pri pestrej ponuke jedal
a diskutovali sme o aspektoch Zivota vo Vietname, o Iudoch, o krajine, o budicnosti
a marne sme sa snazili rozligit medzi $tyrmi réznymi zvukovymi podobami hlasky ,, A,
a teda naucit sa zdkladné frazy na prezitie.

Na druhy den nas Thoa zobrala von. Spoznali sme chudobné c¢asti Hanoja, zivotni
rutinu jeho beznych obyvatelov, problémy dopravy, ruchu a kazdodenného obstaravania
svojho priehrstia ryze. Ochutnali sme vietnamskt zmrzlinu, vselijaké Speciality a pre-
hrabavali sa v mnozstvach lacnych a umelecky krasnych suvenirov. Otvaraci ceremonial
popoludni bol demonstraciou srde¢nosti, pohostinnosti a bohatej vietnamskej tradicie
a z krasnych choreografickych a hudobnych predstaveni mi dnes zostal uz len pocit
skutoc¢ného splynutia s vietnamskou kultiirou. Dojem bol o to krajsi, ze sme boli prijati
v Narodnom kultirnom centre, oficidAlnom reprezentativnhom stredisku mesta Hanoj.
Vecer ma prekvapil monzin, ktory zniesol na mesto teply upokojujici dazdik a krasne
cervené blesky niekde nad morom.

Z nasledujucich dvoch dni — sttaznych dni — si vela nepamétam. Bol to moj prvy
zahraniény zéazitok a taktiez prva sufaz v medzinarodnom meradle. Pod vplyvom kli-
matického Soku, osobnych tazkosti a zaiste aj ndrocnych tloh som ich prezival v napiti
a sutazivej atmosfére, pri¢om som sa zoznamil s dalsimi stutaziacimi a mohol porovnat
nase, eurdpske myslenie s jeho analégiami vo svete. Prizndm sa, po odovzdani rieSeni
problémov (a ich fragmentov) v druhy sttazny denn mi odpadol velky kamen zo srdca
a (sudiac aj o ostatnych kolegoch) podvolili sme sa uz lahsej, pokojnejsej turistickej
nalade. Po uplynuti povinného informa¢ného embarga sa k nam prihlasil jeden velmi
mily Vietnamec so zanedbanou, ale distingvovanou cestinou. Bol to splnomocnenec
Ministerstva skolstva, kulttry a $portu a k byvalému Ceskoslovensku ho viazali jeho
Studentské casy. Pod jeho ochranou sme pozivali skutoéne vynikajicu starostlivost
zo strany personalu, vojenskej eskorty ako aj organizatorov. Dalsie prekvapenie nam
prichystal $éf-casnik, ktory zacal spisovat poziadavky na akékolvek jedla. Po chvilke
krkolomnej anglickej komunikécie sme si spomenuli na *scrambled eggs*, a na dalsi den
nas ¢akali hrusky, hrozno, lekvar a mnozstvo dal$ich potravin, ktoré pohladia na dusi
i na zaludku.

Tri dni exkurzii ubehli neuveritelnym tempom. Hoci, stojac v dopravnych zapchach,
sme obcéas mali dlhti chvilu, mozno aj zavrate z masy ludi navokol, nase destinacie
skutocne stali za to. Plavba lodou pomedzi brala zalivu Ha Long, néavsteva najvic¢sej po-
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breznej jaskyne na indonézskom polostrove, fabrika na keramiku, biosféricka rezervacia
plna inteligentnych a zvedavych primatov ale aj ndhodné zastavenie uprostred tak tazko
sktusanej agrarnej zeme Vietnamu. Popritom sme zopakovali nase tilanie sa po hlavnom
meste, tentoraz v noci. Vzniklo mnozstvo pozoruhodnych fotiek a zaberov, ktoré nam
toto mesto budi navzdy pripominat. Origindlnym zazitkom je taktiez konzumacia
zmykanej Stavy z cukrovej trstiny a nekonciace sa hry s vejarom a tradiénymi ryzovymi
klobtkmi. Proste atmosféra, ktora sa dé zazif len tam, v spravnom c¢ase a na spravnom
mieste.

Zavere¢ny ceremonidl sa niesol v znameni vitazov, ktorymi boli tak medailisti (medzi
inymi aj Styria slovenski), vSetci zic¢astneni, ako aj Vietnamska republika a jej funkéné
organy. Na podujati sa zucastnili najvyssie politické autority (prezident, generalny
tajomnik, predseda vlady, primator mesta, guvernér distriktu, predstavitelia minister-
stiev, akademickych a vedeckych organizécii a mnoho dalsich). Nasledovalo symbolické
odovzdanie olympijskej vlajky reprezentantom Spanielska, krasne flamenco, srde¢né
blahopriania a zelania, a potom poloforméalny rozlackovy banket. Po dlhej noci v kruhu
znamych sme naneStastie museli véasrano toto krasne miesto opustit, a v lietadle sme
sa usilovne pustili do pocitania doméaceho kola kategérie A, aby sme mohli zazit o rok
princa Felipeho s princeznou Leticiou osobne — ale o tom hadam nabudtce.

Vladislav Ujhazi
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Zadania aloh IMO

Uloha 1.

Dané st reélne ¢isla aq,as, ... ,a,. Pre kazdé i (1 £ i < n) definujme
d; =max{a;:1 < j < i} —minfa;: i S j S n}.

Nech

d =max{d; : 1 <i < n}.

(a) Dokazte, ze pre fubovolné redlne éisla 1 < z9 < - -+ < x,, plati nerovnost

max{|x; —a;|: 1< i< n} 2

N |

: (%)

(b) Ukéazte, ze existuju také redlne ¢isla 1 < xo < - -+ < @, Ze v (%) nastane rovnost.
(Novy Zéland)

Uloha 2.
Uvazujme pit takych bodov A, B, C, D, E, ze ABCD je rovnobeznik a Stvoruholnik
BCED je tetivovy. Priamka [ prechadza bodom A, pricom pretina tsecku DC' v jej
vnutornom bode F' a priamku BC' v bode G. Predpokladajme, ze |EF| = |EG| = |EC|.
Dokazte, ze priamka [ je osou uhla DAB.

(Luxembursko)

Uloha 3.
Niektori uc¢astnici matematickej sttaze su priatelia. Priatelstvo je vzadjomné. Skupinu
stfaziacich nazveme klika, ak kazdi dvaja z nich st priatelia. (Specidlne, fubovolna
skupina pozostavajica z menej ako dvoch sutaziacich je klika.) Pocet ¢lenov kliky
nazveme jej rozmerom.

Vieme, ze najvicsi rozmer kliky pozostavajicej z ucastnikov sitaze je parne ¢islo.
Dokézte, ze vSetkych sufaziacich mozno rozsadit do dvoch miestnosti tak, aby naj-

.....

miestnosti.

(Rusko)

Uloha 4.

Os uhla BCA trojuholnika ABC' pretina jeho opisant kruznicu v bode R roéznom od
bodu C, os strany BC' v bode P a os strany AC' v bode Q). Stred strany BC' oznac¢me K
a stred strany AC ozna¢me L. Dokazte, ze obsahy trojuholnikov RPK a RQL sa
rovnaju.

(Ceska rep.)

Uloha 5.
Kladné celé ¢isla a, b st také, Ze ¢islo (4a? —1)? je delitelné 4ab — 1. Dokaite, %e a = b.
(Velké Britania)
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Uloha 6.
Nech n je kladné celé ¢islo. Uvazujme mnozinu

S={(x,y,2) : z,y,2€{0,1,...,n}, x+y+2>0}

pozostavajtcu z (n + 1)3 — 1 bodov trojrozmerného priestoru. Uréte najmensi mozny
pocet rovin, ktorych zjednotenie obsahuje vSetky body z S, ale neobsahuje bod (0,0, 0).

(Holandsko)
RiesSenia aloh IMO
Uloha 1.
(a) Kazdé z ¢isel dy,da, ... ,d,, a teda aj najvicsie z nich d, je definované ako rozdiel
niektorych dvoch ¢lenov postupnosti ai,as,... ,a,. Existuju teda indexy p, q také, ze

d = a, — ag, pricom navyse p < ¢. (Tieto indexy nemusia byt urcené jednoznacne.)

v

Obr. 36

Nech 21 £ x9 < - -+ < x, st lubovolné redlne ¢isla. Na dokaz ¢asti (a) staci pracovat
s hodnotami x,, z, (obr.36). Mame totiz x, = z,, a teda

(ap—mp)“‘(xq_aq):(ap_aq)"‘(xq_xp)zap_aq:d-

Preto plati aspon jedna z nerovnosti a, — x, = g, Ty — Qg 2 g, odkial dostavame

max{|z; —a;| : 1 £ S n} 2 max{|z, — apl, [zg — agl} 2 max{a, — zp, 24 —ag} 2

[RS8

(b) Polozme

d d
T =a -5 a xk:max{xk_l,ak—i} pre 2 <k < n.

Zrejme plati 1 < x99 < --- < x,,. UkéZeme, Ze pre takto zvolené hodnoty x; nastane
v (*) vzdy rovnost. Staéi ukazat, ze pre kazdé i = 1,2, ... ,n plati |z; —a;| < %
potom plati vdaka vysledku z casti (a), alebo aj bez toho, kedze |z1 —a1]| = £).

(rovnost
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Priamo z definicie hodnoty x; mame x; — a; = —%. Este dokdzeme, ze z; — a; < g
Nech j < i je najmensi index, pre ktory x; = x;. Ak j =1, tak z; = a; — g; ak j = 2,
tak x;,_1 < xj, CiZe tiez x; = a; — g. Mame teda

d
€Tr; = xj = CL]‘ — 5
Z definicie hodnoty d samozrejme vyplyva a; — a; < d. Spolu dostavame
d d
xi—ai:aj—§—ai§d—§:§.
Ukéazali sme, ze pre kazdé ¢ = 1,2,...,n plati —% < ax;—a; S %, teda naozaj |r; —
gl <4
a;j| = 5.
Uloha 2.

Oznacme postupne S, M, N stredy tuseciek CA, CF, CG. Zrejme tieto tri body
leZia na jednej priamke, ktord je obrazom priamky [ v rovnolahlosti so stredom C'
a koeficientom % Oznaéme ju p. Use¢ky EM, EN st vyskami rovnoramennych troju-
holnikov EF'C, ECG, st teda kolmé postupne na priamky C'D, BC. Takze priamka p
je Simsonovou priamkou! pre bod E a trojuholnik BOD.

Obr. 37

Uhlopriecky v rovnobezniku sa rozpoluj, preto bod S je stredom tsec¢ky BD, a kedze
lezi na Simsonovej priamke p, musi byt zaroven pétou kolmice spustenej z bodu E
na stranu BD (obr.37). Bod E je teda nutne stredom oblika BD kruZnice opisanej
tetivovému Stvoruholniku BCED a plati |[ED| = |EB)|.

! Veta o Simsonovej priamke hovori, Ze péty kolmic spustenych z lubovolného bodu Q opisanej kruznice
daného trojuholnika XY Z na strany tohto trojuholnika lezia na jednej priamke; uvedena priamka
sa nazyva Simsonova priamka pre bod @ a trojuholnik XY Z.
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Z obvodovych uhlov nad tetivou ED mame |[{DBE| = | DCE|. Takze rovno-
ramenné trojuholniky DBE, FCE st podobné (ich ramend EB, EC zvieraju so
zékladniami DB, F'C rovnaké uhly, obr. 38) a mozeme oznaéit | DEB| = |[SFEC| = .
V otoceni okolo bodu E o uhol ¢ sa D sa zobrazi na B a F na C, preto |DF| = |BC|.

D

D 4 c

Obr. 38

Zaroven vsak |BC| = |AD|, odkial vyplyva, ze trojuholnik AF'D je rovnoramenny.
Z toho s vyuzitim zhodnosti striedavych uhlov dostdvame

$DAF| = [$DFA| = |FAB],

teda priamka [ je naozaj osou uhla DAB.

Uloha 3.

Uvedieme algoritmus rozdelenia tc¢astnikov do miestnosti. Dve miestnosti, do ktorych
budeme tcastnikov rozdelovat, ozna¢me A a B. Za¢neme s urcitym rozdelenim a budeme
ho postupne upravovat posielanim ucastnikov z jednej miestnosti do druhej. Pocas
algoritmu budeme oznacovat A, B mnoziny tcastnikov, ktori st prave v danych miest-
nostiach a ¢(A4), ¢(B) velkosti najvacsich klik v prislusnych miestnostiach.

1. krok. Nech 2m je rozmer najvicsej kliky a M je jedna z klik s tymto rozmerom,
t.j. |M| = 2m. VSetkych ¢lenov z M dajme do miestnosti A a vSetkych ostatnych do
miestnosti B. Zrejme plati ¢(A) = |M| = ¢(B).

2. krok. Kym plati ¢(A) > ¢(B), posielame ti¢astnikov po jednom z A do B (obr. 39).
(Ak ¢(A) > ¢(B), miestnost A uréite nie je prazdna.)
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Obr. 39

.....

budeme mat ¢(A) < ¢(B) < ¢(A) + 1. Zrejme bude platitf aj c¢(A ) |A| 2 m, inak by
totiz bolo v B asponi m+ 1 ¢lenov z M a v A nanajvys m — 1 ¢lenov z M, teda by bolo
¢(B)—c(A)2(m+1)—(m—1)=2.

3. krok. Nech k = c(A). Ak c(B) k, ukonéime rozdelovanie.

Ak sme dosiahli ¢(A) = ¢(B) = nash sme pozadované rozdelenie. Vo vSetkych
ostatnych pripadoch mame c¢(B) = k + 1. Vieme tiez, ze k = |A| = [AN M| =2 m
a |[BNM|=m.

4. krok. Ak existuje Gcastnik x € BN M aklika C C B taka, ze |C| =k+1ax ¢ C,
tak posleme z do miestnosti A a ukoncime rozdelovanie (obr.40).

Obr. 40

Po poslani = spif do A budeme v A mat k+1 ¢lenov z M, teda c¢(A) = k+ 1. Kedze
x ¢ C, ¢(B) = |C] sa nezmensi, t.j. budeme mat ¢(4) = ¢(B) =k + 1.

Ak Géastnik x spliiajici uvedené podmienky neexistuje, tak v miestnosti B kazda
klika s rozmerom k + 1 obsahuje ako podmnozinu cely prienik BN M.

5. krok. Kym plati ¢(B) = k + 1, zvolime niektort kliku C' C B s rozmerom k + 1
a posleme jedného ¢lena z C'\ M do miestnosti A (obr.41). (Kedze |C|=k+1>m =
= |BN M|, mnozina C'\ M nemdze byt prazdna.)
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A B

Cl BnMm

A

Obr. 41

Zakazdym, ked posleme jedného ucastnika z B do A, zmensi sa ¢(B) nanajvys o 1.
Na konci tohto kroku teda budeme mat ¢(B) = k. V miestnosti A mame kliku AN M

Obr. 42

v mnozine ), mozu byt dva typy ucastnikov:

e Clenovia M; kedze M je klika, st to priatelia so véetkymi ¢lenmi z B N M.

e Ucastnici, ktorych sme do A poslali v 5.kroku; kazdy z nich bol v klike, ktora
obsahovala B N M, teda aj tito su priatelia so vsetkymi ¢lenmi z B N M.

Takze vSetci ¢lenovia @) su priatelmi so vSetkymi ¢lenmi z B N M (obr.42). MnozZiny

@ a BN M st kliky, takze aj Q U (B N M) je klika. Kedze M je klika s najvac¢sim

rozmerom, mame

(M| 2 [QU(BNM)|=[Q|+[BNM|=|Q|+[M]—[ANM],

odkial |Q| < |[ANM| = k.
Po 5.kroku teda dostaneme ¢(A) = ¢(B) = k.

Uloha 4.

Ak |AC| = |BC|, trojuholnik ABC' je rovnoramenny, trojuholniky RPK, RQL su
stimerne zdruzené podla osi CR a zadané tvrdenie je trividlne. Dalej bez ujmy na
v8eobecnosti predpokladajme, ze |AC| < |BC|. Ozna¢me O stred kruznice opisanej
trojuholniku ABC' a ~ velkost uhla ACB. Z pravouhlych trojuholnikov CLQ a CK P
mame

SOQP| = [4LQC| =90° = 2, [$OPQ| = [§KPC| = 90° - 1,
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teda uhly OQP, OP(Q maji rovnaku velkost. Takze trojuholnik OQ P je rovnoramenny
a lahko dopocitame, ze velkost jeho tretieho uhla, ktory zvieraji zhodné ramené OQ,
OP, je 7y (obr.43).

Obr. 43

7Z vlastnosti stredového a obvodového uhla dostavame
|[FAOR| = 2|3 ACR| = v, |[SROB| =2|4RCB| =1.

NavysSe samozrejme |AO| = |RO| = |BO|. Uvazujme otocenie okolo bodu O o uhol 7.
Z uvedeného vyplyva, ze v tomto otoceni sa () zobrazi na P, A na R a R na B. Takze
trojuholniky QAR, PRB st zhodné a maju aj rovnaké obsahy.

Trojuholniky RQ) L, RQ) A maji spolo¢ni stranu R(Q), pomer ich obsahov je teda rovny
pomeru dlzok ich v§Sok na stranu RQ. KedZe L je stred strany CA, tento pomer je
zrejme 1 : 2. Podobny vztah dostaneme pre trojuholniky RPK, RPB. Spolu dostavame

Sror = 5SrqA = 55rPB = SrPK-

Uloha 5.

Dvojicu (a,b) prirodzenych &sel nazveme zld, ak 4ab — 1 | (4a® — 1)2. Inak povedané,
ak (a,b) je zl4 dvojica, tak existuje také prirodzené ¢islo k, ze k(4ab— 1) = (4a® — 1)%.
Po jednoduchej uprave dostaneme

4a(bk — 4a® +2a) — 1 = k.

Oznaéme ¢ = bk — 4a3 + 2a. Zrejme c je celé, a vzhladom na rovnost k + 1 = 4ac musi
byt aj kladné. A kedze k = 4ac — 1 je delitelom &isla (4a® — 1)2, dvojica (a,c) je zla.
Navyse ak a < b, tak 4a® — 1 < 4ab — 1, ¢ize aj (4a® — 1)? < (4ab—1)(4a® — 1), a preto

(4a? — 1)?

4q% — 1.
4ab —1 < sa

dac— 1=k =
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Odtial mame ¢ < a. Ku kazdej zlej dvojici (a, b) s vlastnostou a < b teda existuje zla
dvojica (a, c) s vlastnostou ¢ < a.

Ak chapeme vyraz 4ab—1 ako linearny dvojclen v premennej a, postupnym vydelenim
mnohocélena (4a? —1)? = 16a* — 8a? + 1 uvedenym dvojclenom (a prenasobenim ¢islom
16b%, aby sme sa vyhli zlomkom) dostaneme

16b*(4a® — 1) = (4ab — 1)(64a®b® + 16a*b* — 32ab> + 4ab — 8b* + 1) + (4b* — 1)2.

Z tejto identity priamo vyplyva, %e ak 4ab — 1 | (4a® — 1)?, tak aj 4ab — 1| (4b% — 1)2.
Teda ak (a,b) je zla dvojica, tak aj (b, a) je zla dvojica.

Predpokladajme ze existuje nejaka zla dvojica roéznych cisel. Potom existuje aj
dvojica (a,b) s vlastnostou a # b, v ktorej a je najmensie mozné.

Ak a < b, podla prvého odseku existuje ¢ < a také, ze dvojica (a,c) je zla, a podla
druhého odseku je potom aj dvojica (¢, a) zla, ¢o je v spore s minimalnostou a.

Ak a > b, tak podla druhého odseku je aj dvojica (b, a) zla a podla prvého odseku
existuje ¢ < b < a také, ze dvojica (b,c) je zlad. Potom podla druhého odseku je aj
dvojica (¢, b) zla, ¢o je opit v spore s minimalnostou a.

Zaver. Pre kazdu zlu dvojicu (a, b) plati a = b.
Uloha 6.

Najmensi moznj pocéet rovin je 3n. Lahko nidjdeme 3n rovin, ktoré splhaji zadané
podmienky. Mézeme napriklad zobrat roviny s rovnicami x = i, y = i, 2 = i pre i =

=1,2,...,n. Inym vyhovujacim prikladom st roviny s rovnicami xz + y + z = k pre
k=1,2,...3n. Ukdzeme, Ze menej ako 3n rovin nestaci. Dokazeme najskér pomocné
tvrdenie.

Lema. Nech P(x1,...,xy) je nenulovy polyném k premennych. Ak P(xy,...,x;) =
= 0 pre lubovolné x1, ... ,x, € {0,1,... ,n} také, ze 1+ --+x > 0a P(0,...,0) #0,
tak deg P 2 kn. (Pod deg P rozumieme stuperi polynému P, t.j. exponent najvyssej
mocniny z vo vyraze P(z,...,x).)

Lemu dokézeme matematickou indukciou vzhladom na k. Pre & = 1 jej platnost
zabezpedi zndme tvrdenie. Podla neho, ak ma nenulovy polyném jednej premennej
n korenov (v nasom pripade by korerimi boli ¢isla 1,2,...,n), tak mé stupen aspon n.

Predpokladajme, Ze lema plati pre £ = m. Dokazeme, zZe potom plati aj pre k = m+1.
Kvoli prehladnosti ozna¢me y = x,,+1. Ked chdpeme P ako polyném v premennej y,
mobzeme ho vydelit polynémom Q(y) = y(y — 1) ---(y — n). Pri deleni dostaneme ako
zvySok polyném R. Presnejsie,

P(xy, ... yxm,y) = Q) - S(x1,... ,Tm,y) + R(x1,...,Zm, 1),

kde deg, R = n (t.]. stupeni zvysku R, ked ho chdpeme ako polyném v jednej premen-
nej y, je mensi ako stupen polynému Q). Kedze Q(y) = 0 pre y = 0,1,...,n, mame
R(x1,...,xm,y) = P(x1,... ,2m,y) pre lubovolné zy, ... ,z,,,y € {0,1,... ,n}, ¢ize R
spliia podmienky lemy. Zrejme deg R < deg P, staéi teda dokazat, Ze deg R > (m+1)n.
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Rozpisme R podla mocnin y:
—1
R(z1,...,xm,y) = Rp(z1,. ..y 2m)y" + Rp—1(21, -« s 2m)y" "+ -+ Ro(x1,. .., Tm).

Ukéazeme, ze na polyném R, (x1,... , T, ) mdZzeme pouzit indukény predpoklad.

Uvazujme polyném T'(y) = R(0,...,0,y) stupiia nanajvys n. Tento polyném ma n
koreniov y = 1,2, ... ,n. Na druhej strane, T'(y) nie je konstantny nulovy polyném, lebo
T(0) # 0. Teda degT" = n a jeho veduci koeficient R, (0,...,0) je nenulovy.

Ak zoberieme Iubovolné ¢isla ay, ... ,a,, € {0,1,... ,n}, pricom a; + -+ + a,, > 0,
a dosadime x; = a; do R(z1,...,Tn,y), dostaneme polyném v premennej y. Tento
polyném je nulovy vo vSetkych bodoch y = 0,1,... ,n (t.j. ma asponn n + 1 korenov)
a ma stupenl nanajvys n. Preto musi byt nulovy, ¢ize R;(ay,...,a,) = 0 pre vSetky
i=0,1,...,n. Specidlne mame R, (a1, ... ,a,) = 0.

Polyném R, (z1, ..., ;) teda spliia predpoklady lemy a podla indukéného predpo-
kladu dostéavame deg R,, = mn, odkial

deg P =2 deg R = deg R, +n = (m+ 1)n.

Teraz uz lahko dokon¢ime rieSenie. Predpokladajme, Ze mame N rovin pokryvajucich
vSetky body z S, ale neobsahujtcich bod (0,0, 0). Nech vSeobecné rovnice tychto rovin
st a;x+by+ciz+d; =0 (prei=1,2,...,N). Uvazujme polyném

P(z,y,2) = (mix+biy+ciz+di) - (acx +boy+coz+da)-...- (anz+byy+cenz+dy),

ktorého stupen je zrejme N. Tento polyném splia P(zg,yo,20) = 0 pre Iubovolné
(20, Y0, 20) € S a P(0,0,0) # 0. Podla dokdzanej lemy teda N = deg P = 3n.






1. Stredoeurdopska matematicka olympiada

V dnoch 20.-26.9. 2007 sa v Rakusku v meste Eisenstadt v srdci Burgenlandu
uskutocnil prvy roénik Stredoeurépskej matematickej olympiady (MEMO). Zucastnilo
sa ho 40 ziakov strednych $kol zo siedmich krajin. Kazda krajina mohla vyslat najviac
6 sutaziach. Slovensko reprezentovali

Miroslav Balaz, Gymnazium arm. gen. L. Svobodu, Humenné, 4. ro¢nik,
Tomdads Kocdk, Gymnazium Postova, Kosice, 4. roc¢nik,

Jakub Kory, Gymnazium J. A. Raymana, PreSov, 4. rocnik,

Martin Melichercik, Gymnazium Parovska, Nitra, 4. ro¢nik,

Peter Ondriska, SPS Dubnica nad Vahom, 4.roé¢nik,

Maridn Sagdt, Gymnazium Skolska, Povazska Bystrica, 4. ro¢nik.

Vedicim slovenského druzstva bol Mgr. Peter Novotny (vedecky asistent na FMFI UK
Bratislava), zastupcu vedtuceho a pedagogicky dozor vykonaval Mgr. Jan Mazak (dok-
torand na FMFI UK Bratislava).

Jednym z dévodov vzniku novej stutaze (ktora vznikla rozsirenim rakusko-polskej ma-
tematickej stitaze) bolo umoznit i¢ast na medzindrodnom podujati mladsim Studentom,
ktori sa neprebojovali do druzstva na IMO, ale v domécej sttazi preukazali svoj talent.
V nasledujticom roéniku tak budi mat vyborné skiisenosti, ktoré budi moct zuzitkovat
aj na IMO (v pripade, Ze sa im podari do IMO-druzZstva prebojovat).

Samotné stutaz sa konala cez vikend na miestnom gymnéziu a mala dve ¢asti: sutaz
jednotlivcov a sutaz druzstiev. Sutaz jednotlivcov prebiehala v sobotu 22.9. v dopo-
ludniajsich hodinach. Kazdy zo sutaziacich riesil samostatne pocas piatich hodin Styri
ulohy, ktoré pokryvali rovnaké témy ako na IMO (algebra, kombinatorika, geometria,
tedria ¢isel). Za kazda dlohu bolo mozné ziskat maximélne 8 bodov. Stutaz druzstiev
sa uskutocnila v nedelu za rovnakych podmienok s jedinym rozdielom: ziaci z kazdej
krajiny pracovali na rieSeniach Stvorice tloh spolo¢ne (kazda krajina v inej miestnosti)
a odovzdavali ku kazdej tlohe len jedno riesenie.

V sttazi jednotlivcov sme ziskali tri medaily (jednu striebornd, dve bronzové).
Vysledky druzstva SR st uvedené v prvej tabulke.

Meno 12| 3| 4| Sacet Cena
Miroslav Balaz 110] 8|6 15 striebro
Tomas Kocak 08111 10 bronz
Jakub Kory 0101015 5
Martin Melichercik 11017 9 bronz
Peter Ondruaska 03] 11]0 4
Maridn Sagat 170]07]0 1

Na MEMO sa zucastiiuju iba stredoeurépske krajiny. Oproti IMO tak maju stfaziaci
drobnt ,nevyhodu* — chybaju Gcastnici z krajin s malou tradiciou a skisenostami, ktori
zvicSa nemaju ambicie ziskat medailu. Stredoeurdpske krajiny st velmi vyrovnané a tak
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ziskat medailu bolo (a v buducich ro¢nikoch bude) fazsie ako na IMO. Zisk jednej
striebornej a dvoch bronzovych medaili preto mézeme povazovat za pekny tspech.
Prehlad vysledkov vSetkych krajin v stitazi jednotlivcov je v druhej tabulke. Krajiny
st v nej zoradené podla suctu bodov celého druzstva, podobne ako pri neoficidlnom
poradi krajin na IMO (¢éislo 4 v zatvorke pri Slovinsku oznacuje pocet sutaziacich z tejto
krajiny, ktord ako jedina nevyuzila moznost vyslat na MEMO celt Sesticu stutaziacich).

Por. Stat Z S B ) |Por. Stat ZS B>
1. Polsko 2 4 0 114| 5. Ceskd republika 0 0 2 33
2. Rakusko 0 1 3 62| 6. Svajciarsko 01 0 30
3. Chorvatsko 0 1 3 47| 7. Slovinsko (4) 0 0 2 24
4. Slovensko 0 1 2 44

V stfazi druZstiev sme skonéili na Stvrtom mieste s rovnakym poc¢tom bodov ako

.....

vyrieSenych na 8, 7, 6, . .. bodov). Vysledky stutaze druzstiev st uvedené v tretej tabulke.

Por. Stét 5.16.|7.18.1>
1. |Polsko 8178|831
2. | Chorvatsko |8 |6 |8 | 3|25
3. |Ceskdrep. |3[8|8]2]|21
4. | Slovensko 3178321
5. | Rakusko 6148|321
6. |Svajciarsko |33 |8 |5 |19
7. | Slovinsko 3166|318

Najviac sa darilo sktisenému druzstvu z Polska, ktoré v jednotlivcoch ziskalo obe zlaté
a Styri strieborné medaily (z celkovo 6smich) a takisto obsadili prva priecku v sutazi
druzstiev. K podrobnym vysledkom sa mozno dostat napriklad cez internetovii stranku
http://kms.sk/memo.

Po stutaznych dioch pripravili organizatori pre studentov dve exkurzie (Neusiedlerské
jazero, Vieden). Pocas tychto dni mali Studenti mozZnost zoznamif sa s ostatnymi
druzstvami, a kedze celkovy pocet tc¢astnikov nebol taky velky ako na IMO a aj jazykové
rozdiely boli mensie, atmosféra celého podujatia bola velmi druzné.

Druhy roénik MEMO sa bude konaf v Ceskej republike v Olomouci. Treti ro¢nik by
mal byt v Polsku a na Slovensku by sa mal konat Stvrty roénik v roku 2010.

Peter Novotny
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Zadania uloh MEMO

Sataz jednotlivcov:

Uloha 1.
Nech a, b, ¢, d st kladné redlne cisla, pricom a + b + ¢ + d = 4. Dokazte, ze

a’be + b2ed + Ada + d*ab < 4.

(Svajciarsko)

Uloha 2.
Mnozina loptic¢iek obsahuje n lopticiek, ktoré su oznacené ¢islami 1, 2,3, ..., n. Danych
je k > 1 takych mnozin. Chceme zafarbif vSetky lopticky dvoma farbami, ¢iernou
a bielou, a to tak, aby
(i) lopticky oznacené rovnakym ¢islom mali rovnaku farbu,
(i) kazdd mnozina k + 1 lopti¢iek oznacenych (nie nutne roznymi) dislami
ai,as,...,0k+1, ktoré spiﬁajﬁ podmienku a; + as + ...+ a = ag41, obsahovala
z kazdej farby aspon jednu lopticku.
V zéavislosti od k najdite najvicsie mozné ¢islo n, pre ktoré existuje takéto zafarbenie.

(Slovinsko)

Uloha 3.
Nech k je kruznica a kq, ko, k3, k4 st Styri mensie kruznice so stredmi Oy, O2, O3, Oy
leziacimi na k. Pre i = 1,2,3,4 a ks = k1 sa kruznice k; a k;;1 pretinaju v bodoch A;
a B; tak, ze A; lezi na k. Body Oy, A1, Oz, As, O3, As, O4, Ay lezia v tomto poradi
na k a st navzajom rozne. Dokézte, ze By By BsB, je pravouholnik.

(Svajciarsko)

Uloha 4.
Uréte vietky dvojice (,%) kladnych celjch é&isel spliiajtcich rovnost

!+ y!l=aY.

(Ceska rep.)
Sutaz druzstiev:

Uloha 5.
Nech a, b, ¢, d st lubovoIné redlne ¢isla z uzavretého intervalu <%, 2> spliiajtce abed = 1.
N4jdite maximalnu hodnotu vyrazu

)6 )

(Ceska rep.)
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Uloha 6.
Pre Tubovolnt mnozinu P piatich bodov v rovine vo vSeobecnej polohe ozna¢ime a(P)
pocet ostrouhlych trojuholnikov s vrcholmi v P (body st vo vSeobecnej polohe, ak st
navzajom rozne a ziadne tri z nich nelezia na jednej priamke). Uréte najvacsiu mozni
hodnotu a(P).

(Svajc¢iarsko)

Uloha 7.
Nech s(7T') oznaéuje stcet dlzok hran $tvorstena 7. Uvazujme $tvorsteny s vlastnostou,
ze dlzky ich Siestich hran st navzajom rozne kladné celé ¢sla, pri¢om jedno je 2 a jedno
je 3. Nagvime ich MEMO-§tvorstenmi.
a) Najdite vSetky kladné celé ¢isla n, pre ktoré existuje MEMO-$tvorsten T taky, Ze
s(T) = n.
b) Kolko existuje navzajom nezhodnych MEMO-$tvorstenov 7' takych, ze s(T) =
= 20077
Dva Stvorsteny st nezhodné, ak jeden nemoze byt zobrazeny na druhy pomocou stmer-
nosti podla rovin, posunuti a otoceni.
(Nie je potrebné dokézat, Ze Stvorsteny uvazované v rieseni si nedegenerované, t.j. ze
maju nenulovy objem.)

(Raktsko)
Uloha 8.

Urcte vSetky kladné celé ¢isla k s nasledujucou vlastnostou: existuje celé ¢islo a také,
ze (a+ k)® — a® je ndsobkom &isla 2007.
(Raktsko)

Riesenia iloh MEMO

Uloha 1.
Nech p, ¢, r, s st (kladné) ¢isla a, b, ¢, d v takom poradi, ze p = ¢
zrejme plati

v
-

> 5. Potom

pqr 2 pqs 2 prs 2 qrs.

Podla nerovnosti usporiadania® teda mame
a-abc+b-bed+c-cda+d-dab<p-pgr+q-pgs+r-prs+s-qrs = (pqg+rs)(pr+qs).

Pre lubovolné redlne ¢isla A, B plati AB < 1(A+ B)? (to dostaneme okamZite tipravou
zrejmej nerovnosti 0 < %(A — B)?). Pouzitim tejto nerovnosti najprv pre A = pq + rs,

2ZAksta; Saz £ ... Sapab; by £... £ by dve n-tice redlnych &isel a (z1,z2,...,Tn),
resp. (y1,y2,.-. ,yn) ich Tubovolné permutécie, tak pre sucet S = z1y1 + wa2y2 + -+ + Tpyn plati
Smin S8 < Smax, kde Spin = a1bp +asbn—1+ -+ anbn & Smax = a1b1 +asbs + - - - + anby,. Tato
zndma nerovnost (dokazat sa d4 lahko matematickou indukciou) sa nazyva nerovnost usporiadania,

Casto sa pre nu pouziva anglicky nazov rearrangement inequality.



56. STREDOEUROPSKA MATEMATICKA OLYMPIADA, RIESENIA 109

B = pr+ qs a neskér pre A =p+ s, B = q+ r postupne dostavame

1 1
(pg +75)(pr+qs) = S (pg+7s +pr+45)° = 2((p+5) (g +7))* <
1/1 !
<2z 2) — — b d)* = 4.
_4<4(p+q+r+s)) 64(a+ +c+d)

Tym je zadand nerovnost dokazana.

Uloha 2.

Uvazujme pevné k a predpokladajme, ze mame vyhovujice zafarbenie pre maximélne
mozné n. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, Ze lopticky s ¢islom 1 st
biele. Rozoberme dva mozné pripady, aké mozu byt lopticky s ¢islom 2.

Pripad 1. Nech lopticky s ¢islom 2 st ¢ierne. Podla podmienky (ii) musia byt lopticky
s éislom 141+ ---+ 1= k cierne a lopticky s ¢islom 2 + 2 + - - - + 2 = 2k biele. Kedze

(k4+1)+14-+1=2k
———

(k—1)-krét
a lopticky s ¢islami 1 a 2k s biele, lopticky s ¢islom k + 1 musia byt ¢ierne. Z rovnosti

14+ + 142k =2+ +2+(k+1) =3k — 1
—— N—|—

(k—1)-krat (k—1)-krét

vyplyva, ze lopticky s ¢islom 3k — 1 nemdzu byt ani biele (medzi lopti¢kami s ¢islami 1,
2k a 3k — 1 by nebola zastipena ¢ierna farba), ani ¢ierne (medzi loptickami s ¢islami 2,
k+1 a 3k —1 by nebola zastupena biela farba). V tomto pripade teda nutne n < 3k —2.

Pripad 2. Nech lopticky s ¢islom 2 st biele. Z rovnosti

141+ +1+1+1=k,
1414 +1+1+2=Fk+1,
1414 +14+2+4+2=Fk+2,

1424 +2+4+2+2=2k—1,
2424 +24+2+2=2k

vyplyva, ze lopticky s ¢islami £,k + 1,...,2k st Cierne. Potom lopticky s ¢islom k +
+ k4 -+ k = k? musia byt biele. Z rovnosti

I+ 4+ 14+ =k+ k-4 +k-1)+k+1) =k +k—1
———

(. 4

'

(k—1)-krat (k—1)-krat
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vyplyva, ze lopticky s ¢islom k? 4+ k — 1 nemdzu byt ani biele (medzi loptickami s ¢islami
1, k? a k?+k—1 by nebola zasttipen4 ¢ierna farba), ani ¢ierne (medzi loptickami s ¢islami
k—1,k+1ak?+k—1 by nebola zastiipend biela farba). V tomto pripade teda nutne
n<kZ+k-2.

Pre kazdé k = 2 plati k? + k — 2 = 3k — 2 (tto nerovnost moZno upravit na tvar
k(k —2) = 0), takZe v oboch pripadoch n < k? + k — 2. Sta¢i uz len ukézat priklad
vyhovujtceho zafarbenia pre n = k? + k — 2.

Budeme postupovat nasledovne. Lopticky s ¢islami 1,2, ...,k — 1 zafarbime bielou,
lopticky s éislami k, k+1, ..., k?—1 &ernou a lopticky s ¢islami k2, k2 +1,... k2 +k—2
opit bielou farbou. Stdet ¢isel na k &ernych loptickach je aspont k + --- + k = k? >
> k2 —1, takze ¢ierne lopticky pravidlo (ii) neporusia. Ak zoberieme k bielych lopticiek,
ktorych c¢isla st nanajvys k — 1, tak sucet cisel na tychto loptickach bude najviac

-1+ -+ (k-1)=k¥—-k<k?

(. >

k-krat

a najmenej 1 + --- 4+ 1 = k, teda stucet bude cislo nachadzajice sa len na ciernych
lopti¢kach. A ak aspoi jedna z k bielych lopti¢iek bude maft ¢islo aspon k2, tak stcet
¢isel na loptickach bude aspon

41+ +1=k>+k—1>n.

(k—1)-krat

Ani biele loptic¢ky preto pravidlo (i) neporusia a uvedené zafarbenie vyhovuje.

Uloha 3.

Nech O je stred kruznice k£ a P je priesecnik tetiv 0103 a O204. Pre i = 1,2,3,4
a Ay = Ag oznacme «; = |<0;04;| = |[90,0A;_1|. Zrejme a1 + as + az + ag = 180°
(obr. 44). Z vlastnosti obvodovych a stredovych uhlov mame

a1 + Qo a3 + oy

1
[4P050s| = 140,005 = .

1
. [3P020s] = 5140:00s] =

Z trojuholnika PO>05 potom Iahko dopoéitame |FO2PO3| = 180° — 1 (a1 + o + a3 +
+ ag) = 90°. Teda tetivy O103 a O304 st navzajom kolmé.
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Obr. 44

Dokézeme, ze Bi1By || O10s3. Kedze |O3B1| = |O2Bs|, sta¢i ukazat, ze uhly
0405B1, 0O405B5 maju rovnaku velkost (potom st Bj, By sumerne zdruzené podla
priamky O30y, teda B1Bs L 0204 a B1Bs || O103). KedZze By je obrazom bodu As
v osovej sumernosti podla priamky O>03 a uhol O302 A5 je obvodovym uhlom k stre-
dovému uhlu O30 A5, mame (obr. 45)

1
‘4030232‘ = |40302A2| = §|§O3OA2| = %

Preto

a3 + Qg Qa3 Oy
2 2 2

[50402Bs| = |[$PO203| — [§030:B,| =

Vzhladom na symetrickost zadania mozno rovnakym sposobom ukazat, ze | 0402 B1| =
= %t Teda naozaj |[§040:B1| = [§0402B2| a B1By || 0,03. Opét vzhladom na
symetrickost vieme rovnako ukazat, ze BoB3 || O204, BsBy || 0103 a ByB; || O204.
Z toho uz priamo vyplyva, ze By B2 B3 B, je pravouholnik.
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Obr. 45

Uloha 4.
Predpokladajme, %e prirodzené ¢éisla x, y spliiaji zadant rovnost. Potom z¥ = x!+y! >
> 2, teda x = 2.

Uvazujme najprv pripad x = 2. Z rovnosti 2 + y! = 2Y vyplyva, Ze y! je parne, preto
y = 2. Odtial 2 + y! = 2¢¥ = 0 (mod 4), takze y! = 2 (mod 4). To je zrejme mozné
jedine pre y € {2,3}. Kedze 2! + 2! = 22 a 2! + 3! = 23, dostdvame dve riesenia (2,2)
a (2,3).

Predpokladajme teraz, ze x = 3. V takom pripade je ¢islo z — 1 delitefom z!, nie je
vSak delitelom z¥, lebo nsd(x, z—1) = 1. Z toho vyplyva, ze z—1 nedeli ani z¥ —z! = y!,
¢ize y < o — 2. Mozeme teda pisaf

=al+yl =y ((y+1)- (y+1)-...-x+1).

(. J
~~

=k

Cinitel k je o¢ividne nestdelitelny s x (a teda aj s kazdou mocninou ) a zéroveii z uve-
denej rovnosti vyplyva, Ze je delitelom ¢isla x¥. Preto nutne & = 1, ¢o je samozrejme
nemozné.

Zadant rovnost spliiaji iba dvojice (2,2) a (2, 3).

Uloha 5.

Oznac¢me dany vyraz V. S vyuzitim podmienky abcd = 1 dostaneme postupnymi
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Upravami

(e (D) o) -

_ (ab+1)(bc+1)(cd+1)(da+1) (24 ab+cd)(2+ad+bc)
abed a abed
ab+cd+ ad+be  a?bd + bac + 2bd + d?ac
+ Pt
abed abed
(a+@@+d)+wm2+8y+w@?+¥)_
abed a

e () 0 (o)
:4+2-f(\/§)f<\/§>+f(%>+f(g),

kde f je funkcia urcend predpisom f(z) =z + 1/z. Nerovnost x + 1/x > y + 1/y je pre
kladné x, y ekvivalentna s nerovnostou

=442

=4+2-

(z —y)(zy —1)
Ty

>0,

a teda uvedend funkcia je na intervale (1,00) rastica a na intervale (0, 1) klesajuca.
Kedze % < a,b,c,d < 2, zrejme platia nerovnosti

1 a 1 b
—<,/=<2 —<4/=<2, 1
Clffe bl o

Navyse f(1) = f(4) = 2L a f(1) = f(2) = 3. Z nerovnosti (1) a z rastticosti, resp.
klesajucosti funkcie f na spominanych intervaloch preto vyplyva

I7AN
ol
I7AN
S
I7AN
SRS
I7AN
S

-
| =

|

5 5 17 17
V<aq2.2.2420 420 o5
=S4+ 53 + 1 + 1 )
Pritom rovnost plati prave vtedy, ked a/c,b/d € {1,4}, t.j. pre stvorice (2,2,1,1),
(2, ;, ;,2) (2,2, 2, 2) (;, %, 2,2), ktoré ,nagtastie” spliaji aj podmienku abed = 1.

Odpoved. Maximalna hodnota uvedeného vyrazu je 25.

Poznamka. Z uvedeného postupu vyplyva, ze minimalna hodnota vyrazu V' je 442 -
- f(1) - f(1) + f(1) + f(1) = 16 a nadobuda sa pre Stvorice (a, b, ¢, d) spliajtce okrem
podmienky abcd = 1 aj rovnosti a/c = b/d = 1, t.j. pre Stvorice (¢,1/t,t,1/t), pricom
L4 <9
2 = = *

Uloha 6.

Kvoli struénosti nazyvajme skaredymi tie trojuholniky, ktoré nie s ostrouhlé (t.j. su
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pravouhlé alebo tupouhlé). Najskor ukazeme, ze aspoii jeden zo Styroch trojuholnikov
urcenych danymi styrmi bodmi vo vSeobecnej polohe je skaredy.

Ak st uvedené styri body vrcholmi konvexného stvoruholnika WXYZ, aspon jeden
z jeho vnatornych uhlov mé velkost aspon 90° (lebo stucet Styroch vnutornych uhlov
v lubovolnom stvoruholniku je 360°). Ak je to napriklad uhol pri vrchole X, tak
trojuholnik WXY je skaredy (obr. 46a).

Ak uvedené styri body nie st vrcholmi konvexného stvoruholnika, tak jeden z nich
(oznacme ho W) lezi vnutri trojuholnika X YZ tvoreného zvy$nymi tromi bodmi. Potom
niektory z uhlov XWY, YWZ, ZWX ma velkost asponn 120° (lebo ich sucet je 360°)
a trojuholnik s tymto uhlom je skaredy (obr.46b).

A A
Y

Obr. 46a Obr. 46b

Uvazujme teraz [ubovolnu péticu bodov A, B, C, D, E. Aspon jeden z trojuholnikov
uréenych bodmi A, B, C', D je skaredy. Bez ujmy na vseobecnosti nech je to ABC.
Potom asporn jeden z trojuholnikov ur¢enych bodmi B, C, D, F je skaredy a trojuholnik
ABC' s nim ma spolo¢ny aspon jeden vrchol; bez ujmy na vsSeobecnosti nech je to
vrchol B. Aspon jeden z trojuholnikov uréenych bodmi A, C, D, E je skaredy a navyse
to nie je ziadny z doteraz objavenych Skaredych trojuholnikov (lebo nemé vrchol B).
Teda Tubovolnd mnozina P piatich bodov tvori aspon tri skaredé trojuholniky a a(P) <
< 7 (zrejme pit bodov vo vSeobecnej polohe tvori prave 10 trojuholnikov).

c Y B

E

Obr. 47

Staci uz len najst® priklad mnoziny P, pre ktorti a(P) = 7. Zoberme v kartezidnskej

3 Pred hladanim je uzito¢né uvedomit si, ako pre dané dva body X, Y vyzerd mnozina takych bodov Z,
ze trojuholnik XY Z je ostrouhly.
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suradnicovej stustave péticu bodov
A=(3,0, B=(.,3), C=(-1,3), D=(-3,0), E=(0,-1).

Ostré nie sa iba uhly ABC, BCD a DFEA. Aby sme dokazali, ze vSetky ostatné su
ostré, staci dokazat ostrost uhlov ABD, BCE, CEA a EAB (obr.47); vSetky ostatné
uhly st bud mensie (lebo st ich ¢astami), alebo rovnaké (vdaka symetrii). Uhol BCE
je ostry, lebo je vnutornym uhlom pri zakladni v rovnoramennom trojuholniku BC'E.
Pre ostatné tri uhly sta¢i podla kosinusovej vety* dokézat nerovnosti

|AB|* + |BD|? > |AD|?,
ICE]? +|EA? > |CAJ?,
|EA|* 4 |ABJ]? > |[EB|>.

Jednoduchym vypoctom dostavame

|AB|? +|BD|? = (22 +3%) + (4% + 3%) = 38 > 36 = 62 = | AD]?,
[CE]® + |[EA]? = (4 +1%) + (17 + 8%) = 27 > 25 = 4 + 3 = |CA]?,
|[EAP? 4+ |AB]? = (1 + 3%) 4+ (2° +3%) =23 > 17 =4+ 1> = |[EB|*.

Uloha 7
St dva pripady, ako moézu byt v MEMO-§tvorstene umiestnené hrany dizok 2 a 3.

Pripad 1. Nech hrany dlzok 2 a 3 vychadzaju z jedného vrcholu A; ozna¢me tieto
hrany postupne AB a AC. Aby boli splnené trojuholnikové nerovnosti v trojuholniku
ABC a suc¢asne podmienky zo zadania, musi mat hrana BC' dizku 4. Ozna¢me D §tvrty
vrchol skiimaného MEMO-stvorstena. Nech hrana AD ma (celo¢iselni) dizku a. Potom
hrana BD moze mat iba dizku a + 1 alebo a — 1 (aby boli splnené trojuholnikové
nerovnosti v trojuholniku ABD). Rozoberme obe moZnosti.

Ak |BD| = a+ 1, musi platit a —3 < |CD| < a+ 3 (aby boli splnené trojuholnikové
nerovnosti v trojuholniku ADC). Kvoli réznosti dizok vietkych Siestich hran tak mame
|CD| € {a—2,a—1,a+2} (obr.48a). Lahko overime, ze pre kazdu z tychto troch hodndt
(pri zrejmej podmienke a = 5) st splnené vSetky trojuholnikové nerovnosti vo vsetkych
Styroch stenédch Stvorstena. Vypocitajme, akd moze byt hodnota s(7T').
> |CD|=a—-2,s(T)=24+3+4+a+ (a+1)+ (a—2) = 3a+ 8, nutna a postacujica

podmienka, aby mali vSetky hrany rozne dlzky, je a > 7.
> |CD|=a—-1,s(T)=2+3+4+a+(a+1)+(a—1)=3a+9,a=6.
> |CD|=a+2,s(T)=2+3+4+a+(a+1)+(a+2)=3a+12,a = 5.

Ak |BD| = a — 1, rovnako musi platit a — 3 < |CD| < a + 3 a kvoli roznosti dizok
vSetkych hran dostavame |CD| € {a — 2,a + 1,a + 2} (obr.48b). Opit jednoducho
overime platnost vSetkych trojuholnikovych nerovnosti (pri zrejmej podmienke a = 6)
a vypoc¢itame mozné hodnoty s(7').

4 Alebo podla Pytagorovej vety a jednoduchej tivahy.
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> |CD|=a-2,s(T)=2+34+4+a+(a—1)+(a—2)=3a+6,a=2"T.
> |CDl=a+1,s(T)=2+3+44+a+(a—1)+(a+1)=3a+9, a=6.
> |CD|=a+2,s(T)=2+3+4+a+(a—1)+(a+2) =3a+10,a = 6.

C

|ICD| € {a—2,a—1,a+2} |CD| € {a—2,a+1,a+ 2}

B B
Obr. 48a Obr. 48b

V prvom pripade teda mame Sest roznych typov MEMO-§tvorstenov. Pri prvom type
nadobuda s(7T") hodnoty

{3a+8;a =7} =1{29,32,35,38,...},
pri druhom, trefom, Stvrtom a piatom type hodnoty
{3a+9;a 26} ={3a+12;a =25} ={3a+6;a =7} ={27,30,33,36,...}
a pri Siestom type hodnoty
{3a+10;a = 6} = {28,31,34,37,...}.

Zjednotenim uvedenych mnozin dostdvame, ze MEMO-§tvorsten T spliiajici s(T) = n
existuje pre kazdé n = 27.

Pripad 2. Nech hrany diZok 2 a 3 nemaji Ziadny spoloény bod; oznaéme AB
hranu s dizkou 2 a C'D hranu s dlzkou 3. Aby boli splnené trojuholnikové nerovnosti
v trojuholniku ABC, musia sa dlzky hran AC, BC lisit o 1 (podla zadania nemozu byt
rovnaké). Bez ujmy na vSeobecnosti nech |AC| = a a |BC| = a+ 1 (oznacenie vrcholov
A, B totiz mozeme , vymenit®).

Aby boli splnené trojuholnikové nerovnosti v trojuholniku ACD, nutne a — 3 <
< |AD| < a + 3 a kvoli roznosti dlzok hran mame

|AD| € {a — 2,a — 1,a + 2}.
Podobnym spdsobom (uvazujic trojuholnik BC'D) dostavame a — 2 < |BD| < a + 4,

£.j.
|BD| € {a—1,a+2,a+ 3}.
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Navyse kvoli trojuholnikovej nerovnosti v trojuholniku ABD sa dlzky |AD| a |BD)|
musia lisif prave o 1. Do uvahy teda prichadzaju iba dve moznosti: bud |AD| = a — 2
a |BD|=a—1,alebo |AD|=a+2a |BD|=a+3.

> Ak |AD| =a—2a|BD| =a—1,tak s(T) = 24+3+a+(a+1)+(a—2)+(a—1) = 4a+3,

pricom kvoli roznosti hran nutne a = 6.
> Ak |AD|=a+2a|BD|=a+3,tak s(T) =24+34+a+(a+1)+(a+2)+(a+3) =

= 4a + 11, pricom a = 4.

Lahko skontrolujeme, Ze pri oboch mozZnostiach st splnené vsetky trojuholnikové
nerovnosti. V skutoc¢nosti s stvorsteny, ktoré dostaneme pri prvej moznosti, zhodné
so Stvorstenmi z druhej moznosti (sta¢i vymenit oznacenie vrcholov C', D a ,posunit®
hodnotu a o 2). V druhom pripade preto mame iba jeden typ Stvorstenov: |AB| = 2,
|CD| =3, |AC| =a, |BC|=a+1, |AD| =a+2a |BD| = a+3, pricom a = 4 (obr. 49).
Hodnota s(7") je v tomto pripade prvkom mnoziny

{4a+11;a > 4} = {27,31,35,39,...}.

B a+1 C
Obr. 49

Na zéklade predoslej analyzy jednoducho vyriesime obe casti tilohy.

a) Kedze v druhom pripade sme neziskali ziadne nové hodnoty pre s(7'), plati
odpoved ziskand v prvom pripade: MEMO-stvorsten T spliiajici s(T) = n existuje
prave vtedy, ked n = 27.

b) Cislo 2007 vieme zapisat v tvaroch
2007 =3-666+9 =3-665+12=3-667+6=4-499 4 11.

MEMO-stvorsten T splitajici s(T") = 2007 teda vieme vytvorit podla druhého, tretieho,
stvrtého a piateho typu v prvom pripade aj podla jediného typu v druhom pripade.
Spolu je to 5 réznych MEMO-$tvorstenov (z uvedenej analyzy je zrejmé, Ze st navzajom
nezhodné, o ¢om sa mozno lahko presvedéit aj vypisanim ich konkrétnych dlzok hran).

Uloha 8.
Cislo (a + k)3 — a® je nasobkom ¢isla 2007 = 9 - 223 prave vtedy, ked je ndsobkom 9 aj
nasobkom 223. Kedze

(a+k)® —a® = 3(a’k + ak?) + K>,
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nutnou podmienkou na to, aby uvedené ¢islo bolo nasobkom deviatich (a teda aj troch)
je, aby k3 bolo delitelné tromi. To plati len pre k, ktoré st sami nasobkom troch. Preto
kazdé hladané k mozno zapisat v tvare k = 3m pre nejaké prirodzené ¢islo m. Naopak,
ak k = 3m, tak

(a+k)? —a® = (a+3m)* — a® = 9(a?m + 3am? + 3m?),

¢ize uvedené ¢islo je delitelné deviatimi.

TakZe nasou tlohou je urcit prirodzené ¢isla m, pre ktoré existuje celé ¢islo a také, ze
&islo (a + 3m)3 — a® je ndsobkom 223. Uvedenti podmienku spliia kazdé prirodzené m.
Staci polozit napriklad a = 38m. Potom

(a+3m)3 —a® = (41m)> — (38m)> = 14049m® = 9- 7 - 223m>.

Odpoved. Zadant vlastnost maju vSetky prirodzené ¢isla k, ktoré st ndsobkom troch.

Pozndmka. K hodnote a = 38m sa da dopracovat skuSanim. Existuje vSak aj ind
moznost. Ulohu totiz mozno ekvivalentne preformulovat v re¢i kongruencii: Urcte tie
zvyskové triedy m, ku ktorym existuje zvyskova trieda a taka, ze

(a+3m)>=a®> (mod 223). (1)

Ak danti podmienku spliia nejaky zvySok m, spliia ju aj kazdy jeho nasobok mt, lebo
vynéasobenim kongruencie (1) zvyskom t> dostaneme

(at +3mt)® = (at)® (mod 223).

KedZe 223 je prvodislo, sta¢i najst jeden nenulovy zvySok m, ktory splita (1) pre nejaky
zvysok a. Kazdy iny zvysok sa d4 napisat ako jeho vhodny nidsobok®. Staci teda tlohu
vyrie§it napr. pre hodnotu m = 1, t.j. najst také a, ze

(a+3)°=a> (mod 223). (2)

Predpokladajme, Ze zvysok a spliia (2). Potom a # 0 a teda 3 = ra (mod 223) pre
vhodné r. Po vydeleni kongruencie (2) zvyskom a® (zrejme nsd(a?,223) = 1) dostaneme

(1+7)*=1 (mod 223). (3)
Zvysok r spliiajici (3) uz najdeme lahko. Podla malej Fermatovej vety totiz 2222 = 1
(mod 223) pre kazdy nenulovy zvysok z. Zaroven 2?22 = (2™)3. Preto zvolime r =
= 2™ — 1 (mod 223). Nenulové r tak dostaneme napr. pre z = 3, ale aj pre mnohé iné
hodnotyS. Konkrétne r = 37 — 1 = 182 (mod 223) a odtial a = 38 (mod 223) (lebo
182 - 38 = 3 (mod 223)).

® Inak povedané, pre nenulovy zvySok m obsahuje mnoZina {m,2m,...,222m} vsetky nenulové
zvysky modulo 223.

6 Treba zobraf také z, ze mnozina {1,z,22,..., 2222} obsahuje vSetky nenulové zvysky, t.j. kazdy

nenulovy zvy$ok prave raz. Tym je zabezpecené z7* # 1 (mod 223). Také z vzdy existuje, ¢o je
znamy, i ked nie trividlny fakt z tedrie ¢isel.



Koresponden¢ny seminar SK MO

Koresponden¢ny seminar Slovenskej komisie Matematickej olympiady (KSSKMO)
vznikol pred vySe 30 rokmi ako jeden z prvych matematickych korespondencnych
seminarov (vtedy eSte ako ¢eskoslovensky seminar) preto, aby bolo umoznené venovat
individualnu starostlivost aj tym Studentom, ktori nenavstevovali triedy so zameranim
na matematiku. Ulohy tohto seminara svojou naroénosfou prevysuju akikolvek inti
matematickd stitaz na Slovensku pre stredoskoldkov, seminar je preto dolezitou sucastou
pripravy aj na medzinarodni matematickti olympiadu.

Pocas svojej existencie presiel seminar viacerymi zmenami. Po jednorocnej prestavke
v 52.ro¢niku MO jeho organizovanie prebrali vedici koreSponden¢ného seminara KMS.
Odvtedy je KS SK MO jeho kategériou GAMA a KMS je oficidlnym seminarom SK MO.

KS SK MO mé kazdy rok Sest sérii — tri zimné prebiehajice od septembra do decem-
bra a tri letné prebiehajice od februara do méaja. V kazdej sérii je zadanych 5 tloh.

Celkové poradie KS SK MO 2006/2007

1. Michal Szabados, 4.ro¢nik, SpMNDaG Skalicka, Bratislava, 163 bodov

2. Tomd$ Bzdusek, 4.ro¢nik, Gymnazium P.de Coubertaina, Piestany, 95 bodov

3. Samuel Hapak, 3.ro¢nik, Gymnéazium Grosslingova, Bratislava, 85 bodov

3. Tomds Kocdk, 3.ro¢nik, Gymnazium Postova, Kosice, 60 bodov

3. Miroslav Baldz, 3.ro¢nik, Gymnazium arm. gen. L. Svobodu, Humenné, 59 bodov

Uvéadzame vSetky priklady tohto roc¢nika stifaze spolu s rieSeniami, ¢asto Student-
skymi. Priklady boli vyberané najméi z narodnych olympiad ¢i inych sutazi.



120

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

2.1

56. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Zadania sataznych aloh KS SK MO

PRVA SERIA

Numizmatik Kristidn Prislovka ma 241 minci s celkovou hodnotou 360 toliarov.
(Hodnota kazdej mince v toliaroch je prirodzené ¢islo.) Moéze si byt Kristidn
Prislovka isty, Ze vie svoje mince rozdelit na tri kopky s rovnakou hodnotou?

(Ukrajina, 2005)

Na ostrove zije n domorodcov. Jedného dna nacelnik rozhodol, Ze vSetci

(vratane neho) si urobia a budd nosit ndhrdelnik zlozeny z 0 alebo viac jed-

nofarebnych kamienkov. Dvaja domorodci maji mat aspon jeden kamienok

rovnakej farby préave vtedy, ked st priatelia.

a) Dokézte, ze domorodci mdzu splnif nac¢elnikov rozkaz.

b) Aky je minimalny pocet farieb kamienkov potrebny na to, aby sa dal splnit

nacelnikov rozkaz bez ohladu na priatelské vztahy na ostrove?

(Bielorusko, 2001)

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC so stredom opisanej kruznice O. Nech T'
je stred kruznice opisanej trojuholniku AOC. Bod M je stredom strany AC.
Body D a E lezia po rade na priamkach AB a CB tak, ze uhly M DB a MEB
st rovnako velké ako uhol ABC. Dokézte, Ze priamky BT a DE su na seba
kolmé.

Priamka prechadzajuca faziskom T trojuholnika ABC' pretina stranu AB
v bode P a stranu CA v bode (). Dokazte, ze

4-|PB[-|QC| = [PA]-|QA.

(Spanielsko, 1998)

Prirodzené &isla x, y vicsie ako 1 spliiaju vztah 222 — 1 = y'®. Dokazte, ze
je delitené piatimi.

(Rusko, 2005)

DRUHA SERIA

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s priese¢nikom vysok V. Kruznica s prie-
merom AV pretina kruznicu opisanu trojuholniku ABC v bodoch A a K.
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Priamka KV pretina tsecku BC v bode M. Dokazte, ze M je stredom
usecky BC.
(Polsko, 2004)

V rovine je dand kruznica k(S,r) a bod A rézny od bodu S. Zostrojte na
polpriamke SA bod B taky, Ze |SA| - |SB| = r2. Pri konstrukcii mozete pouZit
iba kruzidlo. Popiste vasu konstrukciu pre kazda polohu bodu A.

Nech n je prirodzené ¢islo a a3 < as < -+ < agp41 su kladné redlne cisla.
Dokazte, ze plati
(a1 —azt+az— -+ a2n+1)1/n 2 a}/n - a;/n + azl),/n —t a%ﬁl-
(BMO, 1998)

V krajine je niekolko miest a medzi nimi obojsmerné letecké linky (medzi
kazdymi dvoma mestami nanajvys jedna). Medzi kazdymi dvoma mestami sa
da letecky prepravit tak, ze vyuZijeme nanajvys d liniek. NajkratSia okruzna
cesta, ktord sa da podniknit, prechadza cez préve 2d + 1 miest. Dokazte, ze
z kazdého mesta v krajine vychadza rovnaky pocet liniek.

(Amer. Math. Monthly, 1968)

Dany je stredovo stimerny mnohouholnik M. Dokazte, ze existuje rovnobez-
nik R taky, ze stredy jeho stran lezia na obvode mnohouholnika M a pritom
M je podmnozinou rovnobeznika R.

(Polsko, 1988)

TRETIA SERIA

Najdite vsetky kladné celé cisla n, pre ktoré existuje trojica kladnych celych
¢isel x, y, z spliiajacich rovnost

z3 + y3 + 23 = nx2y2z2.

(Cina, 1987)

V jednom rade stoji 2005 guloc¢ok. Kazda z nich ma ¢iernu alebo bielu farbu. Pre
kazda gulocku zistime stcet poctu bielych gulééok nachddzajucich sa napravo
od nej a poctu ¢iernych guld¢ok nachddzajucich sa nalavo od nej. Dostaneme
tak 2005 suctov. Medzi tymito stctami sa prave jedno c¢islo vyskytuje neparny
pocet krat. Zistite, aké hodnoty moze nadobudat toto ¢islo. Nezabudnite zdo-
vodnit, pre¢o nemoze nadobudat iné hodnoty.

(Estonsko, 2005)

Opakovane bola zadand uloha 1.3.
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N4ajdite vsetky funkcie f:RT — R*, ktoré pre vietky kladné redlne ¢isla x, y
spliiaju vztah

fxf(y)) = f(zy) + =

(Petr Kariovsky)

Opakovane bola zadand uloha 1.5.

STVRTA SERIA

Nech M je vnutorny bod trojuholnika ABC' taky, ze |[JAMC| = 90°,
|[SAMB| = 150° a |[<BMC| = 120°. Ozna¢me P, @), R stredy kruznic
opisanych trojuholnikom AMC', AM B a BMC'. Dokazte, ze obsah trojuholnika
ABC je mensi nez obsah trojuholnika PQR.

(Juzné Afrika, 1997)

Na nekonecnom bielom Stvorcekovom papieri je koneény pocet Stvorcekov
zafarbenych ciernou farbou. Kazdy cierny stvorcek méa parny pocet bielych
stvorcekov, ktoré s nim susedia stranou. Dokézte, ze vieme kazdy biely Stvorcek
vyfarbit zelenou alebo ¢ervenou farbou tak, ze kazdy ¢ierny Stvoréek bude mat
rovnaky pocet zelenych a cervenych susedov susediacich s nim celou stranou.
(Rusko, 2005)

Nech p, ¢ s navzajom rozne prvocisla. Zistite, ¢i existuje funkcia f:R — R
takd, ze f(z)P aj f(x)? s polynémy a pritom f nie je polyndm.
(IMC, 2005)

Vo vrcholoch obdlznika st §tyri mesta. Chceme postavit cestni siet tak, aby sa
z kazdého mesta dalo dostat do kazdého a pri tom aby tato siet mala minimalnu
dlzku (t.j. stcet dlzok jednotlivych tisekov). Ako to mame spravit?

(Polsko, 1988)

Maéame pred sebou rad vriec fahajici sa na obe strany do nekonecna. V tychto
vreciach je nejako rozmiestneny koneény pocet zemiakov. MoéZeme robit dve
operacie:

(1) Nech A, B, C' st v tomto poradi (zlava doprava) tri susedné vrecia.
Zoberieme po jednom zemiaku z vriec A a B a pridame jeden zemiak do
vreca C.

(2) Nech A, B, C, D su v tomto poradi (zlava doprava) $tyri susedné vrecia.
Zoberieme dva zemiaky z vreca C' a pridame po jednom zemiaku do vriec
AaD.

Dokéazte, ze po istom pocte krokov sa nutne dostaneme do situécie, v ktorej

uz nemozeme pouzit ani jednu operaciu. Zistite, ¢i vysledna situécia zavisi od

operacii, ktoré sme pouzili v jednotlivych krokoch.
(Rusko, 1997)
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PIATA SERIA

Cisla 1,2,... ,n st v tomto poradi napisané na obvode kruhu. V jednom kroku
mozeme dve susedné ¢isla a, b nahradif ¢islami (a 4 0)/2, (a + b)/2. Je mozné
dosiahnut po koneénom pocte krokov, aby vSetky napisané ¢isla boli rovnaké?

(Bielorusko, 1998)

Dany je tetivovy stvoruholnik ABC'D s priese¢nikom uhloprie¢ok P. Oznac¢me
E, F po rade pity kolmic z bodu P na priamky AB, CD. Dokazte, Ze os
usecky E'F' rozpoluje tsecky BC a DA.

(Nemecko, 2003)

Rozhodnite, ¢i existuje utvar U, ktory sa da pokryt 25 kruhmi s priemerom
2, ale nedé sa pokryt 100 kruhmi s priemerom 1. Ulohu rieste pre nasledovné
utvary U:
a) pravouholnik,
b) mnohouholnik.

(Polsko, 1988)

Nech n =2 3 a x1,2,... ,2, su dané kladné redlne ¢isla. Ozna¢me x,,11 = 1
a Tpi+o = To. Dokazte, Ze plati

e

=1

n

n €T,
> = alebo Z _it2
2 — T + X1

IV
SIE

+1 + Ti42

(Polsko, 2002)

Riesime rovnicu a® + b + ¢’ 4+ d'! = e!3 v kladnych celych é&islach.
a) Dokézte, ze tato rovnica ma aspon jedno rieSenie.
b) Zistite, ¢i mé tato rovnica kone¢ne vela rieseni.
(NDR, 1987)

SIESTA SERIA

Dana je kruznica k so stredom S a dva jej vonkajsie body A, B. (Body A, B,
S nelezia na jednej priamke.) Zostrojte kruznicu &', ktora prechddza bodmi A,
B a rozdeluje kruznicu k na dva rovnako dlhé obluky.

(Pi Mu Epsilon Journal, 1951)

Nech z, y, z st kladné reélne ¢isla spliiajtce vztah

1 N 1 n 1
1+ 14y 14z




124

6.3

6.4

6.5

56. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Dokéazte, ze 8xyz < 1.
(Rumunsko, 2006)

Nech p, g st dve rozne nestudelitelné prirodzené ¢isla. Mnozinu vSetkych klad-
nych celych cisel rozdelime na tri podmnoziny také, ze pre kazdé celé ¢islo z
kazda z tychto podmnozin obsahuje prave jedno z ¢isel z, z +p, z + q. Dokazte,
ze takéto rozdelenie existuje prave vtedy, ked ¢islo p + ¢ je delitelné tromi.
(Nemecko, 2003)

Dany je trojuholnik ABC taky, ze |AB| # |AC|. Ozna¢me v fiom stred vpisanej
kruznice I, stred opisanej kruznice O a dotykovy bod vpisanej kruznice so
stranou BC' nech je D. Predpokladajme, ze priamky IO a AD st na seba
kolmé. Dokazte, ze priamka AD je obrazom taZnice na stranu BC v osovej
stumernosti podla osi vnitorného uhla BAC.

(Crux Mathematicorum, 1997)

Majme postupnost zadana rekurentne predpisom
o = 5,
1
xn+1=xn—|—x— pren=0,1,2,...

Najdite 210900 s presnostou na jedno desatinné miesto.
(Svédsko, 2004)
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RieSenia sataznych aloh KS SK MO

PRVA SERIA

1.1

Kristian Prislovka si moze byt isty. Pri dokaze budeme potrebovat odpoved na nasledu-
juce dve otazky: Akd najvicsiu hodnotu moze mat niektord z minci? Aké je minimalne
mnozstvo jednotoliarovych minci?

hodnotu, zvySnych 240 minci by k stc¢tu prispelo hodnotou aspon 240, a preto by
sme spolu mali mince v hodnote viac ako 360, ¢o je v spore so zadanim.

Intuitivne sa zdé, Ze najmenej jednotoliarovych minci bude prave vtedy, ked ostatné
mince budi dvojtoliarové (¢ize ¢o najmensie). V takom pripade ndm vyjde 122 jedno-
toliarovych minci. Naozaj je to minimélny pocet. Ak by sme ich chceli mat k, pri¢om
k < 122, tak by spolu so zvySnymi 241 — k£ mincami, z ktorych kazdd ma hodnotu
aspon 2, davali sucet aspon k + 2 - (241 — k) = 482 — k, ¢o je pre k < 122 viac ako 360,
a teda znovu dostavame spor so zadanim.

Ukéazeme dva sposoby rozdelenia minci na tri kopky s rovnakou hodnotou.

V prvom pripade budeme kopky tvorit nasledovne. Na prvii ddme 120 jednotolia-
rovych minci. Ostatné mince dame najskoér vSetky na druht kdépku. Potom budeme
prekladat po jednej minci z druhej kopky na tretiu az do momentu, ked by preloZenie
mince (ktorej hodnotu oznaéme x) sposobilo, Ze hodnota minci v tretej kopke bude
aspon 120. Ak by to bolo presne 120, tak mincu s hodnotou x prelozime na tretiu képku
a mame spravne rozdelenie. Ak by to bolo viac, odoberieme mincu v hodnote x z druhej
kopky. Hodnota druhej aj tretej kopky tak bude zrejme mensia ako 120. Odobratt mincu
ddame na prvia kopku, z ktorej vezmeme x jednotoliarovych minci (to vSetko mozeme
spravit, lebo kazdé minca méa hodnotu mensiu alebo rovni ako 120 a na prvej kopke
mame 120 jednotoliaroviek) a tie uz podla potreby rozdelime medzi druha a tretiu
koépku, aby hodnota kazdej bola 120.

Druhy sposob je zaujimavy v tom, ze dokazuje zaroven silnejsie tvrdenie. Kristian
vie rozdelif 241 minci v hodnote 360 dokonca tak, Ze na jednej kopke budu len jed-
notoliarovky. Za¢nime tym, ze prvych 120 jednotiek dame na prvia kopku. Ostalo nadm
121 minci v hodnote 240 toliarov. Teraz pouzijeme trik, ktory je velmi uzito¢né poznat,
lebo sa da casto pouzit. Oznaéme hodnoty zvyS$nych minci postupne ai,as,... ,ai21.
Dalej oznacme S1 = a1, S = Q1 —+ as, ..., S121 = a1 + a9 + -+ ajoq. Stucet hodnot
minci medzi i-tou a j-tou mincou vratane je a; + a;41 + - +a; = 55 — 5;_1.

Mame 121 suctov, pre ktoré plati 0 < s1 < s9 < -+ < §121 = 240 a zaroven
podla Dirichletovho principu existuju aspon dva sucty, ktoré davaja rovnaky zvysok
po deleni ¢islom 120. KedZe st rézne a v rozpiti mensom ako 240, ich rozdiel je presne
120. Oznacme tieto sucéty s, a Sx (s, < s). Zoberieme teraz mince s hodnotami
(yi1,0z42,. .. 0. Sucet ich hodnot je s, — s, = 120, a preto ich moézeme daf na
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druht kopku. Na tretiu ddme zvy$né mince (ktorych hodnota je samozrejme tiez 120
toliarov).

1.2

Situdciu znazornime na papieri tak, ze nakreslime obrazok s n bodmi (tzv. vrcholmi),
ktoré predstavuji domorodcov, a spojime tseckami (tzv. hranamsi) prave tych domorod-
cov, ktori sa priatelia. Uvedenému obrazku sa zvykne hovorit graf. Takéto znézornenie
budeme pouzivat vo zvysku rieSenia.

a) Prva cast ulohy je velmi jednoducha. Domorodci mézu skutoéne vzdy splnit
nacelnikov rozkaz. Staci, ak si kazdi dvaja domorodci, ktori sa priatelia, navlect na
nahrdelnik kamienok rovnakej farby, ale taky, aky uz ziadni ini domorodci nemaju.
Takto budi mat dvaja domorodci, ¢o sa priatelia, vzdy asponi jeden rovnaky kamienok,
ale dvaja, ktori sa nepriatelia, rovnaké kamienky mat nebudu.

b) Skor ako sa pustime do rieSenia druhej casti tlohy, skisme sformulovat zadanie
v rec¢i grafov. V tlohe vystupuja nadhrdelniky s farebnymi kamienkami. Najjednoduch-
Sim sposobom, ako to zaznacit do obrazka, je ofarbit kazdy vrchol vSetkymi tymi
farbami, ktoré mé prislusny domorodec na svojom nahrdelniku. (Jeden vrchol teda
bude ofarbeny aj viacerymi farbami.) Aby ofarbenie vyhovovalo nac¢elnikovmu rozkazu,
musia byt kazdé dva vrcholy, ktoré si spojené hranou, ofarbené aspori jednou spolo¢nou
farbou, ale vrcholy, medzi ktorymi hrana nie je, ziadne dve rovnaké farby mat nemozu.

Vsimnime si, Ze podobne ako vrcholy sa daja ofarbit aj hrany. Kazda hranu grafu
ofarbime vsetkymi tymi farbami, ktoré maju jej koncové vrcholy spolo¢né. Takto sa
moze staf, Ze niektoré hrany buda ofarbené aj viacerymi farbami. Dolezité vsak je,
ze kazda hrana musi byt ofarbend aspor jednou farbou, kedze kazdi dvaja domorodci
spojeni hranou musia mat aspon jeden kamienok spolo¢nej farby.

Budeme ofarbovat vrcholy a hrany grafu tak, ako sme naznacili. Ked chvilu kres-
lime rozne grafy a ofarbujeme ich ¢o najmensim poc¢tom farieb, podari sa nidm n&jst
rozostavenia ako na obr. 50.

Obr. 50

Vsetci domorodci st tu rozdeleni na dve velké skupiny, v rdmci ktorych nie je
nikto s nikym priatelom, ale kazdy domorodec z jednej skupiny sa priateli s kazdym
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domorodcom z druhej skupiny”. Nazvime tieto skupiny ,,sekty“ — pre parne n si obe
sekty rovnako velké, pre neparne n je v jednej z nich o jedného domorodca viac®.

Skusme zistit, aky najmensi pocet farieb na ofarbenie grafu s dvoma sektami bude
stacit. Moze sa staf, ze niektoré dve hrany budia ofarbené tou istou farbou, napriklad
oranzovou? Ak by boli, znamenalo by to, Ze aj ich koncové vrcholy st ofarbené oran-
zovou farbou. Tieto koncové vrcholy st aspon tri (jeden koncovy vrchol mézu mat
obe oranzové hrany spolo¢ny). Sekty na ostrove st vSak iba dve, preto aspon dva
z oranzovych vrcholov musia byt v tej istej sekte. To je vS8ak spor, pretoze v ramci
sekty sa ziadne dva vrcholy nepriatelia.

Z toho vyplyva, ze vSetky hrany musia byt ofarbené roznymi farbami. Poc¢et hrén je
411”2 pre parne, resp. %l(n2 — 1) pre nepéarne n. Kazda hrana m4 int farbu, ¢o znamena,
ze aj farieb budeme potrebovat aspon tolko, ako hran.

Zaujimavé na tomto konkrétnom priklade je, ze pocet farieb, ktory sme dostali, nam
bude stacit aj pre Iubovolny iny graf s n vrcholmi. Pouzijeme matematickii indukciu
vzhladom na pocet vrcholov grafu. Pre neparne n dokazeme, Ze pomocou i(n2 -1)
farieb vieme pozadovanym spdsobom ofarbit Iubovolny graf s n vrcholmi. Dokaz pre
parne n je takmer rovnaky a pozorny ¢itatel by ho mal po prec¢itani uvedeného riesenia

zvlddnut urobit sam.

1. krok. Nech n = 1. Chceme dokézaf, ze graf s jednym vrcholom vieme ofarbit
0 farbami. KedZe v grafe s jedinym vrcholom nemé6zu byt Ziadne hrany, nula farieb nam
skuto¢ne bude stacit.

2. krok. Nech sa Iubovolny graf s n = 2k + 1 vrcholmi da ofarbit pouzitim najviac
1(n? — 1) farieb. UvaZujme lubovolny graf s n + 2 vrcholmi. DokaZeme, Ze na jeho
ofarbenie staci 1((n +2)% — 1) farieb.

Pokial graf neobsahuje Ziadne hrany, netreba ani jednu farbu a teda i((n +2)2-1)
farieb bude urdite stacit. Ak graf nejaké hrany obsahuje, vezmime fubovolné dva vrcholy
spojené hranou. Predstavme si na chvilu, Ze sme tieto dva vrcholy z grafu vygumovali
spolu so vSetkymi hranami, ktoré z nich vychadzaja. Ostal nam graf s n vrcholmi, ktory
vieme (podla indukéného predpokladu) ofarbit najviac %(n2 — 1) roznymi farbami.

Primyslime si vygumované vrcholy naspiit. Zatial nie st ofarbené Ziadnou farbou,
¢o evidentne nie je dobre, pretoze ich spaja jedna spolo¢na hrana. Tiez je mozné, ze
z nich vychadzaju dalsie hrany do zvysSnej Gasti grafu, a tie zatial nie s ofarbené.
Z oboch vrcholov moze vychadzat do uz ofarbenej ¢asti grafu najviac po n hran, plus
jedna spolo¢né hrana ich este spaja. Najjednoduchs$im rieSenim by bolo ofarbit kazdu
z tychto (najviac) 2n + 1 hran roznou farbou — to je vSak prili§ vela, ,nevysiel“ by ndm
indukény krok.

Treba si preto v8§imnut, Ze nepotrebujeme ofarbit kazd( hranu roznou farbou. Ak

totiz maji oba vygumované vrcholy spolo¢ného priatela, méZeme jemu a obom vy-

7 Takyto graf sa nazyva plny bipartitny graf — bipartitny preto, lebo vrcholy st rozdelené na dve
skupiny, pricom hrany vedu iba z jednej skupiny do druhej, nikdy nie do tej istej; iplny preto, lebo
z popisanych , bipartitnych“ hran sa v nom nachadza kazda mozna.

8 V bipartitnom grafe vo vSeobecnosti nemusia byt sekty rovnako velké, s takymi len pracujeme
v tomto rieSeni
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gumovanym dat kamienok tej istej farby, ¢ize ofarbit dve hrany jednou farbou. Inak
povedané, kazdému vrcholu v uz ofarbenom grafe priddme jednu novta farbu. Tuto
nova farbu ddme zaroven bud jednému, druhému, obom alebo ani jednému z dvoch
vygumovanych vrcholov podla toho, s ktorymi z nich sa priateli a s ktorymi nie. Tym
vyrobime len n novych farieb, pricom sa ndm podari ofarbif nimi vSetky hrany idtce z uz
predtym ofarbenej ¢asti do vygumovanych vrcholov. Nakoniec este budeme potrebovat
jednu dalsiu farbu na ofarbenie hrany spajajicej dva vygumované vrcholy (ktora treba
len v pripade, Ze tito dvaja nemali ziadneho spolo¢ného priatela — ale aj to sa moze
stat).
Spolu teda na ofarbenie grafu s n + 2 vrcholmi potrebujeme nanajvys

n?—1 n?+4n+3 (n+2)?2-1
1= =
1 +n+ 1 1

farieb. Tym je indukény krok ukonceny.

Odpoved. Miniméalny pocet farieb je i(n2 — 1) pre nepéarne a inQ pre parne n.

1.3

Riesenie je uvedené pri ulohe 3.3.

1.4

Tvrdenie sa dalo dokézat viacerymi roznymi spésobmi, napriklad analyticky, vhodnym
viacndsobnym vyuzitim sinusovej vety (tak to dokézal Tomas Kocdk) alebo cez obsahy
trojuholnikov. Uvedieme rieSenie vyuzivajice Menelaovu vetu.

Nech V = |QA|/|QC| - |PA|/|PB|. Chceme dokazat, ze V je aspon 4. Este treba
oSetrit Specidlne pripady, ked |QC| = 0 alebo |PB| = 0 (to znamend, Ze P(Q) je taznicou
na jednu zo stran b, ¢). Vtedy vSak dokazované tvrdenie trividlne plati. Dalej budeme
predpokladat, Ze P(Q nie je faznicou ani na jednu zo stran b, c. Ak je priamka PQ
rovnobeznd s priamkou BC, Tahko mozZno ukézat, Ze v dokazovanom tvrdeni nastiva
rovnost. Dalej budeme predpokladat, Ze priamka P(Q nie je rovnobezna s priamkou BC.

A
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Oznacme S stred strany BC. Vieme, ze |AT| : |T'S| = 2 : 1. Skiisme vyuzit tento
pomer. Nech R je priese¢nik priamok PQ a BC (obr.51). Z Menelaovej vety pre
trojuholnik ABS a priamku PT dostavame

|[RB| |TS| |PA|
|RS| |TA| |PB|

Odtial |PA|/|PB| = 2 - |RS|/|RB|. Podobne z Menelaovej vety pre trojuholnik AC'S
a priamku QT dostavame

1.

RC| |TS| QA _
|RS| [TA] |QC|
Gize |QA|/|QC| = 2 - |RS|/|RC|. Takie

4-1RS]*

|[RB| - |RC]|
Uz len stadi vyuzit, ze |SB| = |SC| a bod R lezi mimo tsec¢ky BC'. Preto
[RB|-|RC| = (IRS| +[SBI) - (IRS| - |SB|) = |[RS|* - |SB|*.

V=

Napokon
4 - 2 4 - 2
v — |RS]| _ |RS]| -
|IRB|-|RC| |RS|?>—|SB|?

1.5

Riesenie je uveden€ pri ulohe 3.5.

DRUHA SERIA

2.1

Oznacme P priesecnik priamky KV a kruznice opisanej trojuholniku ABC' rozny
od K. Vsimnime si, ze bod K lezi na Talesovej kruznici nad priemerom AV, preto

C

Obr. 52
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uhol AKV je pravy. Plati |[JAKP| = |[FAKV| = 90°, a kedze bod K patri kruznici
opisanej trojuholniku ABC|, tisecka AP musi byt jej priemerom. Bod B lezi na Téalesovej
kruznici nad priemerom AP, teda | ABP| = 90°. Inak povedané, usecka PB je kolma
na stranu AB. Podobne tsecka C'V je kolméa na stranu AB, kedze C'V je ¢astou vysky
na stranu AB. Takze PB || CV. Rovnakym sposobom mozno odvodit PC | BV.
Dostavame tak, ze CV BP je rovnobeznik. Odtial uz trividlne vyplyva dokazované
tvrdenie, kedZe uhlopriecky v Iubovolnom rovnobezniku sa rozpoluju (obr. 52).

2.2

Nagou tlohou je najst taky bod, aby platila zadana rovnost. Konstrukcia je vSak stazend
o to, ze mdzeme pouzivat len kruzidlo. Sktisme na tvod vyskusat, ako by konstrukcia
vyzerala s kruzidlom a pravitkom. Aspon zistime, kde vlastne bod B lezi. Z podmienok
v zadani vyplyva, ze bod B je jediny bod na polpriamke SA, pre ktory plati |[SB| =
=r2/|SA|.

Obr. 53

Ak bod A lezi na kruznici k, priamo zo zadania vyplyva, ze bod B je totozny
s bodom A a tuloha je vyriesena. Pozrime sa na bod A leziaci zvonka kruznice k, t.j.
zaoberajme sa pripadom, ked |SA| > r. Zo zadaného vztahu potom vyplyva |SB| <
< r, preto bod B lezi vnutri kruznice k. Vzfah podobny vzfahu |SA| - |[SB| = r?
sa podoba vztahu v Euklidovej vete pre pravouhly trojuholnik. V nasom pripade by
to bola Euklidova veta o odvesne s dlzkou 7. Kedze |SA| > r > |SB|, je preponou
trojuholnika usecka SA a bod B je pitou vysky. Uz vieme, ako dostaneme treti vrchol
nasho trojuholnika: lezi na Téalesovej kruznici nad priemerom SA a tiez na kruznici k,
pretoze jeho vzdialenost od bodu S je r. Ked zostrojime tento bod, stac¢i z neho spravit
kolmicu na priamku S A a dostaneme hladany bod B ako pétu kolmice (obr. 53). Situédciu
s bodom A leziacim vnutri kruznice mozno vyriesit obratenim uvedeného postupu.

Vratme sa k pdvodnej tlohe. Mame k dispozicii iba kruzidlo. Za¢iname s kruznicou k,
jej stredom S a bodom A. Kons$trukcia z predoslého odseku zlyha hned na zaciatku.
Aby fungovala, potrebujeme Télesovu kruznicu s priemerom SA. A ta zostrojit iba
kruzidlom nevieme, pretoze zatial nevieme spravit stred usecky. Jednou moznostou je
skisat zostrojit iba kruzidlom stred danej tsecky (da sa to). My skisime nieco iné.
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Ked sa pozrieme hlbsie na podstatu Euklidovej vety, zistime, Ze je to vlastne ,po-
dobnost“. Vztah zo zadania prepiSeme na rovnost pomerov

|SB|_ r
r _|SA|'

N4jdeme podobné trojuholniky, v ktorych st tieto pomery pomermi dizok dvoch stran.
Usecku s dlzkou |SA| uz na obrazku mame, k nej do trojuholnika treba treti vrchol M.
Jedna strana tohto trojuholnika mé maf dizku r, preto zvolime M na kruznici k. Teraz
je v trojuholniku M SA pomer r/|SA| pomerom dvoch stran zvierajicich uhol MSA.
Druhy trojuholnik podobny s trojuholnikom M SA musi mat uhol rovnakej velkosti,
polozme ho teda tak, aby mali uhol M SA spolo¢ny. Z rovnosti pomerov vyplyva, ze
druhym trojuholnikom bude trojuholnik BSM.

M

Obr. 54

Za bod M potrebujeme zvolit bod, ktory vieme zostrojit. Hned sa poniika priesec-
nik kruznice [(A,|SA|) s kruznicou k (obr.54). V tom pripade je trojuholnik MSA
rovnoramenny so zakladnou MS. Preto aj trojuholnik BSM bude rovnoramenny so
zédkladiiou BS. A preto vieme zostrojit bod B; lezi na kruznici m(M, |M S|) a kruznici
s niou sumernou podla priamky SA (pri tejto konstrukcii nepotrebujeme predpoklad
|SA| >T).

Uvedena tvaha o podobnosti trojuholnikov slizi ako dékaz toho, Ze sme naozaj
zostrojili bod B, ktory spliia vztah |SA|-|SB| = r2. Symetria podla priamky SA zase
zarucuje, ze takto zostrojeny bod B lezi na polpriamke SA. Zo vzfahu |SB| = r?/|SA|
vyplyva, Ze hladany bod je jediny.

Vsetko by bolo v poriadku, keby nasa konstrukcia fungovala pre kazdti moznii polohu
bodu A. Potrebujeme vSak, aby kruznica £(A, |SA|) mala dva priese¢niky s kruznicou k.
To nenastane pre |SA| < r/2. V takom pripade mézeme postupovat napriklad nasle-
dovne.

K danej tise¢ke vieme néjst tisecku s dvojnasobnou dizkou (postupujeme ako pri
konstrukcii pravidelného Sestuholnika). Zopakovanim tejto konstrukcie vieme k bodu A
najst bod A’ na polpriamke S A taky, ze |[SA’| = n-|SA|. Pre dostato¢ne velké prirodzené
¢islo n uz bude |SA’| > r/2, preto pouzijeme uvedent konstrukciu a zostrojime bod B’
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spliiajici vztah |SB’| - |SA’| = r2. Pren plati

2 2
PR e _|SB]
|SB|_|SA’|_n-|SA|_ n

.....

sposobom, akym ako sme zviicsili isecku SA na SA’.

2.3

Na zaciatku treba vyskusaf Specidlne ,malé“ pripady, aby sme nazreli do $truktiry
nerovnosti a zzili sa s problémom. NavySe tak cCasto zistime, kedy nastdva rovnost
(a budeme na to brat ohlad pri odhadoch, ktoré budeme pouzivat).

Pre n = 1 dostéavame na oboch strandch a; — as + a3 a teda vzdy plati rovnost.
Zaujimavejsie je to pre n = 2. Pri predpokladoch 0 < a1 < as < a3z < aq4 < a5 chceme
dokézaf nerovnost

Vai —az +az —as +as 2 Jai —/ag + az — Jas + \/as.

Prirodzene by sme sa chceli zbavit odmocnin. Skor ¢ neskor vsak dojdeme k tomu, Ze
len umoctiovanim sa to neda, a tak zavedieme substituciu x; = \/a; pre i = 1,2,3,4,5.
Dostédvame tak novy problém. Pre 0 < x1 < x3 < x3 < x4 < x5 chceme dokéazat (po
umocneni na druhi) nerovnost

2 2 2 2 2 2
x] — x5+ a5 —xy + x5 2 (v1 — T2+ 23 — x4 + T5)”.

Nieco takéto Tahko dokdZeme napriklad vhodnym preskupenim ¢lenov (tak, aby sme
vyuzili nerovnosti pre ;). Jeden z moznych sposobov je urobit upravu

2 _ 2,2 2., 2 2
xi— x5+ a5 —xy+ 2 — (v1 — 2+ X3 — Ty +25)° =

= 2($5 — 1’4)(1’4 — $3) + 2(5235 — .CC4)(£L‘2 — .’L‘l) + 2(1‘3 — 5232)(1'2 — 171).

Pravé strana je urcite kladna. Tym je vyrieSeny pripad n = 2. Mozeme sa pokusit
substitiiciu a preusporiadanie pouZit vo vSeobecnosti, ale vyzerd to ako tazka cesta,
najmé kvoli mnohym ¢lenom, ktoré nam vznikni na pravej strane po umocneni na
n-t0. Zostanme pri n = 2 a skiisme néjst vSeobecnejsiu myslienku.

V substituovanej nerovnosti mame samé Stvorce (je homogénna, stupna 2). Tu
nam moze prist na um geometrickd interpretdcia (vobec nie nezvycéajny postup pri
dokazovani nerovnosti). Ozna¢me y; = x1, y3 = 1 — To + T3 a Y5 = T1 — To + T3 —
— x4 + x5 a nakreslime dva obrazky. Lava strana nerovnosti je striedavé séitovanie
a odc¢itavanie nejakych obsahov stvorcov. Umiestnime ich tak, aby boli rovnako orien-
tované a s jednym spolo¢nym vrcholom. Obsah vyfarbenej casti na obr. 55a, ktord sa
sklada z troch casti s obsahmi Sy, S3, S5, predstavuje velkost Tavej strany nerovnosti
(S1 =122, Sy = 22 — 23 a S5 = 22 — 22). Velkost pravej strany nerovnosti zasa vyjadruje
vyfarbeny Stvorec na obr. 55b (so stranou velkosti ys).
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X5

T4
X3

)
X1

0 Y1 __=y3 :y5
0 X1 T2 X3 Ty x5 | 1

Obr. 55a Obr. 55b

Uz si sta¢i len uvedomit suvis oboch obrazkov. Dokreslime do obr.55b Stvorce so
stranami y;, y3. Vznikne tak Stvorec a dve obratené ,L-kd“ (ich obsahy ozna¢me
postupne Pj, Ps, Ps), ktoré vyzeraju porovnatelne s obsahmi S;, S35, S5. St totiz
rovnako hrubé: z1 = y1, 3 — 22 = y3 —y1 a x5 — T4 = Y5 — y3. Jasne vidime, ze L-ka st
na obr. 55b na seba , natlacenejsie“ a teda obsah vyfarbenej Casti na obr.55a je aspon
tolko ako obsah vyfarbeného $tvorca na obr. 55b. Sktisme to zapisat formalne. Chceme
dokézat S; = P;, S3 = P53 a S5 = Ps, ¢o znamena dokéazaf nerovnosti

Slzl‘%Zy%:PM

2 2 2 2
5321193—5522,@3—91:]33,

2 2 2 2
Sy =a5—xy = Y5 —y; = Ds.
Prvéa plati trividlne a druha (resp. tretiu) mozno vydelit kladnym ¢islom ys —y; = x3 —
— xo (resp. ys — Yys = T5 — x4), ¢im dostaneme
2 _ 2> ,2 2 > 9 >
T3 —TrZYs—Y, & T3t IT2Z2Ystyr & T2 Z T,
2Tl Z Y —y3 & T auZys+ys & 2m4+ 21y 2 2w5 + 214,
Kvoli usporiadaniu x; vSetky tri nerovnosti platia. Ich s¢itanim dostavame pozadovani
nerovnost, ¢ize S1 + S3 + S5 = P; + P3 + Ps.

Pre n = 2 sme tlohu vyriesili cez obsahy $tvorcov. Preco by to nemalo pre n = 3 vyjst
cez objemy kociek? Nechceme tym povedat, Ze pre n to budeme riesit ako n-rozmerni
geometricki nerovnost, ale len objasnit princip, ako to zapiSeme a dokézeme. To vSak
teraz pojde lahko.

Méame 2n + 1 ¢isel 0 < a1 < ag < --+ < agp41. Substituujeme z; = /a; pre @ €
€ {1,2,...,2n+ 1}, nerovnost umocnime na n-tt a mame dokéazat, ze pri predpoklade
0 <z <m2 <--- < Tops1 plati

af —wy +ag —af + e+ Ty 2 (T — T2 T3 —Ta At F Tongn)"
Tak ako predtym oznacime

Y2k+1 = T1 — X2+ T3 —Tg+ -+ + Top41
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pre k € {0,1,2,... ,n} a budeme porovnavat ,n-rozmerné L-ka“, ¢ize chceme ukazat

Slzw?iylnzph
Sy =5 —xy Zy3" —y" = P,
Ss

n n n n
xg —xy 2ys" —ys" = Ps,

_a.n n n n —
Son41 = Tont1 — Top 2 Yona1 — Yop—1 = Popyg.

Vidime, Z%e stctom tychto nerovnosti dostaneme pozadovani nerovnost. Prva sa-
mozrejme plati. Ostatné su tvaru

Thei1 — Tak = Yokr1 — Y2k—1
pre k € {1,2,... ,n}. Pre kazdé také k Tahko dostaneme
Yok+1 — Y2k—1 = (T1 — X2 + 23—+ + Tog41) — (T1 — T2+ T3 — -+ + Tap—1) =
= T2k+1 — T2k,
ale zaroven aj
Tok — Yok—1 = Top — (T1 — o + 23 — -+ Xop_1) =
= (zar — T2p—1) + (Tap—1 — Top—2) + -+ (w2 —21) > 0.

Pre zjednodusenie zapisu oznacme yor_1 = a, Tor = b (teda a < b) a navySe nech
z = Tog4+1 — Tor > 0. Uz sme ukazali, Zze yor+1 — Yor—1 = Tog4+1 — Tor = 2. Takze
dokazované nerovnost sa zjednodusi na tvar

b+2)"=b"2(a+2)" —a”

a tu nam postaci aj binomicka veta a porovnanie ¢lenov po dvoch. Totizto posledna
nerovnost je ekvivalentna s nerovnostou

O o

n—1

ktora plati, lebo b —a™ > 0 pre vSetky prirodzené m. Tym sme tilohu vyriesili. Naozaj,
sC¢itanim uvedenych n + 1 nerovnosti dostavame

n n
z] + Z (541 — 255) Z U7 + Z (Y5511 — Yar—1) »
k=1 k=1

pricom cleny na pravej strane sa poodcituji a zostane len

oy —xy 4wy — A+ Xy 2 Yoy = (T1 — T2+ T3 — Ty + -+ Topg1)”,
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¢o sme chceli dokazaf.

Iné rieSenie. Uvedieme len naznak. Délezité je uvedomit si, ze ak asy_1 = asy pre
k=1,2,...,n (aj ked v zadani je to zakdzané), tak nastava rovnost. Tak mozno dospiet
k rieSeniu s rovnakou podstatou, ktoré pouziva techniku mizing variables. Nech

V(ar,ag,...,a9n4+1) = ¥/a1 —as + -+ + agpt1 — (a1 — Yag + -+ Yaznt1)-

Dalej oznaéme bog1 = a3 —as + a3 — -+ +aspy1 pre k= 0,1,... ,n (teda aj by = a1).
Potom platia nerovnosti

V(a/17a27 s 7a'2n—|—1) (a17b17b37a47a57 o 7a2n+1) Z

>y
>y

1\

(al,bl,bg,b3, b5,a6,a7, e ,a2n+1)

2 V(ay,b1,b3,b3,bs5,...,b2,—1,b2n41) = 0.

Pritom kazdu z tychto nerovnosti lahko dokéZeme a spolu tvoria presne to, ¢o chceme.

Iné rieSenie. Opit uvedieme len hlavnt myslienku. Pri tivahach pre malé n a do-
sadzovani konkrétnych hodnot za éisla a; si moézeme vSimnit, Ze to, Ze si tam n-té
odmocniny a to, ze prvkov mame 2n + 1, skoro vobec nesuvisi. Jemnou tupravou prvého
rieSenia dostaneme dokaz vseobecnejSieho tvrdenia: Pre m,n € N a 0 < a1 < a2 <
< - < A2p41 platig

Tval_a2+a3_"'+a2n+1z 7n/a1_ vn/a2+ m/q, _...+ m/a/2n+1.

Vyhodou tohto zovSeobecnenia je, Zze ho mozeme dokdzat matematickou indukciou
podla n, zatial ¢o povodné tvrdenie tak dokazeme len velmi fazko. Pritom tato indukcia
je ovela jednoduchsia ako prvé uvedené rieSenie.

2.4

V rieSeni budeme pouzivat viacero pojmov z tedrie grafov. Mestd nech st vrcholmi
a linky hranami grafu, ktory oznac¢me G. Medzi kazdymi dvoma vrcholmi grafu G
existuje cesta dizky'® najviac d a najkratsia kruZnica (t.j. cesta zac¢inajica a konciaca
v tom istom vrchole) mé dlzku 2d+1. Vezmime teda nejaky vrchol v, od ktorého existuje
vrchol vzdialeny d; na spominanej kruznici taky musi lezat. Vyberme pre kazdy vrchol
grafu najkratsiu cestu z neho do v (ak takych existuje viac, vezmime jednu lubovolni)
a ofarbime cervenou tie hrany grafu G, ktoré lezia na niektorej z vybranych ciest.

9 Plati dokonca vseobecnejsia nerovnost

flar —a2+a3 — -+ +aznt1) = f(a1) — fa2) + f(az) — -+ flazn+1),

kde f je konkavna funkcia na obore kladnych redlnych cisel.

10 Pod cestou rozumieme postupnost nadvizujicich hran a jej diZkou je pocet hran.
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Modrou ofarbime vsetky ostatné hrany. Pozrime sa teraz na cerveny podgraf. Z toho,
ako sme ofarbovali, vyplyva, Ze to bude kostra pdévodného grafu, teda nebude obsahovat
kruznicu.

Pre jednoduchsie vyjadrovanie budeme pre k € {0,...,d} oznacovat P, mnozinu
vSetkych vrcholov grafu GG, ktorych najkratsia cesta spajajica ich s vrcholom v je dlha
prave k. Teda Py = {v} a ak si spominani ¢ervenu kostru nakreslime s vrcholom v hore
a cervenymi hranami vediicimi vzdy o jedno , poschodie“ nizsie, bude k-te poschodie
tvorené prave vrcholmi mnoziny Pj. Dalej sa dohodnime, Ze pre Iubovolny vrchol u
grafu G bude V,, oznacovat mnozinu vrcholov, do ktorych sa da dostat z u len po
cervenych hranéach, navyse tak, aby sme neprechadzali cez korern v. Intuitivne teda kazda
mnozina V,, predstavuje jednu vetvu cerveného stromu — t0, v ktorej lezi vrchol u.

Najprv si uvedomme, ze vrchol v sme vybrali tak, aby od neho existoval nejaky
vrchol vzdialeny d, preto vSetky mmnoziny Py, Py,..., Py st neprazdne. Teraz podme
preskimat, kde vSade mozu lezat modré hrany. Urcite nemozu spajat dva vrcholy z tej
istej vetvy. Takéto dva vrcholy maju totiz v tejto vetve nejakého spolo¢ného predka,
s ktorym st oba spojené cervenou cestou. Obe cervené cesty st dlhé najviac d —1, a tak
by spolu s uvazovanou modrou hranou tvorili kruznicu kratsiu ako 2d + 1, ¢o by bol
spor so zadanim. Modra hrana tiez nemdze vychadzat zo ziadneho vrcholu, ktory je na
inom poschodi ako P;. Ak by to tak bolo, tdto hrana by opit spolu s ¢ervenymi cestami
z oboch jej vrcholov do v tvorila krat$iu kruznicu, ako pripasta zadanie.

Vieme, ze existuje cervenda cesta, ktora zostupuje az do poschodia P,;, oznacme
ju C. Potom plati, ze aj kazda ind vetva (dokonca vsetky jej vghonky) zostupuje az do
poschodia P,;. Inymi slovami, z kazdého vrcholu, ktory nepatri do Py, vychadza c¢ervena
hrana smerom do niz§ieho poschodia. Ak by to tak nebolo, potom by vzdialenost tohto
najkratsia cesta musi viest cez v alebo cez P; (iné prepojenia medzi vetvami nie st).

Nech stupen vrcholu v je s, teda méame s réznych vetiev. (Cely ¢as predpokladame, ze
s 2 2; pripad s = 1 mozno lahko rozobrat osobitne.) Zamyslime sa teraz nad tym, aky
je stupen vrcholov v poschodi P;. Zoberme jeden konkrétny taky vrchol. Musi z neho
viest hrana do kazdej zo zvyS$nych vetiev: ak by neviedla do ziadneho vrcholu z nejakej
vetvy V', potom by jeho vzdialenost od najvrchnejsieho vrcholu V' (v poschodi P;) bola
d + 1, ¢o je privela. Zaroven nesmi zo ziadneho vrcholu v poschodi Py viest dve hrany
do tej istej vetvy, pretoze by (spolu s castou tejto vetvy) vytvorili kruznicu kratsiu
ako 2d 4+ 1. Teda z kazdého vrcholu v poschodi P; vychddza s — 1 modrych hran do
ostatnych vetiev a jedna ¢ervend smerom hore, preto stupen kazdého vrcholu v Py je s.

Uvazujme teraz lubovolnt ¢erveni hranu. Oznacéme vrcholy, ktoré spaja, z a .
7Z doteraz dokazanych tvrdeni vyplyva, ze v grafe G existuje kruznica dizky 2d + 1, do
ktorej patri aj nasa hrana zy. Najdeme ju napriklad tak, ze ten z vrcholov x, y, ktory je
blizsie ku koretiu v, s nim spojime, druhy spojime s Tubovolnym listom v jeho podstrome
a nasledne tieto dva konce prepojime cestou dizky d vedicou niektorou zo zvysnych
vetiev. Ozna¢me K tato kruznicu a z ten jej vrchol, ktory je od = aj y najvzdialenejsi.
Kedze K mé neparnu dizku, je z jednoznac¢ne uréeny. Vrcholy z aj y st od z vzdialené d,
keby boli blizsie, bolo by mozné kruznicu K skratif. To znamend, %e vrchol z spliia
podmienku, ktort sme na zaciatku klddli na koren v. Preto mozeme zopakovat celd
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tvahu, tentoraz so z ako s koreriom. Vrcholy x aj y buda v hibke d a teda budt mat
rovnaky stupen. Na zaciatku tivahy sme vSak vybrali lubovolni ¢ervent hranu, takze
kazdé dva vrcholy spojené ¢ervenou hranou st rovnakého stupna. Cervené hrany vsak
tvoria kostru grafu G. Takze tloha je vyrieSena.

2.5

(Podla Martina Podoldka.) Po nakresleni niekolkych obrazkov si uvedomime, Ze staci
uvazovat konvexné mnohouholniky M. Rovnobeznik R budeme hladat taky, ze stredy
jeho stran budu lezat vo vrcholoch mnohouholnika M (to je tiez jasné z obrazkov).

Obr. 56

Oznac¢me S stred stimernosti mnohouholnika M. Predpokladajme, Ze sme pre M
zostrojili rovnobeznik R spliiajici podmienky zo zadania. Nech stredy jeho stran si
vo vrcholoch Ay, Ay, By, Bo (obr.56). Ziaden bod mnohouholnika M nelezi mimo
pasu urc¢eného priamkami p;, ps rovnobeznymi s priamkou BiBs. Ked méame dant
usecku BjBs, tak priamky pi, p2 tvoria mnozinu bodov X takych, Ze trojuholnik
B1B3X ma obsah S (pre pevné kladné realne ¢islo S). Body X v spominanom péase
urcéuju trojuholnik B; B> X s obsahom mensim ako S, body X mimo pasu zase troj-
spominaného pasu, je A; takym vrcholom mnohouholnika M, ze obsah trojuholnika
B1B>A; je maximalny.

Analogickti ivahu vieme spravit pre pas uréeny priamkami ¢, ¢2. Preto obsah
trojuholnika A; A B> je maximalny spomedzi obsahov trojuholnikov A1 A X, kde X
je vrchol mnohouholnika M. Z tohto uz vieme, ako najst rovnobeznik R pre dany
mnohouholnik M.

Nech SA;B; je trojuholnik, ktorého obsah je najvicsi spomedzi obsahov trojuhol-
nikov SXY, kde X, Y st vrcholy mnohouholnika M (ak mame viacero moznosti pre
volbu Ay, Bj, vezmeme hociktoré). Nech A, By st obrazy bodov Aj, By v stredovej
sumernosti so stredom S. Rovnobeznik R, ktorého stredy stran st body A;, By, As,
B,, spliia vietky pozadované podmienky. Vypljva to z uvedenych tvah.
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TRETIA SERIA

3.1
Po chvili ski§ania objavime dve trojice spliiajice zadant rovnost: z = y = z = 1 pre
n=3ax=1,y=2 z=23pren =1 (samozrejme, v druhom pripade vyhovuji vSetky
trojice, ktoré dostaneme zmenou poradia ¢isel 1, 2, 3). Dalsie trojice sa ndm vsak nedari
najst ani po dlhom skiSani, vyzera to tak, Ze uz iné nie su.

Zaoberajme sa tym, ¢o musi vyhovujtca trojica z, y, z spliiaf. Inymi slovami, pred-
pokladajme, Ze prirodzené éisla z, y, z spliaju zadand rovnost pre nejaké prirodzené
¢islo n. Je zrejmé, ze potom

z3 + 3 4 23 = 2?2y 22 (1)

KedZe na pravej strane je sucin troch druhych mocnin a na lavej stadet troch tretich
mocnin, da sa ocakavat, Ze tato nerovnost bude pre ,,velké“ hodnoty z, vy, z splnend len
rovnaké hodnoty totiz vyraz napravo bude rast ako Siesta mocnina, resp. ako stvrta, ak
je jedno z ¢isel ,malé“ a zvysné dve su ,velké“). Tato tvaha ndm priamo nepomoze,
avsak prezradza, ze dolezité je usporiadanie ¢isel x, y, z. Bez ujmy na vSeobecnosti teda
predpokladajme, ze © = y = z. Nerovnost (1) potom mozeme rozsirif na tvar

3xd =23 4 a2 2> 4y 4 22 > %P > %yt 1, ¢ize 3z >9y%  (2)

(pouzili sme fakt, Ze z = 1 a predelili sme nerovnost kladnym vyrazom z?2).

Este musime nejako vyuzit podmienku, Ze x, y, z st prirodzené. Pravéa strana zadanej
rovnosti je delitelnd vyrazom z2. Preto aj fava strana nim musi byt delitelna, odkial
vyplyva, ze 22 | y® + 23 (premyslite si, pre¢o). Dostdvame tak nerovnost

2
X
P2+ Sy Y =20 dre o

[IA

y> (3)

Teraz uz staci dat nerovnosti (2), (3) dokopy. Kedze vSetky uvazované vyrazy sa kladné,
mozeme prvi z nich umocnif na tretiu a druhti umocnit na druhii. Spojenim dostaneme

4
x
2723 > b > T ¢ize (po vydeleni ixS) 27 -4 2 x.
Najvicsie z trojice Cisel je teda nanajvys 108 a uz len stac¢i vyskusat konecne vela
moznosti.

Kedze tych moznosti je pomerne vela, skisme doterajsie nerovnosti vylepsit (zatial
sme boli zbytoc¢ne prili§ , velkorysi“ a robili sme len velmi hrubé odhady). Nasledujtca
Cast rieSenia bude najmi podla Katariny Turekovej a Michala Szabadosa.

Nerovnost (2) mozno zapisat v tvare

ny?z?

1\

323 2 2% + 3 4 22 = na?y?22, Cize 3z



KORESPONDENCNY SEMINAR SK MO, RIESENIA 139

apo umocneni 922 > n2ytz?* (stale st vietky vyrazy kladné, takze si to mozeme dovolit).

S vyuzitim tohto vieme nerovnost (3) rozsirit na

< 2% <243, ¢ize (po vydeleni %yg) n?yz* < 18. (4)

Z toho je jasné, ze z = 1 (inak n?yz* > 2% > 32 > 18, stale totiz predpokladame, ze
y = 2) an < 4 (inak n?yz? = n? = 25 > 18). Ostava teda overit len niekolko mélo
pripadov, akt hodnotu moze n nadobudat.

MozZnosti n = 3 a n = 1 pripustné sd, ako sme uviedli na zac¢iatku (zadanie
nevyzaduje najst vietky trojice spliiajuce dani rovnost, takze viac sa tymito pripadmi
zaoberat nemusime, nie je vSak tazké ukazat, Ze okrem tych spomenutych uz iné trojice
neexistuju).

Ak n = 4, nerovnost (4) mé tvar 42 -y - 14 < 18, t.j. nutne y = 1. Podla (3) potom
22 <2-13 =2 anutne z = 1. Aviak pre = y = z = 1 mdme n = 3. Takze pre n = 4
zadand rovnost nie je nikdy splnena.

Ak n = 2, nerovnost (4) mé tvar 22 -y - 1% < 18, takze y < 4. Uz skor sme odvodili,
ze 12 | y> + 23. V tomto pripade preto 22 | y3 + 1. Pre y = 4 dostavame 2 | 65, ¢o je
nie mozné pre ziadne x = y. Pre y = 3 mame 2?2 | 28, ¢o opit nedéva ziadnu moznost
pre £ = y. Pre y = 2 mame 22 | 9, teda jedind moZnost pre x = y je z = 3. Trojica
r=3,y=2, 2=1vSak ddva n = 1. Konecne pre y = 1 mame 22 | 2, odkial z = 1
a opit n # 2.

Odpoved. Jediné kladné celé &isla n spliiajice podmienku zo zadania st 1 a 3.

3.2

Ocislujme gulocky zlava doprava ¢islami od 1 do 2005 a pre n-ti z nich ozna¢me s,
stucet poc¢tu bielych gulo¢ok napravo a poc¢tu ¢iernych gulocok nalavo od nej. Pozrime
sa teraz blizsie na dve susedné gulocky na miestach n a n+ 1. Ak st obidve ¢ierne, tak
napravo od seba maju obe rovnako vela bielych gul6¢ok a gulocka s poradovym ¢islom
n + 1 ma nalavo o jednu ¢iernu gul6cku viac ako n-ta, preto s,11 = s, + 1. Podobne,
ak st obe biele, tak s,11 = s, — 1. Napokon, ak st réznych farieb, tak bud mé n-ta
napravo o jednu bielu gul6¢ku viac a nalavo o jednu ¢iernu menej ako gulocka s ¢islom
n 4+ 1 (to nastane, ak prvd z nich je ¢ierna a druha biela) alebo su tieto pocty pre
obe guléc¢ky rovnaké (pre opa¢né poradie farieb). Tak ¢ tak, v oboch tychto pripadoch
mame S,11 = S,. A to okrem iného znamenad, ze susedné sucty sa nikdy nelisia o viac
ako o 1.

Zacnime teraz prechadzat gulocky zlava doprava a sledujme, ako suvisi farba n-tej
gulocky s tym, kolkokrat sme uz videli jej stucet s,,. Nech S je nejaky stcet vyskytujici
sa v nasej postupnosti aspon dvakrat a nech m a n st dve po sebe idtice miesta jeho
vyskytu (¢ize s, = s, = S a medzi poziciami m a n sa uz S nenachadza). Ukazeme,
7e m-ta a n-td guldécka maju rozne farby. Ak n = m + 1, tak mame dve susedné
pozicie s rovnakym st¢tom, preto sa farby gulocok na tychto miestach musia lisit.
Predpokladajme teraz, ze n > m + 1. Cisla Sm+41s--- sSn—1 su vSetky roézne od S
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a susedné sa liSia najviac o jedna, preto st bud vSetky vicsie ako S alebo su vSetky
mensie. Cize bud s,,41 = s, +1a 5,_1 = 5, +1 a potom m-ta gulocka musi byt ¢ierna
a n-ta biela, alebo s,,41 = s,y —1 a s,-1 = s, — 1 a farby st v opa¢nom poradi. Vidime
teda, ze s kazdym dal$im vyskytom stétu S sa zmeni farba prislichajicej gulocky.

Aké farba je vSak na mieste prvého vyskytu? Oznaéme B a C' celkové pocty bielych
a Giernych gulécok v rade. Aby sme nemuseli rozoberat rozne pripady podla farby prvej
a poslednej gulocky v rade, tak situdciu trochu zjednodusime. Pridajme na zaciatok
radu fiktivnu bielu gulocku a na jeho koniec fiktivnu éiernu gulocku'!. To ndm nijako
nezmeni sucéty s ... so005. Ak dodefinujeme sg a sog0g, tak dostaneme sg = B a Sog06 =
= (C. Pri prechode radom zlava doprava zac¢iname na suc¢te B, preto ked prvykrat
¢iernu gulocku. Podobne stéty mensie ako B (a zrejme aj samotné B) zac¢inaju bielymi
gulockami. No a rovnakym sposobom mozeme ukézat, ze sucty vicsie ako C konéia
bielymi a sti¢ty mensie alebo rovné C ¢iernymi gulockami.

Predpokladajme, ze B < C. Potom stc¢ty S (B < S < () za¢inaja aj kondia ¢iernymi
guldckami, preto sa musia v postupnosti vyskytovat neparne vela krat. Naopak, ostatné
sucty zacinaju a koncia gulockami roznych farieb a medzi st¢tami sa nachadzaju parny
pocet raz. Nesmieme vSak zabudnuf odpocitat jeden vyskyt suctov B a C' sposobeny
fiktivnymi guld6ckami. Dostaneme, ze neparne vela krat sa vyskytuju prave tie sucty
S, pre ktoré je B < S < (. Takyto sucet je ale podla zadania iba jeden, preto nutne
B=C—1a5 =1002. Pripad B > C mozno vySetrit podobne.

Este sme neukazali, Ze situacia, ked jediny stcet vyskytujuci sa neparny pocet krat
je 1002, moéze naozaj nastat. Uvazujme preto rad 1002 bielych a 1003 ¢iernych gulo¢ok
rozostavenych na striedacku (zacinajuci aj koncéiaci ¢iernou guléckou). V kazdej susednej
dvojici maju guldécky navzajom rozne farby, preto su vSetky sucty rovnaké a rovné s; =
= 1002. Medzi stuctami sa teda vyskytuje jedine c¢islo 1002 a to je tam 2005-krat.

Iné riesenie. V predchadzajicom rieSeni sme nijako nezasahovali do toho, ako
st gulocky v rade zoradené. Co keby sme ich vsak skusili vhodne poprehadzovat?
Zoberme dve susedné gulocky roznych farieb. Uz vieme, Ze obe musia mat rovnaky
sucet, ozna¢me ho S. Ak tieto gulocky navzajom vymenime, tak oba sucty klesni alebo
stipnu o jedna, podla toho, ¢i je prva gulocka ¢ierna a druhé biela, alebo naopak.
Pocet vyskytov suctu S teda klesne o dva, zatial ¢o jeden zo stctov S —1, S+ 1 sa bude
v postupnosti nachadzat o dva razy viac. To znamend, Ze parita po¢tu ich vyskytov sa
vobec nezmeni. Takymito vymenami moézeme preusporiadat gulocky do stavu, v ktorom
méame na zaciatku radu vSetky ¢ierne gulocky a dalej vSetky biele gulocky. Odtialto je
uz tlohu doriesit jednoduché.

3.3

Po nakresleni niekolkych obrazkov mozno spozorovat niekolko faktov:
(1) Cela situacia je urcena trojuholnikom ABC, nemame ziadne dalsie volitelné pa-
rametre.
11 Pouzivanie takychto neutralnych okrajovych prvkov (tzv. sentinelov) je beZné najmé v programo-

vani. V rieSeniach vicSinou nehraju kltcovu rolu, dokdzu vsak zjednodusit oSetrovanie $pecidlnych
pripadov.
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(2) Polohu skoro vSetkych bodov ur¢ujeme pomocou velkosti uhla ABC. Preto ak
budeme urcovat velkost nejakého uhla, skiisime ju vyjadrit pomocou |[FABC| =
— 6.

(3) Bod O sluzi len na urcenie polohy bodu 7.

Pozrieme sa na pozorovanie (3) v duchu pozorovania (2). Uhol AOC ma velkost 20,
preto uhol AT'C neobsahujici bod B ma velkost 43. Ako vidime, treba rozobrat mozné
polohy bodu T'. Budeme zaoberat situéciou, ked bod T lezi v polrovine opa¢nej k ACB
(pripad, ked T lezi v polrovine AC'B, moZno vyriesit podobne). Potom uhly AT M aj
CTM maju velkost 180° — 20 (to je kladné ¢islo, kedze trojuholnik ABC' je ostrouhly).
Bod T lezi na osi strany AC' a jeho presna poloha je urcend spominanymi uhlami.

Obr. 57

Pozrime sa na bod D. Uhly M DB a C' BD maja rovnakt velkost. St vS§ak umiestnené
tak, Zze nevytvoria tetivovy $tvoruholnik. Mézeme vytvorit rovnoramenny trojuholnik,
ked tsec¢ku DM predlZime tak, aby prefala priamku BC v bode D’. Potom uhol BD'D
maé velkost 180° — 2. Taky uhol sme ziskali aj pri urc¢ovani polohy bodu T'. Zo zhodnosti
uhlov CT M, BD'D vyplyva, ze body C, M, T, D’ lezia na jednej kruznici (obr.57),
i ked zdovodnenie tohto faktu moze byt rozne v zavislosti od poradia bodov B, C, D’
na priamke BC. Uhol CMT je pravy, preto aj uhol CD'T je pravy (to zrejme plati aj
v Specidlnom pripade, ked C = D’).

Analogickti ivahu vieme spravit aj pre bod E: ak E’ je priesecnik priamok EM
a BA, tak uhol BE'E mé velkost 180° — 23 a uhol AE’T je pravy. Takze body D', E’
lezia na Téalesovej kruznici nad priemerom BT

Uhly DE’'E a DD’E maju rovnaka velkost a body E’, D’ lezia v rovnakej polrovine
uréenej priamkou DE, preto body D, E’, D', E lezia v tomto poradi na kruznici.

O situacii sme zistili nemalo, zbavili sme sa bodov O, A, C aj M. Zistime, ¢i
o zvysnych bodoch vieme dost na to, aby sme dokéazali, ze BT a DE st na seba kolmé.
Nakreslime obr. 58, ktory obsahuje iba body B, T, D, E, D', E'.
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Obr. 58

Oznac¢me velkosti uhlov TBE, BED postupne ¢, €. Nasledujice tvrdenia si treba
rozmysliet pre obe situacie, ktoré mozu nastat: bod E’ lezi na tsecke BD alebo mimo
nej. Stvoruholnik DE’D'FE je tetivovy a preto uhol BE’D’ m4 velkost €. Stvoruholnik
BE'TD’ je tetivovy, preto uhol D'E’T ma velkost . Takze

|XBT,DE| = ¢ +¢ = |IBE'D'|+ |[SD'E'T| = |3BE'T| = 90°.

Poznamka. Ak poznadme kruznicovi inverziu, nemusime uhly na zaver pocitat. Ked
vieme, ze body D, E’, D', E lezia na kruznici, tak mocnost bodu B k tejto kruznici
je |BD| - |BE'| = |BD'| - |BE| = r? (pre nejaké ¢&islo r). Spravime preto inverziu so
stredom B a polomerom r. V tejto inverzii sa priamka BT zobrazi na seba a priamka DFE
sa zobrazi na kruznicu prechédzajicu bodmi D', E’ a B, teda na kruznicu opisant $tvo-
ruholniku BD'TE’. Priamka BT je na tato kruznicu kolma'? (prechadza jej stredom)
a inverzia zachovéava velkosti uhly.

3.4

Keby sme mohli polozit y = 0, dostali by sme f(xa) = a + z, kde a = f(0). Z ¢oho by
hned vyslo rieSenie. AvSak v definiénom obore funkcie f nula nie je.

Po dosadeni x = 1 dostaneme rovnost f(f(y)) = f(y)+1. Ozna¢me w = f(y). Potom
f(w) =w+ 1 a mame rieSenie. Problém je v tom, Ze posledny vztah plati len pre ¢isla
w z oboru hodndt funkcie f, a to nemusi byt celé RT. (Naozaj nebude, ako uvidime
dalej.)

Dosadenim y = 1/x dostaneme

faf(/z)) = f(1) + .

Tato rovnost ndm moze pomoct. Je v nej totiz konstanta f(1) a ni¢im neobmedzované z.
Prava strana rovnosti méze nadobudat vSetky hodnoty ostro vicsie ako f(1). Kedze

12 Uhol priamky a kruZnice je definovany ako uhol, ktory zviera priamka s dotyénicou ku kruznici
zostrojenou v priese¢niku danej priamky a kruznice.
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nalavo mame iba jeden ¢len f(xf(1/x)), musi funkcia f nadobudat vSetky hodnoty

.....

uvahy predosly poznatok, dostaneme, Ze pre vSetky w € (f(1),00) plati f(w) = w + 1.
Co vsak s ¢slami mensimi alebo rovnymi f(1)? Ked méame Iubovolné y > 0, vieme

.....

predchédzajiceho urobit tpravy

f(xf(y)) = f(zy) + =,

rf(y) +1=ay+1+zx,
zf(y) =z(y+1),
fly)=y+1

Poslednt Gpravu sme mohli spravif, pretoze > 0. Mame teda jediné mozné rieSenie,
a to funkciu spliiajucu f(z) = z + 1 pre vSetky x € RT. Skiskou spravnosti lahko
zistime, ze toto rieSenie naozaj vyhovuje.

Iné rieSenie. Zvolme x = f(z). Postupne dostdvame, Ze pre Iubovolné y,z € R*
plati

F(f(2)f(y) = f(f(2)y) + f(2),
f(f&) )= flzy)+y+ f(z (vyuzili sme pdvodni rovnost),
f(fW)f(=))

)

(
(zy) (2)

= f(yz) + z+ f(y) (symetricky sme zamenili y a z),
(zy) (y) (spojili sme predoslé dve rovnosti),
(

Posledna rovnost hovori, Ze vyraz f(z) — x nezavisi od hodnoty z, t.j. f(x) = =+ ¢ pre
nejaki konstantu c. Dosadenim do pdvodnej rovnosti uz fahko ur¢ime hodnotu c.

3.5
Viimnime si, ze y musi byt neparne. Pre zjednodusenie ozna¢me z = y®. Upravou
dostavame

202 = 2° 4 1,

207 = (2 + 1)(2* =22 + 22 — 2 +1). (1)

Najdime pomocou Euklidovho algoritmu najvicési spoloény delitel ¢initelov na pravej
strane.

(z4+1,2* =224+ 22—24+ ) =(2+1,-224+22—24+1)=(2+1,322—2+1) =
=(z+1,-42+1)=(2+1,5).

To znamena, ze hladany najvicsi spolo¢ny delitel je bud 5 alebo 1. Predpokladajme
najskor, ze je to 1, teda Ze s zatvorky na pravej strane rovnosti (1) nestdelitelné. Ich
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7 v . . 7’ v ’ ’ . ’ /. . ° ’
sucin je dvojnasobkom stvorca, prava zatvorka je neparna a nesudelitelna s prvou, preto
musi byt sama $tvorcom. VS§imnime si vSak, Ze pre z > 1 plati

2 2z 1 ’ 4.3, .2 o 2,1 ’
i <-4 -2z41)< z—§+§

Cislo v strede je medzi dvoma po sebe idtcimi §tvorcami celych é&isel (z je neparne),
ono samo preto Stvorcom byt nemdze a dostavame spor. Najviicsi spoloény delitel z + 1
azt—23+2%—2+1 je teda 5, pravd strana (Cize aj lava) je delitelnd &slom 25, a nutne
5| x.

STVRTA SERIA

4.1

Trojuholnik AMC' je pravouhly, preto stred P jeho opisanej kruznice lezi v strede
strany AC. Tupé vnuatorné uhly trojuholnikov ABM a BCM zasa zabezpecuja, ze
body @ a R budu lezat mimo trojuholnika ABC (obr. 59).

A
P

B
Obr. 59

V kruZnici opisanej trojuholniku ABM je velkost obvodového uhla nad tetivou AB
rovna 180° — |[FAM B| = 30°. Velkost stredového uhla AQB bude dvojnasobok, ¢ize
60°. Trojuholnik AQB m4 dve strany rovnakej dlzky (|AQ| = | BQ|, oba st to polomery
opisanej kruznice) a uhol medzi nimi je 60°, AQB je teda rovnostranny trojuholnik.

Pozrime sa aj na rovnoramenny trojuholnik BRC'. Velkost obvodového uhla nad BC
je 180° — |4 BMC| = 60°, ¢ize uhol pri vrchole R je |<BRC| = 2-60° = 120°.

Co vieme o bodoch P, Q a R? Ako stredy opisanych kruznic lezia na osiach stran
prislusnych trojuholnikov. Konkrétne, obidva body P a () lezia na osi strany AM,
Cize priamka P(Q je osou strany AM. Z toho hned vyplyva, Ze trojuholniky PAQ
a QM P st zhodné a maja rovnaky obsah. Rovnako QR je osou tsecky BM a RP je
osou usecky C'M, preto obsah trojuholnika (Q BR sa rovna obsahu trojuholnika RM Q)
a obsah trojuholnika RC'P je rovnaky ako obsah trojuholnika PM R. Dohromady sme
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tak vyjadrili obsah trojuholnika PQ R. Ten sa rovna suc¢tu obsahov troch trojuholnikov
okolo neho, alebo, inak povedané, obsah trojuholnika PQ R je presne polovicou obsahu
pétuholnika AQBRC.

Treba este vypocitat obsah trojuholnika ABC. Presne ho vediet nepotrebujeme
— staci, ked dokdZzeme, Ze je men$i ako obsah trojuholnika PQR, ¢ize mensi, ako
polovica obsahu celého velkého p#tuholnika. Ozna¢me |AB| = ¢ a |BC| = a. Obsah
rovnostranného trojuholnika AQB so znamou dizkou strany vypoéitat vieme. Obsah
trojuholnika BRC' moZno tiez vyjadrit jednoducho; keby sme totiz nad stranou BC
zostrojili rovnostranny trojuholnik, bod R by bol jeho taziskom a teda obsah trojuhol-
nika BRC' je prave tretina obsahu rovnostranného trojuholnika so stranou a. Obsah
trojuholnika ABC' presne zistit nevieme. Keby bol pri vrchole B pravy uhol, obsah
by bol ac/2. AvSak pri vrchole B pravy uhol byt nemoze, inak by bod M musel lezat
niekde mimo alebo na obvode trojuholnika ABC'. Uhol pri B je preto rézny od pravého
— ¢o znamena, Ze obsah trojuholnika ABC' je urcite mensi ako ac/2. (Lahko to mozno
nahliadnut napriklad so zndmeho vzorca na vypocet obsahu trojuholnika S = %ac sin (3.)
Spolu dostavame

V32 V3a? ac
1 Sprc = T Sapc < R

SagB =
Dokazovani nerovnost postupne upravime na

SAQBRC
2 )
SagB +SBrc + Sac
2 )
Sapc _ Sags + SBrc
2 < 2 '

Sapc <

Sapc <

Posledntt nerovnost uz dokézeme lahko (vyuZijeme, Ze $tvorec redlneho ¢isla je vzdy
nezaporny):

2
Sapc _ac _ac 1 (V3¢  V3V3a V32 V3a®  Sags + Sere
=422 6 s T T 2 '

4.2

Kazdy stvorcek ma prave styroch susedov. Parny pocet bielych susedov znamena, ze
Stvorcéek susedi so ziadnym, s dvoma alebo so $tyrmi bielymi Stvoréekmi (ekvivalentne:
so $tyrmi, s dvoma alebo so ziadnym ¢iernym Stvorcekom). Ako mézu byt Gierne Stvor-
¢eky rozostavené? Hocikde méZzeme kreslif osamotené ¢ierne Stvorcéeky. Lahko zistime,
ze aj ,slucky, ¢ize nejaké zacyklené postupnosti stranami sa dotykajticich ¢iernych
Stvoréekov, vyhovuja. Tieto slucky sa vSak mozu nejakym sposobom tiez spajat a tak
vznikaji naozaj komplikované obrazce ako na obr. 60.
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Obr. 60

Dalej to treba skusaf pre konkrétne jednoduché aj zlozité pripady. Vhodne ofarbu-
jeme biele Stvoréeky zelenou a ¢ervenou. Pritom sa snazime objavit nejaké stvislosti,
vSeobecné postupy, skusit sformalizovat postup, ako ofarbujeme. AZ ked vieme presne
popisat postup, da sa o nom dokézat, ze vedie k spravnemu ofarbeniu. UkdZeme si dva
z moznych postupov.

Medzi bielymi susedmi ¢iernych poli¢ok su isté vztahy. Napriklad ak mame céierne
policko susediace s prave dvoma bielymi polickami, tak tieto musia mat po ofarbeni
roznu farbu. Takéto vztahy medzi $tvoréekmi sa velmi dobre znazornuji pomocou

o vy

Obr. 61

Vrcholmi grafu budu vsetky biele stvorceky, ktoré susedia s aspon jednym cCiernym.
Hrany medzi nimi budi znézornovat vlastnost ,tieto dva Stvoréeky musia mat roznu
farbu“. Pre rozne rozpoloZenia susedov ¢iernych poli¢ok tie hrany moéZzeme zvolit tak,
ako na obr.61. V poslednom type to mozeme spravit aj inak, ale ukaze sa, Ze takto
(dve sikmé hrany) je to najvyhodnejsie.

Ak sa nam podari vrcholy takto zostrojeného grafu ofarbit dvoma farbami tak, aby
ziadne dva susedné vrcholy nemali rovnaka farbu, potom rovnako mézeme ofarbit aj

Stvoréeky a zjavne mame vyhovujice ofarbenie. Konstrukciu grafu si mozno ozrejmit
z obr. 62.
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Obr. 62

Previedli sme tlohu na ofarbenie grafu dvoma farbami. Co nam takéto ofarbovanie
moze prekazit? St to cykly (v grafovej terminolégii nazyvané kruZnice) neparnej dlzky.
V cykle sa musia pri dobrom ofarbeni farby dookola striedat, no pre neparny cyklus to
zrejme nejde. Chceme zodpovedat dve na otazky: (1) ¢i vieme pozadovanym sposobom
zafarbit Tubovolny graf neobsahujici cykly neparnej dlzky a (2) ¢ nas graf je naozaj
vzdy bez takychto cyklov.

(1) Nech v naSom grafe neexistuje cyklus neparnej dlzky. Vrcholy budeme ofarbovat
nasledovne. Na zaciatku zoberieme nejaky neofarbeny vrchol a zafarbime ho zelenou.
V druhom kroku ofarbime vSetkych jeho nezafarbenych susedov cervenou, v trefom
nezafarbenych susedov tych cervenych zelenou a takto pokracujeme, kym nezafarbime
vSetky vrcholy. Ak takto vzniknuté ofarbenie bude vyhovujtce (susediace vrcholy maji
rozne farby), tak je vSetko v poriadku. Ind situécia nemoze nastat, ¢o dokédzeme sporom.
Predpokladajme, Zze dva susedné vrcholy maju rovnaka farbu. Zoberme prvy krok,
v ktorom sa to ,,pokazilo“, nech je to k-ty krok. T4 chyba musela nastaf tak, ze nejaké
dva vrcholy zafarbené v k-tom kroku (rovnakou farbou) st susediace. Potom ale vedu
cesty dlzky k — 1 z poéiatoéného zeleného vrcholu ku obom vrcholom a medzi nimi je
hrana. Keby tie cesty nemali spolo¢ni hranu, tak hned méame cyklus neparnej dizky,
teda spor. A aj ak obe cesty nejaké spolo¢né hrany maji, ni¢ to nemeni na tom, ze
niekde sa tam cyklus neparnej dlzky najde. Preto neexistencia cyklu neparnej dlzky
implikuje dobra ofarbitelnost dvoma farbami.

(2) Ostéva ukazaf, e v nami zostrojenom grafe nie je cyklus neparnej dizky. Je
jasné, ze vysledny graf je rovinng, t.j. hrany sa nekrizuji mimo vrcholov. Zavedme
stradnicovu ststavu pre Stvoréeky (teda polohu $tvorceka bude vyjadrovat usporiadana
dvojica celych ¢isel). V grafe mame dva druhy hran. Tie rovnobezné s hranami Stvorca,
ktoré spajaju Stvoréeky so stradnicami (a,b) a (a,b+ 2) (resp. (a + 2,b)) a tie §ikmé,
ktoré spajaju (a,b) s (a+ 1,b+ 1) (resp. s (a + 1,b — 1)). Zoberme Iubovolny cyklus
v nasom grafe. Ked po tiom prechddzame dookola, Sikmé& hrana zmeni paritu oboch
stradnic, preto Sikmych hran musi byt v cykle parny pocet (aby sme sa dostali do toho
vrcholu, v ktorom sme zacali). Sta¢i uz len ukazat, Ze aj ostatnych je parny pocet. Na
to zostrojime ,¢ierny“ graf, ktory bude vyjadrovat susednost ¢iernych poli¢ok. Vrcholy
v Glernom grafe budu ¢ierne policka a hrany buda vyjadrovat to, Ze spolu dané dva
Stvorceky susedia. Bude to vyzerat ako na obr. 63.
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Obr. 63

Majme opét Tubovolny cyklus v pévodnom grafe. VSimnime si jeho hrany, ktoré su
rovnobezné s mriezkou. Kazda taka hrana pretina ¢ierny graf prave raz a to v nejakom
jeho bode. Sikmé hrany nemaji s ¢iernym grafom ni¢ spolo¢né. Rozdelme vrcholy
¢ierneho grafu na dve skupiny. Na tie, ktoré lezia vnutri toho cyklu (tto mnozinu
ozname V1) a tie, ktoré lezia na cykle alebo mimo neho (oznac¢me ich V3). Takto
celkom prirodzene cyklus rozdelil vrcholy ¢ierneho grafu na dve disjunktné mnoziny.
Nés zaujima parita poc¢tu vrcholov ¢ierneho grafu, ktoré lezia na obvode cyklu. Pocet
tych vrcholov je zrejme taky isty, ako pocet vsetkych hran, ktoré spajaja vrcholy z V3
a V5. Vo vSeobecnosti vSak plati, ze v parnom grafe (t.j. takom, ze z kazdého vrcholu
vychadza parny pocet hran) plati, ze ak jeho vrcholy rozdelime na dve mnoziny, tak
medzi nimi je parny pocet hran (rozmyslite si preco). Tym je tvrdenie dokdzané.

Iné riesenie. Najdeme dostato¢ne dobry popis, ako Stvorcéeky farbit vo vSeobecnosti.
Tedrii grafov sa vSak opidf nevyhneme. Ak mame len izolované ¢ierne Stvorceky, lahko
rovinu ofarbime napriklad striedanim zelenych a ervenych riadkov. Co vsak so sluc-
kami? S jednoduchymi sluckami (bez takych ¢iernych policok, ktoré susedia so Styrmi

[ BN JNoAN BEeRN Jie]
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¢iernymi) sa dé ofarbif rovnako striedanim zelenych a ¢ervenych riadkov, akurat farby
vo vnutri sludiek vymenime (ako na obr. 64). Zdovodnit, preco to ,,funguje®, nie je tazké.
Horsie je to pre zlozZitejsie slucky, tam treba farby vymienat este aj vo vnutri (obr. 65).

Tieto poznatky sa daju sformalizovat do nasledujiceho postupu. Opif zavedme
suradnicovu ststavu a ¢ierny graf z prvého rieSenia. Farbu policka bude ovplyviiovat
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riadok, v ktorom lezi (kedZe farby sa snazime striedat po riadkoch) a to, v akych
cykloch lezi. Spravme to nasledovne. Vieme, Ze ¢ierny graf je parny (z kazdého vrcholu
vychadza parny pocet hrén). Cely ¢ierny graf rozlozime na cykly, ktoré spolu obsahuji
vSetky hrany ¢ierneho grafu, ale Ziadnu nie viackrat. Ako to spravit? VsSimajme si
len neizolované ¢ierne vrcholy. Zoberme Tubovolny vrchol ¢ierneho grafu a vydajme sa
po hranédch ,na cestu® tak, aby sme sa nevracali (po kazdej hrane ideme nanajvys
raz). Kedze z kazdého vrcholu ida aspoti dve hrany, tak sa to d4. Casom narazime na
nejaky vrchol, v ktorom sme uz boli, ¢im vlastne vytvorime nejaky cyklus. Odobratim
hréan tohto cyklu opidf dostaneme parny graf s menej hranami. Opakovanim tohto
postupu odstranujeme postupne hrany cyklov, az minieme vSetky hrany. Preto existuju
disjunktné cykly Cq,Cy, ..., Cy také, ze ich zjednotenim je cely Cierny graf.

Je jasné, ze kazdy z nasich cyklov rozdeli rovinu na dve ¢asti: vonkajsiu a vnitorna
(cyklus je uzavreta krivka v rovine, konkrétne obvod mnohouholnika). Kazdé biele
policko teda lezi bud vnutri cyklu, alebo vonku; na hranici cyklu st len ¢ierne policka.
Preto mozeme spravit nasledujiicu vec.

Bielemu policku (a, b) priradime ¢islo a + P(a,b), kde P(a,b) vyjadruje pocet cyklov
z C1,Cy, ... ,Cy, v ktorych vnutri lezi Stvoréek (a,b). Teraz jednoducho staéi priradit
farbu podla parity a + P(a,b). Stac¢i ukazat, Ze pri vSetkych typoch rozmiestnenia
susedov ¢ierneho policka st jeho susedia dobre ofarbeni. Pre ilustraciu to spravime pre
dva pripady.

Pripad 1. Nech (a,b), (a+1,b), (a,b+1) st ¢ierne, (a —1,b) a (a,b— 1) biele. Potom
nam ide o paritu ¢isel a — 1+ P(a—1,b) a a+ P(a,b—1). Policka (a —1,b) a (a,b—1)
vSak susedia rohom, preto nemoze existovat cyklus taky, Ze jedno z nich lezi vnutri neho
a druhé vonku. Preto P(a — 1,b) = P(a,b— 1). Cize ¢isla, ktorych paritu skimame, sa
ligia len o 1. Inak povedané, bieli susedia (a,b) maja rozne farby.

Pripad 2. Nech (a,b), (a + 1,b), (a — 1,b) st &ierne, (a,b+ 1) a (a,b — 1) biele. Ide
nam o paritu ¢éisel a + P(a,b+ 1) a a + P(a,b — 1). Vieme, Ze cez tie ¢ierne vrcholy
prechddza prave jeden z cyklov. Jeden z vrcholov (a,b+ 1) a (a,b — 1) v iom zjavne
lezi a druhy nie. Kazdy dalsi cyklus bud obsahuje oba, alebo ani jeden z tych bodov.
Preto sa a + P(a,b+ 1) a a+ P(a,b— 1) ligia len o 1 a opdf mame, ¢o sme chceli.

4.3
Nech p, ¢ st rozne prvocisla a nech f:R — R je takd funkcia, ze f(x)? a f(x)? sa
polynémy. Ukézeme, ze potom aj f je polyném.
Ozna¢me P(z) = f(x)? a Q(x) = f(x)?. Tieto polynémy moézeme vyjadrit v tvare
Px)=r(z—a1)*(x —a)*? - (x — am)*™,
Q(z) = s( —b1)™ (x = by)* -+ (& — b)),
kde ay,...,am,b1,...,b, € C st korene P(z) a Q(z), a1,... ,qm,[1,...0, € N st
exponenty prislichajice tymto korefiom a «; # o, B; # B; pre vSetky i # j. Kedze f

je funkcia z R do R, je aj P z R do R, preto jeho najvyssi koeficient r je realne cislo.
Analogicky s € R. Vieme, ze (P(x))? = (f(z))?? = (Q(x))P, takze

Tq(x _ al)ouq(x _ az)azq . (x _ am)amq — Sp(x _ bl)ﬁlp(a;. _ b2)ﬁ2p .. (:L’ _ bn)ﬁ"p.
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Z tejto rovnosti polynémov vyplyva niekolko ¢iastkovych rovnosti. Zjavne r? = sP,

m=mna{ay,...,an} =1{b1,...,b,}, teda mnoziny koreriov P(z) a Q(x) sa rovnaju,
rozdiel je iba v nésobnosti korenov. Nech bez ujmy na vSeobecnosti a; = b;, potom
dostavame «;q = [;p pre vSetky i € {1,...,n}. KedZe p a ¢ s nestudelitelné, nutne
plaiag]|p.

Vsimnime si teraz, ze aspon jedno z cisel p, ¢ je neparne. Bez ujmy na vSeobecnosti
nech je to p. Potom je funkcia f v kazdom bode z € R jednoznac¢ne urcenad hodnotou
P(x). Oborom hodnét f je totiz podla zadania mnozina R a neparne odmocniny st nad
R jednoznac¢ne urcéené. Funkcia f musi byt tvaru

f(@) =rYP(z — a)/P(x — az)®/P -+ (x — ap)*™/?,

pretoze spliia rovnost (f(z))? = P(z). Navyse z predoslych tivah vyplyva jednoznac¢nost
tohto riesenia. Kedze p | cy;, funkcia f je polyném.

Iné riesenie. Namiesto komplexnych ¢isel vyuzijeme, Ze polynémy sa daju delit so
zvyskom. Preto pre ne funguju niektoré veci tak, ako pre celé ¢isla, napriklad vieme
najst najvicsieho spolo¢ného delitela dvoch polynémov.

Cisla p, g st nesudelitelné, preto existuju celé ¢isla a, b také, ze ap + bqg = 1. Podla
zadania existuju polynémy P(x) a Q(z) také, ze f(z)? = P(x), f(z)? = Q(x). Potom
mame

fl@) = f(a)*F = f(2) - f(2)" = P(2)*Q()".

Keby c¢isla a, b boli obe nezaporné, sme hotovi, to vSak takmer nikdy nie je pravda. Aj
tak vsak z toho vieme, Ze nasa funkcia sa déa zapisat v tvare

o) = G

kde R(z) a S(x) st nesudelitelné polynémy s redlnymi koeficientmi. Potom

Lava strana je delitelnd polynémom S(x), preto aj prava musi byt. Lenze R(x) a S(x)
st nestudelitelné. Toto moze nastat len vtedy, ked je polyném S(z) konstantny a teda
f(z) = R(z)/S(z) je polyném.

4.4

Po chvilke kreslenia roznych cestnych sieti usidime, Ze hladané sief s minimalnou
dlzkou vyzera asi ako na obr.66. Je jasné, ze sa musi skladat z useciek, kedze tsecka
je najkratSou spojnicou dvoch bodov. Pripustame aj to, Ze niektoré z bodov budu
totozné, napriklad body E a F, & A a E. Cela cestna siet lezi vnutri obdlznika: keby
nejaky bod bol mimo, namiesto neho pouzijeme k nemu najblizsi bod obdlznika; takouto
konstrukciou by sa dlzka siete skratila.
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Obr. 66

Siete s tromi a viac krizovatkami uvazovat netreba. Preco? Majme nejaku siet
s minimalnou dizkou. Vezmime jednu cestu z A do B takd, Ze nepretina sama seba
(taka cesta musi existovat, cestnd sief je suvisld). Bod C bud uz lezi na tejto ceste,
alebo je na 1nu nejako pripojeny. Pripojeny moze byt len v jednom bode jednou cestou,
inak by sme dostali v cestnej sieti okruh, a ten v sieti minimélnej dizky byt nemoze. Na
spominané cesty musi byt pripojeny bod D, pribudne jedna dalsia krizovatka. (Niektoré
tseky cestnej siete mozu mat nulova dlzku, ¢o zodpoveda tomu, Ze krizovatka splyva
s inou krizovatkou alebo niektorym vrcholom obdlznika).

Uvazujme otocenie okolo bodu A o 60° proti smeru hodinovych rucic¢iek. V mom
sa bod D zobrazi do bodu K a bod E do bodu L. Trojuholniky ADK a AFEL su
rovnostranné. Trojuholnik ALK je zhodny s trojuholnikom AED, preto |KL| = |DE].

Obr. 67

Dalej uvazujme otocéenie okolo bodu B o 60° v smere hodinovych ruciciek. Bod C
sa zobrazi do bodu M a bod F' do bodu N. Podobne ako v predchadzajucom pripade
st trojuholniky BCM a BFN rovnostranné a trojuholniky BFC a BNM zhodné.
Celkovo je teda stidet dlZok tisekov nasej cestnej siete rovny

|DE| + |AE|+ |EF|+ |BF|+|CF| = |KL|+ |LE|+ |EF| + |FN| + |[NM|,
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o je vzdy aspon dlzka tsecky K M.

Rovnost nastane vtedy, ked lezia tseky KL, LE, EF, FN, N M na priamke (obr. 67),
t.j. prave vtedy, ked trojuholniky AED a BFC st rovnoramenné s uhlami 120° pri
vrcholoch F a F'.

Ostava uvéazit, ¢i robime takéto trojuholniky nad dlhsimi, alebo nad krat$imi stra-
nami obdlznika ABCD. Ak |AB| > |BC|, tak |KM| = |AB| + |BC|V/3 < |BC| +
+ |AB|v3. Uvedené trojuholniky teda zostrojime nad krat$imi stranami obdlZnika.
Vtedy je taktiez zarucené, ze oba trojuholniky AED a BF (' nemaja spolo¢ny bod.

4.5

Ako prvé by sme si mali v§imnit, Ze medzi danymi operaciami je jeden zasadny rozdiel.
Vykonanim (1) sa pocet zemiakov o jedna znizi, zatial ¢o pouzitim (2) sa ich pocet
nemeni. Z toho moézeme hned usiudit, ze operéaciu (1) mézeme pouzit iba konecne vela
krat. Pre prvu cast tlohy teda staci ukdzaf, Ze nie je mozné donekonecna opakovat
operaciu (2) bez toho, aby sme niekedy nevykonali operdciu (1). Inak povedané, po
istom poéte operacii (2) sa nutne dostaneme do situécie, v ktorej uz nemoézeme (2)
pouzit. V prvej ¢asti tlohy preto budeme predpokladat, Ze pouzivame iba operaciu (2).

Pre zjednoduSenie vyjadrovania ocislujme vrecia zlava doprava celymi ¢islami od
—o0 do oo (zatial nezélezi na tom, kde presne sa nachadza nula) a oznac¢me celkovy
pocet zemiakov n (ten teraz ostéava konstantny pocas celého procesu). Najprv ukazeme,
ze vsetky zemiaky ostévaju v ohranicenej oblasti radu vriec. Presnejsie, existuje d,,
také, ze ak sa na zaCiatku zemiaky vyskytuju len vo vreciach {a,...,b}, tak po
Tubovolnom pocte krokov budu vzdy len vo vreciach {a — d,,... ,b+ d,}. Toto zrejme
plati pre malé pocty zemiakov: mozeme zobraf napriklad di = 0 a dy = 2. Dalej
pokracujeme indukciou. Predpokladajme, ze sme nasli dy,...,d,_1 a pozrime sa na
nejaké pociatocné rozostavenie n zemiakov. Oznacme a, resp. b ¢islo ,najlavejSieho*,
resp. ,najpravejSiecho* vreca obsahujiiceho aspon jeden zemiak v tomto rozostaveni.
VZdy, ked odoberieme zemiak z nejakého vreca, priddme po jednom zemiaku do vriec
napravo aj nalavo od neho (nie nutne do susednych vriec), preto budeme mat vzdy aspon
jeden zemiak v oboch intervaloch (—oo,a) a (b, 00). To vSak znamend, Ze presunutim
a najlavejsim zemiakom tieZ aspon na d. Zemiakov je vSak stale rovnako vela, preto ich
roztahovanim sa musia zvic¢Sovat medzery medzi susednymi zemiakmi. Konkrétne, ak
je vzdialenost medzi okrajovymi zemiakmi aspon d, tak medzi nimi musi existovat tisek
dlzky aspoti (d+1—n)/(n—1) neobsahujuci ziadne zemiaky. Ozna¢me m = max{d;; 1 <
< ¢ < n}. Hned ako dostaneme nejaky zemiak do vzdialenosti aspon (2m + 1)(n —
— 1) od poéiatoénych pozicii {a,...,b}, vznikne medzera dlzky aspoin 2m. Tato nam
rozdeli zemiaky na dve skupiny vzdialené aspon 2m obsahujiice menej ako n zemiakov.
Roztahovanie oboch skupin je vSak ohrani¢ené ¢islom m (tak sme m zadefinovali), preto
zemiaky v roznych skupinich sa uz nemozu dostat dost blizko na to, aby sa navzajom
ovplyviovali. To znamend, Ze od tohto okamihu mozeme posunuf okrajové zemiaky
najviac o m. Odtial d,, ~ (2m + 1)(n — 1) +m.

Vsimnite si, Ze kazda operacia (stale len druhého typu) ndm akosi ,,zanésa“ zemiaky
dolava. Formalne, s kazdou operaciou sa aritmeticky priemer pozicii vSetkych zemiakov
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(ktory sa da predstavit ako ich tazisko) zmensi o 1/n. My uz ale vieme, ze vSetky mozné
pozicie st zdola ohranic¢ené (¢islom a —d,,), a preto aj ich priemer musi byt ohraniceny.
To znamené, ze mozeme vykonat len obmedzene vela operacii.

Tym sa dostavame k druhej c¢asti tlohy, kde musime znovu zobrat do tvahy obe
zadané operacie. Snazime sa najst nejaky uzito¢ny invariant (vlastnost, ktora sa za-
chovava pocas celého procesu). Predstavme si, ze kazdému zemiaku priradime nejaka
hodnotu zavisli na jeho aktualnej polohe a vSetky tieto hodnoty potom sc¢itame. D4 sa
to spravit tak, aby sa tento stcet vykonévanim operécii nemenil? Ozna¢me Hj hodnotu
priradent zemiaku vo vreci s ¢islom k. Pozadujeme, aby Hy + Hyi1 = Hygio a 2Hy, =
= Hy_o + Hpy1. Lahko mozno overit, Ze Fibonacciho postupnost (definovana vztahmi
Fr=F,=1aF,=Fy,_1+F;_oprek > 2) spliia obe tieto podmienky. Aby sme sa vyhli
problémom so zédpornymi indexmi, mozeme precislovat vrecia tak, aby vSetky zemiaky
boli vZdy len napravo od nuly (to vieme urobit, kedze zemiaky sa mozu vyskytovat len
v ohranicenej oblasti vriec).

Zamyslime sa teraz na tym, ¢o vSetko uz vieme povedat o zaverecnej situdcii. Stcet
hodnot vsetkych zemiakov sa vykonavanim jednotlivych operacii nemeni, takze na konci
musi byt taky isty, ako bol na zaciatku. Navyse vo vyslednej pozicii uz nemozeme spravit
ziadnu operaciu, preto vSetky vrecia obsahuju najviac po jednom zemiaku a z kazdych
dvoch susednych vriec je aspori jedno prazdne. Ostava ukazat, ze takéto rozostavenie je
iba jedno, ¢o uz nechévame na ¢itatela (mozno vyskusat napriklad indukciu vzhladom
na poziciu zemiaku, ktory je najviac vpravo).

PIATA SERIA

5.1

(Podla Tomdsa Kocdka.) VysktSajme najprv pohrat sa s malymi n. Pre n = 1 nie je ¢o
riesit, pre n = 2 staci spriemerovat 1 a 2 (v celom rieseni budeme pod , spriemerovanim*
Cisel a a b rozumiet ich nahradenie ¢islami (a + b)/2, (a 4+ b)/2). Pre n = 3 opét staci
jedno spriemerovanie ¢isel 1 a 3 (ich priemer je 2). Pre n = 4 sa to takisto lahko podari
— spriemerujeme 2 s 3 a 1 so 4 (susedia v kruhu), ¢im dostaneme namiesto vSetkych
Cisel g

Pre vyssie n to uz tak Tahko nepdjde a pokial skiSame dost dlho, asi nam v hlave
kruhy ¢isel si mozno vsimnut, Ze ak vezmeme miniméalne a maximaélne ¢islo v kruhu
(v pripade, Ze ich je viac, vezmeme Tubovolné z nich), tak postupnost ¢isel od minima
k maximu oboma smermi je neklesajtuca. Inak povedané, ak ideme od minima k maximu,
tak sa nestane, aby sme prisli k mensiemu ¢islu nez bolo to predchadzajtce. Plati to
pre postupnost v smere hodinovych rudiciek aj pre postupnost v smere opa¢nom.

Skisme toto pozorovanie dokézat. Budeme postupovat viac-menej indukciou — na za-
¢iatku je postupnost od minimélneho éisla 1 k maximélnemu n oboma smermi nekle-
sajuca (jedna z postupnosti mé len dva ¢leny). Teraz sta¢i ukazat, ze spriemerovanie
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hocakych dvoch susednych ¢isel z kruhu tato vlastnost neporusi. Ak chceme spriemero-
vat dve Tubovolné ¢isla a < b rozne od minima a maxima, zrejme je a ,,blizsie“ k minimu
neZ b (priemerovat dve rovnaké ¢isla nemé zmysel). Oznacme ich susedov z, y, pri¢om

r<a<by.
Po spriemerovani z toho dostaneme

a+b a—l—b<
2 - 2 y7

<

teda vlastnost sa nepokazila. (Predchadzajice nerovnosti platia kvoli tomu, ze 2x <
S2a<a+b<2b=2y.)

Co sa ale stane, ak je jedno z ¢isel a < b minimom ¢ maximom? DokéZeme iba pripad,
ked za a vezmeme minimum. Ostatné pripady (pripad, ked b je maximum a pripad, ked
a je minimum a zaroven b maximum) mozno rozobrat podobne. Ak teda vezmeme za
a minimum a za b jedného z jeho susedov, tak druhé susedné ¢islo z moze byt vicsie
ako priemer a a b. Potom po spriemerovani a ostane minimom (aj ked ,neostrym*, ¢o
vSak naSej vlastnosti neprekaza). V opa¢nom pripade, ak z nie je vicSie ako priemer a
a b, sa z stdva novym minimom a nasa vlastnost — neklesajicost od minima k maximu
— sa opit nepokazi.

Pozrime sa teraz na situaciu odzadu. Na konci si1 vSetky cisla rovnaké a st rovné
(n+1)/2 (to je zrejmé z toho, Ze pri priemerovani sa nemeni stucet ¢isel v kruhu).
Jeden fah pred koncom museli byt vedla seba dve ¢isla, z ktorych jedno malo hodnotu
(n+1)/2 — k a druhé (n+ 1)/2 + k pre vhodné k > 0, aby ich priemer bol (n + 1)/2.
Navyse k # 0, aby sme tymto spitnym tahom vyrobili iny stav. Predposlednym tahom
sme ziskali dvojicu rovnakych ¢isel (n+1)/2, (n 4+ 1)/2, lebo v kruhu nie st ziadne iné
rovnaké susedné ¢isla. Preto dva tahy pred koncom museli existovat dve susedné ¢isla,
ktoré mali hodnotu (n +1)/2 —1 a (n+ 1)/2 + [ pre vhodné [ > 0. V kruhu navyse
ostalo asponl jedno ¢islo s hodnotou (n + 1)/2 vdaka tomu, ze n = 5.

Bez ujmy na vSeobecnosti nech je k = [. Potom je v kruhu (dva tahy pred koncom)
¢islo (n+1)/2—k minimom a (n+1)/2+k maximom. KedZe st tieto dve ¢isla vedla seba,
musia byt vdaka dokézanej vlastnosti vSetky ¢isla usporiadané vzostupne od minima
k maximu. Musia byt teda v poradi

n+1
2

n+1 n+1 n+1 n-+1 n+1
5 -1, 5 5 5 + I, 5 + k.

k,

Dostavame spor, lebo ¢éisla (n+1)/2—1a (n+1)/2 4+ 1 by mali byt susedné. Dokézali
sme, ze pre n = 5 sa pozadovany stav dosiahnuf neda. Dobre vidno aj to, pre¢o nam
to pre malé ¢isla fungovalo.

Iné riesenie. Uvedieme len naznak. Na zaciatku od vsSetkych ¢isel v kruhu odpoci-
tame celkovy priemer, teda (n+1)/2. Dostaneme kruh s ¢islami (—n+1)/2 az (n—1)/2
a nasim cielom je dostat v kruhu samé nuly (kedZe (n+1)/2 je to, ¢o sme cheeli dostat
na konci pred odpocitanim). Uz si len stac¢i uvedomit, ako sa moze pri priemerovani
menit poc¢et nal v kruhu.
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5.2

(Podla Michala Szabadosa.) Oznac¢me najprv body a uhly, ktoré budeme pri rieseni
pouzivat. Body @, X, Y st po rade stredmi tseciek AD, AP a DP a uhly «, 3, v st
vnatornymi uhlami trojuholnika DAP pri vrcholoch D, A, P (obr. 68).

D
a F
Y,r"’ ° C
Q Y X P
\
\
\
\
\
X
5]
N
A F B
Obr. 68

Zadanie tlohy trochu pozmenime. Nebudeme ukazovat, ze os tsecky EF rozpoluje
strany AD a BC, ale ekvivalentné tvrdenie, Ze trojuholnik EFF'() je rovnoramenny so
zékladnou E'F.

Usecky XY, QY a QX st stredné priecky v trojuholniku DAF, preto ho rozdelujt na
styri zhodné trojuholniky s nim podobné. Z podobnosti tychto trojuholnikov vieme cosi
povedat o velkostiach uhlov, konkrétne sa nam hodi, ze |[JPXQ| = a+ = |[4PYQ|.

Pozrime sa teraz na trojuholniky AEP a DFP. Stvoruholnik ABCD je tetivovy,
preto su velkosti uhlov PDF a PAFE rovnaké (obvodové uhly nad tetivou BC). Okrem
toho uhly PEA a PFD st pravé, preto trojuholniky PAE a PDF st podobné podla
vety uu. Potom vsak aj trojuholniky PXE a PY F' st podobné, lebo maju rovnaké
uhly pri vrchole P a st rovnoramenné (| XP| = |XE|=|XA|a|YP|=|YF|=|YD]).
Z tejto podobnosti budeme potrebovat vztah | EX P| = | PY F|. Z toho vyplyva, Ze

[FEXQ| = |[$PXQ| + |SEXP| = [JPYF|+|3QY P| = |4QY F|.

Z Télesovej vety a z vlastnosti strednych prie¢ok méame |EX| = |AX| = |QY|, podobne
|FY| = |DY| = |QX]|. Preto trojuholniky EXQ a QY F st zhodné podla vety sus. To
v8ak znamend, ze |EQ| = |FQ|. Trojuholnik EF'Q je rovnoramenny so zakladiiou EF,
preto os tsecky EF prechiddza bodom (). Analogicky sa d& ukéazat, Ze os prechadza aj
stredom tusecky BC.

Este je vhodné uvedomit si, ¢i sme vyrie§ili tlohu pre vSetky mozné polohy bodov
E a F. Ak by bol uhol ACD (teda aj uhol ABD) tupy, body E a F by lezali mimo
useCiek AB a C'D. Pri rieSeni by sa vSak ivahy a vypocty nezmenili. Ak by bol uhol
AC'D pravy, postup by sa znac¢ne zjednodusil, lebo bod E by splynul s bodom D a bod F
s bodom A.
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Iné riesenie. Velmi strucéne na¢rtneme iny pristup k tlohe. V§imnime si trojuholnik
APD. Nad jeho stranami mame podobné pravouhlé trojuholniky AEP a DF P. Chceme
dokazat, ze |QF| = |QE|. Bod @ je stredom strany AD, vysktSajme celi situaciu
zobrazit v stredovej stimernosti so stredom Q. Nech P’ je obraz bodu P v spominanej
stmernosti. Utvar APDP’ je rovnobeznik, ktorému st opisané dva obdlZniky. Chceme
dokazaft, Ze tieto dva obdlzniky maji rovnako dlht uhloprie¢ku. Este sme nevyuzili
podobnost trojuholnikov AEP a DF P. Su pravouhlé, takZe ich strany vieme pomo-
cou uhlov vypo¢itat lahko. Ostéva technicka ¢ast dokazu: vyjadrit dlzky uhloprie¢ok
pomocou zakladnych prvkov uréujtcich situiciu a porovnat vyjadrené dizky.

5.3

a) Nasou tlohou je zistit, ¢i existuje taky pravouholnik, ktory sa da pokryt 25 kruhmi
s priemerom 2 a nedd sa pokryt 100 kruhmi s priemerom 1. UkéZeme, Ze neexistuje.
Rozdelme preto pravouholnik strednymi prieckami na $tyri zhodné pravouholniky. Tieto
mensie Stvoruholniky si1 podobné s pévodnym stvoruholnikom s koeficientom % Vieme,
ze povodny pravouholnik pokryjeme 25 kruhmi s priemerom 2. To znamené, Zze mensie
pravouholniky vieme pokryt (vdaka podobnosti) 25 kruhmi s poloviénymi priemermi.
Dokopy teda styri mensie pravouholniky pokryjeme 100 kruhmi s priemerom 1.

b) Ak ukadzeme, ze existuje mnohouholnik U, ktory sa d& pokryt 25 kruhmi s prie-
merom 2 a je v niom niekolko vybranych bodov, ktoré sa nedaju pokryt 100 kruhmi
s priemerom 1, tak sme skon¢ili a Gtvar spliajici podmienky zadania existuje. Vpisme
do kruhu s priemerom 2 pravidelny 11-uholnik a sktisme zodpovedat otézku, kolko
najviac vyznaénych bodov (vrcholov, resp. stredov) tohto 11-uholnika vie pokryt jeden
kruh s priemerom 1. Po chvilke zistime, Ze najviac dva. Pospajajme 25 takychto
pravidelnych 11-uholnikov tak, ako vidno na obr.69. Kvoli jednoduchosti vezmime za
vybrané body, ktoré sa budeme snazif pokryvat, vyznacené body z obrazka — teda
vSetky vrcholy a stredy 11-uholnikov bez mnoziny vrcholov, v ktorych sa susedné
11-uholniky stretéavaju. Lahko zistime, Ze vybranych bodov je dokopy 204.

Obr. 69

Aj pre takto pospajané 11-uholniky plati, Ze kruh s priemerom 1 pokryje nanajvys
dva vybrané body (dokazte sami, ze trojicu bodov A, B, C' vyznaenych na obrazku
kruh s priemerom 1 nepokryje). Dokopy mame 204 izolovanych bodov, ktoré sa snazime
pokryt. Kazdym zo 100 kruhov s priemerom 1 vieme pokryt nanajvys dva body,
teda dokopy vieme pokryt najviac 200 bodov. CiZe existuje bod mnohouholnika U,
ktory nie je pokryty. Utvar U, ktory sme vytvorili, sa teda da pokryt 25-timi kruhmi
s priemerom 2 a ned4 sa pokryt 100 kruhmi s priemerom 1.
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5.4

Na tomto priklade je netradi¢né, ze mame dokézat platnost aspon jednej z dvoch nerov-
nosti. Vidime, Ze obe st cyklické, no nie st symetrické a jednu vieme na druhu previest
tym, Ze spermutujeme indexy (namiesto xj dosadime x,i1_j). S¢itanim nerovnosti

dostaneme
n n

n
Z T +Z Tit2 :Z Ti+ Tiys >n
Tl T T2 Tt Tipr I Tt Tigo

Ak dokézeme, Ze tato nerovnost plati, musi platit aspon jedna z poévodnych. NavysSe

tato nova nerovnost je symetrickd. Mame ukazat, ze sucet nejakych zlomkov je aspon n.
To by sa dokazovalo ovela lahSie, ak by ¢itatele aj menovatele zlomkov boli rovnaké,

potom by sme napriklad mohli pouzit, Ze pre kladné reédlne ¢isla aq, as, ... ,a, plati
a1 ag Ap—1 a
—+ =+ +—+ = 2n,
a9 as (07 ay

¢o dostaneme pouzitim nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom na
lava stranu.

Mozno nie prirodzeny, ale asi najjednoduchsi sposob tupravy je nasledovny. Ku
kazdému clenu sumy umelo pri¢itame a odc¢itame 1, dostaneme

i T; +£Ei+3 _ zn: (.fz +-Ti+1 + Ti42 +$i+3 _ 1) _

— T;y1 + Tig2 Tir1 + Tiqo

=1 =1

n
( Ti+ Tit1 " Tit2 + flfz'+3) B
=1

Tyl + Tire  Tip1 + Tig2

(2

Vyuzitim tohto v nerovnosti dostavame ekvivalentni nerovnost

n
i el Tiyo +
j :( 7 i+1 + 142 H—B)_nzn

3 \Tit1 T+ Tirz  Tit1 T+ Tito

alebo .

n
Z T+ T n Z Tivo + XTit3 > 9,
3 Titl T Tit2 S Tit1 + Tiyo
Obe sumy, ktoré sme dostali, st presne takého typu, ako sme uz spominali, Citatele aj
menovatele su tvaru x; + x;41, ale st navzajom posunuté. Preto

n n

Z Ti + Tig >0 a Zmi+2+xi+3 >0

3 Tit1 T Tit2 5 Tit1 T Tit2

a teda ich stucet je aspon 2n, ¢o sme chceli dokézat.

Pozndmka. Nerovnost
n

>

7 Tit+1 + Tiq2

1\

n
5 .
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sa nazyva sa Shapirova (podla H. Shapira) a je to jedna z velmi zaujimavych nerovnosti.
Vseobecne plati len pre parne n < 12 a neparne n < 23 (pricom z; s rovnaké ako
v zadani). Ukrajinsky matematik Vladimir Drinfeld dokazal, Ze pre vSetky n plati

n
Zq

v

n
— =75
— Tit1 T Tigo 2

kde v = 0.9891 ..., alebo presnejsie, v = 1/(0) /2, kde 1 je konvexny obal funkcii f(z) =
= e " ag(r)=2/(e® +e*/?).

5.5

Vyriesime tlohu s rovnakym zadanim, ale s jednoduchSou rovnicou a® + b°> = f4.
Dokézeme, Ze mé nekonecne vela rieSeni v obore kladnych celych éisel.

Nechceme rovnicu vyriesit, len najst nejaké rieSenia. Hladajme ich v tvare a = m?,
b=mY, f =m? pre nejaké prirodzené &islo m. Dostaneme rovnicu m3* + md¥ = m*2.
Nech 3z 2 5y. Potom

m®Y (m3* %Y £ 1) = m**, dize m3T%Y 4 1 = m**5,

Zrejme m = 2 a 4z —5y = 1. Preto prava strana je delitelné ¢islom m. Ak 3x > 5y, bude
fava strana po deleni m davat zvySok 1, teda a, b, f nebudu rieSenim. Ostava uvazovat
pripad 3z = 5y. Z rovnice teraz vieme zistit, ze m = 2 a 4z — 5y = 1. Hladdme teda
trojicu (z,y,2) = (5y/3,y, (1 + 5y)/4). Pre y = 12k + 3 dostaneme'® nekonec¢ne vela
takychto trojic a tymto trojiciam zodpoveda nekonecne vela rieseni rovnice a®+4b° = f4.

Vyriesili sme ,,Tahsiu“ tlohu, uvedena metdda sa vSak polahky déa pouzit pre zadana
rovnicu.

SIESTA SERIA

6.1

(Podla Martina Melichercika.) Nech Z je prieseénik priamky AS' s kruznicou k' rozny
od A. Mocnost bodu S ku kruzniciam & a k' je rovnaka a je rovna |SP|-|SQ|. Zvolme
za tseCku XY lubovolny priemer kruznice k, ktory nelezi na priamke AS (obr.70).
Vyjadrime niekolkymi sposobmi mocnost bodu S a dostaneme

ISX|-|SY| = |SP|-[SQ| = |SA| - |SZ].

To vsak znamenad, Ze body A, Y, Z, X lezia na kruZnici. Preto bod Z lezi na kruznici
opisanej trojuholniku AXY. NavySe Z lezi na AS (tak sme ho zvolili). Kedze bod S
je vnatornym bodom tsecky XY, bod Z je jednoznacne urceny a vzdy existuje prave
jeden.

13 Tvar y = 12k + 3 sa d4 uhadnut, no da sa aj priamo zistif pomocou ¢&inskej zvyskovej vety.
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Obr. 70
Na kruznici k" lezia body A, B a Z. VSetky tri uz pozname, takze ju moézeme zostrojit.
Uloha ma4 prave jedno rieSenie.

Iné rieSenie. Oznacme P a (@ prieseéniky kruznice k' s kruznicou k. Snazime
sa zostrojit tsecku P(Q) ako priemer kruznice k. Tato tsecka je uréend priamkou, na
ktorej lezi, a tato priamka prechadza bodom S. Na jej iplné urcenie stac¢i poznat dalsi
bod, ktorym prechédza. Nech M je prieseénik priamok PQ@Q a AB. (Ten neexistuje
len v pripade AB || PQ, v ktorom tuse¢ku P(Q zostrojime lahko.) Predpokladajme, ze
bod M nelezi v kruhu uréenom kruznicou k. (Ak lezi, nasledujuce uvahy treba iba
mierne zmenit.) Nech r je polomer kruznice k. Mocnost bodu M ku kruznici & je rovna

|MP|-|MQ| = [MS[* —r?. (1)
Body P a (Q vSak oba lezia aj na kruznici k’, preto
|MP|-|MQ| = |MA| - [MB| = [MT|* - a*, (2)
kde T je stred usecky AB a a = |AB|/2. Porovnanim vztahov (1) a (2) dostavame
|IMS|? — |MT|? =r* — a®. (3)
Body S, T' a hodnoty r, a s pevné, preto vztah (3) uréuje istt mnozinu bodov M.
Nech N je péta kolmice z bodu M na priamku ST'. Z Pytagorovej vety pre trojuholniky
MNS a MNT méame
[MN|* = |MS]” — |[NS|> = [MT[* - |[NT?,

preto |[NS|? — [NT|? = |[MS|*> — |[MT|?> = r? — a®. Takyto bod N je na priamke ST
jediny, ¢o znamend, ze vSetky body M z mnoziny uréenej vztahom (3) lezia na kolmici p
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na priamku ST prechadzajicej bodom N. Lahko sa d4 ukazat, ze kazdy bod priamky p
splia vzfah (3). Priese¢nikom tejto priamky s priamkou AB je hladany bod M, z kto-
rého uz vieme zostrojit aj kruznicu k’. Kedze priamku ST pozname, staci jediny bod
priamky p a vieme ju tiez zostrojit. Nad jeho skons$truovanim uz porozmyslajte sami.

Uloha mé vzdy prave jedno rieSenie, pretoze priamka p nie je rovnobezna s priam-
kou AB (lebo A, B, S podla zadania nelezia na priamke).

Iné riesenie. (Podla Maje Alif.) Nech m je lubovolna kruznica prechadzajica bodmi
A a B. Nech E je priesecnik chordaly kruznic k' a m (priamka AB) s chordéalou kruznic
k a m. Chordéla ¢ kruznic ¥ a k musi tiez prechddzat bodom FE, lebo bod E mé
rovnaki mocnost ku kruzniciam k, k' a m. NavySe priamka ¢ prechadza bodom S. Jej
priesecniky P, @) s kruznicou k£ st koncovymi bodmi priemeru, ktory sme chceli na
zostrojenie kruznice k’. MdZe sa stat, Ze bod F neexistuje, ¢o je vSak pripad, ktory
mozno lahko vyriesit osobitne.

6.2

Najskor upravime lavi stranu rovnosti zo zadania®
sobime obe strany menovatelom vysledného zlomku:

1 1 1
1+x+ 1-|—y+ 1+2
IT+y)A+2)+ 1 +2)A+2)+ 1 +2)1+y) =21 +2)(1 +y)(1+2),
l=2y+ 22+ yz+ 2zyz.

4 na spolo¢ného menovatela a vyna-

=2,

Pozrime sa na dokazované tvrdenie. Hovori nie¢o o hornom odhade vyrazu 8zyz. Preco
by tento vyraz nemohol byt velky? Nech 8zyz > 1, skisme zistit, kde dostaneme spor.
Podla AG-nerovnosti pre kladné a, b, ¢ plati a + b + ¢ = 3V/abe. Inak povedané, stcet
vieme zdola odhadnif sti¢inom. VyskGSame to aj v naSom pripade:

1\> 3
xy +yz+ w2 2 3wy -yz - w2 = 33/ (vyz)? > 3¢ (§> =

Takze zy + yz + zx + 2zyz > 3/4 + 1/4 = 1, ¢o je hladany spor.

6.3

(Podla Michala Szabadosa.) Ak je p+ q delitelné tromi a p, ¢ st nesidelitelné, musi po
deleni tromi jedno z nich dévat zvySok 1 a druhé zvySok 2. Preto rozdelime prirodzené
¢isla do troch mnozin podla zvysku po deleni tromi. Tym je jedna implikdcia dokézana.
Predpokladajme, Ze existuje rozklad mnoziny prirodzenych ¢isel na tri mnoziny podla
zadania a pritom p + ¢ nie je delitelné tromi. VSimnime si nasledujicu tabulku.

z zZ+Dp z+q
z4+p| z+2p |z+p+gq
z4+qlz+p+q| z+ 2

14 Takato rovnost sa pri nerovnostiach nazyva vdzba, lebo ,zvizuje“ hodnoty premennych — nie kazda
trojica z, y, z vyhovuje vizbe.
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V riadkoch aj stpcoch st uvedené trojice &isel, ktoré musia byt v roznych mnozinach.
Vidime, Ze ¢islo z + p + g musi byt v tej istej mnozine ako z, lebo nemdze byt ani v tej,
kde je z + p, ani v tej, kde je z + q. Tato uvaha funguje pre kazdé z, ¢o znamena,
ze Cisla ligiace sa o p + ¢ lezia v rovnakych mnozinach. Podobne z tabulky vidno, Ze
Z 4+ p a z + 2¢q musia byt v rovnakych mnozinach. Takze ¢isla lisiace sa o 2g — p musia
lezat v rovnakych mnozinach. A nakoniec aj ¢isla lisiace sa o 2p — ¢ lezia v rovnakych
mnozinach.

Bez ujmy na vSeobecnosti nech ¢islo 2p — ¢ je kladné. Najdeme Euklidovym algorit-
mom najviicsieho spoloéného delitela ¢isel p + ¢ a 2p — ¢:

(r+a¢.2p—q)=pP+a¢3p-p—q=@+q¢3p)=@+qp) =(¢p) =1

(vyuzili sme, Zze 3 1 p + q). Nech p + ¢ patri do mnoziny M nésho rozkladu. Podla uz
povedaného do tejto mnoziny potom patria vSetky nasobky c¢isla p + g. Ukazeme, ze
kazdé z bude patrit do M, ¢o bude zjavny spor. Cisla

2 Z+(2P—CJ), Z+2(2p_Q)7 R Z+k(2p_Q)a

lezia v jednej mnozine, stac¢i teda ukéazat, Ze jedno z nich patri do mnoziny M. Inak
povedané, dokazujeme, Ze existuje k s vlastnostou

24+ k(2p—q) =0 (mod p—+ q).

Linearna kongruencia az + b =0 (mod n) s nezndmou = ma v pripade (a,n) = 1 vzdy
rieSenie: staci si uvedomit, ze ¢isla a + b,2a + b,3a + b, ... ,na + b davaji navzajom
rozne zvysky po deleni n, takze medzi tymito n zvysSkami musi byt aj zvysok 0. Toto
je v8ak prave to, ¢o chceme: (p + ¢,2q — p) = 1 a teda vhodné k vzdy existuje.

6.4

Nech |AB| = ¢, |BC| = a, |CA| = b. Nech E je péta kolmice z I na AC a S je stred
strany BC.

Najprv podmienku AD 1 OI prevedieme na ekvivalentny vztah medzi stranami
trojuholnika ABC. Je zndme, ze AD 1 OI prave vtedy, ked |AO|? — |DO|? = |AI|? —
— |DIJ2. Pritom

|AOJ? — |DOJ* = |BO|* — |DO|? = |BS|* — |SD?* = 1a® — 1(c — b)?,
|AI|> — |DI|? = |AI|* — |EI|® = |AE|® = 2(b+ c — a)*.

Z toho vsetkého dostdvame, ze AD | OI préave vtedy, ked
a(b+c) = b* + 2. (1)

Teraz by sme dokazované tvrdenie radi previedli na vztah medzi stranami trojuholnika
ABC'. Vieme, ze os uhla deli protilahli stranu v pomere prilahlych stran. Pre troj-
uholnik SAD z tohto uz vieme sformulovat dokazované tvrdenie, ale pre velmi zlozité
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vyrazy. (Napriklad dlzka |AD| vyjadrena pomocou stran trojuholnika ABC'.) Zobrazme
situdciu v stredovej simernosti podla bodu S. Nech A’ je obraz bodu A a N je priese¢nik
priamok C' A" a AM. Chceme dokazat, ze uhly BAS a CAD st rovnako velké. To plati
prave vtedy, ked uhly CAD a C A’ A st rovnako velké, ¢ize prave vtedy, ked sa priamka
C'A dotyka kruznice opisanej trojuholniku ADA’. (Vyuzili sme tvrdenie o tsekovom
uhle.) TakZe chceme dokazat, ze |[CA|*> = |CN| - |CA’| (mocnost bodu C ku kruznici
opisanej trojuholniku ADA’). Po dosadeni dlzok tseciek |CA| = b, |CA’| = ¢ vidime,
7ze chceme dokézat rovnost |CN| = b?/c. T4 plati prave vtedy, ked |A’N|/|CN| = (c¢* —
— b?)/b2.
Velkost pomeru |A’N|/|CN| uréime z Menelaovej vety pre trojuholnik SCA’
a priamku AD. Plati
|CD| |SAl |A'N| _

. =1.
|ISD| |A’A] |CN]|
Z toho s vyuzitim (1) dostavame

A'N SD| |A’A Lic—1) 2(c? — b2

_ _ 2 92— —
ICN| — |CD| |SA]  ia+b—c) = alb+c)+b2—c*

2= A

S22 -2 p2 ]

¢o sme chceli dokézaf.

6.5

Skor ako zacneme ¢okolvek pocitat, zamyslime sa nad tym, ako je zadand postupnost
definovana. Jediny sposob, ako ur¢it hodnotu x,,, je pomocou x,,_1, preto je dost fazké
predstavit si nejaky postup, ktorym by sme dokézali vypocitat x1999 bez toho, aby sme
zaroven neziskali rozumné odhady pre xg,x1,...,xg999. Mali by sme sa teda pozriet
na to, ako sa nasa postupnost sprava ako celok. Ako na to? Predstavme si, Ze by sme
vedeli vyjadrif x,, nejakym jednoduchym vzorcom obsahujicim len n. Takyto vzorec by
stacilo uhéddnut, jeho platnost by sme dokazali indukciou a nakoniec by sme len dosadili
n = 1000. Taky vzorec vSak nepozname. My ale nepotrebujeme presni odpoved. Stacil
by nédm vyraz, ktory by bol pre n priblizne rovny x,,. Inak povedané, hladdme ,, peknta*
funkciu f, pre ktora f(n) =~ z,,. UkdZeme dve metddy, ako taka funkciu najst.

Prva metdda vyuziva pocitac. Napriek tomu, ze dokazy pomocou pocitacovych pro-
gramov sa vSeobecne uznéavaju len vtedy, ked vieme s matematickou presnostou dokazat
ich funkénost (¢o by v tomto pripade muselo zahfnat aj odhady chyb sposobenych
nedokonalou aritmetikou ¢isel s pohyblivou desatinnou ¢iarkou), ni¢ ndm nebrani pouzit
program na ziskanie lepSieho prehladu o tom, ako sa naSa postupnost sprava. Dnesné
pocitace dokdZzu v momente vypocitat hodnoty x, pre n do stoviek miliénov, ¢o ndm
déva naozaj ohromné mnozstvo dat. Treba len vediet, na ¢o sa méa ¢lovek zamerat. Ako
prvé mozeme sledovat napriklad rychlost rastu x,. VSimneme si, Ze ak pre velké n

..........

v/n priblizne linedrne. Pozrime sa teraz na x,,/y/n. Pre velké n sa tato hodnota blizi
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k 1,4142, odkial usudzujeme, Ze z,, ~ v/2n. Tento vzorec uz déva velmi dobré odhady
pre velké n, pre malé n je ale nepresny. Co sa vSak stane, ak pridame pod odmocninu
nejakt konstantu? Hodnoty vyrazu sa badatelne zmenia len pre malé n, a to je presne
to, ¢o potrebujeme. Kedze xg = 5, polozime f(n) = v/2n + 25.

Co robit, ak nemame po ruke pocitaé? Skisme aplikovat trochu analyzy na funkciu f.
My potrebujeme jej hodnoty len na prirodzenych ¢islach, to vsak neznamena, ze ju
nemodzeme vhodne dodefinovat na realnych ¢islach. Predpokladajme teda, Ze f je funkcia
z R do R spliiajtca

1
flx+1) = f(x) + —.
(@ +1) = )+ 7
Ak navyse predpokladame, ze f ma spojita derivaciu, tak pre malé h plati
flx+h) ~ f(z) + hf(z).
To pre h = 1 spolu s prvou rovnicou dava
1
fl(z) = —.
W% )

Sktusme teraz najst vSetky f také, pre ktoré nastava v tomto vyraze presné rovnost.
Riesime jednoduchu diferencialnu rovnicu

) 1
f'(x) )’
2f(2)f'(z) = 2,
(f(2)%) =2,
flx)? =22+«

kde c je redlna konstanta. Kedze pozadujeme f(0) = 5, zoberieme ¢ = 25, ¢im dostavame
rovnaku funkciu ako v prvom postupe.

Aj ked to uz zacéina vyzerat slubne, zatial sme eSte vobec ni¢ nedokézali. Potrebujeme
ukazat, ze nasa ,uhadnutd” funkcia sa naozaj nelisi od x, o viac nez je povolené. Tu
prichddza na rad indukcia. Dokézeme, ze /2n +25 < z, < v/2n+ 25 + b, kde b je
kladna konstanta, ktort urc¢ime v priebehu dokazu. Pre indukény zaklad mame zg =
= 5 = /0 + 25. Predpokladajme, ze indukény predpoklad plati pre nejaké n. Zrejme
ZTn = 5 a funkcia x + % je na tomto intervale rasttca, preto

2n + 26

1 1

ntl = Tp + — 2 V2n + 25+ = > /2(n+ 1) + 25,

Tntl =&n T = VAR V2n+25 V2n+25 (n+1)

kedZe 2n + 26 > /2n + 25v/2n + 27 = \/(2n + 26)2 — 1.
Pre druht stranu nerovnosti

1 1

Tpt1 =Tpn+— < V2n+254+b+ ———— < /2(n+1)+25+0b
Ty 2n+25+b
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plati vtedy, ked 1/(v/2n + 25+ b) < v/2n + 27 — \/2n + 25, ¢ize

1 V2n + 27 —\/2n + 25
b > —V2n+25 = )
V2n + 27 —\/2n + 25 2

Napokon, funkcia +/2n + 27 — v/2n + 25 je klesajica, preto b bude vyhovovat tejto
podmienke pre vSetky n, ak bude platit

_ V2T-V2

b
2

~ 0,098.
Moézeme teda polozit b = 0, 1, ¢im je dokaz indukciou hotovy.

Dokézali sme, Ze v/2n + 25 < x,, < v/2n + 25+ 0,1. Pre n = 1000 dostavame 45 <
§ T1000 < 45,1, a teda 1000 =~ 45,0.



Iné koreSpondencné seminare

Okrem matematickej olympiddy st pre studentov zédkladnych aj strednych skol pocas
skolského roka organizované aj iné matematické sufaze. Patria medzi ne predovSetkym
korespondenc¢né seminare. Tieto stfaze sa v detailoch istotne lisia, avSak zékladné
¢rty maju spolocné. Pocas skolského roka prebiehaju dve casti (letnd a zimnd), ktoré
pozostavaju zvicSa z troch sérii tloh rozosielanych riesitelom do 8kol alebo domov.
RieSenia sttaziaci vypracovavaju rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaji na adresu prislusného seminara, odkial sa po niekolkych diioch az tyzdiioch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieseniami a vysledkovou listinou. Mladsi a menej
sktiseni riesitelia zvicSa nemusia riesit tie najzlozitejsie priklady, aby aj oni mali Sancu
ovplyvnit poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti stitaze st priblizne tridsiati
najuspesnejsi rieSitelia pozyvani na tyzdinové sustredenie, t¢ast na ktorom byva ¢asto
najsilnejSou motivaciou na rieSenie tloh. Nie je ale mozné nespomenuf, ze takyto

.....

reprezentantov Slovenska na IMO sa aktivne zapajala do viacerych z tychto seminarov.

Nizsie uvedené koresponden¢né seminare (KS) st uréené studentom strednych $kél,
svojim zaberom pokryvaji tizemie celého Slovenska a ¢asto maji aj riesitelov z Ceskej
republiky. Je v8ak mozné, Ze vo svojom okoli najdete aj mensie sitaze podobného druhu.

Korespondenény matematicky seminar — KMS

KMS vznikol v roku 2002 spojenim Bratislavského a Stredoslovenského koreSpon-
den¢éného matematického semindra (BKMS a SKMS), ktoré este v 51.ro¢niku MO
prebiehali samostatne. Organizovany je studentmi FMFI UK v Bratislave.

KMS ma tri kategérie. Zacinajicim a mladsim rieSitelom je urcend kategéria ALFA,
pre skusenejsich je kategéria BETA. Rozdelenie do kategdrii umoziuje bojovat o miesta
na sustredeni aj neskusenym Studentom, ktori by v prili§ silnej konkurencii stracali
motivaciu. Kategéria GAMA je seminar SK MO a je mu venovana predchadzajtica
kapitola.

KMS

OATC KAGDM FMFI UK
Mlynska dolina

842 48 Bratislava

e-mail: kms@kms.sk
URL: http://kms.sk
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Sttaz talentovanych riesitelov oblubujticich matematiku — STROM

Korespondenény semindr STROM je pokracovatelom najstarsieho korespondenéného
seminara v byvalom Ceskoslovensku. Je organizovany z PF UPJS v Kogiciach skupinou
nadSencov, vicsinou byvalych rieSitelov seminira a $tudentov UPJS. V poslednych
rokoch sa na organizovani seminéra okrem koSickej skupiny podielaji aj Studenti
FMFI UK pochadzajuci z vychodného Slovenska. Riesitelskti zédkladiiu mé prevazne
na vychodnom Slovensku.

STROM

PF UPJS
Jesenna 5

041 54 Kosice

e-mail: strom@strom.sk
URL: http://www.strom.sk

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo semindrov zapojif, najrozumnejsie je poziadat
o zaslanie tloh prvej série zaciatkom septembra alebo zaciatkom januara, pripadne si
zadania a pravidla najst na internete.
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