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O priebehu 54. ro¢nika matematickej olympiady

Matematické olympiada (MO) je najstarsia a najmasovejsia postupova intelektuédlna
sutaz ziakov zékladnych a strednych kol v SR. Tato sttaz vyhlasuje Ministerstvo skol-
stva Slovenskej republiky (MSSR) v spolupraci s Jednotou slovenskych matematikov
a fyzikov (JSMF) a v skolskom roku 2004/2005 sa uskutoc¢nil uz 54. roénik MO.

Sutaz riadila Slovenska komisia matematickej olympiady (SK MO), ktora pracovala
v nasledovnom zlozeni:

Doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, predseda

RNDr. Oliver Ralik, FPV UKF Nitra, podpredseda A

RNDr. Andrej Blaho, FMFI UK Bratislava, podpredseda P

RNDr. Monika Dillingerova, PhD., FMFI UK Bratislava, podpredseda Z
Mgr. Miroslava Smitkovd, neskor Mgr. Ivona Slobodovd, IUVENTA Bratislava
Doc. RNDr. Gabriela Andrejkovd, CSc., PF UPJS Kosice

Mgr. Michal Forisek, FMFI UK Bratislava

Prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra

Mgr. Viadimir Koutny, FMFI UK Bratislava

Juliana Lipkovd, studentka FMFI UK Bratislava

Jan Mazak, student FMFI UK Bratislava

Doc. RNDr. Bozena Mihalikovd, CSc., PF UPJS Kosice

Prof. RNDr. Jozef Moravcik, CSc., FPV ZU Zilina

Mgr. Peter Novotny, FMFI UK Bratislava

Martin Potocny, student FMFI UK Bratislava

Doc. RNDr. Vladislav Rosa, CSc., Slovenska statna inspekcia

Mgr. Milan Demko, PhD., PedF PU Presov, predseda KKMO PO

RNDr. Zuzana Frkovd, Gymnazium Grosslingova Bratislava, predseda KKMO BA
Doc. RNDr. Mdria Luckd, CSc., PF TU Trnava, predseda KKMO TT

RNDr. Tomds Madaras, PhD., PF UPJS Kosice, predseda KKMO KE

Doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc., F-PEDAS ZU Zilina, predseda KKMO ZA
RNDr. Eva Oravcovd, Gymnazium J. G. T. Banskad Bystrica, predseda KKMO BB
RNDr. Sona Pavlikovd, CSc., TU Trencin, predseda KKMO TN

Prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., FPV UKF Nitra, predseda KKMO NR

*

Vo vlanajsej Roc¢enke som sa dost podrobne venoval vyvoju rozdelenia financii na
Ziacke postupové intelektualne sitaze, pricom striktnou a nekompromisnou argumenté-
ciou sa 12. 12. 2003 podarilo pre MO vybojovat podstatny narast pridelenych financii.
V zavere som vyjadril nadej, ze zapusti korene takéto spravodlivejsie zvykové pravo.
Teraz s radostou konsStatujem, Ze sa tak stalo. A nielen to. Podarilo sa na MSSR
presadit, aby na Medzinarodnt matematickt olympiadu (IMO) do Mexika isiel s nasim
druzstvom aj pozorovatel (observer). Tento jednak ziska sktsenosti s pracou obvyklou
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na IMO, ¢im je zabezpecena kontinuita v tejto oblasti, a navySe nemalou mierou
prispeje k oprave a koordinécii tiloh, ¢o je na IMO najfazsia a najzodpovednejsia praca.
Poznamenavam, ze mnohé vyspelé krajiny vysielaju na IMO pozorovatela uz viac rokov,
je to len otazka penazi. Dovolim si teraz vyjadrit nadej, Ze sa to podari presadif este
raz a tak mozno zapusti korene aj toto zvykové prdvo.

*

Organizacné Struktara sutaze sa v 54. ro¢niku nezmenila a podarilo sa uskuto¢nit
vSetky planované akcie. Pod skratkou MO sa skryva najstarsia sutaz tohto typu u nas,
ktord sa v dosledku snahy velkého mnozstva naSich vyznaénych predchodcov o ¢o
najlepsie vysledky rozrastla na striktnt viackolovi sutaz s kategériami Z4, Z5, Z6, 77,
Z8, 79 pre zakladné skoly a C, B, A pre stredné skoly. Vrcholom MO je Medzinarodna
matematicka olympiada (IMO) s tcastou vyse 500 ziakov z celého sveta. Podrobnejsi
rozpis kategdrii a kol najde zdujemca v Organizacnom poriadku MO. Pod skratkou
MO sa navySe — ako kategéria P — skryva v podstate samostatna sttaz Informatickd
olympiada, ktorej vrcholom je Medzinadrodna informaticka olympiada (IOI), ale kona sa
aj Stredoeurépska informatickéa olympidda (CEOI). Na oboch tychto sutaziach patria
nasi ziaci k najlep$im. Za vSetky ¢isla v tejto chvili len tolko, Ze $tvorice Ziakov SR na
doterajsich 13 IOI od vzniku SR ziskali 50 medaili z 52 moznych, pricom 20 medaili
bolo zlatych, 19 striebornych a 11 bronzovych. K takejto tspe$nosti maju iné sutaze
sice velmi daleko, ale aj Sestice ziakov SR na IMO sa maju ¢im pochvélit, pretoze
na doterajsich 13 IMO od vzniku SR ziskali 58 medaili zo 78 moznych, a to 2 zlaté,
23 striebornych a 33 bronzovych.

Zasadny vyznam pre MO ma tvorba tloh; v tejto oblasti stdle udrzujeme vyborna
a obojstranne prospesna spolupracu s ¢eskymi priatelmi. M&jové pracovné zasadnutie
spolo¢nych tilohovych komisii bolo v Ziline, novembrové v Kostelci nad Cernymi lesy. Zo
Slovenska st ¢lenmi tilohovej komisie Bednarova, Bodlakova, Dillingerova a Smitkova
(pre kategorie Z), a Bélint, Mazdk, Novotny Pavel a Novotny Peter (pre kategérie A,
B, C); obcas vSak dod4 tulohy aj niekto dalsi — aj touto cestou vSetkym dakujem. Je
to velmi vitané, lebo origindlne a pekné tlohy je Coraz tazsie najst, takze vyzyvam
kazdého, kto je schopny dodat takt tlohu, aby tak urobil.

Celostatne kolo MO (CKMO) v kategdriach A aj P usporiadala KKMO Kosice
pod vedenim svojho predsedu RNDr. Tomé&sa Madarasa, PhD., s vyraznou podporou
doc. RNDr. Bozeny Mihalikovej, CSc., pricom samotnu stutaz usporiadalo gymnazium
Pavla Horova v Michalovciach vo velmi peknom prostredi na Zemplinskej Sirave. Ziaci
tohto gymnazia ziskali v minulosti (aj) v MO nejeden vyrazny tspech, pri¢om na ich
matematickej priprave sa najcastejsie podielali RNDr. Maria Domanyové, RNDr. Anton
Hnat a RNDr. Jan Novéak. Dovolim si podakovat im v mene SK MO, ako aj riaditelovi
Mgr. Viliamovi Zéhorc¢dkovi za mimoriadnu podporu tejto akcie, a eSte raz Marike
Domaényovej, ktora bola dusou organizatorov.

Po CKMO sa v oboch kategéridch A aj P uskutocnili velmi nérocné vyberové
sustredenia, po ktorych vznikli reprezentacné druzstva. Tieto potom absolvovali v ramci
pripravy na 46. IMO, 17. IOI a 12. CEOI aj tréningové ststredenie a sitazné troj-
stretnutie CR-Polsko-SR. Viac o tychto akciach a tiez o korespondenénych seminaroch
najde zaujemca v samostatnych kapitolach tejto Rocenky. Uz teraz vsak uvedme aspon
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niektoré z mnohych internetovych stranok:

http://matematika.webpark.sk — archiv zadani, poradi a rieseni MO,
http://pppnnn.webpark.sk/mo.htm — aktudlne dokumenty, najmi pre zilinsky kraj,
http: //www.iuventa.sk — stranka IUVENTY,

http://ksp.sk/mop — aktuélne informécie a archiv pre kategériu P,
http://kms.sk/mo — informécie o MO na strankach korespondenéného seminéra,
http://imo2006.dmfa.si — stranka 47. IMO 2006 v Slovinsku.

*

V tomto ro¢niku sme z tspornych dévodov spolu s IUVENTOU prvy raz realizovali
elektronické rozosielanie sutaznych zadani niektorych kol a tiez oznamovanie vysledkov.
Tento spdsob je narocnejsi na utajenie, pricom oznamovanie vysledkov prostrednictvom
internetovych stranok je hodne chulostivé, pretoze musi prebehnit v presne stanovenom
kratkom casovom intervale. Vyskytli sa len drobné problémy okrem jedného pripadu,
ked v rozhodujtcej chvili zlyhal najprv jeden odoslany stibor, potom pripravené CD
a nakoniec aj disketa, takze bolo treba dostat idaje z pocitaca, pricom jeho majitel —
a teda znalec hesla — bol od neho vySe 400 km daleko. Vzhladom na velkost prob-
lému sposobeného synergickym efektom sa ndm ho podarilo vyriesit asi s prijatelnym
oneskorenim. .. V tejto suvislosti treba poznamenat, ze ak neddjde k zavaznym prob-
lémom s utajenim, tak elektronick formu budeme zrejme vyrazne pouzivat napriek
tomu, ze moéze dojst aj k velkému oneskoreniu, napr. pri vypadnuti pradu.

Na zéaver si dovolim podakovat obrovskému $tabu Tudi, ktori akoukolvek odbornou
alebo organizacnou pracou prispeli k tomu, ze 54. ro¢nik MO bol Gspesny.

Vojtech Bélint, predseda SK MO
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13.

15.
16.

18.

20.
21.

23.
24.

26.
27.
28.

Vysledky celostatneho kola, kategoria A

Michal BURGER
Ondrej BUDAC
Jakub ZAVODNY
Frantisek SIMANCIK
Jozef BODNAR
Peter CERNO
Tamas MESZAROS
Anton REPKO

Andrej BORSUK
Istvan ESTELYI
Jaroslav KNEBL
Peter PERESINI
Michal DURIS

Stanislava SOJAKOVA

Marcela HRDA
Jan MIKULAS
Rastislav OLHAVA
Daniel BOZIK

Istvan SZENTANDRASI

Jakub IMRISKA
Ivan KOVAC
Milan KURILLA
Martin TAKAC
Michal TAKACS
Slavomir TAKAC
Stefan GURSKY
Michal KUNCA
Jakub BERAN
Kristian KACZ

Vitazi
4 G Grosslingova, Bratislava
3 G B.S. Timravy, Lucenec
4 G Grosslingova, Bratislava
4 G Grosslingova, Bratislava

4 G Nam. padlych hrdinov, Filakovo

4 G L.Sttra, Trencin

4 G M. Fazekasa, Budapest

4 G sv. Mikulasa, Presov
Dalsi tispesni riesitelia

3 G Grosslingova, Bratislava

3 G stvrt SNP, Galanta

3 G A.Bernolaka, Namestovo

3 G J. G. Tajovského, B. Bystrica

4 G Grosslingova, Bratislava

4 G Jura Hronca, Bratislava

3 G Jura Hronca, Bratislava

3 G B.S. Timravy, Lucenec

3 G Alejova, Kosice

4 G Jura Hronca, Bratislava

3 G stvrt SNP, Galanta

Ostatni riesitelia

3 G Jura Hronca, Bratislava

4 G Alejova, Kosice

4 G Parovska, Nitra

4 G M.R. Stefanika, Nové Zamky
3 G J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 G M.R. Stefanika, Nové Zamky
4 G Jura Hronca, Bratislava

4 G Alejova, Kosice

3 G Alejova, Kosice

3 G H. Selyeho, Koméarno

771677
DTTTT1
675627
672760
351771
671631
731670
762540

671360
632660
663710
771710
632740
161761
371370
173720
272630
27217 -
303427

623700
211670
211463
611620
203730
642120
221450
231430
242130
141420

35
34
33
28
24
24
24
24

23
23
23
23
22
22
21
20
20
19
19

18
17
17
16
15
15
14
13
12
12
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30.
31.

34.

35.

37.

39.
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Stefan RUSKA
Lubomir NOVAK
Pavel STRUHAR
Vladislav UTHAZI
Ivana HLAVATA
Michal KESELY

4 G Alejova, Kosice

3 G Jura Hronca, Bratislava
4 G Jura Hronca, Bratislava
1 G P.J.Safarika, Roznava
4 G Jura Hronca, Bratislava
4 G Jura Hronca, Bratislava

Lenka KOVALCINOVA 4 G Postova, Kosice

Martin ADAMCIK
Michal KOVACIK
Zuzana MOLNAROVA

4 G Skolska, Povazsk4 Bystrica
4 G Velka okruzné, Zilina
3 G Alejova, Kosice

Uspesnost jednotlivych tloh je zaznamenand v tabulke.

Pocet Spol Cislo tlohy

bodov | “PoM T 2. 3. 4. D. 6.
7 bodov| 36 4 11 1 10 7 3
6 bodov | 27 11 3 0 8 5 0
5 bodov 6 1 2 1 1 1 0
4 body 12 0 3 0 6 3 0
3 body 24 3 ) 5 3 7 1
2 body 37 14 3 9 1 10| O
1 bod 49 5 9 22 6 3 4
0 bodov| 43 1 3 1 4 3 31
Priemer | 2,94 |3,62|3,77|1,72|4,21|3,59|0,72

212420
111340
6-103-
231220
251100
211130
221120
011020
210010
111000

11
10
10
10

W = = 00 00
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10.
11.

13.
14.

15.

18.
19.
20.

22.
23.
24.

26.
27.
28.

Vysledky celostatneho

Peter PERESINI
Frantisek SIMANCIK
Michal BURGER
Michal NANASI
Matius PETRULAK
Jakub ZAVODNY
Peter CERNO

Jakub IMRISKA

Miroslav CICKO
Matts FEDAK
Marek ZEMAN
Daniel BUNDALA
Jan MIKULAS
Slavomir TAKAC

Peter HRINCAR
Michal DURIS

Juraj DUDAK
Martin NAMESNY
Ondrej BUDAC
Peter HERMAN
Adam OKRUHLICA
Stano BUSTOR
Dusan DOMANY

Zuzana PETRUCHOVA

Peter VANDERKA
Matej KRCHNIAK
Tamara KUSTAROVA
Ondrej MIKULAS

Vitazi
3 G J. G.Tajovského, B. Bystrica
4 G Grosslingova, Bratislava
4 G Grosslingova, Bratislava
4 G Jura Hronca, Bratislava
4 G Grosslingova, Bratislava
4 G Grosslingova, Bratislava
4 G Ludovita Sttra, Tren¢in
3 G Jura Hronca, Bratislava

Dalsi tispesni riesitelia

4 G J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 G Stara Lubovna

4 G Jura Hronca, Bratislava

3 G Jura Hronca, Bratislava

3 G Halic¢ska, Lucenec
3 G Nové Zamky

Ostatni riesitelia

1 G Dominika Tatarku, Poprad
4 G Grosslingova, Bratislava

3 G Golianova, Nitra

2 G Ziar nad Hronom

3 G Halic¢ska, Lucenec

2 G Jura Hronca, Bratislava

2 G Jura Hronca, Bratislava

4 G Jura Hronca, Bratislava

4 G Pavla Horova, Michalovce
3 G Grosslingova, Bratislava

4 G Trstend

3 G Jura Hronca, Bratislava

4 Bilingvalne gymnazium Sucany
2 G Halic¢ska, Lucenec
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Vysledky krajskych kol

Z prislusného kraja a v prislusnej kategorii A, B, C, P a Z9 st uvedeni vsetci, resp.
aspon prvych 10 tspesnych riesitelov. Gymnéazia so zameranim na matematiku, Studijny
odbor 01, su tieto:

Gymnazium Grosslingova, Bratislava,
Gymnazium Parovska, Nitra,

Gymnézium Velka okruzna, Zilina,

Gymnazium J. G. Tajovského, Banska Bystrica,
Gymnéazium Alejova, Kosice,

Gymnéazium Postova, Kosice.

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

1. Michal BURGER 4 Gymnéazium Grosslingova

Frantisek SIMANCIK 4 Gymnéazium Grosslingova

3. Jakub ZAVODNY 4 Gymnéazium Grosslingova

4. Michal DURIS 4 Gymnazium Grosslingova

5. Andrej BORSUK 3 Gymnéazium Grosslingova

6. Michal KESELY 4 Gymnézium Jura Hronca

7. Stefan GURSKY 4 Gymnézium Jura Hronca

Stanislava SOJAKOVA 4 Gymnéazium Jura Hronca

9. Jakub IMRISKA 3 Gymnézium Jura Hronca

10. Daniel BOZIK 4 Gymnézium Jura Hronca

KATEGORIA B

1. Samuel HAPAK Gymnazium Grosslingova
2. Martin PODOLAK Gymnazium Grosslingova
3. Vladimir MOSNY Gymnazium Jura Hronca
Michal SZABADOS SpMNDaG Teplicka
5. Lubomir MALO Evanjelické lyceum
Fedor SIMKOVIC Gymnazium Jura Hronca

7. Anna ZAHORANOVA Gymnazium Metodova
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Kristina CEVOROVA
Tomas KOVACOVSKY
Romana ODRASKOVA

Daniela HEZELYOVA
Alena KOSINAROVA
Lenka MATEJOVICOVA
Maéria STAROVSKA
Dusan BANIK

Lucia SIMANOVA

Juraj SOLTES

. Katarina POKORNA

Damiin VIZAR
Tomas KOCISKY
Matis KUKAN
Michal MUTNANSKY

. Igor KOSSACZKY

Dusan HUPKA
Frantisek NAGY
Miroslava KUZMOVA
Michal SPISIAK
Radovan VANTA
Peter CSIBA
Katarina JANAKOVA
Marek MARCHOT
Martin CIESAR
Barbora HOLLA

Frantisek SIMANCIK
Michal NANASI
Michal BURGER
Stano BUSTOR
Jakub ZAVODNY
Marek ZEMAN
Daniel BUNDALA
Matts PETRULAK

SpMNDaG Teplicka
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova

KATEGORIA C

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova

Gymnazium Ladislava Saru

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Tomaésikova

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova

KATEGORIA Z9

ZS Sokolikova

ZS Fandlyho, Pezinok

ZS Rajéianska
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
CZS svitej Rodiny
SpMNDaG Teplicka

ZS Sokolikova

ZS Slovensky Grob

ZS Vincenta de Paula
SpMNDaG Teplicka

KATEGORIA P

4 Gymazium Grosslingova
4 Gymazium Jura Hronca
4 Gymézium Grosslingova
4 Gymézium Jura Hronca
4 Gymazium Grosslingova
4 Gymazium Jura Hronca
3 Gymézium Jura Hronca
4 Gymézium Grosslingova

13
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. Michal DURIS
. Jakub IMRISKA
Adam OKRUHLICA

4 Gymazium Grosslingova
3 Gymazium Jura Hronca
2 Gymazium Jura Hronca

Kraj Nitra

KATEGORIA A

. Tamés MEZSAROS 4 Gymnéazium M. Fazekasa, Budapest

10.

NSOt W=

Slavomir TAKAC
Krisztian KACZ
Milan KURILLA
Martin TAKAC
Pavel GYURASZ
Péter MATYAS
Erik NAGY
Matej PIVOLUSKA
Peter GASPARIK
Gergely KAJTAR
Peter PILINSKY

Rastislav FARKAS
Moénika BALAZSOVA
Anna KALOSI

Méria HOLECYOVA
Jozsef KONCZER
Peter SKERLIK
Juraj CVIK

Norbert ORSAG
Estera VOROSOVA

Anna MARCZELL
Veronika DVORANOVA
Pavol VALKOVIC

Peter KORCSOK

Gergo EDES

Déavid PSZOTA

Ondrej DURCO

3 Gymnézium Nové Zamky

3 Gymnézium H. Selyeho, Komarno
4 Gymnéazium Parovska, Nitra

4 Gymnéazium Nové Zamky

3 Gymnézium Sahy

4 Gymnéazium H. Selyeho, Komarno
4 Gymnézium Sala

4 Gymnéazium Levice

4 Gymnézium Levice

3 Gymnéazium H. Selyeho, Komarno
3 Gymnézium Levice

KATEGORIA B

Gymnazium Levice

Gymnazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnazium H. Selyeho, Koméarno
Gymnézium Pérovska, Nitra
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnazium Levice

Gymnézium L. J. Suleka, Komérno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno

KATEGORIA C

Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnézium Surany

Gymnazium Zlaté Moravce
Gymnézium Sahy

Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnézium L. J. Suleka, Komérno
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Géza OLLOS
Barbora ONDEJCIKOVA
Andras VARGA

Tomés CHRIEN

Monika HANAKOVA
Aniké NAGYOVA

Balint PASZTOR

Barbora OREMUSOVA
Adridan GOGH

Dominika BEDNARIKOVA
Tomas LETKO

Adam BABINEC

Tom4s KRAJCIR

. Szabolcs CSEFALVAY

Juraj DUDAK
Slavomir TAKAC
Tomés MALIK

Petr ZAJICEK

LCubos SLOVAK

Igor ANDRUSKA
Roman BETIK

Jozef HAJNALA
Miroslav KANTANSKY
Peter PAULIS

Istvan ESTELYT

Istvan SZENTANDRASI
Jakub GAJARSKY
Michal DANISKA
Sandor PALDY

Péter GERO

Michal PRIVOZNIK

Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnézium Parovska, Nitra
Gymnazium H. Selyeho, Komarno

KATEGORIA Z9

Gymnazium Levice

ZS Mocenok

ZS Marcelova

7S Mladeznicka, Sahy

ZS G. Bethlena, Nové Zamky
ZS F. Réakocziho, Kolarovo
ZS Radosina

ZS Komjatice

ZS Mostna, Nové Zamky

7S Komenského, Komarno

KATEGORIA P

Gymnéazium H. Selyeho, Koméarno

3 Gymnazium Golianova, Nitra

3 Gymnézium Nové Zamky
Gymnazium Cyrila a Metoda, Nitra
Gymnéazium H. Selyeho, Koméarno

4 Gymnéazium Parovska, Nitra

4 SPS Levice

3 SPS Levice
Gymnéazium Golianova, Nitra
Gymnazium Piaristicka, Nitra

4 Gymnéazium Cyrila a Metoda, Nitra

Kraj Trnava

KATEGORIA A

3 Gymnéazium Z.Kodalya, Galanta

3 Gymnéazium Z.Kodalya, Galanta

4 Gymnézium Hollého, Trnava

3 Gymnazium Komenského, Hlohovec
2 Gymnazium Z. Kodalya, Galanta

3 Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
4 Gymnéazium A. Merici, Trnava
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Tomas BARTEK
Péter CSONGA
Akos FEKETE

Tomés BZDUSEK
Sindor PALDY

. Méaria POLACKOVA

Ondrej URBAN
Katarina HRIBIKOVA
Tomés FEKETE
Vladimir RUZICKA

Tibor HORVATH

Eva BEDNARIKOVA
Erik BOHONY

Adéam LIPPAI

Miklés KARACSONY
Ladislav DUBRAVSKY
Luk4s KUNERT

Albert HERENCSAR
Stefan KASALA
Balidsz DINGA
Alexandra ANDICS
Istvan PARASZTI
Martin JAKUBIK
Jan MIKLAS

Gabor NAGY

J. KOSTOLANSKY
Laszl6 OLLS

. Eva SCHLOSARIKOVA

Robert SASAK
Lubos PECHO

4 Gymnézium Sered
3 Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
3 Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda

KATEGORIA B

Gymnézium P. de Coubertina, Piestany
Gymnazium Z. Kodalya, Galanta
Gymnéazium Sered

Gymnézium A.Merici, Trnava
Gymnéazium A.Merici, Trnava
Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
Gymnazium Skalica

KATEGORIA C

Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
Gymnézium P. de Coubertina, Piestany
Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
Gymnézium Samorin

Gymnazium Hollého, Trnava
Gymnézium P. de Coubertina, Piestany

KATEGORIA Z9

Gymnazium Z. Kodalya, Galanta

ZS Spartakovské, Trnava

ZS B.Bartéka, Velky Meder

ZS Topolniky

ZS B.Bartdka, Velky Meder

ZS Mojmirova, Piestany

Gymnéazium P.de Coubertina, Piestany
ZS Horné Saliby

ZS Gorkého, Trnava

Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda

KATEGORIA P

4 Gymnézium P. de Coubertina, Piestany
4 SPSE Piestany
Gymnazium Hollého, Trnava



= o=

Cr L=

0o

10.

VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL

Jakub GAJARSKY

Peter CERNO
Martin ADAMCIK
Juraj SIBIK

Pavel FILIP
Michal SIVAK

LCubica KRAUSKOVA
Matts IGLARCIK
Danica CHOVANCOVA
Peter DIZO

Ivana LUKSOVA

Jozef JAKUBIK
Lucia KOVALCIKOVA

. Stefan NOVOSAD

Marek PLEVA
Daniel MISKAR
Tibor STRAPKO

Livia BISKUPICOVA
Iveta KLIMCIKOVA
Pavol MALO

Katarina BAXOVA
Jana FIGULOVA
Ondrej MICUDA

Dana SUCHOMELOVA
Martin HARKABUS
Peter KRALIK
Martina KOVACOVA

4 Gymnéazium Hollého, Trnava
Kraj Trencin

KATEGORIA A

4 Gymnézium L. Stara, Trenéin
4 Gymnézium Povazska Bystrica
4 Gymnéazium Povazska Bystrica
4 Gymnézium L. Stara, Trenéin
3 Gymnéazium L. Stira, Trencin

KATEGORIA B

Gymnazium V. B. Nedozerského, Prievidza
Gymnazium V. B. Nedozerského, Prievidza
Gymnazium Dubnica nad Vdhom
Gymnézium Partizanske

Gymnézium L. Sttra, Trenéin

KATEGORIA C

Gymnézium Partizanske
Gymnazium Béanovce nad Bebravou
Gymnézium L. Sttra, Trenéin
Gymnézium L. Sttra, Trenéin

SPS Dubnica nad Vahom
Gymnézium Dubnica nad Vahom

KATEGORIA Z9

ZS Rozkvet, Povazsk4 Bystrica

7S Kubranska cesta, Tren¢in

7S Mladeznicka, Pichov

ZS Dlhé Hony, Trenéin

ZS Dlhé Hony, Trencin

Gymnazium Dubnica nad Vahom

ZS Novomeského, Trenéin

Gymnéazium Povazska Bystrica

ZS Gorazdova, Banovce nad Bebravou
ZS Duklianska, Banovce nad Bebravou
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Peter CERNO

. Veronika MASTRAKOVA

Jan NOVAK

. Lukas CERNO

Jaroslav KNEBL
Peter SEPITKA
Peter PIJAK

Michal KOVACIK
Eva PESKOVA
Marek HANES

Lenka VESELOVSKA
Pavol STANEK

Jan LABANT

Alena BACHRATA

Jan PEPRNIK

Lucia HUSTAVOVA
Kristina KOVALCIKOVA
Miroslava ORIESCIKOVA
Jana MAKOVNIKOVA

Lukids KEKELY

Peter MARKO

Lijun WU

Juraj CVACHO
Tomés MATULA
Martin BARANEK
Tom4s MARTINOVIC
Miroslava MICEKOVA

. Matej NOVAK

KATEGORIA P

4 Gymnézium L. Stara, Trenéin
Gymnazium V. B. Nedozerského, Prievidza

3 Gymnéazium L. Stira, Trencin
Gymnézium L. Stira, Trenéin

Kraj Zilina

KATEGORIA A

3 Gymnéazium A.Bernolaka, Namestovo

4 Gymnazium V. P. Tétha, Martin

4 Gymnézium Velka okruzna, Zilina

4 Gymnézium Velka okruzna, Zilina

4 Gymnézium Velkd okruzné, Zilina

4 Gymnéazium J. Lettricha, Martin

3 Gymnéazium M. M. Hodzu, Lipt. Mikulas
4 Gymnézium Velka okruzna, Zilina

4 Gymnézium Velkd okruzné, Zilina

3 Gymnazium Velks okruzna, Zilina

KATEGORIA B

Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnézium Varsavska, Zilina
Gymnézium Varsavska, Zilina
Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnazium Sucany

KATEGORIA C

Gymnézium Varsavska, Zilina
Gymnazium P. O. Hviezdoslava, D. Kubin
Gymnéazium M. Hattalu, Trstena
Gymnazium P. O. Hviezdoslava, D. Kubin
Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Evanjelické gymnazium, Lipt. Mikulas
Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnézium Varsavska, Zilina
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Méria SUKENIKOVA
Filip VAJDA

Ondrej SEDO
Vladimira KANISOVA
Juraj TYLKA

Martin CERNAN
Vladimir HUDEC
Daniela OVADOVA

. Veronika CAVAJDOVA

Monika SMITALOVA
Dana SUNIKOVA

Samuel BREZANI
Peter VANDERKA
Tamara KUSTAROVA
Lukas SPALEK

Lukas BELES
Miroslav MINTAL
Jan PALENCAR
Lukas TVRDY

Jozef BODNAR
Ondrej BUDAC
Peter PERESINI
Michal TAKACS
Jan MIKULAS
Miroslav CICKO
Igor MAJERCIK
Silvia BALAZOVA
Zuzana POBISOVA

Vladimira SECKAROVA

Ivana SELECENIOVA
Michal SUDOLSKY
Jakub UKROP

KATEGORIA Z9

ZS Nabrezna, Kysucké Nové Mesto
ZS Bystricka, Ruzomberok
ZS Karpatska, Zilina

7S Karpatska, Zilina

ZS J.Krala, Lipt. Mikulas

7S Karpatska, Zilina
Gymnézium Varsavska, Zilina
ZS Liskova

ZS A.Bernoldka, Martin

ZS Csl. brigady, Lipt. Mikulas
7S Gastanova, Zilina

KATEGORIA P

2 Gymnézium Rajec

4 Gymnéazium Trstena

4 Bilingvalne gymnazium Sucany
4 Gymnézium Cadca

4 Gymnézium Cadca

3 SOU Ruzomberok

4 Gymnéazium Mald Hora, Martin
4 Gymnézium Cadca

Kraj Banska Bystrica

KATEGORIA A

4 Gymnéazium Filakovo

3 Gymnéazium B.S. Timravy, Lucenec

3 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 Gymnézium J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 Gymnazium B. S. Timravy, Lucenec

4 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 Gymnézium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 Gymnézium J. G. Tajovského, B. Bystrica
2 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 Gymnéazium L. Stira, Zvolen
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Michal SUDOLSKY
Filip STEFANAK

Radka SELECENIOVA

Ondrej MIKULAS

Daniel BENE
Vladimir KOBZA
Méria VRBOVSKA
Dominik VACLAV
Katarina JURIKOVA
Ondrej PERESINI
Andrea ZIVCAKOVA
Andrea CIZKOVA
Dana LENNEROVA
Maros KUCBEL
Matej SNOHA

Petra TURCANOVA
Veronika SPISKOVA

Peter SLUKA
Martin UKROP
Toméas SZANISZLO
Katarina CIZKOVA
Marian NOCIAR
Maridn PAVLIK
Matej POLIAK

. Sotia STRHARSKA

Veronika ORSAGOVA
Daniela SARVASOVA

. Peter PERESINI

Ondrej BUDAC
Miroslav CICKO

KATEGORIA B

Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium B. S. Timravy, Luc¢enec

KATEGORIA C

Gymnazium B. S. Timravy, Luc¢enec
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium Detva

Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnézium L. Sttra, Zvolen
Gymnézium L. Sttra, Zvolen
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Sportové gymnézium B. Bystrica
Gymnazium Kremnica

Gymnazium Okruzna, Zvolen

KATEGORIA Z9

ZS 1X. Zvolen

ZS II1. Zvolen

ZS Tatranska, B. Bystrica

ZS VI. Zvolen

Gymnazium B. S. Timravy, Luc¢enec
ZS II1. Zvolen

ZS Radvanska, B. Bystrica
Gymnazium Velky Krtis

ZS Krivan

Gymnazium B. S. Timravy, Luc¢enec

KATEGORIA P

3 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
3 Gymnéazium Hali¢ska, Lucenec
4 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
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Martin NAMESNY
Jan MIKULAS
Ondrej MIKULAS
Andrej PANCIK
Michal PANCIK
Michal SUDOLSKY

. Tom4s MACIK

Miroslav MIKLUS
Lukas ZACHAR

Ivan KOVAC

Rastislav OLHAVA
Stefan RUSKA

Michal KUNCA

Jakub BERAN
Vladislav UJTHAZI
Lenka KOVALCINOVA
Zuzana MOLNAROVA
Michal REPISKY

Jan NIZNANSKY

Tomés RUSIN

. Marek DERNAR

Peter BERTA
Alexander TILL
Pavol SIROCZKI
Martin BLICHA
Beiata BABIAKOVA
Juraj SKVARLA
Roman HOC

. Lukas JUSKO

Bedta KANDRIKOVA
Matej LUKAC

2 Gymnézium Ziar nad Hronom

3 Gymnéazium Hali¢ska, Lucenec

2 Gymnézium Halic¢ska, Lucenec

2 Gymnézium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
2 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnéazium A.Sladkovica, B. Bystrica

3 Gymnazium Hali¢ska, Lucenec

4 Gymnazium A. Sladkovica, B. Bystrica

Kraj Kosice

KATEGORIA A

4 Gymnéazium Alejova, Kosice
3 Gymnéazium Alejova, Kosice
4 Gymnazium Alejova, Kosice
4 Gymnéazium Alejova, Kosice
3 Gymnéazium Alejova, Kosice
1 Gymnéazium P. J. Safarika, Roziiava,
4 Gymnazium Postova, Kosice
3 Gymnéazium Alejova, Kosice
4 Gymnéazium Postova, Kosice
4 Gymnéazium Alejova, Kosice

KATEGORIA B

Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Velké Kapusany
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnézium S. Moyzesa, Moldava n/B.
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnézium Skolska, Spisska Nova Ves
Gymnézium Srobéarova, Kogice

21



22

S Gtk L

S

10.

54. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Vladislav UJHAZI

Adridna SZILAGYIOVA
Méaria HARCARUFKOVA
Dominika FODOROVA

Tomas KUBAK
Marek KLENOVIC
Tomas KOCAK
Maria KOCISOVA
Maridan MICKO
Katarina POVOLNA

Viktor ANDREJKOVIC

Peter FULLA

David VENDEL
Martin BALAZ
LCubica NOVAKOVA
Eduard EIBEN
Cubomir REMAK
Ladislav BACO
Jakub DANKO
Milica FABISIKOVA
Tomas KOCOUREK
Martin ORENDAC
Martin POLACKO
Martin STOBER

Dusan DOMANY
Jan JERGUS
Frantisek CSAJKA
Michal DZETKULIC
Maridn BAZALIK
Tomas DZURNAK
Martin UDVIK

Peter MORIHLADKO

Peter NIKODEM
Peter BASISTA
Peter JURCO

KATEGORIA C

Gymnazium P. J. Safarika, Roziava
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnazium Sobrance

Gymnéazium Alejova, Kosice

KATEGORIA Z9

ZS Park Angelinum, Kogice

ZS Nad medzou, Spissks Nova Ves
ZS Stani¢na, Kosice

Gymnéazium Alejova, Kosice

ZS Nad medzou, Spissks Nova Ves
7S Bruselska, Kosice

Gymnéazium Alejova, Kosice

7S Kezmarska, Kogice

ZS Moussonova, Michalovce

7S Kezmarsks, Kosice

ZS Hutnicka, Spissks Nova Ves

ZS Park Angelinum, Kogice
Gymnéazium Alejova, Kosice

7S Akademika Hronca, Roziava

KATEGORIA P

4 Gymnéazium Pavla Horova, Michalovce
2 Gymnéazium Alejova, Kosice

3 Gymnézium Postova, Kosice

4 Gymnazium Pavla Horova, Michalovce
3 Gymnéazium Postova, Kosice

3 Gymnazium Skolské, Spisskd Nova Ves
4 Gymnézium Skolska, Spisskid Nova Ves
4 Gymnézium Skolska, Spisskid Nova Ves
1 Gymnézium Skolsks, Spisska Nova Ves
3 Gymnazium Pavla Horova, Michalovce
3 Gymnazium Pavla Horova, Michalovce
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Kraj Presov

KATEGORIA A

Anton REPKO 4 Gymnazium sv. Mikulasa, Presov
Michal PRUSAK 3 Gymnézium J. A. Raymana, Presov
Tomés STASKO 4 Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
KATEGORIA B
Michal KOVAL Gymnazium L. Stéckela, Bardejov
Vladimir VOLCKO SPSE Presov
Juraj FERENC SPSE Presov
Slavomir KOHUTIK Gymnéazium P. O. Hviezdoslava, Kezmarok
Ludmila MISKANOVA Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Méria SPAKOVA Gymnazium P. O. Hviezdoslava, Kezmarok
Dominik TKAC Gymnazium Giraltovce
KATEGORIA C
Miroslav BALAZ Gymnézium L. Svobodu, Humenné
Vladimir BOZA Gymnézium D. Tatarku, Poprad
Tomas OMASTA Gymnazium D. Tatarku, Poprad
Zuzana HARCARIKOVA Gymnazium L. Stockela, Bardejov
Michaela MOKCSAYOVA Gymnéazium Vranov nad Toplou
Nikola SPESOVA Gymnézium Konstantinova, Presov
KATEGORIA Z9
Jan CABALA Gymnézium Giraltovce
Ondrej KACHMAN ZS Bystré
Lukas PRIPUTEN ZS Hniezdne
Jozef JASS ZS Komenského, Bardejov
Jan KUZMA ZS Smeralova, Presov
Jakub VANO ZS Majové namestie, Presov
Marek BELIS Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
Stanislav HRIVNAK ZS Pod Vinbargom, Bardejov
. Michal BUSOVSKY Gymnézium sv. F. Assiského, Levoca
Ivan HNAT Gymnéazium Svidnik
Vladimir CHABAL ZS Majové namestie, Presov

Daniela JUDICAKOVA 7S Komenského, Lipany
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David KATUSCAK
Martin STANCEL
Maria VASKOVA

Matus FEDAK
Peter HRINCAR
Vladimir BOZA
Lubos HUSIVARGA
Peter GRESKOVIC
Libor BESENYI
Daniel DUPAL
Maros GALIK
Ondrej KAPRAL
Ondrej LICAK
Stefan SEDLAK

ZS Nesporova, Presov
ZS Hradné namestie, Kezmarok
ZS Prosté&jovska, Presov

KATEGORIA P

3 Gymnazium Stard Luboviia

1 Gymnézium D. Tatarku Poprad

1 Gymnéazium D. Tatarku Poprad

4 Gymnézium Dr. Daxnera, Vranov n. Toplou
4 Gymnéazium Svidnik

4 Gymnéazium Stropkov

4 Gymnéazium Dr. Daxnera, Vranov n. Toplou
3 Gymnéazium Dr. Daxnera, Vranov n. Toplou
3 SOU Kukucéinova, Poprad

3 Gymnézium Dr. Daxnera, Vranov n. Toplou
4 Gymnéazium Dr. Daxnera, Vranov n. Toplou



Zadania sutaznych udloh

KATEGORIA C

C-1-1
Nech a, b, ¢, d st také redlne ¢isla, ze a + d = b + ¢. Dokézte nerovnost

(a—b)(c—d)+(a—c)b—d)+ (d—a)(b—c) 20.

(E. Kovac)
C-1-2

Zistite, pre ktoré prirodzené ¢isla n = 2 je mozné z mnoziny {1,2,...,n — 1} vybrat
navzajom rozne parne ¢isla tak, aby ich stucet bol delitelny ¢islom n.

(J. Zhouf)
C-1-3

V Tubovolnom konvexnom $tvoruholniku ABC D ozna¢me E stred strany BC' a F' stred
strany AD. Dokazte, ze trojuholniky AED a BFC maji rovnaky obsah prave vtedy,
ked st strany AB a C'D rovnobezné.

(J. Simsa)

C-1-4

Tri stvormiestne ¢isla k, £, m maju rovnaky tvar ABAB, t.j. ¢islica na mieste jednotiek
je rovnakd ako ¢islica na mieste stoviek a ¢islica na mieste desiatok je rovnaké ako ¢islica
desiatok o 1 mensiu ako é&islo k. Cislo m je stctom ¢isel k a £ a je delitelné deviatimi.
Urcte vsetky také cisla k.

(T. Joska)

C-1I-5

Urcte pocet vSetkych trojic dvojmiestnych prirodzenych c¢isel a, b, ¢, ktorych sacin
abc ma zapis, v ktorom su vsetky c¢islice rovnaké. Trojice liSiace sa len poradim cisel
povazujeme za rovnaké, t.j. zapocitavame ich len raz.

(J. Simsa)
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C-1-6

V trojuholniku ABC so stranou BC dlzky 2 cm je bod K stredom strany AB. Body L
a M rozdeluju stranu AC na tri zhodné tusecky. Trojuholnik K LM je rovnoramenny
a pravouhly. Uréte dlzky stran AB, AC vsetkych takjch trojuholnikov ABC.

(P. Leischner)

C-S-1

N4jdite vsetky trojice celych cisel x, y, z, pre ktoré plati

x4+ yz = 2005,
y + xzz = 2006.
(J. Simsa)
C-S-2
Pre ktoré prirodzené é&isla n mozno z mnoziny {n,n + 1,n + 2,...,n%} vybrat styri
navzajom rozne ¢isla a, b, ¢, d tak, aby platilo ab = cd?
(J. Simsa)

C-S-3

Je dana tsecka AB. Zostrojte bod C' tak, aby sa obsah trojuholnika ABC rovnal 1/8
obsahu S Stvorca so stranou AB a stdet obsahov Stvorcov so stranami AC a BC sa

rovnal S.
(A. Jancarik)

C-1I-1
Urcte éislice z, y, z tak, aby platila rovnost

m-‘_y:zyx

z

kde Z,yx oznacuje ¢islo zlozené zo z jednotiek, y desatin a x stotin.
(J. Zhouf)

C-11-2
Ku kazdému prirodzenému c¢islu n > 2 najdite aspon jednu dvojicu réznych prirodze-

nych ¢isel p, ¢ tak, aby ¢islo 1/n bolo aritmetickym priemerom ¢isel 1/p a 1/q.
(L. Bocek)
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C-1I-3

Lubovolnym vntitornym bodom P uhloprie¢ky AC' daného obdlznika ABCD st vedené
rovnobezky s jeho stranami tak, ze pretinaju usecky AB, BC, CD a DA postupne
v bodoch K, L, M a N. Dokazte, ze
a) priamky LM a KN st rovnobezky,
b) vzdialenost rovnobeziek LM a KN je konstantna (nezavisi na volbe bodu P),
c¢) pre obvod o Stvoruholnika K LM N plati nerovnost o = 2|AC.
(J. Svréek)

C-1I-4

Popiste konstrukciu lichobeznika ABCD so zakladnami AB a CD, ktorému sa da
opisat kruznica s polomerom r = 5cm, ked je dand vzdialenost d = 2cm jej stredu
od priesecnika uhlopriecok a | BAC| = 70°.

(E. Kovac)

KATEGORIA B

B-1-1
Urcte vsetky dvojice (a,b) redlnych ¢isel, pre ktoré mé kazdé z rovnic
r?+ax+b=0, 22+ (2a+ 1)z +2b+1=0

dva rozne redlne korene, pricom korene druhej rovnice st prevratenymi hodnotami
korenov prvej rovnice.
(E. Kovac)

B-1-2

Dany je rovnobeznik ABCD. Priamka vedend bodom D pretina usecku AC' v bode G,
usecku BC' v bode F' a polpriamku AB v bode E tak, ze trojuholniky BEF a CGF
maju rovnaky obsah. Uréte pomer |AG| : |GC].

(T. Jurik)

B-1-3

Na stole lezi k hromadok o 1, 2, 3, ..., k kamenoch, kde k = 3. V kazdom kroku
vyberieme tri lubovolné hroméadky na stole, zli¢ime ich do jednej a priddme k nej jeden
kameri, ktory dovtedy na stole nebol. Dokazte, ze ak po niekolkych krokoch vznikne
jedina hromadka, potom vysledny pocet kamenov nie je delitelny tromi.

(J. Zhouf)
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B-1-4

Oznacme V priesecnik vysok a S stred kruznice opisanej trojuholniku ABC, ktory nie
je rovnostranny. Dokazte, ze ak uhol pri vrchole C' ma 60°, potom os uhla AC'B je osou
usecky VS.

(J. Zhouf)

B-1I-5

V obore realnych c¢isel vyrieste rovnicu

r  5lx] -7
r+4 Tlz]-5

.....

realneho ¢isla ).
(J. Simsa)

B-1I-6

Do kruznice k s polomerom r st vpisané dve kruznice ki, ky s polomerom /2, ktoré
sa vzajomne dotykaji. Kruznica ¢ sa zvonka dotyka kruznic kq, ks a s kruznicou k£ méa
vnutorny dotyk. Kruznica m ma vonkajsi dotyk s kruznicami ks a ¢ a vnutorny dotyk

s kruznicou k. Vypocitajte polomery kruznic ¢ a m.
(L. Bocek)

B-S-1

Na stole lezi 54 kopok s 1,2,3, ... ,54 kamenmi. V kazdom kroku vyberieme Iubovolni
kopku, povedzme s k kamenmi, a odoberieme ju celi zo stola spolu s k£ kamenmi
z kazdej tej kopky, v ktorej je asponi k£ kamenov. Napriklad po prvom kroku, v ktorom
vyberieme kopku s 52 kamenmi, zostant na stole kopky s 1, 2, 3, ..., 51, 1 a 2 kamenmi.
Predpokladajme, Ze po urc¢itom pocte krokov zostane na stole jedina kopka. Zdévodnite,
kolko kameriov v nej moze byt.

(J. Simsa)
B-S-2
Nech ABC je pravouhly trojuholnik so stranami a < b < c¢. Oznaéme ( stred

odvesny BC' a S stred prepony AB. Priesecnik osi tsecky AB s odvesnou C'A oz-
na¢me R. Dokézte, ze |RQ)| = |RS| prave vtedy, ked

(J. Svréek)
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B-S-3

V obore realnych c¢isel rieste rovnicu

MmJ :1%@’

kde |a] oznacuje najviiésie celé ¢islo, ktoré neprevysuje ¢islo a.

(J. Simsa)
B-1I-1

Kruznica ki s polomerom 1 mé vonkajsi dotyk s kruznicou ks s polomerom 2. Kazda
z kruznic k1, k2 mé vnatorny dotyk s kruznicou k3 s polomerom 3. Vypocitajte polomer
kruznice k, ktord mé s kruznicami ki, ko vonkajsi dotyk a s kruznicou ks vnutorny
dotyk.

(P. Novotny)

B-1I-2

Na jednej internetovej stranke prebieha hlasovanie o najlepsieho hokejistu sveta posled-
ného desatrocia. Pocet hlasov pre jednotlivych hracov sa uvadza po zaokrihleni v celych
percentach. Po Jozkovom hlasovani pre Miroslava Satana sa jeho zisk 7% nezmenil.
Najmenej kolko [udi vratane Jozka hlasovalo? Predpokladame, Ze kazdy ticastnik ankety

hlasoval prave raz, a to pre jediného hraca.
(M. Panak)

B-1I-3

Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. Ozna¢me K a L pity vysok z vrcholov A a B,
M stred strany AB a V priesecnik vysok trojuholnika ABC'. Dokazte, ze os uhla KM L
prechadza stredom usecky VC.

(J. Svréek)

B-1I-4
N4jdite vsetky trojice redlnych cisel x, y, z, pre ktoré plati

2004

le] —y=2ly] —2=3-l2] —o =

kde |a| oznacuje najvicsie celé ¢islo, ktoré neprevysuje ¢islo a.

(J. Simsa)
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KATEGORIA A

A-1I-1

Neprazdnu podmnozinu prirodzenych ¢isel nazveme malou, ked ma menej prvkov,
ako je jej najmensi prvok. Urcte pocet vsSetkych tych malych mnozin M, ktoré sa
podmnozinami mnoziny {1,2,3,...,100} a maji nasledovnu vlastnost: ak do M patria
dve rozne ¢isla = a y, potom do M patri aj ¢islo |z — y|.

(J. Foldes)
A-1-2

Nech M je Tubovolny vnutorny bod kratSieho oblika C'D kruZznice opisanej Stvorcu
ABCD. Oznac¢me P, R priesecniky priamky AM postupne s useckami BD, CD
a podobne @), S priesecniky priamky BM s tseckami AC', DC. Dokazte, ze priamky
PS a QR st navzajom kolmé.

(J. Svréek)
A-1-3

Nech £ je Iubovolné prirodzené ¢islo. Uvazujme dvojice (a,b) celych ¢isel, pre ktoré
maja kvadratické rovnice

22> —2ax +b=0, v 4+ 2ay+b=0

realne korene (nie nutne rozne), ktoré mozno oznacit 1 2 resp. y1,2 v takom poradi, ze
plati rovnost x1y; — 2oy = 4k.
a) Pre dané k urcte najvicsiu moznt hodnotu b zo vSetkych takych dvojic (a,b).
b) Pre k = 2004 urcte pocet vSetkych takych dvojic (a,b).
c) Pre dané k vypocitajte sucet ¢isel b zo vsetkych takych dvojic (a,b), pricom kazdé
¢islo b sa pripodita tolkokrat, v kolkych dvojiciach (a,b) vystupuje.
(E. Kovac)

A-1-4

Dané aritmetické postupnosti (z;)52; a ()72, maja rovnaky prvy ¢len a nasledovni
vlastnost: existuje index k (k > 1), pre ktory platia rovnosti

xi - yl% =53, xi—l - yl%—l =178, xi+1 - yl%—i—l = 27.

N4jdite vsetky také indexy k.
(V. Bélint)
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A-1I-5

V lichobezniku ABCD, kde AB | CD, plati |[AB| = 2|CD|. Ozna¢me E stred
ramena BC. Dokazte, ze rovnost |AB| = |BC| plati prave vtedy, ked Stvoruholnik
AFECD je dotyc¢nicovy.

(R. Horensky)
A-1-6
Najdite vSetky funkcie f : (0,+00) — (0,4+00), ktoré spliiuju zaroven tri nasledovné
podmienky:
a) Pre Iubovolné nezaporné ¢isla x, y také, ze x + y > 0, plati rovnost

Fafe) o =1(7);

(1)

b) f(1) = 0;
c) f(x) > 0 pre Tubovolné x > 1.

)

(P. Calabek)
A-S-1

Urcte pocet vSetkych nekonecnych aritmetickych postupnosti celych ¢isel, ktoré maju
medzi svojimi prvymi desiatimi ¢lenmi obe ¢isla 1 a 2 005.

(V. Bélint, J. Simsa)
A-S-2

V rovnobezniku ABCD plati |AB| > |BC|. Ozna¢me K, L, M a N postupne body

dotyku kruznic vpisanych trojuholnikom ACD, BCD, ABC a ABD s prislusnou
uhloprieckou AC, resp. BD. Dokézte, 7e KLMN je obdlznik.

(R. Horensky)
A-S-3

Zistite, pre ktoré prirodzené ¢isla k mé stistava nerovnic

k(k —2) < (kz—l—%)xékQ(kz—l—B)

s neznamou z prave (k + 1)? rieSeni v obore celych ¢&isel.

(J. Simsa)
A-1II-1

Ak je stc¢in kladnych redlnych éisel a, b, ¢ rovny 1, plati nerovnost

a C

(c+1)(a+1)

v

b 3
@+ )0+ Gt 1



32 54. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Dokéazte a zistite, kedy nastava rovnost.

(J. Simsa)
A-1I-2
V obore celych cisel rieste stistavu rovnic
w(y+2z+1)=y*+2° -5,
y(z+x+1) =22 + 2% -5,
2z +y+1)=a>+y* -5
(J. Simsa)

A-1II-3

V rovine je dany rovnoramenny trojuholnik K LM so zakladiou K L. Uvazujme
lubovolné dve kruznice k a ¢, ktoré maju vonkajsi dotyk a ktoré sa dotykaju priamok
KM a LM postupne v bodoch K a L. Urc¢te mnozinu dotykovych bodov T vsetkych
takych kruznic k a £.

(J. Svréek)

A-1I-4
Najdite vsetky dvojice prirodzenych c¢isel, ktorych sticet mé poslednu ¢islicu 3, rozdiel
je prvocislo a stcin je druhou mocninou prirodzeného cisla.
(J. Foldes)
A-III-1

Uvazujme Iubovolné aritmetické postupnosti realnych ¢isel (x;)52; a (v;)72,, ktoré maju
rovnhaky prvy ¢len a spliiaji pre niektoré k > 1 rovnosti

Th—1Yk—1 =42, wzpypr =30 a wzpy1yrs1 = 16.

N4jdite vsetky také postupnosti, pre ktoré je index k najviacsi mozny.
(J. Simsa)

A-1IT - 2

Zistite, pre ktoré m existuje prave 2!% podmnozin X mnoziny {1,2,3,...,47} s vlast-
nostou: Cislo m je najmensi prvok mnoziny X a pre kazdé = € X plati bud = + m € X,
alebo x +m > 47.

(R. Kucera)
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A-1IIT-3

V lichobezniku ABCD (AB || CD) ozna¢me FE stred ramena BC. Ak st oba Stvoruhol-
niky ABED a AECD dotyénicové, spliiaji dizky stran lichobeznika ABCD oznadené
zvyCajnym sposobom rovnosti

b 1 3
a+c:§+d a -+ —-=—.

Dokézte.
(R. Horensky)

A-T1II-4

V rovine je dany ostrouhly trojuholnik AK L. Uvazujme Iubovolny pravouholnik
ABCD, ktory je trojuholniku AK L opisany tak, ze bod K lezi na strane BC a bod L
lezi na strane C'D. Urcte mnozinu priesec¢nikov S uhlopriecok AC, BD vsetkych takych
pravouholnikov ABCD.

(J. Simsa)

A-1IIT-5

Dokazte, ze pre Iubovolné redlne éisla p, g, r, s za podmienok ¢ # —1 a s # —1 plati:
Kvadratické rovnice
> +pr4+q=0, 22 4+re+s=0

maju v obore realnych ¢isel spoloény koren a ich dalsie korene st navzajom prevratené
¢isla prave vtedy, ked koeficienty p, ¢, r, s spliiaji rovnosti

pr=(q+1)(s+1) a plg+1)s=r(s+1)q.

(Dvojnéasobny koren kvadratickej rovnice pocitame dvakrat.)

(J. Simsa)
A-1IIT-6

Rozhodnite, ¢ pre kazdé poradie ¢isel 1,2,3,...,15 mozno tieto ¢isla zapisat najviac
Styrmi roznymi farbami tak, aby vSetky c¢isla rovnakej farby tvorili v danom poradi
monoténnu (t.j. rasticu alebo klesajicu) postupnost. (Jednoclennd postupnost je
monoténna.)

(J. Simsa)
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KATEGORIA C

C-1-1

Ked vyjadrime z rovnosti v predpoklade napr. d = b + ¢ — a a dosadime tito hodnotu
do Tavej strany dokazovanej nerovnosti, postupne dostaneme

(a=b)la=b)+(a—c)la—c)+ (b+c—2a)(b—c) =
= a® — 2ab+ b* + a® — 2ac + ¢® + b* + be — 2ab — be — ¢ + 2ac =
= 2a” — 4ab + 2b* = 2(a® — 2ab + b?) = 2(a — b)>.

Tento vyraz je nezaporny pre vSetky realne Cisla a, b, ¢im je dané nerovnost dokézana.

Iné riesenie. Najskor ponechame podmienku a + d = b + ¢ bokom a ukazeme, ze
vyraz na lavej strane dokazovanej nerovnosti mozno upravit na sucin. Prva ¢ast vyrazu,
stcin (a—b)(c—d), je rovny nule v pripadoch, ked a = b alebo ¢ = d. Druha ¢ast vyrazu,
stucet (a — ¢)(b—d) + (d — a)(b — ¢), ma tiez v oboch pripadoch a = b, ¢ = d nulovi
hodnotu. Takze vyraz musi byt delitelny st¢inom (a — b)(c — d). Presvedéime sa o tom
roznasobenim a naslednym postupnym vynimanim:

(a—c)(b—d)+ (d—a)(b—c) = (ab—bc — ad + cd) + (bd — ab — c¢d + ac) =

(=bc+bd) + (—ad + ac) = =b(c—d) +a(c—d) =
= (a—0b)(c—d).

Dokazovand nerovnost mé preto tvar
2(a—b)(c—d) 20,

do ktorého teraz dosadime ¢ — d = a — b. Dostaneme tak nerovnost

2(a — b)* 20,
ktora plati pre vSetky reélne ¢isla a, b. Tym je dand nerovnost dokazana.

C-1-2
Ak je n parne a v danej mnozine st parne ¢isla 2 a n — 2, pricom 2 < n — 2, je ich stucet
2+ (n — 2) = n delitelny ¢islom n. Z podmienky 2 < n — 2 tak dostavame, ze vsetky
parne ¢isla n > 4 vyhovujui podmienke tlohy.

Z mnozin {1} (pre n =2) a {1,2,3} (pre n = 4) zrejme nemozno pozadovany vyber
uskutocnit.
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Ak je n neparne, mozeme pre n > 7 z danej mnoziny vybrat tri parne ¢isla 4, n — 3,
n—1, pricom 4 <n—3 <n—1, sosattom 4+ (n—3)+ (n—1) = 2n, ktory je delitelny
¢islom n.

Z mnozin {1,2} (pre n = 3), {1,2,3,4} (pre n = 5) a {1,2,3,4,5,6} (pre n = 7)
zrejme nemozno vybrat ani dve, ani tri rozne parne ¢isla s pozadovanou vlastnostou.

Podmienke tlohy vyhovuje ¢islo n = 6 a vSetky prirodzené éisla n = 8.

C-1-3

Priecka E'F daného Stvoruholnika ABCD je v kazdom z trojuholnikov AED aj BFC
taznicou (obr. 1), ¢o znamena, Ze pre ich obsahy plati

Saep =2SrEp = 2SFEA, )

Sprc = 25rEc = 2SFrEB.

D C

B

Obr. 1

Oba trojuholniky FFED, FEC maja spolo¢nt stranu F'E a ich obsahy st rovnaké
prave vtedy, ked CD || FE. Podobne aj trojuholniky FEA, FEB maju spolo¢ni
stranu F'E a ich obsahy st rovnaké prave vtedy, ked AB || FE. Ak teda maja
trojuholniky AED a BFC rovnaky obsah, tak CD || FE a AB || FE, ¢ize AB || CD.

Ak naopak AB || CD, je strednd priecka E'F' lichobeznika ABCD rovnobezna
s oboma zékladiiami AB a CD, takze podla prechadzajicej uvahy Sppp = Srrc
a podla (1) tiezZ Sagp = Sprc. Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

C-1-4

Aby bolo ¢islo m = CDCD delitelné deviatimi, musi byt siacet 2(C + D) jeho ¢islic
delitelny deviatimi, teda aj stucet C' + D musi byt delitelny deviatimi, ¢ize ¢islo CD
musi byt delitelné deviatimi.

Ak ma cislo k cislice A, B, A, B, ma ¢islo ¢ ¢islice A—1, B+2, A—1, B+ 2.
Kedze ¢islo B + (B + 2) = 2B + 2 je parne, je €islica D ¢isla m = k + ¢ parna. Preto
prichadzaju vzhladom na delitelnost deviatimi do tivahy len tieto ¢isla m: 1818, 3636,
5454, 7272, 9090. Pretoze cislica C' je vo vsetkych pripadoch neparna a sucet cislic
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A+ (A—-1) =2A—-1 je tiez neparny, nemoze byt B + (B + 2) > 10, teda B + (B +
+2)=Da A+ (A—1) = C. Odtial uz lahko uré¢ime zodpovedajuce ¢islice C, D a ¢isla
k, ¢ zapiseme do nasledujucej tabulky:

m| 1818 | 3636 |5454 | 7272 9090
k{1313 [2222 |3131 | 4040 |neexistuje
10505 [1414 |2323 |3232 | neexistuje

Cislo 0505 nie je $tvormiestne, preto st rieSenim tlohy iba &isla k € {2222,3131,
4040}.

C-1I-5

Pre dvojmiestne ¢isla a, b, ¢ je suéin abe ¢islo $tvormiestne, alebo pétmiestne, alebo
Sestmiestne. Ak st teda vSetky dislice ¢isla abc rovné jednej d¢islici k, plati jedna
z rovnosti abc = k- 1111, abc = k- 11111 alebo abc = k- 111111, k € {1,2,...,9}.

Cisla 1111 = 11-101 a 11-111 = 41 - 271 vSak maji vo svojom rozklade trojmiestne
prvodisla, takze nemozu byt st¢inom dvojmiestnych ¢isel. Ostava preto jedind moznost:

abc=k-111111=k-3-7-11-13 - 37.

Pozrime sa, ako mozu byt prvodisla 3, 7, 11, 13, 37 rozdelené medzi jednotlivé ¢initele

.....

.....

7-13 a 37, alebo na ¢initele 3-13, 7-11 a 37. K tymto ¢initelom eSte pripojime mozné
Cinitele z rozkladu cislice k a dostaneme riesenia dvoch typov:

a =33ky, b=091, ¢ =37ky, pricom ky € {1,2,3}, ky € {1, 2},
a=39%, b=T7, ¢ =37ky, pricom ki € {1, 2}, ko € {1, 2},

Hladany pocet trojic ¢éisel a, b, ¢ je teda 3-2 + 2 -2 = 10.
C-1-6
Body L a M na strane AC zvolime tak, aby |AM| = |ML| = |LC|. Taznica KO

trojuholnika K' LM je strednou prieckou trojuholnika ABC, plati teda |KO| = |BC|/2,
|AC| = 6|MO| a |AB| = 2|AK|. Rozoberieme tri moznosti.
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(a) Nech |KL| = |KM]| (obr. 2). Potom |[SMKL| = |[SMOK| =90° a |MO| = |KO|.

C

A K B
Obr. 2

Z Pytagorovej vety pre trojuholnik AK O vyplyva

|AK| = /(3]MO|)? + |[KOJ2 = \/10|KO|? = V10| KO| = 1 V10| BC),
takze

|AB| = 2|AK| = V10| BC| = 2v/10 cm,
|AC| = 6|MO| = 6|KO| = 3|BC| = 6 cm.

(b) Nech |ML| = |[MK| (obr.3). Potom |[SKML| =90° a |AM| = |ML|=|MK| =

Obr. 3

= 2|MO)|. Z Pytagorovej vety pre trojuholnik K MO vyplyva

[KO| = v/[MOP + (2IMO|)? = V5|MO)|,

takze Y-
3 65
|AC| = 6|MO| = —=|BC| = — cm.
/5 5
Z Pytagorovej vety pre trojuholnik AK M vyplyva
2/10 V10
|AK| = \/|AM]? + [MK|2 = V2|M K| = 2V2|MO| = |KO| = |BC),

5 5
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takze

2v1 4v1
20 iy - 0D,

(c) Nech |ML| = |KL| (obr.4). Potom |SMLK| = 90°, takze |KL| = |ML| =

|AB| = 2|AK| =

Obr. 4

=2|LO| =2|MO| a |AL| = |AM|+|ML| = 4|MO|. Z Pytagorovej vety pre trojuholnik
KLO tak vyplyva

[KO| = V/|LOPR + (2|LOJ)? = V5| LO],

takze

6v/5
? c1m.

3
AC| = 6|MO| = 6|LO| = —=|BC| =
[AC] = 6]MO] = 6]L0] = —=|BC]

7 Pytagorovej vety pre trojuholnik AK L vyplyva

|AK| = /|ALP +|LK[? = \/(4|LO|)? + (2|LOJ)? =
= 2V/5|LO| = 2|KO| = |BC| = 2 cm,

takze
|AB| = 2|AK| = 2|BC| = 4cm.

C-S-1
Od¢itanim prvej rovnice od druhej dostaneme

(z-y)(z-1) =1,

odkial vyplyva, ze bud platiz —y =2—1=1,alebozr —y =2 —1 = —1.

V prvom pripade méame z = 2, y = x — 1 a po dosadeni do ktorejkolvek z pévodnych
rovnic urcime x = 669, takze y = 668.

V druhom pripade mame z =0, y = = + 1, takze x = 2005 a y = 2006.

Riesenim st dve trojice x = 669, y = 668, z =2 a x = 2005, y = 2006, z = 0.

Iné rieSenie. Z prvej rovnice vyjadrime x = 2005 — yz a tento vztah dosadime do
druhej rovnice, ktori upravime na

y + 20052 — 22 = 2006,
y(1 —2%) =2005(1 — 2) + 1.
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Z danej sustavy je zrejmé, ze z # 1, takZe mozeme pisat

(1+2)=2005+ 1
z) = .
y 1—2z2

Lava strana poslednej rovnosti je celé ¢islo, preto musi byt celé ¢islo aj prava strana.
Tejto podmienke vyhovuje jedine z =0 a z = 2.

Rovnako ako v predchadzajicom rieSeni dosadenim do ktorejkolvek rovnice povodne;j
sustavy dopocitame z = 669, y = 668 pre z = 2 a x = 2005, y = 2006 pre z = 0.

C-S-2

Pre n =1 a n = 2 ma dand mnozina menej ako Styri prvky.
KedZe pre kazdé prirodzené ¢islo n plati

n(2n+2) =2n(n+1),

mohli by sme zvolit a = n, b = 2n + 2, ¢ = 2n, d = n + 1. Tieto ¢isla st navzajom
rozne pre kazdé n > 1, lebo pre také n platin < n + 1 < 2n < 2n + 2. Este zostava
overit, pre ktoré ¢isla n plati 2n + 2 < n?, aby takto zvolené $tyri ¢isla a, b, ¢, d boli
z danej mnoziny. Je vidiet, Ze tato nerovnost plati pre kazdé n > 2, lebo je ekvivalentna
s nerovnostou 3 < (n — 1)2.

Moézeme teda zhrnuat, ze pozadované ¢isla a, b, ¢, d mozno z danej mnoziny vybrat
pre kazdé prirodzené cislo n > 2.

Iné rieSenie. Pre n =1 a n = 2 ma dand mnozina menej ako $tyri prvky.
KedZe pre kazdé prirodzené ¢islo n plati

n-6n = 2n - 3n,

mohli by sme zvolit a = n, b = 6n, ¢ = 2n, d = 3n. Tieto ¢isla st navzajom rozne pre
kazdé n, lebo n < 2n < 3n < 6n. Este zostava overit, pre ktoré ¢isla n plati 6n < n?,
aby zvolené $tyri éisla a, b, ¢, d boli z danej mnoziny. Je vidiet, Ze tato nerovnost plati
pre kazdé n > 5.

Pre n = 3 vyberieme a =3, b =8, c = 6, d = 4, pre n = 4 vyberieme a = 4, b = 10,
c=8,d=>5aleboa=5b=12,c =6, d = 10, pre n = 5 vyberieme a = 5, b = 12,
c=10,d = 6.

Moézeme teda zhrnit, ze pozadované ¢isla a, b, ¢, d mozno z danej mnoziny vybrat
pre kazdé prirodzené cislo n > 2.

Pozndmka. Stvoric navzajom roznych &isel a, b, ¢, d, ktoré splhajia dané podmienky,
je vela. Vzdy je ale treba pri takej $tvorici uréit, od ktorého najmensieho ¢isla n dané
podmienky platia a pre zostavajuce prirodzené ¢isla n je treba urcit konkrétne hodnoty
¢isel a, b, c, d.

Tak je mozné volit napriklad a =n, b =3n+3, c = 3n, d =n + 1 pre n > 3, alebo
a=n+1,b=2n+4,¢=2(n+1),d=n+2 pre n > 3 a podobne.
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C-S-3

Podmienka, ze obsah trojuholnika ABC' sa ma rovnat 1/8 obsahu S §tvorca so stra-
nou AB znamend, 7e vyska trojuholnika ABC na stranu AB mé4 dizku |AB|/4, takze
bod C musi lezat na jednej z dvoch rovnobeziek s priamkou AB vzdialenych |AB|/4
od priamky AB.

Podmienka, Ze sucet obsahov $tvorcov so stranami AC a BC sa méa rovnat obsahu
Stvorca so stranou AB znamend podla Pytagorovej vety pre trojuholnik ABC, Ze tento
trojuholnik je pravouhly s preponou AB, takze bod C musi lezat na Talesovej kruznici
so stredom v strede prepony AB a polomerom |AB|/2.

Konstrukcia bodu C' je teda jednoducha. Obe spomenuté rovnobezky zrejme pretni
kruznicu nad priemerom AB v $tyroch bodoch (obr.5). Vzhladom na to, Ze sa jedna
o polohovt tlohu, méa uloha Styri riesenia.

C-11-1

Z danej rovnosti pre z # 0 postupnymi pravami dostavame

x+y:Z 7T
P ) )

Tty Yy T
> “T10 " 1007

100(z +y) = (100z + 10y + z) - 2.

Kedze =z, y, z sa Cdislice, platia nerovnosti 100 - (9 + 9) = 100(z + y)
a (100z + 10y + ) - z = 100z - 2; odtial 18 = 22. To znamena, 7e z € {1,2,3, 4},
lebo hodnota z = 0 nie je pripustna.

Pre z = 1 mé dand rovnost tvar

100(x + y) = 100 + 10y + x, teda
992 + 90y = 100.

Uvahou o delitelnosti desiatimi zistime, ze musi byt 2 = 0. Potom ale neexistuje ziadne
celé y spliiajice rovnost 90y = 100. Preto neméze byt z = 1.
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Pre z = 2 mé dand rovnost tvar

100(z + y) = (200 + 10y + x) - 2, teda
49z + 40y = 200.

Uvahou o delitemosti desiatimi zistime, ze musi byt « = 0. Potom y = 5, takze v tomto
pripade spliaji dant rovnost éslice z =0, y = 5, z = 2.
Pre z = 3 méa dané rovnost tvar
100(z + y) = (300 + 10y + z) - 3, teda
97z + 70y = 900.

Uvahou o delitelnosti desiatimi zistime, ze musi byt 2 = 0. Potom ale neexistuje ziadne
celé y spliajice rovnost 70y = 900. Preto neméze byt z = 3.
Pre z = 4 ma dana rovnost tvar

100(z + y) = (400 + 10y + x) - 4, teda
24x + 15y = 400.

Tu mame 400 = 24x + 15y < 24-9+ 159 = 351, teda nemdze byt z = 4.
Dand rovnost je splnena jedine pre z = 0, y = 5, z = 2. Naozaj plati (0+5)/2 = 2,50.

C-1I-2

K Tubovolne zvolenému prirodzenému ¢islu n > 2 hladdame priklad takych roznych
prirodzenych ¢isel p, q zavislych na cisle n, aby platilo

1 1,1 1

LG,

n  2\p ¢
Po tpravach mé tato rovnost tvar

2pg =n(p+q), ¢ize p(2g—n)=ng.

KedZze sta¢i najst jedini dvojicu ¢isel p, ¢, je mozné ju hladat skiisanim niekolkych
jednoduchych moznosti v poslednej rovnici.

Ked polozime 2¢ —n = 1, bude ¢ = (n+1)/2 a p = n(n + 1)/2. Tieto ¢isla st
prirodzené a navzajom rozne pre fubovolné neparne ¢islo n > 2.

Dalej sktisme polozif 2¢ — n = 2. Ziskame tak ¢ = (n+2)/2 a p = n(n + 2) /4. Tieto
¢isla st prirodzené a navzajom rozne pre lubovolné parne ¢islo n > 2.

Pre nepéarne ¢islo n > 2 teda mozeme polozit ¢ = (n+1)/2 ap =n(n+1)/2 a pre
parne Cislon > 2 zasa ¢ = (n+2)/2 a p =n(n+2)/4.

C-1I-3

a) AC a BD st uhlopriecky obdlznika ABCD, preto st uhly ABD a BAC zhodné.
AP a KN st uhlopriecky pravouholnika AK PN, preto st uhly AKN, KAP a APN
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zhodné (obr.6). PC a LM st uhlopriecky pravouholnika PLCM, preto st uhly PLM
a LPC zhodné. Uhly APN a LPC st zhodné (vrcholové uhly), preto st zhodné aj
uhly AKN, PLM a ABD. Priamky LM a KN st teda rovnobezné s uhloprieckou BD
daného obdlznika, a preto st rovnobezné aj navzijom.

D M C
N T~ |B L
N
\\
Y N
AN
N
\N
A K B
Obr. 6

b) Ak X a Y st prieseéniky priamok LM a KN s uhloprieckou AC, plati | XY | =
= |XP| + |PY| = |CP|/2 + |PA|/2 = (|CP| + |PA|)/2 = |CA|/2. Usetka XY mé
teda dlzku nezavisli na polohe bodu P. Podla a) zviera priamka XY s priamkami
KN a LM rovnaky uhol ako s priamkou BD, takze tento uhol tiez nezavisi na polohe

bodu P. Preto je aj vzdialenost priamok LM a KN nezavisla na polohe bodu P (a je
jednoznac¢ne uréena velkostou |XY| a uhlom M X P, pricom | M X P| = 2|<ABD)|).

c) KL a BP su uhlopriecky pravouholnika K BLP, st preto zhodné. Podobne st
MN a PD zhodné uhlopriecky pravouholnika NPM D, LM a PC' zhodné uhlopriecky
pravouholnika PLC'M a NK a AP zhodné uhlopriecky pravouholnika AKPN. Pre
obvod Stvoruholnika K LM N tak plati

o=|KL|+ |LM|+|MN|+ |NK|=(|[KL|+ |MN|)+ (|[LM| + |[NK]) =
= (|BP|+|PDJ) + (|PC| + |AP|) 2 |BD| + |AC| = 2|AC],

pricom sme vyuzili trojuholnikovi nerovnost |BP| + |PD| = |BD| pre trojicu bodov
B, D, P.

C-1I-4

Vsimnime si lichobeznik ABC D, ktorému mozno opisat kruznicu. Priamka prechadza-
juca jej stredom S kolmo na obe zakladne AB a C'D je osou simernosti oboch tetiv AB
a CD, teda aj osou simernosti celého lichobeznika ABCD. Jeho ramena AD a BC su
preto zhodné a priesecnik P uhlopriecok AC a BD lezi tiez na osi useciek AB a CD.
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Kedze podla zadania | BAC| = 70°, plati | APS| = 20° (obr. 7).

Obr. 7

Konstrukcia. Zostrojime tsecku SP, pri¢om |SP| = d = 2 cm, a kruznicu k(.S; 5 cm).
Bodom P vedieme polpriamky PX a PY tak, aby |[JSPX| = |4SPY| = 20°.
Priesec¢niky polpriamok PX a PY s kruznicou k st body A a B. Potom priesecniky
vnutier polpriamok AP a BP s kruznicou k st body C a D.

Uloha ma4 jediné riesenie.
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KATEGORIA B

Nech x1, x5 st korene prvej rovnice. Potom
T+ 22 = —a, r12x9 = b,

a pretoze druhd rovnica ma korene 1/z1 a 1/x4, plati

1 1 1 1
—+ —=—(2a+1), — . — =2b+ 1.
1 T2 r1 I2

Plati teda 1/b = 2b + 1, z ¢oho dostaneme kvadratickt rovnicu 20 + b — 1 = 0, ktora
ma korene b= —1ab=1/2.

Pre b = —1 mame
1 1 A —a
~2a+1)=—+—=21""2_ 7
1 T2 L1122 -1
¢o je pre neznamu a linedrna rovnica s rieSenim a = —1/3.

Podobne pre b = 1/2 dostavame —(2a + 1) = —2a, této rovnica vSak nema rieSenie.
Skuskou (treba overit, ze korene st redlne) sa presved¢ime, ze dvojica a = —1/3,b = —1
je (jedinym) rieSenim tulohy.

B-1-2

Z obr. 8 vidno, Ze trojuholniky AGD a CGF st podobné podla vety uu. Prislusny pomer

Obr. 8

podobnosti k je rovny hladanému pomeru |AG| : |GC|. Ak teda oznacime b = |AD|,
x = |DG| ay=|CG|, plati |GF| = z/k a |CF| = b/k, odkial

b b
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x
k
Z podobnosti trojuholnikov BEF a CDF' dostavame

xT

IDF| = |DG| +|GF| =2+ = (k+1)T.

IDF|-|BF| k?-1
ICF| &k

|[EF| =

Z rovnosti obsahov trojuholnikov BEF a CGF vyplyva
[FB|-|FE|=|FC|-|FG],

odkial po dosadeni vyjde

.x:

b
Pt T k

> 8

Teda k3 —k? —k+41 = 1, a pretoze k # 0, dostavame pre hladané k kvadraticki rovnicu
k%2 — k — 1 = 0. Ulohe vyhovuje jej kladny koreii k = (1 + +/5)/2.

Iné riesenie. Oznac¢me |AG| = z, |GC| = y. Pretoze trojuholniky BEF a CGF
maju rovnaky obsah, maji rovnaky obsah aj trojuholniky GBE a GBC'. Preto plati
EC || BG. Z podobnosti trojuholnikov

ABG ~ AEC, DFC ~EFB, CFE~BFG a AEC ~ ABG

postupne vyplyva

z |AG| |AB| |DC| |FC| |CE| |AC| =z+y

y |GC| |BE| |BE| |BF| |BG| |AG)| 2

Z vyslednej rovnosti z/y = 1 + y/z dostavame

2
(e
Y Y

a pretoze z/y > 0, plati

B-1I-3

V kazdom kroku sa pocet hromadok zmensi o dva. Aby vznikla jedna hromadka, musi
byt na zacdiatku neparny pocet hromadok, teda & = 2m + 1. Na zmenSenie poctu
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hroméadok o 2m potrebujeme m krokov. Pri kazdom pribudne jeden kamen, a preto
je vysledny pocet kamenov

(2m+1)(2m + 2)
2

p=1+24+34+...+0C2m+1)+m= +m =2m?* +4m + 1.
Cislo m maé jeden z tvarov m = 3n, m = 3n + 1, m = 3n + 2. V prvom pripade p =
= 18n? + 12n + 1 = 3(6n? + 2n) + 1, v druhom 18n? + 24n + 7 = 3(6n? +8n + 2) + 1
a v trefom p = 18n? + 36n + 17 = 3(6n? + 12n + 5) + 2. Ziadne z tychto ¢isel nie je
delitelné tromi.

Pozndmka. Sta¢i overit, Ze p nie je delitelné tromi pre m = 0, m = 1 a m = 2
[ndvodnd tloha 1].

B-1-4

Nech napriklad |[AC| < |BC|. Predpokladajme najskor, ze trojuholnik ABC' je os-
trouhly. Ozna¢me D stred strany BC a P péitu vysky z vrcholu B na stranu AC
(obr.9). Plati |[CP| = |BC| - cos60° = |BC|/2 = |CD|, |[9CPV| = |4CDS| = 90°,
|<CV P| = |[SCAB| = |4CSD| (obvodovy uhol a polovica stredového). Zo zhodnosti
trojuholnikov CPV a CDS vyplyva |CV| = |CS|, |[SPCV| = |94 DCS|. Trojuholnik
VSC je teda rovnoramenny a os uhla ACB je tak aj osou uhla VCS a stcasne osou
strany V' S.

Ak je trojuholnik ABC' pravouhly (obr.10), je trojuholnik V.SC rovnostranny a os
uhla VCS je aj osou strany V' S.

Ak je trojuholnik ABC' tupouhly, dokdzeme tvrdenie tlohy rovnako ako v pripade
ostrouhlého trojuholnika s tym rozdielom, ze bude platit |[CV P| = |[$CSD| = 180° —
— |9XCAB|.

Obr. 9 Obr. 10

B-1I-5

Kazdé reélne ¢islo x mozeme zapisat v tvare x = [z] + {z}, kde |x] je celd cast a {x}
tzv. zlomkova cast Cisla x. Zrejme plati 0 < {z} < 1, pricom {z} = 0 prave vtedy, ked
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x je celé. Odtial vyplyva, ze |x| £ = < [z] + 1, priom rovnost |z| = x plati prave
vtedy, ked x je celé. Tieto nerovnosti ¢asto pouzivame pri rieSeni tloh s celou ¢astou.
Ked ozna¢ime |z | = k, dostaneme z danej rovnice po odstraneni zlomku a roznasobeni

Tkx — bx = bkx + 20k — Tx — 28

a odtial L0k — 14
- 1
kE+1 (1)
Pretoze k = |x |, musi platit
10k — 14
kS — <k+1.
= Tkx1 0T

Kazdou z nerovnic vyriesime samostatne:

k(k+1) — (10k —14)  (k—T7)(k —2)

> = k —00, —1 2,7);
0= F T el € (—00,—1) U(2,7);
(k+1)°> = (10k — 14)  (k—3)(k —5)
= ke (-1 .
0< ol b+ 1 ) 6( 73)U(57OO)

Pretoze k je celé, mame k € {2,6,7}. Rovnica mé teda tri rieSenia, ktoré dostaneme
dosadenim do vztahu (1): 1 =2, 9 =46/7, x3 = 7.

Poznamky. Niektoré dalsie vlastnosti celej casti: Ak k je celé, tak |z + k| = |z] + k.

Ak {z} +{y} < 1,plati [z +y| = [z] + |y]; ak {z} +{y} = 1, plati [z +y| = [z|+
+ ly) + 1.

Nech k je prirodzené cislo, k > 1. Ku kazdému redlnemu ¢islu x existuje prave jedno
i€ {1,2,... k} také, ze {x} € ((i — 1)/k,i/k). Potom k|z| +i—1 < kx < k|z]| + 1,
a preto |kz| = k|x| +i— 1.

B-1-6
Oznacme S, A, B, C, D stredy kruznic k, ki, ko, £, m a x, y polomery kruznic ¢

a m. Bod C' lezi na priamke, ktord prechddza bodom S a je kolma na AB (obr.11).
Z pravouhlého trojuholnika BC'S mame podla Pytagorovej vety

o) = G v

a odtial x = r/3. Oznacme P, Q) pity kolmic z bodu D na priamky AB a SC a u =
= |SP|,v=|5Q|. Ak u # r/2, tak BPD je pravouhly trojuholnik a podla Pytagorovej

vety , ,
(Goof = (o) »
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Tato rovnost plati aj v pripade u = r/2.

Obr. 11

Podobne z pravouhlého trojuholnika QCD (ked @@ # C) alebo porovnanim pro-
tilahlych stran obdlZnika (ked Q = C) dostaneme

(oo = (- »

Navyse z pravouhlého trojuholnika SPD mame

(r—1)? = u? 4+ 0% (3)

Odéitanim rovnosti (3) a (2) dostaneme 4r2/3 — 8ry/3 = 4vr/3, teda v = r — 2y.
Podobne odéitanim rovnosti (3) a (1) vyjde r2—3ry = ur a odtial u = r—3y. Dosadenim
do (3) a tpravou postupne dostaneme

(r—y)* = (r—3y)* + (r — 2y)°,
r? — 8ry + 12y% = 0,
(r —6y)(r —2y) = 0.
Odtial vyplyva, ze y = r/2 alebo y = r/6. Polomer r/2 ma kruznica ki, polomer r/6

kruznica m znézornena na obr. 11. Kazda z tychto dvoch kruznic sa dotyka kruznic k,
ko a £ pozadovanym spésobom.

B-S-1

Ak v kazdom kroku zvolime kopku s najviacsim poctom kamenov, budeme postupne
odoberat kopky s 54, 53, 52, ... kamenmi a po 53. kroku zostane na stole jedind kopka
s jednym kamenom.
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Dokazeme, ze pri lubovolnom postupe zostane v poslednej kopke jediny kameri.
Ukéazeme totiz, ze po kazdom kroku, po ktorom na stole zostava aspon jedna kopka,
tvoria po¢ty kameriov v jednotlivych kopkach vzdy celd mnozinu {1,2,...,n} pre
nejaké prirodzené n (nevylucujeme vsak, ze k niektorym c¢islam existuje viac kopok
s danym poctom kametiov). To teda znamend, Ze na stole je vzdy aspon jedna kopka
s prave jednym kamenom.

Na zaciatku tvoria pocty kamenov v képkach mnozinu {1,2,...,54}. Predpoklada-
jme, ze po urcitom pocte krokov tvoria poc¢ty kamenov v jednotlivych kopkach mnozinu
{1,2,...,n} (n 2 2). Ak teraz zvolime kopku s n kamenmi alebo képku s jednym
kametiom, budi v dalsom kroku poc¢ty kameriov v kopkach tvorif mnozinu {1,2,... ,n—
— 1}. Ak zvolime kopku s m kamenmi, kde m ¢ {1,n}, buda pocty kamenov v dalSom
kroku tvorit mnozinu {1,2,... ,m — 1} U{1,2,... ,.n—m} = {1,2,...,p}, kde p =
= max{m — 1,n — m}. Tym je tvrdenie o pocte kamenov v jednotlivych kopkach
dokazané.

Odpoved. Posledné kopka bude bez ohladu na zvoleny postup vzdy obsahovat jediny
kamen.

B-S-2

Podla Pytagorovej vety je v pravouhlom trojuholniku rovnost a? : b = 1 : 2 splnend
prave vtedy, ked b2 : ¢2 = 2 : 3. Pozadovanu ekvivalenciu teda staéi dokazaf len pre
jednu z rovnosti a® : > =1:2, 0% : > =2: 3.

B

O

N[
IS

. Y
C Y R z A
Obr. 12

Trojuholniky ASR a ACB (obr.12) maja spoloény uhol pri vrchole A a zhoduju
sa v pravych uhloch ASR a ACB, takze st podobné podla vety uu. Odtial vyplyva
rovnost

|AR| _ |AB]
|AS| — |AC|’
¢ize
B _|AB|-|AS] ¢
z=|AR| = VTS (1)

Podla Pytagorovej vety mame |RS|? = |AR|? — |AS|? = 22 — ¢?/4 a |RQ|?> = |QC|? +
+|CR|? = a?/4+ (b—12)? = a?/4 + b? — 2bx + 22, takZe |RQ| = | RS| prave vtedy, ked
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a?/4+c?/4+b% = 2bx, ¢o po dosadeni z (1) a a® = ¢® —b? po tprave dava 3b2/4 = 2 /2,
Cize b? : ¢2 = 2 : 3. Tym je pozadovana ekvivalencia dokizana.

Iné rieSenie. Podla Pytagorovej vety plati (obr.12) |BR|? = |BC|?> + |CR|? = a® +
42 RSP = [BR? - |BSP = a® + y* — /4, |[RQP = |QCP? + |CR[> = a*/4 + 2.
Rovnost |RQ| = |RS| teda plati prave vtedy, ked a? +y? — /4 = a? /4 +y?, ¢ize 3a® =
= ¢2. V pravouhlom trojuholniku je tato rovnost ekvivalentn4 s rovnostou 3b% = 2c2,
Gizea?:b%:c?=1:2:3.

Iné riesenie. Ozna¢me T stred strany AC (obr.13). Pretoze |QC| = |ST)|
a |[SQCR| = | STR| = 90°, st trojuholniky QCR a ST R zhodné prave vtedy, ked
|RQ| = |RS| a zaroven prave vtedy, ked |[RC| = |RT|. Rovnost |RQ| = |RS| je teda
ekvivalentnd s tym, ze bod R je stred usecky CT, t.j. z = |RA| = 3b/4. Z podobnosti

B

Obr. 13

trojuholnikov ABC' a ARS méme (rovnako ako v prvom rieSeni)

takze |RQ| = |RS| préave vtedy, ked

B_c

T Cize 3b% = 2¢2.

V pravouhlom trojuholniku je to podla Pytagorovej vety ekvivalentné s rovnostou 3a? =
=c? ¢izea?:0?:c2=1:2:3.

B-S-3
Vyraz |x/(1 — x)] je celé ¢islo, preto aj

] 1
2] 1-[z] *

je celé, ¢o znamena, ze 1 — [z] € {—1, 1}, ¢ize |z] € {0, 2}.
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Nech |z| = 0. Potom 0 £ z < 1 a dand rovnica mé tvar

==

takze je splnend prave vtedy, ked 0 < z/(1 — ) < 1, ¢o je vzhladom na predpoklad
1 —x > 0 ekvivalentné s nerovnostami 0 < x < 1/2. V tomto pripade danej rovnici
vyhovuju vSetky z z intervalu (0, 1/2).

Nech |z| = 2. Potom 2 < x < 3 a dand rovnica ma tvar

foJ =%

takze je splnend prave vtedy, ked —2 < x/(1 —z) < —1. To je vzhladom na predpoklad
2 £ z (a z neho vyplyvajucu nerovnost 1 — z < 0) ekvivalentné s nerovnostami —2 +
+2r =2 x> —1+x, ¢ize x = 2. V tomto pripade danej rovnici vyhovuju vsetky x
z intervalu (2, 3).

Zaver. Vsetky rieSenia danej rovnice tvoria mnozinu (0,1/2) U (2, 3).
B-1I-1

Pretoze sa sucet priemerov kruznic k1 a ke rovna priemeru kruznice ks, lezia ich stredy
S1, S a S3 na priamke. Existuji dve zhodné kruznice, ktoré splhaji podmienky tlohy,
a su sumerne zdruzené podla priamky S;.5;. Ozna¢me k jednu z nich (obr.14), S jej
stred a r zodpovedajuci polomer.

1+7r Y 247

3—r

a
Sl r p 2—x S3 1 S2

Obr. 14 Obr. 15

Pre velkosti stran trojuholnika 57525 plati |[S1S|=1+7, |S2S| =2+, [S15| =3
a |S3S| = 3 — r. Pre bod S35 zaroven plati |S351| = 2 a |S352| = 1. Ked ozna¢ime P
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pravouhly priemet bodu S na priamku 5152 (obr.15) a x = |S; P|, y = |SP|, mozeme
podla Pytagorovej vety pisaft

1+7r)?=a2+y?
2+7)?=0B-2)+y%
B-r)?=(2-2)+y"

Od¢itanim prvej rovnice od druhej dostaneme 3 4+ 2r = 9 — 6z, Cize 2r = 6 — 6x.
Odc¢itanie prvej rovnice od tretej da 8 —8r = 4 —4x, ¢ize 2r = 14 x. Porovnanim oboch
doésledkov vyjde rovnica 6 — 6z = 1 + x, odkial x =5/7, r =3 — 3z = 6/7.

Pozndmka. So znalostou kosinusovej vety sa zaobideme bez pomocného bodu P. Ked
napiseme kosinusové vety pre trojuholniky 57535 a 515295, dostaneme dve rovnice

(3-7)=4+(1+7)°=2-2(1+7)cosw,
(2+7) =9+ (1+7)*—2-3(1+r)cosw,

kde w = |4.52515|. Po tprave a vyjadreni (1+7) cosw z oboch rovnic dostaneme rovnicu
2r —1=1-1r/3, z ktorej vyplyva r = 6/7.

B-1I-2

Ozna¢me p pocet ucastnikov ankety vratane Jozka a j pocet hlasov pre Satana.
Na celych 7% sa zaokruhlia ¢isla z intervalu (6,5 %; 7,5 %), ¢ize (0,065;0,075). Pred
Jozkovym hlasovanim mal Satan j — 1 hlasov a po 1iom j hlasov. Musi preto platit

- .
0,065 < ‘7—1 <0075, 0,065 <L <0,075.
p— p

PretoZe z nerovnosti 0 < j < p vyplyva (j —1)/(p—1) < j/p, staci riesit dve nerovnice

0065<? "% a <0075 (1)
p—1 p
Prva z nich je ekvivalentna s nerovnicou 0,065p — 0,065+ 1 < j a druhé s nerovnicou
j < 0,075p, preto musi platit 0,065p + 0,935 < 0,075p, odkial vyplyva p > 93,5. Pretoze
p je celé ¢islo, dostavame p = 94. Musime vSak eSte zistit, pre ktoré najmensie p = 94
existuje celé ¢islo j, ktoré vyhovuje nerovniciam (1). Z podmienky p = 94 dostaneme
7 20,065 - 94 + 0,935 = 7,045, a teda 5 = 8. Z nerovnice j < 0,075p potom mame p >
> 320/3, ¢ize p = 107. Pretoze 0,065-107+0,935 < 8, je dvojica j = 8, p = 107 rieSenim
sustavy (1), takze p = 107 je najmensi mozny pocet ludi, ktori v ankete hlasovali.

Iné riesenie. Nerovnice 0,065p+0,935 =< j < 0,075p, ekvivalentné s nerovnicami (1),
upravime na tvar
j j—0,935
<pS————,
0,075 ~F= 0,065
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Go dava podmienku 0,065] < 0,075j — 0,075 - 0,935, ize j > 7,5 - 0,935 > 7, takie j =
= 8. Z nerovnosti p > j/0,075 tak dostdvame nerovnost p = 107. Teraz staci overit, Ze
p = 107 vyhovuje pre j = 8 aj druhej podmienke, t.j. ze plati 107 < (8 — 0,935)/0,065.

B-1II-3

Oznacme S stred tsecky C'V (obr.16). Body K a L lezia na Talesovej kruznici s prie-
merom AB, takze |[ML| = |[MK|. Body K a L zaroven lezia aj na Téalesovej kruznici
s priemerom C'V, takze |SL| = |SK]|. Trojuholniky SLM a SK M su teda zhodné (sss),
takze [ SML| = |<SMK]|, ¢ize os uhla LM K prechédza stredom S tsecky VC.

Obr. 16

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov. Po dvoch bodoch oceiite odvodenie kazdej z rovnosti |ML| = |[MK]|
a |SL| = |SK]|, zostavajuce dva body dajte za dokoncenie dokazu (argumentovat mozno napr. tiez
tym, Ze oba trojuholniky LK M a LK S st rovnoramenné, a teda LMK S je deltoid).

B-1I-4

Dant stistavu rovnic prepiSeme na ekvivalentny tvar

y=lz]-a
2 =2ly) - o, 1)
r=3|z] —«

priom « sme oznacili ¢islo 2004/2005 z intervalu (0,1). Zo sustavy (1) vyplyvaja
postupne rovnosti
lyl = =] -1,

l2] =2ly] =1 =2]z] -3,
x| =3|z] —1=06|z] — 10.

Z poslednej rovnice dostavame |x| = 2 a zo zostavajucich dvoch rovnic dopocitame
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ly] = |z] = 1. Dosadenim do (1) tak méame

2004 1 2004 1 2004 1
2———=14+—, 2=2—— =
2005 2005 2005

xr = 3 - - 2 + ) - 1 + .
2005 2005" 7 2005
Vysli necelé cisla z, y a z, ktoré maja prave také celé casti, aké sme dosadzovali do
pravych stran rovnosti (1). Tak sme zaroven urobili skusku (ktort vSak mozno urobit
aj priamym dosadenim do pdvodnej ststavy). Uvedend trojica je (jedinym) rieSenim
danej ulohy.
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KATEGORIA A

A-1I-1

Zistime najskor, ako vyzeraju vsetky kone¢né neprazdne mnoziny M prirodzenych ¢isel
s (kIacovou) vlastnostou zo zaveru zadania. Az potom posudime, ktoré z tychto mnozin
st malé a urc¢ime pocet tych z nich, ktoré st zostavené z cisel od 1 do 100.

Nech M je teda Tubovolna kone¢na nepréazdna mnozina prirodzenych cisel s vlast-
nostou: ak z,y € M a = # y, tak aj |x — y| € M. Predpokladajme, ze M mé prave
k prvkov a usporiadajme ich podla velkosti od najmensieho ¢isla po najvicsie:

1 <Tyg <3 <...<Tg.

V pripade k = 1 splita mnozina M = {z;} dant vlastnost trivialne, predpokladajme
preto dalej, ze k > 1. Potom ¢islo x9 — 1 = |22 — 21| podla posudzovanej vlastnosti
patri do M a je menSie ako x5, takZe sa musi rovnat ¢islu x1. Z rovnosti zo — 21 = 21
dostavame zo = 2x7. Analogicky plati, Ze Cisla x3 — xo2, x3 — x1 s dve ¢isla z M, ktoré
st mensie ako x3. Pritom x3 — 22 < x3 — 1, takZe musi platit z3 — 29 = 21 a 3 — 21 =
= x5. To spolu s dokdzanou rovnostou xo = 2x, vedie k zaveru, ze x3 = 1 + x2 = 321.
V rovnakych tvahdch moézeme pokracovat a ziskavat rovnosti x4 = 4xq, ..., T =
= kx1. Formalne mozno tieto rovnosti dokazat indukciou: ak plati rovnost x,, = nx;
pre niektoré n, 1 < n < k, tak itvahou o n ¢islach

Tpal = Tp < Tpt1 — Tp—1 < ...<Tpgt1 — T1,

ktoré podla posudzovanej vlastnosti patria do M a st mensie ako x, 1, prichddzame
k zaveru, ze x,4+1 — x, = x1, odkial z,11 = x,, + 1 = nx; + 1 = (n + 1)x;. Ddkaz
indukciou je hotovy. Ak oznac¢ime 1 = m, vyplyva z nasich avah, ze skiimané k-prvkova
mnozina M mé nutne tvar

M = {m,2m,3m, ... km}. (1)

Na druhej strane je zrejmé, ze takd mnozina M mé pozadovani vlastnost, nech st
prirodzené ¢isla m a k vybrané akokolvek.

MnozZina M zapisana v (1) ma k prvkov, priCom najmensi z nich je ¢islo m. Podla
zadania tlohy je takd mnozina malé prave vtedy, ked plati nerovnost k < m. Zaroven
je jasné, ze takd mnozina M je podmnozinou mnoziny {1,2,3,...,100} prave vtedy,
ked plati nerovnost km < 100. Nasou ulohou je teda néjst pocet vSetkych dvojic
prirodzenych ¢isel k, m, pre ktoré plati & < m a km < 100. Ako byva pri rieseni
podobnych kombinatorickych tloh zvykom, hladany pocet urc¢ime, ked vyhovujice
dvojice (k, m) vhodne rozdelime do mensich skupin a uréime poé¢ty dvojic v jednotlivych
skupinach. V nasej tlohe sa pontika jednak rozdelenie do skupin dvojic (k, m) s rovnakou
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hodnotou k, jednak rozdelenie do skupin dvojic (k,m) s rovnakou hodnotou m. (To
zodpovedd tomu, Ze povodné objekty (mnoziny M vyhovujice tlohe) rozdelime do
skupin bud podla poétu ich prvkov, alebo podla velkosti ich najmensich prvkov.)

Uvedme oba vypocty. Kvoli tomu oznacme p(k), g(m) pocty vyhovujacich dvojic
(k,m) s danym k, resp. s danym m. Uvedomme si, Ze z nerovnosti k£ < m a km = 100
vyplyvaji odhady 1 < k£ < 9 a 2 < m < 100, ktoré naznacuju, ze vypocet pomocou
hodnét p(k) bude menej naroény ako vypocet pomocou hodnét g(m).

Pri pevnom k st vyhovujtce ¢éisla m uréené nerovnostami k +1 < m < 100/k.
Dosadenim jednotlivych hodnot & zistime, ze p(1) = 99, p(2) = 48, p(3) = 30, p(4) =
= 21, p(5) = 15, p(6) = 10, p(7) = 7, p(8) = 4 a p(9) = 2. Hladany celkovy pocet je
teda rovny

99 +48+30+214+154+10+7+4 4 2 = 236.

Naopak, pri pevnom m je ¢islo k£ ohranic¢ené takto 1 £ k < min{m — 1,100/m}.
Odtial vypocitame, ze ¢(2) = 1, ¢(3) = 2, q(4) = , ( ) = 8, ¢(10) = ¢(11) =
=9, ¢q(12) = 8, q(13) = q(14) = 7, ¢(15) = Q(16) )6 (17) .. = q(20) =5,

q(21) = ... = q(25) = 4, q(26) = ... = q(33) = 3, ¢(34 a(50) = 2, q(51) =
=...=¢q(100) = 1. Hladany pocet je teda rovny

1+2+...+84+2-94+84+2-7+2-64+4-5+5-4+8-3+17-2+4 50 = 236.

Pri vypoc¢te jednotlivych hodnét ¢(m) je vyhodné si uvedomit, ze pre kazdé priro-
dzené m = 10 plati nerovnost m — 1 < 100/m, zatial ¢o pre kazdé m = 11 plati opacna
nerovnost m — 1 > 100/m.

A-1-2

Ozna¢me O stred daného stvorca ABDC' (obr. 17). Pretoze bod M lezi na spomenutom
obliku, ma uhol AM B velkost rovni polovici velkosti stredového (pravého) uhla AOB,
teda 45°. Pretoze rovnaku velkost mé vo $tvorci ABC' D uhol BDC, je pod uhlom 45°

Obr. 17
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z bodov D, M vidno t1 istt tsecku PS. Pretoze navyse oba body D, M lezia v rovnakej
polrovine s hrani¢nou priamkou PS, je PSM D tetivovy stvoruholnik. Jeho vnutorny
uhol DM S je pravy (bod M totiz lezi na Talesovej kruznici nad priemerom BD), takze
je pravy aj vnutorny uhol DPS. Tak sme dokazali, ze PS 1 BD. Zrejme podobne
vieme ukazat, ze QR 1 AC. Z poslednych dvoch vztahov uz vyplyva, ze PS L QR
(lebo AC L BD).

A-1-3
Upravou rovnic doplnenim na $tvorce
(r—a)?=a’~b,  (y+a)?=a’-b (1)

(alebo priamym pouzitim znameho vzorca s diskriminantom) zistujeme, Ze dané rovnice
maji v obore R korene prave vtedy, ked celé &sla a, b splitaji podmienku a? — b = 0.
Tieto korene potom tvoria dvojice

{z1,22} = {a+ Va? —b,a — Va® — b},
{y1, 92} = {—a+ Va2 —b,—a—+/a? —b}.

Teraz stojime pred otazkou, ako efektivne (t.j. bez stereotypného opakovania
navzajom podobnych vypoctov) uréit vsetky Styri hodnoty vyrazu V = x1y1 — z2ys.
Ten mozno zapisat neur¢itym spésobom ako

(ai\/aQ—b)(—ai \/a2—b) — (ai\/a2—b)(—ai\/a2—b),

pricom pri prvom a trefom vyskyte znaku +, rovnako ako pri druhom a $tvrtom,
vyberame navzijom opacné znamienka. Naznac¢ime tri mozné pristupy. (Cela diskusia
bude sice dlhsia, ako keby sme vypisali vypocet vSetkych styroch réznych vyrazov, ale
o to ndm v komentari nejde.)

(i) Ak zvolime pevne oznalenie x1, T2, Y1, Y2, staci vypocitat dve hodnoty V; =
= T1Yy1 — T2y, Vo = x1Y2 — Tay1, ostatné dve hodnoty st k nim opacné cisla V3 =
= xoys — x1y1 = — V1 a Vi = xoy; — x1y2 = — V5. Oddeleny vypocet oboch hodnét Vi,
V5 vsak nie je nutny, ako ihned uvidime.

(ii) Vyber znamienok pre ¢isla x1 a y; mozno zapisat v tvare x1 = a + eva? —b
ay; = —a+ 6va? —b, pricom koeficienty ¢ a ¢ st ¢isla z mnoziny {—1,1}. Potom
Tog = a—¢eva? —b, yo = —a — 6v/a? — b a staci urobit jediny vypocet so vSeobecnymi
g, 0 (pre stru¢nost zapisu oznacime este ¢ = va? — b):

x1y1 — x2y2 = (a + ec)(—a + dc) — (a — ec)(—a — dc) =
= (—a2 — eac + Sac + €6c?) — (—a2 + eac — dac + £6c?) =
= —2a(e — §)c.

Pretoze ¢ — 9 nadobida hodnoty —2, 0 a 2, hodnoty vyrazu V = x1y; — x2ys st prave

¢isla 4av/a? — b, 0 a —4av/a? — b.
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(iii) Vyber znamienok pre ¢isla z7 a y; mozeme vyriesit zapismi 1 = a+u a y; =
= —a+v, priom u a v st redlne &isla spliajice rovnosti u? = v? = a? —b. (Dodajme, Ze
¢isla u, v su vlastne zaklady druhych mocnin v rovniciach (1), alebo tiez ¢isla ev/a? — b,

dva? — b z predchadzajiceho odstavca.) Potom plati xo =a — u, y2 = —a —v a
V=x1p1 —22y2 = (a +u)(—a+v) — (a —u)(—a —v) = —2a(u — v).
Pretoze hodnoty w — v pri podmienke u? = v? = a? — b st —2va2 — b, 0 a 2v/a? — b,

prichadzame k rovnakému zaveru ako v (ii).

Po vypocte hodnot vyrazu V zistujeme, Ze rovnost x1y; — xoys = 4k nastane prave
vtedy, ked 4k € {—4av/a? — b,0,4av/a? — b}. PretoZe k je prirodzené ¢islo, plati a # 0
a posledna podmienka je ekvivalentné s rovnostou

k = |a|\v/a? — b, (2)

ktora je rozkladom ¢isla k na stcin dvoch ¢initelov, ktoré musia byt tiez prirodzené ¢isla.
(Cislo va? — b je rovné zlomku k/|al, takZe je to ¢islo racionélne, a teda ¢islo celé.) Preto
mozeme vSetky celociselné riesenia (a, b) rovnice (2) fahko popisat: vezmeme Tubovolny
rozklad k = m - n daného éisla k na dva (kladné) ¢initele m, n a z rovnosti |a|] = m
a va? — b = n jednoducho ur¢ime obe vyhovujtuce dvojice (a,b):

a=+m, b=m?—-n? (3)

Teraz uz mame vsetko pripravené na riesenie otazok pévodnej tlohy.

Cast a). Pretoze pre ¢initele m, n z fubovolného rozkladu k = m - n plati m < k
an = 1, vyplyva zo vztahu (3) odhad b < m? — 1. Pritom rovnost nastane, ked zvolime
m =k an = 1. Pre dané k je teda najvicsia hodnota b rovna byay, = k2 — 1.

Cast b). Pre k = 2004 existuje prave 12 usporiadanych dvojic (m,n), pre ktoré
2004 = m-n, lebo vSetkych rozkladov ¢isla 2004 na dva ¢initele (ked nezohladnime ich
poradie) je prave Sest: 1-2004 =2-1002 = 3-668 = 4-551 = 6-334 = 12-167. Pretoze
mozeme dvoma sposobmi zvolit znamienko ¢isla a vo vztahu (3), hfadany pocet dvojic
(a,b) je rovny dvojnésobku poétu dvojic (m,n), teda ¢islu 2 - 12 = 24.

Cast ¢). Nagou tlohou je uréit stcet ¢isel b z dvojic (a,b) uréenych vzfahmi (3),
ked dvojice (m,n) prebiehaju vsetkymi rozkladmi k& = m - n daného éisla k. Ak m =
= n, podla (3) plati b = 0, preto moézeme uvazovat len také dvojice ¢initelov (m,n),
v ktorych m # n, a zoskupit ich do parov (m,n) a (n,m). Pretoze v kazdom pare pre
sti¢et prislusnych hodnét b plati (m? — n?) + (n? — m?) = 0 (ako pre jednu, tak pre
druht volbu znamienka ¢isla a), je hladany sucet ¢isel b zo vSetkych uvazovanych dvojic
(a,b) rovny nule (pre kazdé pevné k).

A-T1-4

Oznacme ¢, d diferenciu prvej, resp. druhej z danych aritmetickych postupnosti. Pretoze
podla zadania plati y; = x1, maja ¢leny oboch postupnosti vSeobecné vyjadrenia

ri=x1+({@—1)c a y=x1+@{—1)d
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pre kazdy index i. Rozdiel 2? — y? moZno preto upravit na tvar

27—yl = (27 +221(i — L)e+ (i — 1)°c?) — (2f +221(i — 1)d + (i — 1)°d?) =
=2x1(i — 1)(c — d) + (i — 1)*(c* — d?).

Pre index k podla zadania tlohy platia rovnosti

53 = 2z1(k — 1)(c — d) + (k — 1)*(c* — d?), (1)
78 = 2z1(k — 2)(c — d) + (k — 2)*(c* — d?), (2)
27 = 2x1k(c — d) + k*(* — d?). (3)

Tieto rovnosti alebo ich nasobky teraz vhodne navzajom s¢itame. Aby sme sa zbavili
¢lenov s x1, odéitame od dvojnasobku rovnosti (1) sticet rovnosti (2) a (3). Pri ¢lene
2x1(c—d) tak zostane koeficient 2(k—1) — (k—2+k) = 0. Pretoze 2-53 — (78 +27) =1
a2(k—1)2—(k—-2)?2—k? = -2, dostaneme spomenutou kombinéciou jednoduchi
rovnost 1 = —2(c? — d?), z ktorej uréime ¢ — d?> = —1/2. To dosadime do rovnosti (2)
a (3), ktoré tak prejda na tvar

78:2x1(k—2)(c—d)—%(kz—2)2, (4)
27 = 2x1k(c — d) — %k? (5)

Clenov s z sa opif zbavime, ked od k-nésobku rovnosti (4) odé¢itame (k — 2)-ndsobok
rovnosti (5). Ziskana rovnicu s neznamou k potom vyriesime:

1 1
78k — 27(k — 2) = —§(k—2)2-k+§k2-(k—2),

1 1
51k + 54 = —5(/g3 — 4k + 4k) + 5(1&"’ — 2k?),

0= k% — 53k — 54,
0= (k+1)(k—54).

Pretoze index k je prirodzené cislo, plati nutne £ = 54. Tym je tiloha vyriesena.

Dodajme, ze zadanie ulohy nevyzaduje skimat, ¢i pre nadjdent (jedini) hodnotu
indexu %k dvojica postupnosti spliiajicich podmienky tlohy existuje. Pre zaujimavost
uvedme, Ze takych dvojic postupnosti je dokonca nekonec¢ne vela. Je nutné a staci, aby
ich spoloény prvy ¢len x; a diferencie ¢, d spliiali podmienky ¢ — d? = —1/2 a x1(c —
— d) = 55/4. Vyplyva to jednoducho z ktorejkolvek z rovnosti (1) az (3) po dosadeni
hodnét k =54 a ¢ — d? = —1/2.

A-1I-5

Ozna¢me zvycajnym sposobom a, b, ¢, d dizky stran daného lichobeznika. Podla zadania,
plati rovnost a = 2¢, ktora znamena, ze zédkladnia CD je strednou prieckou trojuholnika
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ABF, pricom F je prieseénik ramien BC a AD predlzenjch za vrchol C resp. D
(obr.18). Preto plati aj |[CF| =ba |DF| = d.

V prvej Casti rieSenia predpokladajme, ze |AB| = |BC|, ¢ize 2¢ = b (obr.19).
Potom |CF| = b = 2c a |[EB| = |EC| = b/2 = ¢, takze trojuholniky ABE a FCD
st zhodné podla vety sus (ich strany dlZok 2c a ¢ zvieraju sthlasné uhly urcené
priamkou BC' medzi rovnobezkami AB a CD). Zo zhodnosti tretich stran AE a F'D
potom vyplyva rovnost |AF| = d. Tak prichddzame k zaveru, Ze strany Stvoruholnika
AECD maju dizky d, ¢, ¢, d. Je to teda dotyc¢nicovy stvoruholnik (dokonca deltoid,
pripadne kosostvorec).

A a=2c B
Obr. 18 Obr. 19 Obr. 20

V druhej ¢asti rieSenia predpokladajme, ze stvoruholnik AEC D je doty¢nicovy, takze
podla zndmej vety pre dlzky jeho stran plati rovnost |AE|+ |CD| = |EC| + |AD], ¢&ize
r+c=0b/2+d, pricom 2 = |AE| (obr. 20). Odtial vyjadrime dizku z, s ktorou budeme
dalej pracovat, v tvare

x = g —c+d. (1)
Vsimnime si teraz, ze tsecky CD, AC a AFE delia trojuholnik ABF na $tyri trojuholniky
s rovnakym obsahom. (Podrobnejsie: z |AD| = |DF|, |BC| = |CF| a |BE| = |EC| vy-
plyva sled rovnosti Sapc = Scpr = SACF/2 = SABC/2 = SuBg = SACE-) Preto pre
obsahy Stvoruholnika AECD a trojuholnika AEF plati Sagcp : Sagr = 2 : 3. Tieto
dva mnohouholniky vsak maju spolo¢nt vpisani kruznicu, takze v rovnakom pomere
2 : 3 musia byt aj ich odvody (pripomerime, Ze obsah mnohouholnika s obvodom o
a vpisanou kruznicou s polomerom p je rovny o - 9/2). Pretoze tieto obvody maji
vyjadrenia

b 3b
OAECD:.CC+§+C+d, OAEF:.CC—FE-FQCZ,
plati (x +b/2+c+d) : (x +3b/2 +2d) = 2 : 3. Odtial lahko vyjadrime neznamu z ako
b
x = 3 —3c+d. (2)

2
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Porovnanim (1) a (2) dostaneme rovnost b = 2¢, ¢ize b = a. Tym je rovnost |AB| = |BC|
dokazana.

Iné riesenie. (Podla Pavla Novotného.) Pripomeiime najskor vyjadrenie dlzok
taznic trojuholnika pomocou diZok jeho stran: vo vieobecnom trojuholniku ABC' pri
zvyCajnom oznaceni plati vztah

42 = 24 + 2% — 2. (1)

Odvodenie (1) je jednoduché: staci s¢itat rovnosti
2 LA 2 L\ o
b* = (§c> +t; —ct.cosw, a” = (50) +t. + ct.cosw,

ktoré platia podla kosinusovej vety pre trojuholniky ACC; a BCC4, pricom C je stred
strany AB a w = [JAC,C| (obr. 21).

¢ Ci 3¢ B

1
2

Obr. 21 Obr. 22

V danom lichobezniku ABCD (v ktorom plati a = 2¢) uvazujme okrem stredu F
ramena BC' este stred S zékladne AB a oznaéme z = |AE| a u = |AC| (obr.22).
Pretoze |AS| = |SB| = a/2 = ¢, je ASCD rovnobeznik, teda |C'S| = d. Teraz podla
vztahu (1) vyjadrime dlzky taznic AE a CS trojuholnika ABC:

4% = 2u% +2(20) = b* a 4d® = 2u® + 20% — (20)%
Vzajomnym odéitanim tychto rovnosti vylucime veli¢inu v a dostaneme
4(x? —d?) =3(4c®* = v?), cize 4(x —d)(x +d) = 3(2c — b)(2c +b).

Odtial vyplyva, Ze znamienko rozdielu x —d je vzdy rovnaké ako znamienko rozdielu 2¢—
— b. Ukézme, 7Ze z tohto poznatku vyplyva celé rieSenie nasej ulohy. Pouzijeme k tomu
zname kritérium pre dotycnicové Stvoruholniky: stvoruholnik AECD je doty¢nicovy
prave vtedy, ked sa rovnaji oba stéty dizok jeho protilahljch stran, t.j. prave vtedy,
ked x +c=d+b/2.

Ak b = 2¢, tak podla nasho poznatku x = d, a teda AECD je deltoid (pripadne
kosostvorec). (Rovnost « + ¢ = d 4 b/2 vtedy plati dokonca séitanec po scitanci.)
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Ak b > 2¢, tak podla nédsho poznatku = < d, a teda z+c < d+b/2, takze $tvoruholnik
AFECD nie je dotyCnicovy.

Ak b < 2¢, tak podla nédsho poznatku z > d, a teda z+c > d+b/2, takze $tvoruholnik
AFECD nie je doty¢nicovy.

Iné riesenie. V lichobezniku ABCD, v ktorom plati a = 2¢, uvazujme okrem
stredu F ramena BC a priese¢niku F predlZenych ramien BC, AD este prieseénik G
priamok AFE, CD (obr.23). Lahko vysvetlime, ze tsecky FF a DG su taznice troju-

Obr. 23

holnika AFG (a bod C jeho tazisko). Ak plati rovnost b = 2¢, st tieto faznice zhodné,
a preto je trojuholnik AF'G rovnoramenny so zakladnou F'G, teda AECD je deltoid
(alebo kosostvorec). Ak sa naopak Stvoruholniku AECD da vpisat kruznica, je tato
kruznica vpisand aj obom trojuholnikom AEF a ADG, ktoré maju zhodné obsahy
(rovné vzdy polovici obsahu trojuholnika AF'G). Potom sa vSak musia rovnat aj ich
obvody, ¢o pre dizku = |AE| = |EG| ddva rovnicu

3b
m+5+2d:2m+30+d,

z ktorej vychadza vyjadrenie nezndmej x v tvaru (2) z prvého riesenia. Rovnako ako
tam potom dojdeme k rovnosti b = 2c.

Nad obr. 23 mozno uvazovat aj takto: stvoruholnik AEC' D bude doty¢nicovy prave
vtedy, ked splyni kruznice vpisané trojuholnikom AEF a ADG. Tieto trojuholniky
maju totozné ramend vnutornych uhlov pri spolo¢nom vrchole A, takze ich vpisané
kruznice splynu prave vtedy, ked budi mat zhodné polomery. To je vSak ekvivalentné
s tym, Ze oba trojuholniky maji rovnaky obvod (vzdy totiz maji rovnaky obsah).
Pretoze spolo¢nd ¢ast hranic trojuholnikov AEF a ADG je tvorend lomenou ¢iarou
EAD, rovnaju sa ich obvody prave vtedy, ked plati rovnost |DF|+|FE| = |DG|+|GE|.
Pretoze DE || F'G, je z Gvahy o elipse s ohniskami D, E jasné, ze odvodena rovnost
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nastane prave vtedy, ked tsecky DFE a F'G maju spolo¢ni os simernosti (a AECD je
potom deltoid, pripadne kosostvorec).

A-1-6

V prvej casti rieSenia predpokladajme, ze f : (0,4+00) — (0,400) je Iubovolna
z hladanych funkcii. Ked dosadime do danej rovnice hodnotu y = 1 a éislo x = 0
ponechame Iubovolné, dostaneme

Fer@)im = ().

Vzhladom na to, Ze podla podmienky b) plati f(1) = 0, posledna rovnost znamena, ze

x Y
f<x—l—1> =0 prekazdé x = 0.
Vidime, ze funkcia f nadobida hodnoty nula vo vSetkych bodoch defini¢ného oboru,
ktoré mozno vyjadrit v tvare zlomku x/(z + 1) s vhodnym = = 0. Kazdy taky zlomok
urcite lezi v intervale (0, 1). Naopak, pre kazdé realne ¢islo t € (0, 1) ma zrejme rovnica
t = z/(x + 1) nezédporné riesenie x = t/(1 — t).

Zisteny poznatok spolu s podmienkou c) zo zadania tlohy vedie k zaveru, Ze rovnost
f(t) = 0 plati prave vtedy, ked ¢t € (0,1). Aby sme urcili (kladnti) hodnotu f(t) pre
pevné t > 1, budeme uvazovat dve rovnice s takym parametrom ¢ a nezndmou x:

fero)m =0 a  f(-"2) =0,

Pretoze podla zadania tlohy sa lavé strany oboch rovnic rovnaji (zvolme y = t v danej
funkcionalnej rovnici) a f(¢) > 0, musia mat obe rovnice rovnaké mnoziny rieSeni.
Pre prvi z nich je tdto mnozina urcéend stustavou nerovnic 0 < z f(¢) < 1, takze tvori
interval (0,1/f(t)). Druh4 rovnica je ekvivalentné so stistavou nerovnic 0 < zt/(z+t) <
< 1, ktorej rieSenia (vzhladom na x +t > 0) tvoria interval (0,t/(t — 1)). Z totoznosti
oboch intervalov vyplyva rovnost

1 t t—1
=~ dze f(t)=—.
TOREESE ¢ize f(t) "
Nasli sme hodnotu f(¢) pre kazdé ¢ > 1. Mozeme teda zhrnut, ze hladana funkcia f
musi mat tvar
0 (0=t<1),
f(t) - t—1
— (t>1).

V druhej casti rieSenia ukazeme, ze funkcia f urcené ostatnym predpisom mé naozaj
vlastnost a) zo zadania tlohy (vlastnosti b) a c¢) st zrejmé). Rovnosti oboch stran

L=f(zf(y)f(y), P= f(;fy>
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danej funkcionalnej rovnice dokézeme v kazdom zo Styroch pripadov rozliSenych podla
moznych hodnot premennej y a zlomku zy/(z + y):

(i) y=0(axz>0), (i) 0<y<=1,

< ' 4
x+y:1’ (iv) y>1ax+y

Pripad (i). Z y = 0 vyplyva f(y) =0 a zy/(z +y) = 0, takze tiez f(zy/(z+y)) =0,
teda L = P = 0.

Pripad (ii). Z 0 < y < 1 vyplyva zy/(z + y) < 1, takze opidt L = P = 0.

Pripad (iii). Zy > 1 azy/(z +y) < 1 vyplyva x < y/(y — 1), takze vzhladom na
hodnotu f(y) = (y — 1)/y plati nerovnost zf(y) < 1, teda opéit L = P = 0.

Pripad (iv). Zy > 1 axzy/(x +y) > 1 vyplyva = > y/(y — 1), takze vzhladom na
hodnotu f(y) = (y — 1)/y plati nerovnost = f(y) > 1, teda

(ili) y>1la > 1.

y—1
r-— —1
I_ y y-1l _wy—xz-—y
y—1 Y vy
x.—
Yy
"23_/ 1
x J— J—
p_ y _TYy—r—y
Ty zy
r+y

Rovnost L = P je tak dokdzana vo vSetkych pripadoch.
A-S-1

Zaoberajme sa otdzkou, pre ktoré celo¢iselné aritmetické postupnosti (a;);—, existuji
indexy 4,5 € {1,2,...,10} také, ze a; = 1 a a; = 2005. Zdoraznime, ze ak taka
dvojica indexov (i, j) existuje, potom je jedina, pretoze v nekonstantnej aritmetickej
postupnosti sa kazdé ¢islo vyskytuje najviac raz.

Predpokladajme, ze uvedené indexy ¢ a j pozname a pomocou nich vyjadrime
prvy ¢len a; a diferenciu d prislusnej postupnosti. Pretoze vSeobecny ¢len aritmeticke;j
postupnosti ma vyjadrenie ar = a; + (k — 1)d, dostavame ststavu rovnic

a;i=a1+(—1)d=1 a a; =a1+ (j—1)d = 2005,
ktoru lahko vyriesime vzhladom na nezndme ay, d:
2004 2004(i — 1)

d=—— a a=1- —
J—1 J—1

Také hodnoty ai, d st celé ¢isla prave vtedy, ked je prirodzené ¢islo |j — i| delitelom
¢isla 2004, takze |j — i| musi byt jedno z ¢isel 1, 2, 3, 4 alebo 6 (z podmienky i,; €
€ {1,2,...,10} totiz vyplyva |j — i] < 10 a ¢islo 2004 iné jednomiestne delitele
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nemd). Hladany pocet postupnosti je preto rovny po¢tu dvojic indexov (i, j) vybranych
z mnoziny {1,2,...,10}, pre ktoré plati |j — i| € {1,2,3,4,6}. Takych dvojic (i,7) je
postupne 2-9,2-8, 2.7, 2-6 a 2-4, takze vSetkych postupnosti je 184+16+14+12+8 = 68.

A-S-2

Rovnobeznik ABCD je stredovo simerny podla prieseénika S uhlopriec¢ok AC, BD
(obr. 24). Preto st podla stredu S simerne zdruzené trojuholniky ACD a CAB, a teda
aj ich vpisané kruznice a zodpovedajuce si body dotyku K a M. To isté plati aj pre

D C

Obr. 24

dvojicu bodov L a N. Prichddzame tak k zaveru, ze K LM N je rovnobeznik. (MoZnosti
K = M = S alebo L = N = S vylu¢uje podmienka |AB| > |BC/|, ktora zabezpecuje,
ze spomenuté trojuholniky nie st rovnoramenné so zakladnou AC alebo BD, takze
vpisané kruznice sa nedotykaju tychto stran v ich strede.)

Uvedena tivaha o stredovej simernosti vSak nestaci na dékaz toho, ze rovnobeznik
KLMN je obdlnik, t.j. Ze mé zhodné uhlopriecky KM a LN. Na to musime urobif
vypocet zaloZzeny na zndmych vztahoch, ktoré vyjadruja vzdialenosti vrcholov vSeobec-
ného trojuholnika od bodov dotyku vpisanej kruznice pomocou dizok stran tohto
trojuholnika (obr. 25).

|[EF|+ |EG| — |FG|
2 )
|FG| + |FE| — |EG]|
2 )
|GF| + |GE| — |EF)|
5 :

r=|ER| = |EQ| =

y=|FP| =|FR| =

z=|GP|=1GQ| =
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Pripomernime, Ze tieto vztahy mozno odvodif zo ststavy rovnic
x+y=|EF|, y+z=|FG|, z+z=|EG|.

Vrafme sa k nasej ilohe a v danom $tvoruholniku ABCD ozna¢me este dizky a =
= |AB| = |CD|, b = |BC| = |AD|, e = |AC| a f = |BD|. Podla vztahov uvedenych
vedla obr. 2 platia rovnosti

+b

T_a:|CM| a |BL|=

b—
|AK|:8 ft+b-a

— |DN].

Z predpokladu tulohy a > b preto vyplyva |AK| < e¢/2 = |AS|, takze bod K lezi medzi
bodmi A a S a ma od stredu S vzdialenost

e
2 2 2

b "
IKS| = |AS| - |AK|= S _¢Fo—a_a—b

Podobne vyjde, ze body L, M, N lezia postupne na useckach BS, C'S, DS a platia
rovnosti | LS| = |MS| = |[NS| = (a — b)/2. To spolu znamena, ze stvoruholnik K LM N
mé zhodné uhlopriecky, ktoré se navzajom rozpoluji, a teda je to obdlznik. (Keby to
bol stvorec, muselo by platit KM L LN, teda AC L BD, ¢o je v spore s tym, ze a # b.)

Dodajme, ze v predchadzajicom odstavci sme podali iplné riesenie, ktoré nevyzaduje
uvahy o stredovej simernosti z tvodného odstavca.

A-S-3

Po vydeleni (kladnym) ¢islom k+1/k a uprave zlomkov dostaneme ekvivalentni sustavu
nerovnic
k*(k — 2)
k241

k3(k + 3)
k241

A
A

(1)

T

Pre £k = 1 ma tato sustava tvar —1/2 < x < 2, takze ma v celych ¢islach prave tri
rieSenia, ¢o je menej ako (1 + 1)2 = 4. Teda k = 1 nevyhovuje. Dosadenim hodnét
k = 2, k = 3 lahko zistime, Ze obe vyhovuju. Poktisme sa preto zistit, ¢i okrem k = 1
nebuda vyhovovat vSetky hodnoty.

Aby sme uréili, medzi ktorymi celymi ¢islami lezia oba zlomky z (1), vydelime najskor
(so zvyskom) mnohocleny z ich ¢itatelov mnohoclenom z menovatela.

(K3 —2k%): (K +1) =k — 2, zvySok — k + 2,
(E* +3k3) : (K> +1)=k®*+ 3k —1, zvySok —3k+1.

Oba vysledky delenia dosadime do (1).

k—2—

k—2 3k -1
<x<K? —1- )
k2+1_x_k + 3k 21
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Ak pre ,,zvyskové ¢leny“ z oboch krajnych vyrazov budi platit nerovnosti

k-2 3k — 1
< 1 <
2t o Ut

(3)

budt rieSeniami ststavy (1) prave tie celé ¢isla x, pre ktoré plati k—2 < x < k2 +3k—2.
Takych z je
(B> +3k—2)— (k—2)+1=(k+1)

¢o je prave pocet uvedeny v zadani ulohy.

Lahko zdovodnime, Ze nerovnosti (3) platia pre kazdé k = 2. Vtedy totiz mame 0 <
< k-2 < k+1 < k?+1, odkial vyplyva Tava cast (3). Prava cast (3) je zrejmé pre kazdé
k>3 (lebovtedy 0 <3k —1<k?—-1<k?®+1);prek=2plati 3k —1=5=k>+1,
takze v (3) plne napravo nastane rovnost.

.....

Pozndmka. Presny pocet celych ¢isel =, ktoré lezia v intervale (1), nemozno uréit len
z dlzky tohto intervalu, lebo ani této dizka, ani Ziadny z krajnjch bodov intervalu nie
je celé &islo. Nie je tazké overit ekvivalentnymi tipravami, ze pre dizku intervalu (1) pri
kazdom k > 2 platia nerovnosti

Fh+3) kk-2)
k2 +1 k2 +1

(k+1)2-1< < (k+1)2 (4)

Z nich v8ak vyplyva iba to, Ze pocet celych ¢isel v intervale (1) je rovny bud ¢islu (k +
+1)2 — 1, alebo ¢&islu (k + 1)2. K presnému urceniu tohto poctu sa zda byt nevyhnutné
urcit najmensie celé ¢islo (k — 2) a najvicsie celé ¢islo (k? + 3k — 2), ktoré v danom
intervale lezia.

A-1II-1

Po vynasobeni kladnym ¢islom 4(a + 1)(b + 1)(¢ + 1) postupnymi ekvivalentnymi
apravami dostaneme

da(c+1)+4b(a+1) +4c(b+1)
4(ac+ c¢) + 4(ab + b) + 4(bc + ¢)
4(ab+ ac+bc+a+b+c)
ab+ac+bc+a+b+c

a+1)(b+1)(c+1),
ab+a+b+1)(c+1),
abc+ab+ac+bc+a+b+c+1),
abc +1).

w W w w

(
(
(
(

Z
z
z
Z

Pretoze abc = 1, dostaneme po dosadeni do pravej strany poslednej nerovnosti
nerovnost
ab+ac+bc+a+b+c 2 6. (1)

Ak este dosadime do Tavej strany ab = 1/¢, ac = 1/b a be = 1/a, dostaneme nerovnost

(a+%)+ <b+%)+(c+%) >,
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ktora plati, lebo hodnota kazdej zatvorky na lavej strane je aspon 2. Pre kazdé t > 0
je totiz splnend nerovnost t +t¢~! > 2, v ktorej nastane rovnost prave vtedy, ked ¢ = 1.
(Tento znamy fakt mozno zdévodnif napr. ipravou nerovnosti (v/z — vt=1)2 > 0, alebo
sa mozno odvolat na nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom dvoch
navzajom prevratenych ¢isel.) Zaroven vidime, Ze rovnost v nerovnosti (1), a teda aj
v nerovnosti z textu tlohy, nastane prave vtedy, ked plati a = b = ¢ = 1. Tym je rieSenie
celej llohy ukoncené.

Pozndamka. Dodajme, Ze za predpokladu abc = 1 nerovnost (1) vyplyva priamo
z nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom Sestice cisel ab, ac, bc,
a, b, c:
ab+ac+bc+a+b+c
6

> Vab-ac-bc-a-b-c=Vabc=1.

A-1I-2
Ked odéitame od prvej rovnice druhii, dostaneme postupnymi tipravami

(zy+az+z) — (yz+ a2y +y) = (¥ +2° —5) — (2* + 2% = 5),
(z—y)z+r—y=(y—2)(y+2),
(x—y)(z+y+2+1)=0.

Analogicky odvodime rovnosti
—2)z+y+z+1)=0 a (z—2)(z+y+2+1)=0. (1)

Vo vSetkych troch odvodenych rovnostiach vystupuje ¢initel = + y + 2z + 1. RozliSime
preto, ¢i je rovny nule, alebo nie.

A. Nech x + y + 2z + 1 = 0. Potom moéZeme pdvodni stistavu rovnic prepisat na
- (—x)=y*+22 =5 y-(—y)=22+2*-5 2z (—2)=2>+¢y* 5.

Vidime, Ze stistava je ekvivalentna s jedinou rovnicou 2% +42 + 22 = 5, ktora (vzhladom
k nezédpornosti druhych mocnin) mé v obore celych ¢isel iba také rieSenia, Ze trojica
(22,92, 2%) je (aZ na poradie) trojicou (4,1,0), takZe (z,y, z) je permutécia niektorej
z trojic (£2,+1,0). Znamienka ¢isel z, y, z lahko uré¢ime z podmienky z +y+ 2+ 1 =
= 0 — vyhovuje jedine trojica (—2,1,0) a Iubovolné jej permutécia. V pripade A teda
dostavame prave Sest rieseni danej ststavy.

B. Nech = +y + 2z + 1 # 0. Potom z rovnic odvodenych v tivode rieSenia vyplyva,
ze plati * = y = z. Dana sustava je teda ekvivalentna s jedinou rovnicou z(2x +
+ 1) = 222 — 5, ktorej vyhovuje iba z = —5. V pripade B preto mame jediné riesenie
T =y =2z=—bh.

Dodajme, Ze v prvej Casti rieSenia sme mohli povodnu ststavu rovnic upravit aj na
tvar

P4y 42 b=z tytz+)=ylzty+z+l)=z2z+y+z+1). (2)
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Odtial opif dostavame, ze plati bud z +y + 2+ 1 =0, alebo x =y = 2.
Odpoved. Ststava ma sedem rieSeni — trojicu (—5,—5, —5), trojicu (—2,1,0) a jej
lubovoInt permutéaciu.

A-1II-3

Ukazeme, Ze hladani mnozinu tvoria body K a L a dalej vnutorné body kratsieho
oblika KL kruznice m(M,|MK]|) a oblika K'L’ stmerne zdruZzeného s oblikom KL
v stredovej stimernosti podla stredu M (obr. 26).

Obr. 26

Dokéazme najskor, ze priamka MT (obr.27) je (vnatornou) spolocnou doty¢nicou
kruznic k a £. Pripustme, Ze priamka M T pretne kruznicu k£ v bodoch T', T} a kruznicu ¢

M

Obr. 27

v bodoch T, T,. Pre mocnosti bodu M (je to bod doty¢nice, preto lezi vo vonkajsej
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oblasti kazdej z oboch kruznic k a ¢) k obom kruzniciam plati
|MT| - |MTy| = IMK|* = |ML|* = |MT| - |MT],

odkial |[MTi| = |MT5s|. Pretoze oba body Ti, T> leZia na polpriamke MT, vyplyva
odtial 77 = T5. Obe kruznice k a ¢ vsak maju spolo¢ny jediny bod, takze T} = To, = T.
Preto je M T spolo¢né dotyénica oboch kruznic a navyse |M7T| = |MK| = |ML|,bod T
teda lezi na kruznici m(M, |M K]).

Pretoze priamka MT obe kruznice oddeluje, nelezia body K a L vnutri tej istej
polroviny urcenej priamkou MT'. Priamka MT pretina stranu K L trojuholnika K LM,
a preto bod T lezi na jednom z kratsich oblikov KL, K'L’ kruznice m.

Ak je naopak T lubovolny vnutorny bod jedného z tychto oblukov (obr.28), lezia
konvexné uhly K M'T"a LMT na opacnych stranach spolo¢ného ramena MT'. Z rovnosti
|IMK| = |MT|a|ML|=|MT| potom vyplyva, ze do spomenutych uhlov mozno vpisat
kruznice tak, aby sa dotkli ramien prislusného uhla v bodoch K a T, resp. L a T. To
st vyhovujuce kruznice k, ¢ s dotykovym bodom T'.

Obr. 28

Ak T = K, vyhovuje Tubovolna kruznica k dotykajuca sa priamky MK v bode K
a leziaca v polrovine M K L’ a kruznica ¢ dotykajtca sa ramien uhla K M L v bodoch K
a L (t& je urCend jednozna¢ne). Analogicky zostrojime vyhovujace kruznice k a ¢ pre
bod T'= L.

Bod K’ ani bod L’ do hladanej mnoziny patrit nemodzu, pretoze K’ lezi na
dotycénici KM k Tubovolnej z kruznic k a analogicky bod L’ lezi na doty¢nici LM
k Tubovolnej z kruznic /.

A-1I-4

Ozna¢me z a y hladané ¢isla, pricom x > y. Pretoze p = x —1y je prvodislo a pre najvicsi

spolo¢ny delitel d ¢isel = a y plati d | (x — y), ¢ize d | p, plati bud d = p, alebo d = 1.
Keby platilo d = p, mali by sme y = kpax = y+ p = (k + 1)p pre vhodné

prirodzené k, takZe stcin xy by sa rovnal éislu k(k + 1)p?. To ale nie je druhd mocnina
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prirodzeného ¢isla (dalej struénejsie ,,8tvorec*) pre ziadne k, lebo ¢islo k(k + 1) nie je
nikdy $tvorec.! Preto nutne d = 1, takZe é&isla = a y st nesudelitelné. Ich stcin zy je
potom $tvorcom jedine v pripade, ked oba ¢initele st §tvorce, teda x = u? a y = v? pre
vhodné u,v € N, u > v, odkial p = z — y = (u — v)(u + v). Taky rozklad prvocisla p
na suéin mé jediné mozné Cinitele u —v = 1 a u + v = p. Odtial jednoducho vyplyvaja
rovnosti u = (p+1)/2 av = (p—1)/2, z ktorych pre sicet s = x +y ziskame vyjadrenie

2 2
s:x+y:u2+v2:<]i1) +(p—1) :p2+1.

2 2 2

Dekadicky zéapis ¢isla s podla zadania konéi ¢islicou 3, takze zépis ¢isla p? +1 (rovného
¢islu 2s) konéi ¢islicou 6. Zapis ¢isla p? preto konéi ¢islicou 5, je teda ndsobkom piatich,
¢o nastane jedine pre prvocislo p = 5. Dosadenim tejto hodnoty do odvodenych vztahov
dostaneme u = 3, v = 2, x = 9 a y = 4. Skuska je trividlna: 9 —4 =5, 9 +4 = 13,
9.4 =62

Odpoved. Podmienkam tlohy vyhovuje jedind dvojica ¢isel 9 a 4.
A-III-1

Oznacme c, resp. d diferencie hladanych postupnosti. Z vyjadrenia x; = 1 + (i — 1)c
a y; = o1 + (i — 1)d dostaneme pre kazdé i rovnost

ziy; = 22 4 (1 — Voy(c+d) + (i — 1)%cd.

Budeme sa teda zaoberat otéazkou, kedy pre niektory index k& > 1 platia rovnosti

22+ (k—2)z1(c+d) + (b — 2)%cd = 42, (1)
22+ (k= Dzi(c+d) + (k—1)%cd = 30, (2)
22 4+ kxy(c+d) + k*cd = 16. (3)

Ked od¢itame od dvojnasobku rovnosti (2) stcet rovnosti (1) a (3), dostaneme po
uprave rovnost ¢d = —1. Ked od¢itame od rovnosti (3) rovnost (2), ziskame vztah

z1(c+d) + (2k — 1)cd = 14,
z ktorého po dosadeni hodnoty cd = —1 d6jdeme k rovnosti
z1(c+d) = 2k — 15. (4)
Dosadenim tohto vysledku do rovnice (3) dostaneme vztah
22 + k(2k — 15) — k? = 16,

! Plati totiz k2 < k(k+1) < (k+1)?, takZe ¢islo k(k + 1) lezi medzi dvoma susednymi $tvorcami. Iné
vysvetlenie mozno zalozit na tom, Ze &isla k, k + 1 st navzajom nesudelitelné, takze by obe museli
byt stvorcami liSiacimi sa o 1. Také stvorce vSak neexistuju.
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z ktorého vyjadrime x? ako kvadratickt funkciu indexu k:
22 =16 — k(2k — 15) + k* = 16 + 15k — k* = (k + 1)(16 — k).

Pretoze #2 > 0 a k > 1, vyplyva z posledného vztahu odhad k < 16. V pripade k = 16
vSak vychadza x; = 0 a rovnost (4) tak prejde na tvar 0(c + d) = 2, ¢o nie je mozné.
Pre k = 15 dostaneme x3 = 16, takZe 71 = +4. Pre 71 = 4 (a k = 15) z (4) vyplyva
¢+ d = 15/4, ¢o spolu s rovnostou cd = —1 vedie k zaveru, ze {c,d} = {4,—1/4}. To
znamena, ze obe postupnosti st (az na poradie) uréené vztahmi

1—1

=44+ (—-1)4 a y;=4- pre kazdé i. (5)

Pre takd dvojicu postupnosti naozaj plati
L14Y14 = 56 - % = 42, T15Y15 = 60 - % =30 a T16Y16 — 64 - % = 16.

Podobne pre druhtt moznt hodnotu 1 = —4 dostaneme postupnosti, ktorych ¢leny st
opacné k ¢lenom postupnosti (5), teda postupnosti

— 1
ri=—-4—(i—1)4 a y;=—-4+ ZT pre kazdé i. (6)
Odpoved. Najvicsia hodnota indexu k je 15 a vSetky vyhovujtce postupnosti st (az
na moznu zamenu poradia vo dvojici) uréené vztahmi (5) a (6).
A—-1II -2
Najprv v zavislosti od daného ¢isla m (1 < m < 47) vyjadrime, kolko mnozin X
popisanej vlastnosti mé najmensi prvok rovny zvolenému cislu m. Na to vydelime
¢islo 47 ¢islom m so zvyskom,
A7=gm+r (¢g=21, 0= r<m),

a ukdzeme, 7e existuje prave (¢ + 1)"¢™ '~ vyhovujicich mnozin X s najmensim

prvkom m. Pretoze kazda takd mnozina X je podmnozinou mnoziny
Tpn={mm+1,... 47},

rozdelime mnozinu T,, na najviac m skupin ¢isel tak, aby sa ¢isla v rovnakej skupine
navzajom lisili o nasobky c¢isla m. Dostaneme tak g-prvkovi skupinu

Po={m,2m,... gm},
v pripade r > 0 dalSich r skupin s ¢ prvkami

P,={m+i2m+i ... ,qn+it (1<i<r),
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avpripader <m—1aq>1eSte m—r —1skupin s ¢ — 1 prvkami

Pi={m+i2m+i,...,(q—1)m+i} (r+1<i<m-—1).

Vo vseobecnosti mozno povedat, ze kazda skupinu P; tvoria prave tie ¢isla z T,,, ktoré
pri deleni ¢islom m déavaju zvysok i; ako sme uviedli, niektoré z tychto m skupin
Po,...,P,_1 mozu byt prazdne.

Mnozina X € T,, = PoUP; U ... UP,,_1 s najmensim prvkom m ma zrejme
pozadovanu vlastnost prave vtedy, ked obsahuje celt skupinu P a zaroven pre kazdé
i €{1,2,...,m — 1} bud neobsahuje ziadny prvok z P;, alebo obsahuje vSetky prvky
z P; od urciteho prvku pocnic. Pre kazdu z r skupin P4, ... , P, tak mame ¢+ 1 moznosti
a pre kazda z m —r — 1 skupin P,,1,...,P,,_1 mame ¢ moznosti, ako vybrat prvky
pre X. PretozZe tieto vybery mozeme kombinovat nezévisle, je pocet mnozin X naozaj
rovny ¢&islu (¢ + 1)"¢™ 17", (Plati to aj pre pripady » = 0, r = m — 1 alebo ¢ = 1, ked
niektoré zo skupin P; st prézdne.)

Teraz zistime, kedy pre netplny podiel q a zvySok r z rovnosti 47 = gm + r plati

(¢+1)7gm " =2". (1)

V pripade ¢ = 1 dostdvame z (1) rovnost 2" = 2% odkial 7 = 15, a z rovnosti
47 = m + r potom vychadza m = 32.

V pripade ¢ > 1 musi byt v rovnici (1) jedna z mocnin (¢ + 1)", ¢™ 1~" rovna

2'% a druh4 rovné jednej, teda musi mat nulovy exponent. Rozoberieme teraz mozné
hodnoty ¢ > 1 v rasticom poradi a pri kazdej z nich overime, ¢i prislusné riesenie
rovnice (1) spliia podmienku 47 = gm + 7:

a)q=2"m—1—r=15ar=0. Potom m = 16 a gm + r = 32 — nevyhovuje.
b)g=23—-1,r=5am—1—7r=0. Potom m = 6 a ¢gm + r = 47 — vyhovuje.
c)g=2, m—1—r=>5ar=0. Potom m =6 a gm +r = 48 — nevyhovuje.

Z podmienky 47 = gm + r vyplyva, Ze najviac¢sie mozné hodnoty ¢ st 47 (pre m = 1)
a 23 (pre m = 2). Zostavajtce moznosti (¢ = 25 — 1, ¢ = 2%, ¢ = 215 — 1, ¢ = 2%%) wz
preto nie je nutné detailne preberat.

Odpoved. Hladané hodnoty m st dve: m = 6 a m = 32.
A-1II -3

Oznacme z = |AFE|, y = |DE| a doplime lichobeznik ABC'D na rovnobeznik AXY D
tak, aby bod E bol prieseénikom jeho uhloprietok AY a DX (obr.29). Zrejme plati
|AX|=|DY|=a+c, |AY| =2z a |[DX| = 2y.
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Obr. 29

Ozna¢me p; (resp. p2) polomer kruznice vpisanej doty¢nicovému Stvoruholniku
ABED (resp. AECD), ktora je zaroven vpisana trojuholniku AX D (resp. AY D). Pre
dlzky stran tychto stvoruholnikov podla znameho kritéria platia rovnosti

b
a+y:§+d:c+x,

éize

a+ty=c+u, (1)
takze oba Stvoruholniky maja rovnaky obvod. Trojuholniky AX D a AY D maja zasa
rovnaky obsah (rovny Saxyp/2, teda rovny Sapcp). Pomer g1 : g2 sa preto rovna
jednak pomeru obsahov Saprpp : Sapcp, jednak pomeru obvodov oayp : oaxp
(tie sme zapisali v opacnom poradi ako prislusné polomery). Oba tieto pomery teraz
vyjadrime a potom porovname (v oznacuje vysku lichobeznika ABCD):
v 2a+c

v a+2c’

Sapep _ Sapcp — Scpe _ z(a+cjv—ge-

Sapcp  Sapcp —Saps  i(a+cv—ia-
oayp 2x+(a+c)+d
oaxp 2y+(a+c)+d

N[ (N[ =

Spolu s (1) tak pre nezndme x, y dostavame sustavu linedrnych rovnic

2a+c¢  2x+a+c+d
a+2c 2y+a+c+d

a rT—y=a-—c,

ktord mé pri podmienke a # ¢ (zarucenej tym, ze ABCD je lichobeznik) jediné rieSenie
3a+c—d a+3c—d

== A y=—" (2)

Dosadenim (2) do rovnosti (1) dostaneme prvy dokazovany vztah 3(a + ¢) = b + 3d.
S jeho pomocou mozno (2) prepisat do tvaru

i
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S tymto vyjadrenim dizok x, y vyuZijeme kosinusové vety pre trojuholniky ABE, CDE
k vypoctu kosinusu uhla ABFE resp. DCE:

a4+ (30)2 —(a+ 302 20 1
cos |[SABE| = 22a-lb 6 =5 " 3
2
A+ (22— (c+ip)? 20 1
cos |[<DCE| = 220-lb 6 =5 3
2

Pretoze sa uhly ABE a DCE dopliiaji do 180°, je stcet ich kosinusov rovny nule:

(G-3)+(G-3)-°

Odtial uz jednoduchou tpravou dostaneme druhy dokazovany vztah

11
a ¢ b
A-—-1IT — 4

Ozna¢me K stred strany AL a L, stred strany AK. Ukézeme, Ze hladanou mnozinou
bodov S je oblik M N, ktory je ¢astou polkruznice zostrojenej nad priemerom K7L,
v polrovine opacnej k polrovine K7 L1 A, pritom krajné body M, N spomenutého obliuka
st urcené podmienkami ML; | AK a NK; 1 AL (obr. 30).

T P
D C
K Y 0

K
N
Ly

A B

Obr. 30

Pretoze priese¢nik S uhlopriecok AC, BD je stredom usecky AC, mnozinu vsetkych
bodov S dostaneme, ked najprv uré¢ime mnozinu vrcholov C' a ti potom zobrazime
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v rovnolahlosti so stredom A a koeficientom 1/2. Pretoze uhol KCL je pravy (nemdze
byt ani C = K, ani C = L) a priamka KL body A a C oddeluje, lezi bod C na
polkruznici 7 zostrojenej nad priemerom K L v polrovine opacnej k polrovine K LA.
Ktoré body C' € 7 st skuto¢ne vrcholy vyhovujucich pravouholnikov ABC' D? Zrejme
prave tie, pre ktoré polpriamky C'K a C'L pretni analogicky zostrojené polkruznice
nad priemermi AK a AL (v bodoch, ktoré buda vrcholmi B a D). S to body oblika
PQ C 7, ktorého krajné body P, ) st ur¢ené podmienkami PK | AK a QL L AL.
Hladana mnozina bodov S je preto obrazom oblika P(Q v spomenutej rovnolahlosti,
takZe to je naozaj obluk M N opisany v tvode rieSenia (body M, N st obrazmi bodov
P a @, lebo bod L; je obrazom bodu K a bod K; je obrazom bodu L).

A-TIII-5

V prvej casti rieSenia predpokladajme, ze prva z danych kvadratickych rovnic ma korene
u, v a druhd z nich ma korene u, v—!. Potom platia vztahy

1 1
p=—(u+v), q=uv, r:—(u+—), s=u-—. (1)
v v

Po ich dosadeni do jednotlivych stran rovnosti, ktoré mame dokézat, dostaneme

1 u+v)(uv 41
pr = (u+v)(u+—) :( )( ),
v v
u w4+ 1) (u+ov
u+v)(uv+1)u
plg+1)s= —(u+v)(uww+1)-— :_( )(v ) 7
1 1
T(S+1)q:—<u+_><g+1)UU:_(UU+ )('LL""U)U7
v/ \w v
takze vidime, ze naozaj platia rovnosti
pr=(q+1)(s+1) a plg+1)s=r(s+1)q. (2)
Vsimnime si eSte, ze rovnako platia rovnosti
(u+v)- v
ps v D u+v
— e = U a _ — — U,
s+1 u s+1 U
b —+1
v v

ktoré nam naznacuja, ako postupovat pri dokaze opacnej implikacie.

V druhej ¢asti rieSenia predpokladajme, ze &isla p, g, r, s splitaji rovnosti (2) a navyse
plati ¢ # —1 a s # —1. Z prvej rovnosti (2) potom vyplyva p # 0 a r # 0, takze
rovnosti (2) mozno upravit na tvar

p__gqtl ps _ 7q
s+1 7 s+1 q¢g+1°

(3)
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Definujme reédlne ¢isla u, v pomocou vztahov

u=-"2% 4 y=—P_ (4)
s+1 s+1

Potom plati v # 0 a podla (4) moZno rovnako pisat

1
u=-——"2_ 4 v:—Q+ . (5)
q+1 r

Ak overime, Ze ¢isla u, v splhajt vietky Styri vzahy (1), bude to znamenat, ze (u,v)
a (u,v~1) st dvojice koretiov kvadratickych rovnic z textu tilohy a riesenie tilohy bude
hotové. Podla (4) a (5) je ale overenie vztahov (1) lahké:

_ _bs b _
(utv)= s+1+s+1 b,
_ —rq —(g+1) _
v = : =q,
q+1 r
1 rq T
—(U+—>: + =T,
v qg+1 qg+1
1 —ps —(s+1)
u-— = . =s.
v s+1 P
A-1III-6

Ukéazeme, ze pozadovanym sposobom nemozno ofarbif pitnasticu ¢isel

5,4,3,2,1,9,8,7,6,12,11, 10,14, 13, 15 |
—— —— —— N — =~

I II III v \%

pod ktorou sme vyznacili rozdelenie na pét skupin susednych ¢isel (tvoriacich klesajtce
postupnosti).

Pripustme, Ze uvedentu pitnasticu sme zapisali Styrmi farbami tak, Ze ¢isla s rovnakou
farbou tvoria monoténne postupnosti. V skupine I je pit ¢isel, dve z nich preto maju
rovnaku farbu; pretoze tvoria klesajicu postupnost, farbu tychto dvoch ¢isel nema
ziadne z cisel skupin II az V. V nich st teda iba ¢isla troch farieb; farbu dvoch ¢isel
zo skupiny II neméa ziadne z ¢isel skupin III az V, v ktorych st teda iba ¢isla dvoch
farieb. Este jednym opakovanim predchadzajicej Gvahy zistime, ze ¢isla 14, 13 a 15 zo
skupin IV a V st jednej farby, a to je spor.

Iné riesSenie. UkaZeme, Ze pozadovanym sposobom nemozno ofarbit pétnésticu ¢isel

6,9,4,5,8,7,1,3,2,13,15, 14, 10,12, 11,
—_———— —— —— ——

I II III v
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pod ktorou sme vyznacili rozdelenie na styri skupiny susednych c¢isel.

Pripustme, Ze uvedent pitnasticu sme zapisali Styrmi farbami tak, ze ¢isla s rovnakou
farbou tvoria monoténne postupnosti. VysktSanim mozno Tahko overit, ze v skupine I
musia byt pouzité aspon 3 farby. Zrejme v kazdej zo skupin II, IIT a IV musia byt pouzité
aspon 2 farby. Z Dirichletovho principu potom vyplyva, ze niektord farba je pouzita
v troch skupinach. A to je spor, pretoZze neexistuje monoténna postupnost troch éisel,
z ktorych je kazdé v inej skupine.



Pripravné suastredenia pred IMO

Pred medzinarodnou matematickou olympiddou (IMO) sa kazdoro¢ne konda jedno
vyberové a jedno pripravné sustredenie pre najlepsich riesitelov tretieho kola katego-
rie A. Po vyberovom stustredeni SK MO vyberie 6 najlepsich studentov do reprezen-

tacného druzstva Slovenska a urci jedného nahradnika.

Na vyberovom ststredeni pred IMO sa zucéastnilo 13 sufaziacich, najaspesnejsich
riesitelov tretieho kola MO kategérie A. Stustredenie sa konalo v diioch 24.—30. 4. 2005

v Bratislave. Ulohy zadavali lektori z FMFI UK Bratislava:

Martin Potocny, tlohy 1 — 3,

Jan Mazak, Glohy 4 — 7,

Mgr. Tomas Jurik, lohy 8 — 10,
Mgr. Peter Novotny, Glohy 11 — 13,

Tomas Vana, Glohy 14 — 17.

Kazdy den sStudenti riesili sériu troch ¢i styroch tloh pri podobnych podmienkach
ako na IMO. V poobednajsich hodinach sa konal spolo¢ny rozbor tloh s lektorom. Na
konci ststredenia sa ziskané body za jednotlivé dni s¢itali a s prihliadnutim na vysledky

tretieho kola MO bolo vybrané Sestélenné druzstvo pre ucast na IMO.

Vysledky sustredenia:

Ondrej Budac 44.5
Michal Burger 31
Frantisek Simancik 29
Peter Cerno 28,5
Jakub Zdvodny 27,5
Jozef Bodnar 25
Tamds Mészdros 22,5

Andrej Borsuk 21,5
Jaroslav Knebl 19,5
Istvan Estélyi 18
Peter Peresini 18
Michal Duris 11

Stanislava Sojakova 10,5

Poradie po zohladneni vysledkov CKMO:

1. Ondrej Buddc 78,5
2. Michal Burger 66
3. Jakub Zavodny 60,5
4. Frantisek Simancik 57
5. Peter Cerno 52,5
6. Jozef Bodndr 49
7. Tamas Mészdros 46,5

Druhé stistredenie sa konalo v dnioch 12.—-18.6. 2005 v Bratislave. Ststredenie bolo
zamerané obzvlast na pripravu Sest¢lenného reprezentac¢ného druzstva. Lektormi boli:

8.
9.
10.

12.
13.

Andrej Borsuk 44.5
Jaroslav Knebl 42,5
Istvan Estélyi 41
Peter Peresini 41
Michal Duris 33

Stanislava Sojakovd 32,5
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Mgr. Tomds Jurik, (Nerovnosti),

Mgr. Juraj Foldes, (Teéria Cisel),

Martin Potoc¢ny, (Kombinatorika),

Jan Mazdk, (Geometria),

Mgr. Peter Novotny, (Funkcionalne rovnice).

Zadania sataznych aloh vyberového sastredenia pred IMO

. Dana je priamka p a kruznica k, ktorda s nou neméa spolo¢ny bod. Nech AB je

jej priemer kolmy na p, priCom B je blizsie k p ako A. Vyberieme Iubovolny
bod C' # A, B na k. Priamka AC pretina priamku p v bode D. Priamka DF je
dotyc¢nicou k v bode FE, pricom B a FE st na tej istej strane AC. Priamka BE
pretina p v bode F' a priamka AF pretina k v G # A. Nech H je obraz bodu
G v sumernosti podla priamky AB. Dokazte, ze H lezi na priamke C'F.

. Nech a, b, ¢ su kladné realne cisla, pre ktoré plati ab + bc + ca = 1. Dokéazte

nerovnost

1 1 1 1
\3/—+66+§/—+60+§/—+6a§—.
a b c abc

Kedy nastdva rovnost?

. Nech A je matica typu n x n a nech X; je mnozina koeficientov v i-tom

riadku a Y; je mnoZina koeficientov v j-tom stpci (pre vietky 1 < i,j < n).
Maticu A nazveme zlatd, ak X1, Xo,...,X,,Y1,Ys, ... Y, st rézne mnoziny.
Najdite najmensie n také, ze existuje zlatd matica typu 2005 x 2005 s mnozinou
koeficientov {1,2,...,n}.

. Redlne d&isla z, y, z spliiaju vztahy

z+y+z=4,
v? +y? + 22 =6.

Aké hodnoty moze nadobudat x?

. Dand je tabulka 25 x 100. Allan a Bob hraja takato hru: Hraé, ktory je na

tahu, nakresli trojuholnik s vrcholmi v stredoch poli¢ok tabulky. Ziadne dva
nakreslené trojuholniky nesmt mat spoloény bod. V fahoch sa hraci pravidelne
striedaji. Prehréva ten, ¢o je na tahu, ale uz nemoze nakreslit ziaden dalsi
trojuholnik. Allan za¢ina. M4 niektory z hracov vitaznu stratégiu?

. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Nech P, N su péty jeho vysok z vrcholov

A, B. Nech K, L st prieseéniky osi uhlov BAC, ABC's protilahlymi stranami.
Nech O je stred opisanej kruznice a I stred vpisanej kruznice trojuholnika
ABC. Dokézte, ze body N, P, I st kolinearne prave vtedy, ked body L, K, O
su kolinearne.

. Najdite vSetky prirodzené ¢isla n také, ze n | 3" — 2™.
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Nech P je konvexny mnohouholnik. Dokazte, Ze existuje konvexny Sestuholnik,
ktory je vpisany do P a obsahuje aspon 75% jeho obsahu.

Majme tri postupnosti (z1,x2,...,2Zn), (Y1,%2,---,Yn), (22,23,...,22,) klad-
nych realnych c¢isel, pricom plati

Zit; = x;y;, pre vietky 1 =4, j S n.
Oznaéme M = max{zs, 23, ..., 22, }. Dokazte nerovnost

Tit+Ta+-+Tp Yrt+Yot-+yn
n n ’

z

M+22+23+"'+22n 2
2n

Nech f(k) oznacuje pocet prirodzenych ¢isel n s vliastnostami
i) 0 < n < 10%, t.j. &slo n m4 v desiatkovom zapise prave k &islic (nuly na
zaCiatku st povolené);
i) ¢islice ¢isla n moézu byt poprehadzované tak, Ze vysledné ¢islo bude
delitené ¢islom 11 bezo zvysku.
Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo m plati f(2m) = 10f(2m — 1).

Najdite vSetky funkcie f : R — R, ktoré spliiaji rovnost

flaf()+ f(y) = f(z)* +y

pre kazda dvojicu realnych cisel x, y.

Pre dané prirodzené ¢islo n > 1 oznac¢me s, sucin vsetkych takych kladnych
celyrch &isel x mensich ako n, ze n je delitelom ¢isla 22 — 1. (Mame teda sy = 1,
s3=1-2,s4=1-3,...) Pre kazdé n > 1 uréte zvysSok s,, po deleni ¢islom n.

Dany je trojuholnik ABC. Ozna¢me postupne P, Q, R pity kolmic spustenych
z vrcholov A, B, C' na osi vonkajsich uhlov trojuholnika pri vrcholoch C, A,
B. Ozna¢me d priemer kruznice opisanej trojuholniku PQR. Dokézte, ze d? =
= 0% + 52, pricom g je polomer kruznice vpisanej do trojuholnika ABC a s je
polovica obvodu trojuholnika ABC'.

Oznac¢me p(k) najviacsi neparny delitel prirodzeného ¢isla k = 1. Dokézte, ze
pre kazdé prirodzené cislo n plati

2 = p(k) 2
= § =2 < Z(n+1).
3n<k 1 A < 3(n )

Policka Sachovnice n x n, kde n = 3, st zafarbené na dierno a bielo kla-
sickym sposobom. V jednom tahu mézeme vybraf Stvorec 2 x 2 a zmenit
farbu vsetkych jeho policok na opacni. Najdite vsetky n také, ze po kone¢nom
pocte popisanych tahov vieme zafarbit Sachovnicu tak, Ze vSetky policka maja
rovnaku farbu.
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Nech O je stred kruznice opisanej ostrouhlému trojuholniku ABC, v ktorom
plati 8 < ~. Priamka AO pretina stranu BC v bode D. Stredy kruznic
opisanych trojuholnikom ABD a ACD oznacme postupne E a F. Bod G lezi
na priamke AB tak, ze bod A je vnutornym bodom tsecky BG a plati |AG| =
= |AC|. Bod H lezi na priamke AC tak, Ze bod A je vnutornym bodom tsecky
CH a plati |AH| = |AB|. Dokaite, ze §tvoruholnik EFGH je obdlznik prave
vtedy, ked v — 5 = 60°.

Najdite vietky funkcie f : Ny — Ny spliiajice f(1) > 0 a rovnost f(m?+n?) =
= f(m)? + f(n)? pre vietky m, n z Ny.



5. éesko—slovensko—polské stretnutie

ZWARDON, 19.-23.6. 2005

V ramci zaverecnej pripravy pred IMO sa uskutocnilo po piaty krat pripravné
stretnutie medzi druzstvami Ceskej republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé krajiny
reprezentovali Sestice Studentov, ktori si vybojovali vo svojich krajindch tcast na
46. IMO v Mexiku.

Sufaz sa uskutocnila 20.-22.6.2005 v polskom turistickom stredisku Zwardon
nachédzajicom sa bezprostredne pri slovenskej hranici v horskom prostredi v tieni
Kysuckych Beskyd. VSetky tri reprezentacné druzstva pricestovali na miesto konania
uz v nedelu 19. juna. Organizacia a priebeh sutaze zostali nezmenené z predchadzajucich
ro¢nikov, prispésobend je stylu III. kola nasej MO a podmienkam IMO. Stutaziacim boli
pocas dvoch dni predlozené dve trojice sutaznych tloh. Za kazda spravnu tlohu mohli
ziskat najviac 7 bodov, t.j. celkove 42 bodov (rovnako ako na IMO). Na kazdu trojicu
uloh mali sttaziaci vymedzené 4,5 hodiny ¢istého ¢asu.

Prehlad vysledkov:

Por. Meno Stat 1.12.13.]4.5.16.|>
1. | Michat Pilipczuk Polsko TI7T12]7|7|6|36
2. | Frantisek Simancik Slovensko |76 127|730
3. | Michal Burger Slovensko | 7|7 |[1]2|7]5]29
4. | Pavel Kocourek Ceskdrep. |70 |7|7]2|5|28
Tomasz Kulczyniski | Polsko 71712107528
6. | Tomasz Warszawski | Polsko 716124727
7. | Frantisek Konopecky |Ceskdrep. |7 |0 |70 |7 |3 |24
Marek Pechal Ceskdrep. |7|0|1|5]|7|4]|24
9. | Ondrej Budac¢ Slovensko [ 70|20 |7|7|23
10. | Jaromir Kuben Ceskdrep. |6 0| 720|722
11. | Jozef Bodnar Slovensko [ 2|3 [1]2|7]5]20
Wojciech Smietanka | Polsko 6|16[1]7[0/0|20
13. | Nadbor Drozd Polsko 7101107419
Jakub Zdvodny Slovensko [ 7|0 (2]2|7]1]19
15. | Jakub Oprsal Ceskdrep. |70 |1(2|7|0|17
16. | Peter Cerno Slovensko [7]10(2]2|0]0 |11
17. | Piotr Achinger Polsko 110(1]2][6]0]10
18. | Jaroslav Hancl Ceskdrep. |10[|0|0[3|0] 4

Stat 1.]2.]3.[4.|5.[6.]>

Ceska rep. [35| 0 [23]16|26(19|119

Polsko 3526 | 8 |18 |31|22]|140

Slovensko |37[16| 9 [10|35|25|132




84 54. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Opravu rieseni zabezpecila medzinarodna porota, ktora tvorili Dr. Waldemar Pompe
a Mgr. Adam Osekowski z Polska, Jin Mazdk a Mgr. Peter Novotny zo Slovenska
a RNDr. Karel Hordk, CSc., doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc. a RNDr. Jaroslav Svrcek,
CSc. z Ceskej republiky.

Stretnutie plni najm# pripravni funkciu, Studenti maji moznost zazit ,,medz-
indrodnt“ stfaz, pritom naroc¢nostou st zadané ulohy ovela blizsie k tloham IMO ako
ulohy z predoslych kol MO. Nagi studenti podali ocakédvany vysledok, pochvalif treba
najmé Frantiska Simancika a Michala Burgera.

Polski organizatori pripravili okrem pravidelnej sutaze aj sutaz druzstiev, tzv.
Matematicky suboj, ktory prebiehal v stredu 22.juna po vyhlaseni vysledkov stufaze
jednotlivcov. Nebojovali pritom proti sebe jednotlivé nadrodné druzstva, ale vsetkych
18 Gcastnikov sa rozdelilo na dve skupiny, ktoré stali proti sebe. V kazdej skupine boli
Studenti zo vSetkych troch krajin. Cielom bolo vyriesit ¢o najviac z 11 tloh a v réamci
skupiny si navzajom vysvetlit riesenia, ktoré sa potom prezentovali podla dopredu
stanovenych pravidiel.

Kvoli stiboju sa stretnutie o jeden den predizilo a domov t¢astnici cestovali az rano
vo Stvrtok 23.juna. V budicom roku sa spolo¢né pripravné stretnutie uskutoc¢ni na
Slovensku.

Zadania aloh 5. &esko—slovensko—polského stretnutia

Uloha 1.
Nech n je dané prirodzené c¢islo. V obore nezapornych realnych cisel vyrieste stistavu
rovnic )
T +as+as 442l =n,
n(n+1
r1+ 222 + 323 + - - - +nx, = %

s neznamymi x1, Ta, ..., Ty.

Uloha 2.

Konvexny stvoruholnik ABC' D je vpisany do kruznice so stredom O a opisany kruznici
so stredom I. Uhlopriecky AC a BD sa pretinaju v bode P. Dokézte, ze body O, I a P
lezia na jednej priamke.

Uloha 3.
Uréte vSetky prirodzené ¢isla n = 3, pre ktoré sa polyném

P(z)=2" — 32" ' +22""2 + 6

dé vyjadrit ako sté¢in dvoch polynémov, ktoré maju kladné stupne a celociselné koefi-
cienty.

Uloha 4.

Rozdelme n = 1 oznadenych guliek medzi devit osob A, B, C, D, E, F, G, H, I. Urcte,
kolkymi spésobmi ich méZeme rozdelit za podmienky, Ze osoba A dostane rovnaky pocet
guliek ako osoby B, C', D, E spolu.
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Uloha 5.
Dany je konvexny stvoruholnik ABCD. Urcte mnozinu vsetkych bodov P leziacich
vnutri stvoruholnika ABC D, pre ktoré plati

Spap - Spcp = Spc - Sppa,

pricom Sxyz oznacuje obsah trojuholnika XY Z.

Uloha 6.
Najdite vietky dvojice celych é&isel (x,y), ktoré spliaji rovnost

y(xr +y) =2° - 72 + 11z - 3.

Riesenia uloh 5. &esko—slovensko—polského stretnutia

Uloha 1.
Predpokladajme, ze x1, z2, . . . , x, st rieSenim zadanej stistavy. Premiestnenim vsetkych
¢lenov na lavi stranu a od¢itanim druhej rovnice od prvej dostaneme

O=azy+a3+25+ - +ap—n—(x14+2x2+ 323+ +nz, — sn(n+1) =
= (23 —2x54+2—1)+ (2§ —3z3+3—1)+ -+ (2 — nz, +n—1). (1)

Podla nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom pre k = 2 a x = 0
plati

k1= 41414 +12k Vak =k,

pri¢om rovnost nastdva prave vtedy, ked z = 1. Kazda zo zatvoriek v (1) je teda
nezapornd a sucet tychto zatvoriek bude nulovy len v pripade, ked zo = x3 = ... =
= x, = 1. Z prvej rovnice ststavy potom nutne vyplyva, ze x1 = 1. Skaskou Tahko
overime, ze uvedend n-tica je (jedinym) rieSenim.

Uloha 2.

Oznac¢me priesecniky priamok AI, BI, CI, DI s kruznicou opisanou Stvoruholniku
ABCD postupne E, F, G, H (obr.31). Kedze priamky AI, BI, CI, DI st osi
prislusnych vnutornych uhlov Stvoruholnika ABC D, priamky EG a F'H st priemery
kruznice opisanej Stvoruholniku ABCD a teda sa pretinaju v bode O. Ozna¢me X
priese¢nik priamok E'B a C'H. Podla Pascalovej vety pre ,,Sestuholnik® ACH DBE lezia
body P, X a I na jednej priamke. Podobne podla Pascalovej vety pre ,,8estuholnik®
GCHFBE lezia na jednej priamke body O, X a I. Preto lezia na jednej priamke aj
body O, I a P, ¢o sme chceli dokazat.
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Obr. 31

Iné riesenie. (Podla Frantiska Simancika.) Body E, F, G, H z predoslého rieSenia
ozna¢me A’, B’, C’, D' a kruznicu opisant stvoruholniku ABC'D ozna¢me k. Z mocnosti
bodu I ku k£ mame

|TA|-|IA"| = |IB]|-|IB'| = |IC|-|IC'| = |ID] - |ID'|.

Preto existuje taka kruznicova inverzia 1 so stredom I, ze zobrazenie ¢ = Sjot) zobrazi

Obr. 32
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body A, B, C, D v tomto poradi na body A’, B’, C', D’ (pricom S; je stredova
simernost so stredom v bode I). Oznaéme p(P) = P’. Sta¢i ukazat, ze body O, I
a P’ lezia na jednej priamke (kedze priamky PI a P’I s totozné). Zobrazenie ¢
zobrazi priamku AC do kruznice k; prechadzajicej bodmi A’, C’, I a priamku BD
do kruzmice ko prechddzajicej bodmi B’, D', I (obr.32). Bod P’ je preto druhym
prieseénikom kruznic k1, k2 (roznym od I).

Priamka P’I je chordalou kruznic ki, ko. Staci teda ukdzat Ze bod O méa ku
kruzniciam ki, ko rovnakt mocnosf. AvSak uz v prvom rieSeni sme ukdzali, ze A’C’
a B’D’ st priemery kruznice k, ktorej stredom je O. Preto mocnost bodu O ku k7 aj ku
ko mé hodnotu 72 = |OA'|-|OC'| = |OB’|-|OD'|, kde r je velkost polomeru kruznice k.
Teda O naozaj lezi na chordale P'I.

Uloha 3.
Lahko overime, Ze pre n = 3 plati

3 —32% + 22+ 6 = (v +1)(2* — 4z + 6).
Ak by sme pre n = 4 mali
xt —32% 4227 + 6 = (2% + ax + b)(z* + cx + d),
porovnanim koeficientov by sme dostali
a+c= -3, ac+b+d=2, bd = 6.
Z prvej rovnosti vyplyva, Ze a a ¢ maja réznu paritu. Preto z druhej rovnosti vyplyva,

7e b a d maja rovnaku paritu. To je v spore s trefou rovnostou.
Predpokladajme dalej, ze n = 5. Nech plati

P(z) = Q(z)R(z), (1)
pricom

Q(x) = apz® + ap_12¥ 1+ -+ a1z + ao,
R(x) = by F 4 by g1 o by + by,

st polynémy s celociselnymi koeficientmi a ay = b, = 1. Bez ujmy na vsSeobecnosti
mozeme predpokladat, ze k < [n/2] < n — 2 (pretoze n = 5). Porovnanim koeficientov
na oboch strandch v (1) ziskame rovnosti

aobo = 6,
a0b1 + a1b0 = 0,

apbg + arbg_1+ -+ ax_1b1 + axby = 0.
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Teraz indukciou dokazeme, ze ag deli aj,as,...,ar. Predpokladajme, Ze sme toto
tvrdenie dokézali pre aq,as, ... ,ay. Mame

0 = ag(agbes1 + a1be + - - - + agby + apy1bo) = abey1 + agaibe + - - - + agaehy + 6agy 1,

a teda
6apy1 = —(agbg_H + apgairby + - - + aoagbl).

Vieme, 7e vietky s¢itance na pravej strane st delitelné ¢lenom a3, preto aj lava strana
je nim delitelna a nutne ag | ag41.

Ale kedze ap = =1, dostdvame ay = =+1. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme
predpokladat, Zze ag = 1; potom by = 6.

Teraz zopakujeme rovnaké argumenty na koeficienty polynému R. Dostaneme, ze
bo = 6 deli by, bo, ..., b,_3 (ak je to potrebné, polozime b, = 0 pre £ > n—k). Dostaneme
tak spor (b,_r = £1) okrem pripadu, ked n — k > n — 3. Zostali tak dva pripady.

Pripad k = 2. Porovnanim koeficientov pri 2”72 v (1) méame
aObn—2 + albn—3 + a2bn—4 = 2.

Z predoslého vieme, Ze na lavej strane st okrem prvého Clena vSetky delitelné Siestimi,
t.j. st parne, zatial ¢o prvy ¢len je rovny +1. Tym dostdvame spor.

Pripad k = 1. Uloha sa tak zjednodu$uje na najdenie celoéiselnjch koreiov
polynému P; Tahko mozno nahliadnut, Ze ak n je parne, také korene neexistuju, zatial
¢o pre n neparne mame P(—1) = 0.

Preto podmienky zadania spliiaji prave nepéarne ¢&isla n.

Uloha 4.
Uvazujme polyném

(x4+2)" = (2?2 + 4z +4)" =
=@ +rt+rt+rtr+1+1+1+1)--- @+ttt +1+1+1+1)

a predstavme si, Ze sme rozndasobili zatvorky a ziskali 9" sc¢itancov. UkaZeme, Ze exis-
tuje bijektivne zobrazenie medzi s¢itancami 2™ a rozdeleniami spliajicimi podmienky
zadania.

Majme Iubovolné rozdelenie guliek. Ak k-tu gulku dostane A, zvolime z k-tej
zatvorky z2. Ak ju dostane B, C, D, resp. E, zvolime z k-tej zatvorky prvi, druha,
tretiu, resp. stvrta jednotku. A ak ju dostane F', G, H, resp. I, zvolime z k-tej zatvorky
prvy, druhy, treti, resp. stvrty ¢len x. Ak teraz vynasobime c¢leny, ktoré sme zvolili,
vidime, ze vysledok je rovny x™ prave vtedy, ked A dostane rovnaky pocet guliek ako
B, C, D, E spolu.

Pocet vyhovujucich rozdeleni je teda rovnaky ako koeficient pri " v polynéme (x +

+2)" ) t.j.
2
( ”) Lom,
n
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Uloha 5.

Ak P lezi na niektorej z uhlopriecok, povedzme na AC, tak
SpaB _ |AP| _ Sppa
Sppc |PC|  Spcp’

teda rovnost zo zadania plati. Dokazeme, Ze pre body P leziace vnutri Stvoruholnika
ABCD mimo uhlopriecok zadana rovnost neplati.

Oznacme O priesec¢nik uhlopriecok a bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze P
lezi vnutri trojuholnika ABO (obr. 33). Ozna¢me este ) priesenik priamok BP a AC

Obr. 33

a R prieseénik priamok DP a AC. Potom lahko mozno odvodit rovnosti

SpaB _ |AQ)| . Sppa _ |AR|
Spec  |QC]| Spcp  |RC|

Kedze Q # R, skiimand rovnost nemdze platit.
Odpoved. Hladanou mnozinou bodov P st vnutorné body uhloprie¢ok AC' a BD.

Uloha 6.
Vynasobenim uvazovanej rovnice $tyrmi a jednoduchou tpravou dostaneme ekviva-
lentnii rovnicu

(2y +2)? = 42® — 272 + 44x — 12 = (z — 2)(42® — 192 + 6) = (1)
= (z — 2)[(z — 2)(4z — 11) — 16].

Vyraz na pravej strane musi byt $tvorcom. Preto (v — 2) = ks? pre nejaké k €
€ {—2,—-1,1,2} a s € N (totiz ak pre nejaké prvocislo p a nezaporné celé ¢islo m
je (z — 2) delitelné vyrazom p*™*1 ale nie vyrazom p*™*2 tak mame p | (z — 2)(4x —
—11) — 16, teda p | 16 a p = 2).

Rozoberieme osobitne tri pripady.

Pripad k = +2. Z (1) mame 42% — 192 + 6 = +2u? pre nejaké celé ¢islo u, z ¢oho
upravou dostaneme

(82 — 19)? — 265 = £32u2.
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Tito rovnost viak nespliaji Ziadne celé ¢isla x, u, pretoze lava strana dava po deleni
piatimi zvySok 0, 1 alebo 4, zatial ¢o prava strana dava zvySok 0, 2 alebo 3. Jedinou
moznostou je teda zvySok 0, avSak v takom pripade by pravéa strana bola delitelna
¢islom 25 a Tava strana nie.

Pripad k = 1. Potom 422 — 192 +6 = u? pre nejaké celé é&islo u, odkial po vynasobeni
Sestnastimi po uprave dostaneme

265 = (8 — 19)? — 16u® = (8z — 19 — 4u)(8z — 19 + 4u).

Lahko overime, ze x = 6 je jedind moznost, pre ktort dostaneme vyhovujice riesenie
povodnej rovnice (staci uvazovat vSetky mozné rozklady 265 = 1-265 = 5-53 = ...
a brat do tvahy fakt, Ze z — 2 = s?). Po dosadeni do (1) tak ziskame dvojice (6,3)
a (6,—9).

Pripad k = —1. Podobne ako v predoslom pripade mame 422 — 192 +6 = —u?, odkial
265 = (8x — 19)? + (4u)?.

Overime vSetky moznosti. Pre © = 0,1,2 neziskame ziadne rieSenie. Pre u = 3
dostaneme (8z — 19)? = 121 = 112, z ¢oho z = 1; ziskame tak dvojice (1,1), (1, —2).
Napokon pre v = 4 mdme (8x — 19)? = 9 = 32, t.j. © = 2, odkial ziskame dvojicu
(2,-1).

Zadant rovnost spliiaji dvojice (6,3), (6,—9), (1,1), (1,-2) a (2, —1).



46. Medzinarodna matematicka olympiada

V diioch 8.-19. jula 2005 sa v Méride (Mexiko, §tat Yucatan) uskutoc¢nil uz 46. ro¢nik
Medzinarodnej matematickej olympiady (IMO). Zucastnil sa jej rekordny pocet 513
sutaziacich z rekordného poc¢tu 91 statov. Slovensko reprezentovali

Jozef Bodndr, Gymnazium Nam. padlych hrdinov, Filakovo, 4. ro¢nik,

Ondrej Budac¢, Gymnazium B.S. Timravy, Lucenec, 3. roc¢nik,

Michal Burger, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 4. ro¢nik,

Peter Cerno, Gymnézium L. Stara, Trenéin, 4. roénik,

Frantisek Simancik, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 4. ro¢nik,

Jakub Zdavodny, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 4. ro¢nik.

Delegéciu SR viedol doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., predseda Slovenskej komisie
MO (vedtci katedry KMaHI na fakulte PEDAS ZU v Ziline), pedagogicky vedtci bol
Jdan Mazak (student FMFI UK Bratislava) a mimoriadne u¢inne pri oprave tloh pomo-
hol vo funkcii observera aj Mgr. Peter Novotny (doktorand na FMFI UK Bratislava).

Obr. 34

Vysledky druzstva SR st uvedené v tabulke. V3etci nasi sttaZiaci ziskali medailu
(obr.34, zlava postupne J. Bodndr, J.Zdvodny, O.Buddc, F.Simancik, P.Cerno,
M. Burger). To evokuje drobné zamyslenie, ¢o by sa stalo, keby sa nejakd 6-¢lennd
Sportova vyprava vratila so 6 individudlnymi medailami. To by bolo slavy: rozhlasova
relacia na pokracovanie, televizny serial, . ..
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Stucet Cena
23 striebro
24 striebro
29 striebro

Meno

Jozef Bodnar
Ondrej Budac
Michal Burger
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Peter Cerno 16 bronz
Frantisek Simandik 24 striebro
Jakub Zavodny 15 bronz

Sestica tloh, ktorti medzindrodné jury pozostavajtca z veducich vsetkych ztcast-
nenych krajin hlasovanim vybrala, nepatrila medzi najfazsie. Chybala najmi velmi
tazka tloha a tak az 16 sutaziacich z 11 krajin ziskalo plny pocet, t.j. 42 bodov (na
predchadzajuicich deviatich IMO dosiahli plny pocet vzdy najviac Styria, v roku 1995 ich
bolo 14). Byva zvykom zoradit trojicu tloh kazdého stfazného dina podla obtiaznosti
od najlahsej. To sa tento rok nepodarilo, prvé tloha bola naro¢nejsia ako druhé. Je to
vSak dan za demokratické hlasovanie.

Nasi studenti vyborne zvladli stvrta tlohu (velmi lahka tedria ¢isel) a velmi dobre si
poradili aj s prvou (stredne tazkd geometria). Viac bodov mohli ziskat najmé v druhej
ulohe (Tahka tedria ¢isel). Tretiu (fazka nerovnost) z nasich nevyriesil nikto, av§ak na nej
(jeden zo 16 absolutnych vitazov), ktorému sa ju podarilo vyriesit neo¢akavanym a velmi
elementarnym sposobom. Jeho rieSenie je uvedené aj v tejto Rocenke. VSetci nasi si
zasluzia pochvalu, najvicsiu Michal Burger, ktory druhy sitazny den vyriesil vSetky tri
ulohy a ku zlatej medaile mu chybalo len viac $tastia pri prvej tlohe.

IMO je sutaz jednotlivcov, ale byva zvykom sledovat aj neoficidlne poradie druzstiev.
V tomto sme skonéili so 131 bodmi na velmi dobrom 20. mieste, pricom zo S$tatov
Eurépskej tinie nas predbehli len Madarsko, Nemecko, Velka Britania a Ceska republika.
Takze znovu sme predbehli krajiny s mozno najslavnejSou matematickou tradiciou
(Franctzsko, Taliansko, Grécko). A nielen tie... Poradie krajin na ¢ele nebolo ziad-
nou novinkou: Cina (235 bodov z 252 moznjch), USA, Rusko. Vysledky jednotlivych
krajin mozno najst v tabulke (¢isla v zatvorke st uvedené za krajinami, ktoré mali na
IMO mensi pocet tcastnikov). Pre ziskanie podrobnejsich informacii mézeme odporucit
adresu http://erdos.fciencias.unam.maz.

Tradi¢ény jednodenny vylet sa sice vinou Emily znac¢ne skratil (o tejto ddme bude
eSte par riadkov nizSie), ale predsa len sme videli Chichén Itzd. Samozrejme, sutaziaci
toho videli ovela viac, ale my, veduci, chodime na IMO pracovat.

Zaver IMO skomplikoval hurikdn Emily, ktory (alebo ktora? — kto sa méa v tom
vyznat) podla predpovedi na CNN mal dosiahnut stupeni 5 a mal byt najsilnejsim
v karibskej oblasti od roku 1860, pri¢om Mérida mala byt na hlavnom fahu. Ked sa prvy
raz objavila sprava, ze budeme v strede hurikédnu, tak otrlejsi z nas sa potesili a chystali
sa fotit — vtedy mala Emily stupen 3. Ked ale CNN zverejnila svoju informéciu
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Por. Stat Z S B > |Por. Stat ZS B>
1. Cina 5 1 0 235| 47. Holandsko 0 0 2 62
2. USA 4 2 0 213 Lotyssko 0 0 2 62
3. Rusko 4 2 0 212| 49. Azerbajdzan 0 0 2 59
4. Irén 2 4 0 201| 50. Grécko 0 0 2 58
5. Juzné Korea 3 3 0 200/ 51. frsko 0 1 0 55
6. Rumunsko 4 1 1 191| 52. Kuba (5) 0 0 3 54
7. Tchaj-wan 3 2 1 190| 53. Litva 0 01 53
8. Japonsko 3 1 2 188]| 54. Macedonsko 0 0 2 50
9. Madarsko 2 3 1 181| 55. Bosna a Hercegovina 0 0 2 49
Ukrajina 2 2 2 181 Finsko 0 0 2 49
11. Bulharsko 2 3 1 173 Slovinsko 0 1 0 49
12. Nemecko 1 3 2 163| 58. Kirgizstan 0 0 2 46
13.  Velké Britania 1 3 2 159 Spanielsko 0 0 1 46
14. Singapur 0 4 2 145| 60. Albansko 01 0 44
15. Vietnam 0 3 3 143] 61. Svédsko 0 0 0 42
16. Ceska republika 1 2 2 139| 62. Juzna Afrika 0 00 39
17. Hongkong 1 3 1 138] 63. Macao 0 01 38
18. Bielorusko 1 3 1 136 Rakusko 0 00 38
19. Kanada 1 2 2 132| 65. Kostarika 0 0 0 37
20. Slovensko 0 4 2 131 Uruguaj 0 01 37
21. Moldavsko 1 2 2 130| 67. Sri Lanka 0 01 32
Turecko 0 4 1 130| 68. Filipiny 0 0 0 30
23. Thajsko 0 4 2 128| 69. Portugalsko 0 0 0 27
24. Taliansko 0 2 4 120| 70. Salvador 0 0 0 25
25. Australia 0 0 6 117| 71. Island 0 01 23
26. Kazachstan 0 2 3 112| 72. Maroko 0 0 0 18
27. Kolumbia 0 2 2 105 Turkmenistan (4) 0 01 18
Polsko 0 1 5 105| 74. Ekvador 0 01 17
29. Peru 0 0 6 104| 75. Malajzia 0 0 0 15
30. Izrael (4) 0 2 3 99| 76. Cyprus 0 00 14
31. Mexiko 0 0 4 91| 77. Trinidad a Tobago 0 0 0 13
32. Franctzsko 0 0 4 83| 78. Paraguaj 0 0 0 12
33. Arménsko 0 0 5 82| 79. Pakistan 0 00 11
Brazilia 1 01 82| 80. Tunisko (4) 000 9
Chorvatsko 0 1 2 82| 81. Portoriko 000 8
36. India 0 1 1 81| 82. Guatemala (4) 000 6
37. Gruzinsko 0 0 4 80| 83. Lichtenstajnsko (4) 0 0 0 4
38. Novy Zéland 0 1 2 77| 84. Bangladés 000 3
39. Srbsko a Cierna Hora 0 0 3 75 Kuvajt 000 3
40. Belgicko 011 7 Luxembursko (3) 000 3
Norsko 002 74 Saudska Arabia 000 3
42. Indonézia 003 70 Tadzikistan (4) 000 3
Svajéiarsko 0 1 1 70| 89. Mozambik 000 2
44. Dansko 0 0 4 69| 90. Bolivia (3) 000 O
45. Esténsko 0 03 68 Venezuela (3) 000 O
46. Argentina 01 2 65
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o stupni 5, tak sme sa (ti najotrlejsi) zacali zamyslat nad tym, ako sa to bude dat
vyfotit tak, aby sme potom e$te mohli dat urobit aj fotky. Lebo rekordny hurikén je
velmi fotogenicky, ale sranda to byt nemusi. Takd rozzirend Emily dokéze kadeco. ..
Mexicania nas tych starosti zbavili — vSetko a vSade bolo olepené, pozatvarané — aj my.
Dokonca nés nepustili ani na prizemie hotela — odtial bolo vSetko pohyblivé odpratané,
este aj velké fotely. ..

Nakoniec vsak bolo vsetko inac¢. Pred dosiahnutim polostrova Yucatan sa jadro
hurikédnu rozdelilo na tri ¢asti a Emily zoslabla na stupen 2. Bol to teda taky silnejsi
vanok s rychlostou okolo 170 km/h, ktory polamal zopar tenkych paliem hrabky okolo
20 cm, porozhadzoval neporiadok (ten je nielen u nds), zhodil niekolko malych kvetina-
¢ov pred hotelom (asi tak stvrttonovych) a tento vanok zhodil jedno malé lietadlo na
jeden dom. Nekonalo sa vSak ocakavané poletovanie legudnov a inej havede, ktora sa za
normalnych okolnosti premiestnuje plazenim. Polostrov Yucatan je v podstate obrovsky
takmer rovny prales, ktorj namiesto nadmorskej v§sky ma skoro podmorskt hibku,
takze Emily stupna 5 by ndm mozno predviedla prehlad jeho zvieracich obyvatelov.
Kedze vSak Emily prisla do Méridy rdano v den vyhlasenia vysledkov, tak vysledky
sa vyhlasovali v neskorsich vecernych hodinach, v ndhradnych priestoroch a zaverecny
banket sa nekonal. Skoda, niektoré mexické jedla st naozaj vyborné.

Dovolime si aj touto cestou v mene SKMO podakovat firme CASIO, ktord v ramci
sponzorovania poskytla nasej vyprave olympijské tricka.

Mimoriadnu vdaku vyslovujeme Oddeleniu sluzieb medzinarodnej spoluprace MS SR
(Masicova, Fischerova, Jenisova) za starostlivo pripravenu ucast slovenskej reprezentéa-
cie na IMO, ako aj za rychle vyrieSenie problémov pred nasim odletom do Mexika, ktoré
vznikli odrieknutim letu na poslednii chvilu a bolo treba hladat ndhradné riesenie. Velku
pruznost prejavila pani Jenisova aj pri rieSeni problému pri ceste nazad, ked podstatna
¢ast druzstva zmeskala let z Mexiko City do Eurépy vinou domécej leteckej spolo¢nosti
Mezicana. Damy, dakujeme!

Urcite eSte stoji za zmienku, Ze najmé té ¢ast obyvatelov Mexika, ktora je potomkami
Olmékov, Mayov, Toltékov a Aztékov, bola k ndm tuplne super. Gracias!

Vojtech Balint, Peter Novotny

Appendiz. Burger, Simanc¢ik a Zavodny (spolu s Petrom PereSinim z Gymnazia
J.G.T. v Banskej Bystrici) ziskali neskor zlaté medaily na IOI, o ¢om néjdete par
riadkov na inych strankach tejto Rocenky a navyse Jakub Zavodny ziskal na 36. Medzi-
narodnej fyzikalnej olympidde v Salamanke (Spanielsko, 350 stfaziacich zo 72 krajin)
strieborn medailu, pricom ku zlatej mu chybal len povestny ktsok $tastia.
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Zadania aloh IMO

Uloha 1.
Na strandch rovnostranného trojuholnika ABC' je zvolenych Sest bodov: body Aj,
As na strane BC, body Bj, B2 na strane C'A a body C;, (5 na strane AB. Tieto
body st vrcholmi konvexného Sestuholnika Ay As By BoC1Cs s rovnako dlhymi stranami.
Dokazte, ze priamky A; By, B1Cy a C1 Ay sa pretinaju v jednom bode.

(Rumunsko)

Uloha 2.

Nech aj,as,... je postupnost celych ¢isel s nekoneénym poc¢tom kladnych c¢lenov
a s nekonecnym poctom zapornych clenov. Predpokladajme, ze pre kazdé prirodzené
¢islo n ¢isla aq,asg, ... ,a, po deleni ¢islom n davaju n réznych zvyskov. Dokazte, ze
kazdé celé ¢islo sa v postupnosti vyskytuje prave raz.

(Holandsko)

Uloha 3.
Nech z, y a z st kladné reédlne ¢isla také, ze xyz = 1. Dokazte, ze

25— 2 Y5 — 2 25 _ 52

_|_
.’L’5+y2+2§2 y5+Z2+$2+Z5+$2+y2

v
o

(Juzné Korea)

Uloha 4.
Uvazujme postupnost ai, as, ... definovani vztahom

an =2"+3"4+6" -1 (n=1,2,...).

Urcte vSetky kladné celé ¢isla, ktoré su nestudelitelné s kazdym ¢lenom postupnosti.
(Polsko)

Uloha 5.
Nech ABCD je dany konvexny stvoruholnik s rovnako dlhymi stranami BC a AD,
ktoré nie sii rovnobezné. Nech body E a F' lezia postupne vnutri stran BC a AD
tak, ze |BE| = |DF)|. Priamky AC a BD sa pretinaji v bode P, priamky BD a EF
v bode @, priamky EF a AC v bode R. Uvazujme vSetky trojuholniky PQR urcené
meniacou sa polohou bodov E a F'. Ukazte, ze kruznice opisané tymto trojuholnikom
maju spolo¢ny bod rézny od P.

(Polsko)

Uloha 6.

V matematickej sutazi bolo stutaziacim zadanych 6 tloh. Kazda dvojicu tloh vyriesili
viac ako 2/5 sutaziacich. Nikto nevyriesil vSetkych 6 tloh. Dokézte, Ze prave 5 tloh
vyrie§ili aspon dvaja sutaziaci.

(Rumunsko)



96 54. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Riesenia aloh IMO

Uloha 1.
(Podla Jakuba Zdvodného.) Ozna¢me vnutorné uhly pri zakladniach rovnoramennych
trojuholnikov C1 By Ba, A1C1C5, By A1 As postupne a, (3, v (obr. 35). Dopo¢itanim uhlov

Obr. 35

do 180° postupne pri bode Cs, v trojuholniku Co BA; a v rovnoramennom trojuholniku
AsCyA; dostaneme

| X BC2A1| = 28, | C2 A1 B| = 120° — 2, |FC2A2 A4 = 60° — .
Podobne

|%:CA231| = 2")/, |%:A2310| = 1200 - 2")/, |§BlAQBQ| == 600 - .

Preto
|§BlA1C’1| = 180° — (1200 — 2ﬁ) — ﬁ — Y = 60° + ﬁ -7,
| L B2 A2C5| = 180° — 2y — (60° — ) — (60° — 3) = 60° + 5 — v,
Cize | B1A1C1| = |9 B2A3Cy|. Zrejme rovnakym spdsobom mozno odvodit aj rovnosti

\<)C’131A1| = |§CQBQA2‘ a ‘§A10131| = |§AQCQBQ‘

Trojuholniky A;B1C7 a A3BoCy st teda podobné. Uvazujme (jednoznacne uréené)
podobné zobrazenie, ktoré zobrazi prvy z tychto trojuholnikov na druhy. Mozno ho
dostat zloZenim otocenia okolo stredu S o uhol ¢ a rovnolahlosti s tym istym stredom S
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a koeficientom k (pouzivame zndme tvrdenie, Ze taky rozklad na dve zobrazenia s rov-
nakym stredom existuje). Trojuholniky SA; Ay, SB1Bs, SC1C5 st navzijom podobné,

Obr. 36

pretoze pri vrchole S maja rovnaky uhol (obr.36) a navySe |SAs| : |SA1| = |SBs| :
1 |SB1| = |SCs| : |SCy| = k. Podla zadania vSak |A1As| = |B1Ba| = |C1C3|, uvedené
trojuholniky st tak zhodné a maja zhodné vysky z vrcholu S. Z toho vyplyva, ze S ma
rovnakt vzdialenost od vSetkych stran trojuholnika ABC a je to nutne stred vpisanej
kruznice (stredy pripisanych kruznic lahko vyla¢ime). No z odvodenej zhodnosti mame
aj |SA1| = |SB1| = |SC1| a kedze trojuholnik ABC je rovnostranny (so stredom S5), je
kvoli symetrii rovnostranny aj trojuholnik A B1CY.

Teraz uz lahko dokdZeme zadané tvrdenie. Stvoruholnik C;A;B;Bs je deltoid
(|C1A1| = |A1B1| a |B1Bs| = |B2C4]), takze jeho uhlopriecka ABs je zaroven osou
usecky B1C7. Podobne je B1C5 osou usecky C7A; a C As osou tsecky A; B;. Vidime,
7e zadané tri priamky st osami stran trojuholnika A, B;C, pretinaju sa teda v jednom

bode.

Iné rieSenie. (Podla Ondreja Buddca.) Oznaéme a dlzku strany sestuholnika
A1 A3 By B3C1Cy. Polozme |AB| — a = m. Dalej nech |AC:| = z, |BA;| =y, |CBy| = 2.
Potom |BCs| = m — z, |CAs| = m —y, |ABs| = m — z (obr. 37). Pouzitim kosinusovej




98 54. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

vety v trojuholnikoch AC1 By a BA;Cy (kedze cos60° = 5) dostaneme

1
2

2

a> =2+ (m—2)7?%—2(m—2) =y*+(m—x)* —y(m—1x).

Po roznésobeni zatvoriek a tiprave ziskame
m(=2z+z+y)=(y—2)(y+z+a).

Zrejme analogicky vieme dostat (pouzitim kosinusovej vety pre trojuholniky AC By
a C'B1As) rovnost
(z—y)(@+y+2) =m(=2y+z+2)

Po vynéasobeni uvedenych dvoch rovnosti, vykrateni nenulovych ¢initelov m a (x+y+2),
roznasobeni a naslednymi tpravami obdrzime

(z—y)(=22+z+y)=(y—2)(-2y+2+2),
x? —y? — 220 + 2yz = —2y* — 2® + Yy + 3yz — 2,
x2+y2+22:xy+yz+zx,
[(z—y)? + (y—2)° + (= —2)?] =0.

N[

Na lavej strane ostatnej rovnosti mame sucet nezapornych vyrazov, ktory je nulovy
len v pripade, ze vSetky tri s¢itance st nulové. Nutne teda x = y = z, cize trojuholnik
A1 B1C1 je rovnostranny (kvoli symetrii). Zadané tvrdenie uz teraz dokazeme rovnakym
sposobom, ako v zavere prvého riesenia.

Uloha 2.

Zrejme ziadne cislo sa v postupnosti nevyskytuje viac ako raz. Ak by totiz pre ¢ < j
bolo a; = a;, pre kazdé n = j by medzi ¢islami a;, aq, ... ,a, boli aj a;, a; a davali by
ten isty zvySok po deleni n. Navyse pre kazdé prirodzené ¢islo n je rozdiel lubovolnych
dvoch cisel spomedzi aq,as, ... ,a, nanajvys n — 1, lebo v opacnom pripade by sme
mali indexy i < j < n také, ze m = |a; — a;j| 2 n a medzi ¢islami a;, ag, ... , ay, by boli
dve s rovnakym zvyskom po deleni m.

Uvazujme mnozinu M = {aj,as,...,a,} pre lubovolné prirodzené n. Ak c je naj-
mensie a d najvicsie ¢islo z M, tak z uvedeného vyplyva, ze d —c = n —1 (kedze vSetky
prvky M su rozne) a zarovenn d — ¢ = n — 1 (kedze ¢,d € M). Nutne teda d —c=n —1
a mnozina M pozostava zo vSetkych celych cisel nachadzajicich sa medzi ¢ a d.

Nech z je Tubovolné celé ¢islo. Kedze zadana postupnost méa nekonecéne vela kladnych
aj zapornych ¢lenov a vsetky jej ¢leny st rozne, existuje index ¢ taky, ze a; < x a zaroven

index j taky, ze < a;. Pre n = max{i, j} st medzi ¢islami a;, as, ... , a, okrem inych
vSetky celé cisla medzi a; a aj, teda aj x.
Uloha 3.
(Podla Iurieho Boreica.) Kedze
25 — 22 x5 — 2 _ 22 (y? + 22) (23 — 1)? >0

«T5+y2+22 - $3($2+y2+22) - $3($5+y2+22)($2+y2+22)
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(a podobné nerovnost plati pre zlomky, ktoré dostaneme cyklickou zdmenou premen-
nych), sta¢i namiesto zadanej nerovnosti dokazat nerovnost

25— 22 B — g2 S5 _ 2

r3(22 + y? + 22) * Y3 (2 +y? + 22) * 23 (2% +y? + 2?)

1\

0, (1)

ktora je ekvivalentnd s nerovnostou

1 5 1 5 1 9 1
—_— — — - — ——1]z20.
PO R (x x+y y—i—z z)_

Z podmienky xyz = 1 méme 1/x < yz, 1/y < zx, 1/2 < xy, pre vyraz v zatvorke preto
plati

1 1 1
22— Sy S 2y —ay —yr— 2 =
x y z

(=) + @y —2)°+(z—2)*] 20.

N[

Tym je nerovnost (1) dokazana.

Iné rieSenie. Prvy zlomok na lavej strane vieme upravit na tvar

x5+y2+z2_ x5+y2+22 $5+y2+2§2

a podobne mozno prepisat aj zvys$né zlomky. Zadand nerovnost je preto ekvivalentna
s nerovnostou

22 22 a2yt 2 x2+y2+22<3

«T5+y2+22 y5+22+x2 Z5+«T2+y2: :

Pouzitim Cauchy-Schwarzovej nerovnosti a podmienky zyz = 1 dostaneme
2
(@5 + 4% + 22)(yz + o2 + 22) = (x5/2(yz)1/2 42 +22) > (22 + ¢ + 22)2,
Cize
B +yt 2 _yr eyt 42
x5+y2+22 = m2+y2+z2'

Analogické nerovnosti platia aj pre dalSie dva zlomky, preto

x2+y2—|—22 x2+y2+22 x2—|—y2+22<2 yz+zx+xy<
.’L‘5+y2+2§2 y5+2’2+$2 Z5+£E‘2+y2: $2+y2+2§2 =

b

¢o sme chceli dokazat. Vyuzili sme (podobne ako v zévere prvého rieSenia) znamy fakt,
ze 22 +y? 4+ 22 Z yz + zx + 2v.

Uloha 4.
Ukazeme, ze kazdé prvocislo p méa v danej postupnosti svoj nasobok. Kedze as = 48 je
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nasobkom dvoch aj troch, sta¢i uvazovat p > 3. V takom pripade z malej Fermatovej
vety mame (vietky kongruencie uvazujeme modulo p) 271 = 1, 377! = 1, a teda aj
6P~! = 1. Odtial

6a, 2 =16-2""246-37"246-6F2—-6=3-2""142.37"1 461 —6=3+2+1-6=0,
Cize 6a,—_2 je nasobkom p a kedze p > 3, nutne p | ap_o.

Jediné kladné ¢islo, ktoré je nesudelitelné so vSetkymi ¢lenmi danej postupnosti, je
1.

Uloha 5.
(Podla Frantiska Simancika.) Uvazujme kruznice opisané trojuholnikom BC'P a ADP.
Predpokladajme, Ze sa v bode P dotykaju a ze ich spolo¢néa dotycnica vedena tymto

C

Obr. 38

bodom pretina stranu C'D v bode X (obr. 38). Z rovnosti obvodového a tisekového uhla
pri tetivach DP a CP dostavame | DAP|= |4 DPX| a |[SCBP| = |q4CPX|. Navyse

|JCPX|=180° — |[SAPD| — |¥DPX| = [{DAP| + |3 PDA| — |4 DPX| = |3 PDA|.

Teda |[CBP| = |4 PDA| astrany BC a AD st rovnobezné (rovnaju sa prislusné strie-
davé uhly), ¢o je v rozpore so zadanim ulohy. UvaZované kruznice sa preto nedotykaju
a pretinaju sa okrem bodu P eSte v bode, ktory oznacime S. Kedze |BC| = |AD|
a [SBPC| = |$APD|, tak tieto kruznice maji rovnaké polomery a vsetky obvodové
uhly prislichajtce spolo¢nej tetive P.S maju rovnaku velkost (obr.39). Z toho vyplyva,

Obr. 39 Obr. 40
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ze trojuholniky C'AS a BDS st rovnoramenné, ¢ize |SA| = |SC|, |SB| = |SD|. Takze
trojuholniky SAD a SCB st zhodné podla vety sss a kedze |EC| = |AF|, st zhodné
aj trojuholniky SAF a SCE. Odtial | ASF| = |[JCSE| a teda |SFSE| = |1ASC|
a rovnoramenné trojuholniky FSE a ASC st podobné. Preto |<SFE| = |4SAC| =
= |4 SAR)| a stvoruholnik ASRF je tetivovy (obr. 40).

Oznacme |YADB| = «, |[<DFE| = . V tetivovom $tvoruholniku ASRF mame
|<SASR| = 180° — |[SAFR| = . V tetivovom Stvoruholniku ASPD zasa |JASP| =
— 180° — a, t.].

|[<SRSP| =180° — a — .

Rovnako vSak z trojuholnika F'QQD méame
|[SRQP| =180° — a — f.

Spolu |[FRSP| = |4 RQP| a stvoruholnik PRSQ je tetivovy (obr.41). Bod S preto lezi
na kruznici opisanej trojuholniku PQR. KedZe poloha bodu S nezavisi na volbe bodov
FE, F, uloha je vyriesena.

Uloha 6.

Ozna¢me n pocet vSetkych sutaziacich a N pocet vSetkych vyriesenych dvojic tloh
(pre kazdého sutaziaceho do N zapocitame kazda dvojicu tloh, ktora vyriesil, t.j. ak
vyriesil r tloh, do N zapocitame (;)) Kazdu z 15 dvojic vyriesili viac ako 2/5 vSetkych
sutaziacich, ¢ize aspon (2n + 1)/5 stutaziacich, preto

2n+1

N=>15- — 6n+ 3. (1)

Predpokladajme, ze 5 tloh vyriesilo k£ ic¢astnikov. Kazdy z nich vyriesil 10 dvojic tloh,
zatial ¢o kazdy zo zvySnych n — k Gcastnikov vyriesil nanajvys 6 dvojic uloh, takze

N £ 10k + 6(n — k) = 6n + 4k.

Z uvedenych dvoch odhadov je zrejmé, ze k = 1. Ak by navyse (2n + 1)/5 nebolo celé
¢islo, kazdu dvojicu uloh by vyriesilo aspon (2n 4 2)/5 tcastnikov a prvy odhad by mal
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tvar N = 6n + 6, ¢o by viedlo k nerovnosti £ = 2 a tloha by bola vyriesena. Podobne,
ak by niektory ucastnik vyriesil menej ako 4 ulohy, vyriesil by nanajvys 3 dvojice tloh
a druhy odhad by mal tvar N < 6n + 4k — 3, ¢o spolu s (1) takisto dava k = 2.

Ostéva teda vylucit pripad, ze 2n + 1 je delitelné piatimi, jeden ucastnik (nazvime
ho vitaz) vyriesil 5 tloh a kazdy iny Gc¢astnik vyriesil prave 4 tlohy. Predpokladajme, ze
takd situdcia nastala. V takom pripade N = 6n+4 (vitaz vyriesil 10 dvojic tloh, zvysni
ucastnici po 6 dvojic iloh). Mame tak jednu dvojicu uloh (nazvime ju $pecidlna), ktora
vyriesilo prave (2n+1)/5+1 Gcastnikov a 14 dvojic tloh, ktoré vyriesilo prave (2n+1)/5
ucastnikov (inak by sme pri odhade (1) dostali bud N = 6n + 5 alebo N = 6n + 3, ¢o
je v rozpore s prave odvodenou hodnotou N).

Nazvime tlohu, ktoru vitaz nevyriesil, tazkd. Ozna¢me M pocet vyrieSenych dvojic
uloh, z ktorych jedna je tazka. Pre kazda z piatich dvojic obsahujucich tazka ulohu
mame bud (2n + 1)/5 alebo (2n + 1)/5 4+ 1 ucastnikov, ktori obe tlohy z dvojice
vyriesili. Takze M = 2n + 1 alebo M = 2n + 2 (druhd moznost nastane, ak Specidlna
dvojica obsahuje tazkt tlohu). Na druhej strane, ak tazki tlohu vyriesilo m Géastnikov,
tak M = 3m, pretoze kazdy z nich vyriesil okrem tazkej tlohy prave 3 dalSie. Spolu
dostavame, ze 2n 4+ 1 = 0 alebo 2 (mod 3).

Zvolme teraz Iubovolna tlohu u, ktora nie je tazka a nie je ani v Specialnej dvojici
(také st aspon tri). Ozna¢me L pocet vyrieSenych dvojic tloh, z ktorych jedna je w.
Zrejme L = 2n + 1 (kazdu z piatich dvojic tloh obsahujicich u vyriesilo prave (2n +
+ 1)/5 ucastnikov). Na druhej strane, ak tlohu u okrem vitaza vyriesilo este ¢ dalsich
ucastnikov, tak L = 3¢ 4 4 (vitaz okrem u vyriesil 4 dalsie ulohy, t.j. vyriesil 4 dvojice
obsahujuce u, ostatnych ¢ vyriesilo 3 dvojice obsahujice u). Dostavame 2n + 1 = 1
(mod 3), ¢o je v spore s predchadzajicimi moZnostami.



Zadania sutaznych udloh

KATEGORIA P

Archiv zadani Matematickej olympidady, kategorie P sa nachddza na WWW stranke
hitp:/ /www.ksp.sk/mop.

P-1I-1

Kleofas sa rozhodol, Ze za¢ne vo velkom podnikat a otvori si velkopracoviiu. Kazdy, kto
pride, si bude moct za par kortn prenajat pracku (ak bude nejakd volnd), vyperie si v nej
svoje pradlo a spokojne sa vrati domov. Mala anketa medzi priatelmi ukdzala, Ze zdujem
o takito pracoviiu by bol vskutku velky. Coskoro chudak Kleofas tiplne stratil predstavu,
kolko vlastne pracok potrebuje kipit, aby vystacili pre vSetkych zdkaznikov. A preto sa
obratil na vas s prosbou o pomoc.

Sttazna tloha

Na vstupe je pocet zadkaznikov, ktorych Kleofas ocakava pocas jedného dna. O kazdom
vie, kedy pride a na ako dlho si chce pracku prenajat. Jednotlivi zadkaznici nie st uvedeni
v ziadnom konkrétnom poradi.

Vasou tlohou je zistif, kolko najmenej pracok Kleofds potrebuje maft, aby si kazdy
zédkaznik mohol v okamihu prichodu prenajat jednu pracku na pozadovant dobu. Okrem
zistenia potrebného pocétu pracok by mal vas program aj vytvorit zoznam, podla ktorého
bude Kleofas pridelovat pracky prichadzajucim zakaznikom.

Format vstupu Prvy riadok vstupného stboru pracky.in obsahuje prirodzené ¢islo
N < 10000 — pocet zdkaznikov. Na kazdom z nasledujicich N riadkov st informécie o
jednom zékaznikovi: ¢as t;, kedy pride a doba d;, na ktort si chce prenajat pracku. Mozete
predpokladat, Ze ¢; a d; s celé ¢isla od 1 do 1000000 000. Zakaznikom priradime ¢isla
od 1 do N v poradi, v akom st uvedeni na vstupe.

Forméat vystupu Prvy riadok vystupného suboru pracky.out mé obsahovat jediné
¢islo P — najmensi pocet pracok, ktoré Kleofasovi stacia. Tieto pracky oc¢islujeme cislami

od 1 do P. Na nasledujucich N riadkoch vystupného stiboru maja byt ¢isla aq,...,ay,
kde a; je cislo pracky, ktori dostane pridelent i-ty zakaznik.

Priklad

pracky.in pracky.out

4 3

1000 1000 2

1900 900 1

1500 700 3

2000 500 2
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P-1-2

Na nemenovanom internate onedlho prebehna kazdoro¢né preteky svabov. Preteky pre-
biehaji na prekazkovej drahe, ktora obsahuje zakernosti ako krajac¢ na vajicka a misku
cukru. Svaby st na trat vypustané v minttovych intervaloch. Aby sa ich dalo rozoznat,
kazdy dostane na chrbat karticku s ¢asom, kedy Startoval (teda prvy Svab dostane ¢islo
0, druhy 1, atd.). Organizatorov pretekov by zaujimalo, ako velmi sa im $vaby pocas
cviéného preteku zamieSali, aby vedeli, ¢i netreba zviicsit interval medzi Startujicimi.
Rozhodli sa preto, ze spocitaju pocet takych dvojic svabov, ktoré dobehli v opa¢nom
poradi ako vybehli (t.j. Svab s vyssim ¢islom dobehol skor ako §vab s nizsim ¢islom). Ale
kedZe $vabov je na dotyCnom internate neuveritelne vela, potrebuji pomoc pocitaca.

Sttazna tloha

Vas program dostane na vstupe pocet svabov N a poradie, v ktorom dobehli (t.j. nejaka
permutéciu ¢isel od 0 do N — 1). Na vystup méa vypisat pocet dvojic, ktoré si vymenili
poradie.

Format vstupu Prvy riadok vstupného siboru preteky. in obsahuje prirodzené ¢islo NV

(1 < N <30000) — pocet svabov. Na druhom riadku je uvedenych N navzajom roznych
¢isel od 0 do N — 1, medzi kazdymi dvoma ¢islami je prave jedna medzera.

Format vystupu Vystupny sibor preteky.out mé obsahovat jediny riadok a na fiom
jediné cislo — pocet dvojic svabov, ktoré dobehli v opa¢nom poradi ako vybehli.

Priklad

preteky.in preteky.out
5 3
10423

P-1-3

Fylogenetika je odbor biolégie studujtci vyvojové vztahy medzi organizmami. Casto po-
uzivanou metédou je porovnavanie genémov. V tejto tlohe sa budeme zaoberat velmi
zjednodusenou verziou tohto problému.

Genoém budeme mat ulozeny ako refazec pozostévajici z pismen ‘A’, ‘C’, ‘G’ a ‘T’. Bu-

deme predpokladat, Ze vyvoj druhu prebieha tak, Ze na zaciatok alebo na koniec genému
sa pridaji nové gény — to je samozrejme velké zjednoduSenie (rozumej: Gplny nezmysel).
Na vstupe dostanete genémy niekolkych organizmov a tilohou je néjst medzi nimi vSetky
dvojice predok — potomok, t.j. také, ze geném predka je stvislym podrefazcom genému
potomka.
Format vstupu Vstupny textovy stibor fylogen.in obsahuje niekolko refazcov zloze-
nych z pismen ‘A’, ‘C’, ‘G’ a ‘T’, reprezentujucich genémy jednotlivych organizmov. Or-
ganizmy su oc¢islované 1,2, ...,n; na i-tom riadku sa nachadza geném i-teho organizmu.
Mbzete predpokladat, Ze retazcov je najviac 50, kazdy z nich ma najviac 50 znakov a
Ziadne dva retazce nie st rovnaké.
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Format vystupu Vystupny textovy stbor fylogen.out obsahuje zoznam vsetkych
dvojic predok — potomok. Kazdy riadok stiboru popisuje jednu z tychto dvojic a pozostava
z Cisla predka nasledovaného ¢islom potomka. Dvojice mozu byt vypisané v lubovolnom
poradi, nesmu sa vSak opakovat.

Priklad
fylogen.in fylogen.out
ATAT 12
CATATG 13
CATATGA 14
CATATGG 23

2 4

P-1-4

Studijny text — ALIK

Aritmeticko-logické integerova kalkulacka (skratka ALIK) je vypoctové zariadenie pracu-
jice s W-bitovymi celymi ¢slami v rozsahu 0 az 2"V — 1 vratane; v dalsom texte pod
¢islami rozumieme vzdy takéto ¢isla. Budeme ich obvykle zapisovat v dvojkovej ststave
hrubym pismom a na zaciatok dvojkového zapisu vzdy doplnime prislusny pocet nil, aby
pocet ¢islic (bitov) bol presne W. Vicésinou tiez nebudeme rozlisovat mezi ¢islom a jeho
dvojkovym zépisom, takZe i-tym bitom ¢isla budeme rozumiet i-ty bit jeho dvojkového
zapisu (bity ¢islujeme zprava dolava od 0 po W — 1).

Pamit stroja tvori 26 registrov pomenovanych a az z. Kazdy register vzdy obsahuje
jedno cislo.

ALIK se riadi programom, ¢o je postupnost priradovacich prikazov typu register :=
= vyraz, kde vyraz mdze obsahovat konstanty (¢isla zapisané v dvojkovej ststave), regis-
tre, zatvorky a nasledujice operatory (grécke pismend oznacuji podvyrazy):

o |+ 3 (priorita 4) | s¢ita ¢isla a a 3. Ak je vysledok viac ako 2V — 1, &islice vyssich

rddov odreze. Inak povedané, pocita stucet modulo 2"V,

e |a — 3 (priorita 4) | odéita od ¢isla « ¢islo 3. Ak je a < 3, spocita 2V +a — 3, teda
rozdiel modulo 2"

e |~ (priorita 9) | spocita bitovii negaciu ¢isla «, ¢o je €islo, ktorého i-ty bit je 0

prave vtedy, ked i-ty bit ¢isla « sa rovné 1, a naopak.

e |a A [ (priorita 8), aV 3, o @ (3 (priorita 7)| bitové operacie: and, or a zor. Vy-
hodnocuju sa tak, ze sa -ty bit vysledku spocita z i-teho bitu ¢isla a a i-teho bitu
¢isla 3 podla nasledujtcich tabuliek:

0ONO0O=0 oOvo=0 020=0
ON1=0 ovli=1 0pl=1
IN0=0 1vo=1 160=1

IN1=1 1vli=1 1$1=0
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e | o << [ (priorita 2) | posunie ¢islo o o 3 bitov dolava, teda doplni na jeho koniec
[ nil a odreze prvych 3 bitov, aby bol vysledok opit W -bitovy.

e | >> (3 (priorita 2) | posunie ¢islo o o 3 bitov doprava, teda doplni na jeho zaciatok
[ nil a odreze poslednych 3 bitov, aby bol vysledok opit WW-bitovy.

Ak zatvorky neurcia inak, vyhodnocuja sa operatory s vyssiou prioritou pred opera-
tormi s nizSou prioritou. V ramci rovnakej priority sa vyhodnocuje zlava doprava (s vy-
nimkou operétora —, ktory je unarny, a teda sa musi vyhodnocovat zprava dolava).

Priklad
Ako funguju operatory; predpokladame W = 4:

a+bAc+d=(a+(bAc))+d
0101 +1110= 0011
0001 — 1111 = 0010
0101 A 0011 = 0001
0101 v 0011 = 0111
0101 ¢ 0011 = 0110

Ako vyrobif pomocou << postupnost jednotiek:
(1<<11)—1=1000—1= 0111
Ako ziskat z ¢ohokolvek samé jednotky:

aV—-a=1111

Vypocet prebieha takto: Najprv sa do registra x nastavi vstup (vzdy jedno ¢islo) a
do ostatnych registrov nuly. Potom sa vykonaja vsetky prikazy register := vyraz v poradi,
v akom su v programe uvedené, pricom sa vzdy najskér vyhodnoti vyraz na pravej strane
a az potom sa jeho vysledok ulozi do registra, takze vo vnutri vyrazu je este mozné
pracovat s povodnou hodnotou registra. Po dokonceni posledného prikazu sa hodnota
v registri y interpretuje ako vysledok vypoc¢tu. Hodnoty v ostatnych registroch mézu byt
Tubovolné.

Velkost vstupu zadefinujeme ako pocet bitov N, ktoré potrebujeme na reprezentaciu
vstupu. Nase programy budi ¢asto potrebovat registre, do ktorych mozno ulozit ¢isla
viicsie ako 2V — 1. Pocet bitov, ktoré potrebujeme na reprezentéaciu tychto ¢isel budeme
volat velkost registra W. Samozrejme, vzdy musi platit W > N.

Nie vzdy je moZné pouzit ten isty program pre vSetky mozné velkosti vstupu N.
V zavisloti od N a W je napriklad potrebné zmenit hodnoty pomocnych konstant v
programe, pocet opakovani niektorych operacii v programe a podobne. Preto pri rieseni
uloh pre kazdd hodnotu N musime popisat:

e velkost registrov W, ktort program bude pouzivat, v zavislosti od N

e ako pre kazda konkrétnu hodnotu N zostavit program, ktory funguje pre vsetky
vstupy velkosti NV
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Casovou zloZitostou programu v zavislosti od N budeme rozumietf podet instrukeii,
ktoré potrebujeme pre dant velkost vstupu. Velkost registra W v zéavislosti od N budeme
nazyvat pamdtovou zloZitostou (kedze pocet registrov je obmedzeny na 26, velkost registra
skuto¢ne urc¢uje mnozstvo pamite). Tak ako pri ¢asovej a pamitovej zlozitosti beznych
programov, pri odhadoch budeme zanedbavat multiplikativne konstanty (mozeme teda
pouzivat O-notéciu). Budeme vSak vyZzadovat, aby velkost registra W bola polyno-
mialne zavisla od velkosti vstupu N (t.j. existuje konstanta k, pre ktora W < N*¥
pre vetky N > 2).

Pri rieSeni tloh budeme chciet, aby ¢asova zlozitost vygenerovanych programov v zé-
vislosti na NV bola ¢o najmensia. Medzi rovnako rychlymi programami je potom lepsi ten
s menSou pamiitovou zlozitostou.

Priklad 1: Zostrojte program pre ALIK, ktory dostane na vstupe nenulové ¢islo a vrati
vysledok 1 prave vtedy, ak je toto ¢islo mocninou dvojky, inak vrati nulu.

Riesenie: Najprv si vSimnime, ze mocniny dvojky st prave cisla, ktoré obsahujt prave
jeden jednotkovy bit. Sledujme chovanie nasledujiceho jednoduchého programu.

Vo vietkych ukazkovych programoch budeme v lavom stipci uvadzat jednotlivé pri-
kazy a v pravom stipci vSeobecny tvar spoéitanej hodnoty pre fubovolné N. Ak sa nejaka
¢islica alebo skupina &slic opakuje viackrat, oznac¢ime opakovanie exponentom. Teda 08
je osem ntl, (01)3 je skratka za 010101. Gréckymi pismenami budeme oznacovat bliZsie
neurcené skupiny bitov.

r= al0?
a:=x—1 a= a0l’
b:=xANa b= a00’

Cislo v registri a sa od x vzdy liSi tym, Ze najpravejSia 1 sa zmeni na 0 a vietky
0 vpravo od nej sa zmenia na 1. Preto b = z A a sa musi od z liit prave prepisanim
najpravejsej 1 na 0. (To preto, Ze bity nalavo od tejto 1 st stale rovnaké a a A o = «,
kym vo zvysku ¢isla sa vzdy anduje 0 s 1, ¢o dé nulu.) A kedZe mocniny dvojky st prave
¢isla, v ktorych dvojkovom zapise je prave jedna 1, spocita nas program v b nulu prave
vtedy, ak je  mocnina dvojky (alebo nula, ¢o sme ale zakazali).

Zostava teda vyriesit, ako z nuly spravit pozadovan jednotku a z nenuly nulu. K tomu
si zavedieme operaciu r := if (s, ¢, u), ktord bude realizovat podmienku: ak s # 0, priradi
r := t, inak r := u. Spravime to jednoduchym trikom: rozsirime si registre o jeden
pomocny bit vlavo, nastavime v r tento bit na jednotku a sledujeme, ¢i sa zmenSenim
vzniknutého ¢isla o jednotku tento bit zmeni na nulu alebo nie:

vi=sV 10V v=1r

vi=v—1 v= 17" (ak r # 0), inak 017"
vi=vA 10V v= 10" alebo 00"
vi=v>>N v=0"1 alebo 0V0
vi=v—1 v= 01 alebo 1V+!
ri=(uAv)V(tA-0) s =t alebo u

Staci teda na koniec programu pridaft
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y:=if(b,0,1)
a mame program, ktory rozpoznava mocniny dvojky v konStantnom case a pouziva
na to ¢islas N + 1 = O(N) bitmi.
Este si ukdzme, ako bude prebiehat vypocet pre dva konkrétne 8-bitové vstupy (teda
N=8aW =09):

y= 0 alebo 1

=x—1
=xNa
:= bV 100000000
=v—1

=v>>8
=v—1

= 001011000
a= 001010111
b= 001010000
v= 101010000
v= 101001111
v= 100000000
v= 000000001
v= 000000000

x = 000100000
a =000011111
b = 000000000
v = 100000000
v=011111111
v = 000000000
v = 000000000
v=111111111

a
b
v
v
v:=v A 100000000
v
v
Y

:= (000000001 A v)

V(000000000 A ) y= 000000000 y = 000000001

Priklad 2: Zostrojte program pre ALIK, ktory spocita bindrnu paritu vstupného dcisla,
teda vrati 0 nebo 1 podla toho, ¢i mé toto ¢islo parny alebo neparny pocet jednotkovych
bitov.

RieSenie: Bez ujmy na vSeobecnosti modzeme predpokladat, ze N je mocnina dvoch.
Binérna parita P(x) ¢isla x = xy_1 ... 2120 sa podla definicie rovnd zo@x; @ ... Dary_1.
Kedze operacia @ je asociativna (a@ (@) = (a®[)Dd7y) a komutativna (ad [ = fda),
mozeme tento vzfah preusporiadat na

P(z) = (20 ® xn/2) ® (21 @ Tnj241) D ... ® (Tnj2-1 D TN-1),

¢o je ale parita ¢isla, ktoré vznikne vyxorovanim lavej a pravej polovice ¢isla x. Takze
vypocet parity N-bitového ¢isla mézeme konStantnym poctom prikazov previest na vy-
pocet parity N/2-bitového ¢isla, ten zase na vypocet parity N/4-bitového cisla atd., az
po log, N krokoch na paritu 1-bitového ¢isla, ktora sa ovsem rovna ¢islu samotnému.

Paritu teda spocitame nasledujicim programom. Jeho ¢asovéa zloZitost tohto programu
je O(log N) krokov, pamétova zlozitost je O(N) bitov.

p:=x>>N/2 p= hornych N/2 bitov x
q:=x AN1N? q = dolnych N/2 bitov =
r:=pDq x = N/2-bitové ¢islo s paritou

ako povodné x

x = N/4-bitové ¢islo s rovnakou
paritou (vSimnite si skrateny
zapis vyrazu)

= (z>>N/4) @ (x A1V

x = 1-bitové ¢islo
y = x (skopirovat vysledok)

x;.:.(x>>1)69(x/\1)
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N&s programovaci jazyk samozrejme ziadne celé casti ¢isel a podobné operacie nema,
ale to vobec nevadi, pretoze ich vzdy pouzivame len na podvyrazy zavisiace iba na N,
takze ich v programe mozeme pre kazdé N uviest ako konstanty. Napriklad pre N = 8
bude vypocet prebiehat takto:

r= 00110110
pi=x>>4 p=----0011
¢:= 2 A1111 g= ----0110
T:=pDyq r=----0101
r:=(r>>2)® (z A11) L= e 00
r:=(x>1)d(x A1) T eeeeenn 0
Y=z y = 00000000

Sttazné tlohy

a) Zostrojte program pre ALIK, ktorého vysledkom bude pocet jednotkovych bitov
v dvojkovom zéapise ¢isla na vstupe.

Priklad: Pre vstup z = 101 program vrati y = 10.

b) Zostrojte program pre ALIK, ktory pre zadané ¢islo = vypocita najblizsie vicsie
¢islo, ktoré ma v dvojkovom zapise rovnaky pocet jednotiek ako x. Ak také cislo
neexistuje, vysledok moze byt lubovolny.

Priklad: Pre vstup x = 1010 program vrati y = 1100.

P-1II-1

Z Kleofaga sa stal vdaka vasej pomoci uspesny podnikatel a jeho klientela zahfnia bohat-
sich a malichernejsich zakaznikov. Ak totiz nejaky zo sucasnych zdkaznikov uvidi dvoch
roznych zdkaznikov pouzivat rovnaku pracku, nebude uz tuto pracoviiu dalej navstevovat
— povie si: ,,Pochopte predsa, ze nebudem prat bielizeni s Tudmi, ktori nemaja na to, aby
si zaplatili pracku sami pre sebal“

Sttazna tloha

Na vstupe dostanete N < 10000 — pocet zédkaznikov, ktori navstivia Kleofasovu pracoviiu
pocas jedného dna. Pre kazdého zakaznika je zadany cas jeho prichodu a doba, na aku si
chce prenajat pracku (obidve st celé ¢isla medzi 1 a 1000000 000). Poziadavky zakaznikov
nie st uvedené v ziadnom konkrétnom poradi.

Vasou tlohou je zistit, kolko najmenej pracok Kleofas potrebuje, aby vSetci jeho za-
kaznici boli iplne spokojni. Zakaznik bude spokojny, ak si bude moct prenajat pracku
od okamihu prichodu na dobu, ktort pozaduje (je samozrejmé, Ze jednu pracku nemozu
pouzivat dvaja rozni zakaznici sicasne), a naviac pocas doby, kedy bude prat, nebude
ziadnu pracku postupne vyuzivat viac zékaznikov.

Okrem urcenia minimélneho poctu pracok musite pre Kleofasa vytvorit aj zoznam,
podla ktorého bude posielat zdkaznikov k volnym prackam.
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Priklad

vstup vystup

5 zakaznikov Treba aspon 3 pracky.

casy prichodu a doby: Priradenie pracok zakaznikom:
1000 1000 — zakaznik 1 bude pri pracke 2
3000 2000 — zakaznik 2 bude pri pracke 3
4500 500 — zékaznik 3 bude pri pracke 1
1500 500 — zékaznik 4 bude pri pracke 3
2000 2000 — zékaznik 5 bude pri pracke 2

(Vsimnite si, ze zékaznici 3 a 5 nemézu dostat tu isti pracku, pretoze by ich videl
zakaznik 2 pracovat pri rovnakej pracke.)

P-1II-2

Majme dané celé kladné ¢islo N, N > 2, a ststavu podmienok tvaru z; — z; # a;;, kde
Z1, ..., Tn41 SU premenné, a; ; su celé ¢isla medzi 0 a N —1 a pre kazda dvojicu indexov
taj,1 <i<j<N+1 sastava obsahuje prave jednu podmienku.

Aby nam od¢itanim nemohli vzniknit na lavej strane niektorych podmienok zédporné
¢isla, budeme tuto ststavu riesit modulo zadané ¢islo N. Teda vSetky aritmetické operacie
st vykonané modulo N. Pripomenme si, ze vysledkom aritmetickej operacie vykonanej
modulo N je zvySok po deleni povodného vysledku ¢islom N, napriklad (2+3) mod 4 = 1,
(2—3)mod4 =3, (3-2)mod5 =1, (3-4) mod 6 = 0, atd. VSimnite si hlavne sposob
pocitania v pripade, Ze je pdvodny vysledok zaporny.

Najdite algoritmus, ktory pre zadané N a Cisla a; ; zisti, ¢i zadana stistava podmienok
ma rieSenie — teda ¢i existuju nezdporné celé cisla x4, ...,y také, ze rozdiel z; — x; —
— a;; nie je delitelny N pre ziadne i a j, 1 < i < j < N + 1. Ak ststava ma rieSenie,
algoritmus musi tiez (jedno Iubovolné) jej rieSenie najst a vypisat.

Priklad 1: Pre N = 3 mame zadané nasledujice podmienky:

I1—1’27é1 1’2—.T37£2 .T3—SL’4§£0
xl_x37é2 1’2—.2747&1
l‘1—$4§é2

Ststava ma riesenie, napr. x1 =19 =14 =2 a 3 = 1.

Priklad 2: Pre N =2 mame zadané nasledujice podmienky:
Ty — a9 # 1 To—x3# 1
1 — X3 % 0

Ak z; = 0, tak potom x5 = 0 podla prvej podmienky a z3 = 1 podla druhej podmienky.
Potom ale tretia podmienka nie je splnena. Podobne, ak x; = 1, x5 musi byt rovné 0 a
x3 rovné 1. Tretia podmienka ale opif nie je splnend. Zadané ststava podmienok teda
nema riesenie.
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P-1II-3

Urad pre potlacanie redundantnych repeticii (zriadeny Komisiou pre likvidaciu redun-
dantnych aradov) sa zaoberé odstranovanim zbytoc¢ne opakovanych dokumentov v archi-
voch.

Prechédzanie archivov je samozrejme velmi nudné préaca, ktora odvadza tradnikov od
inych, omnoho zaujimavejsich a iste prospesnejsich vyuziti ich pracovného ¢asu. Velmi by
ich preto potesilo, keby ste im napisali program riesiaci nasledovnu tlohu:

Sutazna tloha

Je dané prirodzené &islo k a refazec znakov T'. Najdite stvisly podretazec dizky k, ktory sa
v T najviackrat opakuje, a tiez pocet jeho vyskytov R. Jednotlivé vyskyty tohto retazca sa
mozu ¢iastocne prekryvat. V pripade, Ze existuje viac retazcov, ktoré sa opakuju R-krat,
vypiste Tubovolny z nich.

Priklad

Pre T' = abababa a k = 3 je rieSenim podrefazec aba, opakuje sa 3-krat.
P-1I-4
Povodny studigny text ,ALIK* k prikladu P-II-4 moZno ndjst v zadani prikladu P-I-/

na strane 105. Od domdceho kola sa lisi tym, Ze pribudli operdcie nasobenia, delenia a
zvysku po delent a Priklad 3 na tieto operdcie:

e |a x (3 (priorita 6) | vynasobi dve é&isla, vysledok opif modulo 2.

e |« /B (priorita 6)| vydeli ¢islo « ¢islom (3; delenie nulou da vzdy vysledok 0.

e |a% (3 (priorita 6) | vrati zvySok po deleni ¢isla « éislom (3, teda o — 3 % (v / B); ak
B =0, vysledok sa rovné a.

Priklad 3: Vo vzorovom rieseni ulohy P-I-4 b) sme potrebovali presunit postupnost
jednotiek na komiec &isla, teda ¢&islo tvaru 07170 previest na 0°017. To je pomocou
delenia mozné spravit v konstantnom case napriklad takto:

z =010
a:=zA(xr—1)  a=017100" (pozri Priklad 1)
b:=xda b= 0'0"110F
y:=x/b b= 0'0*1/

Tu sme vyuzili to, Ze delenie mocninou dvojky je mozné pouzit ako bitovy posun do-
prava, ale namiesto po¢tu bitov, o ktoré sa méa posuvat, zadame ¢islo majice 1 na pozicii,
ktord sa mé po posune objavit tplne vpravo.
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Sttazna tloha
Zostrojte program pre ALIK, ktory k zadanému ¢islu © = xn_1 ...x179 najde zrkadlové

¢islo y = oy ... xN_1, t. j. Cislo, ktorého dvojkovy zapis vznikne zapisanim celého cisla
x (vratane pripadnych nil na jeho zaciatku) odzadu.

P-IIT-1

Pénko Lektor je vasnivy zberatel ndhrdelnikov. Nahrdelniky, ktoré zbiera, sa navzajom
lisia po¢tom, poradim a druhmi pouzitych drahych kamenov. Ako kazdy zberatel, ani
Lektor nechce vyhadzovat peniaze za néhrdelniky, ktoré uz v zbierke ma. Vymyslel si
preto nasledujice kédovanie: Kazdému druhu drahokamov priradil jedno pismeno abe-
cedy. Nahrdelnik teraz zapisal tak, ze zacal od niektorého drahokamu a napisal si kody
vsetkych drahokamov v poradi, v akom sa na nahrdelniku nachadzali. Navyse si kupil
stroj, ktory mu pre dany kdéd povie, ¢i uz taky nahrdelnik mé v zbierke alebo nie.

Klenotnici si vSak rychlo v§imli slabinu v jeho postupe — ked preddvany nahrdelnik
pootocili, pripadne ho obratili hore nohami, jeho kéd sa tym zmenil. Takto si panko Lektor
nakupil zopar duplikatov — napriklad ndhrdelnik ABCA si kupil aj ako AABC a ACBA.

Niet divu, ze by chcel svoj stroj vylep$it tak, aby rozoznal aj takéto situdcie. Vasou
tlohou bude napisat program, ktory to dokaze.

Sttazna tloha

Program dostane na vstupe niekolko kédov nahrdelnikov zq,...,zy5 (1 < N < 1000 000).
O kaZzdom z nich by mal vypisat, ¢i ho ma panko Lektor kupit alebo nie — podla toho,
¢ uz predtym rovnaky nahrdelnik kupil. Ak je nahrdelnik x; rézny od kazdého spome-
dzi néhrdelnikov xq, ..., x;_; (vratane ich rotacii a preklapania), mal by byt i-ty riadok
vystupu Kup ho!, inak by mal byt i-ty riadok vystupu Ten uz mas.

Vas$ program moze vyuzivat Lektorov stary stroj ako ciernu skrinku, ktora si vie pamé-
tat mnozinu kédov nahrdelnikov. Na zaciatku behu programu je tdto mnozina prazdna.
Vo svojom programe mozete volat funkcie Pridaj a MamHo. Prvé z nich pridd novy kéd
nahrdelnika do paméitanej mnoziny, druha vrati true alebo false (v C/C++ 1 alebo 0)
podla toho, ¢i sme predtym niekedy zavolali Pridaj s danym kédom nahrdelnika.

Hlavicky pomocnych funkcii

int MamHo (const char *kod); /* v C %/
void Pridaj (const char xkod);

function MamHo (var kod:string):boolean; { v Pascale }
procedure Pridaj (var kod:string);

Hodnotenie rieSeni

Panko Lektor méa nasledujtice poziadavky: Pamitova zlozitost vasho programu nesmie
zévisief od poctu testovanych nahrdelnikov. Casova zlozitost vasho programu by mala
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byt ¢o najnizsia.
Volania funkcif Pridaj a MamHo maji ¢asovii zlozitost linedrnu od dizky refazca kod.
Spomedzi dvoch programov s rovnakou ¢asovou zlozitostou je lepsi ten, ktory potre-
buje menej volani funkcii Pridaj a MamHo.

Priklad

vstup vystup
ABCA Kup ho!
ACBA Ten uz mas.
AABC Ten uz mas.
ABAC Kup ho!

P - 1III -2

Nedavno bolo otvorené nové Magické Observatérium v Polomokrej chiiapke (MO-P).
Podnebie v Polomokrej chnapke je také polomokré, preto sa vedenie MO-P rozhodlo,
ze vSetky svoje budovy prepoji krytymi nadzemnymi mostami. A aby zostalo penazi aj
na iné acely, bolo by vhodné, aby celkova dlzka tychto mostov bola najmensia mozna.
Navyse kvoli ¢astym obdobiam, kedy tam fika silny severdk, musia vSetky mosty viest
7o severu na juh.

Sttazna tloha

Vasou tlohou je navrhnut algoritmus, ktory pre zadani mapu aredlu MO-P navrhne
najlepSie mozné prepojenie budov. Ak sa budovy pospajat nedaji, program by to mal
zistit a podat o tom spravu.

Mapa arealu MO-P je zadané ako Stvorcova siet s N riadkami a M stipcami. Budovy
s vyznacené znakmi x, okolité mociare bodkami. Ak dve policka s pismenom x maju
spolo¢nt hranu, patria do tej istej budovy a pracovnici MO-P medzi nimi mozu prejst.
Vasou tlohou je dokreslit do mapy ¢o najmenej severojuznych (t.j. zvislych) mostov tak,
aby sa medzi kazdymi dvomi budovami dalo prejst bez stipenia do modciara. Policka
mostov sa smi pouzivat len v severojuznom smere, t.j. prist nan aj odist z neho smieme
len v tychto smeroch.

Pri rieSeni tejto tlohy (a zéroven pri jeho popise) sa ststredte na efektivne najdenie
optimalneho prepojenia budov a na zdévodnenie spravnosti daného algoritmu.

Priklad

vstup vystup
M=8 N=5 . . XXXXX.
. XXXXX. R I b4
....... X XL Lx

..X...X X.X.L
X.X. ... .XXX..XX
LXXX..XX

Vysvetlenie prikladu: Areél je tvoreny styrmi budovami (znaky x v pravom stipci
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patria do inej budovy ako znaky x v prvom riadku). KedZze mosty mozeme pouzivat len
v severojuznom smere, je nutné postavif aj most v pravom stipci, bez neho by jedna
budova nebola pripojena.

Priklad
vstup vystup
M=6, N=5 XXXXXX
XXXXXX X.|..x
X....X X.XX.X
X.XX.X X....X
X....X XXXXXX
XXXXXX
Priklad
vstup vystup
M=5 N=4 Areal sa neda pospajat.
XXX. .
XXX. .

XX

P-1III -3

Povodny Studijny text ,ALIK* k prikladu P-III-8 moZno ndjst v zadani prikladu P-I-}
na strane 105, jeho rozsirenie o nové operdcie v zadani prikladu P-II-4 na strane 111.

Sttazna tloha

Napiste program pre ALIK-a, ktory vypocita dvojkovy logaritmus zadaného nenulového
Cisla = — teda poziciu najlavejsej jednotky, ked = zapiSeme v dvojkovej ststave. (Pozicie
bitov rastu sprava dolava, napravejsi bit je na pozicii 0.)

Priklad

Dvojkovy logaritmus dvojkového ¢isla 00110001 je 5, dvojkovy logaritmus z 00000001
je 0.

P-1III -4

Program: magia.pas/.c/.cpp
Vstup: magia.in
Vystup: magia.out

Vedci v Polosuchej chiiapke nedéavno dospeli k prekvapivému objavu v oblasti vplyvu
preSmyciek na magické zaklinadla. Dokézali, Ze ak v zaklinadle zoberieme Tubovolné dve
susedné pismend, ktoré ale nesusedia v (anglickej) abecede, moZeme ich medzi sebou
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vymenit bez toho, aby to zmenilo U¢inky zaklinadla. Napriklad namiesto obltibeného
abraka mozeme pouzit arbaka, ale uz nie baraka. Samozrejme aj v novom zaklinadle
mozeme dalej prehadzovat dvojice pismen, takZe z abraka mozeme postupne odvodif
nové zaklinadla:

abraka — arbaka — rabaka — rabkaa — rakbaa — rkabaa — krabaa.

Vsimnite si, Ze opaénym poradim vymen vieme zo zaklinadla krabaa dostat povodné
zaklinadlo abraka.

Dve zaklinadla volame ekvivalentné, ak ich vieme medzi sebou prevadzat postupnostou
povolenych vymen pismen. Napriklad zaklinadla abraka a krabaa su ekvivalentné, ale
dabra a badar nie.

Sttazna tloha
Napiste program, ktory pre zadant dvojicu zaklinadiel urci, ¢i st ekvivalentné.

Format vstupu Vstupny stbor magia.in obsahuje niekolko blokov, kazdy z nich zod-
poveda jednej dvojici zaklinadiel. Obe zaklinadla v bloku maju rovnaky pocet pismen
N (1 < N <1000000). Tento pocet pismen je uvedeny v prvom riadku kazdého bloku.
Zvysok bloku tvori N riadkov, kazdy z nich obsahuje dve malé pismena anglickej abecedy
oddelené medzerou. Prvy znak v i-tom z tychto riadkov je i-ty znak prvého zaklinadla.
Podobne, druhy znak v i-tom z tychto riadkov je i-ty znak druhého zaklinadla. Vstupny
stbor je ukonceny riadkom obsahujucim ¢islo 0.

Format vystupu Vystupny sibor magia.out mé obsahovat jeden riadok pre kazdy blok
vo vstupnom stubore. Tento riadok ma obsahovat frazu ,,su ekvivalentne“, ak s zakli-
nadla v prislusnom bloku ekvivalentné, resp. ma obsahovat frizu ,nie su ekvivalentne*
ak ekvivalentné nie si. (Pozor na preklepy!)

Priklad

magia.in magia.out
su ekvivalentne
nie su ekvivalentne

P T RR

O R TP e N R OO
R p o T
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P-1III -5

Program: asfalt.pas/.c/.cpp
Vstup: asfalt.in
Vystup: asfalt.out

V Hrbolatom Zapadakove sa obyvatelia uz dlho stazovali na kvalitu ciest. AZ done-
ddvna im to nebolo ni¢ platné. Ked sa vSak vcera viezol vrchny cestar koc¢iarom do préce,
kociar nadsko¢il na jame a vrchny cestar si vyrazil predny zub. Co nezmohli roky prosieb
a hrozieb, zariadil jeden zub. Zacala sa cestné reforma.

Vrchny cestar sa dopocul, ze v susednej zemi maju aktsi novinku, ktort volaju asfalt.
Ked zistil, o ¢o ide, rozhodol sa dat vyasfaltovat vsetky cesty.

Pri realizacii vSak dospeli k neprijemnému poznatku. VSetok asfalt museli objednat zo
susednej zeme. Odtial im ho dodavali v obrovskych sudoch. V kazdom sude bolo asfaltu
prave na dve cesty. (Hovorili sme, Ze st to obrovské barely.) Akonahle sa ale sud otvoril,
musel byt vSetok asfalt okamzite pouzity — bolo teda nutné vyasfaltovat dve na seba
nadvizujuce cesty. Ale ako rozvrhnut asfaltovanie tak, aby sa Ziadnej skupine cestarov
nestalo, ze skon¢i s poloplnym sudom v meste, z ktorého uz vsSetky cesty vyasfaltovali?
Obyvatelia mesta by asi neboli nadSeni, keby im tam vSetok ten asfalt zostal sedief
uprostred namestia. Preto sa rozhodli obratit sa na vés so ziadostou o pomoc.

Sutazna tloha

NapiSte program, ktory pre zadant mapu krajiny (popis ciest medzi mestami v nej)
rozhodne, ¢i sa cesty daju vyasfaltovat podla popisanych pravidiel. Ak dno, vypiSe jednu
z moznosti, na ktort dvojicu ciest pouzit ktory sud asfaltu.

Format vstupu V prvom riadku vstupného sibboru asfalt.in su dve celé ¢isla N a M
(1 < N <100000, 1 < M < 500000) oddelené medzerou. N je pocet miest v krajine a
M je pocet ciest medzi nimi. Mesta st ocislované od 1 do N. Nasleduje M riadkov, kazdy
z nich popisuje jednu cestu — obsahuje medzerou oddelené ¢isla dvoch miest, ktoré dana
cesta spaja.

Moézete predpokladat, ze medzi kazdymi dvoma mestami sa da prejst po cestach (ak
nie priamo, tak cez iné mesta).

Takisto mozete predpokladat, Zze medzi kazdou dvojicou miest vedie najviac jedna
cesta a ze kazda cesta spaja dve rozne mesta.

Format vystupu Ak sa celé krajina nedd vyasfaltovat, bude vystupny stibor asfalt.out
obsahovat jediny riadok s textom ,Cesty sa nedaju vyasfaltovat.“ V opacnom pri-
pade bude obsahovat M/2 riadkov, ktoré buda popisovat postup asfaltovania. Kazdy z
tychto riadkov bude popisovat pouzitie jedného sudu — bude obsahovat tri ¢isla miest
oddelené medzerami. Asfaltovanie prislusnym sudom ma4 zacat v prvom z tychto miest a
pokracovat cez druhé z nich do tretieho. Kazdu cestu treba vyasfaltovat prave raz.
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asfalt.out
Cesty sa nedaju vyasfaltovat.

asfalt.out
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RieSenia sutaznych uloh

KATEGORIA P

P-1I-1

Najskor urc¢ime potrebny pocet pracok. Predstavme si, ze cely den prebehne a kazdy
zdkaznik bude v pracovni prave pocas doby, na ktort chcel mat prenajatt pracku. Nech
K je najvacsi pocet zakaznikov, ktori boli naraz v pracovni. Zjavne potrebujeme aspon K
pracok, lebo kazdy z nich jednu potrebuje. Neskor ukazeme, ze K pracok aj staci. Teraz
sa ale zamyslime nad tym, ako uréit K.

Budeme simulovat prichody a odchody zdkaznikov a zaroven si pamitat, kolko ich je
v aktudlnom okamihu v pracovni. Udalostou nazveme prichod alebo odchod zékaznika.
Kazdy zédkaznik nam teda spdsobi dve udalosti. Takto ziskané udalosti utriedime podla
¢asu, kedy nastani. Nasledne ich v tomto poradi budeme spractvat, pricom ak spracovana
udalost je prichod, zvySime si pamitany pocet zdkaznikov v pracovni, ak je to odchod,
pocet zakaznikov znizime.

Ak v rovnakom case niekto pride a zaroven niekto odide, mozu pouzit tu istt pracku.
Preto udalosti, ktoré nastant v tom istom case, zoradime tak, aby sme najskor spracovali
vSetky odchody (uvolnia sa pracky, ubudnt zakaznici v pracovni) a az potom prichody,
ktoré v danom okamihu nastali.

Takto spocitame ¢islo K. Teraz ukdzeme, ze K pracok vieme naozaj priradit zdkazni-
kom, a teda ze K je naozaj riesenim nasej ulohy. Znova spustime simulaciu prichodov a
odchodov zédkaznikov, pricom si o kazdej pracke pamétame, ¢i je momentalne volné alebo
nie. Spracovanie odchodov je trividlne — uvolnime prislusni pracku. Vsimnime si teraz
Tubovolny prichod zdkaznika. V danom okamihu je v pracovni najviac K — 1 inych zdkaz-
nikov (lebo on je najviac K-ty), a teda asponi jedna pracka je volna. Tato mu priradime
a zapaméatame si, ze je uz obsadena.

Zjavne takto kazdému zakaznikovi priradime pracku, a teda K pracok staci.

Ukazeme si eSte zopar trikov, ako vyssie uvedeny algoritmus zrychlit a zjednodusit.

Budeme pocas jednej simulacie udalosti pocitat K aj priradovat pracky zakaznikom.
Zafneme s pracoviiou bez pracok (t.j. K = 0). Pri prichode zékaznika ho sktisime umiest-
nit k neobsadenej pracke. Ak st vSetky pracky obsadené, zvysSime K a umiestnime ho k
novej (K-tej) pracke. Zjavne aktudlne K je najvicsi pocet zakaznikov, ktori boli naraz v
pracovni do daného okamihu. Preto na konci dostaneme spravnu hodnotu K a zaroven
spravne priradenie pracok zakaznikom.

Aby sme vedeli rychlo uvolnit pracku, budeme si pre kazdého zédkaznika v pracovni
pamitat, ktort pracku pouziva. Aby sme vedeli rychlo priradit volnt pracku novému
zakaznikovi, budeme si ¢isla volnych pracok paméitat napriklad v zésobniku. (Teda pa-
mitame si pocet volnych pracok V' a v prvych V polickach nejakého pola si pamitame
ich ¢isla.)
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Zostava ur¢it casovi a paméitova zlozitost vysledného algoritmu. Udalosti je O(N),
pracok tiez, vSetko potrebné si teda vieme pamétat v linedrne velkej pamiiti. Utriedit
udalosti vieme pouzitim nejakého klasického triediaceho algoritmu v ¢ase O (N log N). Na
spracovanie jednej udalosti nam staci konStantny cas, preto prechod vSetkymi udalostami
zvladneme v ¢ase O(N). Vyslednd casova zlozitost je teda O(N log N).

P-1-2

Nasou tlohou je zistit pre dani permutéciu aq, ...,ay pocet takych dvojic (a;,a;), kde
i < jaa > a; (teda vicsie ¢islo je uvedené pred mensim). Taktto dvojicu volame
1NVerzia.

Ak by nam stacil ¢as kvadraticky od N, jednoducho vyskusame vsetky dvojice prvkov
a pre kazdu sa pozrieme, ¢i st dotycné prvky v spravnom poradi alebo nie. Ukazeme si
myslienky dvoch rieseni, ktoré pracuji v case O(N log N).

Prvé riesenie bude prvky permutacie spracuvat priebezne. Vzdy, ked precita dalsi
prvok permutéacie, pripocita k poctu inverzii tie, ktoré nam prave pribudli. Potrebujeme

Jednou moznostou je pamiitat si pocty precitanych ¢isel leziacich vo vhodne zvole-
nych intervaloch. Predpokladajme pre jednoduchost, ze N je mocnina dvoch. (V opa¢nom

.....

kazi.) Budeme si pamitat, kolko spomedzi doteraz precitanych ¢isel lezalo v intervale
[N/2,...,N — 1], kolko v [N/4,...,N/2 — 1] a [N/2,...,3N/4 — 1], a tak dalej.

Na zaciatku st vSetky pamitané poéty samozrejme nulové. Ked precitame nejaké
Cislo, pozrieme sa, ¢i je v intervale [0, ..., N/2 —1]. Ak &no, pripo¢itame k poc¢tu inverzii
pocet dovtedy precitanych ¢isel z intervalu [N/2,..., N — 1] a pokracujeme s testovanim
na intervale [0, ..., N/2 —1]. Ak nie, tak zvysime pocet ¢isel v intervale [N/2,..., N —1]
a pokracujeme s testovanim na nom. Vo vSeobecnosti sa na intervale pozrieme, ¢i je prave

.....

.....

pokrac¢ujeme, kym sa nedostaneme k intervalu dizky 1.

Takto pre kazdé ¢islo spocitame pocet novych inverzii a zaroven spravne upravime pa-
mitané pocty precitanych ¢isel. Kedze pri kazdom kroku sa dlzka uvazovaného intervalu
zmensi na polovicu, krokov bude log, N, a teda na spracovanie jedného ¢isla potrebujeme
¢as O(log N).

V druhom rieseni upravime algoritmus MergeSort tak, aby okrem utriedenia danej
permutéacie spocital aj jej pocet inverzii. Predstavme si teda, Ze vstupnu permutaciu
rozdelime na dve priblizne rovnaké casti. Kazda z nich rekurzivnym volanim utriedime
a zaroven v nej spocitame pocet inverzii. Ostdva nam zaratat tie inverzie, pri ktorych je
prvé ¢islo v prvej polovici a druhé v druhej. Tie spoc¢itame pri spajani oboch utriedenych
postupnosti do jedne;j.

Méme teda dve utriedené postupnosti a chceme ich spojit do jednej. Samotné spajanie
vyzerd tak, ze zakazdym porovname ich prvé prvky a ten mensi presunieme na koniec
prave vytvaranej vyslednej postupnosti. Ako spocitat pocet hladanych inverzii? Vzdy,
ked sme vybrali ¢islo z druhej postupnosti, vieme, Ze je mensie od vSetkych cisel prvej
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postupnosti, ktoré sme este nevybrali. S kaZdym z nich tvori inverziu.! Preto k pocétu
inverzii prirdtame aktualnu velkost prvej postupnosti.

Obe uvedené rieSenia maju zjavne ¢asovu zlozitost O(N log N) a pamitova zloZitost
O(N).

P-1-3

Najprv si zadefinujme niektoré pojmy a znacenia. Pojmy slovo a retazec budi v nasledu-
jucom texte znamenat to isté — konecnii postupnost znakov z nejakej konecnej abecedy
(v nasom pripade ‘A’, ‘C’, ‘G’ a ‘T’). Napriklad AAA a GGAGCTG st refazce. Specialny pripad
retazca je prazdny retazec, t.j. taky, ktory neobsahuje Ziadne znaky. Budeme ho oznaco-
vat \. DiZka refazca je pocet jeho znakov. DIzku refazca v budeme oznacovat |v|. Teda
napriklad |AAA| = 3, |\| = 0. Ak u a v st refazce, oznac¢ime uv ich zretazenie. Teda pre
u = AGG a v = CCT je uv = AGGCCT.

Pociatoénému tseku retazca budeme vraviet jeho prefiz. Teda slovo u je prefixom
slova v, ak existuje retazec w taky, Zze uw = v. Koncovy tsek retazca budeme nazyvat
jeho sufiz. Kazdé slovo je svojim vlastnym prefixom aj sufixom (pre w = \). Prefix alebo
sufix slova v je netrividalny, ak sa nerovna v.

Podretazec refazca v je Tubovolny suvisly tsek znakov z v — teda w je podretazec v,
ak w je sufixom nejakého prefixu slova v.

Teraz sa mozeme pustit do rieSenia tlohy. Zadané refazce ozna¢me sy, Sg, ..., Sp. S
bude stcet ich dlzok, teda S = [s| + |sa| + ... + |su|. Zo slov sq,...,s, zostavime vy-
hladdvact automat. Vyhladavaci automat je Strukttra, umoziiujica v linedrnom case pre
[ubovolny retazec ¢ urcit vsetky slova s;, ktoré sa vyskytuju ako podrefazec v t. Ked bu-
deme toto vedief spravit, rieSenie tlohy je jednoduché — tento postup vykoname postupne
pret =sy,t = S9,...,t = s,, ¢im zistime postupne predkov prvého, druhého, ..., n-tého
organizmu. Casové zlozitost bude O(S + ¢as na konstrukciu automatu + dizka vystupu).

Zostava vytvorit taky automat. Vyhladéavaci au-

tomat sa sklada z dvoch casti — trie postaveného z /)\\

refazcov i, ..., s, a takzvanej spdtnej funkcie. (‘3 "A‘
Popis trie zacneme prikladom — na obrazku vpravo CA AT

je trie pre retazce zo vzorového vstupu v zadani. C,‘AT A‘TA

, Trie je strom,’ ktorého vrcholy zodp(?vefiajfl viet- CA‘TA

kym prefixom retazcov sq, ..., s,. Ak méa niekolko re- \

tazcov s; rovnaky zaciatok, zodpoveda tomuto spo- CATAT

lo¢nému prefixu iba jeden vrchol. Synovia vrcholu CATATG

zodpovedajiceho retazcu w st vrcholy zodpoveda- [CATATGA|  [CATATGG]

juce refazcom wx, kde x je znak abecedy, v nasom

pripade ‘A’, ‘C’, ‘G’ alebo ‘T’. Kazdy vrchol ma teda

najviac Styroch synov, ale moze maf aj menej, ak Obr. 42

ziadne zo slov sy, ..., s, neza¢ina na wzx. Koren stromu zodpoveda prazdnemu retazcu.

ITu je vhodné si uvedomit, Ze bez ohladu na to, kde presne tie ¢isla povodne boli, urcite tvorili inverziu
aj v povodnej, neutriedenej permutécii. A naopak, ziadna takato inverzia sa ndm nemohla stratit a vSetky
najdeme.
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Niektoré vrcholy trie zodpovedaju slovam z s; — napriklad vrcholy, ktoré nemaju
Ziadnych synov, ale mézu to byt aj vnatorné vrcholy trie, ak je niektoré zo slov prefixom
iného. Ostatné vrcholy budeme nazyvat pomocné.

O slove budeme vraviet, Ze je reprezentované v trie, ak je to jedno zo slov sy, ..., s, pre
ktoré sme trie postavili. O slove budeme vraviet, ze sa v trie nachddza, ak mu zodpoveda
nejaky vrchol trie (mdze byt aj pomocny). Kazdé slovo, ktoré je v trie reprezentované,
sa v nom samozrejme aj nachadza, opacné tvrdenie vSak vo vSeobecnosti neplati. Vo
zvysku textu budeme obcas ztotoziiovat vrcholy trie so slovami, ktoré im zodpovedaji.
Ak napriklad budeme mat funkciu, ktora vrcholu trie zodpovedajicemu slovu v priradi
vrchol zodpovedajuci inému slovu w, budeme obcas pre zjednoduSenie vraviet, Ze této
funkcia priraduje slovu v slovo w.

V kazdom vrchole trie budeme mat smerniky na jeho Styroch synov. Niektori synovia
nemusia existovat, v tom pripade bude prislusny smernik nil. Okrem toho bude vrchol
obsahovat hodnotu typu boolean, ktora urcuje, ¢i vrchol zodpovedd nejakému slovu
reprezentovanému v trie, alebo ¢i je iba pomocny.

Ci sa v trie nachadza urcité slovo, mozeme jednoducho zistif v ¢ase linedrnom od dizky
tohto slova: Zacneme v koreni. Z neho sa posunieme do syna zodpovedajiceho prvému
pismenu slova, z tohoto syna dalej po hrane zodpovedajicej druhému pismenu, atd. Ak
narazime na nil skor, ako prideme na koniec slova, toto slovo sa v trie nevyskytuje. Ked
déjdeme do vrcholu, ktory zodpovedd zadanému slovu, mozeme este zistit, ¢ je toto slovo
v trie reprezentované, t.j. ¢i priznak vrcholu, do ktorého sme prisli, je true.

Podobne mozeme trie vytvorit — postupujeme analogicky ako pri vyhladavani, ale ked
,vypadneme® z trie (t.j. narazime na nil), za¢neme stavat nova cestu. Tento postup
bude trvat O(S) spolu pre vSetky retazce.

Dalej si definujeme spdtnii funkciu f, ktord kazdému vrcholu trie priradi nejaky iny
vrchol, zodpovedajuci kratSiemu slovu (preto spétna). Pre vrchol w bude f(w) definované
ako vrchol v taky, ze v je najdlhsi netrividlny sufix w nachadzajici sa v trie. Funkciu
mozeme reprezentovat tak, ze pre kazdy vrchol v trie si ulozime smernik na vrchol f(v).

Jednoduchy sposob, ako spitna funkciu spocitat, je tento: Vezmeme slovo w a zaho-
dime z neho prvé pismeno. Ak sa slovo v, ktoré takto dostaneme, nachadza v trie, je
f(w) = v. Inak z v znovu zahodime prvé pismeno a postup opakujeme, az kym hodnotu
spatnej funkcie neur¢ime — to sa urcite stane, lebo v najhorsom pripade sa zastavime
na prazdnom retazci. Pre vzorovy vstup f(ATA) = f(CA) = f(CATATGA) = A, f(ATAT) =
— f(CAT) = AT, f(CATA) = ATA, f(CATAT) = ATAT, f(A) = f(C) = f(AT) = f(CATATG) =
— f(CATATGG) = \.

Vyznam funkcie f je tento: Nech médme nejaky text a chceme zistit, ktoré slova na-
chadzajuce sa v trie konc¢ia na zadanej pozicii v tomto texte. Navyse nech vieme, zZe s je
najdlhsie také slovo. Potom f(s) je druhé najdlhsie, f(f(s)) tretie najdlhsie, atd., doka-
7eme ich teda v linedrnom ¢ase vypisat (a naviac zoradené podla dizky). To sa nam bude
hodit, pretoze pri hladani pomocou automatu si budeme paméitat pre kazda poziciu v
texte vzdy préave toto slovo s (presnejsie vrchol v trie, ktory mu zodpoveda).

VysSie popisany trividlny postup ako spocitat f zaberie ¢as O(S?) — pre kazdy z
najviac S vrcholov by sme museli vyhladat radovo S refazcov, ktorych dizka méze byt az
S. Samozrejme by sme to chceli zvladnuf rychlejsie. K tomu pouZijeme postup zaloZeny
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na dynamickom programovani. Funkciu f budeme postupne pocitat od najkratsich slov
po dlhsie. Pre jednopismenové slova je f(z) = A. Uvazujme teraz slovo wz, kde z je jeho
posledné pismeno. Ozna¢me v = f(wz). Vieme, Ze v musi byt nejaky sufix wz, teda v
koné¢i na z (ak nie je prazdne), teda v = v’z pre nejaké slovo v/, ktoré je sufixom w.
Teraz vyuzijeme to, ¢o sme ukazali v predchadzajicom odstavci — vSetky sufixy w, ktoré
sa nachadzaju v trie, st f(w), f(f(w)), atd. Nas zrejme zaujima najdlhsi z nich, ktory
sa d4a roz$irit o pismeno x tak, aby sa vysledné slovo nachadzalo v trie. Algoritmus na
uréenie f(wz) teda funguje takto:

Ozna¢me w' = f(w), tato hodnotu uz mame spocitani. Ak sa w’z nachadza v trie,
méame f(wx) = w'z, lebo w' je najdlhsi sufix w v trie a teda f(wzx) nemdze byt dlhsi.
Ak sa w'z v trie nenachddza, vysktsame w” = f(w’) a takto pokracujeme, az kym bud
nendjdeme hodnotu pre f(wz), alebo nedorazime k prazdnemu retazcu — potom f(wz) =
= \. Testovanie, ¢i w'z je v trie, zvlaidneme v konStantnom case, lebo pozname vrchol v
trie zodpovedajuci retazcu w'.

Aké4 je casova zlozitost tohto postupu? Pri stanovovani f pre jeden vrchol sa ndm
moze stat, ze funkciu f budeme musiet pouzit az S-krat. Na prvy pohlad by sa teda
mohlo zdaf, Ze ¢asova zloZitost bude O(S?). Vsimnime si vSak, Ze toto sa ndm nemoze
stat prili§ casto: slovo f(wx) bude len o jedna dlhsie, nez slovo w”"', ku ktorému sme
dospeli pri vracani sa, teda oproti f(w) mdze byt nanajvys o jedna dlhsie. Na to, aby
sme sa mohli vracat o & hladin teda najprv musime spravit aspon k krokov, v ktorych sa
nevraciame vobec a teda ich zvladneme v konstantnom case. Tato Gvaha nie je velkom
presnd, nie je vSak fazké domysliet vSetky detaily. Spolu sa teda budeme vracat najviac
S krat a ¢asova zlozitost bude O(S5).

Vratme sa este k motivacii definicie funkcie f. Povedali sme, ze f(s), f(f(s)), atd. s
vsetky sufixy slova s nachadzajice sa v trie. Vobec sme vSak nerozlisovali, ¢i st to pdvodne
zadané slova, ktoré sa v trie reprezentované, alebo iba nejaké ich prefixy — teda pomocné
vrcholy, ktoré ziadne z povodne zadanych slov nereprezentuji. Samozrejme niekde medzi
nimi st aj vSetky slova, ktoré nas zaujimaju, ale mohlo by sa stat, Ze ,,balastu“ okolo
bude vela a jeho preskakovanie nam zhorsi ¢asovi zlozitost.

Preto eSte spocitame funkciu f’, ktora pre vrchol v vrati najdlhsi refazec u rozny od
v taky, Ze u je reprezentované v trie a da sa k nemu dostat z v pomocou spitnej funkcie.
Tato funkcia bude robif presne to, ¢o chceme — f'(v), f'(f'(v)), atd. st prave vSetky
slovd z povodnej mnoziny, konciace na danej pozicii. Spocitat [’ pre vSetky vrcholy trie
je jednoduché — postupujeme od najkratsich slov a vyuzijeme to, ze f'(v) = f(v) ak f(v)
je reprezentované v trie a f'(v) = f'(f(v)) inak. Tento vypocet vyzaduje ¢as O(S5).

Tym sme dokondili konstrukciu automatu. Zostéava este vysvetlit, ako takto ziskany
automat pouzit. Ako sme povedali v tivode, automat ndm umoziiuje rychlo najst pre
[ubovolny text vSetky slova s;, ktoré su jeho podretazcom. Oznacme prehladavany text t.

Pre kazdy prefix u zadaného textu (slova) ¢ by sme chceli néjst najdlhsi sufix u, ktory
sa nachadza v trie (potom moZzeme s pouzitim funkcie f’ jednoducho néjst vsetky s;, ktoré
st sufixom u). Tieto sufixy postupne spoéitame pre prefix ¢ dizky 0, 1, 2, atd. Oznaéme
I(i) hladany sufix pre prefix dlzky i.

Prefix ¢ dizky 0 je prazdne slovo a teda [(0) = .

Predpokladajme, Ze sme uZ spoéitali [ pre dlzku 4 a [(i) = s. Nech pismeno na (i + 1)-
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vej pozicii v t je x. Potom [(i + 1) ma byt najdlhsi refazec nachadzajuci sa v trie, ktory
sa vyskytuje ako podrefazec t konciaci na pozici i + 1, teda [(i + 1) musi koncit na x.
[(i + 1) teda mozeme zapisat ako rz pre nejaky retazec r, ktory sa tiez nachédza v trie.
Navyse r musi byt sufix s. Prejst cez vSetky sufixy s uz vieme — staci prezriet s, f(s),
f(f(s)), atd. Mezi nimi hladdme najdlhsi, ktory sa da rozsirit o x tak, aby sme zostali v
trie. Vsimnime si, Zze najdlhsi taky sufix musi byt prvy, na ktory narazime.

Toto opakujeme, az kym nespracujeme cely retazec t. Podobny postup sme pouzili pri
konstrukeii spétnej funkcie, preto nas asi neprekvapi, ze aj tu dosiahneme linearnu ¢asova
zloZitost: s sa posunie smerom od korena najviac |t|-krat (v kazdom kroku o jedna), teda
smerom ku koreriu sa mdzeme pohnit tiez najviac |t|-krat. Celkova casova zlozitost je
teda O(t).

Pre kazdy prefix u textu si naviac oznacime slova zo zadania, ktoré su jeho sufixy.
Ako sme uz uviedli, su to prave slova f'(s), f'(f'(s)), atd., plus pripadne slovo s, ak je
jednym zo zadanych slov. Chceli by sme, aby nam na vypisovanie vystupu stacila casova
zlozitost O(dlzka vystupu). To by sa nAm mohlo pokazif, ak by sa nejaké slovo r v textu
vyskytovalo velakrat — potom totiz budeme velakrat zbytoc¢ne prechéadzat postupnost slov
f'(r), f'(f'(r)), .... To lahko napravime tak, Ze len ¢o narazime na oznacené slovo, dalej
sa uz funkciou f’ vracat nebudeme — vieme totiz, ze vSetky dalSie slova, ku ktorym by sme
sa takto mohli dostat, sme uz vypisali, ked sme tu boli prvy krat. Takto kazdé vypisané
slovo navstivime prave raz, a teda dosiahneme pozadovant ¢asovi zlozitost.

Celkova zlozitost rieSenia zadanej tlohy je O(S + dlzka vystupu). To je zjavne opti-
mélne, pretoze minimalne musime nacitat vstup a vypisat vysledok. Pamiitova zlozitost

je O(9).

P-1-4

Cast a)

Ulohu budeme riesit podobne ako Priklad 2 zo §tudijného textu postupnym previdzanim
na stéale jednoduchsie problémy. Bez ujmy na vSeobecnosti budeme predpokladat, ze vel-
kost vstupu NV je mocnina dvojky (keby nebola, doplnime vstup nulami, ¢im sa vysledok
evidentne nezmeni a N sa maximalne zdvojnasobi).

Vypocet rozdelime na fazy, pricom na konci i-tej fazy buda bity registra y rozdelené
na bloky dlzky 2° bitov a v kazdom bloku bude uloZeny pocet jednotkovych bitov v pri-
slusnom bloku vstupu. Také &slo sa iste do 2¢ bitov vojde, pretoze 2° > i pre kazdé i.
Hodnotu registra y na konci i-tej fazy oznacme y;.

Pociatocné g sa rovna vstupu z, pretoze kazdy bit obsahuje pocet jednotiek v sebe
samom. Pre i = log, NV dostaneme pozadovany vysledok, lebo y; sa bude skladat z jedi-
ného bloku, v ktorom bude ulozeny pocet jednotiek v celom vstupnom ¢isle. Staci teda
vyriesit, ako z y; spocitat y;,1: Kazdy velky blok v y; 11 obsahuje sucet dvoch malych blokov
polovic¢nej velkosti v y;, ktoré leZia na mieste hornej, resp. dolnej polovice velkého bloku.
Preto stac¢i posuniut vyssi z malych blokov na poziciu nizsieho a oba sé¢itat. To mdZeme
spravit pre vSetky velké bloky naraz nasledujicim programom: (b; tu znamena jednotlivé
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p:=1y A (0°1°)N/B
q:= (y>>b) A (0°10)N/B
y:=p+q

y=bobs . .. bN/b—l =Y
pP= Obblobb3 Ce ObbN/b_l
q= Obboobbg Ce ObbN/b_Q

y:

By By ...

BN/BA = Yit1

125

Jednu fazu vykondme v konstantnom case. Cely program preto bezi v ¢ase O(log N)
s registrami dlzky O(N).
Ukézka vipoctu pre vstup dlzky 8:

<

p

SIS SIS S B G IS S

Cast b)

=X

.=y A 01010101

= (y>>1) A 01010101
=p+q

=y A 00110011

:= (y>>2) A 00110011
=p+q

.=y A 00001111

.= (y>>4) A 00001111

=p+q

z=01111101
y=O[1[1[1[1[1/0]1 = yq
p=-1/-1]-1]- 1
¢=-0/-1-1- 0
y=01/10/10/01 =y,

p=--10/--01
g=--01]- - 10
y=00110011 =y,
p=----0011
g=----0011

y=00000110=y;

Nech zadané ¢islo z, ku ktorému mame najst najblizsie vyssie ¢islo y s rovnakym poctem
jednotiek, obsahuje aspon jednu jednotku (ak nie, hladané y neexistuje a mozeme vratit
Tubovolny vysledok). Ak ndjdeme v x posledny stvisly tsek jednotiek (moze to byt aj je-
dind jednotka), musi pred nim byt 0 (v opa¢nom pripade je x najvyssie ¢islo s danym

poc¢tom jednotiek a y opif neexistuje). Cislo z sa teda d4 zapisat v tvare «01*0".

Ukazeme, ze hladané ¢islo y sa rovna ¢&islu ¢ = 101151

e ¢ obsahuje rovnaky pocet jednotiek ako x.

e ¢ > — pre kazdé o, 3,7, kde 8 a v majt rovnakt dizku, totiz plati al3 > 0.

e Medzi = a g uz ziadne ¢islo s rovnakym poc¢tom jednotiek nie je — kazdé ¢islo medzi
totiz musi bud vzniknif z x zvysenim casti 0, &im by pribudli jednotky navyse,
alebo z ¢ zniZzenim ¢asti 17!, a vtedy by jednotiek ubudlo.

Ako ale ¢islo g skonstruovat? Najprv postupom podobnym ako v Priklade 1 spocditame
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niekolko pomocnych hodnét:

r= 01110
a=x—1 a= a01F101!
b:=xzVa b= a01 111!
c:=xzANa c=a01¥100!
d:=>b+1 d= a10*100!
e=cdd e= 11¥100' = 1%0'*!
fi=(—1)Ae f= 1F10+2

Teraz by stacilo jednotky v f posunuf k pravému okraju ¢isla a skombinovat s jed-
notkami v d a dostali by sme ziadané ¢islo ¢q. Operéacia >> to ale sama o sobe nedokaze,
lebo posunutie neméame dané poctom bitov, ale podmienkou ,,prva jednotka sa dotkne
okraja“.

Znovu na to pdjdeme postupnym zjednodusovanim problému a budeme bez ujmy
na vsSobecnosti predpokladat, Ze N je mocnina dvojky. Fazy tentokrat ocislujeme od-
zadu: od log, N-tej po nulti. V i-tej faze zariadime, aby f koncilo na menej nez 2° nil.
Opit v pociatocnej faze nemame ¢o na préci a v koncovej dostaneme ocakévany vysledok.
Ostatné fazy buda fungovat takto: dostaneme f, ktoré konéi na najviac 2°+! nil a potre-
bujeme ho posuntt doprava tak, aby konéilo na najviac 2 ntl. Stadi sa teda pozriet, ¢
je najnizsich 2° bitov nulovych, a ak d4no, f posuntt doprava o 2¢ miest. To sa d4 spravit
napriklad pomocou konstrukcie r := if (s, t,u) z Prikladu 1:

g:=fA1¥ g = dolnych 2¢ bitov fi
h:=if(g,0,2%) h = o kolko postivame
fi=f>>h f = vysledok i-tej fazy f;

Po poslednej faze zakoncime:

d= 107100’
f' — 00l+11k—1
y:=dV f y= al0!ti1k-1

a sme hotovi. Trvalo to celkovo O(log N) krokov (konstantny pocet na inicializaciu,
na koncovy vypocet y a tiez na kazda fazu). Potrebovali sme registre s O(N) bitmi.
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Priklad vypoctu pre N = 8:

z=10111000
a:=z—1 a=10110111
bi=2Va b=10111111
ci=zAa ¢= 10110000
d:i=b+1 d= 11000000
ci=cdd ¢= 01110000
fi=(e=1Ae f= 01100000 = f;
g:= fA00001111  g= ----0000
h:=if(g,0,2%) h'= 00000100
fi=f>>h = 00000110 = f;
g:= f A00000011  g= ------ 10
h:=if(g,0,2") h= 00000000
Ji=T1>>h f = 00000110 = f;
g:= f A00000001  g= ------- 0
h:=if(g,0,2°) h= 00000001
fr=F>>h f = 00000011 = f,
y:=dV f y= 11000011

P-1II-1

Pri rieseni tejto tlohy pouzijeme riesenie tlohy P-I-1 z domaceho kola. Jedinou zmenou
oproti domacemu kolu je podmienka, ze ziadny zdkaznik v dobe, ked bude prat, neuvidi
dvoch roznych zékaznikov pouzivaf ta istt pracku.

Inak povedané, pracka, ktort pouzival zakaznik Cyril, moze byt pouzitd az v momente,
ked zo salénu odide posledny zakaznik, ktory pral pradlo stcasne s Cyrilom. Povedzme,
ze zo vSetkych zakaznikov, ktori prali pradlo zaroven s Cyrilom, je Metod ten, ktory odide
zo salénu najneskor. Potom pracku, ktort pouzival Cyril, moze pouzit dalsi zdkaznik az
po odchode Metoda zo salonu.

Toto pozorovanie vyuzijeme tak, ze z povodnych zdkaziek vytvorime nové zdkazky,
ktoré budeme nazyvat , tietiové“. Tienovéa zakazka zdkaznika A bude rovnaka ako povodné
zékazka zakaznika A, ak je v dobe jeho odchodu salén prazdny. Ak tomu tak nie je, koniec
tienovej zakazky zakaznika A bude c¢as, kedy zo salénu odide posledny zakaznik, ktory
pral pradlo zaroven so zékaznikom A.

Riesenie tlohy s povodnymi zadkazkami a podmienkou, Ze ziadny zdkaznik v dobe, ked
bude praf, neuvidi dvoch roznych zékaznikov pouzivat ta isti pracku, je rovnaké ako
rieSenie tlohy s tienovymi zakazkami bez tejto podmienky. Tienové zakazky drzia nejaké
pracky ,,obsadené“ az do doby, kym ich moéze Borivoj znovu pouzit. K néjdeniu rieSenia
tlohy s tieriovymi zédkazkami sa potom da pouzif rieSenie domaceho kola.

Pri rieSeni tlohy budeme postupovat tak, ze zo zadanych zékaziek vytvorime tieriové.
Takto vytvorent lohu potom vyriesime ako v doméacom kole. Tienové zakazky vytvorime
nasledovnym postupom. Ako v domacom kole vytvorime udalosti prichodu a odchodu pre
kazdého zdkaznika. Tieto udalosti zotriedime (udalosti odchodu pred prichodmi, ktoré
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nastani v rovnaky ¢as). Zotriedené udalosti raz prejdeme (podla vzrastajuceho ¢asu) a
budeme si udrzovat dobu T', kedy zo salénu odide posledny zékaznik, ktory je v saléne
prave pritomny. Dobu 7" vieme lahko udrzovat tak, ze kedykolvek narazime na prichod
nejakého zakaznika, novii hodnotu 7' zistime ako maximum jej minulej hodnoty a doby,
kedy chce spracovavany zékaznik zo salénu odist.

Prechod zotriedenych udalosti bude prebiehat tak, Ze ked narazime na

e prichod zédkaznika A, upravime dobu 7.

e odchod zadkaznika A, vytvorime tienova zakazku pre zdkaznika A, ktorej prichod
nastavime na prichod zakaznika A a odchod na dobu T' (ktora je v tej chvili vicsia
alebo rovna dobe, kedy chcel zo salénu odist posledny zdkaznik A).

Tento prechod sa d4 uskutoc¢nif v linedrnom case, avSak triedenie udalosti nam za-
berie ¢as O(N log N). Na uloZenie zadanych zékaziek, tieriovych zakaziek a zotriedenych
udalosti budeme potrebovat O(N) pamiiti. Druhé ¢ast rieSenia, algoritmus z doméceho
kola, mé rovnaku ¢asovu zlozitost ako prave popisané vytvorenie tietiovych zdkaziek, a
tak je celkova casova zlozitost nasho riesenia O(N log N) a pamifova O(N).

P-1II-2

Najskor zavedieme substitaciu z; = y;+a; yy1 prez, 1 <@ < N,az,4; = yn+1. Napriklad
pre sustavu z prvého prikladu v zadani tlohy po substiticii dostaneme:

Yy1—y2 # 0
yi—ys # 0
Yy1—ys # 0
Y2—ys # 1
Y2—ys # 0
Ys—ys # 0

Pre stistavu z druhého prikladu po substitiicii dostaneme:

h—y2 # 2=0 (mod 2)
y1—ys # 0
Yo—ys # 0

Novoziskand stustava podmienok ma4 riesenie prave vtedy, ked ho mala t4 pdvodna:
Ked z;, 1 < i < N + 1, riesi povodnu ststavu, potom rieSenie novej stustavy podmienok
jeyi = x; —a;ny1 pre @ < N a ynyip1 = Tyy1; naopak, z rieSenia novej sustavy ziskame
rieSenie povodnej ststavy pric¢itanim hodnot a; 1.

Vsimnime si, ze vSetky podmienky, v ktorych sa vyskytuje yyy1, maji prava stranu

0:

Yi —YN+1 = (sz - ai,N—i—l) — IN+41 = (% - $N+1) — Gy N+1 7é Qi N+1 — Qi N+1 = 0
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Pozrime sa bliZsie na novoziskant stistavu podmienok. Ak st vSetky pravé strany rovné
nule, znamena to, Ze vSetky nezname y, .. ., yy,1 musia byt navzdjom roézne. Pretoze ale
existuje iba N cisel s roznymi zvyskami po deleni N, stistava podmienok nemé riese-
nie. Vzapiti ukazeme, ze ak nie su vSetky pravé strany rovné nule, potom nova stistava
podmienok, a teda aj t4 poévodnd, maju rieSenie.

Oznacéme a; ; pravi stranu podmienky, ktorej fava strana je y; — y;. Predpokladajme,
ze a; ; 7 0 pre nejaké i a j. Pretoze aj v, = 0, z volby y; musi platif 1 <7 < j < N.
Polozme y; = y; = 0. Pretoze a; ; # 0, podmienka y; — y; # a}; je tym zjavne splnen.
Teraz zvolime hodnoty ostatnych neznamych postupne od y; po yn tak, aby vsetky
podmienky, ktoré ich obsahuju, boli splnené. V okamihu, ked volime hodnotu nezname;j
Yk, 1 <k < N, k # 1,7, tak sa neznama v, vyskytuje v najviac N — 1 podmienkach s
ostatnymi neznamymi, ktorych hodnotu sme uz zvolili. Pretoze kazda podmienka zakazuje
priradenie prave jedného z cisel 0,..., N — 1 neznamej y;, je spolu zakadzanych najviac
N — 1 hodnot a d& sa y; nejakd hodnota priradif.

Ostéva zvolit hodnotu yy 1. Po prevedeni nasej substittcie boli pravé strany vsetkych
N podmienok, v ktorych sa yyy1 vyskytuje, rovné nule. Teda hodnota yy,; musi byt
rozna od hodnot y,...yy. PretoZe y; = y;, maji nezndme y,...,yy najviac N — 1
roznych hodnot a preto sa da yy,1 priradit (aspoil) jedna z hodnét 0,..., N — 1.

Nase doterajsie ivahy vedul priamociaro ku kvadratickému algoritmu, ktory riesi za-
dant tulohu. Najskor prevedieme substitiiciu popisani v prvom odseku. Ak si vSetky
pravé strany po substiticii rovné 0, nova i pévodna stistava podmienok nemé riesenie.
V opacnom pripade ndjdeme rieSenie novej sustavy podmienok postupom popisanym v
predchédzajucich dvoch odsekoch. RieSenie povodnej ststavy lahko ziskame aplikdciou
substitticie inverznej k prvej substiticii. Casova aj pamétova zlozitost nasho algoritmu je
kvadratickd, tj. O(N?).

P-1II-3
1. rieSenie:

Najskor si ukdzeme jednoduché riesenie pracujice v ¢ase O(kn), zaloZené na priehradko-
vom triedeni (RadixSort). Ako také triedenie funguje? Ked chceme zotriedit m retazcov
S1,...,Sm dlzky 1, najskor ich zotriedime podla posledného pismena, potom podla pred-
posledného (pricom ak sa predposledné pismeno zhoduje, zachovame poradie podla po-
sledného pismena) atd. az podla prvého pismena. Triedenie podla i-teho pismena (tomu
budeme hovorit jeden prechod) robime tak, Ze si zalozime priehradky indexované pisme-
nami, jednotlivé retazce (resp. ich ¢isla) rozmiestnime do priehradok podla toho, aké je
ich i-te pismeno a nakoniec priehradky prejdeme od najmensieho pismena k najvicsiemu
a refazce z nich vyzbierame.

Kazdy prechod bude trvat O(m) [¢as zavisi i na velkosti abecedy, pretoze musime
prejst i prazdne priehradky, ale to pre nas bude konstanta, ktora sa ,schovad do O-¢ka“],
prechodov je [, takze triedenim stravime spolu ¢as O(Im).

Aby sme vyriesili nagu tlohu, nadjdeme v zadanom refazci vietky podrefazce dizky k
(tych je n—k+1), zotriedime ich RadixSortom a potom v zotriedenom zozname najdeme
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najdlhsi asek tvoreny rovnakymi podretazcami. V§imnime si, Ze pri triedeni podretazcov
si nemusime pamiitat celé podretazce, ale stacia ich zaciatky vo ,,velkom* refazci. Takto
vSetko zvladneme v ¢ase O(kn) a pamiti O(n).

Este jedna poznamka k implementacii: aby sme zbytocne neplytvali paméitou, neu-
kladame jednotlivé priehradky ako oddelené polia, ale vSimneme si, Ze vSetky priehradky
spolu obsahuju len n prvkov, takze ich naskladdme do jedného n-prvkového pola, len si v
druhom pamétame, kde priehradka zacina. Z vyzbieranych hodnét z priehradok sa potom
stane len skopirovanie jedného pola do druhého.

2. rieSenie:

Existuje algoritmus, ktory zadanti tlohu riesi v ¢ase O(n), kde n je dlzka textu T, je
vSak pomerne komplikovany — je potrebné vybudovanie a prechod tzv. sufixového stromu
pre text 7. Ak by sme sa uspokojili s ¢asom O(nlogn), vystacime si aj s jednoduchsou
datovou strukturou, ktorou je sufixové pole. Obe tieto riesenia vSak rozhodne presahuju
ramec tejto siutaze a neocakavali sme, Ze spomenuté datové struktary viete pouzit, toboz
ze ich v priebehu sutaze vymyslite.

Aj nasledujuce riesenie je dost trikové a vyuziva netrividlne vysledky. Opiit, nepred-
pokladdme samozrejme, Ze by ste tieto techniky mali poznat, ¢i dokonca aktivne pouzivat

.....

zadujemcov o tento obor.

3. rieSenie:

Podrobnejsie si ukdZzeme pomerne jednoduchy randomizovany algoritmus, t.j. algoritmus
pouzivajuici pri vypocte ndhodné ¢isla, ktory bude pracovat v ¢ase O(n) asponi v priemer-
nom pripade. Tym je myslené, Ze ak budeme maf smolu na to, aké ¢isla ndm padaju z
generatoru ndhodnych ¢isel, moze to trvat dlhsie, ale vo vicsine pripadov nam (nezéavisle
na vstupnych datach) da vysledok v ¢ase O(n).

N4&s randomizovany algoritmus bude fungovaf tak, ze najprv rieSenie ,,uhadne®, overi
si, ze uhadnuté riesenie je naozaj spravne a ak nebude, cely postup zopakuje. Takyto
algoritmus, samozrejme, nemusi nikdy skonc¢it, ale my si dokézeme, Ze uhadnuté rieSenie
bude spravne s pravdepodobnostou aspon 1/2, takze v priemernom pripade budeme po-
trebovat najviac dva pokusy. Ako hladanie, tak overovanie budu zaberat ¢as O(n), takze
tuto Casovu zlozitost bude mat v priemere i cely algoritmus.

Najprv si rozmyslime, 7e ak uhadneme, Ze sa nejaky retazec dlzky k opakuje v texte
[-krat, mozeme si Tahko overit, Ze tomu tak skutoc¢ne je. K tomu pouZijeme rieSenie tlohy
z doméceho kola — zostrojime si vyhladavaci automat pre tento podretazec, prejdeme
s nim text a spocitame pocet jeho vyskytov, tj. pocet prechodov akceptacnym stavom.
To nam zaberie ¢as O(n) — v ¢ase O(k) zostrojime automat, v ¢ase O(n) prejdeme text
automatom a k < n.

Féaza hladania funguje takto: Najskor si zvolime hashovaciu funkciu. To je nejaké
funkcia h, zobrazujtica retazce dizky k na celé ¢isla medzi 0 a p — 1 (hodnotu p si zvolime
neskor). Samozrejme sa nam moze stat, ze dva retazce zobrazime na rovnaké ¢islo (tomu
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hovorime kolizia), avsak ak bude hashovacia funkcia dobra, nebude sa to stavat casto.
Teraz kazdy podrefazec textu T dlzky k zobrazime touto funkciou a spoé&itame pocet
refazcov, ktoré sa zobrazia na jedno ¢islo. Z tychto poctov si vezmeme ten najvicsi a
vratime jeden z pripadne viacerych retazcov, ktoré sa na prislusné ¢islo zobrazili. Ak tento
retazec nekolidoval so Ziadnym inym, vyhrali sme, pretoze vsetky ostatné refazce (aj ked
sme niektoré kvoli koliziam nedokazali od seba odlisit) nie st castejsie. Ak kolidoval,
odhali to kontrola.

Ostéava domysliet detaily tak, aby sme vSetko zvladli v linedrnom case:

Najdenie najcastejsej hodnoty hashovacej funkcie: Posluzi ndm opét RadixSort: kazdé
¢islo si zapiseme v tvare asn® 4+ aan® + ain + ag, kde a; st mensie ako n (to nie je ni¢ iné
ako zapis Cisla v sustave so zakladom n) a budeme ho triedit ako retazec agasajag nad
n-prvkovou abecedou. Ako uz vieme, RadixSort takéto triedenie zvladne v ¢ase O(n).

Pocitanie hashovacej funkcie musime urobit Sikovne (v skutoc¢nosti toto je hlavny trik
celého rieéenia zbytok 51'1 len technické detaily) inak by sme tu potrebovali ¢as nk alebo
k — 1, a pismena s a t) dokazali h(ws) spocitat so Znalostou h(tw) v konstantnom case.
Potom ak budeme hashovacie funkcie pocitat postupne od zaciatku a posivat sa vzdy o
jedno pismeno, spotrebujeme skutocne ¢as len O(n).

Hashovaciu funkciu si zvolime takto: p bude ndhodne zvolené prvoéislo medzi kn?/2

a kn?,

k
h(skSk—1...51) = (Z 256i_1s,~> mod p
i=1

(predpokladédme, 7Ze abeceda [alebo skér ASCIIceda] mé 256 znakov).

Vyraz v zatvorke si oznacime X (s). X (s), samozrejme, moze byt vicsie ako je rozsah
¢isla reprezentovaného v podcitaci, avsak modulovanie p sa dé pri jeho vypocte vykonévat
priebezne, takze nemdze pretiect. Postupné pocitanie funkcie h je potom jednoduché,
lebo zrejme h(ws) = (256 - h(tw) — (256F mod p)t + s) mod p.

LCahko nahliadneme, Ze pravdepodobnost, ze dojde ku kolizii, je mensia ako 1/2: aby
dvom roznym refazcom s; a sp bola priradené rovnaka hodnota, musel by rozdiel X (s;)—
— X (s2) byt delitelny p. Velkost tohto rozdielu je najviac 256", teda ho deli najviac 8 log, k
roznych prvoéisel (kaidé z nich ma Vel’kost’ aspoﬁ 2 a keby ich bolo Viac ich sﬁéin by
a ,zlych“ prvocisel najviac 4kn . Pomerne trivialny Vysledok tedrie c¢isel hovori, ze pocet
prvocisel medzi kn?/2 a kn? je priblizne ki"z?,, teda pravdepodobnost, Ze sa trafime do
810glm < 810gn 3210gn

zlého prvocisla je mensia ako , ¢o je menej ako 1/2 pre n > 381
— v skutocnosti st uvedené odhady pomerne hrube takze tato pravdepodobnost je este
podstatne mensia.

Ostéva jediny technicky detail — ako najst ndhodné prvocislo. To sa da spravit v
case O(logd n), kde d je nejaka konstanta, avsak nie je to tplne trividlne. Miesto toho v
programe volime iba nahodné ¢islo v danom intervale; do prvocisla sa trafime s pravde-
podobnostou priblizne 1/logn, teda ¢asova zlozitost sa tym zhorsi najviac na O(nlogn).
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P-1I-4

Tato tlohu by sme mohli riesit podobne ako tlohy z minulého kola v ¢ase O(log N)
s O(N)-bitovymi ¢islami — staci si viimnit, Ze otocenie &isla dlzky N sa da spravif preho-
denim jeho polovic (¢o zvladneme na konstantny pocet operacii) a naslednym otocenim
oboch polovic (¢o mdzeme spravit sticasne). Pre N = 8 by to vyzeralo takto:

a:=x A 11110000
b:=x A 00001111
y:=(a>>4)V (b<<4)
a:=y /A 11001100

b:=y A 00110011
y:=(a>>2)V (b<<2)
a:=y A 10101010

b:=y A 01010101
y:=(a>1)V(b<<1)

T = T7lglrl4X3To2X1T0
a= r7xer5240 0 0 0
b=000 O.T3l’2.§lf1.’170
Y= X3X2X1LoT7T6eL5Lg
a= 23120 027260 O
b= 0 033‘1.1’0 0 01’5374
Y= T1X0T3T2X5L4X7T6
a=21023025027;0
b= 0[L‘00[L‘20[L‘40l‘6
Y= ToT1T2T3T4T5T6X7

Ked vsak vyuzijeme nasobenie a delenie, zvladneme to na konStantny pocet operécii,
aj ked budeme potrebovat ¢isla dizky O(N?).

Nas algoritmus bude zalozeny na tom, ze zadané ¢islo z = xn_1 ... 2o najprv N-krat
skopirujeme (to sa da spravit pomocou nasobenia), potom i-tu képiu nahradime ¢islom,
ktoré bude na i-tom mieste obsahovat zy_;_; a vSade inde nuly. Nasledne vSetky képie
s¢itame (k tomu mézeme opéf pouzit nasobenie, ale my si ukdzeme pekny trik so zvyskom
po deleni).

Kopirovanie bude vyzerat takto: ¢islo x vyndsobime ¢islom (0N~11)NV*1 &im zis-
kame &islo (zn_1...20)" ", teda N + 1 kdpii zadaného &isla. Tento vysledok si tiez
mozeme predstavif rozdeleny na N tsekov dizky N + 1: najnizsi tsek bude obsahovat
Cisla xoxn_1 .. .%o, ten nad nim xyzxory_1 ... 71 atd. Teda i-ty tsek zdola (pocitané od
nuly) bude mat na najnizSom mieste ;.

Kazdy tsek vyplnime hodnotou jeho najnizSieho bitu. K tomu sta¢i tsek upravit
do tvaru 10V !z; (pouZijeme A a V) a odéitat od neho jednotku. Ak x; bolo 1, vyjde
10", inak dojde k prenosu a dostaneme 01". V kazdom pripade sa na najvy$som mieste
objavi x; a na ostatnych —x;, ¢o jednym zorom opravime na z; vSade. Naviac nemohlo
dojst k prenosu mimo usek, takZe sa Gseky navzajom neovplyviiujd, a preto mozeme tato
operéaciu spravit pre vSetky tseky sucasne.

Teraz stac¢i vhodnym andovanim v kazdom tseku ponechaf x; na pozicii, na ktorej
mé vo vysledku skoncit, ostatné vyskyty z; vynulovat a vSetky tseky scitat. Sc¢itanie
mozeme spravit peknym trikom: ak mame v registri r ulozené ¢islo tvaru ¢, ...t,, kde t;
st k-bitové ¢isla a scitame r %(2% — 1), vyjde (t; + ... +t.) %(2¥ — 1). V nasom pripade
naviac vieme, ze t; +...+t. < 2¥ — 1, pretoze s¢itame (N + 1)-bitové tiseky s N-bitovym
vysledkom a tak sa modulo na vysledku neprejavi a dostaneme priamo hladany sucet.

Pre¢o modulo 2¥ — 1 funguje ako stc¢et blokov mézeme vidiet z toho, ako by sa cho-
val ,,8kolsky* algoritmus pre delenie ¢isel na papieri, ale tiez to mdZzeme lahko dokazat
indukciou: pre z = 1 trik uréite funguje; ked uz vieme, Ze funguje pre z — 1 a chceme
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dokézat, ze funguje i pre z, vSimneme si, Ze:

o %2 = 1) = (. ) 2848 %28 — 1) =

= (-t %2 = 1)) - (28 % (2" — 1)) +t.) % (2" — 1),
indukény predpoklad =1

¢o je spolu (t; + ... +t.) %(2F — 1), presne, ako sme chceli.
Na vietky vypoéty sme potrebovali registre dizky N - (N +1) = O(N?). Operacii bolo
konstantne vela. Ostava uz len program:

yi=xx (0N-11)N+1 y=( N+1
=(xN-1...00ZN—-1) ... (x120TN_-1...21)(ToZN_1...T0)

y:=yA(OVN1)N y=(0VzN_1)...(0N21) (0" )
y:=yV (10M)N y= (10" "1z _1)... (10N L1z) (10N "1zg)
y:=y— (V1N y= (en-1(0an-1)") ... (zo(m20)")
yi=y & (01NN y=(zn71) - (2
y:=y A (0V1)(0N7110)... (0107 1) y= (0VzN_1)(0Vlzy_20)...(00210V2) (0200 1)
Y=y %1Vt y=0xpx1...TN_1

P-III-1

Na vyrieSenie tejto tlohy zjavne stac¢i vediet priradit ndhrdelnikom nové kédy tak, aby
nahrdelniky, ktoré sa lisia len rotaciou alebo preklopenim mali rovnaky kod. Potom uz
staci len ukladat do stroja tieto nové kddy.

Jedno takéto kddovanie vieme lahko definovat: NapiSeme si vSetky mozné kédy daného
nahrdelnika a za jeho novy kéd vyberieme ten z nich, ktory je lexikograficky najmensi.

Zostava teda vymysliet, ako ¢o najrychlejsie pre zadany retazec tento kéd najst. Zjavne
staci vediet riesit tlohu bez prekldpania, teda vybraf lexikograficky najmensiu spomedzi
vSetkych rotécii daného retfazca R. (Tento postup potom pouzijeme na pévodny retazec,
na jeho zrkadlovy obraz a vyberieme mensie z oboch rieSeni.)

Nech r je dizka zadaného retazca R. Jeho lexikograficky najmensiu rotaciu oznacime
Rmin-

Existuju standardné stringologické algoritmy, pomocou ktorych vieme rychlo najst
lexikograficky najmensiu rotaciu daného retazca — vieme napriklad v ¢ase O(r) zostrojit
pre dany retazec tzv. sufixovy strom, pripadne v ¢ase O(r. log ) jednoduchsim algoritmom
tzv. sufixové pole. Tieto datové struktiry vsak presahuji ramec tohto textu.

UkaZeme si iné riesenie, ktoré najde lexikograficky najmensiu rotaciu daného retazca
v ¢ase O(r).



134 54. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Predstavme si, Ze R napiSeme na kruznicu. Vsetky podretazce budeme teda uvazovat
cyklicky — napr. podrefazec, ktory zaéina (r — 2). pismenom a ma dizku 4, kon¢i prvim
pismenom retazca R.

Budeme postupne zostrojovat mnoziny ,kandidatov® S; (kde [ je ¢islo od 0 do r).
Prvkami tychto mnozin budi tseky refazca R, uréené budi svojim zac¢iatkom a dizkou. Ak
o nich budeme niekedy hovorit ako o retfazcoch, myslime tym retazce tvorené prislusnymi
pismenami retazca R.

Nase mnoziny S; budii spliiat nasledujiice podmienky:

1. Vetky tuseky v S; maju dizku najviac I. Useky dlzky [ volame aktivne, ostatné
neaktivne. Mnozinu aktivnych tsekov v S; oznac¢ime S]. V programe si aktivne
useky pamétame oddelené od neaktivnych.

Useky v S; mozu mat dizku 0. Presnejsie, tsek dizky 0 je na kazdej pozicii, ktora
nie je obsiahnuta v ziadnom neprazdnom tseku.

2. Kazdy retazec v S; je prefixom hladaného slova R,,;, (teda je zhodny s jeho zaciat-
kom). Ak niektory tsek v S; nie je aktivny, tak po pridani nasledujiceho pismena
v R dostaneme retazec, ktory uz nie je prefixom R,,;,.

Useky v S st prave vietky tseky dlzky [, ktoré zodpovedajt prefixom R,,;, dlzky
l.

3. Ziadne dva tseky v S; sa neprekryvaji, ani na seba bezprostredne nenadvizuju.
Budeme si ich pamiitat v poradi, v akom v R zacinaj.

Na zac¢iatku nech Sy je mnozina vSetkych tisekov dizky 0, vietky budi aktivne. Této
mnozina zjavne spliia pozadované vlastnosti.
Ak uz mame zostrojeni mnozinu S, nasledujicu mnozinu zostrojime takto:

e Najdeme najmensie pismeno ¢, ktoré nasleduje za niektorym tsekom z 5;. Vsetky
tiseky z 5], za ktorymi nasleduje ¢, o jedno (toto) pismeno predlzime. Neaktivne
useky nezmenime. Takto upraventi mnozinu nazveme X.

e X zjavne spliia prvii podmienku, kladenti na S;,;. Takisto druha podmienka je
splnené — refazce, ktoré doteraz boli aktivne, ale nepredlZili sme ich, sa zjavne na
nasledujiicej pozicii lisia od R,,;,. Ak teda X spliia aj tretiu podmienku, polozime
Si+1 = X a mame zostrojent dalSiu mnozinu.

e Co ale ak X tretiu podmienku nespliia? Useky v X sa nemézu prekrjvat — totiz
useky v S; sa neprekryvali ani na seba nenadvézovali. Jediné, ¢o sa teda mohlo stat,
je ze niektoré useky v X na seba nadvizuju.

Ak na seba postupne (cyklicky) nadvizuja vSetky aktivne tseky, je refazec R pe-
riodicky s periédou [ + 1. V tomto pripade zaciatkom najmensej rotacie je kazdy
zaciatok aktivneho tiseku a mozeme skoncit beh algoritmu.

Uvedomte si, Ze tato situdcia skor ¢i neskor nastane. V najhorSom pripade (ak R

je aperiodicky, a teda ma len jednu najmensiu rotaciu) zostrojime ¢asom mnozinu
Sy, ktord bude obsahovat jediny aktivny tsek nadviizujuci sim na seba.
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e Zostava nam teda vyriesSit pripad, ak niektoré aktivne tiseky v X na seba nenad-
vizuju. Neaktivny tsek nemdze nadviizovat na usek, ktory nasleduje za nim, lebo
sme ho nepredlzili. Takze v X nam tretiu podmienku kazi niekolko postupnosti
na seba nadvizujucich aktivnych tsekov, pricom niektoré tieto postupnosti mézu
este byt ukoncené neaktivhym tusekom. Kazdu takato postupnost tsekov spojime
do jedného tiseku. Takto dostaneme novii mnozinu Y. Nech je dizka najdlhsieho z
tychto novych tsekov ¢. Potom tvrdime, ze Y = S,.

Nami zostrojend mnoZina zjavne spliia prvii a tretiu podmienku kladenti na Sq-
Pozrime sa podrobnejsie na platnost druhej podmienky:

Nech aktivny tsek v X zodpoveda retazcu s. Potom kazdy neaktivny tsek je pre-
fixom s (z druhej podmienky pre X), a teda ak je w = ss...sn aktivny retazec v
Y, je lubovolny iny retazec w’ = ss’...sn’ v Y jeho prefixom — pretoze n’ je prefix
s a ak w aj w’ obsahuju rovnaky pocet tsekov s, n musi byt aspon tak dlhé ako n’
a n' je teda prefix n.

Prefix R, dlzky ¢ musi byt w, pretoze R nemé podretazec dlzky (I+ 1) mensi nez
s ani podrefazec dlzky |n| mensi nez n vdaka druhej podmienke pre X. Akykolvek
usek v Y kratsi ako ¢ sa na nasledujicej pozicii lisi od w — inak by podla druhej
podmienky pre X mal byt aspori o tito poziciu dlhsi. Kazdy tsek R zodpovedajici
w je v Y aktivny, pretoze vSetky jeho podiseky zodpovedajice s aj n museli byt v
X vdaka druhej podmienke.

Teda aj druhd podmienka je splnend, ¢im sme ukézali, Ze naozaj ¥ = S, a opit sa
nam podarilo zostrojit novit mnozinu tsekov.

Tento postup opakujeme, az kym niekedy v jeho trefom kroku neskonéime. To sa
nutne musi staf, pretoze kazdym opakovanim konstrukcie prediZime aktivne refazce aspoii
o jeden znak.

Spravnost algoritmu bola ukizané v popise. Casova zlozitost je O(r). To nahliadneme
tymto spdsobom:

e V prvom kroku konstrukcie novej mnoziny st dva pripady — pismeno nasledujtice po
danom tseku je bud ¢ alebo nie je. V prvom pripade sa toto pismeno stane stcastou
daného tseku a uz sa naii nikdy nepozrieme — to sa moze stat len r krat, raz pre
kazdé pismeno. V druhom pripade tsek prestane byt aktivny — to sa tseku stane
nanajvys raz, nové useky vznikli len na zaciatku konstrukcie a bolo ich r, teda aj
toto sa stane nanajvys r krat pocas celého behu programu.

e Operacie v dalsich krokoch robime len s tsekmi, ktoré si tou dobou aktivne —
to su ale vzdy prave tuseky, ktoré sme v predchadzajicom kroku o pismeno pre-
dlzili. Vietky tieto kroky vieme urobit v ¢ase lineArnom od po¢tu momentalne ak-
tivnych tsekov. Preto v kazdom z tychto krokov urobime radovo rovnako prace
ako v jemu predchadzajicom prvom kroku — a teda aj v tychto krokoch vykoname
dokopy najviac linedrne vela operacii.

Pamiitova zlozitost je tiez O(r), pretoze v linedrnom case nestihneme viac paméte
pouzit.
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P - 1III - 2

Ukazeme si rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(NM), kde N a M st rozmery mapy aredlu
MO. Riesenie si najprv popiSeme vSeobecne a az v druhej ¢asti sa zameriame na to, ako
dosiahnut ¢asovu zlozitost O(NM).

V mape si najskor ur¢ime jednotlivé budovy, ktoré sa v areali MO nachadzajt. Budovy
si ocislujeme a kazdy stvorcek x nahradime c¢islom budovy, do ktorej patri. Potom si
vSimneme budovu ¢&slo 1 a pozrieme sa na dlzky mostov, ktoré mozu z tejto budovy
viest. Vsimnite si, Ze ak si zvolime poli¢ko na okraji budovy a smer, tak je dlzka mostu (i
budova, do ktorej by viedol) uz jednoznaé¢ne uréend. Zo vsetkych tychto mostov vezmeme
najkratsi a ten do mapy pridame. Tym spojime budovu ¢islo 1 s budovou ¢islo i. Teraz
sa pozrime na vSetky mozné mosty, ktoré by sme mohli viest z budovy ¢islo 1 alebo z
budovy ¢islo ¢ do ostatnych budov a najkratsiu z nich pridajme do mapy.

Vseobecne, ked B je mnozina budov, ktoré sme uz vzajomne prepojili pomocou mos-
tov, pridame najkratsi mozny most z niektorej budovy v mnozine B do niektorej z os-
tatnych budov. Ak je takych mostov viac, pridame Tubovolny z nich. Algoritmus skondi,
ked sme uz vSetky budovy vzdjomne prepojili, alebo sa ziadna budova nedd mostom k
uz prepojenym budovam pripojit (v takom pripade vypiseme vhodni spravu).

[Pre znalcov dodavame, Ze to nie je ni¢ iné ako Primov-Jarnikov algoritmus na hladanie
minimalnej kostry grafu.]

Dalej si rozmyslime, Ze ak sa ndm podari prepojit vietky budovy, tak je nami néjdené
rieSenie optimalne. Nech M = {my,...,m} je mnozina mostov, ktoré obsahuje nami
najdené riesenie a predpokladajme, ze most m; bol pridany do riesenia ako i-ty. Pre
spor teraz predpokladajme, 7e v optiméalnom rieseni M’ je stcet dlzok mostov je mensi
nez sucet dlzok mostov z mnoziny M. Naviac zvolme za M’ také optimélne rieSenie,

ktoré obsahuje ako podmnozinu ¢o najvicsiu pocdiatoéni podpostupnost my, ..., my, t.j.
{my,...,m} C M’ al je maximalne mozné. Pretoze M # M’ musi platit [ < k.
Nech B je mnozina budov, ktoré su vzajomne prepojené mostami my, ..., m; a nech

j je ¢islo budovy, do ktorej vedie z mnoziny B most m; 1. PretoZe mosty z mnoziny M’
prepojuju vSetky budovy, existuje cesta z mnoziny budov B do budovy ¢islo j pouzivajica
mosty z M'. Vsimnime si najkratsiu taka cestu m/, ..., m}. Z volby mostu m,;,1 plynie,
Ze most m/ nie je kratsi ako most m; ;. Nahradme teraz v M’ most m;;; mostom m/].
Sticet dlzok mostov sa tymto krokom nezvysil. Naviac vietky budovy st stale prepojené:

namiesto mostu m/ sa dd pouzit cesta tvorend mostami m; 1, mj, ..., m5. To je ale spor
s volbou mnoziny M’ ako optimalneho rieSenia, ktoré obsahuje ¢o najvicsiu pocdiatoéni
podpostupnost my, ..., m;. Nami ndjdené rieSenie M je teda optimalne.

Zamerajme sa eSte na to, ako prave popisany algoritmus implementovat, aby sme do-
siahli ¢asovu zlozitost O(N M). Rospoznanie jednotlivych budov lahko zvladneme v ¢ase
O(NM) — mapu postupne prechddzame a v okamziku, ked narazime na policko x, pre-
hladéame (do hibky alebo do $irky) v mape oblast tvorent touto budovou a vietky policka
x nahradime ¢islom prave najdenej budovy. Tento krok zrejme vyzaduje ¢as O(NM),
lebo kazdé policko mapy navstivime najviac dvakrat (prvykrat pri prechode mapou a
druhykrat pri oznac¢ovani budovy).
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Teraz spustime druha fazu algoritmu, v ktorej budeme budovy medzi sebou prepa-
jat mostami. Ozna¢me K celkovy pocet budov. Aby sme mohli rychlo rozpoznat, ktoré
budovy sme uz vzajomne prepojili, budeme pouzivat pomocné pole velkosti K, kde si
pre kazdu budovu ulozime, ¢i je uz s budovou cislo 1 spojend, alebo nie je. Z kazdého
okrajového policka budovy ¢islo 1 vysleme stcasne lace (hore a dolu): v prvom kroku
sa la¢e nachazaju na polickach susediacich priamo s budovou ¢éislo 1 (vid obrazok), v
druhom kroku st vo vzdialenosti 2, atd. Ak 14¢ narazi na budovu s ¢islom 1 & opusti
mapu, uz ho dalej nepredlzujeme. Takto postupujeme, kym prvy 14¢ nenarazi na int bu-
dovu. Povedzme, 7Ze tato budova ma c¢islo i. Zrejme draha, ktortu lac¢ urazil, zodpoveda
najkratsiemu moznému mostu z budovy ¢islo 1 do inej budovy. Tento most pridame do
mapy a budovy najvzajom prepojime.

Ceeee Ceeee Ceeee cee 1T Ceeee Ceeee Ceeee
T P I Jdirg. Ldigg. .ii B P T
...... ce 1T el el e T e
. .XX. .. .XX. .. .XX. .. .XX. LT TXX. L] XX .| .xX.
.X. IX. N TT.X. ] -x. ] -x. N &
R & S & LTI [].X. ] -x. ] -x. NS &
.. .XX. .1 1XX. L] xx. S xxX. L] xx. | |XX. . .xx.
.XXX. . CXXX| . .XXX. . LXXX. . LXXX. . .XXX. . .XXX. .

Obr. 43: Lice putujice v mape — zobrazenie po jednotlivych krokoch

Potom vysleme luce z budovy ¢islo 7 a budeme ich predlzovat, kym nenarazime na int
budovu, alebo ich dlzka nebude rovnaka ako dizka ltcov vyslanjch z budovy ¢éslo 1. V
okamziku, ked dlzka lacov vyslanych z budovy ¢&islo ¢ dosiahne dizku lacov vyslangch z
budovy ¢islo 1, zatneme predlzovat stcasne luce vyslané z budovy ¢islo 1 a zarover i tie,
vyslané z budovy ¢islo i. Ak vSak najskor narazime na ini budovu, povedzme s ¢islom 7/,
pripojime ju mostom k budove ¢islo i. Z budovy ¢islo ¢’ vysleme luce, kym nenarazime na
intt budovu, alebo ich dizka nedosiahne dizku licov vyslanych z budovy é&slo 4. V prvom
pripade vysleme lace z novo-pripojenej budovy, v druhom pripade zacneme spoloc¢ne
predlzovat lace z budov &slo @ a 4/, kym nedosiahnu dizku lacov vyslanych z budovy é&slo
1 (alebo nenarazime na nepripojentt budovu). VSeobecne, ked narazime na novi budovu,
prerusime predlzovanie sucasnych lacov a vysleme luce z novej budovy. Predlzovanie
la¢ov obnovime v okamziku, ked dizka ldcov z novej budovy bude rovnaki ako dizka
lucov, ktorych predlZzovanie sme prerusili. Vsimnite si, Ze v jednom okamihu moze byt
prerusené predlzovanie az K rdznych mnozin licov.

Je zrejmé, ze vysSie popisanym postupom pripojime mostom vzdy budovu, ktoru
vieme spojit s uz prepojenymi budovami najkratsim mostom. Pretoze kazdé policko na
mape navstivi kazdy 14¢ najviac dvakrat (raz 1ac ,letiaci“ smerom hore, raz smerom dolu),
spotrebuje druhé faza nasho algoritmu ¢as iba O(N M ). Samotné luce si budeme udrzovat
v poli dlzky 2N M zotriedené zostupne podla ich dizky a vzdy budeme predlzovat prvy
najkratsi 1G¢, ktory sa v poli nachédza (aby sme udrzali lace utriedené zostupne). Aby sme
sa vyhli zbytoénému prechddzaniu tohoto pomocného pola, budeme si naviac udrzovaft
odkazy na poziciu lacov, ktorych predlzovanie sme prerusili. Zoznam lucov by sme tiez
mohli udrzovat v spdjanom zozname. Paméfova zlozitost prave popisaného riesenia je,
rovnako ako jeho ¢asova zlozitost, O(NM).
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P-1III -3

Najskor si ukdzeme rieSenie v konstantnom case s kvadraticky velkymi registrami. Po-
uzijeme pri tom triky z prikladov v zadani a zo vzorovych rieSeni minulych kol. Hodit
sa nam bude najméi nasobenie, ktorym vieme naraz vytvorit viacero képii daného bloku
bitov a zvySok po deleni, ktorym naopak dokazeme vela képii s¢itat do jedného bloku.

Vyuzijeme aj operaciu typu x A (z — 1) pre najdenie najnizsieho jednotkového bitu.
KedZze by sme vSak potrebovali najst bit najvyssi, ¢islo si najskor obratime (na to ndm
konstantny Cas a kvadraticky priestor staci — vid rieSenie krajského kola); potom najdeme
najnizsiu jednotku (tejto funkcii budeme hovorit Low1) a odé¢itame od velkosti vstupu.

Funkciu Low! naprogramujeme nasledovne: vypocitame (zV (z —1)) ® x, ¢im sa nam
objavia jednotky prave na mieste nul vpravo od poslednej jednotky a zvysok c¢isla bude
nulovy. Hladana hodnota je teda pocet tychto jednotiek. Ten zistime tak, Ze nasobenim
vhodnou konstantou vytvorime N képii ¢isla, v kazdej képii andom vynulujeme vsetky
bity okrem jedného (v nultej képii nultého, v prvej prvého atd.), ¢islo, ktoré vznikne
pomyselne prerozdelime na bloky velkosti o 1 vicSie, ¢ize vSetky nevynulované bity budu
najnizsimi bitmi bloku, a tie mézeme operaciou modulo 1V *! Tahko séitat. To uz sme tiez
raz pouzili v rieseni krajského kola, ale pre osviezenie pamiiti si nakreslime, ako to bude
vyzerat:

T3 T2 T1 To|T3 T2 T1 To|x3 T2 xT1 To|x3 T2 x1 xo| (NN kdpii bloku velkosti N)

z3 0 0 0|0 22 0 0|0 O z1 0|0 O O =zo| (bity, ktoré chceme séitat)
13‘0 0 0O :1:2‘0 0 0 O :1:1‘0 0 0 O zo| (bloky velkosti N + 1)

Program bude velmi jednoduchy:

r = 0"1a
a := Mirror(x) a = 310" (zrkadlenie N-bitového ¢isla)
y:=aV(a—1) y = B11°
y=ydx y = 0N—i1¢
Y=y * (ONfll)N y = (ONfili)N
y := yA(10V 1) (0107 2) ... (0N=210)(0V11)
y=(0V)...(0V)(0N~110° ) ... (0N -11)
— (0N+1)N7i(0N1)i
y =y %1¥*! y =1 = Lowl(a)

y:=N—-1—y y = Log(x)

My sa, samozrejme, s kvadratickou paméfou neuspokojime a zredukujeme ju na line-
arnu. Urobime to tak, ze si vstup rozdelime na radovo V/N blokov velkosti radovo v N ,
kazdy blok skomprimujeme do jedného bitu (ktory bude jednotkovy, ak sa vnutri bloku
vyskytuje aspon jedna jednotka) a spocitame logaritmus takéhoto ¢isla pouzitim vyssie
uvedeného algoritmu (nase ¢islo ma len /N bitov, vzhladom k ¢omu mame v N-bitovom
registri k dispozicii kvadraticky velky priestor). Logaritmus ndm povie, v ktorom bloku
se nachadza najlavejSia jednotka a pre tento blok spustime spominany algoritmus znovu,
¢im dopocitame, kde presne jednotka je.

Ostéva vyriesit, ako presne kompresiu spravit a ako sa vyrovnat s tymi hodnotami
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N, ktoré nie sti druhymi mocninami. Za velkost bloku zvolime b = [v/N| + 1 a vstup
rozdelime na b—1 blokov (kedze b-(b—1) > (v/N+1)-v/N > N, musime na zaciatok pridat
este par nil, ktoré ndm neovplyvnia vysledok). PouZijeme pracovné registre o b* = O(N)
bitoch.

Ak nastavime najvyssi bit kazdého bloku na 1 a od kazdého bloku odc¢itame jed-
notku, zmenia sa najvyssie bity na 0 prave v blokoch, ktoré boli (aZ na najvyssi bit) celé
nulové, inde ostane 1. Potom priorujeme pdvodne najvyssie bity, takze pre kazdy blok
teraz mame 1 alebo 0 podla toho, ¢i obsahoval jednotku alebo nie. Tieto bity uz staci
len presunuf k sebe, k domu pouzijeme opétf pomyselné prerozdelenie blokov a modulo.
Obrazok popisuje situaciu pre 3 bloky o styroch bitoch:

z2 0 0 O0fz 0 O Ofz O O O (prekazdy blok jeden bit)
0 O 22(0 0 0 2|0 0 O zy| (posun doprava)
0 Ofz2 0 0[{0 21 0|0 O z| (prerozdelime bloky pob—1)
0 0/0 0 0|0 O Oz 21 20| (modulo1—1)

Program bude vyzerat takto:

T =[po...00 (bloky po b bitoch)
z:=xV (10°°1)"1 z=(1...)...(1..)

2= ((z—(0°711)> " Y)va)A(10-10)b!

2= (2_20°71) ... (200°71)
(skomprimované bloky)

zi=z>>b—1 2= (012 5)... (0" 1)

2=z % 1071 Z2=12p9...%

i := Log(z) i = cislo bloku s najvyssou jednotkou
ro=(x>>(bx*i)) A1b r = blok s najvyssou jednotkou

j = Log(r) j = pozicia najvyssej jednotky v bloku
y:=bxi+7 y = pozicia jednotky v povodnom cisle

Tento program pocita dvojkovy logaritmus stale v konstantnom case a stacia mu
linearne velké pracovné registre.

Pozndmka: Dopliiovanie &sla na dlzku prave b - (b — 1) alebo prevod tilohy na tilohu
zrkadlovi vam mozu pravom pripadat ako ,,besné“ triky, ktoré sa nedaji v obmedzenom
v 0 v Pt & . o v S . . . v
Case sutaze vymysliet. Uloha je ale riesitelna i bez nich, samozrejme za cenu dlhsieho prog-
ramu a oSetrovania réznych okrajovych pripadov, comu sme sa chceli v tomto vzorovom
rieSeni vyhnut.

P-1III -4

Jednotlivim pismendm v zaklinadle priradime ¢isla zlava doprava podla nasledujticeho
magického receptu:

e Pismeno «, dostane ¢islo 1, ak sa pred nim v zaklinadle nevyskytuje iné pismeno
«, ani pismend a~ a at, kde a® je pismeno v abecede tesne pred/za pismenom
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«. Napriklad pismeno ¢ dostane ¢islo 1, ak sa pred nim v zaklinadle nevyskytuje
ziadne z pismen b, ¢, d.

e V opacnom pripade pismenu « priradime maximum z ¢isel priradenych pismenam
a~, a a at, ktoré sa pred nim vyskytuju v zaklinadle, zvic¢Sené o 1. Napriklad
pismeno c dostane ¢islo 4, ak sa pred nim vyskytuje pismeno b s ¢islom 3 a ziadne
z pismen c a d.

V nasom algoritme bude kltcové nasledujiice pozorovanie:

Tvrdenie: Dve zaklinadl4 st ekvivalentné prave vtedy, ked ¢isla priradené kazdému
z pismen a ...z tvoria rovnakd postupnost.
Skor ako si toto tvrdenie dokdZeme, demonstrujme si jeho platnost na zaklinadlach

zo zadania tlohy:
121314 111234

abraka krabaa

Postupnosti ¢isel priradenych pismenam a, b, k a r st nasledujuce: 134, 2, 1 a 1. Podla
tvrdenia, ktoré sme zatial nedokézali, st preto obe zaklinadld ekvivalentné.

11213 12131
dabra badar

Cisla priradené pismenu a v prvom zaklinadle tvoria postupnost 13, zatial ¢o v druhom
tvoria postupnost 23. Zaklinadla teda podla nésho tvrdenia nie st ekvivalentné.
Teraz si vyssie uvedené tvrdenie dokézeme:

Doékaz: Ak v zaklinadle vymenime dve susedné pismend, ktoré nie st v abecede
tesne vedla seba, ¢isla priradené tymto pismendm se nezmenia. Teda v ekvivalentnych
zaklinadlach musia byt postupnosti ¢isel priradenych kazdému z pismen rovnaké.

Obratent implikaciu, t.j., ze ak ¢isla priradené kazdému z pismen a . . . z tvoria rovnaku
postupnost, tak st obe zaklinadla ekvivalentné, dokazeme indukciou od dlzky zaklinadla.
Tvrdenie zrejme plati pre jedno- a dvojpismenové zaklinadla. Predpokladajme teraz,
ze obe zaklinadla st tvorené aspon troma pismenami. VSimnime si v prvom zaklinadle
pismeno, ktoré ma priradené najvicsie ¢islo, ak je takych viac, tak to z nich, ktoré je prvé
v abecede. Ozna¢me ho «. Podobne v druhom zaklinadle najdeme pismeno (3. Pretoze
postupnosti ¢isel priradenych rovnakym pismenam st zhodné v oboch zaklinadlach, musi
platit o = 3.

Pretoze o je pismeno v prvom zaklinadle s najviacsim ¢islom, nenasleduje za nim uz
Ziadne z pismen o~, @ a o™, a moZeme ho teda postupnostou vymien premiestnif na ko-
niec zaklinadla. Podobne mozeme na koniec druhého zaklinadla premiestnit pismeno [3.
KedZe vymeny dvoch susednych pismen, ktoré nie st v abecede tesne vedla seba, neme-
nia cisla priradené jednotlivym pismenam, st postupnosti ¢isel priradenych jednotlivym
pismenam v oboch novych zaklinadlach zhodné. Této vlastnost ostane zachovana i po odo-
brati pismen « a (3. Na takto ziskané kratsie zaklinadla pouzijeme indukény predpoklad.
Pretoze st skratené zaklinadla ekvivalentné, si ekvivalentné i zaklinadla s pismenami «
a [ na konci, a teda i poévodné zaklinadla.
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Prave dokéazané tvrdenie ndm déava navod, ako otestovat, ¢i si dve zaklinadla ekviva-
lentné. Najskor podla vyssie uvedenych pravidiel priradime kazdému pismenu v zaklinad-
lach ¢islo a potom skontrolujeme, ¢i sa postupnosti ¢isel priradenych rovnakym pismenam
zhoduju. Aby sme sa pri tejto kontrole vyhli viacndsobnému prechodu zadanymi zakli-
nadlami, pri priradovani ¢isel si zaroven vytvorime postupnosti pre jednotlivé pismena.
Naviac, aby sme sa vyhli (pomalej) dynamickej alokacii paméti, budeme si v pomocnom
poli uchovavat odkazy na nasledujiice rovnaké pismeno v zadanom zaklinadle. Casova i
pamiitova zlozitost takéhoto algoritmu je pre dvojicu N-pismenovych zaklinadiel O(N +
+ A), kde A je pocet pismen, ktoré sa mdzu v zaklinadlach vyskytovat (v nasom pripade
A = 26).

P-III -5

Ulohu si najskér preformulujeme do redi tedrie grafov: mame dany graf G a chceme zistit,
¢i (a ako) sa daju jeho hrany rozdelit do dvojic tak, aby hrany v kazdej dvojici mali
spolo¢ny vrchol. Uloha zrejme nemé riesenie, ak je hran nepéarny pocet. V ostatnjch
pripadoch ukdzeme, ako najdeme hladané rozdelenie.

Budeme graf prehladavat do hibky a vzdy pred navratom z kazdého vrcholu spra-
vime nasledujice: Vezmeme vsetky doposial nesparované hrany susediace s aktudlnym
vrcholom. Ak je hréan neparny pocet, vynechame hranu vedicu k otcovi (t4& musi byt
doposial nesparovand). Teraz mame parny pocet hran a moézeme ich teda lubovolne spa-
rovat. Po sparovani hran mozeme ukoncif spracovanie aktualneho vrcholu a vratit sa k
otcovi. Tymto spdsobom sa ndm muselo podarit sparovat vSetky hrany, pretoze pri kaz-
dom vrchole sme nechali nesparovani nanajvys jednu hranu — ale ta viedla k otcovi a
bola nutne sparovana pri spracovavani otca.

Uvedomte si, Ze ani pri poslednom spracovavanom vrchole problém nastat nemohol.
Teoreticky by mohla nastat situédcia, v ktorej by neexistovala hrana, ktorti by sme mohli
vynechat, ak by ndm v tomto vrchole zostal neparny pocet nesparovanych hran. Vsetkych
hran vsak bol parny pocet a aj po sparovani niektorych hran je pocet nesparovanych
hran nadalej parny. Preto ndm v poslednom vrchole musel zostat parny pocet hran, ktoré
Tahko sparujeme. Algoritmus mé ¢asovu aj pamétova zlozitost O(M + N), kde N je pocet
vrcholov grafu G a M je pocet jeho hran.






12. Stredoeurdpska informaticka olympiada

Dvanésty ro¢nik Stredoeurépskej olympiddy v informatike (CEOI 2005) sa konal v
drioch 28.jula - 4.augusta 2005 v Sarospataku v Madarsku. Zucastnilo sa viac nez 50
sttaziacich z Chorvatska, Ceskej republiky, Nemecka, Madarska, Polska, Rumunska a
Slovenska, ale aj Bosny a Hercegoviny, Esténska, Franctzska, Spanielska, Holandska a
Portugalska, ktori boli pozvani ako hostia. Nasu krajinu reprezentovali Peter Peresini (3.
rotnik, Gym. J. G. Tajovského Banskd Bystrica), Daniel Bundala (3. ro¢nik, Gym. J.
Hronca Bratislava), Matas Petruldk (4. ro¢nik, Gym. Grosslingova Bratislava) a Jakub
Imriska (3. ro¢nik, Gym. J. Hronca Bratislava). Vypravu sprevadzali doc. RNDr. Gabriela
Andrejkova, CSc. (¢lenka SK MO, z PF UPJS) a Juliana Lipkova (¢lenka SK MO, z FMFI
UK).

Sutaz sa skladala z dvoch stutaznych dni. Kazdy den stfaziaci riesili tri tlohy algorit-
mického charakteru. Plny pocet bodov (600 bodov) neziskal nikto, vitazovi, Dan Ionut
Fechete z Rumunska, chybalo vyriesit za plny pocet bodov priklad z nézvom Service,
s ktorym sa popasil iba jeden sttaziaci. Dalsie priecky obsadzovali poliaci, ktorym sa
na CEOI (a nielen tam) velmi darilo. Nasi sutaziaci si znovu uzili trochu smoly, takze
miestam ,,pod ¢iarami“ sa nevyhli. Ziskali sme 3 bronzové medajly. Vysledky nasich su-
taziacich st uvedené v nasledujicej tabulke:

Meno Body za tlohy Body | Medaila
Dep Key Ser Fen Net Tic
Peter Peresiny |43 90 0 % 9 6 289 | bronzova
Daniel Bundala | 13 90 21 8 15 45 269 | bronzova
Matus Petruldk | 26 100 5 65 0 15 211 | bronzova
Jakub Imriska | 7 5 38 0 40 79 169 | -

Stcastou neodborného programu bola obhliadka mesta Sarospatak, vylet na ran¢ a ob-
hliadka keramikarne, spojenda s vyrobou vlastného hrnceka. Zorganizovali nam tiez Spor-
tové hry, rozne umelecké aktivity ako napriklad pracu s hrnc¢iarkym kruhom, vyrobu
roznych pistal a podobnych nastrojov. Kedze sme boli v tokajskej oblasti, nechybala ani
navsteva pivnice s ochutnavkou vina. Stutaziaci si tiez kratili ¢as navstevovanim miestneho
preplneného kupaliska alebo vecernym , gitarovanim® a spievanim.

Budtcoroénéa Stredoeurdpska olympidda v informatike sa bude konat v Chorvétsku.
Uvidime, ¢i sa im podari vyrobit aspoil rovnako kvalitné tlohy, ako boli v Madarsku.
Dufajme. A rovnako dufajme, ze nasi reprezentanti im ukazu, co vedia.

Juliana Lipkova, FMFI UK
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Zadania aloh 12. Stredoeurdpskej informatickej olympiady

Preusporiadanie skladu

Pocet bodov: 100 bodov
Dostupnd pamdt: 64 MB
Maximadlny cas behu: 2s

Spolo¢nost vlastni N obchodov, pricom kazdy predava M roznych druhov slimékov.
Spoloc¢nost mé velky sklad, v ktorom sa slimaky balickuji predtym, nez si prevezené
do obchodov. Kazdy obchod dostava rovnaké mnozstvo z kazdého druhu slimakov. Preto
spolo¢nost balickuje uréity pocet slimakov daného druhu do konzerv a oznacuje tto kon-
zervu identifikacnym ¢islom. Identifikacné ¢isla st od 1 do M. Teda na konci balickovania
je vsklade M - N konzerv a prave N konzerv je oznac¢enych jednym identifika¢nym c¢islom.

Pretoze sklad je tzky, konzervy st usporiadané v jednom rade. Kvoli zrychleniu distri-
blicie sa manazér rozhodol preusporiadat konzervy v sklade. KedZe slimaky st odvazané
do kazdého obchodu prave jednym nakladiakom a kazdy nakladiak vezie prave jednu kon-
zervu z kazdého druhu, vhodné usporiadanie konzerv v sklade je nasledujtce. Prvych M
konzerv v rade musi byt oznadenych roznymi identifikacnymi ¢islami, druhych M kon-
zerv v rade musi byt oznacenych réznymi identifikacnymi ¢islami, atd. Nanestastie je len
jediné voIné miesto pre konzervu, a to na konci radu. Preto sa preusporiadanie musi robit
takto: zdvihne sa konzerva a prenesie sa na volné miesto. Po skondeni preusporiadania
musi byt volné miesto znovu na konci radu.

Cielom je zminimalizovat pocet presunov potrebnych na preusporiadanie.

Sttazna tloha

Vasou tlohou je napisat program, ktory vypocita minimalny pocet presunov potrebnych
na preusporiadanie a uréi postupnost presunov, pomocou ktorej ho mozno dosiahnut.
Format vstupu Prvy riadok vstupu (textovy stibor depot.in) obsahuje dve celé ¢isla N
aM.N (1 <N <400) je pocet obchodov a M (1 < M < 400) je pocet druhov slimakov.
Druhy riadok obsahuje N - M celych ¢isel, ktoré urcuju identifikacné ¢isla konzerv na
zaciatku. Identifika¢né ¢islo produktu z(1 < x < M) sa nachadza v riadku prave N-krét.

Format vystupu Prvy riadok vystupu (textovy subor depot.out) by mal obsahovat
prave jedno celé ¢islo S, minimélny pocet presunov, ktory je potrebny na preusporiadanie
konzerv (Poduloha A).

Nasledujucich S riadkov popisuje proces preusporiadania (Poduloha B). Kazdy riadok
obsahuje dvojicu celych cisel z,y. Dvojica x,y popisuje presun: konzerva z pozicie x sa
presunie na poziciu y. Pozicia je identifikovana ¢islami od 1 do N - M + 1; na zaciatku je
volné pozicia N - M + 1 (nie je na nej ziadna konzerva). Presun z = na y je mozny len
vtedy, ak je pozicia y volna. Po presune z x na y bude pozicia x uvolnena. Ak je viacej
moznosti, vypiSe Tubovolni z nich. Ak riesite iba podulohu A, mozete vypisat len prvy

riadok.
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Priklad

Subor depot.in Subor depot.out

56 8

413165232356214564132455 931

123466 18 9
10 18
4 10
31 4
30 31
24 30
31 24

Viacklticové triedenie

Pocet bodov: 100 bodov
Dostupnd pamdt: 10 MB
Maximadlny cas behu: 6s

Majme tabulku pozostavajicu z riadkov a stipcov. Stlpce st oéislované od 1 po C.
Pre zjednodusSenie polozky v tabulke s refazce tvorené pismenami malej abecedy.

L 12 03t J2 3 [t 2 [3 |
ananas | remen | slavik banan | brada | rota ananas | gau¢ | sadra
ananas | gau¢ | sadra ananas | gau¢ | sadra ananas | remen | slavik
puska | gauc¢ | slavik puska | gauc¢ | slavik banan | brada | rota
banan | zlato | slavik ananas | remen | slavik banan | zlato | slavik
banan | brada | rota banan | zlato | slavik puska | gauc¢ | slavik

Tabulka 1 Tabulka 2 Tabulka 3

Na takychto tabulkach je definovana operacia Sort(k): Sort(k) utriedi riadky tabulky
v poradi podla hodnét v stipci & (poradie stipcov sa nezmeni). Triedenie je stabilné,
teda riadky, ktoré majt rovnaké hodnoty v stlpci k, zostavaji vo svojom origindlnom
poradi. Napriklad aplikdciou Sort(2) na tabulku 1 dostaneme tabulku 2.

Budeme sa zaoberaf postupnostami takychto triediacich operécii. Tieto operacie st
postupne aplikované na t istu tabulku. Napriklad aplikdciou postupnosti Sort(2); Sort(1)
na tabulku 1 dostaneme tabulku 3.

Dve postupnosti triediacich operéacii s ekvivalentné, ak pre Tubovolni tabulku majua
rovnaky efekt. Napriklad postupnost Sort(2); Sort(2); Sort(1) je ekvivalentna s postup-
nostou Sort(2); Sort(1). Avsak nie je ekvivalentna s postupnostou Sort(1); Sort(2), pre-
toze efekt pri jej aplikacii na tabulku 1 je rozdielny.

Sttazna tloha

Dané je postupnost triediacich operacii. Napiste program, ktory uréi najkratsiu ekviva-
lentni postupnost.
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Format vstupu Prvy riadok vstupu (textovy stibor keys.in) obsahuje dve celé ¢isla C'
aN.C (1 <C <1000000) je pocet stipcova N (1 < N < 3000000) je pocet triediacich
operécii. Druhy riadok obsahuje N celych ¢isel k;, (1 < k; < C), ktoré definuji postupnost
triediacich operécii Sort(ky);...;Sort(ky).
Format vystupu Prvy riadok vystupu (textovy stbor keys.out) by mal obsahovat
prave jedno celé &islo M, dlzku najkratSej postupnosti triediacich operacii, ktoré je ekvi-
valentna so vstupnou postupnostou (Podtloha A).

Druhy riadok obsahuje presne M celych ¢isel reprezentujicich tato najkratsiu postup-
nost (Poduloha B). Ak riesite len podilohu A, méZete vynechat druhy riadok.

Priklad

Subor keys.in Subor keys.out
4 6 3
121233 123

Sluzba ,,Prideme az k Vam*

Pocet bodov: 100 bodov
Dostupnd pamdt: 64 MB
Mazimdlny cas behu: 3s

Spoloc¢nost poskytuje sluzby pre svoje pobocky v roznych mestach. Spolo¢nost ma
troch zamestnancov, ktori vybavuji sluzbu ,Prideme az k Vam“. Ak sa ziadost objavi
na nejakom mieste, jeden zo zamestnancov sa musi presunit zo svojej aktuédlnej pozicie
na poziciu ziadosti (ak sa tam Ziaden zamestnanec nenachadza) tak, aby ziadost bola
splnend. Na kazdu ziadost sa moze presunut iba jeden zamestnanec, medzi ziadostami
sa zamestnanci nepohybuji a na ziadnom mieste nesmie byt nikdy viac zamestnancov
stcasne. Presun zamestnanca z miesta p na miesto ¢ stoji zadani cenu C(p, q). Funkcia
ceny nie je nutne symetrickd, ale cena nepresunutia je 0, ¢ize C(p,p) = 0. Spolo¢nost
musi uspokojovat ziadosti na striktnom principe ,,Kto prv pride, ten prv melie“. Cielom
je minimalizovat celkovii cenu za sluzbu pre dant postupnost Ziadosti.

Sutazna tloha

Vasou tlohou je napisat program, ktory rozhodne, kedy sa mé ktory zamestnanec presu-
nuf na vybavenie ziadosti tak, aby celkova cena za sluzbu bola ¢o najmensia.

Format vstupu Prvy riadok textového siboru service.in obsahuje dve celé cisla
LaN.L (3 < L < 200) je po¢et miest a N (1 < N < 1000) je pocet ziadosti.
Miesta st oznacené celymi ¢islami od 1 do N. Kazdy z nasledujacich L riadkov obsahuje
L nezépornych celych ¢isel. j-te ¢islo v riadku ¢ + 1 vyjadruje cenu C(i,7), ktord je
mensia ako 2000. Posledny riadok obsahuje N celych é&isel, postupnost Ziadosti. Ziadost
je identifikovand ¢islom miesta, kde sa ziadost objavila. Na zaciatku sa zamestnanci 1, 2,
3 nachadzaji na miestach 1, 2 a 3 v tomto poradi.
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Format vystupu Prvy riadok textového stiboru service.out by mal obsahovat jediné
celé ¢islo M, minimélnu celkovi cenu za poskytovanie sluzby pre dani postupnost Zia-
dosti (Poduloha A). Druhy riadok by mal obsahovat prave N celych ¢isel. i-te ¢islo je
indentifikitor zamestnanca (1, 2 alebo 3), ktory bude obsluhovat i-tu ziadost (Podtloha
B). V pripade, ze mé tloha viac rieSeni, mozete vypisat [ubovolné z nich. Ak riesite len
podulohu A, mozete vynechat druhy riadok.

Priklad

Stbor service.in Stbor service.out
5
121221313

S NN R, =, O o
NNNE-R -, O -, O
D W o1t o N -
= D> O P W
OO, P, NP

4321

Elektricky plot

Pocet bodov: 100 bodov
Dostupnd pamdt: 64 MB
Maximadlny cas behu: 3s

Stary farméar McDonald (u nas zndmy ako J. Hrasko) vlatni velké pastvisko, ktoré
je ohranicené elektrickym plotom. Plot pozostava z kolikov a priamociarych segmentov
drotov, pricom kazy segment spaja dva susedné koliky. Plot sa obvykle nekrizi, t.j. ziadny
drotovy segment nekrizi iny drotovy segment. McDonald bol informovany, ze bude vy-
budovand nové priamodiara cesta a bude prechidzaf cez jeho pastvisko. ISiel na pole a
zbadal, ze uz boli postavené dva koliky oznacujice koncové body cesty a a b. Zbadal, ze
Ciara cesty rozdeluje vnutornu cast jeho pastviska na niekolko disjunktnych oblasti.

McDonald chce urcit kolko oblasti vznikne na kazdej z oboch stran cesty. Zisti, Ze
ziadny kolik plota nestoji na ceste. Naviac, ak drotovy segment sa pretne s cestou, tak
prienik lezi medzi koncovymi bodmi cesty a a b.

Nanestastie, McDonald nemé ziadny prostriedok na meranie vzdialenosti medzi ko-
likmi. M6Ze len pozorovat orientaciu kolikov, t. j. moze ist k Tubovolnému koliku p (aj ku
kolikom oznac¢ujucim cestu), pozera sa smerom ku koliku q a moze vidiet, ¢ treti kolik r
stoji nalavo alebo napravo alebo ¢i vSetky tri koliky st kolinedrne. Nagtastie, McDonald
ma svoj laptop so sebou (ako obvykle), takze moze robit vSetky potrebné vypocty.
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eb

Obr. 44

Sutazna tloha
Napiste program, ktory vypocita pocet disjunktnych oblasti na lavej a na pravej strane
planovanej cesty po rozdeleni pastviska touto cestou.

Kniznica Na zodpovedanie Vasich otazok je vytvorena kniznica lookup s troma opera-
clami:

e GetN je potrebné zavolaf raz na zaciatku, je bez argumentov; vrati N, pocet kolikov.
GetN musi byt volané pred prvym volanim Drift. Pre pocet kolikov v plote N plati
3 < N < 100000.

e Drift je volana s troma argumentami, ktoré predstavuju oznacenia kolikov. Funckia
Drift(x,y,z) vracia 1, ak kolik z stoji na lavej strane pri pozerani sa od kolika x
ku koliku y, vracia —1, ak kolik z stoji napravo a vracia 0, ak tri koliky x,y a z st
kolinearne. Koliky plota st oznacené ¢islami od 1 po N, koliky na koncoch cesty st
oznacené N + 1 a N + 2. Segmenty drotov plota spajaju koliky oznacené cislami i
a (imod N) + 1. Drift vrati 0 aj vtedy, ked aspori dva argumenty st rovnaké.

e Answer bude volana jedenkrat na konci; odosiela rieSenie a vlastne ukonci VAs prog-
ram. Answer mé dva celoCiselné argumenty. Prvym argumentom musi byt podcet
disjunktnych oblasti na lavej a druhym argumentom pocet disjunktnych oblasti na
pravej strane.

(Drift(a,b,p) vrati 1 alebo —1, ak kolik stoji na lavej alebo na pravej strane
cesty.)

Instrukcie pre programatorov v Pascale

Je potrebné pouzit prikaz

uses lookup;
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vo Vasom zdrojovom kéde. Deklaracie funkcii v Pascale:
function GetN: longint;
function Drift(x, y, z: longint): integer;

procedure Answer(x, y: longint);

Instrukcie pre programatorov v C/C++
Pouzite direktivu
#include "lookup.h"

vo Vasom zdrojovom kdde, vytvorte projektovy subor v adresari tlohy a pridajte st-
bory fence.c (fence.cpp), lookup.h a lookup.o do tohoto projektu a potom skom-
pilujte a/alebo vytvorte V4§ program. (Pouzitim Dev-C++ IDE, vybrat Project/Project
Options/Files menu, vybrat stibor lookup.o, zrusit ,include in compilation® a nastavit
,include in linking*).

Prikaz pre kompilaciu:

gcc/g++ -02 -static -o fence fence.c lookup.o -1m
Deklaracie funkcii v C/C++ :

long GetN(void);

int Drift(long x, long y, long z);

void Answer(long left, long right);

Experimentovanie

Poskytneme Vam néastroj, ktory obsahuje kniznice pre WinXP a Linux. Skopirujte si
vhodné kniznice do Vasho adresara pre tlohu.

Néastroj obsahuje generator testov testgener, ktory vytvara sibor fence.in obsa-
hujici spravny ndhodny vzorovy vstup. testgener potrebuje celociselny vstupny para-
meter, N, aproximujici pocet kolikov v plote. Ak N < 300, tak testgener tiez vytvori
postskriptovy subor fence.ps, ktory zobrazuje tvar plota (mdzete ho zobrazif pomocou
gsview alebo inym prehliadac¢om). Generované testovacie data sa pravdepodobne lisia pre
parne a neparne N; poktste sa im porozumiet. Upozornenie: testgener nemoze genero-
vat vSetky mozné vstupy.

Riesenie odoslané funkciou Answer bude zapisané do siiboru fence.out.

Mbobzete vytvorit aj svoj vlatny vstup v textovom sibore fence.in. Prvy riadok musi
obsahovat Styri celé ¢isla, stradnice koncovych bodov cesty.

Druhy riadok musi obsahovat N, pocet kolikov v plote. Kazdy z nasledujtucich N
riadkov musi obsahovat dvojicu celych ¢isel, = y (—20000 < z,y < 20000); dvojica v
riadku i 4+ 2 definuje stradnice koliku oznaceného i.
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Kritické Sietové Prepojenia

Pocet bodov: 100 bodov
Dostupnda pamdt: 64 MB
Maximadlny cas behu: 3s

Bola raz jedna krajina. V tej krajine bola dedina. A v tej dedine bola sief. Komuni-
kacné sief. A keby len obyc¢ajnéd komunikac¢nd siet. .. Tato sief pozostavala z mnoziny po-
¢itacov a obojsmernych kdblov medzi nimi?. Je zndme, Ze vyhladavacia siet je stuvisld, ¢ize
existuje cesticka medzi kazdou dvojicou pocitacov. Niektoré pocitace poskytuju sluzby
typu A vSetkym ostatnym pocitacom, zatial ¢o niektoré poskytuju sluzbu typu B. Nie-
ktoré pocitace mozu poskytovat oba typy sluzieb (A aj B). Kazdy pocita¢ musi mat
pristup k obom typom sluzieb.

Ak sa nejaky kabel prerusi, moze sa stat, ze niektora sluzba sa stane nedostupnou pre
niektoré pocitace. Kabel s touto vlastnostou sa nazyva Kritické Sietové Prepojenie.

Sutazna tloha

Vasou tlohou je napisat program, ktory zisti pocet Kritickych Siefovych Prepojeni (Pod-
tloha A) a pocitace, ktoré su tymito kablami spojené (Podiloha B).

Format vstupu Prvy riadok textového suboru net.in obsahuje Styri celé ¢isla N, M,
K aL N (1 <N <100000) je pocet pocitacov v sieti, M (1 < M < 1000000) je
pocet kablov, K (1 < K < N) je pocet pocitacov, ktoré poskytuju sluzbu A a L je pocet
pocitacov, ktoré poskytuju sluzbu B. Pocitace s identifikované ¢islami od 1 do N. Druhy
riadok obsahuje K celych cisel, ¢isla pocitacov, ktoré poskytuja sluzbu A. Treti riadok
obsahuje L celych ¢isel, ¢isla pocitacov, ktoré poskytuju sluzbu B. Kazdy z nasledujtcich
M riadkov obsahuje dvojicu celych ¢isel p ¢ (1 < p,q < N, p # q); p a ¢ su &isla pocitacov,
medzi ktorymi vedie kabel. Medzi kazdou dvojicou pocitacov je najviac jeden kabel.

Format vystupu Prvy riadok textového stiboru net.out by mal obsahovat jediné celé
¢islo S, pocet Kritickych Siefovych Prepojeni v sieti (Podiloha A). Kazdy z nasledujtcich
S riadkov by mal obsahovat dvojicu celych ¢isel p ¢ (1 < p,q < N), ktoré definuju
Kritické Sietové Prepojenie (Poduloha B). Kritické Sietové Prepojenia mozete vypisat v
Tubovolnom poradi a v kazdom riadku méZete vypisat tiez ¢isla pocitacov (koncové body
kablov) v lubovolnom poradi.

2a inych nedolezitych veci dolezitych pre poéitacovi siet
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Priklad

Stubor net.in Stbor net.out
10 3 4

5
8 3
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N W R N O
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Predaj listkov

Pocet bodov: 100 bodov
Dostupna pamdt: 64 MB
Maximadlny cas behu: 0.5s

Predajna listkov predava vstupenky na koncert. Namiesto predavania jednosedadlo-
vych listkov, predava zvézok listkov na fixny pocet za sebou iducich sedadiel. Predajna
dostala mnoho objednavok. Objednavka na jeden zvizok sedadiel ur¢uje najmensie cislo
sedadla v zvizku.

Zistilo sa, ze predajiia nemdze vyhovief vSetkym objednavkam. Naviac, ak rezervuje
sedadla presne tak, ako je uvedené v objednéavke, potom vela sedadiel ostane prazdnych.
Preto sa predajna rozhodla aplikovat nasledovnu stratégiu na rezervovanie miest a cenu
listkov. Ak je objednavka akceptovana a rezervované miesta su presne tie, ktoré si za-
kaznik vyziadal, zaplati tento zakaznik cel cenu (2 grose za zviizok). Ak je objednavka
akceptovand, ale rezervované miesta sa lisia od vyziadanych (na aspon jednej pozicii),
zakaznik zaplati poloviént cenu (1 gro$ za zvizok).

Cielom je samozrejme maximalizovat celkovy prijem.

Sttazna tloha

Vasou tlohou je napisat program, ktory spocita najvicsi mozny prijem, ktory mozno
dosiahnut (Podiloha A) a najde miesta na rezervaciu pre vybrané objednavky (Podu-
loha B), vdaka ktorym predajnia dosiahne tento prijem.

Format vstupu Prvy riadok textového stboru ticket.in obsahuje 2 celé cisla M a
L. M (1 <M <30000) je pocet sedadiel a L (1 < L < 100) je pocet za sebou iducich
sedadiel v jednom zvizku. Sedadla st ocislované od 1 do M. Druhy riadok obsahuje jedno
celé ¢islo N (1 < N < 100000), pocet objednavok. Treti riadok obsahuje N celych ¢isel
definujicich objednévky. i-te ¢islo v riadku z (1 < z < M — L + 1) znamena, Ze i-ty
zékaznik ziada zvizok sedadiel zacinajici na sedadle z a konciaci na sedadle z + L — 1.
Format vystupu Prvy riadok textového siboru ticket.out by mal obsahovat jedno
celé ¢islo S, najviacsi mozny prijem (Poduloha A). Druhy riadok by mal obsahovat jedno
celé Cislo (), pocet akceptovanych objednavok. Naledujtucich () riadkov popisuje rezer-
vované miesta (Poduloha B). Kazdy riadok by mal obsahovat dvojicu celych ¢isel = y.
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Dvojica x y znamena, ze zakaznik dostane sedadld, zacinajice sedadlom s ¢islom y. Tieto
riadky musia byt utriedené vzostupne podla ¢isla sedadla.
Ak existuje viacero rieSeni, VA4S program by mal vypisat Tubovolné z nich.

Priklad
Subor ticket.in Subor ticket.out
20 3 9
7 6
4 2 10 9 16 15 17 4 1
14
27
3 10
6 13
5 16



17. Medzinarodna informaticka olympiada

V diioch 18. az 25. augusta sa v polskom Nowom Saczi konala uz v poradi sedem-
nasta Medzindrodné olympidda v informatike. Zucastnilo sa jej okolo 270 sufaziacich z
celého sveta. Nasu krajinu tento rok reprezentovali Styria gymnazisti. Netradi¢ne az troch
zastupcov malo gymnazium na Grosslingovej ulici v Bratislave. Boli to Michal Burger,
Frantisek Simancik a Jakub Zavodny. Stvrtym reprezentantom bol Peter Peresini z Gym-
nazia J. G. Tajovského v Banskej Bystrici. Vypravu sprevadzali RNDr. Andrej Blaho
(podpredseda Slovenskej komisie Matematickej olympiady pre kategériu P) a Mgr. Mi-
chal Forisek (¢len SK MO, predseda tlohovej komisie pre kategériu P, obaja z Fakulty
matematiky, fyziky a informatiky UK).

Stutaz sa skladala z dvoch stutaznych dni. Kazdy den stfaziaci riesili tri tilohy algorit-
mického charakteru. Ulohy boli lahsie ako sa ¢akalo od doméaceho Polska, ktoré v tejto
oblasti nesporne patri ku svetovej $picke. Styrom sttaziacim sa podarilo ziskat plny pocet
bodov, a tak sa stat absoltitnymi vitazmi tohoto ro¢nika IOI.

Na vysledku slovenského timu sa odrazilo to, ze vSetci Styria sufaziaci mali za sebou
viacero skusenosti na medzinarodnych stutaziach v roznych predmetovych olympiadach.
Vsetci Styria si z Polska priniesli domov zlaté medaily. (Zlatych medailistov bolo 24,
podobny tispech sa tento rok podaril uz len Cine a Rusku.) Spolu z vysledkom z roku
1998 ide o najvyraznejsi tspech slovenskej reprezentacie, a vSetkym Styrom sttaziacim aj
touto cestou gratulujeme.

Vysledky nasich stutaziacich st zhrnuté v nasledujucej tabulke:

Meno Body za tlohy Body | Medaila
Gar Mea Mou Bir Rec Riv
Michal Burger 100 100 76 100 100 100 | 576 | zlata

Jakub Zavodny 100 100 76 100 100 60 536 | zlata
Frantisek Simancik | 100 100 50 100 100 50 500 | zlata
Peter Peresini 95 100 76 100 75 50 496 | zlata

Stcastou neodborného programu bola okrem iného plavba na pltiach po Dunajci, ¢i
prehliadka solnej bane Wieliczka.

Budtcoroéna medzinarodnd olympiada sa bude konat v roku 2006 v mexickej Meride.
Verime, ze na nej slovenské druzstvo nadviaze na tohtoro¢ny tspech.

Mgr. Michal Forisek, FMFI UK
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Zadania aloh 17. Medzinarodnej informatickej olympiady

Zahradka

Dostupnd pamdt: 32 MB
Mazimdlny cas behu: 0.5s

Bajtazar mé najkrajsiu zahradu Siroko-daleko, mozno dokonca v celej Bajtazii. Rastie
mu v nej n velkych krasnych ruzi. Prisla ale sezéna ziab a slimakov, ktoré rady Zeru ruze
a lez za nimi do zdhrad. D4 sa sice proti nim bréanit pravidelnymi postrekmi okenou, ale
Bajtazarova zédhrada je privelkd. Bajtazar si uvedomil, Ze sam ju proti tomuto néjazdu
neubrani. Rozhodol sa preto, Ze najme dvoch zadhradnikov. Kazdy z nich dostane na
starost jednu obdlZnikovt ¢ast zahrady. Tieto oblasti sa nesmt prekryvat a v kazdej z
nich musi byt presne k ruzi.

Bajtazar chce samostatne oplotif kazdu z tychto dvoch oblasti. Plot je ale drahy, preto
by naii chcel pouzit ¢o najmenej metrov pletiva. Vasou tlohou bude zistit, kolko metrov
pletiva mu stac¢i na uskutocnenie jeho zamerov.

Zéahrada je obdlznik, [ metrov dlhy a w metrov Siroky. Je rozdelena na [ xw Stvorcovich
parciel, kazda z nich mé rozmery 1m x 1m. Kazda parcelu vieme jednoznacne popisat jej
stradnicami (z,y), kde 1 <z <[l a1l <y < w. Na kazdej parcele moze rast Tubovolne
vela ruzi.

Obdlznikové oblasti, ktoré méate zvolif, musia mat strany rovnobezné so stranami
zahrady a ich hranica nesmie pretinat ziadnu parcelu. Oblast je teda jednoznacne urcend
stradnicami parciel v jej dvoch protilahlych rohoch. Ak teda uvazujeme obdlznikovi
oblast, ktorej rohové parcely maja stradnice (Iy,w), (l1,ws), (l2,w1), (l2,ws), pricom
plati 1 < [; <lh <lal<w <wy; < w, potom plati:

e Oblast obsahuje prave tie parcely (z,y), pre ktoré plati [y <z <y a w; <y < ws.
e Obvod oblasti v metroch je 2(lo — Iy + 1) 4+ 2(wg — wy + 1).

Zvolené dve oblasti sa nesmu prekryvat. Mozu sa dotykat stranou, ale kedze kazdu treba
oplotif samostatne, plot tym neuSetrite.

Sutazna tloha
Napiste program, ktory

e nacita zo Standardného vstupu rozmery zahrady, celkovy pocet ruzi, pocet ruzi v
kazdej z hladanych oblasti a pozicie jednotlivych ruzi.

e vypocita, aky najmensi stcet obvodov mézu mat dve obdlznikové oblasti, ktoré
obsahuju spravny pocet ruzi a neprekryvaju sa.

e vypise vysledok na standardny vystup.
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Format vstupu V prvom riadku vstupu st dve celé ¢isla l a w (1 < [, w < 250) oddelené
medzerou — rozmery zahrady. V druhom riadku st dve celé ¢islan a k (2 < n <5000, 1 <
< k <n/2) oddelené medzerou — pocet ruzi v zahrade a pocet ruzi, ktoré musi obsahovat
kazd4 z hladanych oblasti.

Nasleduje n riadkov, i-ty z nich obsahuje stiiradnice parcely, na ktorej rastie i-ta ruza
— dve celé disla [;, w; (1 <1; <1, 1 < w; < w) oddelené medzerou. Na jednej parcele
moze rast aj viac ruzi.

V 50% sad testovacich dat bude pre rozmery zéhrady platit [, w < 40.
Format vystupu Na standardny vystup vypiste prave jeden riadok. Ak tloha mé rie-
Senie, vypiste jediné celé ¢islo — minimalny dosiahnutelny siucet obvodov dvoch zvolenych
oblasti. Ak neexistuje ziadna vyhovujica dvojica oblasti, vypiste slovo ,NO“ (bez tvo-
dzoviek).

Priklad
Standardny vstup
6 5
73 5 %
34 4
33
6 1 3
11 2
55
55 1le ° °
31 1 2 3 4 5 6
Standardny vystup Obr. 45
22
Postupnosti

Dostupnd pamdt: 16 MB
Maximadlny cas behu: 5s

Predpokladajme, ze mame dant neklesajicu postupnost si,...,s,41 (s; < s;41 pre
1 < i < n). Postupnost my, ..., m, definovant vztahom m; = %(si + si11), pre 1 <
< 17 < n, budeme nazyvat postupnost priemerov postupnosti si,...,s,.1. Napriklad,

postupnost priemerov pre postupnost 1,2, 2,4 je postupnost 1.5,2, 3. VSimnite si, Ze prv-
kami postupnosti priemerov mozu byt desatinné ¢isla. Tato tloha vSak bude pracovat len
s postupnostami priemerov, ktorych prvkami st len celé ¢isla.

Ulohou je pre dant neklesajticu postupnost n celjch ¢isel my, . .., m, vypocitat podet
neklesajicich postupnosti n + 1 celych éisel sy, ..., s,.1, pre ktoré je dand postupnost
mq, ..., M, jej postupnostou priemerov.
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Sttazna tloha
Napiste program, ktory
e nacita zo Standardného vstupu neklesajicu postupnost celych ¢isel,

e vypocita pocet neklesajucich postupnosti, pre ktoré je zadand postupnost jej po-
stupnostou priemerov,

e vypise odpoved na Standardny vystup.

Format vstupu Prvy riadok standardného vstupu obsahuje jedno celé ¢islo n (2 <
< n < 5000000). Zvysnych n riadkov obsahuje postupnost my,...,m,. Presnejsie, v
i + 1 riadku je hodnota m; (0 < m; < 1000000000). Mézete predpokladat, ze v 50%
testovacich pripadov plati n < 1000 a 0 < m,; < 20000.

Format vystupu V&s program by mal vypisat na Standardny vystup préve jedno celé
¢islo — pocet neklesajucich celoc¢iselnych postupnosti, pre ktoré je vstupnd postupnost
postupnostou priemerov.

Priklad
Standardny vstup Standardny vystup
3 4
2
5
9

Zrejme plati, ze existuju Styri neklesajuce celociselné postupnosti, pre ktoré je 2,5,9
ich postupnostou priemerov. Tieto postupnosti si:

e 2,28 10
e 1,3,7,11
e 0,4,6,12

e —1,5,5,13

Horsky park

Dostupnd pamdt: 256 MB
Maximadlny cas behu: 3s

Magistrat mesta Blatislavy sa rozhodol, Ze ked sa uz Horsky park vola Horsky park,
bude tam staf zabavny park. Hlavnou atrakciou bude, ako inak, horska draha. Této bude
vynimo¢né tym, Ze bude virtudlna, aby sa ju dalo ¢asto menit. Cestujici dostani na
hlavy virtuélne helmy, do ruky vrecko s pukancami (alebo napriklad zabami, kazdému
podla jeho chuti) a Specialne kreslo nim bude triast podla aktualneho tvaru trate.



17. MEDZINARODNA INFORMATICKA OLYMPIADA, ZADANIA 157

Stavebnym blokom pouzitym pri vyrobe virtualnej drahy je virtuélna kolajnica. Nasa
draha sa bude skladat z n takychto kolajnic, pospajanych jedna za druhou. Zaciatok trate
je vzdy vo vyske 0. Technik Bajtazar ju vie menif tak, Ze nastavi hodnotu stipania na
nejakom jej tseku (niekolkych po sebe nasledujicich kolajniciach). Stupania a klesania
mimo tohto tseku sa nezmenia. Kazda takato zmena zaroven zmeni vysku, v ktorej sa
nachadza cast trate za zmenenym tsekom. Na obrazkoch na konci zadania vidite priklad,
kedy technik postupne spravil dve nastavenia.

Po tejto virtualnej drahe chodi virtudlny vlacik. Ten zacina na zaciatku trate a ma
dost energie na to, aby sa dostal do vysky h. To znamend, Ze kym je vlacik vo vyske
nepresahujtcej h, ide dale;j.

Na vstupe dostanete postupnost jazd vlacika a nastaveni trate v poradi, v akom sa
udiali v priebehu dna. Pre kazda jazdu vlac¢ika vypocitajte, ako daleko sa dostal (po
vtedy aktudlnej trati).

Interne si simuldtor pamiitéa trat ako postupnost n stipani, jedno pre kazda virtualnu
kolajnicu. Cislo d; predstavuje zmenu vysky pri prejdeni po i-tej kolajnici. Inymi slovami,
ak po prejdeni ¢ — 1 kolajnic sme vo vyske h, po prejdeti ¢ kolajnic budeme vo vyske h+d;.

Na zaciatku st vSetky virtualne kolajnice vodorovné, t.j. vSetky d; = 0. Kazdé nasta-
venie trate je zadané tromi ¢islami: a, b a D. Meneny tsek trate tvoria kolajnice od a-tej
po b-tu, vratane. Stupanie na kazdej z tychto kolajnic bude odteraz D. Formélne, na D
sa zmenia hodnoty d; pre a < i < b.

Kazdé pustenie vlacika je urcené jedinym cislom h, udavajicim maximalnu vysku, do
ktorej vie vyjst.

Sttazna tloha
Napiste program, ktory

e nacita zo Standardného vstupu postupnost, ktord bude obsahovat (v Tubovolnom
poradi) nastavenia trate a jazdy vlacika,

e pre kazdu jazdu vlacika vypocita, kolko kolajnic presiel,
e vypise vysledky na standardny vystup.

Format vstupu V prvom riadku vstupu je jedno celé ¢islo n (1 < n < 1000000 000)
— pocet virtualnych kolajnic, ktoré tvoria trat. Nasleduje niekolko riadkov, kazdy z nich
obsahuje bud nastavenie trate alebo jazdu vlacika. Posledny riadok signalizuje koniec
vstupu. Presnejsie, kazdy z tychto riadkov méa jeden z nasledujtcich tvarov:

e Ak je to popis nastavenia trate, za¢ina pismenom ‘I’ (information), nasleduju celé
¢isla a, b a D oddelené medzerami. Plati 1 < a < b < n a —1000000000 < D <
< 1000000 000.

e Ak je to jazda vlacika, zacina pismenom ‘Q’ (question), nasleduje celé ¢islo h od-
delené medzerou. Plati 0 < A < 1000000 000.



158 54. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

e Ak nenastal ani jeden z predchadzajucich pripadov, riadok obsahuje jediny znak ‘E’
(end) a tymto riadkom vstup kondi.

Mozete predpokladat, Ze v ziadnom okamihu vySka Zziadneho bodu trate neprekroci
1000000 000 ani neklesne pod nulu.

Vstup obsahuje nanajvys 100000 riadkov. V 50% testovacich vstupov bude platit
n < 20000 a buda obsahovat nanajvys 1000 riadkov.
Format vystupu Na Standardny vystup vypiSte pre kazda jazdu vlacika jeden riadok
a v niom jedno celé ¢islo — pocet kolajnic, ktoré vIAcik pri svojej jazde celé presiel.

Ak vlacik vie prist az na koniec trate, spravna odpoved je n.

Priklad
Standardny vstup

3+
2
1

3
4 2
Q1 1 o 0 o 0 o 0 5 0
11402 0 ., &, &, & ¢
Q3

8

Q1 N
I22-1 7+

5
E 4+

Standardny vystup
4

ORFRr NWMOUO

1
0
3

Obr. 46

Pohlad na traf na za¢iatku a po spracovani kazdého nastavenia. Cisla nad bodkami
udévaju vysku, ¢isla nad tseckami stipanie danej kolajnice.

Narodeniny

Dostupnd pamdt: 32 MB
Maximadlny cas behu: 2s

Dnes ma Bajtazar narodeniny. Na jeho narodeninovej oslave bude presne n deti (Baj-
tazar je jedno z nich). Deti st o¢islované od 1 po n. Bajtazarovi rodicia pripravili velky
okruhly stol a okolo neho rozmiestnili n stoli¢iek. Pocas toho, ako deti prichadzaju, si
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okamzite sadaju za stol. Dieta s ¢islom 1 si sadne na Iubovolné miesto. Potom si dieta
s ¢islom 2 sadne po jeho lavej strane. Dalsie dieta (s ¢islom 3) si sadne vedla neho, atd.
Nakoniec si dieta s ¢islom n sadne na posledné volné miesto medzi defmi s ¢islami 1 a
n— 1.

Bajtazarovi rodi¢ia poznaju tieto deti velmi dobre a teda vedia, Ze niektoré z nich
bud velmi hluéné, ak by sedeli blizko vedla seba. Preto sa rodi¢ia rozhodli presadit deti
do prijatelnejsieho poradia. Takéto poradie méze byt popisané permutaciou py, pa, . .., Pn
(p1, P2, -+, Pp st rdzne celé ¢isla od 1 do n) — dieta p; by malo sediet medzi p, a pa,
diefa p; (pre i = 2,3,...,n — 1) by malo sedief medzi p; 1 a p;;1, a diefa p, by malo
sediet medzi p,_1 a p;.

Predpokladajme, Ze vSetky deti uz prisli a posadali si ku stolu. Kedze rodicia chci
presadit deti do navrhnutého poradia, kazdé diefa bude treba posunit po obvode stola
bud vlavo alebo vpravo o niekolko miest. Kazdému diefatu teda musia povedat, ktorym
smerom a o kolko miest sa ma posunit. Potom na dany povel vSetky deti naraz vstant,
presunu sa k spravnej stolicke a sadnu si.

Tato presadzacia procedira zrejme urobi z narodeninovej oslavy maly zmétok. Velkost
zmitku je rovnd najvicsej vzdialenosti, ktori muselo niektoré z deti prejst. Deti mozu
byt presadené mnohymi sposobmi. Rodiéia sa teda rozhodli vybrat ten, ktory sposobi ¢o
najmensi zmétok.

Sttazna tloha
Napiste program, ktory

e precita zo Standardného vstupu pocet deti a permutaciu, ktora urcuje navrhované
poradie deti,

e vypocita najmensiu moznu velkost zmétku,

e vypise vysledok na Standardny vystup.

Format vstupu Prvy riadok standardného vstupu obsahuje jedno celé ¢islo n (1 <
< n < 1000000). Druhy riadok obsahuje n celych ¢isel pq, pa, ..., p,, ktoré st oddelené
medzerami. Cisla py, pa, . . ., pn s permutaciou mnoziny 1,2, ..., n a popisuji navrhované
poradie deti. MoZete predpokladat, ze v 50% testovych pripadov ¢islo n nepresiahne 1 000.

Format vystupu Jediny vystupny riadok na Standardnom vystupe bude obsahovat
jediné celé ¢islo: najmensiu moznu velkost zmétku pri presadzani deti.

Priklad
Standardny vstup Standardny vystup
6 2

345126
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Obr. 47

Obrazok vlavo ukazuje pociatocné rozsadenie deti. Obrazok v strede zobrazuje vy-
sledok nasledujticeho presaddzania: deti s ¢islami 1 a 2 sa posunt o jedno miesto, deti s
¢islami 3 a 5 sa posunt o dve miesta a deti s ¢islami 4 a 6 nemenia svoje miesta. Pod-
mienky navrhovaného poradia st splnené, nakolko 3 sedi medzi 6 a 4, 4 sedi medzi 3 a 5,
5 sedi medzi 4 a 1, 1 sedi medzi 5 a 2, 2 sedi medzi 1 a 6 a 6 sedi medzi 2 a 3. Existuje aj
dalsie mozné zavereéné rozsadenie deti, zobrazené je na pravom obrazku. Ani v jednom
z tychto dvoch pripadov sa ziadne z deti neprestuvalo o viac ako 2 miesta.

Hra s cokoladou
Dostupnd pamdt: 32 MB
Mazimdlny cas behu: 1483

Ked ndm po vylete v batohu zvysi tabulka ¢okolddy rozmerov x X y, mdzeme sa s 1iou
zahrat nasledujicu hru. Hru hraji dvaja hraci, ktori striedavo fahaji. Tah predstavuje
rozlomenie ¢okolady podla niektorej vodorovnej alebo zvislej linky.

b e R it

I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
1 —_— - = R dmmm e [ B ——
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I

Obr. 48: Moznosti prelomenia cokolady rozmerov 4 x 3.

Po rozlomeni hra¢ mensiu ¢ast ¢okolady odlozi nabok a s vicsou sa hra dalej. (Casti
¢okolady porovnéavame podla ich plochy. V pripade, Ze st obe ¢asti rovnaké, hra¢ jednu
odlozi a s druhou sa pokracuje.) Hra¢, ktory nemoéze tahat (lebo uz zostala len jedna
kocka ¢okolady) prehrava.

Porazeny hrac¢ dostane t jednu kocku, ktord mu zostala, vitazovi pripadne odlozeny
zvySok ¢okolady. To uz ale nie je dolezité. .. Vasou tlohou je totiz napisat program, ktory
bude hrat tto hru proti nasej kniznici.

3Mozete predpokladat, ze pocas vyhodnocovania nebude kniznica na svoje tahy potrebovat viac ako
4s.
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Kniznica obsahuje funkcie dimension_x() a dimension_y(). VZdy, ked ste na fahu,
pomocou nich zistite aktualne rozmery ¢okolady.

Na zaciatku hry st oba rozmery ¢okolady od 1 do 100000 000, aspon jeden z nich je

Okrem uz spominanych funkcii obsahuje kniznica aj funkciu cut(dir, position).
Jej volanim oznamujete kniZnici svoje fahy. Parameter dir udava smer rezu — moze
nadobudat hodnoty horizontal a vertical. Parameter position udava zodpovedajicu
stradnicu rezu (vid obrazok). Ak teda napriklad robime horizontélny rez, musi platit
1 <position<dimension_y()—1.

Vas program tahd ako prvy. Pri kazdom zavolani funkcie cut sa va$ fah zaznamena
a kniznica potiahne za druhého hraca. Nové hodnoty, ktoré vam teraz vratia funkcie
dimension_x() a dimension_y(), predstavuji rozmery ¢okolddy po vasom tahu a tahu
kniznice.

Akonéhle vas program vyhré, prehré alebo spravi nekorektny tah (napr. zavold funkciu
cut s nekorektnymi parametrami), bude automaticky ukonceny. Svoj program teda piste
tak, aby nikdy neskon¢il.

Mozete predpokladat, ze pre kazda hru, ktort bude vas program hrat pocas vyhod-
nocovania, existuje vyhravajica stratégia.

Va$ program nesmie ¢itat ani zapisovat Zziadne stibory, nesmie pouzivat Standardny

vstup a vystup a nesmie sa snazit modifikovat pamiit, ktora mu nepatri. Porusenie tychto
pravidiel moze viest k diskvalifikacii.
Skiisanie Aby ste si mohli vyskusat komunikaciu vasho programu s kniznicou, dostanete
ukazkovt kniznicu — stibory preclib.pas, creclib.c a creclib.h. V tejto kniznici je
implementovand trividlna stratégia. Ak chcete, mozte si ich upravif a otestovat svoje
rieSenie aj proti lepsiemu stiperovi. Pocas vyhodnocovania vasho riesenia bude pouzita
ind kniznica, napisana autormi tlohy.

Ked si date otestovat svoj program pomocou prislusnej volby na webe, bude skompi-
lovany s povodnou kniznicou, ktort ste dostali. Vstupny stubor, ktory pri tomto testovani
tiez posielate, by mal obsahovat dva riadky a v kazdom z nich jedno celé ¢islo — rozmery
¢okolady, s ktorou sa chcete hrat (kniZnica si ich precita).

Ak pocas ladenia zmenite kniznicu preclib.pas, prekompilujete ju prikazom ppc386
-02 preclib.pas. Tym dostanete sibory preclib.o a preclib.ppu. Tieto treba umiest-
nit do adresara, v ktorom sa nachadza vas program.

Ak zmenite kniznicu creclib.c, umiestnite sibory creclib.c a creclib.h do adre-
sara, v ktorom sa nachadza vas program.

Nemerite interface siboru preclib.pas ani subor creclib.h.

Mate k dispozicii aj dva ukazkové programy, ktoré tuto kniznicu pouzivaji: prec.pas
a crec.c. Skompilujete ich nasledovne:

gcc -02 -static crec.c creclib.c -1m
g++ -02 -static crec.c creclib.c -1m

ppc386 -02 -XS prec.pas

Vsetky potrebné sibory si mozete stiahnut z http://contest/.
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KniZnica Kniznica teda obsahuje nasledujtce veci:

e FreePascal (preclib.ppu, preclib.o)

type direction = (vertical, horizontal);
function dimension_x(): longint;

function dimension_y(): longint;

procedure cut(dir: direction; position: longint);

V4§ program rec.pas musi obsahovat:
uses preclib;

e GNU C/C++ (creclib.h, creclib.c)

typedef enum _direction {vertical, horizontal} direction;
int dimension x();

int dimension y(Q);

void cut(direction dir, int position);

Vas program (rec.c alebo rec.cpp) musi obsahovat:
#include '"creclib.h"

Priklad komunikacie Nasleduje priklad priebehu hry s ¢okoladou 4 x 3. Pre tuto
cokoladu existuje vyhravajuca stratégia pre prvého hraca.

VA3 program zavola: | Co sa stane:

dimension_x() funkcia vrati 4

dimension_y () funkcia vrati 3

cut(vertical, 1) vas fah sa zaznamend, kniznica mé ¢okoladu 3 x 3, po-
tiahne a vyrobi z nej ¢okoladu 3 x 2

dimension_x() funkcia vrati 3

dimension_y () funkcia vrati 2

cut (horizontal, 1) vas fah sa zaznamend, kniznica mé ¢okoladu 3 x 1, po-
tiahne a vyrobi z nej ¢okoladu 2 x 1

dimension_x() funkcia vrati 2
dimension_y () funkcia vrati 1
cut(vertical, 1) vas tfah vyrobil ¢okoladu 1 x 1, vas program vyhral a

kniznica ho automaticky ukonci.
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Rieky

Dostupnd pamdt: 32 MB
Mazimdlny cas behu: 1s

.....

.....

mora. Rieky sa nevetvia, takze z kazdého miesta je cesta dole pridom k moru jednoznacne
urcena.

Pri riekach sa nachédza n drevorubacskych dedin. V Bajtislave je velka pila, ku kto-
rej zo vSetkych dedin splavuja vSetky stromy, ktoré zotni. KedZze ale takyto transport
stromov je drahy a naméhavy, rozhodol sa kral Bajtas, ze v k dedinidch postavi nové
pily. Tieto dediny teda nebudt splavovat stromy vobec, stromy z ostatnych dedin budua
spracované na prvej pile po prude.

Kralovi tradnici vedia, kolko stromov sa rocne vytne v kazdej dedine. Vasou tlohou
je rozhodnit, aka je minimalna cena transportu vSetkych vytatych stromov (pri spravnej
volbe dedin, v ktorych postavit nové pily).

Predpokladajte, Ze prepravit jeden strom jeden kilometer po rieke stoji jeden cent.

Sttazna tloha
Napiste program, ktory

e nacita zo Standardného vstupu pocet dedin, pocet novych pil, pocet stromov zota-
tych v kazdej dedine a popis riecnej siete,

e vypocita najmensiu dosiahnutelni cenu transportu stromov,

e vypise vysledok na Standardny vystup.

Format vstupu V prvom riadku vstupu st dve celé ¢islan a k (2 <n < 100,1 < k < 50
a k < n) oddelené medzerou — pocet dedin (okrem Bajtislavy) a pocet novych pil, ktoré
treba postavit. Dediny st oéislované od 1 do n, Bajtislava mé ¢islo 0.

Nasleduje n riadkov, i-ty z nich popisuje i-tu dedinu. Obsahuje tri medzerami oddelené
celé cisla w;, v; a d;, kde:

e w; je pocet stromov, ktoré sa v tejto dedine vytazia (0 < w; < 10000)
e v; je ¢islo najblizsej dediny (alebo Bajtislavy) dole po prade (0 < v; < n)
e d; je vzdialenost po rieke z i do v; v kilometroch (1 < d; < 10000)

Mozete predpokladat, Ze celkova cena splavenia vSetkych stromov z dedin do Bajti-
slavy neprekroci 2 000000 000 centov. V 50% sad testovacich dat bude platit n < 20.

Format vystupu Na standardny vystup vypiste prave jeden riadok a v niom jediné celé
¢islo — najmensiu dosiahnutelnii cenu transportu stromov v centoch.
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Priklad

Standardny vstup Standardny vystup
4 2 4

101
1110
10 2 5
123

Bajtislava

Obr. 49

Na obrazku je zndzornend situdcia zo vstupného stiboru. Cisla dedin st uvedené v
krazkoch. Cisla pod krizkami predstavuji pocet zofatych stromov. Cisla nad $ipkami
udévaji vzdialenost v kilometroch, sipky ukazuju dole prudom.

Optimélne riesenie tohto prikladu je postavit pily v dedinach 2 a 3.



Korespondenény seminar SK MO

Koresponden¢ny seminar Slovenskej komisie Matematickej olympiddy (KSSKMO)
vznikol uz pred 30 rokmi (vtedy eSte ako federdlny seminar) preto, aby bolo umoz-
nené venovat individuélnu starostlivost aj tym $tudentom, ktori nenavstevovali triedy
so zameranim na matematiku. Neskor vzniklo velké mnozstvo inych matematickych
korespondenc¢nych seminarov, a aj pocet $kol so zameranim na matematiku stapol,
KSSK MO sa preto zacal zameriavat na zlepsenie pripravy vSetkych Studentov, ktori
preukazali svoje schopnosti v predchadzajucich ro¢nikoch MO. Kedze ulohy tohto
seminara svojou naroc¢nostou prevySovali aktukolvek inii matematickt stifaz pre stre-
doskolakov, seminéar bol dolezitou stcastou pripravy aj na medzinarodni matematick
olympiadu.

Za ostatné roky sa udiali v stredoskolskych seminaroch zmeny, o ktorych sa mozno
docitat v predoslych rocenkach. V stcasnosti plni ilohu povodného KS SK MO kategéria
GAMA seminara KMS, ktory organizuju Studenti FMFI UK v Bratislave a ktory je
oficidlnym seminarom SK MO.

KSSK MO ma4 kazdy rok Sest sérii a v kazdej sérii 5 tloh.

Celkové poradie KS SK MO 2004/2005

1. Ondrej Budac, 3. roénik, Gymnéazium B. S. Timravy, Lucenec, 219 bodov

2. Frantisek Simancik, 4. ro¢nik, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 212 bodov
3. Jaroslav Knebl, 3. ro¢nik, Gymnazium A.Bernoldka, Namestovo, 124 bodov

4. Stanislava Sojdkovd, 4. roénik, Gymnazium Jura Hronca, Bratislava, 114 bodov
5. Jozef Bodndr, 4. ro¢nik, Gymnazium Nam. padlych hrdinov, Filakovo, 97 bodov

Uvéadzame vSetky tlohy tohto ro¢nika sttaze spolu s rieSeniami, ¢asto Studentskymi.
Ulohy boli vyberané najmsi z narodnych olympiad & inych sttazi.
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Zadania sataznych aloh KS SK MO

PRVA SERIA

V piesku na Dunajskej plazi su napisané ¢isla 19 a 82. Kazdy den prejde okolo
nich kajakar Raza a s ¢islami urobi jednu z troch moznych zmien: obe ¢isla zvysi
o jedna, obe ¢isla umocni na druhq, alebo jedno z ¢isel zvysi o jedna a druhé
umocni na druhii. Moze sa stat, Ze jedného diia budu obe ¢isla rovnaké?

Dany je koneény pocet Stvorcov, pri¢om sucet ich obsahov je 1/2. Ukazte, ze
ich je mozné umiestnit do Stvorca so stranou 1 tak, aby sa neprekryvali.

Dana je postupnost {a; }$°, prirodzenych ¢isel, pricom a4 nie je delitelné piatimi
a pre kazdé prirodzené ¢islo n = 1 plati a,+1 = a, + by, kde b, je éislica na
mieste jednotiek ¢isla a,,. Dokazte, ze postupnost a,, obsahuje nekonecne vela
mocnin dvojky.

N4jdite prirodzené ¢isla a, b tak, aby vyraz

b [2a—0b

4\ 2a+b

bol ¢o najvacsim prvocislom.

Kruznice k; a ko sa navzajom dotykaju zvonka v bode A a stcCasne sa obe
dotykaju zvnutra kruznice k v bodoch A; a As. Bod P je jeden z priesec¢nikov
spoloc¢nej vnutornej dotyc¢nice k; a ko s kruznicou k. Nakoniec, body B; su druhé
prieseéniky priamok PA; s kruznicou k; (i = 1,2). Dokazte, ze priamka B; B
sa dotyka oboch kruznic k1, ko.

DRUHA SERIA

Ukézte, Ze v euklidovskej rovine neexistuju 4 body také, ze vzdialenost medzi
kazdymi dvoma bodmi je neparne prirodzené ¢islo.

V trojrozmernom priestore je danych n bodov Aj, Ao, ..., A, tak, ze kazdé
tri z nich tvoria trojuholnik s jednym uhlom v&csim ako 120°. Dokazte, ze je
mozné pospajat vsetky tieto body do lomenej ¢iary A;,, 4;,, ..., A;, tak, aby

.....
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Najdite vSetky reélne rieSenia (x1,...,25) sistavy nerovnic

(] — x315) (25 — w375) < 0,

(23 — waw1) (23 — 24w1) S0,

(23 — z522)(a] — w522) <0,

(x?l — xlxg)(xg —z123) £ 0

(22 — zomq) (2] — m274) 0.

(Juzné Afrika, 1996)

N4jdite vsetky prvocisla p, g, pre ktoré je zlomok

(5 - 27) (5 - 2)
pq

celym c¢islom.

Kruznicu vpisant trojuholniku ABC ozna¢me k a body jej dotyku so stranami
BC a AC postupne D a Ep. Na stranach BC a AC zvolime body Ds a Es
tak, aby |CDy| = |BD1| a |CEs| = |AE4|, bod P je prieseénik tsefiek AD,
a BFEs. Kruznica k pretina tisecku ADy v dvoch bodoch, ten blizsie k bodu A
oznacime ). Ukazte, ze plati |[AQ| = |D2P|.

(USA, 2001)

TRETIA SERIA

Stvorec s rozmermi 99 x 99 je cely pokryty dlazdickami tvarov Hy, 1 a Hi.
Ziadne dve dlazdic¢ky sa neprekryvaji a ziadna nevyénieva von. Dlazdi¢ky mozu
byt aj pootac¢ané. Dokazte, ze dlazdiciek tvaru i je aspon 199.

(Quantum, 1993)

Rasto mé na papieri napisanych 26 roznych ¢isel z mnoziny {1,2,...,100}.
Ukéazte, ze sa z nich d& vybrat niekolko (aspon jedno) tak, ze ich stéin bude
stvorec (t.j. druha mocnina celého ¢isla).

(Rakusko-polské stretnutie, 2003)

V ostrouhlom trojuholniku ABC' plati |[AC| < |AB|. Body O, H, P st pos-
tupne stred kruznice opisanej trojuholniku ABC, ortocentrum trojuholnika
ABC' a pita vysky z vrcholu C na stranu AB. Nech kolmica cez bod P na
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priamku OP pretina priamku AC v bode (). Dokéazte, ze uhly PHQ a BAC
maju rovnaku velkost.
(Irdn, 1997)

Nech p je prvoéislo tvaru 4k + 1. Dokazte, ze rovnica 2 — py? = —1 m4 aspon
jedno riesenie (z,y) v celych ¢islach.

(Irdn, 2004)

Lubovolny n-uholnik P lezi v rovine. Jeho strany st oznacené 1,2,...,n.
Nech S = s1, 82, 53,... je koneéné alebo nekoneéna postupnost, pricom s; €
€ {1,2,...,n}. Budeme preklapat mnohouholnik P takto: najprv ho preklo-
pime okolo hrany s ¢islom s; (takze P v novej polohe je osovo simerny s P
v povodnej polohe podla strany s;), potom okolo hrany s ¢islom s, a tak dalej.
a) Dokazte, Ze existuje nekonefna postupnost S takd, Ze ked podla nej
budeme prekldpat P, tak kazdy bod v rovine bude aspon raz zakryty mno-
houholnikom P.
b) Dokazte, ze postupnost S pozadovana v ¢asti a) nemoze byt periodicka.
c) Nech P je pravidelny patuholnik s polomerom opisanej kruznice rovnym 1.
Nech D je lubovolny kruh s polomerom 1,00001 v rovine pétuholnika. Existuje
koneéna postupnost S taka, ze ked popreklapame P podla S, bude patuholnik P
cely lezat vnuatri kruhu D?
(Irdn, 2004)

STVRTA SERIA

Martanské kocka modrej nezndmej hmoty so stranou 10 sa skladd z 10 x 10 x
x 10 kococ¢iek. Kazda kococka ma svoje sturadnice (postupne od vrcholovej
kococ¢ky (1,1,1) po vrcholovi kococ¢ku (10,10,10)) a je na zaciatku zafarbena
striebornou farbou. Maciatka Pa a Pi sa hraju nasledujicu hru. Zacéina Pa
a potom sa striedaju v fahoch. Maciatko, ktoré je na tahu, si vyberie striebornt
kococku, ktord ma najvic¢si sucet suradnic (v pripade, Ze je takych kocociek
viac, moze si vybrat Tubovolnt z nich) a prefarbi ju zo striebornej na zlata.
NavySe moze lubovolne prefarbit (na zlatd ¢ na strieborni) kazda kococku
okrem vybranej, ktora pretina alebo ktorej sa dotyka tisecka spajajuca stred
vybranej kococky so stredom kococky (1,1,1). Prehrd maciatko, ktoré nebude
moct urobit svoj tah. Pre ktoré z maciatok existuje vitazna stratégia?
(Rastislav Lenhardt)

Zistite, pre ktoré kladné celé ¢isla n sa daju ¢isla 1,2, ..., n napisat v takom po-
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radi, Ze pre kazdé dve ¢isla sa ich aritmeticky priemer nebude rovnat Ziadnemu
z Cisel napisanych medzi nimi.
(Matematické obzory, 1977)

Nech a, b,c,a+b—c,b+c—a,a+c—b, a+ b+ c je sedem réznych prvocisel.
Sucet nejakych dvoch z ¢isel a, b, ¢ je 1 000. Oznac¢me najvicsie, resp. najmensie
zo spominanych siedmich ¢isel M, resp. m. Najdite najvacsiu moznt hodnotu
¢isla M — m.

(Bielorusko, 1998)

Nech ABC je ostrouhly trojuholnik vpisany do kruznice so stredom O. Nech
M, N st body na priamke AC také, ze MN = AC. Nech D je pata kolmice
z bodu M na priamku BC, F pita kolmice z bodu N na priamku AB. Nech
O’ je stred kruznice opisanej trojuholniku BED. Dokazte, Ze ortocentrum
trojuholnika ABC' lezi na kruznici opisanej trojuholniku BED. Dokazte, ze
stred tsecky AN a bod B st stmerne zdruzené podla stredu tsecky OO’.
(Vietnam, 2003)

Pre Tubovolné prirodzené ¢islo n > 1 oznafme s, pocet takych permutécii
(ay,as,...,ay) prvych n prirodzenych ¢isel, ze

1< lag — k| £2 pre vietky k =1,2,... ,n.
Dokazte, ze pre vSetky prirodzené cisla n > 6 plati

TSp—1 < 48, < 885,_1.

(Vietnam, 2003)

PIATA SERIA

Nech AB je priemer kruznice k a O je jej stred. Vnutri tisecky AB zvolme
bod C. Uvazujme iba jeden z oblikov AB, kolmica na AB cez bod C pretina
tento obluk v bode D. Kruznica vpisand do utvaru CBD (t.]. dotykajica sa
kratsieho obluka BD a tse¢iek CB a C'D) sa dotyka tsecky AB v bode J.
a) Dokazte, ze |AD| = |AJ|.
b) Dokézte, ze DJ je osou uhla CDB.
(Pi Mu Epsilon, 1988)

KruZnica k1 sa v bode T zvonka dotyka kruznice ko. Na ko uvazujme Iubovolny
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bod P neleziaci na spojnici stredov oboch kruznic. Bodom P vedieme dotyc¢nice
ku kq, ktoré sa jej dotkni v bodoch A a B. Priamky AT, BT pretnu ko
znovu postupne v bodoch C, D. Priamka C'D pretne doty¢nicu ku ke vedent
bodom P v bode M. Uréte mnozinu vSetkych moznych poloh bodu M, ked
menime polohu bodu P.

(Vietnam, 2003)

N4jdite vsetky prosté funkcie f : N — N také, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n
plati
cnt f (n)

Fif) <

(Rumunsko, 2004)

Nech n > 1 je prirodzené c¢islo a X je mnozina s n prvkami. Nech
Ay, As, ..., Ajp1 st podmnoZiny mnoziny X také, Ze zjednotenie Iubovolnych
50 z nich mé viac ako 50n /51 prvkov. Dokézte, Ze z tychto podmnozin sa daju
vybrat tri také, ze kazdé dve z nich maju aspon jeden spolo¢ny prvok.
(Rumunsko, 2004)

Nech m a n st prirodzené ¢isla. Dokazte, ze ak m je neparne, tak ¢islo

m

37%, 3 (3372) (3n — 1)*

k=0

je celé.
(Rumunsko, 2004)

SIESTA SERIA

Najdite vSetky funkcie f : R — R, ktoré spliiaji rovnost
fly+z2f(x) = fly) +2f(2)
pre kazdu trojicu redlnych cisel x, y, 2.
Najdite vSetky dvojice celoéiselnych parametrov (p, q), pre ktoré ma rovnica
2* =y’ = pry +q

s nezndmymi x, y nekonecne vela rieSeni v obore celych ¢isel.
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Nech O je vnutorny bod trojuholnika ABC'. Priamky OA, OB, OC' pretinajt
strany trojuholnika po rade v bodoch A;, By, C; (po rade roznych od bodov
A, B, C). Nech R;, Ry, R3, R su polomery kruznic opisanych postupne
trojuholnikom OBC, OCA, OAB, ABC'. Dokéazte, ze

|OA,;|
|AA,|

OB, |
|BB1|

|OCH|

Rs > R.
ccy| =

Ry + Rs +

(Rumunsko, 2004)

Nech a, b, ¢ st také redlne ¢isla, Ze polyném P(z) = x3 + ax? + bz + ¢ m4 tri
realne korene (nie nutne roézne). Dokazte, ze plati

12ab + 27¢ < 6a® + 10(a? — 20)*/2.

Kedy nastdva rovnost?
(Vietnam, 2002)

V rovine trojuholnika ABC je dany bod O a kruznica k prechadzajica bodom O
tak, ze priamky OA, OB a OC pretinaju kruznicu k po rade v bodoch P, Q, R,
roznych od O. Body K, L, M (v tomto poradi) st druhé priese¢niky kruznice k
s kruznicami opisanymi trojuholnikom BOC, AOC, AOB, rozne od bodu O.
Dokazte, ze priamky PK, QL, RM prechadzaji jednym bodom.

(Rumunsko, 2004)
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Riesenia sataznych aloh KS SK MO

PRVA SERIA

1.1 Predstavme si, ze stojime na plazi prave v den, ked st obe ¢isla po prvy raz
rovnaké. Aka bola posledna operacia, ktorit Ruza urobil? Do uvahy prichadza jedina,
a to, ze jedno z Cisel zvysil o jedna a druhé umocnil na druhti. Ak by urobil int povolent
operaciu, c¢isla na plazi by boli rovnaké uz predosly den. To ale neboli.

Predosly den boli na brehu é&isla # a 2 — 1. Dnes, po vykonani operacie plus jedna
s jednym a umocnenie na druht s druhym é&islom, zmenil ich Raza obe na x? (z je
prirodzené ¢islo). Pozrime sa teraz bliZsie na to, ako mohlo vzniknit ¢islo 22 — 1. To
sme dostali z 19 alebo z 82 tym, ze sme ho postupne umocnovali na druhu a zvic¢sovali
o jedna. Najblizsia druh4d mocnina mensia ako 22 — 1 je (z — 1)2. Teda po dosiahnuti
¢isla (z — 1) sme uz uréite pridévali len jednotky (neumoctiovali sme viac), kym sme
nedosiahli ¢slo 22 — 1. Kolko dni sme to robili? Tolko, kolko sme pridali jednotiek, ¢ize
2% —1—(x —1)? = 22 — 2. Druhé ¢islo malo véera hodnotu z a vieme, Ze kazdym diiom
sa zviicsilo aspon o jedna, ¢ize pred 2x — 2 dilami muselo byt urcite mensie ako 19.

Co z toho vyplyva? Ze &slo 22 — 1 bolo doteraz vzdy iba zviéSované o jedna
a nikdy nedosiahlo hodnotu najblizS§ieho mensieho Stvorca. Teraz potrebujeme zistit,
ktoré z ¢isel 19 a 82 to bolo.

Predpokladajme, ze je to ¢islo 19. Uvedomme si, ze ak by sa k ¢islu 19 stale
pripocitavala jednotka a k ¢islu 82 by sa pridala jednotka alebo by sa umocnilo na
druhd, ich rozdiel by sa nikdy nezmensoval. Teda nikdy nebudd rovnaké.

Co ak by 82 bolo to ¢islo, ¢o sa stale zvic¢suje o jedna? Potom nech po k diioch
prvykrat umocnime ¢&islo upravované postupne z 19. Mame ¢islo (19 + k)2 = 361 +
+ 38k + k2 a ¢islo 82 + k + 1, ¢o je éislo urcite mensie a nikdy to druhé ,nedobehne*
postupnym pridavanim jednotiek.

Tymto sme dosli k zaveru, ze ¢isla na plazi nebuda nikdy rovnaké.

Pozndmka. Uloha je naro¢na tym, Ze sa na fu treba pozriet netradicne — odzadu.
Pokusy cez rozne parity a iné zvysky po deleni ¢i skimanie rozdielov a iné invarianty
nevedu k rieSeniu.

1.2 Ukladajme stvorce v poradi od najvicsieho po najmensi. Najvicsi stvorec polozime
do Tavého dolného rohu (jeho vysku oznac¢me h). Potom ukladame stvorce do riadku
vpravo od neho, az kym nejaky Stvorec netréi von. Tento pre¢nievajuci Stvorec (jeho
vysku si oznacime ho) ulozime na novy riadok, teda na predizent hornii stranu najvic-
sieho §tvorca minulého riadku. Na tento riadok ukladédme aj dalSie Stvorce, kym sa da.
Potom pokracujeme v dalSom riadku, atd. Vysku vediceho (t.j. najvécsieho) Stvorca
posledného riadku oznacime hy.
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Uloha sa nam teda redukuje na dokaz, ze hy + hg +---+ hy = h < 1. S tymto
oznacenim vieme plochu S, ktorti zaberaju nase Stvorce, ohranicit zdola

S =hi+ (1—hi)ha+ (1 —hy)hs+ -+ (1= hy)hs,

pricom prvé dva séitance st za prvy riadok a kazdy dalsi séitanec reprezentuje jeden
riadok. (MoZe sa zdat, Ze sme do pokrytej plochy zaratali aj konce riadkov, ktoré
nemusia byt vzdy pokryté, ale my tam ratame vedici Stvorec nasledujuceho riadku,
ktory inde v stcte zaratany nie je.) Z k-teho riadku ratame len prvy stvorec. Teda méame

1
iﬁ+ﬂ—hﬂ@—hﬂ§S:§.

KedZe 1 — hy nie je nula, predosla nerovnost je ekvivalentna s nerovnostou

—h
— Iy

N[
=N

h < + hy.

—

Po ciastocnom vydeleni dostavame

1

h<h +1——2 h
=>ny+ 1—h1+1

a poslednou sériou uprav dostavame konec¢ny tvar

1
h<3—(2—2h; +——
=3 ( 1+2—2h1)’

z ktorého vidime (kedZze ¢t + 1/t = 2 pre vSetky kladné t), ze sucet vySok uloZenych

Stvorcov je mensi ako jedna, takze sa zmestia do jednotkového Stvorca.

1.3 Zo zadania vyplyva, ze by # 0, by # 5. Kedze b,, = (b,,—1 + b,—1) (mod 10), lahko
si mozno v8imnut, ze uz ¢len by musi byt parny a rovnako celd postupnost {b,}5°,
bude obsahovaf len parne ¢isla a navyse bude periodicka s periédou {2, 4, 8, 6} dlzky 4.
Preto pre n = 2 bude platit a, 14 = a, +2+44+8+6 = a,, +20 a teda a, 145 = a, +20s.

Tiez vieme, Ze v postupnosti {a, }72 ; urcite existuje a,, také, ze a,, = 10r +2 a teda
an+1 = 107 + 4. Z tychto dvoch za sebou iducich ¢lenov postupnosti musi byt prave
jeden delitelny ¢islom 4, ozna¢me tento ¢len a,,. Teda a,, = 4, pri¢om 5 1 [ a podla uz
dokdzaného tvrdenia a,, 45 = Gy, +20s = 4(l + 5s). Teda [ mame pevne dané, ale nech
zvolime akékolvek s € N, ¢islo 4(1 4+ 5s) sa bude uréite vyskytovat v nasej postupnosti
{an}52 ;. Staéi nam teda ukazat, ze medzi ¢islami tvaru (I45s) (a teda aj medzi ¢islami
tvaru 4(l 4 5s)) je nekonecne vela mocnin dvojky.

To ale nie je az taky problém. Pozrime sa blizSie na to, aké zvysky po deleni
piatimi davaju postupne jednotlivé mocniny dvojky. Po vypisani prvych par c¢lenov
vidime, Ze tvoria periodickt postupnost {1,2,4,3, ...} s periédou 4, ¢o mozno dokazat
jednoduchou matematickou indukciou. To znamend, Ze nech déava d¢islo | akykolvek
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zvySok po deleni piatimi z mnoziny {1,2,3,4} (vieme, Ze 5 1 [), existuje nekonec¢ne
vela mocnin dvojky, ktoré davaju rovnaky zvySok. No a kedZe [ je nejaké koneéné ¢islo,
existuje uréite aj nekonecne vela mocnin dvojky, ktoré davaju po deleni piatimi rovnaky
ich Stvornasobok sa podla predoslych tvah nachddza v postupnosti {a,}52 ;. Tym je
nase tvrdenie dokazané.

1.4 Aby bol vobec vyraz v zadani prvocislo, musi byt v prvom rade prirodzené ¢islo.
Teda 1/(2a — b)/(2a + b) musi byt kladné racionalne &islo. Cize \/(2a — b)/(2a + b) =
= z/y, kde z a y st nestdelitelné prirodzené ¢isla. Umocnenim dostavame (2a—b)/(2a+
+b) = (22)/(y?). Z toho mame

204 — b = ka?, 2a 4 b = ky?
pre nejaké prirodzené é&islo k. Upravou dostaneme

(y* — 2?).

Ked teraz prepiSeme povodny vyraz zo zadania, vidime, Ze sa znacne zjednodusil.
Méame zistif, aké najviicsie prvocislo moze byt vyraz k(y? — 22)x/(8y). Z podmienok
stanovenych na = a y vyplyva, ze k = dy pre nejaké prirodzené d. Skiimajme teda, kedy
sa vyraz d(y? — 2%)x/8 bude rovnat prvocislu p. Mdzu nastat 2 moznosti; kedze = a y
si nesudelitelné, bud st obe neparne, alebo je jedno z nich parne a druhé nepérne.

a=4(@"+y?), b=

|

Ked z aj y st neparne, tak y? — 22 je delitelné 6smimi (premyslite si preco). A teda
nam ostava zistit, kedy je d(y? — x%)x/8 prvoéislo. Sta¢i presktimat tri moznosti:

d=1, z=1, (y*—2%)/8=p;
d=1, (W*—-2%/8=1, z=rp;
d=p, Hy—-2%)/8=1, =z=1

Prva ani druhd moznost nema4 také rieSenie, aby vysledné a a b boli prirodzené, tretej
vyhovuje jedine x = 1, y = 3, d = 2, p = 2 (d musi byt parne, aby sme dostali
a prirodzené). Tomu zodpovedaju k = 6, a = 15, b = 24.

Ak x a y majt rdznu paritu, musi platit k(y? — 2?)z = 8p. AvSak y? — 22 je neparne
a viicsie ako 1, teda y? — 22 = p. PresktSanim moznosti, aby kx = 8 a vysledné a aj b
boli prirodzené, dostavame dve riesenia:

r=1 y=2,d=28, p=3, comuzodpovedaju k =16, a =20, b = 24;
r=2,y=3,d=4, p=>5, c¢omuzodpovedaju k=12, a =39, b= 30.

Porovnanim rieseni oboch pripadov vidime, ze vyraz zo zadania je najvacsie prvocislo

pre a = 39 a b = 30, konkrétne
30 2~39—30_5
4\ 239430
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1.5 Nech 57, S5 st po rade stredy kruznic k1, ko. Najprv si uvedomme, ze dokazované
tvrdenie je ekvivalentné s rovnostou |S;B1Bs| = 90° = | B1B2S2|. Dokadzeme iba
prvi z uvedenych rovnosti (druhé sa dokazuje analogicky) a to pomocou vztahu

|1 S1B1Bs| = 180° — |4 A1 B1S1| — |[< PB1Bs]. (1)

Teraz ukazeme, ze trojuholnik PA;As je podobny s trojuholnikom PB3;B;. To ide
pomerne lahko: z mocnosti bodu P ku kruzniciam k1, ks mdme |PA;|-|PB;| = |[PA|? =
= |PAsy| - |PBs|, teda |PA;|/|PAs| = |PBs|/|PBi| a uhol pri vrchole P je spolo¢ny,
¢o podla vety sus staci. Oznacme |4 A;A2P| = «, z podobnosti mame | PB;Bsy| =
= «. Vyuzime teraz, ze kruznice k a k; st rovnolahlé so stredom v bode A;. Vdaka
tomu |4 A151B1| = |[$A1SP| = 2-«, kde S je stred kruznice k. Trojuholnik A;51 B je
rovnoramenny, teda | A1 B151| = 90° — a. Teraz zostava uz len dosadit do (1).

Pozndmka. Uloha sa da pomerne jednoducho vyriesit aj pouzitim kruznicovej in-
verzie.

DRUHA SERIA

2.1 (Podla Ondreja Buddca.) Budeme dokazovat sporom. Nech mame v rovine 4 body
a medzi nimi neparne celoc¢iselné vzdialenosti. Pozrime sa na to, ako to bude vyzerat.
Najprv si uvedomime, ze ziadne tri z tychto bodov nemodzu lezat na jednej priamke.
Ak by sa totiz také tri nasli (nech st oznacené X, Y, Z v tomto poradi na priamke),
potom | XY |+|Y Z| = | X Z|, teda stet dvoch neparnych ¢isel by bol neparne ¢islo, ¢o je
spor. Takisto Ziadne dva body zo Stvorice nesplyvaju (inak by ich vzdialenost bola 0, ¢o
je parne ¢islo). Takze body st vrcholmi Stvoruholnika (nie nutne konvexného). Uréite

D

40 g

B
Obr. 50

v tomto S$tvoruholniku existuje vrchol, pri ktorom mé uhol velkost mensiu nez 180°.
Oznac¢me ho A a ostatné vrcholy ozna¢me $tandardne B, C'a D. Dalej ozna¢me |AB| =
=a, |AC| =0, |AD| =¢, |BC| =¢, |BD| = f, |CD| =g, |<CAD| =« a |[<BAC| =0
(obr. 50). Teraz skisme napisat kosinusové vety pre trojuholniky ACD, ABC a ABD
a vyjadrit z nich kosinusy uhlov «, 8 a a + (. Po chvili tprav zistime, Ze

24+ b?— g2 a2 + b2 — 2 a4 — §2

cosqq = ——— 7 cos 3 = 52b , cos (a+ ) =

2bc 2ac
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Kosinus stuétu uhlov vieme prepisat podla suc¢tového vzorca v tvare
cos (a+ () = cosacos f — sinasin 3.

Tento vztah upravime, aby sme v nom nemali sinusy. Po preusporiadani a umocneni
dostaneme

(1 — cos® a)(1 — cos? ) = cos? acos® B — 2 cos acos B cos (a + 3) + cos? (a + 3).
Tu uz pozname vsetko, takze dosadime a vyjde

4a2b2 2 —a2(02 12 _92)2 _ 02(a2 Lp? 62)2 _

:bz(a2+02—f2)—(02+b2—gz)(a2+b2—62)(a2+02—f2).

Teraz prichddza chvila, ked vyuZijeme, ze Cisla a, b, ¢, e, f, g si neparne prirodzené
¢isla. Vo vztahu, ktory sme dostali, mame iba Stvorce tychto ¢isel. Vieme, Ze Stvorce
neparnych ¢isel davaju po deleni Styrmi zvySok 1. Skiisme to pouzit a zistit, aky zvysok
dédva prava a lava strana naSej rovnosti. Zistime, ze lava dava zvySok 2 a prava dava
zvy$ok 0. To je hladany spor, takze sme hotovi.

2.2 (Podla Katariny Skrovinovej.) Na tivod dokdzeme dve pomocné tvrdenia.

Turdenie 1 (trojuhlovd nerovnost). Nech A, B, C, D st 4 rozne body v trojrozmer-
nom priestore. Potom

[SADB| + |4 BDC| z |[$ADC|, (1)

pricom uvazujeme konvexné uhly.

Dokaz. Oznac¢me polpriamky DA, DB, DC postupne a, b, c. Ked lezia vSetky 4 body
v jednej rovine, bud a, b, ¢ patria do jednej polroviny, alebo nepatria. Oba tieto pripady
mozeme fahko nakreslit a tiez lahko pre ne zdévodnit nerovnost (1). Zaujimavejsia a nie
az tak zrejma je situacia, ked A, B, C, D nelezia v jednej rovine. Ak uhol ADC nie je
najviacsi spomedzi tych troch uhlov, potom (1) zrejme plati. Nech je najvicsi z nich. Na
polpriamke AC' zvolme bod X tak, aby |[SCDX| = |[CDB]|. Dalej sme predpokladali,
ze |[SADC| > |<CDBJ, preto bod X bude zaroven vnatornym bodom tsecky AC. Na
polpriamke DB zvolime bod Y tak, aby |DX| = |DY|. Vidime, ze trojuholniky Y DC
a X DC st zhodné podla vety sus, preto aj |YC| = | XC|. Z trojuholnikovej nerovnosti
v trojuholniku AY C' dostaneme

IAX|+ |XC| = |AC| < |AY]| + [YC|.

Teda |AX| < |AY| a tiez |[SADX| < [ ADY|. K poslednej nerovnosti s uhlami staci
pripo¢itat |[SCDX| = |[SCDY | a mame dokazany vztah (1).

Tvrdenie 2. Nech A, B, C', D su 4 rozne body v trojrozmernom priestore. Potom

S ADB| + |4 BDC| + |$ ADC| < 360°, (2)
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pricom uvazujeme konvexné uhly.

Dokaz. Pripad, ked vSetky Styri body lezia v jednej rovine, mozno vysetrit jednodu-
cho. Nech A, B, C, D nelezia v jednej rovine. Oznac¢me p taki rovinu, ktort polpriamky
a, b, ¢ pretinaju postupne v troch réznych bodoch K, L, M a navyse kolmy priemet P
bodu D do g lezi vo vnutri trojuholnika K LM . Také rovina vzdy existuje. Napriklad
kazd4 rovina pretinajuca polpriamku DT a kolmé na nu je vyhovujica, pricom 7'
je vnutorny bod Stvorstenu ABCD. VSimnime si uhly KDL a KPL. Kedze KD je
prepona pravouhlého trojuholnika K D P, plati |K D| > |K P|. Podobne aj |[LD| > |LP)|.
Trojuholniky K DL a K PL maja spolo¢ni stranu K L. Dalsie dve strany st v prvom
z nich vzdy vicsie, ako im prislichajice strany v druhom trojuholniku, preto | K PL| >
> |SKDL| (vyplyva to napr. z kosinusovej vety — sta¢i napisat ju pre stranu KL pre
oba trojuholniky a porovnat). Obdobnym postupom sa dopracujeme aj k nerovnostiam
|SLPM| > |<LDM|a|d<MPK|>|<MDK]|. Avsak | KPL|+|XLPM|+|<MPK| =
= 360°. Odtial uz nie je problém dopracovat sa k (2).

Podme teraz dokazat tvrdenie zo zadania. D4 sa dokazovat aj matematickou induk-
ciou. Nasledujuci postup nam vsak da lepsiu predstavu o tom, ako si1 body v priestore
rozmiestnené. Nebudeme sa zaoberat degenerovanymi pripadmi, ked n < 3. Ked n =
A1A9A3. V dalsom budeme uvazovat n = 4.

Nech body Ai,...,A, vyhovuji podmienke v zadani. V kazdom trojuholniku
uhlov v trojuholniku je 180°. Oznacme B; a B, dva najvzdialenejsie body spomedzi
A1, ..., A,. Zrejme nemdzu byt tri také body, lebo tie by tvorili rovnostranny trojuhol-
nik s uhlami rovnymi 60°, ¢o vedie k sporu. V dalSom odstavci ukdzeme, ze By ani B,

V kazdom trojuholniku B; B, K je najdlhsia strana B;B,,, preto najvicsi uhol bude
oproti nej, t.j. pri vrchole K. Nech st teraz K, L dva body spomedzi A4, ..., A, rozne
od By a B,,. Uz vieme, ze | B1KB,| > 120° a | B LB,| > 120°. Preto |<K BB, | <
< 60° a |4 LB1B,| < 60°. Z toho a z trojuhlovej nerovnosti pre body K, B, L a B;
vyplyva

120° > [ K ByBal + 14 BaBiL| 2 [$ K By L. (3)

Lenze potom musi nutne byt |[{KBjL| < 60°. Rovnako by sme postupovali pre
trojuholniky K LB,,.

Uvazujme dalej K, L také dva body spomedzi A, ..., A, rozne od B;, pre ktoré
plati |B1K| = |B1L|. Potom je trojuholnik K LB; rovnoramenny so zakladnou K L.
Uhly pri zédkladni st rovnaké, teda nutne mensie ako 120°. Naposledy sme vSak ukazali,
Ze aj | K B1L| < 120°, takze predpoklad | By K| = |B;L| bol nespravny. Preto mézeme
ostatné body okrem B a B,, oznadit Bs,...,B,_1 tak, ze

|B1B7,| < |B1Bj|, prel <1<y é n. (4)
Uvedomme si, ze podobné situacia je z pohladu bodu B,: pre 1 £ j < ¢ < n plati

|Bn,B;| < |B,Bj|. Ked k tomu pridame skuto¢nost, ze pre 2 < i < n — 1 nemoze byt
bod B; prili§ vzdialeny od priamky By B,, (lebo | B1B;B,| > 120° — treba si uvedomit,
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ako vyzerd mnozina vSetkych bodov X v priestore, pre ktoré plati |4 B1XB,| >

> 120°), vyjde ndm, ze body Bi,..., B, sa nachddzaji s nie velkym rozptylom od
priamky BjB,, priblizne za sebou, ked sa pozerame v smere od By k B,. Preto je
prirodzené predpokladat, Zze hladana vyhovujica lomend ¢iara bude préave By, ... , B,.

Na to musime dokazat, ze vo vSetkych trojuholnikoch B;B;11B;12, 1 < i < n—2, plati
|§BiBi+lBi+2‘ > 120°.

Ak i =1, potom zo (4) vieme, ze |B1Ba| < |B1 B3|, a teda | By BaBs| > | B1BsBa|.
Z (3) zasa vieme, Ze | B2B1Bs| < 120°, preto nutne |4 B1B2Bs| > 120°. Podobnu
situaciu, ale z druhej strany, mame pre i = n + 2.

Nech teraz 1 < 7 < n — 2. Uvazujme body Bi, B;, B;+1 a B;y2. Urcite plati
|§BlBiBi+1| > 120°. V trojuholniku BlBiBi—i—l je ‘Ble‘ < ‘BlBi—l—l‘, Cize opaﬁ
|<B1B;Bit1| > |<B1Bi+1B;|. A dalej zasa z (3) vyplyva |4 B;B1B;+1| < 120°. Preto

PodTa tvrdenia 2 mame |4 B1B; Bit1|+ |4 B1BiBiy2|+ |9 Bi+1B;Bita| < 360°. Velkosti
prvych dvoch uhlov uz vieme, preto nutne | B; 1 B;B; 2| < 120°.

UZ sme skoro na konci s dokazom. Uvedomme si, ze vdaka tomu, Ze pripady i = 1
a i = n+ 2 sme oSetrili zvlast, su teraz body Bj;, resp. B;1o rozne od Bj, resp. B,,.
Preto mozeme postup z predoslého odstavca pouzit aj na body B,, B;, Bi+1 a B;io
a dostaneme |4 B;1B;1+2B;| < 120°. Z toho je uz zrejmé, ze | B; B;11Biy2| > 120°, ¢o
sme chceli dokézat.

2.3 (Podla Frantiska Simancika a Ondreja Buddca.) VSimnime si, Ze zadand ststava
nerovnic je cyklickd. Mo6zu nastat dva pripady: aspon jedno z x; je nulové, alebo vSetky
x; su nenulové.

Pripad 1. Predpokladajme, Ze aspon jedno z x; je nenulové. KedZze méame cyklickt
sustavu, bez ujmy na vSeobecnosti moézeme predpokladat, Zze x5 = 0. Potom z prvej
nerovnice dostaneme 2223 < 0, teda aspoti jedno z z1, 2 je nulové. Analogicky z tretej
nerovnice z3zZ < 0, teda asponl jedno z z3, z4 je nulové. Teda modzu nastat Styri

moznosti.

Ak 1 = x3 = 0, tak z piatej nerovnice r3x2 < 0, teda aspoti jedno z o, 24 je nulové.

Ak z; = x4 = 0, tak z druhej nerovnice x3z3 < 0, teda aspon jedno z za, 73 je

nulové.

Ak 25 = x3 = 0, tak z druhej nerovnice z2z2 < 0, teda aspon jedno z z1, 4 je

nulové.

Ak 15 = x4 = 0, tak z druhej nerovnice x2z3 < 0, teda aspoii jedno z zi, 3 je

nulové.

Vidime, ze v kazdom pripade dostaneme aspon styri nuly, a to znamenad, ze najviac
jedno z; je nenulové. Ked dosadime do stustavy tieto nuly, tak v kazdej nerovnici bude
aspoti jeden ¢initel nulovy, teda nerovnosti budiu splnené. Takze sme dostali rieSenia
typu (0,0,0,0,¢), (0,0,0,¢0), (0,0,¢0,0), (0,¢0,0,0), (¢,0,0,0,0), pricom t € R.
Samozrejme, pre t = 0 tieto rieSenia splyvaju.

Pripad 2. Predpokladajme, Ze vSetky x; s nenulové. Po s¢itani nerovnic a mensej



KORESPONDENCNY SEMINAR SK MO, RIESENIA 179

aprave dostaneme

23 (x3 — 25)? + 2] (22 — 24)* + 23 (21 — 24)* + 25 (23 — 25)* + 25 (00 — 75)* +

+22(zy — 24)? + 23 (20 — 25)% + 23 (21 — 23)2 + 22 (21 — 23)% + 25 (20 — 14)2 L0.

Zrejme sucet Stvorcov je nulovy prave vtedy, ked st vSetky Stvorce nulové. Lenze kazdy
sCitanec je v tvare x?(x; — x)?, kde i # j # k # i, a kedZe x; # 0, musi platif x; = zj.
To ale znamend, ze x3 = x5, To = x4, T1 = X4, T2 = T5, atd., ¢ize do Gvahy prichddza
iba rieSenie typu x1 = x5 = 23 = x4 = x5 # 0. Ked ho dosadime do ststavy nerovnic,
presvedéime sa o tom, ze je vyhovujuce.

Tym je tloha vyrieSend.

2.4 Najprv dokdzme pomocné tvrdenie. Nech r je prvocislo. Potom 5" — 2" je delitelné
prvocislom r prave vtedy, ked r = 3.

Dokaz. Ak r = 3, tak skutoéne 53 —23 = 117 = 32-13. Na druhej strane, ¢islo 5" — 2"
nie je pre ziadne prirodzené ¢islo r delitelné dvoma ani piatimi. A ak je r prvocislo rozne
od 2 a 5, tak (r,2) = (r,5) = 1, t.j. podla malej Fermatovej vety plati 1 = 2"~1 = 57!
(mod r). Nésledne, ak ma r delit 5" — 27, tak

0=5"—-2"=5.-5"1-2.27"1=5.1-2.1=3 (mod r),

z ¢oho 3 | r, jediné vyhovujuce prvodislo je teda r = 3.

Vratme sa k povodnej tlohe. Rozoberme najprv Specidlne hodnoty p, q. Rovnako
ako v dékaze pomocného tvrdenia, 5™ — 2™ nie je pre ziadne prirodzené ¢islo n delitelné
dvoma ani piatimi, takze p ani ¢ nemoze byt 5 ani 2. Preverme eSte moznost p =
= 3 (prvodisla v zadani mozeme vymenit, moznost ¢ = 3 nemusime rozoberat). Potom
méame zistif, pre ktoré prvodisla ¢ je zlomok

(5% —2%) (59 —29)  32.13(59—29) 3-13(57 —29)
3-q 3-q q

celym ¢islom. Prvocislo ¢ mé delit ¢itatela, musi teda delit jedného z troch ¢initelov.
Podla pomocného tvrdenia ostéavaju iba moznosti ¢ = 3 alebo ¢ = 13. Obe vyhovuju,
rieSeniami st dvojice (3,3), (3,13), (13,3). Iné uz nebudu.

Ostal pripad p,q > 5. Vdaka symetrii méZeme predpokladat, ze ¢ > p. Podla
pomocného tvrdenia staci uvazovat iba moznost p | 57 — 29. Z malej Fermatovej vety
(premyslite si preco). Potom podla znameho tvrdenia existuju také prirodzené ¢isla a,
b, ze aq — b(p — 1) = 1. Na zaver ozna¢me k zvySok po deleni ¢isla 57 prvocislom p, t.j.
k =59 =29 (mod p). Dal$im pouzitim malej Fermatovej vety dostdvame

3=5.1>—-92.10 =5.50(=1) _ 9. 9b(p—1) —
= 5P FL _gb(p=DFL — 5ag _ 909 = @ _ k% =0 (mod p),

o nesplia ziadne prvoéislo p > 5.
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2.5 Je dobré pamitat si o vpisanej kruznici jednu vec. Jej dotykové body delia strany
na tseky, ktorych dizku vieme pomocou dlzok stran jednoducho vyjadrit. Konkrétne,
ak ozna¢ime s = (a + b+ ¢)/2 (kde a, b, c je zvycajné oznacenie dlzok stran troju-
holnika ABC'), tak (v stlade s oznacenim v zadani) mame |AFE;| = s —a a |[CDy| =
= |CEy| = s — ¢. Zo zadanych rovnosti |CDy| = |BD;| a |CEs| = |AE;| pritom lahko
dostaneme |BDy| = |CDq| a |AEs| = |CEq| (sta¢i si nakreslit obrazok). Vyuzitim
predoglého preto | BDs| = |AEs| = s — c. Teraz si musime spomentit, ze aj dlzky tisekov
od vrcholov k dotykovym bodom pripisanych kruznic maji podobny tvar. Presnejsie,
ak X je bod, v ktorom sa kruznica pripisana k strane BC' dotyka tejto strany, tak plati
|IBX| = s — ¢. Bod Dy je teda prave tym dotykovym bodom X. (Rovnako aj Fs je
dotykovy bod kruZnice pripisanej k strane AC, ale to potrebovat nebudeme.)

Obr. 51

Obohateni o cenné informécie celt situdciu nakreslime (obr.51). Ozna¢me T bod,
v ktorom sa kruznica pripisana k strane BC dotjka prediZenia strany AC. Posledny
krat pouzijeme vedomosti o dizkach tsekov doty¢nic a uvedomime si, ze |CT| =
= s — b. Nemozno si nevSimnit, Ze obe sledované kruznice na obrazku st rovnolahlé
v rovnolahlosti so stredom A (je to priesecnik ich spoloénych vonkajsich dotyénic).
Taktiez vidno, Ze v tejto rovnolahlosti sa bod @ zobrazi do bodu D, a bod E; do
bodu 7. Zaujima nas dlzka tsecky AQ, preto napidme, ¢o pre nu dostaneme vdaka
uvedenej rovnolahlosti. Vieme, ze |AQ| : |ADs| = |AE4| : |AT|, takze

. |AE1| S —

a
— JADy| = ——— &
4Q| | AT AD;| b+ (s—b)

S

—a
|ADs| = 2221 4D,|. 1)

Venujme sa teraz vyjadreniu dlzky tsecky DoP. Na to budeme potrebovat niekolko
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Obr. 52
sinusovych viet. Ozna¢me velkosti uhlov ako na obr. 52. Z trojuholnikov PBDy a APFE,
mame
|D;P| s—c  |AP| 5 |AP|  sin
- = — = = , takze = —.
sin ¢ sinw  siny |DoP|  sing
Z trojuholnika BC'E, zasa
s—a a a . sin ¢ a
- = — = —, takze - = .
sinp  sin(mr—1) siny sing s—a
Dosadenim do predoslého dostaneme
[AP|  a
|DoP] s—a
a nasledne
|D2P‘ . |D2P‘ N 1 . 1 _S—CL
= = AP =~ a = :
4D T AP+ [D:P] T A T A
Mame tak
s—a
|DoP| = . |ADs|.

Porovnanim (1) a (2) mame |AQ| = |D2P|.

(2)

Pozndmka. Na vyrieSenie tejto tlohy je dolezité mat v hlave zakorenené vedomosti
o dlzkach tisekov dotyénic k vpisanej a pripisanej kruznici (tieto sa daji odvodit
pomerne jednoducho). Bez nich by sme neobjavili rovnolahlost a tazko by sa nam
vyjadrovala dizka |AQ|. Dlzka |DoP| sa da vyjadrit réznymi spdésobmi, napriklad

pouzitim réznych podobnosti ¢i pomocou Cevovej vety.
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TRETIA SERIA

3.1 Tuto tlohu sa moézeme pokusit riesit viacerymi spdsobmi. Mo6zeme napriklad néjst
vSetky sposoby, ako sa da vydlazdit nas Stvorec a pre kazdé takéto vydlazdenie ukazat,
ze sme pouzili asponi 199 dlazdiciek tvaru Hy. Tento pristup ale nie je najstastnejsi,
pretoze by nam trval prili§ dlho a asi by sa nam tazko dokazovalo, Ze sme naozaj nasli
vSetky vydlaZdenia. Ind moznost je najst nejaki vlastnost alebo vlastnosti, ktoré buda
mat vSetky dobré vydlazdenia a pomocou tychto vlastnosti dokézat, ¢o treba.

Ako vSak ndjst taka vlastnost? V tlohe vystupuja iba dlazdicky, Stvorce a pokrytie
dlazdickami. Hladana vlastnost by teda mohla byt nejakym vztahom medzi Stvorcom,
dlazdickami a pokrytim. Ked sa pozrieme na dlazdicky, hned si uvedomime, Ze dve z nich
pokryju vzdy Styri policka Stvorca (policko Stvorca je maly Stvorcek 1 x 1) a jedna tri
policka. Snazme sa nejako vyuzif tato vlastnost. Oc¢islujme niektoré policka Stvorca
¢islom 1 tak, ako ukazuje tabulka.

1 1

Cislo 1 je v kazdom policku, ktoré je v nepirnom riadku a zaroven v neparnom
stipci. V&imnime si, ze jedna dlazdi¢ka zakryje najviac jedno policko s ¢islom 1. Lahko
nahliadneme, Ze o¢islovanych je prave 50-50 = 502 polic¢ok. Oznac¢me x pocet dlazdiciek
tvaru b a y pocet zvysnych dlazdiciek. Potom

T +y = 507

Zaroven vieme, ze
3z + 4y = 99°.

(To kvoli tomu, ze policok je spolu 992 a Hy zaberie tri policka a (' a FH zabert po
Styri.) Dajme teraz nase dva vztahy dokopy a dostaneme

r =4z + 4y — 3z — 4y = 4-50% — 992 = 1002 — 992 = (100 — 99) - (100 + 99) = 199,
¢o sme chceli dokazat.

3.2 Pocet prvocisel v mnozine M = {1,2,...,100} je 25. Kazdé prirodzené ¢islom € M
sa da jednoznacne prepisat do kanonického rozkladu v tvare m = pi* - p5? - ... - p32®,
kde p; je i-te prvocislo a «o; € {0,1,...,6}. Teraz priradime kazdému m € M binarny
25-ciferny kéd ¢(m) = myms ... maos podla nasledujiceho pravidla: Ak «; je parne,

tak m; = 0, inak m; = 1. Je zrejmé, Ze ked je nejaké ¢islo Stvorcom prirodzeného
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¢isla, kazdé prvocislo sa v nom nachadza parny pocet krat, a tak jemu priradeny kéd
pozostava zo samych ntl. Pocéet réznych binarnych kédov dizky 25 je 22°.

Ozna¢me R Rasfovu mnozinu 26 ¢isel. Taky isty kéd moézeme priradif kazdej pod-
mnozine G mnoziny R. Ozna¢me S(G) ¢islo, ktoré dostaneme ako sucin vsetkych prvkov
tejto podmnoziny. Kéd priradeny podmnozine G bude kéd, ktory priradime ¢islu S(G).
MbZeme to urobit z toho dovodu, Ze v kanonickom rozklade S(G) sa nemdze nachadzat

.....

mé 226 — 1 réznych neprazdnych podmnozin.

pocet vsetkych réoznych kédov, na zéklade Dirichletovho principu existuju dve rozne
podmnoziny Gj, Gy mnoziny R, ku ktorym je priradeny taky isty kdd, t.j. ¢(S(Gy)) =
= ¢(5(G2)). Potom zrejme S(Gy) - S(Gz) je Stvorec prirodzeného ¢isla.

Ak st podmnoziny G; a G disjunktné, tak G; UGy C R a S(Gy U Gse) = S(Gy) -
-S(Gz), ¢o je stvorec prirodzeného ¢isla. Takze G; UGs je podmnozina mnoziny R, ktord
obsahuje ¢isla, ktorych sucin dava stvorec.

Ak G, Gg nie st disjunktné, tak G; N Gy = {x1,...,2x} pre nejaké k = 1. Nech
G = (G UGy) \ (G; N Gy), potom

5(G1) - 5(Ge)
SG)=—F5—5
x? a2
kedZe sme spolocné prvky skrtli aj zo stcinu S(G;1) aj z S(Gz). Zrejme S(Gy) - S(Gs)
je Stvorec prirodzeného &isla, a kedze z% --- 22 | S(Gy) - S(Gz), tak aj S(G) je Stvorec
prirodzeného ¢isla. V tomto pripade je G ta hladand podmnoZina, ktorej sucin prvkov
dava Stvorec.
Tym je tloha vyrieSend.

3.3 (Podla Frantiska Simancika.) Ozna¢me k kruznicu opisant trojuholniku ABC,
D druhy priese¢nik vysky C'P s kruznicou k a X pétu vysky z bodu B na stranu AC.
Dalej nech R je priese¢nik priamky QP s tise¢kou DB. Uhol BAC oznaé¢me « (obr. 53).

C
X
H|a
Q
() 0 90° — «
A P B
a R
D

Obr. 53
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V trojuholniku X BA je uhol AXB pravy (BX je vyska na AC), preto |[SXBA| =
= |[SHBA| = 90° — |SXAB| = 90° — a. V trojuholniku PH B podobne |{HPB| =
= 90°, preto |[SPHB| = 90° — |[SPBH| = 90° — (90° — ) = a. Uhly CAB a CDB
st obvodové uhly kruznice k nad tym istym oblikom CB, teda | CDB| = |[CAB| =
= «. Teraz si vSimnime trojuholnik HDB. Uhly HDB a DH B maju velkost «, preto
je tento trojuholnik rovnoramenny. Use¢ka BP je kolma na tsecku HD (lebo CP je
vyska na AB), ¢ize to bude vyska na zdkladiiu v rovnoramennom trojuholniku H DB,
teda zaroven aj faznica a bude platit |HP| = |DP|. Este si vSimnime, ze uhly DPR
a QPH st vrcholové, ¢ize plati [ DPR| = |SQPH|.

Ked sa teraz blizsie pozrieme na to, ¢o sme zatial zistili, vidime, Ze by bolo pekné,
keby sa nam este podarilo dokazat rovnost |PQ| = |PR|. Tym by sme vlastne dokazali,
ze trojuholniky QPH a RPD st zhodné (podla vety sus), a teda aj rovnost |[SCAB| =
= |SPDR| = |4 PHQ)|, ¢o je cielom tlohy.

Skisme tato rovnost dokazat. V nasom pripade naozaj plati, ¢o sa dalo ukézat
napriklad analyticky, alebo elegantnejsie vyuzitim vety, ktora sa v anglickej literatare
nazyva The Butterfly theorem.

Vezmime kruznicu ¢ a nejaku jej tetivu, ktorej priesecniky s danou kruznicou oz-
nac¢ime K, L. Teraz zostrojme dve Tubovolné tetivy AB a C' D prechadzajice stredom M
tetivy KL, pricom A, C lezia v tej istej polrovine urcenej priamkou K L (presne tento
pripad nastava aj v naSom priklade). Potom AD pretina KL v bode X, BC pretina
KL v bode Y a bod M je stredom tisecky XY. A dokaz? Najprv zostrojme cez body

A

Obr. 54

X a Y rovnobezky s AB a CD. Priesecniky s AB ozna¢me X7, Y7 a prieseéniky s C'D
ozna¢me Xo, Y5 (obr.54). Dalej nech |[KM|= |ML| = a, | XM|=x a|Y M| =y. Teraz
si v§imnime, Ze v obrazku mame vela podobnych trojuholnikov, treba to vyuzif. Vidime,
ze trojuholniky XM X; a YMY; st podobné, teda z/y = |XX;|/|YY1|. Podobne
dostaneme z/y = | X X2|/|YYa| (z podobnosti trojuholnikov X M Xs a Y MY3). Taktiez
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plati, Ze trojuholniky AX X; a CYY> st podobné, teda | X X;|/|YYs2| = |[AX]|/|CY|.
Podobne dostaneme |X X5|/|YY;| = |DX|/|BY| (z podobnosti trojuholnikov DX X,
a BY'Y7).

Teraz pomocou toho, ¢o sme dostali, vyjadrime podiel

XX XX, JAX]- DX
y? VY[ [YY2 |ICY|-|BY| .

Z mocnosti bodov X a Y ku kruznici ¢ vyplyva |AX|-|DX| = |KX|-|XL| a |BY]|-
-|CY| =|KY|-|LY]|. Preto

|AX|- |IDX| (a—x)-(a+x) a®>—2a?

CY]-|BY|  (a—y) (aty) a*—y?
Z toho vidime, ze x = y, ¢o sme chceli dokézaf.

3.4 (Podla Ondreja Buddca.) V rieSeni vyuzijeme nasledovné zndme tvrdenie: Pre kazdé
prirodzené ¢&islo n, ktoré nie je $tvorec, ma Pellova rovnica x? — ny? = 1 nekoneéne
vela rieSeni v celych ¢islach. (Dokaz tohto tvrdenia mozno najst v mnohych knizkach
venujucich sa elementarnej tedrii ¢isel.)

Nech (a,b) je najmensie netrividlne riesenie rovnice 22 — py? = 1 (rézne od (1,0)).
Lahko nahliadneme, %e a musi byt neparne a b parne (pri pArnom a by pb? muselo dévat
zvySok 3 po deleni $tyrmi, ¢o nie je mozné). Oznacme teda a =2k + 1 a b = 2m, kde k
a m su prirodzené cisla. Dostavame

a? —1=pb?,
(a—1)(a+1) = pb*,
2k(2k + 2) = p(2m)?,
k(k+1) = pm?.

Cisla k a k + 1 st nesudelitelné, preto prave jedno z nich je delitelné p. V prvoéiselnom
rozklade ¢&isla m? méa kazdé prvoéislo parny exponent a pre kazdé z tychto prvoéisel
s parnym exponentom plati, Ze je nim delitelné prave jedno z ¢isel k, k + 1. Teraz uz
vieme, ze jedno z tychto ¢isel je Stvorcom a druhé je p-nasobkom Stvorca. Existuju teda
dve také prirodzené &isla c a d, ze bud k = ¢ a k+1 = pd?, alebo k = pc? a k+1 = d>.
V prvom pripade plati ¢ — pd?> = —1. ¢ize sme dokazali, Ze existuju prirodzené &isla,
ktoré su rieSenim rovnice zo zadania. Druhy pripad mozno polahky doviest k sporu
s predpokladom, 7e rieSenie (a,b) rovnice 2 — py? = 1 bolo najmensie.

3.5 Najprv sa zamyslime nad par drobnostami, ktoré sa mozu hodit pri rieSeni tejto
¢1 inej tlohy.

Kazda kone¢nd mnozina redlnych ¢isel ma minimum. Nekone¢nd mnozina minimum
mat nemusi, dokonca ani vtedy, ked je ohrani¢end zdola. Podobne to funguje pre
maximum.
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Ku kazdej kone¢nej postupnosti S, podla ktorej preklapame mnohouholnik, existuje
inverznd (oznaéme ju S~1); je fiou postupnost S napisand odzadu. Pri nekonecnej
postupnosti S nemé zmysel hovorit o inverznej postupnosti.

Do postupnosti nemoézeme ,,napchat® prilis vela ¢lenov. Predstavme si takyto postup:
Vezmime si Tubovolni nekoneénti postupnost S. Ak pokryva vSetky body, tak sme
hotovi. Ak nie, tak ju skiisme opravit. Pre kazdy nepokryty bod najdeme koneént
postupnost S;, ktora ho pokryje. A staéi zobrat postupnost S;, S; ', S; tato postupnost
uz pokryva aj ten péovodne nepokryty bod. Problém tohto postupu je v tom, ze funguje
len vtedy, ked je nepokrytych bodov koneéne vela. Co sa stane, ak ich je nekonec¢ne
vela? Skuste sa zamyslief nad tym, ¢i sa daju usporiadat do postupnosti vSetky realne
cisla.

Podme sa pozriet na samotné rieSenie tlohy; vyuzijeme niekolko peknych napadov
Ondreja Buddca.

Lema. Pre kazdy mnohouholnik P existuje kladné ¢islo € a konecna postupnost S,
také, ze ked popreklapame mnohouholnik P podla postupnosti S., tak buda pokryté
vSetky body, ktoré si1 vzdialené nanajvys € od obvodu mnohouholnika P.

Dokaz. Oznatme hrany mnohouholnika P = A;A5...A, za radom Ccislami
1,2,...,n. Nech A; je Tubovolny vrchol mnohouholnika P. Nech ¢; je kladné ¢islo
mensie nez vzdialenost najblizsieho vrcholu mnohouholnika P od vrcholu A;. Potom
kruh so stredom A; a polomerom &; vieme pokryt nejakou konecnou postupnostou S,
staci [27/¢]| preklopeni, kde ¢ je vnatorny uhol mnohouholnika P pri vrchole A;.
Vezmime si fubovolnt hranu A; A; 1 mnohouholnika P (uvazujeme A, 1 = A;). Zrejme
ked mnohouholnik preklopime podla tejto hrany, bude pokryty pés so Sirkou ¢; ;41 >
> 0, pricom tato sirka je rovna vzdialenosti najblizSieho vrcholu od hrany A;A;4;.
Tento pas sa tahd pozdlZ celej hrany, jediny problém méze byt v okoli vrcholov Aj;,
Ai+1, ale to nas netrapi, pretoze tieto body pokryjeme spominanymi kruhmi. Vezmime
teraz najmensie z cisel e1,...,6,,€1,2,... ,Ennt1 @ Oznacme ho e. Z volby cisel ¢;
vyplyva, Ze teraz existuje postupnost S., ktord pokryje vSetky body vzdialené od
mnohouholnika P nanajvys €. Dostaneme ju tak, Ze napiSeme za radom postupnosti
pre jednotlivé epsilony a za kazdou z nich aj zodpovedajicu inverzni postupnost, aby
sme dostali P do pévodnej polohy; S = 5151_15252_1 . 112200 nn.

a) Vezmime mnozinu M bodov takych, Ze kazdy z nich sa d& pokryt kone¢nou
postupnostou. Tato mnozina je zjednotenim mnozZin pokrytych jednotlivymi koneénymi
postupnostami. Ak existuje v rovine bod, ktory nepatri do M, tak existuje aj bod,
ktory tiez nepatri do M a pritom je vzdialeny nanajvys € od nejakého vniitorného
bodu mnoziny M. To je vSak spor s lemou, preto mnozina M musi obsahovat vsetky
body roviny. Nech {S7,55,...} je mnozina koneénych postupnosti. Potom postupnost
S = 5151_15252_1 ... existuje a pokryva celi rovinu, pretoze pokryva vsetky body
mnoziny M. Postupnost S urcite vieme zostrojit, stac¢i do nej pridéavat postupne vsetky
kone¢né postupnosti dlzky 1, potom postupnosti dizky 2,. ..

Uvedme aj iny dokaz casti a). Skusime skonstruovat hladani postupnost S inym
sposobom. Vezmime ¢islo € z lemy a pravouhlu siet mrezovych bodov (k,1), kde k, I st
celé ¢isla, pricom jednotkova tsecka (urc¢enda bodmi (0,0) a (0,1)) ma velkost . Tato
sief mozeme zvolit tak, aby bod (0,0) lezal vnutri mnohouholnika P. Z lemy vyplyva
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existencia postupnosti S. takej, ze po vykonani tejto postupnosti budi pokryté body
(1,0), (0,1), (0,—1), (—1,0). Po pokryti tychto bodov sa presunieme pomocou Casti
postupnosti S. do bodu (1,0) a celé to zopakujeme. Potom sa posunieme do dalsieho
bodu. Takto pokrac¢ujeme dalej, pricom sa pohybujeme po $pirale, aby sme pokryli
vSetky mrezové body. Z lemy vyplyva, ze ak mrezovy bod je vnutornym bodom P, tak
aj cely kruh s polomerom ¢ a stredom v tomto mrezovom bode vieme pokryt konecnou
postupnostou, preto sme pokryli celt rovinu, nakolko je zjednotenim tychto kruhov.
b) Nech takato postupnost je periodickd s periédou p. Potom aj 2p je jej peridda,
navyse parna, takze existuje taka koneéna postupnost T parnej dizky, Ze po aplikovani
T na mnohouholnik P dostaneme s nim zhodny mnohouholnik P’. Dvojica mnohouhol-
nikov P, P’ uréuje zhodné zobrazenie, moze to byt bud otocenie, alebo posunutie
(vyuzivame, Ze postupnost 7" ma parnu dizku, ¢im vylaéime zloZenie osovej simernosti
a otocenia alebo posunutia). V oboch tychto pripadoch je intuitivne jasné, preco celu
rovinu nepokryjeme, korektny dokaz nechdvame na citatela. Pomoze uvedomit si, ze
pre kazdu koneént postupnost existuje kruh, mimo ktorého si vSetky body nepokryté.

c¢) Preformulujme tlohu, mozno to poméze. Na dokaz toho, ze pravidelny pétuhol-
nik P s polomerom opisanej kruznice dizky 1 vieme popreklapat do kruhu % s polo-
merom 1 + ¢ (¢ > 0), sta¢i dokazat, ze jeho stred je od stredu K kruhu k vzdialeny
menej ako ¢. Skimajme teda stred (tazisko) R patuholnika P a skisme zistit, kam ho
vieme preklapanim presunut. Oznacme strany Ay Ao, As Az, AzAys, AsAs, As5A; nasho
pétuholnika P ¢islami 1, 2, 3, 4, 5. Postupnost 2, 5 ndm posunie bod R v smere strany 1
o a(3 4+ +/5)/2 (a je dlzka strany mnohouholnika). Postupnost 2, 1, 5, 2, 1, 5 posunie
bod R v smere strany 1 o a(5 ++/5)/2. UkdZeme, Ze z tychto dvoch posunuti (oznacme
ich v1 a vy) vieme zlozit Tubovolne malé posunutie. Nech n je lubovolné prirodzené ¢islo.
Pre+=1,2,...,n polozme m; = ivy — c;v1, pricom cislo ¢; € N volime tak, aby platili
nerovnosti 0 < m; < v (existencia ¢isla ¢; vyplyva z toho, Ze v; < v a z iracionalnosti
va/v1). Ak pre nejaké i # j plati m; = m;, tak z definicie m;, m; mame

U2 — CjU1 = JU2 — CjVq,

(1 —j)va = (¢ — ¢j)vn,
E . Ci —Cj

(%1 17— j ’
to vSak hovori, Ze vy /vy je raciondlne ¢islo, ¢o je spor. Preto vSetky m; st navzajom
rozne. Rozdelme interval (0,v;) na n — 1 rovnakych intervalov

1 1 2 n—2
<07 n_1U1>7 <n_1U17n_1U1>7 R <n_1U17U1>-

Z Dirichletovho principu vyplyva, ze v aspon jednom z tychto intervalov lezia aspon
dve z ¢isel m;; nech st to bez ujmy na vseobecnosti m; a m;. Potom vieme nejakou
konec¢nou postupnostou posunit bod R v smere strany 1 o d = |m; —m;| < v /(n—1).
Zrejme pre vsetky ¢isla € > 0 vieme zvolit n tak, aby bolo d < n.

Analogicka tivaha sa da spravit aj pre posunutia v smere strany 2 a s tymto uz vieme
dokon¢it dokaz tvrdenia c), stac¢i si uvedomit, ze pre e, ktoré je urcené polomerom
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kruhu k, mdzeme spravit siet bodov (re, se), kde r a s su celé éisla, (0,0) = R, priamka
ur¢ena bodmi (0,0) a (g,0) je rovnobezné so stranou 1 a priamka uréend bodmi (0, 0)
a (0,¢) je rovnobezna so stranou 2. Zrejme pre fubovolni polohu bodu K je tento bod
vzdialeny nanajvys € od nejakého bodu nasej siete.

STVRTA SERIA

4.1 Pozrime sa na pravidld hry, ktori hraji nase maciatka a zistime, aké ma tato
Stvorec. Pokuisime sa najst vitaznu stratégiu takejto hry. Potom sa posnazime zistit, ¢i
neexistuje podobné riesenie pre kocku.

Maéame teda $tvorcovu siet, ktord mé rozmery 10 x 10. VSetky policka st na zaciatku
strieborné. Hrac, ktory je na tahu, si zvoli nejaké policko striebornej farby s najvac¢sim
stu¢tom suradnic. Prefarbi ho na zlato. Okrem toho moze prefarbif (na zlato, alebo na
strieborno) aj niektoré dalsie poli¢ka (okrem vybraného). Su to tie, cez ktoré prechadza
alebo sa ich dotyka tisecka spajajica stred vybraného policka a policka so siradnicami
(1,1). Prehrava hrac, ktory nemoéze potiahnut.

Vsimnime si teraz, ktoré policka maji rovnaky sacet stradnic. Vidime, ze tieto
policka lezia na tisecke rovnobeznej s jednou uhloprieckou. Nazvime policka, ktoré maju
sucet suradnic rovny n, n-td vrstva. Dolezité je uvedomit si, Ze ak si hra¢ vyberie z n-tej
vrstvy ktorékolvek policko, nemoze zmenit farbu Ziadnemu inému poli¢ku v n-tej vrstve.

Pokusme sa teraz zistif, pri akej situdcii nemé hrac, ktory je na tahu, Sancu vyhrat.
Ak fahajici hra¢ musi vyberat policko z tretej vrstvy, kde vsetky policka ((1,2),
(2,1)) st strieborné, tak prehra. Predstavme si, ze sme hraé, ktory prehra. Cim to
je, ze prehrame? Je to tym, Ze ked sme na tahu, tak mozu nastat dve moznosti. Bud
existuje asponi jedno také strieborné policko, ktoré nemoézeme prefarbit (preto v tomto
tahu nevyhrame), alebo si uz vsetky Stvoréeky zlaté a teda nemdzeme potiahnut (¢o
znamend, ze sme prehrali). Nezabudajme, Ze vo vrstve, z ktorej vyberame policko,
nedokazeme prefarbif ani viac, ani menej ako jedno policko. Co to ale znamena?
Jednoducho to, Ze ak mame pred nasim tahom vZdy na vyber z parneho poctu policok,
tak sme v nevyhode.

Moézeme preto vyhlésit nasledujice tvrdenie. Hra¢ prehrava, ak pred kazdym jeho
tahom je pocet poli¢ok, z ktorych si vybera svoj tah, parny.

U7 treba len najst vyhravajicu stratégiu. Budme teraz macickou, ktord vyhra. Jedna
moznost, ako sa d4 vyhraf tato hra, je takd, Ze nasho stipera budeme stéle udrziavat
v prehravajucej pozicii. Inak povedané, budeme hrat tak, aby si pri kazdom fahu vyberal
z parneho poctu policok. Ktoré z maciatok ma vhodné podmienky na tito hru? Méze
to byt Pa? Vyskusajme, uvidime.

Co mézeme robit ako Pa? Na zaciatku prefarbime na zlato len jedno polic¢ko (10, 10).
Pi bude tam, kde ho chceme mat. Po fahu Pi budeme mat na vyber neparny pocet
policok. My vo svojom tahu prefarbime policka tak, ze najprv prefarbime policko ktoré
sme si vybrali (ako ndm kazu pravidld) a potom zmenime farbu kazdého policka, ktorého
vrstva obsahuje neparny pocet striebornych policok.
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Vieme, ze v kazdej vrstve mozeme prefarbif aspon jedno policko. To ndm zaroven
staci na to, aby sme zarucili parny pocet striebornych policok v kazdej vrstve. Vidime,
ze po naSom fahu bude Pi opitf v prehravajucej situécii. Tento postup opakujeme, az
kym nevyhrame.

Rovnakym spésobom moézeme postupovat, ak sa maciatka hraju s kockou, ako je
uvedené v zadani. Bude stacit, ak bude Pa udrziavat Pi v prehravajucej pozicii. To
tiez dokaze, pretoZe aj v trojrozmernej verzii hry moze z kazdej vrstvy prefarbit aspon
jedno policko.

4.2 Kedze n = 1 a n = 2 sa trividlne pripady, za¢nime s n = 3. Urdite nemozeme
zvolit poradie 1, 2,3, ale napr. 1,3,2 alebo 3,1,2 a eSte iné vyhovuji. Pre n = 4 to
mdze byt napr. poradie 1,3,2,4, pre n = 5 vyhovuje 1,5, 3,2,4. Takto pokracujeme.
S narastajucim n je ¢éim dalej, tym zlozitejSie len tak vypisat postupnost, ktora by
vyhovovala.

Vsimnime si napriklad, ¢o sa stane, ked rozdelime ¢isla na parne a neparne a preuspo-
riadame ich tak, ze parne buda v prvej polovici vytvaranej postupnosti a neparne
v druhej. Kedze sucet parneho a neparneho ¢isla je ¢islo neparne, ich priemer nebude
prirodzené ¢islo. Staci sa nam teda zaoberat len vztahmi medzi ¢islami v rdmci tychto
dvoch skupin. Toto uz zavana dobrym napadom (a tak trochu aj indukciou), uz to len
nejako dotiahnut do konca.

Tak to s tou indukciou podme skusit. Budeme ju robit vzhladom na n, pri¢om chceme
dokazat, ze pre Iubovolné 2" vieme najst vyhovujicu postupnost.

1° Pre n = 0,1 vieme ¢isla od 1 po 2" spravne usporiadat.

2° Predpokladajme platnost tvrdenia pre n = k. UkdZeme teraz platnost pre n =

= k + 1. Nech a1,as,...,as je dobré usporiadanie ¢isel 1,2,...,2% a teda pre
vietky p < ¢ < r < n plati (ap + a,)/2 # a4. Zostrojme teraz postupnosti
2a1,2ag, ... ,2a5x a (2a1 — 1), (2a2 — 1),...,(2a9x — 1) a zaoberajme sa postup-
nostou 2ay, 2as, . . . , 2aq9k, (2a1—1), (2a2—1), ... , (2a9x —1). Je zrejmé, Ze obsahuje
vietky ¢isla 1,2, ..., 281 Kedze postupnost a1, as, . . . , asx je dobre usporiadana,
budt aj postupnosti 2ay, 2as, . .. , 2asx a (2a; — 1), (2a2 —1), ..., (2asx — 1) dobre
usporiadané (lahko to mozno dokazat). NavysSe na lavej strane mame samé parne
¢isla a na pravej samé neparne. O nich z predoslej ivahy uz vieme svoje, takze
mozeme povedat, Ze takto zostrojena postupnost &isel 1,2,... 20+ je dobre
usporiadana.

Podarilo sa ndm ukézat platnost tvrdenia pre fubovolné n = 2*. Postupnost dlzky n
mensej ako 2F dostaneme tak, Ze vezmeme usporiadant postupnost dizky 2* a od-
stranime z nej prvky, ktoré sa viicsie ako n. Takto vzniknuté postupnost uréite splia
podmienky zadania. Z toho vyplyva, ze zadaniu ulohy vyhovuju vSetky prirodzené
¢isla n.

4.3 Predpokladajme, Ze ¢isla a, b, ¢ spliiajtuce vietky podmienky zo zadania existuju;
inak vobec nemé zmysel hladat maximum vyrazu M — m. Stéet nejakych dvoch z ¢isel
a, b, ¢ je 1000. Ktoré dve ¢isla to sa? Zalezi na tom? Ked si pozrieme ostatné podmienky
kladené na ¢isla a, b, ¢, vSimneme si, Ze su symetrické vzhladom na ¢isla a, b, ¢ — ked
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vymenime Tubovolné z tychto dvoch ¢isel, nezmeni sa nié¢, inak povedané, je to iba
vecou oznacenia. Preto mozeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze a+b = 1000.
Medzi tymi siedmimi prvocéislami je vela roznych linedrnych kombinécii éisel a, b, c. Ked
budeme sktimat zvysky tychto ¢isel po deleni nejakym malym prvocislom, tak v takom
velkom mnozstve kombinéacii sa lahko stane, Ze zvysok 0 sa vyskytne viackrat a to uz
je spor s podmienkami zo zadania (vSetkych sedem uvazovanych prvocisel je roznych).
Takto vieme vyluéit vyskyt parneho prvodisla (t. j. éisla 2) medzi spominanymi siedmimi
prvocéislami. Dahko preskiimame zvysky tychto ¢isel po deleni tromi; netreba zabudnut
vyuzit, ze a + b = 1000 = 1 (mod 3). Zistime, Ze ¢isla a, b, ¢ davaju po deleni tromi
zvysky 2, 2, 1 (v tomto poradi). Preto prvoéislo a + b — ¢ je delitelné tromi, teda
je rovné 3. Preto ¢ = a + b — 3 = 997. KedZe dvojka sa medzi nasimi prvocislami
nenachadza, je minimum m = 3. Zrejme najvacsim spomedzi nasich ¢isel je ¢islo M =
=a+ b+ c=1000+ 997 = 1997. Preto rozdiel M —m = 1997 — 3 = 1994 pre vSetky
trojice ¢isel a, b, ¢, ktoré spliiaji podmienky zo zadania. TakZe aj maximalna hodnota
tohto rozdielu je 1994.

Este treba dokazat, Ze existuju ¢isla a, b, c, ktoré splhaji vSetky podmienky. Vy-
hovuje napriklad trojica 23, 977, 997 (existuju aj iné trojice).

Iné rieSenie. Mame najst maximum M a minimum m siedmich éisel. Mnohé z tychto
¢isel vieme porovnat aj bez toho, aby sme vedeli konkrétne hodnoty a, b, c. Kedze vSetky
podmienky kladené na cisla a, b, ¢ st symetrické a tieto ¢isla s rézne, mdzeme bez
ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze a > b > c. Zrejme

b+c—a<a+c—b<a+b—c<a+b+c,
b+c—a<c<b<a<a+b+ec,

pretom=b+c—a, M =a+ b+ ca M —m = 2a. Takze maximalizujeme najvicsie
prvocislo, ktoré sa nachadza medzi ¢islami a, b, c. VSetky tieto prvocisla st mensie ako
1000: dve z nich preto, lebo ich stcet je 1000 a tretie preto, lebo ked ho odéitame od
suctu zvysnych dvoch (teda od ¢isla 1000), dostaneme kladné ¢islo. Najvicsie prvocislo
mensie ako 1000 je 997, teda sme ukézali, ze M —m < 2-997 = 1994. Cisla a, b, c, ktoré
spliiaji vSetky podmienky a dosahuje sa pre ne rovnost, nijdeme tak, ako v prvom
rieseni.

4.4 (Podla Frantisky Jasnej.) Tak ako pri kazdej geometrickej tlohe, najdélezitejsi je
pekny velky obrazok. Oznacme P ortocentrum trojuholnika ABC, ) priese¢nik priamok
MD a NFE (treba si uvedomit, ¢i a preco vzdy existuje). Vidime, ze uhly QDB a QEB
su pravé a teda body D a E lezia na Téalesovej kruznici nad priemerom @B, ¢ize jej
stred O’ je v polovici tsecky @B (obr.55). Mame ukazat, ze P lezi na kruznici opisanej
trojuholniku BED. Inak povedané, ze uhol QPB je pravy, lebo zrejme P je rézny od
B (ak je P totozny s (), tak niet ¢o dokazovat, tvrdenie plati trividlne). Vieme, ze
AC je kolmé na PB, teda sta¢i ukazat, ze priamky PQ a AM st rovnobezné. Toto
uz ponechavame ako cvicenie pre citatela. Na zaver si treba uvedomit, ze cely dokaz
sa d& urobit pre akukolvek polohu tsecky M N okrem pripadu, ked je tato zhodné
s useckou AC. Vtedy je vSak dokaz tvrdenia trivialny.
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N

Obr. 55

Podme na druht ¢ast. Zo zadania je zrejmé, ze stred AN je aj stredom C' M. Oznacéme
ho S. Bod O’ je stred tsecky QB a bod O ako stred opisanej kruznice je tiez stredom
priemeru prechadzajiceho bodom B, nech je to BF'. Tvrdenie v zadani plati prave
vtedy, ked S je stred F'Q). Hladajme teda, kde je stred F'Q. Z opisanej kruznice je
zrejme F'A kolmé na AB a FC kolmé na C'B.

KedZze O je na osi tsecky AB a O’ na osi tsecky EB, stred OO’ bude lezat na osi
tychto osi. Tiez vidime, ze stred F'QQ lezi na osi priamok F'A a N E, ¢ize na kolmici na AB
prechadzajuicej stredom tsecky AFE, ¢o nie je ni¢ iné, nez stredna priecka v trojuholniku
AEN. Podobne vdaka tomu, ze O lezi na osi tsecky BC a O’ lezi na osi tsecky BD,
stred F'Q) lezi na osi priamok F'C a M D, ¢ize na strednej priecke trojuholnika C'DM.
Vidime, ze stred F'Q musi byt stredom AN aj stredom CM, ¢ize je to bod S. Tym je
uloha vyriesena.

4.5 Manualne uré¢me niekolko prvych élenov: s; = 0, so = 1, s3 = 2, s4 = 4, s5 = 6.
Teraz skuisme rekurentne vyjadrit s, za predpokladu n = 6. Takéto permutécie sa daju
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jednoznacne rozdelif na 4 disjunktné typy:
ap,=n—1 azaroven a,_1 =mn,
anp=n—1 azaroven a,_s =mn,
anp =N —2 azaroven a,_s =mn,
ap, =n—2 azaroven a,_i1 =n.
Pocet permutacii prvého typu je zrejme s, _s, lebo kazda takdto permutécia vznikne
z permutacie prvych n — 2 ¢isel pridanim poslednych dvoch ¢lenov n, n — 1.
Pre permutécie tretieho typu musi okrem uz uvedeného jednoznacne platit aj
ap—1=mn—3, an_3=n—1.

Cize tychto bude s,,_4.

Polahky nahliadneme, Ze permutécii druhého typu bude rovnako vela ako vSetkych
vyhovujicich permutécii velkosti n — 1, pre ktoré plati a,,_o = n — 1.

Analogicky permutécii Stvrtého typu bude rovnako vela ako vSetkych vyhovujucich
permutécii velkosti n — 1, pre ktoré plati a,,_1 =n — 2.

Porovnajme sucet S takto prepisanych permutécii druhého a tretieho typu s s,_1.
Kazdé permutécia dizky n — 1 prvého typu je v S zaratana dvakrat. Podla toho, ¢o
sme uz spomenuli vyssie, je tychto s,_s. Kazda permutacia dizky n — 1 tretieho typu
nie je v S zaratand ani raz. T¥chto je s,_5. A nakoniec vietky permutacie dizky n — 1
druhého a stvrtého typu st v S zaratané prave raz. Preto

S = Sn—1 + Sp—3 — Sp—5-

Pre s, potom dostaneme uplny rekurentny vztah

Sp = Sn_2+ Sp_a+ 5,
Sp = 8Sp—1+Sp—2+Sn—3+ Sp—a4 — Sn—s5-
Jednoducho mozno dokazat, ze postupnost {s,}72; je rastiuca. Vdaka tejto vlastnosti
pre Tubovolné n > 6 plati
25p—5 > Sp—6,
Sp—1+Sp—2+ Spn—3+Sp—a+ Sn—5 — Sp—6 > Sn—1 + Sp—2 + Sp—3 + Spn—4 — Sp—s5,
Sp—1+t Sn—1 > Sn,
8s,_1 > 4s,,.
Teraz uz treba dokazat iba 4s,_1 > 7s,_1 pre n > 6. Vyratame s; a Sg pomocou
rekurentného vzfahu a overime platnost tohto tvrdenia pre n = 7,8. Pre n = 9
postupujeme nasledovne. 7 rastticosti mame
Sp—4 — Sp_s > 0,
Sp—1+ Sn—2+Sp—3+ Sn—a4 — Sp—5 > Spn—1 + Sp—2 + Sn—3,
Sp > Sp—1+ Sp—92 + 83 >
> Sn_1+ % “Sp_1 + i “Sp_1 = % ©Sp_1,
48, > TSp_1,



KORESPONDENCNY SEMINAR SK MO, RIESENIA 193

pri¢om sme vyuzili platnost uz dokdzaného s,,_3 > 1/2 - s,,_o. Dokazali sme teda obe
nerovnosti v zadani.

PIATA SERIA

5.1 a) (Podla Jakuba Zdvodného.) Ozna¢me ¢ kruznicu vpisant do atvaru CBD a K, L
po rade jej dotykové body s tiseckou C'D a kruznicou k (obr. 56). Body L, K a A lezia na

D

K

A

A O J B

Obr. 56

jednej priamke, lebo kruznice k a ¢ st rovnolahlé v rovnolahlosti so stredom L (bod K sa
v tejto rovnolahlosti zobrazi do bodu leziaceho na kruznici k, pri¢om doty¢nica v tomto
bode bude rovnobezna s doty¢nicou C'D kruznice ¢, preto tento bod na k je A).

Z Talesovej vety vyplyva, ze |[SALB| = |SKLB| = 90°. Kedze aj uhol KCB je
pravy, stvoruholnik KCBL je tetivovy. Z mocnosti bodu A ku kruznici jemu opisanej
vieme, 7e |AC|-|AB| = |AK]|-|AL|. Z mocnosti bodu A ku ¢ vyplyva, ze |[AK|-|AL| =
= |AJ|?. Cize |AJ|*> = |AC| - |AB|. Trojuholnik ABD je pravouhly, preto preni plati
Euklidova veta o odvesne, ktord hovori, ze |AD|?> = |AC| - |AB|. Takze |AJ|?> = |AD|?
a kedze |AJ| a |AD| st kladné ¢isla, prave sme dokazali rovnost |AD| = |AJ|.

b) Tato ¢ast uz bola jednoduchsia (hlavne pre tych, ktori pri tom vyuzili cast a)).
Ozna¢me | DAB| = 2. Uz sme dokazali |[AJ| = |AD]|, teda |[YAJD| = |[<ADJ| =
= 90° — a. Trojuholnik C'DJ je pravouhly, preto |[<CDJ| = «. Uhol | ADB] je pravy,
teda |[4JDB| =90° — |[<ADJ| =90° — (90° — ) = a = |[<CDJ|. Priamka DJ je osou
uhla CDB.

Pozndmka. Samozrejme, prva ¢ast moZno vyrieSit aj bez mocnosti. Staci pouzit
dostatoc¢ne vela Pytagorovych viet na spravne trojuholniky a niekedy elegantne, inokedy
zlozitejsie sa priklad d& dopoditat. Vtedy vSak treba datf pozor na diskusiu, pretoze
poradie bodov C, O, J méze byt rozne.

5.2 Ked nakreslime viacero obrazkov, nadobudneme pevné presvedcenie, ze hladané
body M lezia na spolo¢nej doty¢nici kruznic k1 a ko vedenej bodom T' (ozna¢me ju t).
Zamyslime sa preto, ako by sa to dalo dokdzaf. Ozna¢me p dotycnicu ku ks vedent
bodom P (obr. 57). Chceme vlastne dokazat, Ze priamky ¢, C'D a p sa pretinaji v jednom
bode (potom totiz nutne priese¢nik C'D a p lezi na t). Dobre vieme, ze ¢ je chordalou
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Obr. 57

kruznic k1 a kg. Ak najdeme tretiu kruznicu ¢ taka, ze C'D je chordalou kruznic k
a £ a p je chordalou kruznic ks a ¢, budeme hotovi. Vieme totiz, ze tri chordaly troch
kruznic (ku kazdej dvojici kruznic jedna chordala) sa pretinaju v jednom bode.(Ddokaz
tohto tvrdenia je velmi jednoduchy. Stac¢i si uvedomit, Ze chordala dvoch kruznic je
mnozina bodov majucich k nim rovnakd mocnost.)

Ukézeme, Ze vhodnou ,kruznicou“ ¢ je bod P (chapany ako kruznica zdegenerovana
do jedného bodu). I ked to nie je klasicka kruznica, vSetky veci s mocnostou funguju.
Mocnost bodu X ku tejto ,kruznici“ bude jednoducho ¢islo | X P|?. Lahko sa mo#zno
presvedcit, Ze ,,chordalou“ takejto zdegenerovanej kruznice a inej klasickej kruznice je
tiez priamka.

Zrejme p je chordalou kruZnice kg a ,kruznice“ P (staci si spomentt, Zze mocnost sa
pocita ako druhd mocnina vzdialenosti od dotykového bodu).

Zostéava teda overit, ze C'D je chordalou kruznice k; a ,kruznice P. Na to treba
ukazat, ze C aj D ma ku kruznici k; rovnakt mocnost ako ku ,kruznici“ P, t.]j. staci
odvodit rovnosti

|ICT|-|CA|=|CP*> a |DT|-|DB|=|PD’. (1)
Zacnime konecne tlohu riesit. Uhly DPT a DCT st obvodové k tetive DT kruznice ko,

k1 4
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st preto rovnako velké. Kruznice k1 a ko si rovnolahlé so stredom rovnolahlosti 7.
V tejto rovnolahlosti sa trojuholnik BAT zobrazi na trojuholnik DCT, uhly DCT
a BAT su teda rovnako velké. Uhol BAT je obvodovy a uhol DBP je tsekovy
k tetive T'B kruznice kp, a tak aj tieto dva uhly st rovnako velké. Spojenim pred-
chadzajucich troch tvah dostavame, ze uhly DPT a DBP st rovnako velké (obr. 58).
Trojuholniky DPT a DBP maju okrem tychto dvoch rovnako velkych uhlov este
spolo¢ny uhol pri vrchole D, st teda podobné. Preto

|PD|  |DT|
|DB| ~ |PD|’

odkial prenasobenim dostaneme druht rovnost z (1). Zrejme prva rovnost z (1)
dostaneme zopakovanim podobného postupu pre trojuholniky C'PT a CAP.

Tym sme dokazali, ze M lezi na priamke ¢ pre ubovolni dovolenii polohu bodu P.
Urcite M # T, lebo cez T prechadza p len pre P =T a také poloha bodu P je v zadani
zakazana. Kazdym inym bodom M’ priamky ¢ vieme viest doty¢nicu p ku kruznici ko
(réznu od t), ktora sa jej dotkne v bode P neleziacom na spojnici stredov kruznic.
K tomuto bodu prislicha nejaky bod M na priamke p a uz sme dokézali, Ze musi lezat
na t. Nutne teda M’ = M a preto M’ do hladanej mnoziny bodov patri.

Zdver. Hladanou mnozinou bodov je spolo¢na vnutorné doty¢nica kruznic ki a ko
bez bodu T'.

5.3 V rieseni budeme pod f*(n) rozumiet vyraz

S fn)...))
N—_——
k-krat

(8pecidlne fO(n) = n).
Predpokladajme, Ze f spliia podmienky zadania. Najprv dokdZzeme matematickou
indukciou pomocné tvrdenie. Ak f(n) < n, tak pre vietky k € N je f¥(n) < n.
1° Pre k = 1 tvrdenie plati trivialne z predpokladu tvrdenia.
2° Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky prirodzené [ < k, pricom k = 2.
Z nerovnosti zo zadania mame

I+ )

FU20)) ;

Dalej podla indukéného predpokladu plati

2+ ) n+n
2 < 2 7

preto aj f*(n) < n.
Teraz dokdzeme dve nerovnosti, z ktorych nutne vyplynie, aké funkcia musi f byt.

1. Pre vSetky prirodzené n je f(n) = n.
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Doékaz. Nech existuje n € N také, ze f(n) < n. Podla nasho pomocného tvrdenia
vieme, ze vSetky hodnoty, ktoré mozeme z n ziskat opakovanym pouzitim f, buda
mensie ako n. TieZ vieme, Ze ¢isel mensich ako n je konec¢ne vela (konkrétne presne
n). To ale znamend (podla Dirichletovho principu), zZe existuja také ¢isla k, [ (pricom
k <1), 7ze f¥(n) = f(n). To je ale spor s injektivnostou funkcie f, lebo f'=%(n) # n.

2. Pre vsetky prirodzené n je f(n) < n.

Dokaz. Nech existuje n € N také, ze f(n) > n. Potom z podmienky zo zadania

dostévame
fn) bn_ f) + f(n)

Fim) < 51 :

= f(n).

Dalej vyuzitim predoslého tvrdenia dostavame

f(f(n)) 2 f(n).

M4 teda zaroven platit f(f(n)) < f(n) aj f(f(n)) = f(n), ¢o je zjavne spor.
Aby boli splnené obe tvrdenia, musi platit f(n) = n pre kazdé prirodzené n. Takto
definovana funkcia je urcite prosta a tiez pre nu plati nerovnost zo zadania.

Odpoved. Jedinou funkciou spliiajicou podmienky zadania je f(n) = n.

5.4 (Podla Ondreja Buddca.) Najprv sa dohodnime, Ze slovo podmnozina bude oz-
nacovat mnozinu niektorych pifdesiatich mnozin A; zo zadania. Samotné tvrdenie
dokazeme nepriamo. Nech je dana n-prvkova mnozina X s podmnozinami Aq, ... ,A1o1,
z ktorych ziadne tri nemaju spolo¢ny prvok. Kazdy prvok mnoziny X sa teda nenachadza
v ziadnej, nachédza sa prave v jednej alebo v prave dvoch podmnozinach A;, oznacme
poéty takychto prvkov postupne a, b, c. Ziadny prvok sa nemédze nachidzat v troch
alebo viacerych podmnozinach A;, bol by to spor s predpokladom. Mame teda n =
= a + b + c¢; spocitajme teraz sucet poctov prvkov vsSetkych podmmnozZin. Tento sucet
rozdelime na prispevky, ktorymi prispievaju prvky ,typov® a, b a c. Zrejme prvky
typu a neprispievaju ni¢im. Kazdy prvok typu b je prave v jednej mnozine A;, musime
ho teda zapocitat tolkokrat, kolko existuje podmnozin, ktoré obsahuji danti mnozinu,
pretoze tolko je aj zjednoteni. Prvky typu ¢ sa nachadzaju prave v dvoch mnozinéach,
rozdelme teda podmnoziny obsahujtice niektory z prvkov typu ¢ na dve skupiny: tie,
ktoré obsahujt obe mnoziny, v ktorych sa dany prvok nachéidza, a tie, ktoré obsahuju
prave jednu z tychto mnozin. Ziskali sme stcet poctov prvkov vsetkych podmnoZzin,
avSak tento sucet nie je mensi nez sucet poc¢tov prvkov vSetkych zjednoteni piatdesiatich
mnozin A;. Ked tento vyraz predelime poctom zjednoteni, dostaneme horny odhad
priemerného poctu prvkov v takomto zjednoteni. Teda

b+ () +2(9)] ¢ 50-b  151-
(40) [((;ng) (a9)] =0 4 2020 <D(a+b+c) = Ln.
50

Z toho sa da lTahko ukazat, Ze aspon jedno zjednotenie obsahuje menej ako 50m/51
prvkov, ¢o zakoncuje dokaz.
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Poznamka. Vsimnime si, ze sme dokézali o nieCo silnejSie tvrdenie, pretoze sme
vyuzili slabsi predpoklad ,,. .. obsahuje aspon 50n/51 prvkov¥. Mimochodom, na tomto
rieSeni sa tiez ukazuje, aké vyrazné nedostatky ma prirodzeny jazyk pri popisovani
matematickych javov a zédkonitosti.

5.5 Porozmyslajme, ako by sa vyraz zo zadania dal vyjadrif bez pouzitia sumy.
Ozna¢me +/3n — 1 = ¢. VSetky scitance danej sumy sa vyskytuja aj v binomickom
rozvoji vyrazu (1 4 q)>™. Problém je, Ze v tomto rozvoji sa vyskytuja aj iné (dokonca
iracionédlne) séitance. Radi by sme sa ich zbavili, t.j. chceme z binomického rozvoja
ponechat len kazdy treti séitanec. Keby sme chceli ponechat len kazdy druhy, stacilo
by namiesto vyrazu (1 + ¢)3™ pouzit dlhsi vyraz (1 + ¢)3™ + (1 — ¢)3™. Podobne si
pomoézeme aj v nasej situacii. Potrebujeme vsak na to komplexné ¢isla. Medzi nimi
existuje ¢islo w také, ze

w=1 a 1+w+w?=0,

konkrétne je takym w = —1/2 + (v/3/2)i (dobre to vidiet na obr.59). Vdaka nemu

Alm
¥ _1v3
| 2
|
|
| »
—%1 wi=1 Re
|
|
/__|_ 3
w2 2
Obr. 59

mozeme sumu zo zadania (presnejsie jej trojnasobok) prepisat nasledovne:
" /3m
3> (Bn—1)F = (1+¢)*" + (1 + wg)®™ + (1 + w?q)*™. (1)
— 3k

Na prvy pohlad to vyzera, Ze sme si velmi nepomohli, lebo o deliteloch pravej strany
v (1) nevieme priamo nie¢o povedat. Uvedomme si najprv déleziti vec. Prava strana
v (1) je stctom 3m-tych mocnin korefiov polynému

pa)=@x—-1P° - =2>-322+32—-1—(3n—1) =2° — 322 + 32 — 3n.

Oznaéme pre dalsie Gvahy uvedené korene x1, x5, 3 a polozme s = ¥ + 25 + 2%,

Podla (1) vidime, Ze nasou tlohou je dokéazat, Ze s3,, je pre neparne m delitelné ¢islom
3 J ) 3m JE P p

3™ *1n. Lahko mozno vypocéitat hodnotu s; pre malé k. Dostavame

S0 = 3, s1 =3, S9 =3, s3 = 9n, e (2)
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Skisme pre jednoduchsie vyjadrenie dalsich hodnot s, néjst nejaky rekurentny vztah.
Po chvilke hrania sa dostaneme

k43 k43 k43
2 2 2
= (282 252 1 BT (g g+ oas) —
k41 k41 k41 k k k
— (x1+ + x2+ + x3+ )(z122 + Taws + w321) + (2] + 25 + 25 )T12223 =

= 3Sk42 — 3Sk+1 + 3Nsy.

Pri poslednej tprave sme vyuzili Vietove vztahy. (Vsimnime si pekni vec — koeficienty
v rekurentnom vztahu st rovnaké ako koeficienty polynému p, len s opa¢nymi zna-
korenov. Je dobré do buditcnosti si to zapamétat.)

Tvrdenie uz teraz velmi jednoducho dokdZeme indukciou. Z rekurentného vztahu
vidime, ze ak s Si, Sk+1 @ Skio delitelné ¢islom 37, je sxi3 delitelné ¢islom 3r+i,
Odtial je uz iba krocik k tomu, Ze s3,, je delitelné ¢islom 3™T! (stadi pouzit (2)).
Vseobecne plati

3lsl+1 | g, (3)

Dokézaf, ze pre neparne m dokonca 3™ 1n deli s3,,, je len o0 malo naro¢nejsie. Pomocou
odvodeného rekurentného vztahu mozno totiz polahky dostat novy rekurentny vztah

Sptr = 63n8pro + 9(n? — 3n — 3)sp41 + 270(2n + 1)y,

z ktorého vidiet (vyuzijuc (3)), Ze ak je 3., delitelné ¢islom 3™V in, tak s3.,i6 je
delitelné ¢islom 3™+3n. Mozeme teda rozbehnif indukciu, ktorej prvy krok mame v (2).
Tym je tloha vyrieSend.

SIESTA SERIA

6.1 (Podla Frantiska Simancika.) Ako sa riesi funkcionalna rovnica? Kedze rovnost zo

zadania ma platit pre vSetky mozné hodnoty z, y, z, na zaciatok vyskisame niekolko

Specidlnych kombinécii x, y, z. Uz len treba prist na to, ¢o nam pomdZe najviac.
Dosadme za (z,y, z) hodnoty (1,0, 0).

f(0) = f(0)+f(0),  ¢cize  f(0)=0.

Funkcia f(x) = 0 (pre vSetky redlne ¢isla x) je zjavne rieSenim nasej funkcionalnej
rovnice.
Nech existuje také k, ze f(k) # 0. Dosadme trojicu (z,0, k), dostaneme
f(kf(x)) = zf(k). (1)

MbzZeme si vSimnat, Ze ak pre nejaké a, b plati f(a) = f(b), potom f(kf(a)) = f(kf(b))
a teda podla rovnosti (1) af(k) = bf(k). To je ekvivalentné s rovnostou a = b, teda
hladand funkcia je prosta.
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Do (1) dosadme x = 1 a dostavame f(kf(1)) = 1- f(k). Odtial kf(1) = k, ¢o plati
len vtedy, ked f(1) =1 (kedZe k je nenulové).
Do rovnice zo zadania dosadme (z,0, 1). Dostaneme

f(f(@) = f0) + 2 f(1) = . (2)

Nech y = 0, x = f(2), potom f(zf(f(2))) = f(2?) = f(2)?, ¢ize f(x) > 0 pre vietky

2 > 0. Dosadenim z = 1 do rovnice zo zadania ziskame

fly+2)=Ffly)+ f(2) (3)
Dosadme teraz z = —y. Upravou ziskame
fly—y)=rfy)+ f(=y),
—f(y) = f(—y).

Vidime, Ze nasa funkcia je neparna. Uz vieme, Ze f(x) > 0 pre x > 0, teda bude platit
f(xz) < 0 pre < 0. Uz sa blizime k zaveru. Cim dalej, tym viac sa funkcia za¢ina
podobat na funkciu f(z) = z. Uz to len celé dotiahnut.

Predpokladajme, ze existuje také k, ze

f(k)=Fk+1, pri¢om [ # 0. (4)
Potom postupnym pouzitim (2), (4), (3) a (4) mame

k=f(f(k)=Ffk+1)=fk)+ f(I) =k+1+ f().

Teda existuje [ také, ze f(I) ma opaéné znamienko ako [ a to je v spore s tym, ¢o vieme
o funkcii f. Tym sme ukazali, ze f(z) = = pre vSetky x € R. Tato funkcia je naozaj
rieSenim nasej funkcionalnej rovnice a spolu s f(x) = 0 st to jediné rieSenia.

6.2 Obe nezname v rovnici st umocnené na tretiu. Pokisme sa znizif exponent aspon
pri jednej neznamej — uvidime, ¢i nam to nejako pomoze. Dosiahneme to substitiiciou
x = y+2z. Dostaneme tak novii rovnicu s nezndmymi y a z. T4 bude mat nekonec¢ne vela
rieSeni v celych ¢islach prave vtedy, ked ich bude mat aj pévodnd rovnica (premyslite
si, preco). Upravami novej rovnice dostédvame

(y+2° -y’ =ply+2)y+a
3y*z + 3y2” +2° = py® +pyz +q,
(32 = p)y* + (322 — p2)y + (> — q) = 0. (1)
Méme tak vzhladom na nezndmu y nanajvys kvadraticka rovnicu (1). Snazme sa zistit,

pre ktoré hodnoty nezndmej z bude mat této rovnica rieSenie vzhladom na neznamu y.
Pre hodnotu z = p/3 nadobudne rovnica tvar

0-y>+0-y+(p/3)>—qg=0,
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t.j. bude mat nekonec¢ne vela rieSeni v pripade, Ze (p/3)3 = q a Ziadne rieSenie inak.
Zaoberajme sa dalej len hodnotou z # p/3. Vtedy je v rovnici (1) koeficient
. 2 , v o v . AP . Y z v . . .

pri y* nenulovy, takze riesenie bude moct existovat len v pripade, ze diskriminant

bude nezaporny (samozrejme, celo¢iselné rieSenie nemusi existovat ani pri nezdpornom

diskriminante, je to vSak nutna podmienka). Pre diskriminant D rovnice (1) méame

D = (322 —pz)? — 4(32 — p)(2® — q) = —32* — 2p2® + p?2* 4+ 12¢z — 4pq.

Teda D je vzhladom na nezndmu z polyném $tvrtého stupiia, pricom pri ¢lene 2* je
zdporny koeficient. Z toho priamo vyplyva, ze D je nezdporny len pre konecne vela
celo¢iselnych hodnot z. (Staci si spomentt na to, ako vyzerd graf polynomickej funkcie.
Samozrejme, presny dokaz by bolo treba urobit detailnejsie. )

Tym sme uz tulohu vyriesili. Zhrnme si na zaver, ¢o sme odvodili. V pripade, ze
(p/3)3 # q, pre z = p/3 (bez ohladu na to, ¢ p/3 je celé &islo alebo nie) nem4 rovnica (1)
Ziadne rieSenie a pre z # p/3 je len konecne vela celo¢iselnych hodnét z, pre ktoré moze
mat rovnica (1) riesenie. Zaroven pre kazdé z # p/3 moze mat rovnica (1) s neznamou y
najviac dve rieenia (je to kvadratickd rovnica). Takze ak (p/3)3 # ¢, existuje len
koneéne vela celoéiselnych rieseni substituovanej (a aj povodnej) rovnice.

V pripade, ze (p/3)® = ¢, mé rovnica (1) nekonecne vela rieSeni (y, z), pricom y
je Tubovolné celé éislo a 2 = p/3 (kedZe p, q st celé a (p/3)3 = q, tak aj p/3 je celé
a teda aj z je celé). Netvrdime, Ze toto st vSetky rieSenia danej rovnice, staci, ze ich je
nekonecne vela. Pre pévodnil rovnicu to znamené, ze ma nekonecne vela rieSeni tvaru
x =1y + p/3, kde y je Tubovolné celé ¢islo (presvedcéte sa skuskou, ze je to tak).

Hladanymi dvojicami parametrov st preto také celociselné dvojice (p,q), ktoré
splhaju (p/3)3 = ¢, t.j. dvojice (3k, k), kde k je Tubovolné celé éislo.

6.3 Nech a, b, ¢ st dlzky stran trojuholnika ABC (ako zvycajne) a S je jeho
obsah. Ozna¢me |AO| = z, |BO| = y, |CO| = z. Lahko mozno odvodit (obr.60),
ze |OA1]/|AA1| = Spco/S a podobné vztahy platia pre dalsie zlomky v zadanej
nerovnosti. Ak navySe vyuzijeme zndmy vztah R = abc/(4S) a rovnakym spésobom

C
B A
A C B
Obr. 60
vyjadrime Ri, R>, R3, dokazovana nerovnost nadobudne tvar
SBco ayz n Scao bzx n SaBo cxy abce

S 4SBco s 4Sc a0 s 45 B0 — 48"
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Zadan4 nerovnost je teda ekvivalentna s nerovnostou
ayz + bzx + cxy = abe. (1)

Dokreslime k stranam AC a BC trojuholniky BCE a ACF tak, aby BOCFE a AOCF
boli rovnobezniky (obr. 61). Kedze AF' | OC || BE a |AF| = |OC| = |BE|,jeaj ABEF

Obr. 61

rovnobeznik a |EF| = c. Z Ptolemaiovej nerovnosti v $tvoruholniku ABCF vyplyva
cx +az 2 b|BF. (2)
Podla Ptolemaiovej nerovnosti pre Stvoruholnik BECF zasa
xz + y|BF| 2 ac. (3)

Vynésobenim nerovnosti (2) kladnou dizkou ¥, nerovnosti (3) kladnou dlzkou b a séi-
tanim vyslednych dvoch nerovnosti dostaneme

cxy + azy + bxz + by| BF| =2 by| BF| + abe,
¢o je ekvivalentné s nerovnostou (1). Tym je tloha vyrieSena.
6.4 Dokazovani nerovnost moézeme prepisat do tvaru
—6a(a® — 2b) £ —27c + 10(a® — 20)*/2. (1)
Ozna¢me d, e, f korene polynému P(z). Potom pomocou Vietovych vztahov

a=—(d+e+f),
b=de+ef +df,
c= —def

ziska nerovnost podobu

6(d+e+ f)(d® + e + f2) < 27def + 10(d? + % + f2)%/2. (2)
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Ak d? +e? + f? = 0, tak (2) zjavne plati, a navyse v nej nastéava rovnost. Inak modzeme
bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze |d| < |e| £ |f| a kedZe v nerovnosti sa
nevyskytuje ziaden absolutny ¢len a vSetky ¢leny st stupnia 3, nezélezi na velkosti
hodnét d, e, f, ale iba na ich vzdjomnych pomeroch, teda ich moéZzeme znormovat
prijatim predpokladu d? + €2 + f? = 9. Tym sa nerovnost (2) zmeni na

2(d+e+ f) —def < 10. (3)
Z nasich predpokladov a pouzitim AG-nerovnosti potom dostavame

2(d+e+ f) —def]* = [2(d +e) + f(2— de)]* =

S [(d+e)” + A4+ (2 - de)’] = (4)
= (9 — 2de)[8 — 4de + (de)?] =

2(de)® + (de)? — 20de + 72 =

= (de + 2)?(2de — 7) + 100. (5)

Z uvedenych predpokladov ale vyplyva, Zze f2 > 3. Preto 2de < d? +¢e? =9 — f2 < 6,
teda (2de — 7) < 0 a (de + 2)? = 0, ¢ize dostavame (2(d + ¢ + f) — def)? < 100, &m je
dokazané (3) a tym aj celd nerovnost.

Pozrime sa teraz na to, kedy nastévaju rovnosti. V (4) nastane prave vtedy, ked
(d+e)(2—de) = 2f a (5) sa rovna 100 prave vtedy, ked de +2 = 0. Aby platila rovnost
v (3), musi navyse platit 2(d + e + f) — def = 0. Tieto podmienky spolu s naSimi
povodnymi predpokladmi ndm uréuju d = —1 a e = f = 2. TakZe ked upustime od
predpokladov d? + €2 + f2 = 9 a |d| < |e| < |f|, dostaneme, Ze v (2) nastava rovnost
prave vtedy, ked (d,e, f) je permutéaciou (—t,2t,2t) pre nejaké t € R a v (1) teda
nastéva rovnost prave vtedy, ked a = —3t, b =0 a ¢ = 4t%, opit pre nejaké t € Ry .

6.5 Zapis (XY Z) v rieSeni znamend kruznicu opisant trojuholniku XY Z. Pre objekt X
(bod, priamku, kruznicu) nech je X’ jeho obraz v kruznicovej inverzii (popisane;
v dalsom texte). (To neznamend, Ze obraz nebudeme znacit aj inak, ako uvidime dalej.)
Zapis AB je orientovana velkost tisecky AB.

Precitame si zadanie a sktsime si nakreslif obrédzok. Na prvy pokus to akosi nejde
a nakoniec usudime, Ze sa s takouto tlohou skoro ni¢ uzitoéné robit neda. Mame
Styri kruznice a tri priamky prechadzajice bodom O. Sktisme tlohu pretransformovat
pouzitim kruznicovej inverzie so stredom v bode O. Tento bod sa sice zobrazi do
nevlastného bodu roviny, ale ponechajme oznacenie O tomu pévodnému (ostatné body
A, B, C, ..., Rstobrazy). Priamky AO, BO, CO st samodruzné. Obrazom kruznice k
je priamka k', na ktorej lezia body K, L, M, P, @, R, ktoré navySe po rade lezia na
priamkach (BOC)', (AOC)', (AOB)’, AO, BO, CO (obr.62).
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<

R M PQ L K

Obr. 62

Podstatné je, ako sa zmeni tvrdenie ulohy. Médme dokazat, Ze kruznice (OPK),
(OQL), (ORM) maju spoloény bod rozny od bodu O. Toto plati prave vtedy, ked
maju tieto tri kruznice spolo¢nu chordalu. A toto dokazeme napriklad tak, ze vezmeme
chordalu ¢ kruznic (OQL), (ORM) a najdeme na nej bod, ktory ma rovnaka mocnost
ku kruzniciam (OPK) a (OQL). Tento bod mozeme zvolit Iubovolne, ale chceme
taky, o ktorom sa ndm to bude Tahko dokazovatf. Preto vezmeme priese¢nik priamky ¢
s priamkou &’ (ozna¢me ho X). Jeho mocnost ku kruzniciam (OPK) a (OQL) vieme
dobre vyjadrit. Ak bod X neexistuje, zvolime inak priamku ¢. Sta¢i dokazat, Ze plati
XP-XK=XQ- XL, pricom z volby bodu X vieme, Ze

XQ-XL=XR-XM. (1)

Vezmime si stradnicovi ststavu na priamke k' s pocdiatkom X (zaujimaji nas iba
vzdialenosti medzi bodmi na tejto priamke). Nech k, I, m, p, ¢, r st stradnice bodov
K, L, M, P, Q, R. Rovnost (1) teda hovori gl = rm. Chceme dokézat, ze pk = ql. To
zo samotného vztahu (1) nevyplyva, potrebujeme zachytit Strukttru mimo priamky &’
a previest ju na vztahy medzi siradnicami skimanych bodov.

Z Menelaovej vety pre trojuholniky OPQ, OQR, ORP a priamky AB, BC, C'A

dostavame

OA PM QB _, OB QK RC _ OC RL PA
PA QM OB QB RK OC ' RC PL OA

po vynasobeni PM - QK - RL = QM - RK - PL, prepisané do stiradnic

(m—=p)(k—q)(l—71)=(m—q)(k—7)(-Dp). (2)

Z rovnosti gl = rm a (2) vyplyva (pk — ql)(r + m — q—1) = 0. V pripade, ze r + m =
= q+1, dostavame {M, R} = {Q, L} a zaver je zrejmy; inak pk = gl a dokazali sme, Ze
XP-XK=X@-XL. Tym je tloha vyriesena.




Iné koreSpondencné seminare

Okrem matematickej olympiady st pre studentov zakladnych aj strednych skdl pocas
skolského roka organizované aj iné matematické sutaze. Patria medzi ne predovsetkym
korespondencéné seminare. Tieto stfaze sa v detailoch istotne lisia, avSak zékladné
¢rty maju spolo¢né. Pocas skolského roka prebiehaju dve casti (letnd a zimnd), ktoré
pozostavaju zvic¢sa z troch sérii tloh rozosielanych riesitelom do §kol alebo domov.
RieSenia sttaziaci vypracovavaji rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaju na adresu prislusného seminara, odkial sa po niekolkych drioch az tyzdiioch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieseniami a vysledkovou listinou. Mladsi a menej
skuseni riesitelia zvii¢Sa nemusia riesit tie najzlozitejsie priklady, aby aj oni mali Sancu
ovplyvnit poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti stitaze su priblizne tridsiati
najuspesnejsi riesitelia pozyvani na tyzdnové sustredenie, ti¢ast na ktorom byva ¢asto
najsilnejSou motiviaciou na rieSenie tloh. Nie je ale moZné nespomentut, ze takyto
pravidelny tréning sa odraza aj na vysledkoch dosahovanych v MO, a ze drviva vicsina
reprezentantov Slovenska na IMO a IOI sa aktivne zapajala do viacerych z tychto
seminarov.

Nizsie uvedené koresponden¢né seminare (KS) st uréené predovsetkym Studentom
strednych $§kol, svojim zaberom pokryvaju tizemie celého Slovenska a casto maja aj
riesitelov z Ceskej republiky. Je vsak mozné, Ze vo svojom okoli ndjdete aj mensie
sutaze podobného druhu.

Korespondenény matematicky seminar — KMS

KMS vznikol v roku 2002 spojenim Bratislavského a Stredoslovenského korespon-
den¢ného matematického seminara (BKMS a SKMS), ktoré este v 51. ro¢niku MO
prebiehali samostatne. Organizovany je Studentmi FMFI UK v Bratislave.

KMS ma tri kategdrie. Zacinajucim a mlads$im riesitelom je uréend kategdéria ALFA,
pre skusenejsich je kategéria BETA. Rozdelenie do kategdrii umoziiuje bojovat o miesta
na sustredeni aj nesktisenym studentom, ktori by v prilis silnej konkurencii stracali mo-
tivaciu. Od minulého ro¢nika pribudol ako kategéria GAMA seminar SK MO, ktorému
je venovana predchadzajuca kapitola.

KMS

OATC KAGDM FMFI UK
Mlynské dolina

842 48 Bratislava

e-mail: kms@kms.sk

URL: http://kms.sk
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SutaZ talentovanych riesitelov oblubujtcich matematiku — STROM

Koresponden¢ny semindr STROM je pokracovatelom najstarsieho koreSpondenéného
seminara v byvalom Ceskoslovensku. Je organizovany z PF UPJS v Kogiciach skupinou
rokoch sa na organizovani seminara okrem koSickej skupiny podielaju aj Studenti
FMFI UK pochédzajuci z vychodného Slovenska. Riesitelskti zékladiiu ma prevazne
na vychodnom Slovensku.

STROM

PF UPJS
Jesennd 5
041 54 Kosice

e-mail: strom@strom.sk
URL: http://www.strom.sk

Korespondenény seminar z programovania — KSP

Na rozdiel od predchadzajucich KS, je KSP stutazou v programovani. VSetky jeho
sutazné ulohy su, podobne ako na IOI, praktické. KSP je organizovany zanietenou
skupinkou studentov FMFI UK v Bratislave, ktori maja zaroven na starosti vsetky
ostatné sutaze v programovani od COFAX-u az po MO-P. Stustredenia byvaji na jar
a na jesen.

KSP

KVI FMFI UK
Mlynska Dolina
842 48 Bratislava

e-mail: ksp@ksp.sk
URL: http://www.ksp.sk

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo seminarov zapojit, najrozumnejsie je poziadat
o zaslanie uloh prvej série zaciatkom septembra alebo zaciatkom januara, pripadne si
zadania a pravidla najst na internete.
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