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O priebehu 50. roèníka matematikej olympiádyMatematiká olympiáda (MO) je najstar¹ia a najmasovej¹ia sú»a¾ ¾iakov základnýha strednýh ¹k�l v SR. Vyhlasuje ju Ministerstvo ¹kolstva Slovenskej republiky (M© SR)v spoluprái s Jednotou slovenskýh matematikov a fyzikov (JSMF). V ¹kolskom roku2000/2001 sa uskutoènil u¾ jubilejný 50. roèník MO, preto¾e matematiká olympiádana Slovensku je pokraèovateµom rovnakej sú»a¾e z bývalého Èeskoslovenska. Tak akopo iné roky, aj tento roèník MO mala riadi» Slovenská komisia matematikej olympiády(SK MO). Je v¹ak treba poveda», ¾e mandát SK MO zanikol v roku 1999 a M© SRvymenovalo predsedu SK MO { do. RNDr. Vladislava Rosu, CS. { a¾ 27.12. 2000.A preto¾e Slovenskú komisiu matematikej olympiády menuje jej predseda, mohol takurobi» a¾ po svojom menovaní, teda a¾ zaèiatkom roku 2001. D�sledok: elý kalendárnyrok 2000 (ktorý UNESCO vyhlásilo za svetový rok matematiky a v ktorom zaèal prebie-ha» jubilejný 50. roèník MO), SK MO de jure neexistovala a riadila túto mohutnú sú»a¾len zo zotrvaènosti { aby sa neublí¾ilo ¾iakom. Jednotlivé kolá odborne a organizaènezabezpeèovali okresné a krajské komisie MO (OK MO, KK MO).Cieµom sú»a¾e je vyhµadávanie ¾iakov talentovanýh v matematike, prebúdzanie apodpora ih záujmu o òu, rozvíjanie ih matematikýh shopností a ih usmeròovanie avedenie k samostatnej tvorivej èinnosti. Vyvrholením sú»a¾e je príprava na reprezentá-iu Slovenskej republiky a úèas» na medzinárodnýh sú»a¾iah, najmä na Medzinárodnejmatematikej olympiáde (IMO) a Medzinárodnej informatikej olympiáde (IOI).Aj v tomto roèníku boli úlohy vo v¹etkýh koláh MO v Èeskej republike a naSlovensku rovnaké. MO prebehla vo v¹etkýh 8 krajoh a 79 okresoh SR, a to navzdoryvy¹¹ie uvedeným problémom a navzdory hrípkovej epidémii, ktorá síe v niekoµkýhokresoh neumo¾nila usporiada» okresné kolo MO v kategórii Z9 v plánovanom termíne,ale úlohovej komisii pre kategórie Z sa podarilo zabezpeèi» ekvivalentné náhradné úlohya uskutoèni» toto kolo v náhradnom termíne; aj touto estou ïakujeme. Kv�li úplnostiuveïme personálne obsadenie �ktívnej, ale de fato praujúej SK MO v 50. roèníkusú»a¾e.Predsednítvo SK MO tvorili:do. RNDr. Vladislav Rosa, CS., Slovenská ¹tátna in¹pekia, predseda SK MO,do. RNDr. Vojteh Bálint, CS., FPEDaS ®U ®ilina, podpredseda, od 23.5.2001predseda SK MO,RNDr. Andrej Blaho, FMFI UK Bratislava,RNDr. Monika Dillingerová, FMFI UK Bratislava,Juraj Földes, FMFI UK Bratislava,do. RNDr. Jozef Fulier, CS., FPV UKF Nitra,prof. RNDr. Jozef Moravèík, CS., FPV ®U ®ilina,RNDr. Oliver Ralík, CS., FPV UKF Nitra,PhDr. Oto Klostermann, M© SR,



6 50. roèník matematikej olympiádyIvan Lukáè, IUVENTA Bratislava.Èlenmi Predsednítva SK MO boli z titulu svojej funkie predsedovia KK MO:RNDr. Zuzana Frková, Gymnázium Grösslingová Bratislava,RNDr. Mária Luká, CS., PF TU Trnava,prof. RNDr. Ondrej ©edivý, CS., FPV UKF Nitra,RNDr. Soòa Pavlíková, CS., TU Trenèín,do. RNDr. Vojteh Bálint, CS., FPEDaS ®U ®ilina,RNDr. Eva Oravová, FPV UMB Banská Bystria,RNDr. Tomá¹ Madaras, PhD., PF UPJ© Ko¹ie,Mgr. Milan Demko, PedF PU Pre¹ov.SK MO ïalej tvorili:do. RNDr. Gabriela Andrejková, CS., PF UPJ© Ko¹ie,RNDr. ¥udovít Balázs, PF UPJ© Ko¹ie,RNDr. Milan Cirjak, MC Pre¹ov,Mihal Fori¹ek, FMFI UK Bratislava,RNDr. Milota Hilková, Z© Jilemnikého, Revúa,RNDr. Anton Hnát, Gymnázium Mihalove,RNDr. Vladimír Jodas, ©tátny pedagogiký ústav Bratislava,Vladimír Koutný, FMFI UK Bratislava,Eugen Kováè, FMFI UK Bratislava,Mgr. József Mészáros, Gymnázium s vyuèovaím jazykom maïarským, Galanta,RNDr. Dagmar Mikulá¹ová, Gymnázium Trenèín,do. RNDr. ¥udovít Niepel, CS., FMFI UK Bratislava,RNDr. Dana Pardubská, CS., FMFI UK Bratislava,RNDr. Dana Smutná, FPV UMB Banská Bystria,Mgr. Tomá¹ Vinaø, FMFI UK Bratislava,Mgr. Dagmar Vongrejová, Z© Moskovská ®ilina.V priebehu 50. roèníka MO sa uskutoènilo jedno plenárne zasadnutie SK MO atri zasadnutia P SK MO. Zamerali sa na obsahové a organizaèné zabezpeèenie MO,�nanèné pokrytie sú»a¾e, ïal¹ie aktivity (kore¹pondenèné semináre, sústredenia a pod.),ako aj na pokraèovanie partnerskej spolupráe s èeskou Ústøední komisí MO pri prí-prave sú»a¾nýh úloh a termínovom zabezpeèení prebiehajúeho i ïal¹ieho roèníka MO.Hostiteµom oboh zasadnutí úlohovýh komisií bola v tomto roèníku slovenská strana.Za zadaním ka¾dej sú»a¾nej úlohy v ïal¹om texte v zátvorke uvádzame meno autoraresp. navrhovateµa úlohy.Organizáia sú»a¾e zostala v 50. roèníku MO zahovaná: pre ¾iakov základnýh¹k�l bola rozdelená do ¹iestih kategórií Z4 { Z9 urèenýh ¾iakom 4. a¾ 9. roèníkaZ© a odpovedajúih roèníkov osemroènýh gymnázií. Pre ¾iakov strednýh ¹k�l aim zodpovedajúih roèníkov viaroènýh gymnázií bola sú»a¾ organizovaná v ¹tyrohkategóriáh: C, B, A a P. Kategória C bola urèená pre ¹tudentov prvýh roèníkov,kategória B pre ¹tudentov druhýh roèníkov a kategória A pre ¹tudentov tretíh a¹tvrtýh roèníkov strednýh ¹k�l. Kategória P, zameraná na úlohy z programovaniaa matematikej informatiky, bola urèená ¾iakom v¹etkýh roèníkov strednýh ¹k�l.



O priebehu 50. roèníka matematikej olympiády 7Talentovaní ¾iai mohli po súhlase svojho uèiteµa matematiky sú»a¾i» aj vo vy¹¹ejvekovej kategórii. Týkalo sa to aj ¾iakov Z©, ktorí tie¾ mohli sú»a¾i» v niektorej zkategórií A, B, C a P.Sú»a¾ v ka¾dej z kategórií pozostáva z niekoµkýh postupovýh k�l, prièom v kategóriiZ4 je najvy¹¹ím kolom ¹kolské kolo, v kategóriáh Z5 { Z8 je to okresné kolo, vkategóriáh Z9, C a B sa sú»a¾ konèí krajským kolom a v kategóriáh A i P olympiádavyvrholila elo¹tátnym kolom.Celo¹tátne kolo 50. roèníka MO v kategórii A sa uskutoènilo v dòoh 1.{4. apríla2001 a elo¹tátne kolo 50. roèníka MO v kategórii P v dòoh 4.{7. apríla 2001 v ®iline.Do elo¹tátneho kola (CK MO) bolo pozvanýh 39 najlep¹íh rie¹iteµov krajskýh k�lv kategórii A a 26 najlep¹íh rie¹iteµov krajskýh k�l v kategórii P, prièom sa postu-povalo podµa poradia zostaveného po koordináii bodovýh hodnotení z jednotlivýhkrajov. V tomto kole je sú»a¾ rozdelená do dvoh dní. V kategórii A rie¹ia sú»a¾iaika¾dý deò tri úlohy v èasovom limite 4 hodiny, v kategórii P v rovnakom limite prvýdeò tri teoretiké úlohy a druhý deò dve praktiké úlohy na poèítaèi.Zorganizovaním CK MO bola ¾ilinská krajská komisia MO poverená a¾ 1. februára2001. Preto¾e autor týhto riadkov bol vedúim organizaèného výboru CK MO, nebudesa vyjadrova» ku kvalite organizovania { to by mali urobi» iní. Ubytovanie, stravovanieaj samotná sú»a¾ prebehli v areáli ®U na Veµkom dieli, teda v¹etko podstatné malisú»a¾iai "na dosah\. Mesto ®ilina poskytuje urèité kultúrne mo¾nosti { kiná, konerty,galérie { o ktorýh boli úèastníkom CK MO poskytované informáie. Okrem toho sapodarilo zorganizova» výlet tak pre kategóriu A ako aj pre kategóriu P na prekrásneSúµovské skaly zakvitnuté ponikleom alpínskym.Jedenás» najúspe¹nej¹íh rie¹iteµov tretieho kola MO kategórie A prijalo pozvanie navýberové sústredenie v dòoh 17.{21.4. 2001 na FMFI UK v Bratislave. Na základevýsledkov tohto sústredenia, výsledkov predhádzajúih k�l MO a s prihliadnutímna úspe¹nos» v kore¹pondenènom seminári SK MO bolo na koni sústredenia vybrané¹es»èlenné dru¾stvo na reprezentáiu SR na IMO vo Washingtone v dòoh 1.{14. júla2001. Tento výber absolvoval e¹te jedno (prípravné) sústredenie v dòoh 8.{12.6. 2001v Bratislave a zároveò nás reprezentoval na medzinárodnom trojstretnutí s Èeskourepublikou a Poµskom, ktoré sa konalo v Bílovi v dòoh 14.{15.6. 2001. Medzi¹tátnemutrojstretnutiu ako aj IMO sú v tejto roèenke venované samostatné kapitoly.Výberové sústredenie pre najlep¹íh rie¹iteµov v kategórii P sa uskutoènilo naFMFI UK v Bratislave. V rámi nároèného sústredenia, ktoré pribli¾ovalo podmienkymedzinárodnej sú»a¾e, úèastníi ka¾dý deò dopoludnia tvorili programy, ktoré veèer vten istý deò aj spoloène vyhodnoovali. Na základe dosiahnutýh výsledkov shválilaSK MO zlo¾enie ¹tvorèlenného dru¾stva, ktoré v dòoh 14.{21.7. 2001 reprezentovalo SRna IOI v Tampere vo Fínsku. Toto dru¾stvo pred IOI absolvovalo e¹te jedno prípravnésústredenie, na ktorom sa zúèastnili aj olympionii z Èeskej republiky a Poµska. Rovnakobolo na základe výsledkov výberového sústredenia shválené ¹tvorèlenné reprezentaènédru¾stvo, ktoré sa v dòoh 10.{17.8. 2001 zúèastnilo na Stredoeurópskej informatikejolympiáde (CEOI) v Zalaegerszegu v Maïarsku. Obom sú»a¾iam sú venované samo-statné kapitoly. Cestu na CEOI zabezpeèovalo M© SR ako neplánovanú { aj touto estouv mene SK MO ïakujeme. Pobyt na IMO, IOI aj CEOI bol �nanovaný usporiadajúou



8 50. roèník matematikej olympiádykrajinou.Súèas»ou eloroènej prípravy na MO sú aj r�zne kore¹pondenèné semináre (KS) asústredenia na okresnej a krajskej úrovni. Aj v tomto roèníku prebiehalo niekoµko KS seloslovenskou p�sobnos»ou, a to:Bratislavský kore¹podenèný matematiký seminár (BKMS),Stredoslovenský kore¹podenèný seminár (SKMS),Ko¹iký kore¹podenèný seminár (STROM),Kore¹podenèný seminár z programovania (KSP).Struènú informáiu o týhto aktivitáh, spolu s kontaktnými adresami, mo¾no nájs»v samostatnej kapitole.V tomto jubilejnom roèníku sa podarilo 7. júna 2001 v konertnej sieni konzervatóriav Bratislave uskutoèni» aj slávnostné zasadnutie SK MO; vy¾iadalo si to v¹ak enormnúorganizaènú práu a navia veµmi rýhlu, nakoµko s prípravou akie sa zaèalo pomerneneskoro. Nie je mo¾né vymenova» v¹etkýh, ktorí prilo¾ili ruku k dielu, ale bolo byneslu¹né nespomenú» týh, ktorí sa o úspeh akie prièinili mierou vrhovatou: prof.RNDr. Beloslav Rieèan, DrS., prof. RNDr. Jozef Moravèík, CS., do. RNDr. Vladi-slav Rosa, CS., do. RNDr. Tomá¹ Heht, CS., Ivan Lukáè; svojou tro¹kou prispelaj autor týhto riadkov. Pri príle¾itosti polstoroènie MO pán minister Milan Ftáènikodovzdal dve malé medaily sv. Gorazda ako jedno z najvy¹¹íh rezortnýh oenení, ato prof. RNDr. Jozefovi Moravèíkovi, CS. a do. RNDr. Tomá¹ovi Hehtovi, CS.;ïal¹íh 18 zaslú¾ilýh praovníkov v MO dostalo ïakovný list M© SR a 43 praovníkovïakovný list ministra. Medzi oenenými ïakovným listom M© SR bol tie¾ dlhoroènýpredseda èeského ÚV MO do. RNDr. Leo Boèek, CS., ktorý sa nemálo zaslú¾il o dobrúspolupráu v MO medzi SR a ÈR v poslednom desa»roèí. Dovolíme si aj touto estoupoïakova» pánovi ministrovi Ftáènikovi, ¾e okrem �nanií prispel aj svojou osobnouúèas»ou.Preto¾e MO je masová sú»a¾ a k jej úspe¹nému priebehu v elej SR je nutná potivápráa veµkého poètu vysokokvali�kovanýh odborníkov, bol na návrh autora týhtoriadkov rozoslaný dopis na krajské úrady, aby KÚ na návrh krajskýh komisií MOv rámi svojih mo¾ností oenili aspoò èas» praovníkov v MO vo svojih krajoh.Podarilo sa to realizova» v krajoh Pre¹ov, Ko¹ie, Nitra, Banská Bystria, Bratislavaa ®ilina. Vojteh Bálint



Výsledky elo¹tátneho kola, kategória A
Ví»azi1. Katarína QUITTNEROVÁ 3 G Bilíkova Bratislava 7 7 7 7 7 7 422. Tomá¹ KULICH 4 G V.B.Nedo¾erského Prievidza 6 6 7 7 7 7 403. Radovan BAUER G Po¹tová, Ko¹ie 7 7 5 7 6 7 394. Peter BELLA 3 G Jura Hrona Bratislava 5 6 4 7 7 7 36Jana SZOLGAYOVÁ 4 G Grösslingová Bratislava 6 7 7 7 7 2 366. Róbert LUKO«KA G J.G.Tajovského B. Bystria 6 7 4 7 2 6 32Zoltán MICS 4 G Mláde¾níka, ©ahy 4 5 5 4 7 7 32Marek TESAØ G B.S.Timravy Luèene 7 6 3 7 7 2 32Ïal¹í úspe¹ní rie¹itelia9. Martin MACKO 4 G ©kolská, Spi¹ská Nová Ves 2 1 6 7 5 7 2810. Peter KRÈAH 4 G Párovská, Nitra 3 1 0 7 7 7 2511. Stanislav MIKLÍK G J.G.Tajovského, B. Bystria 2 6 4 4 7 1 2412. Tomá¹ DZETKULIÈ G Pavla Horova Mihalove 2 1 3 7 7 2 22Milo¹ MEDØÍK 4 G Párovská, Nitra 4 3 0 7 6 2 22Mihal POKORNÝ 4 G Grösslingová Bratislava 4 5 0 5 7 1 2215. Andrej OSUSKÝ 3 G Jura Hrona Bratislava 5 6 2 1 7 0 2116. Juraj ©ARINAY 4 G ¥. ©túra Trenèín 3 1 5 3 7 1 20Erika TROJÁKOVÁ 3 G Veµká Okru¾ná, ®ilina 3 6 0 2 7 2 20Ostatní rie¹itelia18. Andrej DUDÍK 4 G Grösslingová Bratislava 5 1 4 3 6 0 19Tomá¹ STRIBULA 3 G Mierová, Levie 6 1 0 5 7 0 1920. Zoltán ADAM 3 G H. Selyeho, Komárno 2 1 3 3 7 2 18Zuzana KASAROVÁ G J.G.Tajovského, B. Bystria 3 6 0 1 7 1 1822. Peter ÈENDULA 4 G M.M.Hod¾u, Lipt. Mikulá¹ 6 1 3 { 7 0 17Tomá¹ FARKA© 4 G Grösslingová Bratislava 6 0 5 1 5 0 17Eva SKOPALOVÁ 3 G Popradské nábr., Poprad 3 1 4 2 7 0 1725. Ivan DOVICA G Po¹tová, Ko¹ie 1 3 4 3 4 0 1526. Ján MAZÁK G Po¹tová, Ko¹ie 7 1 1 2 1 2 1427. Jaroslav ©EVÈÍK 4 G Veµká Okru¾ná, ®ilina 2 1 2 1 4 2 1228. Mihal KOPERA 4 G Veµká Okru¾ná, ®ilina 1 1 2 2 1 3 10



10 50. roèník matematikej olympiády29. Matej ©USTR 4 G ¥. ©túra Trenèín 2 1 0 2 3 1 930. Juraj LA©©UTH 4 G Veµká Okru¾ná, ®ilina 2 0 2 0 3 1 831. Lenka BABIAKOVÁ G Po¹tová, Ko¹ie 0 1 0 { 6 { 7Ladislav SZABÓ 3 G Nám. 1. mája, Dunaj. Streda 0 0 0 0 7 0 733. Juraj NEÈAS 4 G Nám. Slobody, Skalia 1 1 0 1 3 0 6Úspe¹nos» jednotlivýh úloh je zaznamenaná v tabuµke.
Poèet Spolu Èíslo úlohybodov 1: 2: 3: 4: 5: 6:7 bodov 48 4 4 3 11 19 76 bodov 19 6 7 1 0 4 15 bodov 13 3 2 4 2 2 04 body 13 3 0 6 2 2 03 body 19 5 2 4 4 3 12 body 25 7 0 4 5 1 81 bod 32 3 15 1 5 2 60 bodov 26 2 3 10 2 0 9Priemer 3; 62 3; 73 3; 06 2; 79 3; 94 5; 70 2; 50



Výsledky elo¹tátneho kola, kategória P
Ví»azi1. Jozef TVARO®EK 3 G Jura Hrona Bratislava 8 10 7 8 10 432. Marián DVORSKÝ 4 G ©robárova, Ko¹ie 10 7 6 10 9 423. Ján ORAVEC 4 G J.G.Tajovského B. Bystria 9 6 5 10 10 404. Dávid HARAGA 4 G J.G.Tajovského B. Bystria 8 8 1 5 9 315. Peter BELLA 3 G Jura Hrona Bratislava 1 10 6 6 7 30Pavol JUHOS 3 G Grösslingová Bratislava 5 8 6 4 7 30Martin MACKO 4 G ©kolská, Spi¹ská Nová Ves 8 3 7 3 9 30Ïal¹í úspe¹ní rie¹itelia8. Tomá¹ ZÁTHURECKÝ 6 G V. Paulínyho{Tótha Martin 1 8 6 3 10 289. Miroslav RUDI©IN 4 G ©robárova, Ko¹ie 9 5 6 2 4 2610. Tomá¹ DZETKULIÈ 3 G Pavla Horova Mihalove 3 5 5 3 9 2511. Mihal POKORNÝ 4 G Grösslingová Bratislava 4 9 6 0 4 2312. Pavol MRAVEC 3 G Karola ©túra Modra 5 5 7 3 2 2213. Pavol ADAM G Kon¹tantínova, Pre¹ov 5 3 7 1 3 19Ostatní rie¹itelia14. Peter KRÈAH 4 G Párovská, Nitra 5 1 3 1 6 1615. Marek TESAØ G B.S.Timravy Luèene 1 6 1 3 4 1516. Ondrej SVITEK G Karola ©túra Modra 4 1 0 2 6 13Mihal TVARO®EK 4 G Jura Hrona Bratislava 5 1 1 0 6 1318. Peter GA®I 4 G Grösslingová Bratislava 1 { 5 0 6 12Tomá¹ KULICH 4 G V.B.Nedo¾erského Prievidza 3 5 4 0 0 12Peter TRUCHLÝ 3 G Párovská, Nitra 1 { 5 1 5 12Zuzana VLÈKOVÁ 4 G Alejová, Ko¹ie 5 1 2 0 4 1222. ¥ubo¹ STESKAL 4 G Grösslingová Bratislava 1 3 7 0 0 1123. Tomá¹ VRÁBEL 3 G V. Paulínyho{Tótha Martin 5 2 1 0 0 824. Mihal RJA©KO 2 G Vranov nad Topµou 1 1 1 1 2 625. Boris BURDILIAK 4 G Jura Hrona Bratislava 0 3 1 0 0 4Pavol MARKO 4 G Jura Hrona Bratislava 1 { 1 0 2 4



Výsledky krajskýh k�l
Z príslu¹ného kraja a v príslu¹nej kategórii A, B, C, P a Z9 sú uvedení v¹eti, resp. aspoòprvýh 10 úspe¹nýh rie¹iteµov. V kategóriáh B, C, Z9, ak nie je uvedené inak, sú v¹eti¾iai ¹tudentmi 2., resp. 1., resp. 9. roèníka. Gymnáziá so zameraním na matematiku,¹tudijný odbor 01 sú tieto:Gymnázium Grösslingová, Bratislava,Gymnázium Párovská, Nitra,Gymnázium Veµká Okru¾ná, ®ilina,Gymnázium J.G.Tajovského, Banská Bystria,Gymnázium Alejová, Ko¹ie,Gymnázium Po¹tová, Ko¹ie. Kraj BratislavaKategória A1. Katarína QUITTNEROVÁ 3 Gymnázium Bilíkova2. Peter BELLA 3 Gymnázium Jura Hrona3. Jana SZOLGAYOVÁ 4 Gymnázium Grösslingová4. Andrej OSUSKÝ 3 Gymnázium Jura Hrona5. Tomá¹ FARKA© 4 Gymnázium GrösslingováBranislav NOVOTNÝ 4 Gymnázium Grösslingová7. Mihal MICHALÈÍK 4 Gymnázium Grösslingová8. Andrej DUDÍK 4 Gymnázium Grösslingová9. Elena AXAMÍTOVÁ 4 Gymnázium GrösslingováMihal BURGER 2 Gymnázium GrösslingováJuraj FEILHAUER 4 Gymnázium GrösslingováVálav KOLÁTOR 4 Gymnázium GrösslingováMihal POKORNÝ 4 Gymnázium GrösslingováMartin SVETLÍK 3 Gymnázium Grösslingová©tefan ©URINA 3 Gymnázium Jura HronaKategória B1. Ján MARKO© Gymnázium Jura Hrona2. Matej BLA®EK Gymnázium Grösslingová



Výsledky krajskýh k�l 13Juliana LIPKOVÁ Gymnázium Jura HronaEdita ROLLOVÁ Gymnázium Grösslingová5. Tomá¹ MIKU© Gymnázium Jura HronaMihal POLAÈEK Gymnázium HaanovaKategória C1. Martin TÓTH Gymnázium Grösslingová2. Mihal BURGER Gymnázium GrösslingováKatarína KITTANOVÁ Gymnázium Hubeného4. Závodný JAKUB Gymnázium Grösslingová5. Juraj ZEMIANEK Gymnázium I. Horvátha6. Mihal KOLESÁR Gymnázium Karola ©túra, ModraMária ©OLTÉSOVÁ Gymnázium Grösslingová8. Anton ©TAFÁNEK Gymnázium Jura Hrona9. Matú¹ DEKÁNEK Gymnázium Jura Hrona10. Martin FIALA Gymnázium GrösslingováPeter HANDLOVIÈ Gymnázium GrösslingováJana PODSTUPKOVÁ Gymnázium GrösslingováMihal POLÁÈIK Gymnázium Tomá¹ikováBarbora TRUBENOVÁ Gymnázium Jura HronaKategória Z91. Franti¹ek SIMANÈÍK Gymnázium Grösslingová2. Andrej BORSUK Gymnázium GrösslingováStanislava SOJÁKOVÁ Z© Turnianska4. Kristína HÝRO©©OVÁ Z© Dérera, MalakyJana MAJERÍKOVÁ Z© a Gymnázium Ko¹ikáVeronika PETRÁKOVÁ Z© TurnianskaVojteh VILLARIS Z© a Gymnázium Ko¹iká8. Martina BREZOVÁ Gymnázium GrösslingováViktor KUBINEC Z© Proko�evovaJán MIKLÓSSY Gymnázium GrösslingováKategória P1. Peter BELLA 3 Gymnázium Jura Hrona2. Pavol MRAVEC 3 Gymnázium Karola ©túra, Modra3. Mihal TVARO®EK 4 Gymnázium Jura Hrona4. Boris BURDILIAK 4 Gymnázium Jura Hrona5. Mihal POKORNÝ 4 Gymnázium Grösslingová



14 50. roèník matematikej olympiády6. Pavol MARKO 4 Gymnázium Jura Hrona7. Pavol JUHOS 3 Gymnázium Grösslingová8. ¥ubo¹ STESKAL 4 Gymnázium GrösslingováJozef TVARO®EK 3 Gymnázium Jura Hrona10. Ondrej SVITEK Gymnázium Karola ©túra, ModraKraj NitraKategória A1. Milo¹ MEDØÍK 4 Gymnázium Párovská, NitraZoltán MICS 4 Gymnázium maï., ©ahy3. Peter KRÈAH 4 Gymnázium Párovská, Nitra4. Tomá¹ STRIBULA 3 Gymnázium Levie5. Zoltán ADAM 3 Gymnázium maï., Komárno6. Zuzana TREPÁÈOVÁ 3 Gymnázium Topoµèany7. ¥ubo¹ FAZEKA© 4 Gymnázium Zlaté MoraveIldikó KÁSA 3 Gymnázium maï., KomárnoEndre KURUCZ 4 Gymnázium maï., KomárnoMartin MOLNÁR 1 Gymnázium LevieTibor PETÁK 3 Gymnázium KomárnoPéter RAKYTA 1 Gymnázium maï., KomárnoKategória B1. Péter KOLTAI Gymnázium maï., Komárno2. Pavol CVIK Gymnázium Levie3. Jozef VESELÝ Gymnázium Golianova, Nitra4. Peter SPÁÈ Gymnázium Golianova, Nitra5. Juraj ÏURECH Gymnázium Golianova, NitraStanislav HAVRAN Gymnázium Zlaté MoraveMartin ©U©KA Gymnázium LevieTomá¹ TKÁÈ Gymnázium Piaristiká, NitraMarek VRÁBEL Gymnázium Párovská, NitraKategória C1. Marek JANÈU©KA Gymnázium Párovská, NitraMartin MOLNÁR Gymnázium LeviePéter RAKYTA Gymnázium maï., Komárno4. Silvia BAGÓCSIOVÁ Gymnázium maï., KomárnoJozef CIBIÈEK Z© Komenského, Komárno



Výsledky krajskýh k�l 15László FEKETE Gymnázium maï., KomárnoRóbert PATHÓ Gymnázium ©túrovoMiroslav ©TOLC Gymnázium Párovská, Nitra9. Peter MOLNÁR Gymnázium Nové ZámkyJuraj PISÁR SP©E Nové ZámkyKategória Z91. Matej PIVOLUSKA Z© Pri Podlu¾ianke, Levie2. Bystrík PE©L Z© Gogoµova, Topoµèany3. Marek KRÈAH Gymnázium Párovská, Nitra4. Jaroslava BÓNOVÁ Z© VolkoveAndrás MORAUSZKI Z© maï., ®eliezoveMartin TAKÁÈ CZ© Nové Zámky7. Balázs ÁCSAY Z© maï., MarelováKatarína KUNOVÁ Z© Komenského, KomárnoTomá¹ PRINCZKEL Z© maï., ®eliezove10. Kristián KACZ Z© maï., ©kolská, KolárovoMihal KESELY Gymnázium Párovská, NitraErik NAGY Z© Sídlisko Váh, ©aµaMartin NOVÁÈIK Z© Tribeèská, TopoµèanyÁgnes ORBÁN Z© a G irk. maï., ©ahyKategória P1. Peter TRUCHLÝ 4 Gymnázium Párovská, Nitra2. Peter KRÈAH 4 Gymnázium Párovská, Nitra3. Jozef VESELÝ 2 Gymnázium Golianova, NitraKraj TrnavaKategória A1. Ladislav SZABÓ 3 Gymnázium maï., Dunajská Streda2. Zoltán DOMONKOS 3 Gymnázium maï., Dunajská StredaJuraj NEÈAS 4 Gymnázium SkaliaZoltán CSONGA 3 Gymnázium maï., Dunajská Streda5. Marta ZAJACOVÁ 3 Gymnázium J. Hollého Trnava6. Filip VALA©EK 4 ©portové gymnázium Trnava



16 50. roèník matematikej olympiádyKategória B1. Lívia ©MÁTRALOVÁ Gymnázium Z. Kodálya maï., GalantaKategória C1. Sámuel PERES Gymnázium maï., Dunajská Streda2. Tomá¹ MIKLÁNEK Gymnázium J. Hollého, Trnava3. Pavol GÁL Gymnázium Sereï4. Luká¹ HRÍBÍK Gymnázium A. Merii, Trnava5. Katarína JUDINYOVÁ ©portové gymnázium J. Bottu, Trnava6. Jana MAKÝ©OVÁ Gymnázium Komenského, Hlohove7. Karol GYRI Gymnázium Z. Kodálya maï., GalanataCsilla KROMMEROVÁ Gymnázium Z. Kodálya maï., GalanataMartin PAULECH Gymnázium Komenského, Hlohove®aneta TRUMPE©OVÁ Gymnázium SkaliaKategória Z91. Luia BANIÈOVÁ VII. Z© Brezová, Pie¹»anySzabols CSÉFALVAY Z© maï., Veµký Meder3. Dávid ISTVÁN Gymnázium maï., Dunajská StredaMatej KAMENÁR Z© Komenského, SereïVeronika PETRINCOVÁ III. Z© SeniaIvana ©VIHRANOVÁ Z© ©tefánikova, GalantaPéter TAMÁSI Z© maï., Veµký Meder8. Zuzana DANÈÍKOVÁ VII. Z© Brezová, Pie¹»anyMariana NEDOROSTOVÁ V. Z© Pie¹»anyJozef SKOÈÍK Z© Koperníkova, HlohoveV kategórii P nikto nezískal dostatoèný poèet bodov na to, aby sa stal úspe¹ným rie¹iteµom.Kraj TrenèínKategória A1. Tomá¹ KULICH 4 Gymnázium PrievidzaJuraj ©ARINAY 4 Gymnázium ¥udovíta ©túra Trenèín2. Mihal PECÚCH 3 Gymnázium ¥udovíta ©túra TrenèínMatej ©USTR 4 Gymnázium ¥udovíta ©túra Trenèín



Výsledky krajskýh k�l 17Kategória B1. Barbora GÁBELOVÁ Gymnázium 1. mája, Púhov2. Martin MU©KA Gymnázium ¥udovíta ©túra, Trenèín3. Vladimír SADLOÒ Gymnázium 1. mája, PúhovMihal STAÒO Gymnázium 1. mája, PúhovKategória C1. Peter AUGUSTÍN Gymnázium M.R.©tefánika Nové mesto n/V2. Igor TRÚCHLIK Gymnázium ©kolská, Pova¾ská Bystria3. Juraj PRIEVALSKÝ Gymnázium Nedo¾erského, Prievidza4. Peter MACEJKA SP© ©portovov, Pova¾ská Bystria5. Zuzana RYCHTÁRECHOVÁ Gymnázium Radlinského, Bánove n/B6. Martin PARGAÈ Gymnázium ¥udovíta ©túra Trenèín7. Tomá¹ GIECI SP© Bánove nad Bebravou8. Peter SIVÝ SP© Obranov mieru, Dubnia n/V9. Mihal KRÁSNY Gymnázium 1. mája, PúhovBohumil ©KRÍP Gymnázium Nedo¾erského, PrievidzaEva HAMAJOVÁ Gymnázium Nedo¾erského, PrievidzaMartin SENE©I Gymnázium ©kolská, Dubnia n/VKategória Z91. MaloRodina3. Pristah4. Miklo¹Mori¹Plaèko©o¹ovièková8. BukvayÈernoGrmanHrdinaJurdíkLahký Kategória P1. Tomá¹ KULICH 4 Gymnázium V.B.Nedo¾erského, Prievidza



18 50. roèník matematikej olympiády
Kraj ®ilinaKategória A1. Peter ÈENDULA 4 Gymnázium Liptovský Mikulá¹Erika TROJÁKOVÁ 3 Gymnázium Veµká Okru¾ná ®ilina3. Mihal KOPERA 4 Gymnázium Veµká Okru¾ná ®ilina4. Milan KOLKUS 4 Gymnázium ÈadaJaroslav ©EVÈÍK 4 Gymnázium Veµká Okru¾ná ®ilinaTomá¹ ©KEREÒ 3 Gymnázium Veµká Okru¾ná ®ilina7. Jakub DAUBNER 3 Gymnázium Veµká Okru¾ná ®ilinaJuraj LA©©UTH 4 Gymnázium Veµká Okru¾ná ®ilinaMihal PE©TA 4 Gymnázium Liptovský Mikulá¹10. Jozef JURÍÈEK 4 Gymnázium Veµká Okru¾ná ®ilinaBranislav MIKULÁ© 6 Gymnázium V. Paulínyho{Tótha MartinKategória B1. Milan ©ATKA Gymnázium Liptovský Hrádok2. Juraj VOZÁRIK Gymnázium Liptovský Mikulá¹Kategória C1. Martin ©KORUPA Gymnázium Liptovský Mikulá¹2. Bianka KOVÁÈOVÁ Gymnázium Veµká Okru¾ná ®ilinaMiroslav MAHDOÒ Gymnázium Veµká Okru¾ná ®ilinaZuzana STRA®OVCOVÁ Gymnázium sv. Franti¹ka ®ilina5. Peter MIKULÁ© SP© Novomeského, Martin6. Luia GULDANOVÁ Gymnázium Veµká Okru¾ná ®ilinaDaniela JANÁÈOVÁ Gymnázium Veµká Okru¾ná ®ilina8. Rastislav LENHARDT Gymnázium Liptovský Mikulá¹9. Tomá¹ BAÈA Gymnázium Var¹avská, ®ilinaAndrej BOSÍK Gymnázium Veµká Okru¾ná ®ilinaMonika LA©TÍKOVÁ Gymnázium NámestovoKategória Z91. Marek HANES Gymnázium J. Lettriha Martin2. Edita DOLEJ©IA Gymnázium Var¹avská, ®ilinaMatej FAB©ÍK Z© Nábre¾ná, Kysuké Nové Mesto



Výsledky krajskýh k�l 19Katarína KURICOVÁ Z© Zaymusa, ®ilinaMartin LADECKÝ Z© Hliny VII., ®ilinaPeter MACKO Z© J.Kráµa, Liptovský Mikulá¹Peter PIJÁK Z© Neslu¹a8. Vladimír BUTEK Z© Hliny V., ®ilinaRihard STAROÒ Z© Bobrove10. Daniel ÈIERNÝ Gymnázium J. Lettriha MartinKategória P1. Tomá¹ ZÁTHURECKÝ 6 Gymnázium V. Paulínyho{Tótha Martin2. Mihal KOPERA 4 Gymnázium Veµká Okru¾ná ®ilina3. Tomá¹ VRÁBEL 3 Gymnázium V. Paulínyho{Tótha Martin4. Marek ©AMAJ 4 Gymnázium Hlinská, ®ilina5. Lubo¹ PAZDERA 3 Gymnázium JMH ÈadaPeter SMOLKA 3 Gymnázium JMH Èada7. Miroslav CHABREÈEK 4 Gymnázium JMH ÈadaMarián REVAY 3 Gymnázium JMH Èada9. Martin DUBEC 2 Gymnázium A. ©krábika, RajeKraj Banská BystriaKategória A1. Robert LUKO«KA Gymnázium J.G.Tajovského B. Bystria2. Stanislav MIKLÍK Gymnázium J.G.Tajovského B. Bystria3. Zuzana KASAROVÁ Gymnázium J.G.Tajovského B. BystriaMarek TESAØ Gymnázium B.S.Timravy Luèene5. Ján GREGOR Gymnázium J.G.Tajovského B. BystriaBranislav HUDEC Gymnázium J.G.Tajovského B. BystriaKategória C1. Hana BUDÁÈOVÁ Gymnázium B.S.Timravy Luèene2. Zuzana SVITEKOVÁ Gymnázium J.G.Tajovského B. Bystria3. Du¹an LEITNER Gymnázium Veµký Krtí¹4. Tomá¹ OSIÈKA Gymnázium J.G.Tajovského B. Bystria5. Elena DU©KOVÁ Gymnázium Kremnia6. Luia KOMENDOVÁ Gymnázium J.G.Tajovského B. BystriaMartin LYSÍK Gymnázium J.G.Tajovského B. BystriaRoman STOKLASA Gymnázium J.G.Tajovského B. Bystria



20 50. roèník matematikej olympiádyIvan ©TUBÒA Gymnázium J.G.Tajovského B. BystriaMartin ©VANTNER Gymnázium J.G.Tajovského B. BystriaKategória Z91. Mirislav CICKO Z© BadínJozef BODNÁR Z© Mláde¾níka, Fiµakovo3. Róbert ASTALO© Z© P. Dob¹inského, Rimavská Sobota4. Ján MI©KOV Gymnázium A. Sládkovièa, KrupinaPavel BAHNO Z© ®iar nad HronomJán TUROÒ Z© Pionierska, Brezno7. Soòa KYSE¥OVÁ IV. Z© DetvaLívia KRAKOVSKÁ Gymnázium Veµký Krtí¹9. Andrej NEMÈEK O©G Banská Bystria10. Mihal LULÈO Z© Centrum, Hnú¹»aVeronika STANKOVIANSKA Z© RadvaòKategória P1. Ján ORAVEC Gymnázium J.G.Tajovského B. Bystria2. Dávid HARAGA Gymnázium J.G.Tajovského B. Bystria3. Marek TESAØ Gymnázium B.S.Timravy Luèene4. Tomá¹ VÁÒA Gymnázium ®iar nad HronomV kategórii B nikto nezískal dostatoèný poèet bodov na to, aby sa stal úspe¹ným rie¹iteµom.Kraj Ko¹ieKategória A1. Ján MAZÁK Gymnázium Po¹tová, Ko¹ie2. Ján DOVICA Gymnázium Po¹tová, Ko¹ie3. Martin MACKO Gymnázium ©kolská, Spi¹ská Nová Ves4. Lenka BABIAKOVÁ Gymnázium Po¹tová, Ko¹ie5. Radovan BAUER Gymnázium Po¹tová, Ko¹iePeter SASÁK Gymnázium Alejová, Ko¹ie7. Ján UHRÍN Gymnázium Pavla Horova Mihalove8. Tomá¹ DZETKULIÈ Gymnázium Pavla Horova Mihalove9. Daniel REITZNER Gymnázium ©robárova, Ko¹ieBoris ZÁPOTOCKÝ Gymnázium Po¹tová, Ko¹iePeter MARKO Gymnázium Alejová, Ko¹ie



Výsledky krajskýh k�l 21Kategória B1. Peter NAWKA Gymnázium Pavla Horova MihaloveKategória C1. Ján BORSÍK Gymnázium Po¹tová, Ko¹ie2. Pavol TRENKLER Gymnázium sv. T. Akvinského, Ko¹ieTomá¹ MARCINKO Gymnázium Alejová, Ko¹ie4. Ladislav MIKE© Gymnázium Alejová, Ko¹ieRoman ZÁKUTNÝ Gymnázium Po¹tová, Ko¹ie6. Darina POLOVKOVÁ Gymnázium ©kolská, Spi¹ská Nová VesMartin PANCÁK Gymnázium Po¹tová, Ko¹ie8. Tomá¹ GRE©LÍK Gymnázium Pavla Horova Mihalove9. Peter JUHÁSZ Gymnázium Pavla Horova MihaloveDu¹an ©ERFZ Gymnázium Alejová, Ko¹ieVeronika CZIPPELOVÁ Gymnázium J.A.Komenského Ko¹ieKategória Z91. Jozef FETTERIK Z© Fábryho, Ko¹ie2. Katarína DUNAJSKÁ Z© Nad Medzou, Spi¹ská Nová Ves3. ©tefan GURSKÝ Gymnázium Alejová, Ko¹ieAdrián KOVÁÈ II. Z© MihaloveMarián SOMENTÁL Z© Ing. Ko¾uha, Spi¹ská Nová Ves6. Mihal REPISKÝ Z© Drábova, Ko¹ieJana SLOSARÈÍKOVÁ Z© Lehkého, Ko¹ieDu¹an PETRIÈKO Z© Dneperská, Ko¹ieKatarína SAVINCOVÁ VII. Z© MihaloveMihal DZETKULIÈ I. Z© MihaloveOndrej KOÈAN VII. Z© MihaloveKategória P1. Marián DVORSKÝ 4 Gymnázium ©robárova, Ko¹ie2. Zuzana VLÈKOVÁ 4 Gymnázium Alejová, Ko¹ie3. Miroslav RUDI©IN 4 Gymnázium ©robárova, Ko¹ie4. Martin MACKO 4 Gymnázium ©kolská, Spi¹ská Nová Ves5. Tomá¹ DZETKULIÈ 3 Gymnázium Pavla Horova Mihalove6. Ján KATRENIÈ 3 Gymnázium ©kolská, Spi¹ská Nová Ves7. Radovan BAUER 3 Gymnázium Po¹tová, Ko¹ie



22 50. roèník matematikej olympiády8. Ján MAZÁK 3 Gymnázium Po¹tová, Ko¹ieKamil PAULÍNY 3 Gymnázium Po¹tová, Ko¹ie10. Eva VASILOVÁ 4 Gymnázium Pavla Horova Mihalove
Kraj Pre¹ovKategória A1. Eva SKOPALOVÁ 3 Gymnázium Popradské nábre¾ie, Poprad2. Daniel JO©ÈÁK 4 Gymnázium Kon¹tantínova, Pre¹ov3. Katarína KVA©ÒÁKOVÁ 1 Gymnázium Kon¹tantínova, Pre¹ovKategória B1. Mihal RJA©KO Gymnázium Vranov nad Topµou2. Jozef BARLA© Gymnázium SninaKategória C1. Zuzana CE¥UCHOVÁ Gymnázium Kon¹tantínova, Pre¹ovKatarína KVA©ÒÁKOVÁ Gymnázium Kon¹tantínova, Pre¹ov3. Zuzana BATMENDIYNOVA Gymnázium Stará ¥ubovòa4. Rastislav PJONTEK Gymnázium D. Tatarku Poprad5. Luká¹ MERIÈKO Gymnázium L. Svobodu HumennéTomá¹ MOLOKAÈ Gymnázium L. Svobodu HumennéDaniel VOJTEK Gymnázium Kon¹tantínova, Pre¹ovVladimír ®ÁK Gymnázium L. Stökela Bardejov9. Jozef MARÈIN Gymnázium L. Stökela BardejovAndrea REGULOVÁ Gymnázium L. Svobodu HumennéKategória Z91. Martin BEKESS Gymnázium D. Tatarku, PopradMatú¹ TEJI©ÈÁK Z© ¥ubotie2. Ondrej FRÖHLICH Z© ©robárova, Pre¹ov3. Lenka HLADOVÁ Z© Bernolákova, Vranov n/TLenka POLOVKOVÁ Z© Kudlovská, HumennéDenisa HOSTOVÁ Z© Kúpeµná, Pre¹ov7. Zdenka KALANINOVÁ Z© Kudlovská, Humenné



Výsledky krajskýh k�l 23Gabriel OLEK©ÁK Z© Dr. Fishera, Ke¾marokTatiana GONDEKOVÁ Z© Ul. 8. mája, Svidník10. Anton REPKO Gymnázium sv. Mikulá¹a, Pre¹ovLuká¹ SLEBODNÍK Z© G. Haina, LevoèaKategória P1. Pavol ADAM 4 Gymnázium Kon¹tantínova, Pre¹ov2. Mihal RJA©KO 2 Gymnázium Daxnerova, Vranov nad Topµou3. Mihal TEKE¥ 3 Gymnázium Kon¹tantínova, Pre¹ov4. Peter BANDA 4 Gymnázium Kon¹tantínova, Pre¹ov5. Martin ADAM 4 SP©E Plzenská, Pre¹ov





Zadania sú»a¾nýh úlohKategória CC { I { 1Nájdite v¹etky trojiferné èísla n také, ¾e posledné trojèíslie èísla n2 je zhodné s èíslomn. (J. Zhouf)C { I { 2Zostrojte lihobe¾ník, ak sú dané då¾ky 9 m a 12 m jeho uhloprieèok, då¾ka 8 mstrednej prieèky a vzdialenos» 2 m stredov uhloprieèok. (E. Kováè)C { I { 3Nájdite v¹etky dvojie prirodzenýh èísel a, b, pre ktoré platín(a; b) +D(a; b) = 63;kde n(a; b) oznaèuje najmen¹í spoloèný násobok a D(a; b) najväè¹í spoloèný deliteµ èísela, b. (L. Boèek)C { I { 4Doká¾te, ¾e pre då¾ky a, b,  strán µubovoµného trojuholníka platí(a2 + b2)2 � (a2 � b2)2ab2 5 2:Pre ktoré trojuholníky nastane v predhádzajúom vz»ahu rovnos»? (J. ©im¹a)C { I { 5Tridsa» maturantov jedného gymnázia si podalo prihlá¹ku na ïal¹ie ¹túdium na niektorúzo ¹iestih fakúlt Slovenskej tehnikej univerzity. Vyu¾ili mo¾nos» poda» via prihlá¹ok,a tak polovia ¾iakov podala prihlá¹ku aspoò na tri fakulty. Tretina ¹tudentov si podalaprihlá¹ku na via ako tri fakulty. Na fakultu arhitektúry sa vzhµadom na talentové



26 50. roèník matematikej olympiádyprijímaie skú¹ky nehlásil nikto. Doká¾te, ¾e na niektorú zo zvy¹nýh piatih fakúlt saprihlásilo menej ako dvadsa» ¹tudentov. (P. Hlinìný)C { I { 6Do danej kru¾nie s polomerom r vpí¹te lihobe¾ník ABCD s krat¹ou základòou CDa prieseèníkom uhloprieèok E tak, aby platilo jBCj = jCDj a jAEj = r. (P. Leishner)C { S { 1Nájdite v¹etky trojie a, b,  prirodzenýh èísel pre ktoré súèasne platín(ab; ) = 28; n(b; a) = 29; n(a; b) = 211;kde n(x; y) oznaèuje najmen¹í spoloèný násobok prirodzenýh èísel x a y. (P. Èernek)C { S { 2V rovine je daný ¹tvore ABCD. Kru¾nia k prehádza bodmi A, B a dotýka sa priam-ky CD. Oznaème M (M 6= B) prieseèník kru¾nie k a strany BC. Urète pomer jCM j :: jBM j. (J. ©vrèek)C { S { 3Pre ktoré dvojiferné èísla n je èíslo n3 � n deliteµné èíslom sto? (J. Zhouf)C { II { 1Nájdite v¹etky dvojie prirodzenýh èísel a, b, pre ktoré platía+ b+D(a; b) + n(a; b) = 50 ;kde D(a; b) oznaèuje najväè¹í spoloèný deliteµ a n(a; b) najmen¹í spoloèný násobokprirodzenýh èísel a, b. (J. ©im¹a)C { II { 2Kru¾nie k(S; r) a l(O;R) sa zvonku dotýkajú v bode T . Ih spoloèná dotyèniav bode T pretína ih vonkaj¹iu spoloènú dotyèniu v bode M . Doká¾te, ¾e - SOM jepravouhlý a vyjadrite jeho obsah pomoou polomerov r, R danýh kru¾ní.



Zadania sú»a¾nýh úloh, kategória B 27(P. Leishner)C { II { 3Nájdite v¹etky dvojie kladnýh èísel x, y, ktoré sú rie¹ením sústavy rovníx � y10 = 195;6;y � x10 = 241;7:Zápis z10 oznaèuje èíslo, ktoré vznikne zaokrúhlením èísla z na desiatky.(S. Bednáøová)C { II { 4Zostrojte taký trojuholník ABC, pre ktorý platí, ¾e vý¹ka a »a¾nia z vrholu C delia»a¾niu z vrholu A na tri zhodné úseèky, ak je daná då¾ka strany AB a veµkos» vý¹kyz vrholu C. (J. F�oldes)Kategória BB { I { 1V obore kladnýh èísel rie¹te sústavu rovní3x+ y10 = 598;6x10 + 2y = 723;4prièom x10 a y10 oznaèujú postupne èísla x a y zaokrúhlené na desiatky.(S. Bednáøová)B { I { 2Na povrhu koky ABCDEFGH je zostrojená lomená èiara zlo¾ená zo ¹tyroh zhod-nýh úseèiek v stenáh ABFE, BCGF , CDHG a GHEF , ktorá vyhádza z vrhola Aa konèí vo vrhole E. Urète, v akom pomere delí táto lomená èiara hranu CG.(J. Zhouf)B { I { 3Do ka¾dého poµa ¹tvorovej tabuµky n � n vpí¹eme jedno z èísel 1; 2; : : : ; n tak, abyv ka¾dom riadku aj v ka¾dom ståpi boli buï v¹etky èísla rovnaké, alebo v¹etky



28 50. roèník matematikej olympiádynavzájom r�zne. Príkladom pre n = 5 je nasledujúa tabuµka5 4 1 2 33 3 3 3 34 1 2 5 31 2 5 4 32 5 4 1 3Oznaème S súèet v¹etkýh èísel tabuµky. Koµko r�znyh hodn�t S pre dané n existuje?(J. ©im¹a)B { I { 4Neh k je kru¾nia opísaná trojuholníku ABC, D je prieseèník »a¾nie na stranu ABs kru¾niou k. Dotyènie ku kru¾nii k v bodoh A, B, C, D vytvárajú ¹tvoruholníkPQRS. Zistite, pre ktoré trojuholníky ABC je ¹tvoruholník PQRS tetivový.(J. F�oldes)B { I { 5Urète v¹etky polynómy P (x) také, ¾e pre ka¾dé reálne èíslo x je splnená rovnos»P (2x) = 8P (x) + (x� 2)2: (P. Èernek)B { I { 6Zostrojte trojuholník ABC s obsahom 18 m2 a nasledujúou vlastnos»ou: obvod ka¾-dého pravouholníka KLMN , ktorého vrholy K, L le¾ia na úseèke AB a body M , Npostupne na úseèkáh BC, AC, je rovný trom pätinám obvodu trojuholníka ABC.(S. Bednáøová)B { S { 1Nájdite v¹etky trojiferné èísla n, ktorýh druhá monina konèí rovnakým trojèíslimako druhá monina èísla 3n� 2. (J. ©im¹a)B { S { 2Je daný tetivový ¹tvoruholník ABCD. Oznaème E prieseèník priamok BC a AD.Ak le¾í prieseèník uhloprieèok AC a BD na osi uhla AEB, tak je trojuholník ABErovnoramenný. Doká¾te.



Zadania sú»a¾nýh úloh, kategória B 29(E. Kováè)B { S { 3Urète mnohoèleny P a Q také, ¾e pre v¹etky reálne èísla x platíQ(x2) = (x+ 1)4 � x�P (x)�2: (P. Èernek)B { II { 1Urète v¹etky reálne èísla p také, ¾e pre µubovoµné kladné èísla x, y platí nerovnos»x3 + py3x+ y = xy: (J. Bábeµa)B { II { 2Daný je trojuholník ABC. Zostrojte rovnobe¾ník KLMN tak, aby jeho vrholy K a Lle¾ali na strane AB, vrhol M na strane BC, vrhol N na strane AC a aby trojuholníkyAKN , LBM a NMC mali rovnaké obsahy. (J. ©im¹a)B { II { 3Urète v¹etky prirodzené èísla n, pre ktoré je podiel(n2)10(n10)2elé èíslo. Zápis z10 oznaèuje èíslo, ktoré vznikne zaokrúhlením èísla z na desiatky.(S. Bednáøová)B { II { 4Nájdite v¹etky ostrouhlé trojuholníky ABC, ktorýh »a¾isko T splýva s prieseèníkomvý¹ok trojuholníka PQR, prièom body P , Q, R sú poporadí prieseèníky polpriamokopaènýh k polpriamkam TA, TB, TC s kru¾niou opísanou trojuholníku ABC.(J. F�oldes)



30 50. roèník matematikej olympiádyKategória AA { I { 1V urne sú len biele a èierne gulièky, ktorýh poèet zaokrúhlený na stovky je 1 000. Prav-depodobnos» vytiahnutia dvoh èiernyh gulièiek je o 1743 väè¹ia ako pravdepodobnos»vytiahnutia dvoh bielyh gulièiek. Koµko bielyh a koµko èiernyh gulièiek je v urne?(Pravdepodobnos» vytiahnutia ktorejkoµvek gulièky je rovnaká.) (P. Èernek)A { I { 2Neh a1, a2 sú prirodzené èísla a neh pre ka¾dé prirodzené n = 2 je èíslo an+1 o 1 väè¹ieako najväè¹í nepárny deliteµ súètu an + an�1. Doká¾te, ¾e postupnos» a1; a2; a3; : : :je od urèitého èlena poèínajú periodiká. Nájdite v¹etky také postupnosti, ktoré súperiodiké u¾ od prvého èlena. (J. Bábeµa)A { I { 3V rovine je daný ostrouhlý trojuholník ABC. Päty vý¹ok z vrholov A, B oznaèmepostupne A1, B1. Dotyènie kru¾nie opísanej trojuholníku CA1B1 zostrojené v bodohA1, B1 sa pretínajú v bode M . Doká¾te, ¾e kru¾nie opísané trojuholníkom AMB1,BMA1, CA1B1 prehádzajú jedným bodom. (J. ©vrèek)A { I { 4V obore reálnyh èísel rie¹te sústavu nerovnísinx+ os y = p2;sin y + os z = p2;sin z + osx = p2: (J. ©vrèek)A { I { 5Nájdite v¹etky funkie f : R ! R také, ¾e pre v¹etky reálne èísla x, y platíx2 + y2 + 2f(xy) = f(x+ y) � �f(x) + f(y)�:



Zadania sú»a¾nýh úloh, kategória A 31(E. Kováè)A { I { 6Zostrojte lihobe¾ník ABCD, ak sú dané då¾ky jeho ramien jBCj = 4;5 m, jDAj = 3 ma veµkos» 75Æ uhla, ktorý zvierajú priamky BC a AD, a ak navy¹e platí jABj � jCDj == jACj2. (E. Kováè)A { S { 1Nájdite v¹etky reálne èísla p, pre ktoré má sústava nerovní25 + 2x2 5 13y + 10z � p;25 + 3y2 5 6z + 10x;25 + 4z2 5 6x+ 5y + ps neznámymi x, y, z rie¹enie v obore reálnyh èísel. (J. ©vrèek)A { S { 2Je daný lihobe¾ník ABCD so základòou AB då¾ky a, v ktorom sú oba uhly ABC aADB pravé. Na strane AB le¾í bod M taký, ¾e úseèka MD je kolmá na AC a úseèkaMC je kolmá na BD. Urète då¾ky ostatnýh strán lihobe¾níka. (J. Zhouf)A { S { 3Nájdite v¹etky ¹tvoriferné èísla abd, ktoré sú deliteµné ka¾dým z dvojifernýh èíselab, b, d, prièom èíslie a, b, , d sú nepárne a nie v¹etky rovnaké. (J. ©im¹a)A { II { 1Nájdite najmen¹ie ¹tvoriferné èíslo n, pre ktoré má sústavax3 + y3 + y2x+ x2y = n;x2 + y2 + x+ y = n+ 1iba eloèíselné rie¹enia. (J. Zhouf)



32 50. roèník matematikej olympiádyA { II { 2Urète v¹etky reálne èísla s a t, pre ktoré je grafom funkief(x) = x2 � 4x+ stjx� 1j+ x+ 7lomená èiara zlo¾ená z dvoh polpriamok. (P. Èernek)A { II { 3Je daná kru¾nia k(S; r) a na nej body M , N také, ¾e uhol MSN je ostrý. ¥ubovoµnýmbodom X men¹ieho z oblúkov MN veïme rovnobe¾ku s priamkou MS a oznaème Y jejprieseèník s úseèkou SN . Zostrojte taký bod X, pre ktorý je obsah trojuholníka SXYmaximálny. (P. Èernek)A { II { 4Urète v¹etky funkie f : R ! R také, ¾e pre v¹etky reálne èísla x a y platíf�x2 + f(y)� = (x� y)2 � f(x+ y) : (P. Calábek)A { III { 1Urète v¹etky mnohoèleny P (x) s reálnymi koe�ientami také, ¾e pre v¹etky reálne èíslax platí �P (x)�2 + P (�x) = P (x2) + P (x): (P. Calábek)A { III { 2V rovine je daný trojuholník PQX, prièom jPQj = 3 m, jPXj = 2;6 m, jQXj == 3;8 m. Zostrojte pravouhlý trojuholník ABC tak, aby sa jeho vpísaná kru¾niadotýkala prepony AB v bode P , odvesny BC v bode Q a aby bod X le¾al napriamke AC. (J. ©im¹a)



Zadania sú»a¾nýh úloh, kategória A 33A { III { 3Nájdite v¹etky trojie reálnyh èísel a, b, , pre ktoré je mno¾inou v¹etkýh rie¹enínerovnie p2x2 + ax+ b > x� s neznámou x mno¾ina (�1; 0i [ (1;1). (P. Èernek)A { III { 4V istom jazyku je n písmen. Skupina písmen (napísanýh za sebou) je slovom právevtedy, keï sa medzi ¾iadnymi dvoma rovnakými písmenami nenahádzajú dve rovnaképísmená. Urète poèet v¹etkýh slov maximálnej då¾ky. (K. Èerneková)A { III { 5Z papiera bol vystrihnutý rovnoramenný lihobe¾ník C1AB2C2 s krat¹ou základòouB2C2. Pätu kolmie zo stredu D ramena C1C2 na základòu AC1 oznaèíme B1. Poprehnutí papiera pozdå¾ úseèiek DB1, AD a AC2 sa body C1, C2 premiestnili v priestoredo jedného bodu C a body B1, B2 do bodu B. Vznikol tak model ¹tvorstena ABCDs objemom 64 m3. Urète då¾ky strán p�vodného lihobe¾níka. (P. Leishner)A { III { 6Dané sú prirodzené èísla a1, a2, : : : , an a funkia f : Z ! R taká, ¾e f(x) = 1 preka¾dé elé x < 0 a f(x) = 1� f(x� a1) f(x� a2) � � �f(x� an)pre ka¾dé elé x = 0. Doká¾te, ¾e existujú prirodzené èísla s a t také, ¾e pre ka¾dé eléx > s platí f(x+ t) = f(x). (P. Kaòovský)





Rie¹enia sú»a¾nýh úlohKategória CC { I { 1Pou¾ijeme postup zalo¾ený na deliteµnosti | dve èísla sa zhodujú v poslednýh trohèísliiah práve vtedy, keï je ih rozdiel deliteµný èíslom 1 000. V na¹om prípade má by»èíslo n2 � n = n(n� 1) deliteµné èíslom 1 000 = 23 � 53. Èísla n a n� 1 sú nesúdeliteµnéa men¹ie ako 1 000, preto musí by» jedno deliteµné èíslom 125 a druhé �smimi.Prvá mo¾nos»: n je nepárnym násobkom 125, tak¾e sa rovná niektorému z èísel 125,375, 625, 875 a súèasne je n� 1 násobok �smih, preto n = 625.Druhá mo¾nos»: n je násobok 8 (teda párne) a n� 1 je nepárny násobok 125, preton = 376, lebo z èísel 126, 376, 626, 876 je len èíslo 376 násobok �smih.C { I { 2Zvoµme oznaèenie podµa obr. 1. Keï¾e KP je stredná prieèka v trojuholníku ACD,
A B

CD
EK LP Qa

 u�Obr. 1musí by» jKP j = 12 jDCj; podobne jQLj = 12 jDCj, jPLj = 12 jABj, tak¾e jPQj = 12 (a��) = 2 m. Preto¾e jKLj = 12 (a+) = 8 m, je a = 10 m,  = 6 m. Najprv zostrojímetrojuholník AEC podµa vety sss, na úseèke AE potom bod B, ním vedieme rovnobe¾kus CE. Tá pretne priamku vedenú bodom C rovnobe¾ne s AE v bode D.C { I { 3Neh a = Dp, b = Dq, n = Dpq, kde D je najväè¹í spoloèný deliteµ, n najmen¹íspoloèný násobok èísel a, b, èísla p, q sú nesúdeliteµné. Podµa textu úlohy má plati»D(1 +pq) = 63, tak¾e máme tieto mo¾nosti (bez ujmy na v¹eobenosti predpokladáme,



36 50. roèník matematikej olympiády¾e a 5 b): D pq (p; q) (a; b)1 62 (1; 62); (2; 31) (1; 62); (2; 31)3 20 (1; 20); (4; 5) (3; 60); (12; 15)7 8 (1; 8) (7; 56)9 6 (1; 6); (2; 3) (9; 54); (18; 27)21 2 (1; 2) (21; 42)Úloha má 8 rie¹ení, ak nerozli¹ujeme poradie èísel a, b.C { I { 4Uvedenú nerovnos» upravíme na ekvivalentný tvar0 5 (a2 � b2)2 � (a2 � 2ab+ b2)2;t.j. 0 5 (a� b)2 � [(a+ b)2 � 2℄:Preto¾e a+b > , platí táto nerovnos» pre då¾ky strán µubovoµného trojuholníka, rovnos»nastane práve vtedy, keï a = b, teda pre rovnoramenné trojuholníky so základòou .C { I { 5Najprv odhadneme, koµko prihlá¹ok elkovo maturanti podali. Polovia, t.j. 15 ¹tu-dentov, podala jednu alebo dve prihlá¹ky. Z druhej polovie podalo 10 ¹tudentov as-poò 4, teda 4 alebo 5 prihlá¹ok, a ostávajúih pä» ¹tudentov podalo prihlá¹ku na právetri fakulty. Celkovo podali najvia 15 � 2 + 5 � 3 + 10 � 5 = 95 prihlá¹ok. Preto nemohlipoda» na ka¾dú fakultu aspoò 20 prihlá¹ok, inak by ih muselo by» aspoò 100.Spravme si rozpis pre prípad, keï na ka¾dú z piatih fakúlt bolo podanýh práve19 prihlá¹ok (A znamená, ¾e ¾iak v príslu¹nom ståpi podal prihlá¹ku na fakultuv uvedenom riadku, znak { znamená, ¾e prihlá¹ku nepodal. ©tudenti sú rozdelení dotroh skupín, prvá je zlo¾ená z 15 ¹tudentov, ktorí podali dve prihlá¹ky. Nasledujeskupina piatih ¹tudentov s tromi prihlá¹kami, tretia skupina má 10 èlenov, ka¾dýpodal 5 prihlá¹ok):¹tudent 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 151. fakulta: A A A A A A { { { { { { { { {2. fakulta: { { { A A A A A A { { { { { {3. fakulta: { { { { { { A A A A A A { { {4. fakulta: { { { { { { { { { A A A A A A5. fakulta: A A A { { { { { { { { { A A A¹tudent 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 301. fakulta A A A { { A A A A A A A A A A2. fakulta { A A A { A A A A A A A A A A3. fakulta { { A A A A A A A A A A A A A4. fakulta A { { A A A A A A A A A A A A5. fakulta A A { { A A A A A A A A A A A



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória C 37C { I { 6Predpokladajme, ¾e sme u¾ lihobe¾ník zostrojili (obr. 2), priamka SE je nutne jeho
S BCDA Err

p k� �� ���� �2�3�
�Obr. 2os súmernosti. Ak oznaèíme � veµkos» uhla ACD, majú uhly BDC, ABD a CABrovnakú veµkos», ako vyplýva ze súmernosti lihobe¾níka podµa priamky SE a z rovno-be¾nosti priamok CD a AB. Preto¾e jBCj = jCDj, je trojuholník BCD rovnoramenný.Potom sa veµkosti uhlov CBD a CAD rovnajú �. Preto¾e jAEj = jASj a AB je kolmá naSE, rovnajú sa � tie¾ veµkosti uhlov SAB a SBA. Z rovnoramenného trojuholníka ASDvyplýva, ¾e uhly SAD a SDA majú veµkos» 3�, veµkos» uhla SDB je 2� (trojuholníkSDB je tie¾ rovnoramenný). Z trojuholníka ACD potom vyplýva, ¾e 8� = 180Æ, � == 22;5Æ. Tým u¾ je daná kon¹trukia: na danej kru¾nii zvolíme µubovoµne bod A, nímvedieme priamku p zvierajúu s priamkouAS uhol 2� = 45Æ, p pretne kru¾niu k v bodeC r�znom od A. Na úseèke AC zvolíme bod E, jAEj = r. Body B, D zostrojíme akobody súmerne zdru¾ené k bodom A, C podµa priamky SE. Iná voµba bodu A by viedlalen k rie¹eniu, ktoré by vzniklo otoèením rie¹enia u¾ zostrojeného. Podobne voµba druhejpriamky vedenej bodom A pod uhlom 45Æ s priamkou AS vedie k rie¹eniu súmernezdru¾enému k rie¹eniu zostrojenému podµa priamky AS.C { S { 1Ak sú èísla a, b,  rie¹ením úlohy, sú to delitele monín dvojky a teda sami sú moninamièísla 2, a = 2r, b = 2s,  = 2t, kde r, s, t sú elé nezáporné èísla. Z rovnosti n(ab; ) == 28 vyplýva, ¾e èísla t, r + s sa rovnajú najvia 8, prièom aspoò jedno z nih sarovná 8. Podobne sa èísla s + t, r rovnajú najvia deviatim a aspoò jedno z nih jerovné deviatim. Ïalej platí, ¾e jedno z èísel r + t, s sa rovná 11 a ¾iadne z nih nie jeväè¹ie ako 11. Nem�¾e v¹ak plati» s = 11, preto¾e s+ t 5 9, tak¾e r + t = 11. Èíslo rnem�¾e by» rovné 9, lebo má plati» r+s 5 8. Preto s+t = 9. Ïalej máme dve mo¾nosti:1) t = 8, odtiaµ r = 3, s = 1, a = 23, b = 2,  = 28,2) r + s = 8, odtiaµ vyplýva t = 6, r = 5, s = 3, teda a = 25, b = 23,  = 26.Úloha má dve rie¹enia.



38 50. roèník matematikej olympiádyC { S { 2Preto¾e stred kru¾nie k le¾í na osi strany AB, ktorá je zároveò os protiµahlej strany CD,dotýka se kru¾nia k úseèky CD v jej strede S (obr. 3). Preto¾e uhol ABM je pravý, jeAM priemerom kru¾nie k, a preto je pravý aj uhol ASM . Odtiaµ vyplýva, ¾e j<)DSAj == 90Æ � j<)CSM j = j<)SMCj a preto sú trojuholníky SMC a ASD podobné. Tak¾eplatí jCM j : jCSj = jDSj : jDAj. Ak oznaèíme a = jDAj a x = jCM j, tak potomx : 12a = 12a : a, teda x = 14a. Potom jCM j : jBM j = 1 : 3.
A B

CD S Mx
a k�Obr. 3Dodajme, ¾e rovnos» x = 14a mo¾no odvodi» z Pytagorovej vety pre trojuholníkyAMB, AMS: jABj2 + jBM j2 = jAM j2 = jASj2 + jSM j2;Po dosadení dostaneme:a2 + (a� x)2 = �a2 + (12a)2�+ �(12a)2 + x2�;odkiaµ po úprave x = 14a:C { S { 3Ak je èíslo n3 � n = n(n � 1)(n + 1) deliteµné èíslom 100 = 22 � 52, musí by» jednoz èísel n � 1, n, n + 1 deliteµné èíslom 25, preto¾e z troh po sebe idúih èísel m�¾eby» najvia jedno deliteµné piatimi. Ïalej musí by» èíslo n deliteµné ¹tyrmi (èísla n� 1,n+1 sú potom nepárne), alebo musí by» nepárne (èísla n�1, n+1 sú párne a ih súèinje deliteµný ¹tyrmi). Máme teda tieto mo¾nosti:n = 25 vyhovuje, lebo je nepárne,n = 75 vyhovuje, lebo je nepárne,n = 50 nevyhovuje, lebo je párne, ale nie je deliteµné ¹tyrmi,n� 1 = 25, n = 26 nevyhovuje, lebo je párne, ale nie je deliteµné ¹tyrmi,n� 1 = 50, n = 51 vyhovuje, lebo je nepárne,



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória C 39n� 1 = 75, n = 76 vyhovuje, lebo je deliteµné ¹tyrmi,n+ 1 = 25, n = 24 vyhovuje, lebo je deliteµné ¹tyrmi,n+ 1 = 50, n = 49 vyhovuje, lebo je nepárne,n+ 1 = 75, n = 74 nevyhovuje, lebo je párne, ale nie je deliteµné ¹tyrmi,n+ 1 = 100, n = 99 vyhovuje, lebo je nepárne.Úloha má sedem rie¹ení. C { II { 1Polo¾me a = Dk, b = Dl, kde D = D(a; b) je najväè¹í spoloèný deliteµ èísel a, b. Jezrejmé, ¾e èísla k, l sú nesúdeliteµné. Potom n = n(a; b) = Dkl a má plati» D(k+ l+1++kl) = 50. Inak napísané, (1+k)(1+ l)D = 50. Nájdime preto v¹etky rozklady èísla 50na súèin troh prirodzenýh èísel D, 1+k, 1+ l, z ktorýh posledné dve sú väè¹ie ako 1.Bez ujmy na v¹eobenosti m�¾eme predpoklada», ¾e a 5 b, tj. k 5 l. Dostaneme tietomo¾nosti: D 1 + k 1 + l k l a b1 2 25 1 24 1 241 5 10 4 9 4 95 2 5 1 4 5 20Pre D = 2 dostaneme k = l = 4, ale k, l majú by» nesúdeliteµné. Spor.Pre D = 10, 25 alebo 50 dostaneme k = 0, èo nevedie k ¾iadnemu rie¹eniu.Úloha má tri rie¹enia. C { II { 2
S OK LMTr Rk

l
�Obr. 4Oznaème K, L body dotyku tej spoloènej dotyènie oboh kru¾ní, na ktorej le¾íbod M a ktorá je r�zna od spoloènej dotyènie v bode T (obr. 4). Zo súmernosti podµapriamky MS vyplýva zhodnos» uhlov KMS a TMS a zo súmernosti podµa priamkyOM vyplýva zhodnos» uhlov LMO a TMO. Súèet týhto ¹tyroh uhlov je 180Æ, pretoj<)SMOj = j<)SMT j+ j<)TMOj = 90Æ. Tým je vyrie¹ená prvá èas» úlohy.



40 50. roèník matematikej olympiádyPou¾itím Pytagorovej vety pre trojuholníky SOM , STM a OTM dostaneme prevý¹ku v = jTM j trojuholníka SOM rovnos»(r + R)2 = (r2 + v2) + (R2 + v2);odkiaµ v2 = Rr. (Tento vz»ah priamo vyplýva z Euklidovej vety pre trojuholník SOM .)Obsah trojuholníka SOM je teda 12 (R+ r)pRr.C { II { 3Ak sú x, y rie¹ením, musí plati», x = 5 a y = 5, inak by sa x10 alebo y10 rovnalo nule.Preto¾e y10 = 10, je x = 195;6 : y10 5 19;56, tak¾e x10 sa rovná 10 alebo 20. V prvomprípade je y = 24;17, y10 = 20 a x = 9;78, v druhom prípade je y = 12;085, y10 = 10a x = 19;56. Úloha má práve dve rie¹enia:(x; y) = (19;56; 12;085) a (x; y) = (9;78; 24;17):C { II { 4Predpokladajme, ¾e trojuholník ABC spåòa podmienky úlohy. Oznaème S stred stranyBC,M stred strany AB, T »a¾isko trojuholníka, P pätu vý¹ky z vrholu C,K prieseèník»a¾nie AS a vý¹ky CP . Preto¾e »a¾isko T delí úseèku AS v pomere 2 : 1, tj. platíjAT j = 2jTSj, musí by» bod K stredom úseèky AT (obr. 5). Z rovnosti jAKj = jKT j == jTSj navy¹e vyplýva, ¾e jAP j = jPU j = jUV j, kde U , V sú kolmé priemety bodov T ,S na priamku AB. Preto¾e S je stred strany BC, tak V je stred úseèky PB. PotomjAP j = 15 jABj. Odtiaµ u¾ vyplýva kon¹trukia: Zostrojíme úseèku AB danej då¾ky, nanej bod P tak, aby jAP j = 15 jABj. Bodom P vedieme kolmiu k strane AB, na nejnanesieme od bodu P danú vý¹ku a dostaneme tak bod C. Tým je trojuholník ABCzostrojený.
A B

C STK MP U V�Obr. 5Zostrojme v trojuholníku ABC »a¾nie CM a AS, »a¾isko T a prieseèník K úseèiekAS, CP . Oznaème U , V kolmé priemety bodov T , S na priamku AB. Preto¾e jCT j == 2jTM j, je jPU j = 2jUM j. Ak oznaèíme  = jABj, je jAP j = 15, jPM j = 12� 15 == 310, jPU j = 210 = 15 a jUV j = jPV j � jPU j = 15. Preto¾e jAP j = jPU j = jUV j, jezároveò jAKj = jKT j = jTSj. Tým je dokázaná správnos» kon¹trukie.



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória B 41Kategória BB { I { 1Neh x = x10 +m; y = y10 + n; �5 5 m;n 5 5; (1)a = 3x10 + y10; b = x10 + 2y10: (2)Èísla a, b sú násobky desiatih a p�vodnú sústavu rovní m�¾eme prepísa» do tvarua = 598;6� 3m; b = 723;4� 2n: (3)Èísla m, n sú z intervalu h�5; 5), preto a 2 f590; 600; 610g a b 2 f720; 730g. Ïalej z (2)dostávame x10 = 15(2a� b); y10 = 15(3b� a): (4)Vidíme, ¾e èísla 2a � b a 3b � a musia by» deliteµné pä»desiatimi a preto prihádajúdo úvahy len dvojie [a; b℄ = [590; 730℄, [a; b℄ = [610; 720℄. Nájdené hodnoty èísel a, bpostupne dosadíme do (4) a (3). Pomoou (1) urèíme x a y:V prvom prípade je x10 = 90, y10 = 320, m = 4315 , n = �3;3, x = 1 39315 = 92;86a y = 316;7, v druhom prípade x10 = 100, y10 = 310, m = �3;8, n = 1;7, x = 96;2a y = 311;7. B { I { 2Oznaème K, L, M body danej lomenej èiary, ktoré po rade le¾ia na úseèkáh BF ,CG, GH. Då¾ku hrany koky polo¾me rovnú jednej a pätu kolmie z bodu K nahranu CG oznaème P (obr. 6). Pravouhlé trojuholníky AKB, KLP a EMH majúrovnaké prepony AK, KL a EM a tie¾ odvesny AB, KP a EH. Sú teda podµa vetyssu zhodné a platí jBKj = jLP j = jMHj = u. Z pravouhlýh trojuholníkov LMGa ABK (jGLj = 1 � 2u, jGM j = 1 � u) vyjadríme pomoou Pytagorovej vety druhémoniny då¾ok ih prepon a porovnáme ih: 1 + u2 = (1� u)2 + (1� 2u)2.
A B C D
E1 F1 G HF2 E2

K L MP�Obr. 6 A B C = L D
E1 F1 G HF2 E2

K MP�Obr. 7



42 50. roèník matematikej olympiádyRovnia má jediný koreò men¹í ako 1: u = 14 (3�p5). Pomer jCLj : jLGj = 2u : (1�� 2u) = 12 (p5� 1) je rovný pomeru zlatého rezu.Pre polohu bodu L na hrane CG je e¹te jedna mo¾nos», znázornená na rovnakej èastisiete koky na obr. 7. Potom zrejme sú body C a L toto¾né a u = jBKj = jGM j == jMHj = 12 , prièom pomer jCLj : jLGj bude nulový.B { I { 3Podµa harakteru èísel v riadkoh rozdelíme v¹etky skúmané tabuµky do troh skupín:(a) V ¾iadnom riadku tabuµky nie je n rovnakýh èísel. Sèítaním èísel po riadkohv tejto situái zistíme, ¾eS = n(1 + 2 + : : :+ n) = 12n2(n+ 1): (5)(b) V práve jednom riadku tabuµky je n rovnakýh èísel a. V ka¾dom z ostatnýhriadkov sú èísla 1, 2, : : : , n, tak¾e S = na+ (n� 1)(1 + 2 + : : :+ n), a po úpraveS = na+ 12n(n2 � 1); a 2 f1; 2; : : : ; ng: (6)() V niektorom riadku tabuµky je n rovnakýh èísel b a v inom n rovnakýh èísel .Pokiaµ je b = , vyskytuje sa èíslo  v ka¾dom ståpi aspoò dvakrát, a teda práve n-krát.V tom prípade platí S = n2;  2 f1; 2; : : : ; ng: (7)Pokiaµ sú b,  r�zne èísla, sú aj v ka¾dom ståpi tabuµky dve r�zne èísla, a tedasú v òom v¹etky èísla navzájom r�zne. Sèítaním po ståpoh zistíme, ¾e súèet S máhodnotu (5).Dosadením daného n a postupne v¹etkýh mo¾nýh hodn�t èísel a,  do vz»ahov (5),(6) a (7) dostaneme elkom 2n+1 súètov, z toho n súètov typu (6) je navzájom r�znyha n súètov typu (7) je navzájom r�znyh. Musíme teda e¹te overi», èi nie je mo¾né prenejaké hodnoty èísel a,  aby sa súèty (5) a (6), alebo (5) a (7), alebo (6) a (7) rovnali.V prvom prípade z rovnie 12n2(n+1) = na+ 12n(n2�1) zistíme, ¾e rovnos» nastanepre a = 12 (n+ 1), to znamená, len keï n je nepárne.V druhom prípade prídeme analogiky k záveru, ¾e (5) a (7) sa rovnajú len pre nnepárne a  = 12(n+ 1).V tre»om prípade upravíme rovniu na+ 12n(n2�1) = n2 na tvar 2a�1 = n(2�n),z ktorého vyplýva, ¾e pokiaµ také dve èísla a;  2 f1; 2; : : : ; ng existujú, je èíslo n nutnenepárne a èíslo 2a� 1 je jeho násobkom. Av¹ak 2a� 1 5 2n� 1, preto m�¾e by» jedine2a� 1 = n a 2� n = 1. Odtiaµ a = 12 (n+ 1) = .Zhrnutím v¹etkýh troh situáií m�¾eme kon¹tatova», ¾e pre n párne je v¹etkýh2n + 1 súètov S r�znyh. Na druhej strane, pre n nepárne sa medzi týmito súètamivyskytujú práve tri rovnaké.Odpoveï : Súèet S v¹etkýh èísel tabuµky nadobúda buï 2n + 1 hodn�t (keï n jepárne), alebo 2n� 1 hodn�t (keï n je nepárne).



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória B 43B { I { 4Neh O je stred kru¾nie opísanej trojuholníku ABC. Pri oznaèení podµa obrázku 8sú uhly PAO a PDO pravé a veµkos» stredového uhla AOD je dvojnásobkom veµkostipríslu¹ného obvodového uhla ACD. V ¹tvoruholníku APDO je teda j<)APDj = 180Æ�� 2j<)ACDj. Analogiky j<)BRCj = 180Æ � 2j<)BACj. ©tvoruholník PQRS je tetivovýpráve vtedy keï j<)SPQj+ j<)SRQj = 180Æ, t.j. 180Æ� 2j<)ACDj+ 180Æ� 2j<)BACj == 180Æ. Odtiaµ vyplýva, ¾e nutná a postaèujúa podmienka na to, aby ¹tvoruholníkPQRS bol tetivový, je j<)ACDj+ j<)BACj = 90Æ. Pri oznaèení podµa obr. 8 to znamenáj<)ACEj+ j<)EACj = 90Æ, t.j. »a¾nia CD je kolmá na AB, ako je vidie» z trojuholníkaACE. Teda jACj = jBCj, preto¾e trojuholníky AEC a BEC sú zhodné podµa vetysus.
OA B

C
DP Q

RS
E2�� '2'�Obr. 8Záver : ©tvoruholník PQRS je tetivový len vtedy, ak je trojuholník ABC rovnora-menný so základòou AB. B { I { 5Stupeò polynómu P je aspoò dva. Neh najprv P (x) = ax2 + bx+ . Dosadením tohtovyjadrenia do vz»ahu v zadaní dostávame4ax2 + 2bx+  = (8a+ 1)x2 + (8b� 4)x+ 8+ 4:Porovnaním koe�ientov pri rovnakýh monináh x na µavej a pravej strane dostaneme4a = 8a+ 1, 2b = 8b� 4 a  = 8+ 4. Odtiaµ a = �14 , b = 23 ,  = � 47 .Ak je stupeò n polynómu P väè¹í ako dva, zistíme analogiky, ¾e jeho èlen an2npri najvy¹¹ej monine x spåòa vz»ah 2nan = 8an, teda n = 3, prièom an 6= 0 jeµubovoµné. Koe�ienty mnohoèlena P pri monináh x2, x1 a x0 výjdu rovnako akov predhádzajúej situáii.Celkový záver : P (x) = ax3 � 14x2 + 23x� 47 , kde a je µubovoµné reálne èíslo.



44 50. roèník matematikej olympiádyB { I { 6Uva¾ujme dva pravouholníky KLMN , K1L1M1N1 vpísané do trojuholníka ABC uve-

B C
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K L
MN

QX YZ R
K1 L1M1N1�Obr. 9deným sp�sobom. Neh jKLj < jK1L1j. Oznaème Z prieseèník úseèkyN1M1 s priamkourovnobe¾nou s AC vedenou bodom N , Q pätu vý¹ky z vrhola A na stranu BC a X,Y prieseèníky hranie pravouholníka KLMN s úseèkou N1M1 (obr. 9). Obvody obohpravouholníkov sú si rovné práve vtedy, keï jN1Xj+ jYM1j = jNXj. To je ekvivalentnés podmienkou jNXj = jN1Zj, lebo jXZj = jYM1j. Trojuholníky BCA, N1ZN aj NMAsú podobné, preto a = va. A preto¾e S = a � 12va = 18 m2, vyplýva odtiaµ rovnos» a == va = 6 m.Obvod pravouholníka KLMN je 2jNM j+ 2jKN j = 2jARj+ 2jRQj = 2va = 2a == 12 m. Obvod 2s trojuholníka ABC je preto 53 � 12 m = 20 m. Odtiaµ b+  = 2s�� a = 14 m.Máme teda zostroji» trojuholník ABC, ak je dané a, va, b+ .Uvedieme niekoµko postupov rie¹enia.1. mo¾nos» : ¥ahko vypoèítame s = 10 (m), s � a = 4, s � b = 10 � b, s �  == b � 4. Po dosadení do Herónovho vzora pre obsah trojuholníka ABC dostanemep40 � (10� b) � (b� 4) = 18, èo vedie po úprave na kvadratikú rovniu 10b2 � 140b++ 481 = 0. Jej vyrie¹ením dostanemeb = 7 + 3p10 ;  = 7� 3p10 ; alebo b = 7� 3p10 ;  = 7 + 3p10 :Obe rie¹enia vyhovujú a µahko ih zo známyh då¾ok strán zostrojíme. Då¾ku d == 3=p10 = 310p10 zostrojíme euklidovsky tak, ¾e najprv zostrojíme p10 (napr. pomo-ou Euklidovej vety o vý¹ke) a tú rozdelíme v pomere 3:7.2. mo¾nos» : Neh k(O; r) je kru¾nia vpísaná trojuholníku ABC a T jej bod dotykuso stranou AC (obr. 10). Pravouhlý trojuholník AOT m�¾eme zostroji», lebo poznáme



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória B 45då¾ky jeho odvesien jAT j = x = s � a = 4 m, jTOj = r = S=s = 1,8 m, ïalejkru¾niu k(O; r) a nad preponou AO e¹te jeden pravouhlý trojuholník s odvesnouAE då¾ky va � r = 4,2 m. (Tento trojuholník zrejme existuje | výpoètom då¾kyprepony trojuholníka AOT pomoou Pytagorovej vety mo¾no overi», ¾e jAOj > va �� r.) Úseèku AE doplníme podµa obrázku na úseèku AQ då¾ky va. Kolmia na AQv bode Q je priamka t. Jej prieseèníky s dotyèniami z bodu A ku kru¾nii k súhµadané vrholy B, C. Úloha má dve rie¹enia. Vzhµadom k jednoznaène zostrojenémutrojuholníku AOT nájdeme síe kon¹tukiou pomoouThalesovej vety dva trojuholníky AOE a AOE1, ka¾dýz výslednýh trojuholníkov ABkCk (k = 1; 2; 3; 4) sav¹ak v súhlasne oznaèenýh prvkoh zhoduje s niekto-rým z prekrývajúih sa trojuholníkov AB1C1, AB2C2na obr. 10.
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�Obr. 113. mo¾nos» : Úseèka CU na obr. 11 má då¾ku b + . Trojuholník UBA je tedarovnoramenný so základòou UB, a preto j<)BUCj = 12�. Tento uhol vieme zostroji»podµa predhádzajúeho postupu, lebo je to uhol OAT na obr. 10. Zostrojíme tedanajprv trojuholník CUB, v ktorom poznáme jBCj, jCU j a j<)CUBj. Bod A je potomprieseèník úseèky CU s osou strany BU . Kon¹trukia vedie opä» na dve rie¹enia.B { S { 1Ak èíslo n vyhovuje podmienke úlohy, existuje prirodzené èíslo k také, ¾e(3n� 2)2 � n2 = 1 000k :¥avú stranu uvedenej rovnosti rozlo¾íme na súèin podµa vzora pre rozdiel ¹tvorov a pojednoduhej úprave dostaneme(2n� 1)(n� 1) = 250k = 2 � 53 � k:



46 50. roèník matematikej olympiádyÈísla 2n � 1 a n � 1 sú nesúdeliteµné (2n � 1 = 2(n� 1) + 1), prvé z nih je ne-párne a druhé párne. Hµadáme teda nepárne trojiferné èísla n také, ¾e buï n �� 1 je násobkom 250, alebo 2n � 1 je nepárnym násobkom èísla 125. V prvomprípade dostaneme n 2 f251; 501; 751g. V druhom prípade vidíme, ¾e musí plati»2n � 1 2 f375; 625; 875; 1 125; 1 375; 1 625; 1 875g, teda (preto¾e n je nepárne) n 22 f313; 563; 813g. Celkovo má úloha ¹es» rie¹ení.B { S { 2Oznaème F prieseèník uhloprieèok AC a BD (obr. 12). Ak je priamka EF os uhla AEB,tak sú uhly AEF a BEF zhodné. Navia sú zhodné aj uhly EAF a EBF , preto¾e súto obvodové uhly prislúhajúe tetive CD. Trojuholníky AFE a BFE sa zhodujú vspoloènej strane EF a sú teda zhodné podµa vety usu, jAEj = jBEj a trojuholníkABE je rovnoramenný.
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�Obr. 12B { S { 3Predpokladajme, ¾e P je mnohoèlen stupòa n. Èleny polynómu Q(x2) obsahujú lenpárne moniny x a polynóm x � P 2(x) je nepárneho stupòa 2n + 1. Preto¾e má plati»Q(x2) = (x+ 1)4 � x � P 2(x), nem�¾e by» 2n+ 1 > 4. Potom n 5 1 aP (x) = ax+ b; Q(x2) = (x+ 1)4 � x(ax+ b)2: (1)Po úprave dostaneme Q(x2) = x4 + (4�a2)x3 + (6�2ab)x2 + (4� b2)x+ 1. Koe�ientypri nepárnyh monináh x sú rovné nule, preto a; b 2 f�2; 2g a Q(x2) = x4 + (6 �� 2ab)x2 + 1. Dosadením ka¾dej zo ¹tyroh mo¾nýh dvojí èísel a, b do (1) dostanemev¹etky ¹tyri rie¹enia úlohy:P (x) = 2x+ 2 a Q(x) = x2 � 2x+ 1,P (x) = 2x� 2 a Q(x) = x2 + 14x+ 1,P (x) = �2x+ 2 a Q(x) = x2 + 14x+ 1,



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória B 47P (x) = �2x� 2 a Q(x) = x2 � 2x+ 1.B { II { 1Nerovnos» je pre kladné x, y zrejme ekvivalentná so vz»ahomy2(py � x)� x2(y � x) = 0:Ak je p = 1, dostávamey2(py � x)� x2(y � x) = y2(y � x)� x2(y � x) = (x+ y)(y � x)2 = 0:Ak je p < 1, neplatí daná nerovnos», napríklad pre x = y = 1.Záver : Daná nerovnos» je splnená pre ka¾dé dve kladné èísla x, y práve vtedy, keïp = 1. B { II { 2Predpokladajme, ¾e rovnobe¾ník KLMN má po¾adované vlastnosti. V posunutí o vek-
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y y�Obr. 13tor ��!NM (obr. 13) je obrazom trojuholníka AKN trojuholník DLM . Vzniknutý tro-juholník DBM má ma» (podµa zadania) dvakrát väè¹í obsah ako trojuholník NMCa má by» tomuto trojuholníku podobný (veta uu). Koe�ient k podobnosti, ktorátransformuje trojuholník DBM na trojuholník NMC, je odmonina z podielu obsahovtýhto trojuholníkov a zároveò podiel då¾ok µubovoµnýh dvoh v podobnosti si zod-povedajúih úseèiek: k = p2 = jBM jjMCj . Z podmienky rovnosti obsahov trojuholníkovLBM , DLM a AKN ktorýh vý¹ky na strany LB, DL a AK sú zhodné, vyplývajLBj = jDLj = jAKj.



48 50. roèník matematikej olympiádyZ uvedeného vyplýva kon¹trukia: Na úseèke BC zostrojíme bod M tak, aby jBM j :: jMCj = p2 : 1. Rovnobe¾ka s priamkou AC vedená bodom M pretne úseèku ABv bode D. Vrhol N nájdeme ako prieseèník úseèky AC s priamkou, ktorá prehádzabodom M rovnobe¾ne s AB. Bod L zostrojíme ako stred úseèky DB, bod K je potomobrazom bodu L v posunutí o vektor ��!MN .Výsledkom kon¹trukie je rovnobe¾ník KLMN (jediný pre ka¾dý trojuholník ABC),o ktorom sa µahko presvedèíme, ¾e má po¾adované vlastnosti.Iné rie¹enie. Z rovnosti obsahov trojuholníkov AKN a LBM so zhodnými vý¹kamina strany AK a LB vyplýva zhodnos» týhto strán. Oznaème (obr. 13) jABj = ,jNM j = jKLj = x, jBM j = m a jMCj = n a jLBj = jAKj = y; potom  = 2y ++ x, tak¾e y = 12 ( � x). Trojuholníky NMC a LBM majú rovnaké obsahy, a teda12xn sin� = 12ym sin � alebo xn = ym. Po dosadení za y a úprave dostanemex(m+ 2n) = m: (1)Z podobnosti trojuholníkov NMC a ABC vyplýva pomer x :  = n : (m+ n) alebon = x(m+ n); (2)tak¾e z rovnosti súèinu µavýh a súèinu pravýh strán vz»ahov (1) a (2) dostanemem = np2, tj. jBM jjMCj = m : n = p2. Odtiaµ vyplýva kon¹trukia podobne akov predhádzajúom rie¹ení. B { II { 3Polo¾me m = (n2)10(n10)2 a n = 10k + r, kde k je elé nezáporné èíslo a r je posledná ifraèísla n, tj. r 2 f0; 1; 2; : : : ; 9g. Zrejme je m elé pre v¹etky n, ktoré majú r = 0 a k > 0.Pokiaµ je k = 0 a r 2 f1; 2; 3; 4g, zlomok m nie je de�novaný.Neh k > 0 a r 2 f1; 2g. Potom m = 100k2 + 20kr100k2 = 1 + r5k , èo nie je elé èíslo.Pre k > 0 a r = 3 platí m = 100k2 + 60k + 10100k2 = 1 + 6k + 110k2 . Èitateµ poslednéhozlomku nie je na rozdiel od menovateµa deliteµný desiatimi, teda m nie je elé èíslo.Ak je k > 0 a r = 4, platí m = 100k2 + 80k + 20100k2 = 1 + 4k + 15k2 . Odtiaµ m = 2 prek = 1. Pre k > 1 je 4k + 15k2 = 4k + 1(4k + k)k < 4k + 1(4k + 1)k = 1k , a teda m nem�¾e by» eléèíslo.Ak je koneène r 2 f5; 6; 7; 8; 9g, dostávamem = 100k2 + 20kr + (r2)10100(k + 1)2 < 100k2 + 200k + 100100(k + 1)2 = 1:



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória B 49Záver : m je elé èíslo pre v¹etky prirodzené èísla n, ktorýh dekadiký zápis konèíifrou 0 a pre n = 14. B { II { 4Pravouhlé trojuholníky LRP a KQP na obr. 14 sú podobné, preto¾e majú spoloènýostrý uhol pri vrhole P . Ak navia vyu¾ijeme, ¾e obvodové uhly prislúhajúe tomuistému oblúku sú zhodné, dostávame j<)CAP j = j<)CRP j = j<)LRP j = j<)KQP j == j<)BQP j = j<)BAP j. Bod E je stred úseèky BC, tetivy CP a BP prislúhajúezhodným obvodovým uhlom ACP a BAP sú zhodné. Trojuholník CEP je teda zhodnýs trojuholníkom BEP podµa vety sss, teda uhly AEB a BEP rovnako ako uhly AEBa AEC sú zhodné (a pravé). Odtiaµ vyplýva zhodnos» trojuholníkov AEC a AEB podµavety sus. Teda jACj = jABj. Analogiky zistíme, ¾e jABj = jBCj.Záver : Daným podmienkam vyhovujú len rovnostranné trojuholníky ABC.Poznámka. Rovnos» jCP j = jBP j mo¾no dokáza» aj inak, napríklad na základe po-znatku, ¾e obrazy ortoentra v súmernostiah podµa strán trojuholníka le¾ia na kru¾niiopísanej trojuholníku (pozri pomonú úlohu 2 k ¹tvrtej úlohe domáeho kola). «a¾isko Ttrojuholníka ABC je zároveò ortoentrom trojuholníka PQR. Preto sú obrazom úseèkyTP v osovýh súmernostiah podµa priamok PQ, resp. PR úseèky CP , resp. BP , ktorésú zhodné.

A R B
PCQ

G KE
LFM	Obr. 14



50 50. roèník matematikej olympiádyKategória AA { I { 1Neh je v urne n gulièiek, z toho b bielyh (a teda n� b èiernyh). Potom pravdepo-dobnos» vytiahnutia dvoh bielyh gulièiek je rovná podielu�b2��n2� = b(b� 1)n(n� 1) ;zatiaµ èo pravdepodobnos» vytiahnutia dvoh èiernyh gulièiek podielu�n� b2 ��n2� = (n� b)(n� b� 1)n(n� 1) :Podµa zadania úlohy platí rovnos»(n� b)(n� b� 1)n(n� 1) = b(b� 1)n(n� 1) + 1743 ;ktorú mo¾no algebraikými úpravami zjednodu¹i» do tvaru 43b = 13n (pre n =2 f0; 1gide o ekvivalentné rovnie). Odtiaµ vzhµadom k nesúdeliteµnosti èísel 13 a 43 vyplýva,¾e prirodzené èísla n a b sú tvaru n = 43k a b = 13k, kde k je vhodné prirodzenéèíslo. Podµa zadania pre èíslo n platia odhady 950 5 n < 1 050, z ktorýh zistíme, ¾ek 2 f23; 24g. Pre k = 23 vyhádza n = 989 a b = 299 (vtedy n � b = 690), hodnotek = 24 zodpovedá n = 1 032 a b = 312 (vtedy n� b = 720).Odpoveï : Úloha má dve rie¹enia | v urne je alebo 299 bielyh a 690 èiernyh gulièiek,alebo 312 bielyh a 720 èiernyh gulièiek.A { I { 2Ak zvolíme prirodzené èísla a1, a2 µubovoµne, sú v¹etky nasledujúe èleny a3, a4, : : :skúmanej postupnosti jednoznaène urèené rekurentným predpisoman+1 = 1 + (an + an�1)� (n = 2; 3; : : : ); (1)kde a� je najväè¹í nepárny deliteµ prirodzeného èísla a. Najprv vypoèítame pre nie-koµko "poèiatoènýh\ dvojí a1, a2 zopár prvýh èlenov an, z ktorýh u¾ bude jasné,



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória A 51kde zaèína a ako vyzerá perióda skúmanej postupnosti. Niekoµko príkladov uvádzamev nasledujúej tabuµke.a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 : : :1 1 2 4 4 2 4 4 2 4 : : :2 1 4 6 6 4 6 6 4 6 : : :1 2 4 4 2 4 4 2 4 4 : : :1 3 2 6 2 2 2 2 2 2 : : :2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 : : :3 1 2 4 4 2 4 4 2 4 : : :1 4 6 6 4 6 6 4 6 6 : : :2 3 6 10 2 4 4 2 4 4 : : :3 2 6 2 2 2 2 2 2 2 : : :4 1 6 8 8 2 6 2 2 2 : : :(Pre väè¹ie hodnoty a1, a2 sa perióda èasto objaví "nesk�r\, ako ukazuje príkladpostupnosti 30; 31; 62; 94; 40; 68; 60; 2; 32; 18; 26; 12; 20; 2; 12; 8; 6; 8; 8; 2; 6; 2; 2 : : :)Uvedomme si, ¾e postupnos» vytvorená podµa predpisu (1) je od istého èlena, po-vedzme an, periodiká práve vtedy keï existuje taký index m, ¾e platím > n; am = an a am+1 = an+1: (2)Vlastné rie¹enie úlohy zaèneme tak, ¾e doká¾eme ¹tyri tvrdenia (T1) a¾ (T4), ktoréplatia pre ka¾dú skúmanú postupnos» fang a ktoré mo¾no "vidie»\ z príkladov uvede-nýh v tabuµke.(T1) Èíslo an je párne pre ka¾dé n = 3.D�kaz (T1) je triviálny: preto¾e èíslo a� je nepárne pre ka¾dé a, je pravá stranarovnosti v (1) párna.(T2) Nerovnos» an 5 maxfan�1; an�2g platí pre ka¾dé n = 5.D�kaz (T2): Preto¾e pre párne a platí a� 5 12a a pre ka¾dé n = 5 sú podµa (T1)obidve èísla an�1, an�2 párne, platí pre také n odhadan = 1 + (an�1 + an�2)� 5 1 + an�1 + an�22 5 1 + maxfan�1; an�2g(lebo aritmetiký priemer dvoh èísel neprevy¹uje väè¹ie z nih). Zistili sme, ¾e párneèíslo an neprevy¹uje nepárne èíslo 1 + maxfan�1; an�2g, teda neprevy¹uje ani èíslo o 1men¹ie, èíslo maxfan�1; an�2g.Z dokázaného tvrdenia (T2) vyplýva, ¾e ka¾dá skúmaná postupnos» fangmá najväè¹íèlen (a ten sa navia rovná jednému z èísel a1, a2, a3, a4). Uká¾me, ako µahko u¾odtiaµ vyplýva tvrdenie o periodiènosti postupnosti fang: ak oznaèíme najväè¹í èlenpostupnosti m, je ka¾dá z nekoneène veµa dvojí (an; an+1) (n = 1; 2; 3; : : : ) rovnájednej z M2 dvojí (a; b), kde a; b 2 f1; 2; : : : ;Mg. Preto existujú dva r�zne indexy,povedzme n < m, pre ktoré platí (an; an+1) = (am; am+1), t.j. podmienka (2). Potom



52 50. roèník matematikej olympiádyv¹ak indukiou z (1) vyplýva, ¾e an+k = am+k pre ka¾dé k = 0. Dokázali sme, ¾epostupnos» fang je periodiká a tým sme vyrie¹ili prvú èas» úlohy.Zd�raznime e¹te, ¾e tvrdenie (T2) neznamená, ¾e postupnos» fang je od niektoréhoèlenu nerastúa (popierajú to príklady z na¹ej tabuµky). Platí ale:(T3) Existuje index n0 (závislý na postupnosti fang) taký, ¾e pre ka¾dé n = n0 platírovnos» maxfan�1; an�2g = maxfan; an�1g.D�kaz (T3): Polo¾me bn = maxfan; an�1g pre ka¾dé n = 4. Podµa (T2) pre ka¾dén = 5 platí an 5 bn�1, èo spolu s triviálnou rovnos»ou an�1 5 bn�1 vedie k záveru, ¾ebn 5 bn�1. Postupnos» prirodzenýh èísel b4, b5, b6, : : : je teda nerastúa, preto je odistého èlena, povedzme bn0 , kon¹tantná. D�kaz (T3) je hotový.(T4) Pre ka¾dé n = n0, kde n0 je index z (T3), platí implikáia: ak an > an+1,potom an � an+1 = 2.D�kaz (T4): Pokiaµ an > an+1 pre niektoré n = n0, potom an = an+1 +2 podµa (T1)a z rovnosti maxfan+1; ang = maxfan+2; an+1g uvedenej v (T3) vyplýva, ¾e an = an+2,èo podµa (1) znamená, ¾e an = 1+(an+an+1)�. Èíslo an�1 je teda deliteµom (väè¹ieho)èísla an + an+1 a tak platí nerovnos» an + an+1 = 2(an � 1), odkiaµ an 5 an+1 + 2.Preto¾e platí aj obrátená nerovnos» (pozri vy¹¹ie), je d�kaz (T4) skonèený.Pomoou tvrdení (T3) a (T4) teraz dokonèíme rie¹enie úlohy. (Ukazuje sa, ¾e v¹etkymo¾né periodiké skupiny èlenov mo¾no vyèíta» z na¹ej tabuµky.) Uva¾ujme aj naïalejµubovoµnú skúmanú postupnos» fang a jej príslu¹ný index n0 z (T3). M�¾u nasta» dvaprípady:(i) nerovnos» an 5 an+1 platí pre ka¾dé n = n0(ii) pre niektoré n = n0 platí an > an+1.V prípade (i) z (T3) vyplýva indukiou, ¾e an = an0 pre ka¾dé n = n0. Mo¾núhodnotu  = an0 nájdeme podµa (1) z rovnosti  = 1 + (2)�. Preto¾e (2)� = �,dostávame � =  � 1. Èíslo  � 1 je v¹ak deliteµom èísla  zrejme len pre  = 2.Skúmaná postupnos» je teda tvarua1; a2; : : : ; an0�1; 2; 2; 2; : : : (3)V prípade (ii) z nerovnosti an > an+1 podµa (T4) vyplýva an = 2d a an+1 = 2d� 2pre vhodné elé d > 1 (pripomeòme, ¾e an je párne podµa (T1)). Podµa predpisu (1)potom dostávame an+2 = 1 + (2d+ 2d� 2)� = 1 + (2d� 1) = 2d;an+3 = 1 + (2d� 2 + 2d)� = 1 + (2d� 1) = 2d;an+4 = 1 + (2d+ 2d)� = 1 + d�:Pre d > 1 v¹ak platí 2d > 1 + d = 1 + d� a teda an+3 > an+4. To opä» podµa (T4)znamená, ¾e an+3 � an+4 = 2, alebo (2d)� (1 + d�) = 2, odkiaµ 2d� 3 = d� 5 d, tak¾ed 5 3. V prípade d = 2 je skúmaná postupnos» tvarua1; a2; : : : ; an�1; 4; 2; 4; 4; 2; 4; 4; 2; : : : ; (4)



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória A 53pre d = 3 má tvar a1; a2; : : : ; an�1; 6; 4; 6; 6; 4; 6; 6; 4; : : : (5)Dokázali sme, ¾e ka¾dá postupnos» zo zadania úlohy je jedného z tvarov (3), (4), (5).Odtiaµ u¾ vyplýva, ¾e periodiké od prvého èlena sú práve tie postupnosti, ktorýhdvojie prvýh èlenov (a1; a2) sú rovné jednej zo siedmyh dvojí èísel (2; 2), (2; 4),(4; 2), (4; 4), (4; 6), (6; 4) a (6; 6). A { I { 3Oznaème k kru¾niu opísanú trojuholníku CA1B1. V prvej èasti rie¹enia uká¾eme, ¾ebod M z textu úlohy je stredom strany AB. Preto¾e trojuholník ABC je ostrouhlý, le¾iapäty A1, B1 príslu¹nýh vý¹ok vnútri odpovedajúih strán. S ohµadom na symetriudanej situáie staèí uva¾ova» len dotyèniu t ku kru¾nii k zostrojenú v bode A1.Oznaème X prieseèník dotyènie t s priamkou AB a doká¾me rovnos» jAXj = jBXj(obr. 15).
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Obr. 15Neh Y je µubovoµný vnútorný bod polpriamky opaènej k polpriamke A1X. Pre-to¾e obidva uhly AA1B a BB1A sú pravé, je ¹tvoruholník ABA1B1 tetivový a platíj<)AB1A1j = 180Æ � j<)ABA1j = 180Æ � �, kde ako obvykle � = j<)ABCj. Preto máobvodový uhol A1B1C v kru¾nii k nad tetivou A1C veµkos» j<)A1B1Cj = 180Æ �� j<)AB1A1j = 180Æ � (180Æ � �) = �. Rovnakú veµkos» má aj príslu¹ný úsekový uholY A1C. Preto¾e uhly XA1B a Y A1C sú vrholové, dohromady dostávame j<)XA1Bj == j<)Y A1Cj = j<)A1B1Cj = � (tieto zhodné uhly sú na obr. 15 vyznaèené oblúèikmi).Zároveò tie¾ platí j<)XA1Aj = j<)XAA1j = 90Æ � �. Zistili sme, ¾e dotyènia t pretnepriamku AB v takom bode X, pre ktorý sú trojuholníky BA1X a A1AX rovnoramenné,t.j. jBXj = jA1Xj = jAXj.Dokázali sme, ¾e bod M (prieseèník dotyèní ku kru¾nii k s bodmi dotyku A1a B1) splýva so stredom strany AB. Oznaème teraz k1 a k2 kru¾nie opísané po radetrojuholníkom AMB1 a BMA1 a S1, S2 ih stredy (obr. 16). Jedným prieseèníkom



54 50. roèník matematikej olympiádykru¾ní k1 a k2 je bod M , druhý prieseèník oznaème N . Preto¾e body S1, S2 le¾ia
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S2�Obr. 16v polrovine ABC, le¾í v nej i bod N , lebo je súmerne zdru¾ený s M podµa spojniestredov S1S2. Na¹ou úlohou je dokáza», ¾e body N , A1, B1 a C le¾ia na jednej kru¾nii.Ako u¾ vieme, trojuholník BA1M je rovnoramenný a proto¾e j<)BB1M j = 90Æ �� � < � = j<)BA1M j (táto nerovnos» je ekvivalentná tomu, ¾e  < 90Æ), le¾í bodB1 zvonku kru¾nie k2. To znamená, ¾e kru¾nia k2 musí pretína» kru¾niu k1 v tomjej oblúku nad tetivou MB1, ktorý zodpovedá obvodovému uhlu 180Æ � �. Analogikyzistíme, ¾e bod A1 le¾í zvonku kru¾nie k1, tak¾e prieseèník N le¾í na oblúku kru¾nie k2príslu¹ného tetive MA1 a obvodovému uhlu 180Æ � �. Preto¾e zároveòj<)B1NM j+ j<)A1NM j = (180Æ��) + (180Æ� �) = 360Æ� (�+ �) = 180Æ +  > 180Æ;musí bod N le¾a» vnútri trojuholníka A1B1M (priamka A1B1 teda oddeµuje body Ca N). Keï¾e �+ �+  = 180Æ (kde  = j<)A1CB1j), je v ¹tvoruholníku A1CB1N súèetvnútornýh uhlov pri protiµahlýh vrholoh C a N rovný 180Æ. Teda tento ¹tvoruholníkje skutoène tetivový. A { I { 4Sèítaním v¹etkýh troh danýh nerovní dostaneme nerovnos»(sinx+ osx) + (sin y + os y) + (sin z + os z) = 3p2: (1)Pre ka¾dé reálne èíslo t platísin t+ os t = p2�p22 sin t+ p22 os t� = p2�sin t os �4 + os t sin �4� == p2 sin�t+ �4 � 5p2; (2)



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória A 55lebo sin �t+ �4 � 5 1. Pritom rovnos» v druhom riadku (2) nastane práve vtedy, keït+ �4 = �2 + 2k�, alebo t = �4 + 2k� pre niektoré elé èíslo k. Sèítaním troh odhadov(2) pre t = x, t = y a t = z dostaneme nerovnos»(sinx+ osx) + (sin y + os y) + (sin z + os z) 5 3p2: (3)V¹imnime si, ¾e nerovnos» (3) platí pre µubovoµnú trojiu reálnyh èísel (x; y; z), zatiaµèo opaèná nerovnos» (1) platí pre ka¾dé rie¹enie p�vodnej sústavy. Zis»ujeme teda, ¾enerovnos» (1) m�¾e by» splnená jedine ako rovnos», èo se podµa predhádzajúeho stanepráve vtedy, keï èísla x, y, z budú tvarux = �4 + 2k1�; y = �4 + 2k2�; z = �4 + 2k3� (k1; k2; k3 2 Z):Dosadením do p�vodnej sústavy sa µahko presvedèíme, ¾e ka¾dá taká trojia èísel(x; y; z) je skutoène rie¹ením, platí pre òu toti¾sinx = osx = sin y = os y = sin z = os z = p22 :(Poznámka o skú¹ke bola nutná, proto¾e nerovnos» (1) je len d�sledkom zadanej sústavy.Nemoholi sme vylúèi», ¾e pre niektorú trojiu èísel (x; y; z) platí (1), av¹ak neplatíniektorá z troh p�vodnýh nerovností.)Poznámka. Nerovnos» (2) m�¾eme µahko získa» z nerovnosti medzi aritmetikýma kvadratikým priemerom:sin t+ os t 5 jsin tj+ jos tj 5 2s sin2 t+ os2 t2 = p2:Na vyrie¹enie úlohy mo¾no miesto (1) vyu¾i» aj iné d�sledky danej sústavy. Prepí¹menapríklad prvé z danýh nerovní do tvaru sinx = p2� os y. Ak platí táto nerovnos»,platí aj umonená nerovnos» sin2 x = (p2 � os y)2, lebo p2 � os y > 0 pre ka¾déy 2 R. Sèítaním troh nerovnostísin2 x = (p2� os y)2; sin2 y = (p2� os z)2; sin2 z = (p2� osx)2dostaneme po úpraváh nerovnos»0 = �1�p2 osx�2 + �1�p2 os y�2 + �1�p2 os z�2;z ktorej u¾ vyplýva v¹etko potrebné.Rie¹enie úlohy m�¾eme zaèa» e¹te jedným sp�sobom. Umoníme najprv ka¾dú ztroh danýh nerovní na druhú (ide o d�sledkovú úpravu, lebo men¹ia (pravá) strananerovnie je kladná) a potom ih sèítame. Po µahkej úprave vyjde nerovnos»2 sinx os y + 2 sin y os z + 2 sin z osx = 3:



56 50. roèník matematikej olympiádyO v¹eobenej platnosti opaènej nerovnosti sa presvedèíme tak, ¾e ka¾dý z troh èlenovna µavej strane odhadneme zhora pomoou "klasikej\ nerovnosti 2uv 5 u2 + v2 (ktoráje ostrá v prípade u 6= v):2 sinx os y + 2 sin y os z + 2 sin z osx 55 (sin2 x+ os2 y) + (sin2 y + os2 z) + (sin2 z + os2 x) = 3:Tak odvodíme nutné podmienky sinx = os y, sin y = os z, sin z = osx, pri ktorýhje rie¹enie p�vodnej sústavy u¾ triviálnou úlohu.A { I { 5Vlastné rie¹enie funkionálnej rovniex2 + y2 + 2f(xy) = f(x+ y) � �f(x) + f(y)� (x; y 2 R)zaèneme tak, ¾e vypí¹eme prehµad v¹etkýh výsledkov dosadení, ktoré budeme ïalejpotrebova» (písmeno a oznaèuje µubovoµné reálne èíslo):(D1) x = 0; y = 0 : f(0) = (f(0))2;(D2) x = 0; y = a : a2 + 2f(0) = f(a) � (f(a) + f(0));(D3) x = a; y = a : a2 + f(a2) = f(a) � f(2a);(D4) x = a; y = �a : 2a2 + 2f(�a2) = f(0) � (f(a) + f(�a));(D5) x = 1; y = 1 : 1 = f(1) � (f(2)� 1):(Niektoré rovnosti sme trohu algebraiky upravili.)Z (D1) vyplýva, ¾e èíslo f(0) je rie¹ením rovnie t = t2, je to teda èíslo t = 0 alebot = 1. Rozoberme obidve mo¾nosti.(i) Neh f(0) = 0. Ak dosadíme f(0) = 0 do (D2), dostaneme a2 = (f(a))2, odkiaµf(a) = a alebo f(a) = �a pre ka¾dé a 2 R. Zd�raznime, ¾e zatiaµ nevieme, èi pre v¹etkyx platí rovnaký z oboh predpisov f(x) = x resp. f(x) = �x (vieme, len, ¾e existujeA � R tak, ¾e f(x) = x pre ka¾dé x 2 A a f(x) = �x pre ka¾dé x 2 R nA).Uká¾me najprv, ¾e vz»ah f(x) = x platí pre v¹etky nekladné x: ak dosadíme f(0) = 0do (D4), dostaneme rovnos» f(�a2) = �a2, tak¾e f(x) = x pre v¹etky také reálne èíslax, ktoré sa dajú zapísa» v tvare x = �a2 s vhodným a 2 R, a to sú v¹etky nekladné x.Teraz zd�vodnime, preèo f(x) = x pre v¹etky kladné x: keby toti¾ pre niektoré a 6= 0neplatilo f(a2) = a2, platilo by podµa predhádzajúeho odstava f(a2) = �a2, a takby sme podµa (D3) dostali f(a)f(2a) = 0, èo je ale v spore s tým, ¾e obe èísla f(a)a f(2a) sú nenulové (sú to èísla �a resp. �2a, predpoklad ale bol, ¾e a 6= 0). Týmsme dokázali, ¾e f(x) = x pre ka¾dé x. Dosadením sa µahko overí, ¾e taká funkia jeskutoène rie¹ením na¹ej úlohy.(ii) Neh f(0) = 1. Po dosadení f(0) = 1 do (D2) dostaneme pre hodnotu f(a)kvadratikú rovniu (f(a))2 + f(a)� a2 � 2 = 0. Jej rie¹ením zistíme, ¾ef(a) 2 (�1 +p4a2 + 92 ; �1�p4a2 + 92 ) pre ka¾dé a 2 R:



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória A 57©peiálne pre a = 1 a pre a = 2 dostanemef(1) 2 ��1 +p132 ; �1�p132 � a f(2) 2 f2;�3g;odkiaµ vyplýva, ¾e èíslo f(1) je iraionálne, zatiaµ èo èíslo f(2)� 1 je raionálne a r�zneod nuly. Potom je súèin f(1) � (f(2) � 1) iraionálny, èo je v spore s (D5). Hµadanáfunkia f spåòajúa podmienku f(0) = 1 teda neexistuje.Odpoveï : Danú funkionálnu rovniu spåòa jediná funkia f : R ! R, a to funkiaurèená predpisom f(x) = x pre ka¾dé x 2 R.A { I { 6Prvé rie¹enie. Rovnos» zo zadania prepí¹me ako jABj : jCAj = jACj : jCDj.Táto rovnos» spolu s rovnos»ou striedavýh uhlov BAC a ACD (obr. 17) znamená,¾e trojuholníky BAC a ACD sú podobné podµa vety sus. Preto¾e strany BC a AD si
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X CD
�Obr. 17v tejto podobnosti zodpovedajú a podµa zadania platí jBCj : jADj = 3 : 2, platí rovnakojABj : jCAj = 3 : 2 a jACj : jCDj = 3 : 2. Vynásobením poslednýh dvoh rovnostídostaneme jABj : jCDj = 9 : 4, tak¾e základòa AB lihobe¾níka ABCD je dlh¹ia akozákladòa CD. Preto sa polpriamky AD a BC pretínajú a ih prieseèník oznaème X.Podµa zadania má uhol CXD veµkos» 75Æ alebo 105Æ.Trojuholníky ABX a DCX sú podobné podµa vety uu a podµa predhádzajúehoplatí jABj = 94 jDCj a podobne jAXj = 94 jDXj. Ak dosadíme za jAXj súèet jADj+jDXjdostaneme, ¾e jDXj = 45 jADj = 2;4 m. Analogiky jCXj = 45 jBCj = 3;6 m.Kon¹trukia:1. Trojuholník CDX: jDXj = 2;4 m, jCXj = 3;6 m, j<)DXCj 2 f75Æ; 105Æg,2. bod A: A le¾í na polpriamke opaènej k DX, jADj = 3 m,3. bod B: B le¾í na polpriamke opaènej k CX, jBCj = 4;5 m.Teraz je treba ukáza», ¾e takto zostrojený ¹tvoruholník ABCD má v¹etky po¾ado-vané vlastnosti (t.j. spravi» d�kaz správnosti kon¹trukie). Body 2. a 3. kon¹trukie



58 50. roèník matematikej olympiádyzaruèujú, ¾e strany BC a AD majú predpísané då¾ky. Podµa bodu 1. zvierajú priamkyBC a AD predpísaný uhol a platíjAXj = jADj+ jDXj = 5;4 m a jBXj = jBCj+ jCXj = 8;1 m :Pomer jAXj : jBXj je 2 : 3 rovnako ako pomer jDXj : jCXj. Trojuholníky ABXa DCX sú teda rovnoµahlé a preto sú úseèky AB a CD rovnobe¾né. Tak sme overili, ¾eABCD je lihobe¾ník sa základòami AB, CD. Z rovnosti pomerov jAXj : jBXj = 2 :: 3 = jCXj : jAXj vyplýva podobnos» trojuholníkov ABX a CAX (so spoloèným uhlompri vrhole X), tak¾e uhly ABX a CAX (alebo uhly ABC a CAD) sú zhodné. Preto¾esú zhodné aj (striedavé) uhly BAC a ACD, podµa vety uu zis»ujeme, ¾e trojuholníkyABC a CAD sú podobné. Preto platí jABj : jCAj = jACj : jCDj, teda jABj � jCDj == jACj2. (Poslednú rovnos» tie¾ mo¾no dokáza» tak, ¾e då¾ky úseèiek AB, CD a ACvyjadríme pomoou kosínusovej vety pre trojuholníky ABX, CDX resp. ACX.) V¹etkypo¾adované vlastnosti zostrojeného ¹tvoruholníka ABCD sú teda overené.Druhé rie¹enie. Zadaná rovnos» jABj � jCDj = jACj2 evokuje otázku, èi nemo¾noúlohu rie¹i» pomoou tvrdenia o monosti bodu ku kru¾nii (pozri návodnú úlohuni¾¹ie). Uká¾me, ¾e sa to skutoène dá.Predpokladajme najprv, ¾e jABj > jCDj a oznaème X prieseèník polpriamok ADa BC. Vhodným bodom E základne AB doplòme trojuholník ACD na rovnobe¾níkAECD (obr. 18). V¹imnime si, ¾e v trojuholníku BCE poznáme då¾ky strán BC, EC
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�Obr. 18(jECj = jADj) a veµkos» uhla BCE (j<)BCEj = j<)CXDj). Opí¹me tomuto trojuhol-níku kru¾niu a oznaème ju k. Preto¾e jAEj = jCDj, mo¾no zadanú rovnos» jABj �� jCDj = jACj2 zapísa» ako jABj � jAEj = jACj2. Podµa tvrdenia z návodnej úlohy toznamená, ¾e priamka AC je dotyèniou ku kru¾nii k. Tým je rozbor prípadov jABj >> jCDj skonèený. V prípade jABj < jCDj staèí v rozbore spravi» dve zmeny: bod X jeprieseèníkom polpriamok DA a CB, bod E le¾í na polpriamke opaènej k BA (nie nazákladni AB).Kon¹trukia:



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória A 591. Trojuholník BCE: jBCj = 4;5 m, jECj = 3 m, j<)BCEj 2 f75Æ; 105Æg,2. kru¾nia k opísaná trojuholníku BCE,3. dotyènia t ku kru¾nii k v bode C,4. bod A: A 2 BE \ t,5. bod D: AECD je rovnobe¾ník.(Preto¾e podµa zadania platí jBCj > jECj, padne bod A pri kon¹trukii podµa bodu4 na polpriamku opaènú k EB. Bod E bude teda patri» úseèke AB, tak¾e nastaneprípad jABj > jCDj.)Pri d�kaze správnosti kon¹trukie opä» vyu¾ijeme tvrdenie z návodnej úlohy (v opaè-nom "smere\, ako to bolo pri rozbore): proto¾e je priamka AC dotyèniou kru¾nie k,platí rovnos» jABj � jAEj = jACj2. Zvy¹ok d�kazu je triviálny.A { S { 1Sèítaním v¹etkýh troh nerovní dostaneme nerovnos»75 + 2x2 + 3y2 + 4z2 5 16x+ 18y + 16z;z ktorej po "úprave na ¹tvore\ vyhádza2(x� 4)2 + 3(y � 3)2 + 4(z � 2)2 5 0:Táto nerovnos», ktorá je d�sledkom danej sústavy nerovní, zrejme platí práve vtedy,keï sú základy v¹etkýh troh ¹tvorov na µavej strane nerovnosti rovné nule, teda keïx = 4, y = 3, z = 2. Daná sústava má preto (pri zvolenom p) nanajvý¹ jedno rie¹enie,a to práve napísanú trojiu èísel. Zistíme teraz, pre ktorú hodnotu parametra p saskutoène jedná o rie¹enie. Po dosadení hodn�t x = 4, y = 3, z = 2 do danej sústavydostaneme trojiu nerovností57 5 59� p; 52 5 52; 41 5 39 + p:Z prvej nerovnosti vyhádza podmienka p 5 2, z tretej vyhádza podmienka p = 2.Teda p = 2 je jediná hodnota p, pre ktorú má daná sústava v obore reálnyh èíselrie¹enie. A { S { 2Úseèky MC a AD sú rovnobe¾né (obe sú toti¾ kolmé k úseèke BD, obr. 19); preto¾e



60 50. roèník matematikej olympiádysú rovnobe¾né aj úseèky AM a DC, je ¹tvoruholník AMCD rovnobe¾ník. Je to dokona
A B

CD
Mxx x xa� x b�Obr. 19koso¹tvore, lebo jeho uhloprieèky sú podµa zadania navzájom kolmé. Oznaème x == jCDj = jDAj = jAM j = jMCj, zrejme a > x. Potom jMBj = a� x a zo zhodnostisúhlasnýh uhlov DAM a CMB vyplýva podobnos» pravouhlýh trojuholníkov ABDa MCB, tak¾e platí rovnos» jADj : jABj = jMBj : jMCj, alebo x : a = (a � x) : x.Odtiaµ pre neznámu då¾ku x vyhádza kvadratiká rovnia x2 + ax� a2 = 0, ktorá májediné kladné rie¹enie x = p5� 12 a. Tak sme vypoèítali (zhodné) då¾ky základne CDa ramena AD daného lihobe¾níka a ostáva urèit då¾ku ramena BC. Podµa Pytagorovejvety pre trojuholník CMB dostávamejBCj = pjMCj2 � jMBj2 = px2 � (a� x)2 = pa(2x� a) = aqp5� 2;lebo 2x� a = a�p5� 2�. A { S { 3Z vyjadrenia abd = 100 � ab + d vyplýva, ¾e podmienky deliteµnosti èíslamiab a d sú splnené práve vtedy, keï d j 100 � ab a ab j d, teda práve vtedy,keï d = k � ab, kde prirodzené èíslo k je niektorý deliteµ èísla 100. Keï¾e obidveèísla ab a d sú podµa zadania nepárne a dvojiferné, je buï k = 1, alebo k == 5. Rozlí¹ime dva prípady, pritom s ohµadom na vyjadrenie abd = 10 � b ++ (1000a + d) budeme namiesto podmienky b j abd skúma» ekvivalentnú podmien-ku b j (1000a+ d): (�)(Táto úprava nie je nutná, len trohu zjednodu¹uje ïal¹ie zápisy.)a) Ak je d = ab, platí  = a a d = b, tak¾e podmienka (�) sa napí¹e v tvare(10b+ a) j (1000a+ b). Preto¾e1000 � (10b+ a)� (1000a+ b) = 9999 � b = 11 � 9 � 101 � b



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória A 61a 101 je prvoèíslo (teda je s èíslom 10b+a nesúdeliteµné), dostávame ekvivalentnú pod-mienku (10b+a) j (11�9b). Odtiaµ, s ohµadom na zrejmú nerovnos» 10b+a > 9b vyplýva,¾e èíslo 10b+ a má èíslo 11 vo svojom rozklade na prvoèinitele. Podmienka 11 j (10b++ a) je v¹ak splnená len keï sa èíslie a a b rovnajú. Potom by v¹ak z rovnosti d = abvyplývalo, ¾e èíslo abd má v¹etky èíslie rovnaké. O takýh èíslah podµa zadania úlohyneuva¾ujeme.b) Z rovnosti d = 5 � ab ihneï urèíme (nepárne) ifry a = 1 a d = 5, po ih dosadenía úprave vyjde rovnos» b = 2� 9. Dostávame tri mo¾nosti: = 5 a b = 1;  = 7 a b = 5;  = 9 a b = 9:Podmienka (�) má teraz tvar b j 1 005, z èísel 15, 57 a 99 je v¹ak len èíslo 15 deliteµomèísla 1 005 (1 005 = 3 � 5 � 67), preto nutne b = 1 a  = 5.Odpoveï : Hµadané èíslo je jediné, a to 1 155.A { II { 1Predpokladajme, ¾e parameter n je prirodzené èíslo a rie¹me danú sústavu v oborereálnyh èísel. ¥avá strana prvej rovnie je rovná (x2 + y2)(x+ y) a pre èísla s = x+ ya t = x2 +y2 platí t �s = n a t+s = n+1. Èísla s, t sú teda korene kvadratikej rovniew2 � (n + 1)w + n = 0. Z rozkladu w2 � (n + 1)w + n = (w � n)(w � 1) vidíme, ¾efs; tg = f1; ng. Dvojia (x; y) je rie¹ením p�vodnej sústavy práve vtedy, keï je rie¹enímjednej zo sústav ( x+ y = 1;x2 + y2 = n alebo ( x+ y = n;x2 + y2 = 1: (1)V prvom prípade sú èísla x, y koreòmi kvadratikej rovnie z2 + (1 � z)2 = n. Jejrie¹ením dostaneme fx; yg = �1 +p2n� 12 ; 1�p2n� 12 � : (2)Podobne z druhej sústavy v (1) vyplýva, ¾e èísla x, y sú korene kvadratikej rovniez2 + (n � z)2 = 1. Jej diskriminant D = 4(2 � n2) je nezáporný iba pre n = 1(poznamenajme, ¾e n je prirozené èíslo). Obe sústavy v (1) sú potom toto¾né, tak¾e¾iadne ïal¹ie rie¹enie okrem (2) neexistuje.Zistili sme, ¾e pre ka¾dé prirozené èíslo n sú v¹etky rie¹enia p�vodnej sústavy v oborereálnyh èísel popísané vz»ahom (2). Celé èísla sú rie¹ením práve vtedy, keï je hodnota2n� 1 druhou moninou (nepárneho) prirozeného èísla. Ak je èíslo n ¹tvormiestne, takn = 1 000 a teda 2n � 1 = 1 999. Preto¾e 442 = 1 936 a 452 = 2 025, hµadané èíslo nurèíme z rovnie 2n� 1 = 2 025. Zrejme n = 1 013.Poznamenajme, ¾e v prvej èasti rie¹enia m�¾eme postupova» aj takto: do prvejrovnie (x2 + y2)(x + y) = n mo¾no dosadi» za prvý èiniteµ výraz x2 + y2 = n ++ 1� (x+ y) z druhej rovnie. Tak získame pre neznámu s = x+ y kvadratikú rovniu(n+ 1� s)s = n, ktorej korene sú s1 = 1 a s2 = n.



62 50. roèník matematikej olympiádyA { II { 2Predpokladajme, ¾e s a t sú (pevné) èísla po¾adovanej vlastnosti. Graf funkie f jezjednotením grafov funkií f1 a f2, ktoré sú urèené vzoramif1(x) = x2 � 4x+ s(1� t)x+ (t+ 7) ; f2(x) = x2 � 4x+ s(t+ 1)x+ (7� t) (1)a majú de�nièné obory D(f1) = (�1; 1i, D(f2) = h1;1) (polpriamky bez akýhkoµvekvylúèenýh bodov, lebo hodnota f(x) podµa popisu grafu f existuje pre ka¾dé x 2 R).Èísla s a t urèíme z podmienky, ¾e grafy funkií f1 a f2 sú polpriamky (tak¾e ideo lineárne funkie). Zrejme platí t 6= �1 (inak by graf jednej z funkií f1, f2 bol èas»ouparaboly), preto m�¾eme lineárne funkie z menovateµov zlomkov v (1) zapísa» v tvare(1� t)x+ (t+ 7) = (1� t)(x� x1); kde x1 = t+ 7t� 1 ; (2a)a (t+ 1)x+ (7� t) = (t+ 1)(x� x2); kde x2 = t� 7t+ 1 : (2b)Výhodu týhto rozkladov oeníme pri vyjadrovaní podmienky, ¾e obe funkie f1 a f2sú lineárne. Predtým v¹ak poznamenajme, ¾e hodnota f1(x) existuje pre ka¾dé x 5 1a hodnota f2(x) pre ka¾dé x = 1 práve vtedy, keï èísla x1, x2 z rozkladov (2) spåòajúpodmienku x2 < 1 < x1: (3)Vzore (1) urèujú lineárne funkie f1 a f2 práve vtedy, keï je kvadratiký mnohoèlenx2 � 4x+ s deliteµný (bezo zvy¹ku) ka¾dým z lineárnyh mnohoèlenov (x� x1) a (x�� x2). Preto¾e v¹ak podµa (3) platí x1 6= x2, mo¾no podmienku z predhádzajúej vetyvyjadri» rovnos»ou mnohoèlenovx2 � 4x+ s = (x� x1)(x� x2): (4)Poznamenajme, ¾e ak platí podmienka (4), budú predpisy pre funkie f1, f2 tvaruf1(x) = x� x21� t a f2(x) = x� x1t+ 1 :Podmienka (3) zaruèí, ¾e polpriamky, ktoré sú grafmi f1 a f2, nele¾ia na rovnakejpriamke (keby le¾ali, nebola by grafom f lomená èiara): os x toti¾ pretne ako pol-priamku y = f1(x) (v bode [x2; 0℄), tak aj polpriamku y = f2(x) (v bode [x1; 0℄).Podmienka (4) je s ohµadom na (2) ekvivalentná s dvojiou rovní4 = t+ 7t� 1 + t� 7t+ 1 a s = t+ 7t� 1 � t� 7t+ 1 = t2 � 49t2 � 1 ;



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória A 63z ktorýh urèíme neznáme hodnoty s a t. Úpravou prvej rovnie dostaneme t2 = 9,mo¾né hodnoty t sú teda �3; podµa druhej rovnie im zodpovedá rovnaká hodnota s == �5. Ak je t = 3, platí podµa (2) x1 = 5 a x2 = �1 (podmienka (3) je teda splnená),ak je t = �3, potom x1 = �1 a x2 = 5 (podmienka (3) splnená nie je). Rie¹ením úlohyje teda jediná dvojia (s; t) = (�5; 3).Aj keï sme elé rie¹enie viedli tak, ¾e skú¹ka nie je nutná, spravme ju ako pre dvojiu(s; t) = (�5; 3) tak aj pre dvojiu (s; t) = (�5;�3). Pre prvú dvojiu vyhádzaf(x) = x2 � 4x� 53jx� 1j+ x+ 7 = 8>><>>: (x+ 1)(x� 5)� 2(x� 5) = �x+ 12 (x 5 1);(x+ 1)(x� 5)4(x+ 1) = x� 54 (x = 1);tak¾e naozaj ide o rie¹enia (obr. 20a); dvojii (s; t) = (�5;�3) zodpovedá funkiaf(x) = x2 � 4x� 5�3jx� 1j+ x+ 7 = 8>><>>: (x+ 1)(x� 5)4(x+ 1) = x� 54 (x 5 1; x 6= �1);(x+ 1)(x� 5)� 2(x� 5) = �x+ 12 (x = 1; x 6= 5);ktorej grafom je lomená èiara bez dvoh bodov (obr. 20b), tak¾e dvojiu (s; t) == (�5;�3) nemo¾no pova¾ova» za rie¹enie.
xy 1 5	Obr. 20a

xy 1 5�1
Obr. 20bPoznámka. M�¾e sa sta», ¾e by niekto hel vyjadi» podmienku linearity oboh funkiíf1 a f2 (bez toho, aby zaviedol èísla x1, x2) takto: mnohoèlen x2 � 4x+ s je deliteµnýako mnohoèlenem (1 � t)x + (t + 7), tak i mnohoèlenom (t + 1)x + (7 � t), je tedadeliteµný aj ih súèinom, teda platí rovnos» mnohoèlenov�(1� t)x+ (t+ 7)��(t+ 1)x+ (7� t)� = (1� t2)(x2 � 4x+ s)(koe�ient (1� t2) sa zistí porovnaním kvadratikýh èlenov). Tento záver je v¹ak ko-rektný len vtedy, keï sú oba lineárne mnohoèleny nesúdeliteµné ; v na¹om rie¹ení je táto



64 50. roèník matematikej olympiádynesúdeliteµnos» zaruèená podmienkou (3). Súdeliteµným mnohoèlenom z menovateµovzlomkov v (1) zodpovedá "rie¹enie\ (s; t) = (�77; 0) s príslu¹nou funkiouf(x) = x2 � 4x� 77x+ 7 = x� 11 (x 2 R; x 6= �7);ktorej graf (obr. 20) je síe zlo¾ený z dvoh polpriamok, ale ih spoloèný zaèiatok dografu f nepatrí (navia tieto polpriamky zvierajú priamy uhol, tak¾e ih zjednotenienie je lomená èiara). O xy 11
�11

�7

�Obr. 20A { II { 3Vo v¹etkýh rie¹eniah oznaèujeme ! = j<)MSN j.Rie¹enie 1. Z rovnobe¾nosti priamok SM a XY vyplýva rovnos» j<)SY Xj = ��!(obr. 21). Preto sa v¹etky uva¾ované trojuholníky SXY zhodujú nielen v då¾ke stranySX (rovnej polomeru r kru¾nie k), ale i vo veµkosti protiµahlého vnútorného uhla SY X.Kru¾nie opísané v¹etkým trojuholníkom SXY majú teda rovnaký polomer R (rovnýr2 sin! ) a bod Y le¾í v¾dy na tom ih oblúku, z ktorého je tetiva SX då¾ky r vidie»pod uhlom � � !. Vý¹ka v k strane SX trojuholníka SY X zrejme neprevy¹uje vý¹kukruhovej výseèe z obr. 22, pritom je rovná tejto vý¹ke práve vtedy, keï platí jSY j == jXY j. Preto má zo v¹etkýh trojuholníkov SXY najväè¹í obsah práve ten, ktorý mázhodné strany SY a XY . Jeho vnútorný uhol � pri vrhole S je zhodný s vnútornýmuhlom pri vrhole X, a teda platí 2� + (� � !) = �, odkiaµ � = 12!, èo znamená, ¾epolpriamka SX je os uhla MSN . Prieseèík tejto osi s kru¾niou k preto urèuje hµadanýbod X.Dodajme, ¾e maximálnu vý¹ku v trojuholníka SXY k strane SX mo¾no urèi» aj inýmpostupom (bez úvah o kruhovom výseku): ak oznaèíme Y0 pätu vý¹ky z vrhola Y , � =
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S M

N XYr !�Obr. 21 S XY
rR Rv� � � !�Obr. 22= j<)XSY j a � = j<)SXY j, potom platív � otg�+ v � otg � = jSY0j+ jXY0j = jSXj = r;odkiaµ s ohµadom na to, ¾e �+ � = ! a ¾e funkia otg je v intervale (0; 12�) konvexná,vyhádza odhadv = rotg�+ otg � 5 r2 otg �+�2 = r2 otg !2 = r2 tg !2 :Rie¹enie 2. Oznaème p = jXY j a q = jSY j. Podµa kosínusovej vety pro trojuholníkSXY platí r2 = p2 + q2 + 2pq � os!, lebo j<)SY Xj = � � !. Túto rovnos» upravímedo tvaru r2 = (p � q)2 + 2pq(1 + os!), z ktorého u¾ µahko zhora odhadneme veµkos»súèinu pq: pq = r2 � (p� q)22(1 + os!) 5 r22(1 + os!) ;pritom rovnos» nastane práve vtedy, keï p = q. To je aj podmienka, pri ktorej je obsah12pq sin! trojuholníka SXY maximálny. Do¹li sme tak k rovnakému záveru ako priprvom rie¹ení.Rie¹enie 3. Vyjadrime obsah trojuholníka SXY ako funkiu uhla � = j<)XSN ja zistíme jej najväè¹iu hodnotu na intervale 0 < � < !. Pri oznaèení z obr. 23 vyplýva,¾e jXZj = jSXj sin� = r sin�. Preto¾e j<)SY Xj = � � ! a j<)SXY j = ! � �, zo

S M
N XYZr !��Obr. 23



66 50. roèník matematikej olympiádysínusovej vety pre trojuholník SXY vyhádzajSY j = jSXj � sin(! � �)sin! :Pre obsah P trojuholníka SXY tak dostávame vyjadrenieP = jSY j � jXZj2 = r2 sin� sin(! � �)2 sin! = r2�os(2�� !)� os!�4 sin!(vyu¾ili sme vzore 2 sinx sin y = os(x� y)� os(x+ y) pre x = � a y = ! � �). Prehodnotu P teda platí horný odhadP 5 r2(1� os!)4 sin! �= r24 tg !2� :Rovnos» nastane práve v prípade, keï os(2� � !) = 1, èo je v na¹ej situáii splnenéjedine pre � = 12! (z nerovností 0 < � < ! toti¾ vyplýva odhad j2�� !j < !).A { II { 4Predpokladejme, ¾e f je µubovoµná z hµadanýh funkií. V¹imnime si, ¾e µavá stranadanej rovnie je párna funkia premennej x. Pri zámene èísla x opaèným èíslom �x sapreto nezmení ani hodnota pravej strany rovnie:(x� y)2 � f(x+ y) = (�x� y)2 � f(�x+ y)alebo (x� y)2 � f(x+ y) = (x+ y)2 � f(y � x):Dosaïme sem pri µubovoµnom t 2 R hodnoty x = 12 (t � 1) a y = 12 (t + 1), ktoré súzvolené tak, aby platilo x + y = t a y � x = 1. Dostaneme vz»ah f(t) = t2 � f(1) preka¾dé t 2 R. Funkia f je teda nutne tvaru f(x) = x2. Neznámy koe�ient  zistímetak, ¾e dosadíme do rovnosti zo zadania (a tak vlastne spravíme aj skú¹ku): rovnia(x2 + y2)2 = (x � y)2 � (x + y)2 je ekvivalentná s rovniou ( + 1)y2(2x2 + ( �� 1)y2) = 0, ktorá je splnená pre µubovoµné x a y práve vtedy, keï  = 0 alebo  = �1(napr. dosadenie x = y = 1 vedie k podmienke (+ 1)2 = 0, tak¾e nutne  2 f0;�1g).Úloha má práve dve rie¹enia: nulovú funkiu f1(x) = 0 a funkiu f2(x) = �x2.A { III { 1Ak je mnohoèlen P kon¹tantný, èi¾e P (x) = a, tak èíslo a podµa zadania spåòapodmienku a2 + a = a + a, tak¾e a = 0 alebo a = 1. Obidva mnohoèleny P (x) = 0a P (x) = 1 sú rie¹ením úlohy.Ak je stupeò n mnohoèlena P kladný, tak P (x) = axn + Q(x), kde a je èíslo r�zneod nuly a Q je mnohoèlen so stupòom najvia n� 1. Ak porovnáme v rovnosti�axn +Q(x)�2 + a(�x)n +Q(�x) = ax2n +Q(x2) + axn +Q(x) (1)



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória A 67koe�ienty pri najväè¹ej monine x2n, dostaneme podmienku a2 = a, z ktorej vyplývaa = 1 (pripomeòme, ¾e a 6= 0). Rovnos» (1) upravíme po dosadení hodnoty a = 1 doekvivalentného tvaru2xnQ(x) + �Q(x)�2 �Q(x2) = [1� (�1)n℄xn +Q(x)�Q(�x): (2)Predpokladajme, ¾e mnohoèlen Q má kladný stupeò k (k < n). Potom je na µavej strane(2) mnohoèlen so stupòom aspoò n + k, èo je spor s tým, ¾e na pravej strane (2) jemnohoèlen so stupòom najvia n. Preto Q je kon¹tantný mnohoèlen, teda Q(x) = b prevhodné èíslo b. Po dosadení do (2) dostávame podmienku 2bxn+b2�b = [1�(�1)n℄xn,ktorá je splnená pre ka¾dé x práve vtedy, keï 2b = 1� (�1)n a zároveò b2� b = 0. Prepárne n vyhádza jedine b = 0 (tak¾e P (x) = xn), pre nepárne n vyjde b = 1 (tak¾eP (x) = xn + 1).Odpoveï : Hµadané mnohoèleny sú kon¹tanty 0 a 1, jednoèleny x2, x4, x6, : : : a dvoj-èleny x+ 1, x3 + 1, x5 + 1, : : :Iné rie¹enie. Ak pripoèítame P (�x) k obom stranám danej rovnosti, dostanemerovnos» �P (x)�2+2P (�x) = P (x2)+P (x)+P (�x). Na jej pravej strane je párna funkiapremennej x. Preto je párna i funkia na µavej strane: pre ka¾dé x platí �P (x)�2 ++ 2P (�x) = �P (�x)�2 + 2P (x), alebo�P (x)� P (�x)� � �P (x) + P (�x)� 2� = 0:Jeden z dvoh èiniteµov na µavej strane poslednej rovnosti je teda nulový mnohoèlen. Akplatí identita P (x)� P (�x) = 0, redukuje sa rovnos» zo zadania úlohy na �P (x)�2 == P (x2). Ak platí identita P (x) + P (�x) � 2 = 0, tak pre mnohoèlen Q de�novanýrovnos»ou Q(x) = P (x)�1 platí Q(�x) = �Q(x). Po dosadení a úprave prejde rovnos»zo zadania do tvaru �Q(x)�2 = Q(x2).Ak zhrnieme obidva prípady, zistíme, ¾e v ka¾dom z nih máme urèi» mnohoèlen R,ktorý je párnou alebo nepárnou funkiou a pre ka¾dé x spåòa rovnos» �R(x)�2 = R(x2).Hµadajme také R najsk�r medzi jednoèlenmi: po dosadení R(x) = axn zistíme, ¾e jebuï a = 0, alebo a = 1 a n = 0 je µubovoµné. Predpokladajme, ¾e R nie je jednoèlen,teda R(x) = axn + bxk + S(x), kde a, b sú èísla r�zne od nuly, n > k a S je nulovýmnohoèlen alebo mnohoèlen so stupòom nanajvý¹ k � 1. Ak porovnáme v rovnosti�axn + bxk + S(x)� � �axn + bxk + S(x)� = ax2n + bx2k + S(x)koe�ienty èlenov s moninou xn+k, dostaneme rovnos» 2ab = 0, ktorá je v spore s tým,¾e a 6= 0 a b 6= 0. Preto podmienku �R(x)�2 = R(x2) spåòajú len mnohoèleny R rovné0, 1, x, x2, x3, : : : A { III { 2Oznaème e¹te R bod dotyku s odvesnou AC a S stred spomínanej kru¾nie (obr. 24).Keï¾e SQCR je ¹tvore a bod S le¾í na osi o úseèky PQ, le¾í bod C na priamke o0, ktorá



68 50. roèník matematikej olympiádyje obrazom osi o pri otoèení okolo bodu Q o pravý uhol. Vrhol C potom zostrojíme akoprieseèník priamky o0 s Talesovou kru¾niou � nad priemerom QX. Zvy¹ok kon¹trukieje zrejmý.

A B
C
P

Q
X SR

o
o0 o00
�Obr. 24Úloha má (pre dané body P , Q, X) jediné rie¹enie. Aj keï os o m�¾eme otoèi»okolo bodu Q o pravý uhol dvoma sp�sobmi, jedna z otoèenýh priamok o00 kru¾niu� v�be nepretne. Druhá z nih má síe s kru¾niou � dva spoloèné body, ale jednémuz nih zodpovedá taký trojuholník ABC, ¾e miesto kru¾nie vpísanej má po¾adovanévlastnosti kru¾nia pripísaná prepone AB (Q je bod dotyku s priamkou BC a nele¾ína odvesne BC, ale na jej predå¾ení za vrholom B). Zrejme to zvy¹né rie¹enie spåòav¹etky podmienky zadania. A { III { 3Oznaème (�) danú nerovniu a K = (�1; 0i [ (1;1) príslu¹nú mno¾inu (v¹etkýh)rie¹ení. Z toho, ¾e 0 patrí do mno¾iny K, vyplýva pre b podmienka b = 0 a zároveòpb > �. Keby v¹ak platilo b > 0, bol by výraz p2x2 + ax+ b de�novaný v niektoromokolí bodu x = 0 a z (ostrej) nerovnosti (�) pre x = 0 by vyplývala jej platnos»aj pre malé kladné èísla x, èo je v spore s tvarom mno¾iny K. Preto musí by» b = 0a z nerovnosti pb > � vyplýva podmienka  > 0.Preto¾e p2x2 + ax+ b = px(2x+ a) a mno¾ina K obsahuje v¹etky èísla x > 1,platí pre tieto x nerovnos» 2x + a = 0, z ktorej vyplýva a = �2. Preto¾e 1 =2 K,nerovnos» p2 + a > 1�  neplatí, jej µavá strana má vïaka nerovnosti a = �2 zmysel.Naopak, platí nerovnos» p2 + a 5 1� , odkiaµ vyplýva podmienka  5 1. Keby platilaostrá nerovnos» p2 + a < 1� , nerovnos» px(2x+ a) < x�  by bola splnená nielenpre x = 1, ale aj pre x = 1 + " s dostatoène malým " > 0, èo je v spore s tým, ¾e1 + " 2 K. To znamená, ¾e p2 + a = 1� , odkiaµ a = (1� )2 � 2 = 2 � 2� 1.Zhròme výsledky na¹ih úvah: zistili sme, ¾e ka¾dá vyhovujúa trojia èísel (a; b; )je nutne tvaru (2 � 2� 1; 0; ), kde 0 <  5 1. Uká¾me, ¾e ka¾dá trojia popísaného



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória A 69tvaru má po¾adované vlastnosti. Rie¹me preto v obore reálnyh èísel nerovniupx(2x+ a) > x� ; (1)pre pevne zvolené  2 (0; 1i prièom a = 2 � 2� 1.Z nerovnosti 0 <  5 1 a vyjadrenia a = (1� )2 � 2 vyplýva, ¾e �2 5 a < �1. Preka¾dé x 5 0 teda platí 2x+a < 0. ¥avá strana (1) má teda zmysel a je nezáporná, zatiaµèo pravá strana (1) je pre tieto x záporná (lebo x �  5 � < 0). Preto elý interval(�1; 0i patrí do mno¾iny rie¹ení (1). Nepatrí do nej v¹ak ¾iadne èíslo x z intervalu(0;� 12a), lebo pre ne nemá zmysel µavá strana (1). Ostáva teda vyrie¹i» nerovniu (1)na intervale h� 12a;1). Najprv od�vodnime, ¾e pre krajný bod �12a platia odhady  55 � 12a 5 1. Skutoène, horný odhad okam¾ite vyplýva z toho, ¾e a = �2, dolný odhadsa odvodí zo zrejmej nerovnosti 2 5 1:�12a = �12(2 � 2� 1) = + 12(1� 2) = :Pre ka¾dé x 2 h�12a;1) teda platí x =  a preto sú obe strany nerovnie (1) nezáporné.Po umonení oboh strán na druhú a µahkej úprave dostaneme ekvivalentnú nerovniux2 + (a + 2)x � 2 > 0. Odtiaµ nám po dosadení a = 2 � 2 � 1 vyhádza nerovnia(x�1) (x+2) > 0, ktorá platí práve pre tie (kladné) èísla x 2 h�12a;1), ktoré sú väè¹ieako 1 (zopakujme, ¾e �12a 5 1). Tým sme dokázali, ¾e mno¾inou rie¹ení nerovnie (1)je skutoène mno¾ina K zo zadania úlohy.Odpoveï : Hµadané trojie sú (a; b; ) = (2 � 2 � 1; 0; ), kde  je µubovoµné èísloz intervalu (0; 1i. A { III { 4V ¾iadnom slove zrejme nem�¾u by» ¹tyri rovnaké písmená. Maximálna mo¾ná då¾kaslova uva¾ovaného jazyka je teda 3n (skupina n trojí rovnakýh písmen za sebou jezrejme slovo). Zároveò je jasné, ¾e pre n = 1 existuje jediné slovo då¾ky 3.Neh n = 2.1. Ka¾dé slovo zaèína dvoma rovnakými písmenami. Keby to tak nebolo, mali by smeslovo AB : : :A : : :A : : : zaèínajúe dvojiou r�znyh písmen A, B. Ïal¹ie písmeno B sav¹ak nem�¾e vyskytova» medzi prvým a druhým písmenom A (jedno tam u¾ je), aniza tretím písmenom A (dve A by boli medzi dvoma B). Obe ostávajúe písmená B bymuseli by» medzi druhým a tretím písmenom A, èo tie¾ nie je mo¾né.2. Ak vypustíme zo slova maximálnej då¾ky 3n tri rovnaké písmená, dostanemev jazyku s n� 1 písmenami opä» slovo maximálnej då¾ky 3(n� 1).Poèet slov maximálnej då¾ky v jazyku s n písmenami oznaème pn. Zistime, koµkoje slov maximálnej då¾ky zaèínajúih zvoleným písmenom A. Ka¾dé také slovo zaèínadvoma písmenami A, tak¾e tretie písmeno je buï A (takýh slov je zrejme toµko, koµkoje slov maximálnej då¾ky obsahujúih n� 1 písmen, tj. pn�1), alebo písmeno B 6= A.Preto¾e po vypustení v¹etkýh písmen A dostaneme opä» slovo (a to musí zaèína», akou¾ vieme, dvoma rovnakými písmenami), musí p�vodné slovo zaèína» skupinou AABAB



70 50. roèník matematikej olympiády(mo¾nos» AABB : : :A zrejme neprihádza do úvahy). Takýh slov je opä» pn�1. Celkovoje teda 2pn�1 slov maximálnej då¾ky zaèínajúih zvoleným písmenom A. To znamená,¾e pn = 2npn�1, odkiaµ vyplývapn = 2n�1n!p1 = 2n�1n!:Nájdený vzore vyhovuje aj pre n = 1.A { III { 5Z rovnosti úseèiek, ktoré v popísanej sieti zodpovedajú rovnakým hranám výsledného¹tvorstena ABCD, dostávame, ¾e jAB1j = jAB2j = jABj = b, jB1C1j = jB2C2j == jBCj = . Oznaème S stred úseèky AB1 a B3 pätu kolmie z bodu D na priamkuB2C2 (obr. 25). Trojuholníky B1C1D a B3C2D sú stredovo súmerné podµa bodu D,preto jB3C2j = jB1C1j = . Preto¾e lihobe¾ník C1AB2C2 je rovnoramenný, je rovno-ramenný aj trojuholník B1AB2 (vzhµadom k predhádzajúim rovnostiam je dokonarovnostranný), a z obdå¾nika B1SB2B3 vyplýva 12b = jB1Sj = jB2B3j = 2, potomb = 4.
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ÆObr. 26Teraz si u¾ len uvedomíme, ¾e zostavený ¹tvorsten ABCD bude ma» dve pravouhlésteny CDB a ADB s pravými uhlami pri vrhole B (obr. 26), èo znamená, ¾e hranaBD bude kolmá ku stene ABC. Pritom vý¹ka v trojuholníka ABC (alebo trojuholníkaAB2C2) na stranu BC je zároveò vý¹kou B2S rovnostranného trojuholníka B1AB2,tak¾e v = 12p3b a zároveò jBDj = jB1Dj = 12v. Objem V ¹tvorstena ABCD vypoèí-tame ako V = 13S(ABC)jBDj = 13S(AB2C2) � 12v = 13 � 12v � 12v == 13 � 14 � 14b � v2 = 143 b3;



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória A 71tak¾e b = 3p642 m = 16 m. A { III { 6Matematikou indukiou najprv doká¾eme, ¾e v¹etky hodnoty f(x) le¾ia v dvojprv-kovej mno¾ine M = f0; 1g. Tvrdenie f(x) 2 M platí pre ka¾dé x < 0. Ak je elé èíslox = 0 také, ¾e f(y) 2M pre ka¾dé elé y < x, potom v M le¾í ka¾dé z n èísel f(x� ai)(i = 1; 2; : : : ; n), a teda aj ih súèin a podµa (1) aj èíslo f(x). D�kaz indukiou je hotový.Oznaème A = maxfa1; a2; : : : ; ang. Potom v¹etky èísla x� ai (i = 1; 2; : : : ; n) le¾iamedzi A èíslami x� 1, x� 2, : : : , x�A. Podµa (1) to znamená, ¾e ak platí pre niektorénezáporné èísla p a q nasledujúih A rovnostíf(p� 1) = f(q � 1); f(p� 2) = f(q � 2); : : : ; f(p� A) = f(q �A); (2)platí tie¾ rovnos» f(p) = f(q). Matematikou indukiou mo¾no overi» rovnos» f(p ++ r) = f(q + r) pre ka¾dé elé r = 0. Preto ak doká¾eme existeniu prirodzenýh èíselp a q, p < q, pre ktoré platí sústava rovností (2), bude tvrdenie z textu úlohy plati» preèísla s = p a t = q � p.Podmienku (2) mo¾no vyjadri» ako rovnos» dvoh usporiadanýh A-ti[f(p� 1); f(p� 2); : : : ; f(p�A)℄ = [f(q � 1); f(q � 2); : : : ; f(q �A)℄;ktoré sú, ako u¾ vieme, zostavené výhradne z èísel 0 a 1. Z dvoh r�znyh prvkov mo¾noale zostavi» len 2A r�znyh A-ti, tak¾e napríklad v nasledujúej skupine A-ti�[f(x� 1); f(x� 2); : : : ; f(x�A)℄ : x = 0; 1; : : : ; 2A	sú niektoré dve A-tie rovnaké. Tým je d�kaz tvrdenia úlohy hotový.





Prípravné sústredenia pred MMOPred medzinárodnou matematikou olympiádou (MMO) sa ka¾doroène koná jednovýberové a jedno prípravné sústredenie pre najlep¹íh rie¹iteµov tretieho kola kategó-rie A. Po prvom z nih SK MO vyberie 6 najlep¹íh ¹tudentov do reprezentaènéhodru¾stva Slovenska a urèí dvoh náhradníkov. Druhé sústredenie je zamerané na prí-pravu ¹es»èlenného reprezentaèného dru¾stva.Na výberovom sústredení pred MMO sa zúèastnilo 11 sú»a¾iaih, najúspe¹nej¹íhrie¹iteµov tretieho kola MO kategórie A. Sústredenie sa konalo v dòoh 17.{21.4.2001v Bratislave. Ka¾dý deò ¹tudenti rie¹ili sériu troh úloh pri rovnakýh podmienkahako na MMO. V poobedòaj¹íh hodináh sa konal spoloèný rozbor úloh s lektorom. Nakoni sústredenia sa získané body za jednotlivé dni sèítali a s prihliadnutím na výsledkytretieho kola MO a iné výsledky (predhádzajúa úèas» na MMO, výsledky kore¹pon-denèného seminára SK MO) bolo vybrané ¹es»èlenné dru¾stvo, ktoré sa zúèastní MMO.Výsledky sústredenia:1. Katarína Quittnerová 53 7. Marek Tesaø 33.52.{3. Radovan Bauer 44 8. Peter Krèah 232.{3. Róbert Luko»ka 44 9. Stanislav Miklík 20.54. Jana Szolgayová 43 10. Martin Mako 185. Peter Bella 42 11. Zoltán Mis 16.56. Tomá¹ Kulih 38Úlohy zadávali lektori z Bratislavy:Mgr. Rihard Kollár, Franti¹ek Kardo¹, FMFI UK, úlohy 1 { 4,Mgr. Ján Bábeµa, Tomá¹ Jurík, FMFI UK, úlohy 5 { 8,Ján ©pakula, FMFI UK, úlohy 9 { 12,Juraj Földes, FMFI UK, úlohy 13 { 16,Eugen Kováè, FMFI UK, úlohy 17 { 20.Pre vybrané dru¾stvo sa organizovalo e¹te jedno prípravné sústredenie v dòoh 8.{12.6.2001 v Bratislave. Tohtoroèné prípravé sústredenie prebehlo bez väè¹íh problémov.Toto sústredenie bolo zamerané via na vedomostnú prípravu ¹tudentov a jeho obsahomboli predná¹ky na vybrané témy. Lektormi boli:Juraj Földes, FMFI UK Bratislava (Geometria),Vladimír Marko, FMFI UK Bratislava (Nerovnosti),Ján ©pakula, FMFI UK Bratislava (Kombinatorika),Mgr. Rihard Kollár FMFI UK Bratislava (Funkie),Eugen Kováè, FMFI UK Bratislava (Teória èísel).



74 50. roèník matematikej olympiádyZadania sú»a¾nýh úloh výberového sústredenia pred MMO1. Dané sú dve kru¾nie k1 a k2, ktoré sa pretínajú v dvoh r�znyh bodoh A a B.Priamka p prehádzajúa bodom A pretína kru¾nie k1 a k2 po rade v bodohC a D. Oznaème P a Q projekie bodu B zostrojená po rade na dotyèniuku kru¾nii k1 v bode C a na dotyèniu ku kru¾nii k2 v bode D. Doká¾te, ¾epriamka PQ je dotyèniou kru¾nie k3 zostrojenej nad priemerom AB.2. Dané je prirodzené èíslo n, n = 2 a reálne èísla xi, 0 5 xi 5 1, kde i == 1; 2; : : : ; n. Doká¾te, ¾e platí(x1 + x2 + : : :+ xn)� (x1x2 + x2x3 + : : :+ xnx1) 5 �n2�a zistite, kedy nastáva rovnos»!3. V bode (1; 1) súradniovej sústavy je umiestnený balík piesku. Ïalej sa pohy-buje v¾dy podµa jedného z nasledujúih pravidiel:� z bodu (a; b) m�¾e prejs» do bodu (2a; b) alebo do bodu (a; 2b)� z bodu (a; b) m�¾e prejs» do bodu (a�b; b), ak a > b alebo do bodu (a; b�a),ak a < b.Do ktorýh bodov súradniovej sústavy sa m�¾e balík dosta»?4. Zistite, èi medzi prvými 100 000 001 èlenmi Fibonaiho postupnosti existuje èíslokonèiae ¹tyrmi nulami!5. Je danýh 2n + 1 kladnýh èísel takýh, ze rozdiel medzi súètom µubovoµnýhn + 1 danýh èísel a súètom zvy¹nýh n èísel je kladný. Doká¾te, ¾e pre súèinB v¹etkýh �2n+1n+1 � takýhto rozdielov a súèin A v¹etkýh 2n + 1 danýh èíselplatí Bn+1 5 A(2nn )6. Ak ab�  + b� a + a� b = 0potom a(b� )2 + b(� a)2 + (a� b)2 = 0Doká¾te!7. Uva¾ujme n rovnakýh miní, ktoré le¾ia na stole a vytvárajú uzavretú re»az,(ka¾dé dve susedné sa dotýkajú.) Koµko otáèok vykoná mina rovnakýh roz-merov, ak s òou obídeme (bez kåzania) elú re»az, prièom predpokladáme, ¾epohybujúa sa mina sa nesutále dotýka niektorej z danýh miní a pri svojompohybe sa dotkne ka¾dej z danýh miní? Ako sa odpoveï zmení, ak bude ma»táto mina k-kát väè¹í polomer ako mine v re»azi?8. Doká¾te, ¾e na povrhu devätnás»stena, ktorý je opísaný guli s polomerom 10,existujú dva body, ktorýh vzdialenos» je väè¹ia ako 21.9. Tri kru¾nie rovnakého polomeru rovného t prehádzajú jedným bodom T ,v¹etky sú vnútri 4ABC a ka¾dá z nih sa dotýka dvoh jeho strán. Oznaème



Prípravné sústredenia pred MMO 75r polomer vpísanej a R polomer opísanej kru¾nie 4ABC. Doká¾te(i) t = rRR+r ,(ii) T le¾í na priamke prehádzajúej ez stred vpísanej a stred opísanej kru¾-nie 4ABC.10. Neh funkia f je de�novaná nasledovne:� Ak n = pk > 1 je monina prvoèísla p, potom f(n) = n+ 1.� Ak n = pk11 : : : pkrr (r > 1) je súèin monín navzájom r�znyh prvoèísel,potom f(n) = pk11 + : : :+ pkrr .Pre ka¾dé m > 1 skon¹truujme postupnos» a0; a1; a2; : : : takú, ¾e a0 = m aaj+1 = f(aj) pre j = 0. Oznaème g(m) najmen¹ie èíslo v tejto postupnosti.Urète hodnoty g(m) pre ka¾dé m > 1.11. Uva¾ujme reálne èísla spåòajúe podmienku a = b =  > 0. Doká¾te, ¾ea2 � b2 + 2 � b2a + a2 � 2b = 3a� 4b+  :12. Doká¾te, ¾e pre ka¾dé prirodzené èíslo n = 6 existuje mno¾ina M obsahujúan bodov v rovine takýh, ¾e pre ka¾dý bod P z mno¾iny M existujú aspoò 3body v M vo vzdialenosti 1 od P !13. Doká¾te, ¾e pre ka¾dé prirodzené èíslo n platí(2n+ 1)n = (2n)n + (2n� 1)n :14. V¹etky steny konvexného mnohostena sú trojuholníky. Doká¾te, ¾e m�¾emenafarbi» ka¾dú hranu tohto mnohostena èervenou alebo modrou farbou tak,aby sa z ka¾dého vrhola dalo dosta» do ka¾dého iného vrhola iba po modrýha zároveò iba po èervenýh hranáh!15. Mno¾ina T0 pozostáva zo v¹etkýh èísel tvaru (2k)!, kde k = 0; 1; 2; : : : . Preka¾dé prirodzené èíslo p = 1; 2; : : : ; 2001 oznaème Tp mno¾inu èísel, ktorédostaneme ako súèty niekoµkýh (aj jedného) r�znyh èísel z Tp�1. Doká¾te,¾e existuje prirodzené èíslo, ktoré nepatrí do T2001.16. Doká¾te, ¾e ak v konvexnom pä»uholníku ABCDE platí j<)ABCj = j<)ADEja j<)AECj = j<)ADBj, tak j<)BACj = j<)DAEj.17. Neh u : R ! R je funkia. Doká¾te, ¾e nasledujúe dve podmienky súekvivalentné:(A) Buï u(x) = 1 pre ka¾dé x 2 R, alebo je funkia u striktne monotónna a prev¹etky x; y 2 R platí u(x+ y) = u(x)u(y):(B) Existuje striktne monotónna funkia f : R ! R taká, ¾e pre v¹etky x; y 2 Rplatí f(x+ y) = f(x)u(y) + f(y):18. Daný je trojuholník ABC a jeho vnútorný bod M . Doká¾te, ¾e platí nerovnos»minfjMAj; jMBj; jMCjg+ jMAj+ jMBj+ jMCj < jABj+ jBCj+ jACj:



76 50. roèník matematikej olympiády19. Doká¾te, ¾e pre ka¾dé prirodzené èíslo n, n = 2 existuje n-prvková mno¾inaS elýh èísel taká, ¾e pre v¹etky a; b 2 S, a 6= b je èíslo ab deliteµné èíslom(a� b)2.20. Neh m;n sú prirodzené èísla také, ¾e m = n = 2. Doká¾te, ¾e poèet v¹et-kýh polynómov stupòa 2n � 1 s navzájom r�znymi koe�ientami z mno¾inyf1; 2; : : : ; 2mg, ktoré sú deliteµné polynómom xn�1 + : : :+ x+ 1 je2nn! �4�m+ 1n+ 1�� 3�mn�� :



7. Èesko-Slovensko-Poµské stretnutieBílove, 14.{15. 6. 2001V dòoh 13.{16.6. 2001 sa v Bílovi ukutoènil u¾ siedmy roèník matematikej sú-»a¾e medzi olympionikmi Èeskej a Slovenskej republiky. Tento rok prijalo pozvanieaj poµské dru¾stvo pripravujúe sa na medzinárodnú matematikú olympiádu. Dá sapoveda», ¾e tento rok sa uskutoènilo prvé Èesko-Slovensko-Poµské stretnutie, lebo nabudúi rok bude organizova» stretnutie poµská strana. Veríme, ¾e úèas»ou tradiènekvalitného poµského dru¾stva sa v tvrd¹ej konkurenii zoelí aj na¹e dru¾stvo predMMO. Dlhodobá snaha organizátorov vedie k usporiadaniu akejsi Stredoeurópskejmatematikej olympiády. Èeský tím doprevádzali a zároveò organizátormi boli tentorok RNDr. Jaroslav ©vrèek, CS., Mgr. Pavel Calábek a do. RNDr. Miroslav ©im¹a,CS.. Vedúimi Slovenského tímu boli Ján ©pakula a Juraj Földes a vedúimi poµskéhotímu boli Marin Kuzma, Józef Kalinowski a Rafal Lohowski.Por. Meno ©tát 1. 2. 3. 4. 5. 6. P1.{2. Miha l Adamaszek Poµsko 7 7 7 7 7 3 38Karol Cwalina Poµsko 7 7 5 5 7 7 383. Katarína Quittnerová Slovensko 7 7 2 7 7 7 374.{6. Radovan Bauer Slovensko 7 7 7 7 2 4 34Jan Kynèl Èeská rep. 7 2 7 7 7 4 34Jaros lav Wrona Poµsko 7 7 6 5 6 3 347.{9. Jaroslav Hájek Èeská rep. 7 7 2 7 7 1 31Roman  Lomowski Poµsko 7 7 0 7 7 3 31Pawe l Walter Poµsko 6 5 6 5 6 3 3110.{11. Jana Szolgayová Slovensko 7 7 7 6 2 0 29Matrin Taner Èeská rep. 7 4 7 7 1 3 2912. Tomá¹ Kulih Slovensko 3 4 7 7 6 0 2713.{14. Peter Bella Slovensko 3 7 5 1 1 4 24Aleksander Zab loki Poµsko 7 3 2 6 6 0 2415. Jan Herman Èeská rep. 0 4 0 7 7 3 2116. Róbert Luko»ka Slovensko 0 1 1 7 7 3 1917. Tomá¹ Protivínský Èeská rep. 1 2 2 6 2 3 1618. Ondøej Suhý Èeská rep. 0 0 2 7 1 1 11Táto sú»a¾ je spolu s výberovým a prípravným sústredením súèas»ou dlhodobejprípravy na medzinárodnú matematikú olympiádu (MMO). Na rozdiel od spomína-nýh sústredení si tu m�¾u ¹tudenti previèi» svoje shopnosti vo veµmi podobnýhpodmienkah, ako ih èakajú na MMO. Na rie¹enie úloh majú ¹tyri a pol hodiny, èo jeo pol hodiny via ako vo v¹etkýh koláh na¹ej MO. Aj tematiké zameranie a nároènos»úloh je oveµa bli¾¹ia MMO ako napríklad elo¹tátnemu kolu.Organizáia tohtoroèného stretnutia bola bezhybná, za èo mo¾no poïakova» vede-



78 50. roèník matematikej olympiádyniu gymnázia v Bílovi a èeským organizátorom. Sú»a¾ prebiehala v priateµskej, alesú»a¾ivej atmosfére. Príklady sa podarilo vybra» primerane »a¾ké tak, aby rozvrstvilisú»a¾iaih. Nikto nezískal plný poèet bodov. V elkovom hodnotení zví»azilo Poµskopred Slovenskom a Èeskou republikou. Výsledky jednotlivýh ¾iakov uvádza tabuµka.Na¹e dru¾stvo podalo vyrovnaný výkon. Vyèíta» sa im dá iba zaváhanie na príkladeèíslo 5. Bola to funkionálna rovnia veµmi podobná rovnii v krajskom kole kategórie A.Z tradièného volejbalového stretnutia sa stal turnaj, v ktorom tento rok ka¾dédru¾stvo získalo jedno ví»azstvo a jednu porá¾ku.Zadania úloh 7. èesko-slovenského stretnutiaÚloha 1.Doká¾te, ¾e pre µubovoµné kladné èísla a1; a2; : : : ; an (n = 2) platí nerovnos»(a31 + 1)(a32 + 1) : : : (a3n + 1) = (a21a2 + 1)(a22a3 + 1) : : : (a2na1 + 1):(P. Kaòovský)Úloha 2.Trojuholník ABC má ostré vnútorné uhly pri vrholoh A a B. Nad stranami ACa BC sú trojuholníku zvonku pripísané rovnoramenné trojuholníky ACD a BCE sozákladòami AC a BC tak, ¾e j<)ADCj = j<)ABCj a súèasne j<)BECj = j<)BACj.Oznaème S stred opísanej kru¾nie trojuholníku ABC. Doká¾te, ¾e då¾ka lomenej èiaryDSE sa rovná obvodu trojuholníka ABC práve vtedy, keï je uhol ACB pravý!(J. ©im¹a)Úloha 3.Pre µubovoµné prirodzené èísla n, k spåòajúe podmienky 12n < k 5 23n nájdite najmen¹ípoèet políèok, které m�¾eme obsadi» na ¹tvorovej ¹ahovnii n�n tak, aby v ¾iadnomriadku ani v ¾iadnom ståpi ¹ahovnie neexistovalo k voµnýh (tj. neobsadenýh)susednýh políèok! (J. ©im¹a)Úloha 4.V rovine sú dané body A, B (A 6= B). V tejto rovine uva¾ujme µubovoµný trojuholníkABC s vlastnos»ou: Na jeho stranáh BC, CA existujú postupne body D, E, pre ktoréplatí(i) jBDjjBCj = jCEjjCAj = 13;(ii) body A, B, D, E le¾ia (v tomto poradí) na jednej kru¾nii.Urète mno¾inu prieseèníkov priamokAD a BE pre v¹etky trojuholníkyABC s danouvlastnos»ou! (J. ©vrèek)Úloha 5.Urète v¹etky funkie f : R ! R vyhovujúe rovniif(x2 + y) + f�f(x)� y� = 2f�f(x)�+ 2y2



7. Èesko-Slovensko-Poµské stretnutie, rie¹enia 79pre v¹etky x; y 2 R. (P. Kaòovský)Úloha 6.V priestore je daná karteziánska sústava súradní. Ka¾dý bod s eloèíselnými súradni-ami nazveme mre¾ovým. Ofarbime 2 000 mre¾ovýh bodov na modro a inýh 2 000 mre-¾ovýh bodov na èerveno tak, aby ¾iadne dve modroèervené úseèky nemali spoloèný vn-útorný bod. (Úseèku nazývame modroèervenou, pokiaµ je jeden jej krajný bod ofarbenýna modro a druhý na èerveno.) Uva¾ujme najmen¹í kváder s hranami rovnobe¾nýmis osmi súradní, ktorý obsahuje v¹etky ofarbené body.(a) Doká¾te, ¾e kváder obsahuje aspoò 500 000 mre¾ovýh bodov.(b) Udajte príklad popísaného ofarbenia, keï uva¾ovaný kváder obsahuje maximálne8 000 000 mre¾ovýh bodov. (J. ©im¹a)Rie¹enia úloh 7. èeskoslovenského stretnutiaÚloha 1.Tvrdenie doká¾eme pou¾itím prinípu matematikej indukie vzhµadom k prirodzenémuèíslu n.(i) Pre n = 2 dostávame�a31 + 1� �a32 + 1� = �a21a2 + 1� �a22a1 + 1� ;a31a32 + a31 + a32 + 1 = a31a32 + a21a2 + a1a22 + 1;a21(a1 � a2) + a22(a2 � a1) = 0;(a21 � a22)(a1 � a2) = 0;(a1 � a2)2(a1 + a2) = 0:Posledná nerovnos» zrejme platí pre µubovoµné kladné èísla a1, a2. Preto¾e v¹etkypou¾ité úpravy boli ekvivalentné, platí aj daná nerovnos» pre n = 2.(ii) Predpokladajme teraz, ¾e nerovnos» z textu úlohy platí pre urèité n = 2.Doká¾eme platnos» nerovnosti aj pre n+ 1. Nerovnos»�a31 + 1� : : : �a3n + 1� �a3n+1 + 1� = �a21a2 + 1� : : : �a2nan+1 + 1� �a2n+1a1 + 1�(za uvedeného predpokladu) bude plati», ak bude splnená podmienkaa3n+1 + 1 = �a2nan+1 + 1� �a2n+1a1 + 1�a2na1 + 1 :



80 50. roèník matematikej olympiádyPomoou ekvivalentnýh úprav zistíme, kedy je uvedená podmienka splnená. Postupnedostaneme �a3n+1 + 1� �a2na1 + 1� = �a2nan+1 + 1� �a2n+1a1 + 1� ;a3n+1a2na1 + a2na1 + a3n+1 + 1 = a3n+1a2na1 + an+1a2n + a2n+1a1 + 1;a2n(a1 � an+1) + a2n+1(an+1 � a1) = 0;(an+1 � a1)(an+1 � an)(an+1 + an) = 0:Posledná nerovnos» vo v¹eobenosti neplatí. Zadaná nerovnos» je v¹ak ykliká, tj. ne-zmení sa, ak n-tiu kladnýh èísel (a1; a2; : : : ; an) zameníme µubovoµnou z n-tí(a2; a3; : : : ; an; a1); (a3; a4; : : : ; an; a1; a2); : : : ; (an; a1; a2; : : : ; an�1):M�¾eme teda danú (n + 1)-tiu (a1; a2; : : : ; an+1) na zaèiatku ykliky pozmeni» tak,aby èíslo an+1 bolo maximálne zo v¹etkýh n+ 1 èísel ai. Potom sú obe èísla an+1� a1a an+1 � an nezáporné, a preto platí aj posledná nerovnos».Tým je d�kaz nerovnosti matematikou indukiou hotový.Úloha 2.Uva¾ujme zvyèajné oznaèenie då¾ok strán a veµkostí vnútornýh uhlov trojuholníkaABC, r neh oznaèuje polomer opísanej kru¾nie. Ïalej neh G je stred strany AC a D0bod súmerne zdru¾ený s bodom D podµa priamky AC. Preto¾e j<)AD0Cj = j<)ABCj,le¾í bod D0 na kru¾nii opísanej trojuholníku ABC, tj. jSD0j = r, a teda jGDj == jGD0j = jSGj+ r.Odtiaµ dostaneme jSDj = jSGj + jGDj = 2jSGj + r = r(2 os� + 1). AnalogikyjSEj = r(2 os�+ 1). Då¾ka lomenej èiary DSE je tedajSDj+ jSEj = 2r(os�+ os � + 1);zatiaµ èo obvod trojuholníka ABC je 2r(sin�+ sin � + sin ).Zistíme, za akýh podmienok platí rovnos»os�+ os � + 1 = sin�+ sin � + sin :Túto postupne upravíme nasledujúim sp�sobom2 os �+ �2 os �� �2 + 1 = 2 sin �+ �2 os �� �2 + sin ;�os 2 � sin 2�2 = 2 os �� �2 �os 2 � sin 2� ;tj. �os 2 � sin 2��os 2 � sin 2 � 2 os �� �2 � = 0:



7. Èesko-Slovensko-Poµské stretnutie, rie¹enia 81Ak je  = 90Æ, tak je posledná rovnos» splnená. Ak je v¹ak  6= 90Æ, mo¾no rovnos»ekvivalentne upravi» na tvar os 2 � sin 2 = 2 os ���2 , èo je v spore s odhadmios 2 � sin 2 = p2 os�2 + �4 � <p2 = 2 os �4 < 2 os �� �2(pre ostré uhly �, � toti¾ platí j���2 j < �4 ).Tým je d�kaz skonèený.Úloha 3.Uká¾eme, ¾e hµadaný najmen¹í poèet políèok je 4(n�k). Èísla n, k spåòajúe podmienkuz textu úlohy budú v elom rie¹ení pevné; ka¾dé obsadenie niekoµkýh políèok ¹ahovnien � n s po¾adovanou vlastnos»ou nazveme "dobrým\. (Dobré je napríklad obsadeniev¹etkýh n2 políèok.)Popí¹me najprv dobré obsadenie 4(n � k) políèok. Jednotlivé riadky ¹ahovnieoznaème postupne èíslami i = 0; 1; : : : ; n�1, rovnako ståpe èíslami j = 0; 1; : : : ; n�1,a obsaïme práve tie políèka, ktorýh súradnie (i; j) spåòajú i + j � k � 1 (mod k).Toto obsadenie je zrejme dobré a je tvorené jednak k políèkami, pre ktoré i+ j = k�1,jednak 2n� 2k políèkami, pre ktoré i + j = 2k � 1, a koneène 2n � 3k políèkami, prektoré i + j = 3k � 1 (v prípade k = 23n políèka tretieho druhu hýbajú, vtedy ale2n� 3k = 0), èo je elkovo k + (2n� 2k) + (2n� 3k) = 4(n� k) políèok.V druhej èasti rie¹enia najprv rozdeµme elú ¹ahovniu n� n na èastiA B CD E FG H I ;kde ¹ahovnie A, C, G, I majú rozmery (n � k) � (n � k) políèok, ¹ahovnie B, Hrozmery (n�k)�(2k�n) políèok a ¹ahovnie D, F rozmery (2k�n)�(n�k) políèok.Toto rozdelenie je motivované nasledujúou vlastnos»ou:(�) Ak je obsadené niektoré políèko z B, potom v príslu¹nom riadku elej ¹ahovnieneexistuje k voµnýh susednýh políèok. Ak v niektorom riadku z A[B[C neexistujevoµnýh k susednýh políèok a pritom v¹etky políèka z B sú voµné, potom v tomtoriadku je obsadené aspoò jedno políèko z A a aspoò jedno políèko z C. Podobnéimplikáie platia aj pre ostatné riadky a ståpe elej ¹ahovnie.Predpokladajme, ¾e M je µubovoµné dobré obsadenie, oznaème jMj poèet políèokv M a doká¾me nerovnos» jMj = 4(n � k), ktorá je zrejmá, pokiaµ ¾iadne políèkoz M nele¾í v A [ C [ G [ I, lebo vtedy M nutne obsahuje aspoò (n � k) políèokzo ¹ahovnie B (aspoò jedno z ka¾dého jeho riadku) a podobne aspoò (n� k) políèokka¾dej zo ¹ahovní D, F a H. Predpokladajme ïalej, ¾e práve b riadkov ¹ahovnieB, práve h riadkov ¹ahovnie H, práve d ståpov ¹ahovnie D a práve f ståpov¹ahovnie F neobsahuje ¾iadne políèko z obsadenia M. Ako sme u¾ uviedli, v prípadeb = h = d = f = 0 nerovnos» jMj = 4(n � k) platí. V opaènom prípade existuje



82 50. roèník matematikej olympiádypolíèko zM le¾iae v A[C [G[ I; niektoré z nih "oznaèkujeme\, a to nasledujúimsp�sobom. Najprv dáme znaèku na b políèok z M le¾iaih v A a na b políèok z Mle¾iaih v C, v¾dy na jedno políèko v A a na jedno políèko v C v ka¾dom riadku, kdeB neobsahuje ¾iadne políèko z M (také políèka v A a C existujú podµa (�); ak je ihv A alebo C via, vybereme µubovoµné z nih). Podobne dáme h znaèiek na políèka v Gaj na políèka v I (podµa riadkov H), d znaèiek na políèka v A aj na políèka v G (podµaståpov D) a koneène f znaèiek na políèka v C aj na políèka v I (podµa stålpov F ).Celkovo sme dali 2(b+h+d+f) znaèiek (a to iba políèkam zM le¾iaim v A[C[G[I),pritom na ka¾dom políèku sú najvia dve znaèky. Preto je poèet oznaèkovanýh políèokaspoò b+h+ d+ f . V¹etky tieto políèka z obsadeniaM teraz odstránime a nahradímeih novými b políèkami v B (po jednom v ka¾dom riadku, kde B neobsahovalo ¾iadnepolíèko z M) a podobne novými h políèkami v H, d políèkami v D a f políèkami v F .Tak dostaneme nové obsadenie M0, ktoré nemá via políèok ne¾ M (tj. jMj = jM0j)a o ktorom se pomoou (�) µahko overí, ¾e je dobré (je d�le¾ité, ¾e sme pri prehode odM k M0 neodstránili ¾iadne políèko z riadkov D [ E [ F , ani zo ståpov B [ E [H).Preto¾e políèka zM0 sú v ka¾dom riadku ¹ahovní B a H aj v ka¾dom ståpi ¹ahovníD a F , platí jM0j = 4(n� k), a teda aj jMj = 4(n� k).Úloha 4.Då¾ky strán uva¾ovaného trojuholníka ABC oznaème obvyklým sp�sobom a, b, .
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A Obr. 27Vhµadom na to, ¾e bodyA,B,D, E le¾ia na jednej kru¾nii, platí (obr. 27) j<)ADCj == j<)BECj. Trojuholníky ADC a BEC sú teda podobné, z èoho vyplývajDCjjCAj = jCEjjCBj ; tj. 23ab = 13ba :Úpravou odtiaµ dostávame b : a = p2 : 1. Vrhol C trojuholníka ABC danej vlastnostile¾í teda na Apollóniovej kru¾nii k (so stredom na priamke AB).



7. Èesko-Slovensko-Poµské stretnutie, rie¹enia 83Oznaème ïalej M prieseèník priamok AD a BE, F prieseèník príamky CM sostranou AB a jAF j = x. Z C�evovej vety vyplývajAF jjFBj � jBDjjDCj � jCEjjEAj = x� x � 12 � 12 = 1:Z poslednej rovnosti u¾ okam¾ite vyplýva x = 45, tj. priamka CM pretína stranu ABv pevnom vnútornom bode F , pre ktorý platí jAF j : jFBj = 4 : 1.Pou¾itím van Aubelovej vety pre eviány AD, BE a CF , ktoré se pretínajúv bode M , dostávamejCM jjMF j = jCDjjDBj + jCEjjEAj = 21 + 12 = 52 ; a teda jFM j : jFCj = 2 : 7:Uva¾ujme rovnoµahlos» h(F; 27 ). Tá zobrazuje vrhol C trojuholníka ABC danejvlastnosti na prieseèník M priamok AD a BE a Apollóniovu kru¾niu k na kru¾niu l,ktorej stred le¾í na priamke AB (obr. 28). Hµadaná mno¾ina prieseèníkov M priamokAD a BE le¾í teda na kru¾nii l.
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Obr. 28Uká¾eme naopak, ¾e ku ka¾dému bodu M kru¾nie l (z nej sú vyòaté dva bodyle¾iae na priamke AB) existuje bod C 2 k, ktorý je vrholom trojuholníka ABCs danou vlastnos»ou. Uká¾eme teda, ¾e na jeho stranáh BC, CA existujú postupnebody D, E vyhovujúe podmienkam (i), (ii). Ku ka¾dému bodu M kru¾nie l existujebod C 2 k taký, ¾e platí C = h�1(M). Na stranáh BC, CA trojuholníka ABC existujúpostupne body D, E vyhovujúe podmienke (i). Uká¾eme, ¾e tieto dva body vyhovujúpodmienke (ii). Staèí overi», ¾e platí os j<)ADCj = os j<)BECj. To m�¾eme spravi»napríklad pou¾itím kosínusovej vety pre trojuholníky ADC a BEC. Tu je nutné vyu¾i»



84 50. roèník matematikej olympiádyvz»ah b : a = p2 : 1. Pri výpoète då¾ok úseèiek AD, resp. BE mo¾no znovu vyu¾i»kosínusovú vetu v trojuholníku ABC (a to pre vyjadrenie os j<)BCAj).Záver : Hµadaná mno¾ina M prieseèníkov priamok AD a BE v¹etkýh trojuholníkovs vlastnos»ou danou v texte úlohy je kru¾nia l, ktorá je obrazom kru¾nie k v rovnoµa-hlosti h(F; 27 ), z ktorej sú vyòaté dva body (jej priemeru) le¾iae na priamke AB.Úloha 5.Uká¾eme, ¾e jediné rie¹enie je funkia f(x) = x2. Polo¾me najprv y = f(x) a ïalej y = ��x2. Porovnaním výsledkov, ktoré dostaneme týmito ¹peiálnymi voµbami, dostanemejf(x)j = x2 a zároveò f(0) = 0. Voµbou x = 0 dostaneme f(y) + f(�y) = 2y2. Akou¾ vieme, musí plati» f(y) 5 y2 a súèasne f(�y) 5 y2. Obe predhádzajúe nerovnostiv¹ak implikujú spolu s podmienkou f(y) + f(�y) = 2y2 rovnos», a to pre ka¾dé y 2 R.Skú¹kou sa presvedèíme, ¾e rie¹ením danej funkionálnej rovnie je funkia f(x) = x2(x 2 R).Úloha 6.(a) Najprv doká¾eme, ¾e ¾iadne dve modroèervené úseèky nesmú ma» rovnaký (oriento-vaný) smer. V opaènom prípade by ih konové body tvorili vrholy lihobe¾níka (aleborovnobe¾níka) s modroèervenými uhloprieèkami majúimi spoloèný vnútorný bod (platíto aj v prípade, keï sa ¹tvoruholník degeneruje na úseèku).Ïalej si uvedomme, ¾e v¹etky dvojie mre¾ovýh bodov v uva¾ovanom kvádri o roz-meroh a; b;  urèujú najvia 8(a+ 1)(b+ 1)(+ 1) smerov.Ak je uva¾ovaný kváder popísaný v karteziánskej súradniovej sústave Oxyz nerov-nos»ami x0 5 x 5 x0 + a; y0 5 y 5 y0 + b; z0 5 z 5 z0 + ;je ka¾dý smer urèený vektorom (u; v; w), kde u, v, w sú elé èísla spåòajúe nerovnostijuj 5 a, jvj 5 b, jwj 5 . V¹etkýh takýhto vektorov je práve (2a+ 1)(2b+ 1)(2+ 1),èo je menej ako 8(a+ 1)(b+ 1)(+ 1).Danýh 2 000 modrýh a 2 000 èervenýh bodov urèuje 4 000 000 modroèervenýhúseèiek, z ktorýh ¾iadne dve nem�¾u ma» rovnaký smer. Teda 4 000 000 5 8(a+ 1)(b++ 1)( + 1), alebo inak napísané (a + 1)(b + 1)( + 1) = 500 000. Tým sme hotovís d�kazom èasti (a), lebo (a+ 1)(b+ 1)(+ 1) je poèet mre¾ovýh bodov tohto kvádra.(b) Vezmime kváder o rozmeroh 1999�1999�1 s vrholmi v bodoh [0; 0; 0℄, [0; 0; 1℄,[1999; 0; 0℄, [0; 1999; 0℄, [1999; 0; 1℄, [0; 1999; 1℄, [1999; 1999; 0℄, [1999; 1999; 1℄. Na modroofarbíme v¹etkýh 2 000 mre¾ovýh bodov na hrane s vrholmi [0; 0; 0℄ a [1999; 0; 0℄, naèerveno v¹etkýh 2 000 mre¾ovýh bodov na hrane s vrholmi [0; 0; 1℄ a [0; 1999; 1℄. Pre-to¾e tieto hrany (na ktorýh le¾ia modré, resp. èervené body) sú mimobe¾né, ¾iadne dver�zne modroèervené úseèky nemajú spoloèný vnútorný bod. Kváder pritom obsahujepráve 8 000 000 mre¾ovýh bodov.



42. Medzinárodná matematiká olympiáda42. roèník Medzinárodnej matematikej olympiády (IMO) sa uskutoènil (u¾ druhý-krát) v hlavnom meste USA, Washington, DC, v dòoh 1.7.{14.7. 2001.Medzinárodná matematiká olympiáda je sú»a¾ou jednotlivov. Ka¾dá zúèastnenákrajina na òu vysiela reprezentaèné dru¾stvo zlo¾ené najvia zo ¹iestih sú»a¾iaih,ktorýh sprevádzajú (aspoò) dvaja vedúi. Úèas» na 42. IMO v hlavnom meste USAbola rekordná: 473 sú»a¾iaih z 83 ¹tátov. Slovenské dru¾stvo tvorili Radovan Bauerz Gymnázia na Po¹tovej ulii v Ko¹iiah, Peter Bella z Gymnázia Jura Hrona vBratislave, Tomá¹ Kulih z Gymnázia V. B. Nedo¾erského v Prievidzi, Róbert Luko»kaz Gymnázia J. G. Tajovského v Banskej Bystrii, Katarína Quittnerová z Gymnáziana Bilíkovej ulii v Bratislave a Jana Szolgayová z Gymnázia na Grösslingovej ulii vBratislave. Vedúim výpravy SR a zástupom v medzinárodnej jury bol do. RNDr.Vojteh Bálint, CS., ®ilinská univerzita, pedagogikým vedúim bol Juraj Földes,FMFI UK Bratislava.Pravidlá sú»a¾e sú veµmi podobné pravidlám ná¹ho elo¹tátneho kola. Sú»a¾í sa dvadni; ¹tudenti dostanú ka¾dý deò 3 úlohy v ih rodnom jazyku, na vyrie¹enie ktorýhmajú 4,5 hodiny èistého èasu. Po skonèení sú»a¾e rie¹enia prezrú vedúi príslu¹nejkrajiny a svoj návrh hodnotenia podµa vopred pripravenýh bodovaíh shém obha-jujú pred koordinátormi. Za správne vyrie¹enú úlohu m�¾e sú»a¾iai získa» maximálne7 bodov. Výsledky dru¾stva SR:Meno súèet enaKatarína Quittnerová 13 bodov bronzová medailaTomá¹ Kulih 11 bodov bronzová medailaRadovan Bauer 8 bodovPeter Bella 8 bodovRóbert Luko»ka 7 bodovJana Szolgayová 7 bodovVýsledky ná¹ho dru¾stva sú asi veµkým sklamaním predov¹etkým pre samotnýhsú»a¾iaih. Snáï okrem Tomá¹a Kuliha a èiastoène Katky Quittnerovej, pre ktorúje to u¾ tretia bronzová medaila a u¾ v Kórei na IMO 2000 jej hýbal jediný bod kustriebornej medaile; ak si vybojuje v dru¾stve 2002 úèas», má nádej zaradi» sa medziabsolútne najúspe¹nej¹íh úèastníkov IMO, preto¾e ¹tyri medaily má málokto. Dr¾ímejej pale.Jury 4 dni vyberala veµmi (a nesk�r sa ukázalo, ¾e a¾ príli¹) starostlivo príkladya "podarilo\ sa jej vybra» ¹estiu veµmi »a¾kýh príkladov. Svedèí o tom fakt, ¾e nabronzovú medailu staèilo 11 bodov, na striebornú 20 bodov a na zlatú 30 bodov zo 42mo¾nýh. Príklady v¹ak boli rovnaké pre v¹etkýh a nie ostatní získali veµa bodov, alemy sme ih získali málo. Po vedomostnej stránke toti¾ aj najslab¹í èlen ná¹ho dru¾stvamohol (a mal!) dosiahnu» aspoò 16 bodov: : :



86 50. roèník matematikej olympiádyÈo sa týka vhodnosti príkladov, v¹etky boli na medzinárodnú sú»a¾ vhodné. Dajú sav¹ak vytknú» isté detaily. Príklad èíslo 1 sa dal rie¹i» pomoou analytikej geometrie apríklad èíslo 2 sa dal po malýh úpraváh rie¹i» Lagrangeovými multiplikátormi. Trebav¹ak uzna», ¾e v¹etky príklady boli veµmi pekné a zaujímavé.Príprava ná¹ho dru¾stva nebola hor¹ia, ako po iné roky a aj pri takýh »a¾kýhvybranýh príkladoh mohlo dru¾stvo získa» jednu{dve strieborné a tri{¹tyri bronzovémedaily. Trend vo svete je v¹ak taký, ¾e po elo¹tátnom kole MO má ¹ir¹í výber ¾iakovdlh¹ie sústredenie a so ¾iakmi u¾¹ieho výberu sa prauje niekde tri mesiae nepretr¾ite.A niekde je príprava e¹te ostrej¹ia. Tu v¹ak vzniká otázka zosúladenia snahy po úspehuna IMO s ostatnými povinnými predmetmi, najmä pre maturantov.Maximálny poèet 42 bodov dosiahli a absolútnymi ví»azmi sa stali dvaja ÈíòaniaLiang Xiao a Zhiqiang Zhang a dvaja Amerièania Reid Barton a Gabriel Carroll;na druhom koni tabuµky 0 bodov "dosiahlo\ 28 ¾iakov. (Poznamenajme, ¾e ReidBarton si 13. júla prevzal enu absolútneho ví»aza, hneï odletel do Tampere vo Fínsku,aby sa o pár dní poètom bodov 580 zo 600 mo¾nýh stal absolútnym ví»azom IOI,t.j. Medzinárodnej informatikej olympiády.) V¹etkýh 6 èínskyh ¾iakov získalo zlatémedaily a s 225 bodmi (z 252 mo¾nýh) aj prvenstvo síe v neo�iálnej, ale predsa lenhodne sledovanej sú»a¾i dru¾stiev. V tejto nasledovali 2. USA { 196 bodov, 3. Rusko {186 bodov, 4. Bulharsko a Kórea po 185 bodov, 6. Kazahstan (okrem iného aj tvrdétrojmesaèné sústredenie) 168 bodov.Uveïme e¹te niektoré neobvykle slabé výsledky: 15. Rumunsko { 129 bodov, 21.Maïarsko { 104 bodov; tieto krajiny sa v minulosti pravidelne umiestòovali v prvejdesiatke, neraz aj medzi prvými tromi. Na druhej strane niekoµko dru¾stiev podaloprekvapujúo dobré výsledky. Závereèné rozhodovanie jury skonèilo a¾ o pol tretej ráno,najmä kv�li rokovaniu o diskvali�káii Cypru. Diskvali�káia sa napokon nekonala, ajkeï podµa názoru (nielen) vedúeho výpravy SR sa na základe predlo¾enýh d�kazovkona» mala.Z ïal¹ieho poradia uveïme: 44. Èeská republika { 57 bodov (a tie¾ len dve bronzovémedaily), 47. Slovensko { 54 bodov. Za nami z európskyh krajín skonèili Nórsko,Bosna a Heregovina, Holandsko, Rakúsko, Litva, ©vajèiarsko, ©panielsko, Írsko, Fín-sko, Slovinsko (usporiadateµ IMO 2006), ©védsko, Dánsko, Belgiko, Albánsko, Island,Portugalsko, Luxembursko. Len na okraj: v prípravnom trojstretnutí Poµsko-ÈR-SRv Bílovi 14.{15.6. 2001 sme boli pred èeskými priateµmi { ktorým sa posledné rokyneveµmi darilo { o 26 bodov. Podobný výsledok (mo¾no) bol v siláh a shopnostiahna¹ih ¾iakov aj teraz a znamenal by predstihnutie ïal¹íh 9{10 európskyh krajín amiesto v prvej tridsiatke. Neostáva v¹ak niè iné, len zopakova», ¾e na¹i ¾iai nepodalivýkon primeraný svojim vedomostiam.IMO pripravili organizátori veµmi dobre, aj keï obèas mohla by» informovanos» juryväè¹ia. Otvorenie sú»a¾e sa konalo 4. júla na George Mason University. A keï¾e to jeDeò nezávislosti, mohli si veèer v¹eti úèastníi IMO z lodí na rieke Potoma vyhutna»slávnostný ohòostroj. Na sponzorovaní IMO sa podieµal elý rad významnýh �riema in¹titúií, napr. The Akamai Foundation, Wolfram Researh, The Clay Mathema-tis Institute, Texas Instruments, The National Siene Foundation, National SeurityAgeny. V samotnom Washingtone sa je na èo díva»: okrem mnohýh monumentov



42. Medzinárodná matematiká olympiáda 87na pamiatku vojen (Kórea, Vietnam, Iwo Jima, : : : ) a prezidentov (Linoln, Je�erson,Roosevelt, Washington, : : : ) spomeòme len Biely dom, Kapitol, Arlingtonský intorín,mimoriadne krásne Smithsonian-múzeá (so vstupom zadarmo), Einsteinov pamätníka pod. Usporiadatelia zorganizovali krátke náv¹tevy The Mathematial Assoiation ofAmeria (obdoba na¹ej JSMF) a Národnej akadémie vied. V jediný (pre jury) voµný deòsa konal výlet do Baltimore spojený s prehliadkou nádherného morského akvária, múzeaTitaniu, morského múzea v zálive, : : : Slávnostné vyhlásenie výsledkov sa konalo vKennedyho entre. O význame akie svedèí, ¾e úèastníkom IMO sa prihovoril prezidentBush (príhovor sa premietal na dvoh plátnah; pre zaneprázdnenos» Bush nemoholby» prítomný osobne, ale na¹iel si èas natoèi» ten príhovor) a okrem mnohýh veµmivýznamnýh matematikov sa zúèastnil odovzdávania ien aj jeden z najslávnej¹íhmatematikov súèasnosti Andrew Wiles (v r. 1994 vyrie¹il via ako 300-roèný Fermatovproblém).Sú»a¾iai bývali v univerzitnom mesteèku George Mason kúsok od Washingtonu,DC, a mali veµmi bohatý sprievodný program. Od prvého dòa sa organizátori starali opohodlie sú»a¾iaih. Hneï prvý deò pripravili tradiènú barbeue párty. Ïal¹ie dni simohli sú»a¾iai pozrie» veµmi zaujímavé matematiké �lmy, zahra» matematiké hryalebo si pozrie» vystúpenie matematikého kúzelníka, ktorý vedel neobvykle rýhlosèitova» a násobi» èísla. Nakonie dokona poru¹il kúzelníke tajomstvo a v¹etkýmvysvetlil svoje "kúzla\. V areáli univerzity bol voµný prístup na internet a takistomo¾nosti ¹portového vy¾itia. Dal sa hra» futbal, volejbal, frisbee, softbal.Jedným z najväè¹íh prínosov IMO je stretávanie mladýh µudí, ktorý majú radimatematiku. Tomu napomáhali napríklad aj "medzi¹tátne\ zápasy v r�znyh ¹portoh,spoloèné stravovanie a ubytovanie. Myslím, ¾e 42. IMO zanehala na väè¹ine úèastníkovveµmi dobrý dojem.Ïal¹ia, v poradí 43., IMO sa bude kona» v Glasgowe 18.{31.7. 2002; potom by malinasledova» Japonsko a Gréko. Vojteh Bálint, Juraj Földes



88 50. roèník matematikej olympiádyZadania úloh MMOÚloha 1.Neh O je stred kru¾nie opísanej ostrouhlému trojuholníku ABC. Bod P strany BCje pätou vý¹ky z vrholu A.Predpokladajme, ¾e j<)BCAj = j<)ABCj+ 30Æ.Doká¾te, ¾e j<)CABj+ j<)COP j < 90Æ: (Kórea)Úloha 2.Doká¾te, ¾e nerovnos» apa2 + 8b + bpb2 + 8a + p2 + 8ab = 1platí pre v¹etky kladné reálne èísla a; b; . (Kórea)Úloha 3.Matematikej sú»a¾e sa zúèastnilo 21 dievèat a 21 hlapov.� Ka¾dý sú»a¾iai vyrie¹il nanajvý¹ ¹es» úloh.� Pre ka¾dé dievèa a ka¾dého hlapa existuje aspoò jedna úloha, ktorú vyrie¹ili obaja.Doká¾te, ¾e existuje úloha, ktorú vyrie¹ili aspoò tri dievèatá a aspoò traja hlapi!(Nemeko)Úloha 4.Neh n je nepárne èíslo väè¹ie ako 1 a neh k1; k2; : : : ; kn sú dané elé èísla. Pre ka¾dúz n! permutáií a = (a1; a2; : : : ; an) mno¾iny f1; 2; : : : ; ng nehS(a) = nXi=1 kiai:Doká¾te, ¾e existujú dve permutáie b a , b 6=  také, ¾e n! je deliteµom S(b)� S().(Kanada)Úloha 5.V trojuholníku ABC neh AP rozpoµuje uhol BAC, prièom P le¾í na strane BC a nehBQ rozpoµuje uhol ABC, prièom Q le¾í na strane CA.Je známe, ¾e j<)BACj = 60Æ a ¾e jABj+ jBP j = jAQj+ jQBj.Aké sú mo¾né veµkosti uhlov trojuholníka ABC? (Izrael)Úloha 6.Neh pre elé èísla a; b; ; d platí a > b >  > d > 0. Predpokladajme, ¾ea+ bd = (b+ d+ a� )(b+ d� a+ ):Doká¾te, ¾e ab+ d nie je prvoèíslo! (Rusko)



42. Medzinárodná matematiká olympiáda 89Rie¹enia úloh MMOÚloha 1.Oznaème � = j<)CABj; � = j<)ABCj;  = j<)BCAj a Æ = j<)COP j. Ïalej oznaème poporadí K a Q body osovo súmerné s bodmi A a P podµa osi strany BC. Ïalej nehR je polomer opísanej kru¾nie trojuholníku ABC. Potom jOAj = jOBj = jOCj == jOKj = R. Navy¹e vieme, ¾e jQP j = jKAj, lebo AP je vý¹ka trojuholníka ABC, ateda ¹tvoruholník KQPA je obdå¾nik. V¹imnime si, ¾ej<)AOKj = j<)AOBj � j<)KOBj = j<)AOBj � j<)AOCj = 2 � 2� = 60Æ :A
B CPQ

K
O
�Z toho a z poznatku jOAj = jOKj = R dostávame, ¾e jKAj = R a jQP j = R.Pou¾itím trojuholníkovej nerovnosti dostanemejOP j+ R = jOQj+ jOCj > QC = jQP j+ jPCj = R+ jPCj :Teda jOP j > jPCj. Potom v trojuholníku COP je j<)PCOj > Æ (oproti väè¹ej stranejle¾í väè¹í uhol). Preto¾e� = 12 j<)BOCj = 12 (180Æ � 2j<)PCOj) = 90Æ � j<)PCOj;dostávame �+ Æ < 90Æ.Úloha 2.Najprv doká¾eme, ¾e platí apa2 + 8b = a 43a 43 + b 43 +  43 ;



90 50. roèník matematikej olympiádyalebo inak napísané �a 43 + b 43 +  43�2 = a 23 �a2 + 8b� :Pou¾itím AG-nerovnosti dostaneme�a 43 + b 43 +  43�2 � �a 43�2 = �b 43 +  43� �a 43 + a 43 + b 43 +  43�= 2b 23  23 � 4a 23 b 13  13 = 8a 23 b :Teda �a 43 + b 43 +  43�2 = �a 43�2 + 8a 23 b = a 23 �a2 + 8b� :Nakonie dostávame apa2 + 8b = a 43a 43 + b 43 +  43 :Podobne doká¾eme bpb2 + 8a = b 43a 43 + b 43 +  43p2 + 8ab =  43a 43 + b 43 +  43 :Sèítaním týhto nerovností dostaneme dokazované tvrdenie.Úloha 3.Oznaème si G mno¾inu dievèat, ktoré sa zúèastnili na sú»a¾i, B mno¾inu hlapov, Pmno¾inu úloh, P (g) mno¾inu týh úloh, ktoré vyrie¹ilo dievèa g 2 G a P (b) mno¾inutyh úloh, ktoré vyrie¹il hlape b 2 B. Nakonie si oznaème G(p) mno¾inu dievèat,ktoré vyrie¹ili úlohu p 2 P a B(p) mno¾inu hlapov, ktorí vyrie¹ili úlohu p 2 P .Prepí¹me si podmienky zo zadania pomoou ná¹ho oznaèenia. Pre ka¾dé g 2 G a preka¾dé b 2 B dostávame(a) jP (g)j 5 6 ; jP (b)j 5 6; (b) P (g) \ P (b) 6= ; :Cheme dokáza», ¾e existuje úloha p 2 P taká, ¾e jG(p)j = 3 a jB(p)j = 3. Aby smeto urobili, budeme predpoklada» opak a dosiahneme spor výpoètom (dvomi sp�sobmi)v¹etkýh usporiadanýh trojí (p; g; b) takýh, ¾e p 2 P (g) \ P (b). Ak oznaèíme T == f(p; g; b) : p 2 P (g) \ P (b)g, podmienka (b) dávajT j = Xg2GXb2B jP (g) \ P (b)j = jGj � jBj = 212 : (1)



42. Medzinárodná matematiká olympiáda 91Predpokladajme, ¾e ¾iadne p 2 P nespåòa jG(p)j = 3 a jB(p)j = 3. Potom platíXp2P jG(p)j = Xg2G jP (g)j 5 6jGj a Xp2P jB(p)j 5 6jBj : (2)Poznámka: Rovnos» v (2) sa dosiahne ¹tandardnou "double-ounting\ tehnikou, t.j.tehnikou dvojakého výpoètu: Neh �(g; p) = 1 ak g vyrie¹ila p a �(g; p) = 0 inak avymeníme poradie sumáie v Pp2P Pg2G �(g; p).Oznaème siP+ = fp 2 P : jG(p)j = 3g ; P� = fp 2 P : jG(p)j 5 2g :Lema. Platí Pp2P� jG(p)j = jGj, a teda Pp2P+ jG(p)j 5 5jGj. Tie¾ Pp2P+ jB(p)j == jBj, a teda Pp2P� jB(p)j 5 5jBj.D�kaz. Vezmime si µubovoµné g 2 G. Z Dirihletovho prinípu a podmienok (a) a (b)vyplýva, ¾e dievèa g vyrie¹ilo úlohu p, ktorú vyrie¹ilo aspoò d21=6e = 4 hlapov. Podµapredpokladu z nerovnosti jB(p)j = 4 vyplýva, ¾e p 2 P�, inak by sme dostali spor. Tedaka¾dé dievèa vyrie¹ilo aspoò jednu úlohu z mno¾iny P�. TedaXp2P� jG(p)j = jGj : (3)Zo vz»ahov (2) a (3) dostanemeXp2P+ jG(p)j = Xp2P jG(p)j � Xp2P� jG(p)j 5 5jGj :Podobne ka¾dý hlape vyrie¹il úlohu, ktorú vyrie¹ili aspoò ¹tyri dievèatá, teda ka¾dýhlape vyrie¹il úlohu p 2 P+. TedaPp2P+ jB(p)j = jBj a ïalej postupujeme analogikyako pred hvíµou.Pou¾itím lemy dostávamejT j = Xp2P jG(p)j � jB(p)j = Xp2P+ jG(p)j � jB(p)j+ Xp2P� jG(p)j � jB(p)j5 2 Xp2P+ jG(p)j+ 2 Xp2P� jB(p)j 5 10jGj+ 10jBj = 20 � 21 :To je ale spor s (1). Tým sme dokázali po¾adované tvrdenie.Úloha 4.Úlohu dokazujme sporom. Oznaème PS(a) súèet èísel S(a) ez v¹etkýh n! permutáiía = (a1; a2; : : : ; an). Vypoèítame PS(a) (mod n!) dvoma sp�sobmi.



92 50. roèník matematikej olympiádyPrvý sp�sob. V súètePS(a) je 1 vynásobené (n�1)!-krát ka¾dým k 2 f1; 2; : : : ; ng,jedenkrát za ka¾dú permutáiu mno¾iny f1; : : : ; ng pre ktorú a1 = k. Teda koe�ientpri 1 v PS(a) bude (n� 1)!(1 + 2 + : : :+ n) = (n+ 1)!2 :Tento postup m�¾eme zopakova» pre v¹etky i a dostanemeXS(a) = (n+ 1)!2 nXi=1 i :Druhý sp�sob. Ak n! nedelí výraz S(a) � S(b) pre ¾iadne a 6= b, potom ka¾dé èísloS(a) musí dáva» r�zny zvy¹ok po delení èíslom n!. Keï¾e poèet permutáií je presne n!,tieto zvy¹ky musia by» 0; 1; 2; : : : ; n!� 1. TedaXS(a) � (n!� 1)n!2 (mod n!)Porovnaním výsledkov prvého a druhého sp�sobu výpoètu dostaneme(n+ 1)!2 nXi=1 i � (n!� 1)n!2 (mod n!) :Pre n nepárne je µavá strana kongruentná s 0 modulo n!, ale pre n > 1 pravá strana nieje kongruentná s 0 modulo n!. Teda pre nepárne n > 1 sme dostali spor.Úloha 5.Oznaème uhly trojuholníka � = 60Æ; � a . Predå¾me stranu AB do bodu P 0 tak, abyjBP 0j = jBP j a zostrojme bod P 00 na polpriamke AQ tak, aby jAP 00j = jAP 0j. Potomje trojuholník BPP 0 rovnoramenný s uhlom �=2 pri základni a trojuholník AP 0P 00 jerovnostranný. Keï¾e jAQj+ jQP 00j = jABj+ jBP 0j = jABj+ jBP j = jAQj+ jQBj, takjQP 00j = jQBj. Trojuholník AP 0P 00 je rovnostranný a AP je osou uhla � implikujú, ¾ejPP 0j = jPP 00j.

A BP
P 0

P 00
Q
�



42. Medzinárodná matematiká olympiáda 93Lema. Body B;P; P 00 le¾ia na jednej priamke a teda P 00 je toto¾ný s bodom C.D�kaz. Predpokladajme, ¾e BPP 00 tvoria nedegenerovaný (vrholy nele¾ia na priamke)trojuholník. Potom j<)PBQj = j<)PP 0Bj = j<)PP 00Qj = �2 . Potom situáia vyzerá akona obrázku, alebo bod P le¾í na druhej strane BP 00. V oboh prípadoh predpokladnedegerovanosti trojuholníka dáva jBP j = jPP 00j = jPP 0j, a tedaBPP 0 je rovnostrannýtrojuholník. Potom ale platí, ¾e �2 = 60Æ a �+ � = 60Æ + 120Æ = 180Æ, èo je spor. Tedabody B;P; P 00 le¾ia na jednej priamke a P 00 = C.

BQ
P 00
P�=2 �=2�Z lemy dostávame, ¾e trojuholník BCQ je rovnostranný, a teda 120Æ � � =  = �2Odtiaµ � = 80Æ a  = 40Æ.Úloha 6.Úlohu dokazujme sporom. Predpokladajme, ¾e ab+ d je prvoèíslo. V¹imnime si, ¾eab+ d = (a+ d)+ (b� )a = m � nsd(a+ d; b� )pre nejaké kladné elé èíslo m. Podµa ná¹ho predpokladu je m = 1 alebo nsd(a+ d; b�� ) = 1. Rozoberme postupne oba prípady.Prvý prípad: m = 1. Potomnsd(a+ d; b� ) = ab+ d > ab+ d� (a� b+ + d)= (a+ d)(� 1) + (b� )(a+ 1) = nsd(a+ d; b� );èo je spor.Druhý prípad: nsd(a+ d; b� ) = 1. Nahraïme v podmienke zadania výraz a+ bdvýrazom (a+ d)b� (b� )a; po úpraváh dostaneme(a+ d)(a� � d) = (b� )(b+ + d) :



94 50. roèník matematikej olympiádyOdtiaµ vidíme, ¾e existuje kladné elé èíslo k také, ¾ea� � d = k(b� ) ;b+ + d = k(a+ d) :Sèítaním týhto dvoh rovní dostaneme a + b = k(a + b �  + d), a teda k( � d) == (k� 1)(a+ b). Vieme, ¾e a > b >  > d. Ak k = 1, potom  = d, èo je spor. Ak k = 2potom 2 = kk � 1 = a+ b� d > 2;èo je znovu spor.Keï¾e sme dostali spor v oboh prípadoh, tak výraz ab+ d nem�¾e by» prvoèíslo.Poznámka. Príklady ¹tvorí (a; b; ; d) vyhovujúim podmienke zo zadania sú naprí-klad (21, 18, 14, 1) a (65, 50, 34, 11).



Zadania sú»a¾nýh úlohKategória PArhív zadaní Matematikej olympiády, kategórie P sa nahádza na WWW stránkehttp://www.ksp.sk/mop. P { I { 1Binárny strom je ¹truktúra tvorená jednotlivými uzlami. Jeden z uzlov je význaèný {hovoríme mu koreò. Ka¾dý z uzlov buï nemá ¾iadneho následníka (potom sa nazývalist), alebo má práve dvoh následníkov (ïal¹ie uzly stromu). Håbkou uzla rozumiemejeho vzdialenos» od koreòa stromu. Uvedomte si, ¾e koreò m�¾e by» i listom { potom jebinárny strom tvorený jediným vrholom håbky 0. Príklad binárneho stromu si m�¾eteprezrie» na nasledujúom obrázku: koreòuzly håbky 1uzly håbky 2uzly håbky 3BAby sme mohli binárne stromy jednoduho popisova», zavedieme si nasledujúe kó-dovanie: k-ty riadok kódovania (pre k = 0; 1; 2 : : :) popisuje práve uzly håbky k v poradízµava doprava. Uzol binárneho stromu, ktorý nie je listom, budeme v na¹om kódovaní zo-brazova» znakom U, listy budeme oznaèova» znakom L. Binárny strom z predhádzajúehoobrázku teda bude zakódovaný ako:UUULULLLLSú»a¾ná úlohaJe daný poèet listov N (N � 10 000) a ih håbky v binárnom strome (nejakýh N priro-dzenýh èísel). Napí¹te program, ktorý zostaví binárny strom so zadanými håbkami listova ten vypí¹e v na¹om kódovaní. Ak vstupným dátam vyhovuje via binárnyh stromov,program vypí¹e µubovoµný jeden z nih. Pokiaµ vyhovujúi strom neexistuje, programo tom vypí¹e správu.Formát vstupu: Prvý riadok vstupného súboru STROMY.IN obsahuje jediné èíslo N(poèet listov). Druhý riadok obsahuje N èísel { håbky listov hµadaného stromu.Formát výstupu: Výstupný súbor STROMY.OUT bude obsahova» kódovanie nájdenéhostromu vo vy¹¹ie uvedenom formáte, prípadne správu "Zodpovedajui strom neexis-tuje.\.



96 50. roèník matematikej olympiádyPríkladSúbor STROMY.IN42 3 1 3 Súbor STROMY.OUTUULLULLSúbor STROMY.IN31 1 2 Súbor STROMY.OUTZodpovedajui strom neexistuje.P { I { 2Na kráµovstvo kráµa Mieromila III. zaútoèili nepriateµské vojská a podarilo sa im obsadi»niekoµko miest. Kráµ teraz potrebuje da» svojmu generálovi príkaz k protiútoku (bezpríkazu predsa generál nem�¾e bojova»). Generál v¹ak momentálne prevádza in¹pekiuvojsk v inom meste. Je preto treba vysla» posla, ktorý príkaz èo najrýhlej¹ie doruèí.Príkaz v¹ak v ¾iadnom prípade nesmie padnú» do rúk nepriateµa! Preto sa posol musíneustále dr¾a» èo najïalej od nepriateµom obsadenýh miest. Va¹ou úlohou je navrhnú»pre posla èo najlep¹iu trasu.Sú»a¾ná úlohaProgram dostane na vstupe zadaný poèet miest N (1 � N � 100). Jednotlivé mestábudeme oznaèova» èíslami 1 : : :N . Ïalej je na vstupe uvedený poèet iest M (1 � M �� 10 000) a zoznam týhto iest vedúih medzi mestami. Ka¾dá esta je urèená dvojiouèísel miest, ktoré spája. Cesty sa krí¾ia len v mestáh a je mo¾né sa po nih dosta»z µubovoµného mesta do µubovoµného (prípadne ez iné mestá). Ïal¹í údaj K zadaný navstupe urèuje poèet miest obsadenýh nepriateµom, nasleduje zoznam obsadenýh miest.Nakonie program dostane èíslo mesta, odkiaµ vyrá¾a posol, a èíslo mesta, kde sa zdr¾ujegenerál. Vá¹ program má nájs» trasu, ktorej vzdialenos» od miest obsadenýh nepriateµomje maximálna. Pokiaµ existuje takýh trás via, program urèí µubovoµnú najkrat¹iu z nih.Vzdialenos» miest A a B poèítame ako minimálny poèet iest, po ktorýh musíme prejs»,aby sme sa dostali z mesta A do mesta B. Vzdialenos» trasy od mesta A je potomnajmen¹ia zo vzdialeností mesta A od jednotlivýh miest le¾iaih na uva¾ovanej trase.Vzdialenos»ou trasy od obsadenýh miest rozumieme najmen¹iu zo vzdialeností medzitrasou a niektorým z obsadenýh miest alebo nulu pokiaµ niektoré mesto na trase samotnejje obsadené.Formát vstupu: Prvý riadok vstupného súboru POSOL.IN obsahuje èísla N (poèetmiest) a M (poèet iest). Po òom nasleduje M riadkov, z ktorýh ka¾dý obsahuje popisjednej esty. Cesta je popísaná dvojiou èísel konovýh miest. Nasleduje riadok s èíslomK (poèet obsadenýh miest) a za ním K riadkov s èíslami obsadenýh miest. Poslednýriadok vstupného súboru obsahuje èíslo mesta, odkiaµ vyhádza posol, a èíslo mesta, kdesa nahádza generál.



Zadania sú»a¾nýh úloh, kategória P 97Formát výstupu : Výstupom programu v súbore POSOL.OUT sú èísla miest na najlep¹ejnájdenej trase uvedené v poradí, v akom nimi má posol prehádza». V¹etky èísla miestsú zapísané v jedinom riadku výstupného súboru a sú oddelené medzerami.PríkladSúbor POSOL.IN10 12 7 81 2 8 52 3 1 93 4 9 104 5 10 52 5 11 6 36 7 1 5
Súbor POSOL.OUT1 9 10 5

P { I { 3Skupina priateµov sa rozhodla, ¾e v lete podniknú spoloèný výlet na biykloh. Väè¹inazvolenej trasy v¹ak vedie prírodnou rezerváiou, a preto m�¾u noova» len v kempoh.Kempy, v ktorýh na svojom výlete prespia, e¹te nevybrali.Celková då¾ka naplánovanej trasy je L (1 � L � 1 000 000 000). Maximálna vzdia-lenos», ktorú na¹i priatelia m�¾u prejs» za jeden deò, je K, t.j. poèas dvoh po sebenasledujúih dòoh musia prespa» v kempoh vzdialenýh nanajvý¹ o K. Na naplánova-nej trase sa nahádza elkomN kempov (0 � N � 10 000); i-ty kemp je vo vzdialenosti liod zaèiatku ih výletu a ena za prespanie v òom je i (1 � i � 20 000). Èísla L, K, lia i sú elé kladné; v¹etky li sú navzájom r�zne a platí 0 < l1 < l2 < : : : < lN < L.Va¹ou úlohou je rozhodnú», èi skupina m�¾e naplánovanú trasu prejs». Ak mo¾notrasu prejs», potom urète, v ktorýh kempoh majú prespa», aby:a) ih výlet trval èo najmen¹í poèet dní.b) elková ena za prespanie v kempoh bola èo najmen¹ia.Úlohy a) a b) rie¹te zvlá¹»; v prípade, ¾e jednu z týhto úloh neviete vyrie¹i», rie¹te lendruhú z nih.Formát vstupu: Vstupný súbor sa nazýva VYLET.IN. V prvom riadku sú èísla L, Ka N oddelené medzerou. Na ïal¹íh N riadkoh nasledujú dvojie èísel li a i oddelenýhmedzerou, postupne pre i = 1 a¾ i = N .Formát výstupu: Výstupný súbor sa nazýva VYLET-A.OUT pre úlohu a) a VYLET-B.OUTpre úlohu b). Ak výlet nemo¾no uskutoèni» tak, aby na¹i priatelia nikdy nepre¹li za deòvzdialenos» väè¹iu akoK, výstupný súbor obsahuje jediný riadok s vetou "Trasu nemoznoprejst.\. V opaènom prípade prvý riadok obsahuje dve èísla { M a C. Prvé z nihM (0 � M) je poèet kempov, v ktorýh skupina prespí, druhé z nih C je ena, ktorúza prespanie v týhto kempoh zaplatí. Druhý riadok súboru obsahuje M medzerou od-delenýh èísel kempov, v ktorýh na¹i priatelia budú noova». Kempy sú èíslované od



98 50. roèník matematikej olympiádyjednotky. Pokiaµ je M = 0, nemusí by» druhý riadok v�be uvedený. V prípade, ¾e exis-tuje via rie¹ení spåòajúih podmienku a) alebo b), program má vypísa» µubovoµné jednoz nih.PríkladSúbor VYLET.IN25 5 94 25 88 210 812 215 816 220 824 2
Súbor VYLET-A.OUT4 322 4 6 8Súbor VYLET-B.OUT5 161 3 5 7 8

Súbor VYLET.IN15 10 22 114 12 Súbory VYLET-A.OUT, VYLET-B.OUTTrasu nemozno prejst.Súbor VYLET.IN8 10 17 11 Súbory VYLET-A.OUT, VYLET-B.OUT0 0P { I { 4Dla¾diové programyNajprv niekoµko de�níií: Dla¾die sú rovnako veµké ¹tvore s ofarbenými hranami. Kon-krétnemu priradeniu farieb hranám dla¾die budeme hovori» typ dla¾die a budeme hozapisova» ako usporiadanú ¹tvoriu (l; p; h; d) udávajúu farbu v poradí µavej, pravej, hor-nej a dolnej hrany. Aby sme si uµahèili práu, budeme farby oznaèova» r�znymi symbolmi {písmenami, èíslami a podobne. Dla¾dia typu (1; 2; 3; 4) bude teda vyzera» nasledovne:1 34C2Priestor, ktorý budeme dlá¾di» (budeme mu hovori» stena), má tvar obdå¾nika o veµkostim�n (m aj n sú prirodzené èísla; jednotkou då¾ky neh je då¾ka hrany dla¾die). Stranyobdå¾nika sú rozdelené na úseky jednotkovej då¾ky a ka¾dému úseku je opä» priradenáfarba. Na¹im ieµom je vydlá¾di» stenu dla¾diami tak, aby v ka¾dom z m �n jednotkovýh¹tvorov steny bola umiestnená práve jedna dla¾dia, susedné dla¾die se dotýkali v¾dyhranami tej istej farby a rovnako krajné dla¾die priliehali k okraju steny v¾dy hranoutakej farby, akú má aj príslu¹ný úsek okraja steny. Dla¾die nie je povolené otáèa».



Zadania sú»a¾nýh úloh, kategória P 99Príkladstena s ofarbením strán1 2 31aaa 12aaa 21 1 1
správne vydlá¾denie1 2 31 1 14C2 2 22C2 2 31C1 12 2 41C4 4 21C1 1 11C2 21 1 1

hybné vydlá¾denie1 2 31 1 34C2 1 34C2 1 34C2 12 1 34C2 1 34C2 1 34C2 21 1 1Pomoou dlá¾denia m�¾eme µahko rie¹i» úlohy, ktorýh výsledkom je odpoveï ánoalebo nie: zostavíme vhodnú mno¾inu typov dla¾dí (tá je pre daný problém pevná {nezávisí na vstupe), vezmeme vhodne veµkú stenu, jej horný okraj ofarbíme podµa vstupuná¹ho problému, ostatné okraje poneháme jednofarebné a budeme sa pýta», èi je tútostenu mo¾né vydlá¾di» alebo nie. Pritom heme, aby tento výsledok bol zhodný s rie¹enímna¹ej úlohy.Aby sme sa nemuseli zaobera» tým, ako presne veµkú stenu máme zvoli» pre ten èionen vstup úlohy, budeme ¹írku steny voli» v¾dy rovnakú, ako je då¾ka vstupu (hornýokraj teda bude elý zaplnený vstupom), zatiaµ èo vý¹ku steny pou¾ijeme najmen¹iu, prektorú existuje vydlá¾denie s pou¾itím na¹ej sady dla¾dí.Keï tento sp�sob poèítania porovnáme s klasikým programovaním, zistíme, ¾e zvo-lená sada dla¾dí tvorí v na¹om modeli nieèo podobné programu a potrebná vý¹ka stenyvzdialene odpovedá dobe behu výpoètu { budeme sa preto sna¾i», aby v na¹ih rie¹eniahbola èo najmen¹ia.Formálne povedané, dla¾diový program je usporiadaná ¹tvoriaD = (T; l0; p0; d0);kde T je koneèná mno¾ina typov dla¾dí f(l1; p1; h1; d1) ; : : : ; (lk; pk; hk; dk)ga l0, p0 a d0 súokrajové farby. Rozhodovaou úlohou P (x) rozumieme úlohu zisti», èi vstup x (koneènápostupnos» symbolov, resp. farieb z vopred urèenej koneènej mno¾iny) má po¾adovanúvlastnos» P . Hovoríme, ¾e dla¾diový program rie¹i rozhodovaiu úlohu P (x), ak platí, ¾eP (x) = áno práve vtedy, keï existuje v > 0 také, ¾e je mo¾né vydlá¾di» dla¾diami typovobsiahnutýh v mno¾ine T stenu veµkosti jxj � v s hornou hranou ofarbenou vstupom xa µavou, pravou a dolnou hranou ofarbenou postupne farbami l0, p0 a d0. Z ka¾dého typuje mo¾né pou¾i» µubovoµne mnoho dla¾dí. Zlo¾itos»ou programu D pre daný vstup xnazveme najmen¹ie v, pre aké to je mo¾né; pokiaµ také v neexistuje, a teda P (x) = nie,de�nujeme zlo¾itos» ako nulovú. Zlo¾itos» programu je funkia då¾ky vstupu n, ktorejhodnota udáva maximum zo zlo¾itostí programov pre jednotlivé vstupy tejto då¾ky.PríkladSkúsme teraz skon¹truova» dla¾diový program, ktorý bude overova», èi je daná po-stupnos» tvorená prirodzenými èíslami x1; : : : ; xn (0 � xi � 9) neklesajúa. Pou¾ijeme



100 50. roèník matematikej olympiádydla¾die nasledujúih typov:T = 8><>: i x�Cx ; i x�CÆ 0 � i � x � 99>=>; ;µavý okraj ofarbíme farbou 0, pravý Æ, dolný farbou � a tvrdíme, ¾e tento program rie¹idanú úlohu so zlo¾itos»ou O(1). To je v¹ak treba dokáza».Predov¹etkým si overíme, ¾e ka¾dá stena, ktorú je mo¾né vydlá¾di» dla¾diami typovz mno¾iny T , má jednotkovú vý¹ku. To jasne vyplýva z toho, ¾e spodná hrana ka¾dejdla¾die má farbu �, ktorá sa nevyskytuje na ¾iadnej hornej hrane. Z toho istého d�vodusa dla¾die majúe na svojej pravej hrane farbu Æ musia vyskytova» tesne pri pravomokraji steny a nikde inde. Ka¾dé korektné dlá¾denie preto musí vyzera» takto:x1 x2 x3 . . . xn0 0 x1�Bx1 x1 x2�Bx2 x2 x3�Bx3 . . . xn�1 xn�BÆ Æ� � � . . . �èo je v¹ak mo¾né práve vtedy, keï 0 � x1 � x2 � : : : � xn�1 � xn, teda keï postupnos»na vstupe je neklesajúa.Sú»a¾né úlohya) Zostrojte dla¾diový program, ktorý o danej postupnosti núl a jednotiek zistí, èi jedvojkovým zápisom nejakého prirodzeného èísla deliteµného piatimi.b) Zostrojte dla¾diový program, ktorý o danej postupnosti prirodzenýh èísel x1; : : : ;xn (0 � xi � 9) rozhodne, èi je nekon¹tantná (t.j. vydlá¾denie existuje práve vtedy, keïexistujú indexy i, j také, ¾e xi 6= xj). P { II { 1Jo¾ko na¹iel na povale u babièky krabiu s drevenými palièkami. Zaèal sa s nimi hra» azostavova» z nih trojuholníky r�znyh tvarov. Uvidel ho jeho ote a zaèalo ho zaujíma»,koµko r�znyh trojuholníkov sa dá z týhto palièiek zostavi». Va¹ou úlohou je pom�» munájs» odpoveï na túto otázku.Sú»a¾ná úlohaVá¹ program na vstupe dostane elé èíslo N (poèet palièiek) a ïalej N navzájom r�znyhkladnýh èísel d1 a¾ dN (då¾ky palièiek). Úlohou vá¹ho programu je urèi» poèet trojíelýh èísel i; j; k takýh, ¾e 1 � i < j < k � N a èísla di, dj a dk spåòajú trojuholníkovúnerovnos» (teda di < dj + dk, dj < di + dk a dk < di + dj).PríkladPre N = 5 a d1 = 5:5, d2 = 1:5, d3 = 2:0, d4 = 2:5, d5 = 7:5 vá¹ program vráti èíslo2, lebo trojuholník sa dá zostavi» len z trojie palièiek s då¾kami d1, d4 a d5 a z trojie



Zadania sú»a¾nýh úloh, kategória P 101s då¾kami d2, d3 a d4. V¹imnite si, ¾e ani trojia palièiek s då¾kami d1, d3 a d5 netvorítrojuholník. P { II { 2Spoloènos» pre rovnoprávnos» robotov a µudí sa sna¾í vyrobi» robota, ktorý by sa moholsám pohybova» v miestnosti s preká¾kami. Bohu¾iaµ tejto spoloènosti hýba softvérovýexpert, a preto sa rozhodla, ¾e vás po¾iada o pomo.Robot sa má pohybova» v obdå¾nikovej miestnosti, ktorá má na podlahe nakreslenú¹tvorèekovú sie». Na niektorýh políèkah v miestnosti sú postavené preká¾ky { na tietopolíèka nesmie robot poèas svojho pohybu vstúpi». Robot sa m�¾e po miestnosti pohy-bova» iba rovnobe¾ne s niektorou zo stien.Spoloènos» v¹ak trpí aj nedostatkom shopnýh tehnikov, a tak sú mo¾nosti pohyburobota po miestnosti znaène limitované. Robot rozpoznáva len tri príkazy: Krok, Doµavaa Doprava. Po prijatí príkazu Krok sa robot presunie na susedné políèko v smere, doktorého je práve natoèený. Po prijatí príkazu Doµava sa otoèí o 90 stupòov doµava a poprijatí príkazu Doprava sa otoèí o 90 stupòov doprava.Sú»a¾ná úlohaVa¹ou úlohou je napísa» program, ktorý na vstupe dostane rozmery ¹tvorovej siete napodlahe miestnosti (M a N), súradnie políèka, na ktorom sa robot práve nahádzaa súradnie políèka, na ktoré sa robot má presunú». Súradnie políèok èíslujeme od 1,prvá súradnia je riadok, druhá ståpe. ¥avý horný roh miestnosti má súradnie [1; 1℄(viï príklad ni¾¹ie). Ka¾dý z nasledujúih M riadkov obsahuje N èísel 0 alebo 1. Akje j-te èíslo na i-tom radku 1, potom je na políèku so súradniami [i; j℄ preká¾ka, akje toto èíslo 0, tak tam preká¾ka nie je. Úlohou je nájs» a vypísa» postupnos» príkazov,podµa ktorýh robot d�jde zo zaèiatoèného políèka na ieµové. Úloha v¹ak má e¹te jedenháèik: Spraovanie príkazov Doµava a Doprava je èasovo veµmi nároèné. Preto by ih vamivytvorená postupnos» in¹trukií pre robota mala obsahova» èo najmenej. Poèet príkazovKrok m�¾e by» µubovoµný. Zaèiatoèné natoèenie robota si m�¾ete zvoli». V prípade, ¾erobot nem�¾e prejs» zo zaèiatoèného políèka na ieµové, vypí¹te o tom vhodnú správu.PríkladPredstavme si miestnos» so ¹tvorovou sie»ou 4� 8 z nasledujúeho obrázku:
�Úlohou je presunú» robota z políèka oznaèeného S (so súradniami [4; 1℄) na políèkooznaèené C (so súradniami [4; 8℄). Vstup vá¹ho programu by teda vyzeral nasledovne:4 84 1



102 50. roèník matematikej olympiády4 80 0 0 0 0 0 0 00 1 1 1 1 1 0 00 1 0 0 0 1 1 00 0 0 1 0 0 0 0Optimálny program na presun robota je nasledovný (zaèiatoèné natoèenie robota je do-hora):Krok Krok KrokDopravaKrok Krok Krok Krok Krok Krok KrokDopravaKrok Krok KrokPri tejto este robot urobí 13 krokov a dvakrát sa otoèí. V¹imnite si, ¾e existuje krat¹iaesta s 9 krokmi a 4 otoèeniami { táto esta je síe krat¹ia, ale podµa zadania nie jeoptimálna, lebo sa poèas nej robot viakrát otoèí.P { II { 3Malému Jo¾kovi (ktorého poznáte u¾ zo zadania 1. úlohy) sa jedného dòa dostali do rúkno¾nie. A keï¾e Jo¾ko zdedil talent po okovi, ktorý je moderným maliarom, rozhodolsa vylep¹i» jeden jeho obraz v tvare konvexného n-uholníka. Vybral si dva jeho vrholy aobraz prestrihol po ih spojnii. Potom si na jednej zo vzniknutýh èastí opä» vybral dvavrholy a èas» opä» prestrihol. Keï sa takto Jo¾ko hvíµu hral, prihytil ho oko, no¾niemu nekompromisne zobral a zaèal zahraòova», èo sa dalo. Po hvíli zistil, ¾e obraz u¾do p�vodného stavu nezlo¾í. Rozhodol sa teda, ¾e aspoò nájde èas», ktorá má najviavrholov a tú vystaví na svojej najbli¾¹ej výstave ako miniatúru. A práve s hµadanímtejto èasti mu máte pom�».Sú»a¾ná úlohaNavrhnite èo najefektívnej¹í algoritmus, ktorý dostane na vstupe poèet vrholov p�vod-ného obrazu n, poèet Jo¾kovýh prestrihnutí k a popis jednotlivýh prestrihnutí a nazáklade týhto údajov urèí poèet vrholov tej výslednej èasti, ktorá ih má najvia.Ka¾dé prestrihnutie je popísané dvojiou èísel (ai; bi), èo sú èísla vrholov v p�vodnomn-uholníku, medzi ktorými Jo¾ko strihal. Vrholy n-uholníka sú èíslované po obvode èís-lami 1 a¾ n. Sna¾te sa, aby èasová ani pamä»ová zlo¾itos» vá¹ho programu nezávisela napoète vrholov obrazu.PríkladPre n = 10, k = 3 a prestrihnutia (1; 8), (7; 5) a (4; 2) má najväè¹ia èas» 6 vrholov.



Zadania sú»a¾nýh úloh, kategória P 103P { II { 4©tudijný text "Dla¾diové programy\ k príkladu P-II-4 mo¾no nájs» v zadaní príkladuP-I-4 na strane 98.Uveïme ïal¹í príklad pou¾itia dla¾diovýh programov, ktorý je zlo¾itej¹í a ukazuje,ako mo¾no vyu¾íva» via riadkov dla¾dí.PríkladSkon¹truujme dla¾diový program, ktorý bude overova», èi je daná postupnos» tvorenáprirodzenými èíslami x1; : : : ; xn (0 � xi � 9) vyvá¾ená, tzn. èi obsahuje rovnaký poèetpárnyh a nepárnyh èísel.My¹lienka ná¹ho rie¹enia je veµmi jednoduhá: zostrojíme sadu dla¾dí, ktorá budeumo¾òova» práve také vydlá¾denia, v ktorýh v ka¾dom riadku prepí¹eme jedno párnea jedno nepárne èíslo na �. Dolný okraj steny ofarbíme tie¾ farbou �. Keï¾e ofarbeniespodného okraja je vyvá¾ené a vydlá¾denie ka¾dého riadku vyvá¾enos» zahováva, aká-koµvek vstupná postupnos», pre ktorú existuje vydlá¾denie, je nutne vyvá¾ená. A naopak,ak máme vyvá¾enú postupnos», potom µahko overíme, ¾e vydlá¾denie existuje: kým e¹temáme nejaké èísla, vyberieme si µubovoµné párne a µubovoµné nepárne èíslo (z vyvá¾enostivieme, ¾e také èísla v postupnosti urèite sú), tie jedným riadkom prepí¹eme na � a totoopakujeme tak dlho (n=2-krát), kým neprepí¹eme v¹etky èísla. Ak sa nám teda podarítakýto dla¾diový program zostroji», bude zadanú úlohu rie¹i» so zlo¾itos»ou O(n).Hµadaný program m�¾e vyzera» napríklad nasledovne:T = 8><>: A xxCA ; P xxCP ; N xxCN ; B xxCB ; A p�CP ; A n�CN ; N p�CB ; P n�CB ;x 2 f0; : : : ; 9; �g; p 2 f0; 2; 4; 6; 8g; n 2 f1; 3; 5; 7; 9g9>=>; ;µavý okraj ofarbíme farbou A, pravý farbou B a dolný farbou �. Z týhto dla¾dí je mo¾nékon¹truova» jedine riadky typuA A x1x1CA . . . A xi�1xi�1CA A xi�CP P xi+1xi+1CP . . . P xk�1xk�1CP P xk�CB B xk+1xk+1CB . . . B xnxnCB Bkde xi je párne a xk nepárne, prípadneA A x1x1CA . . . A xi�1xi�1CA A xi�CN N xi+1xi+1CN . . . N xk�1xk�1CN N xk�CB B xk+1xk+1CB . . . B xnxnCB Bpre xi nepárne a xk párne. To sú presne riadky, ktoré sme potrebovali.



104 50. roèník matematikej olympiádySú»a¾ná úlohaZostrojte dla¾diový program, ktorý o danej postupnosti prirodzenýh èísel x1; x2; : : : ; xn(0 � xi � 9) rozhodne, èi je symetriká, t.j. èi x1 = xn, x2 = xn�1, . . . , xi = xn�i+1, . . . ,xn = x1. P { III { 1Pán Ka¹parov bol náru¾ivý hráè ¹ahu. Keï¾e mu èasto hýbal rovnoenný protihráèa hra» sám proti sebe ho u¾ nebavilo (v¾dy si odhalil v¹etky premyslené pase), vymyslelsi nasledujúu hru: Na ¹ahovnii s rozmermi N�N treba rozmiestni» N ve¾í tak, aby sa¾iadne dve neohrozovali. Aby hra nebola a¾ taká jednoduhá, je pre ka¾dú ve¾u urèenýobdå¾nik, do ktorého ju treba umiestni».Va¹ou úlohou je navrhnú» algoritmus, ktorý bude hra» túto hru. Na vstupe dostanerozmer ¹ahovnie N (èo je zároveò aj poèet ve¾í) a ïalej popis N obdå¾nikov. Ka¾dýobdå¾nik je popísaný ¹tvoriou èísel Ax; Ay; Bx; By; 1 � Ax � Bx � N; 1 � Ay � By � N ,kde Ax; Ay sú súradnie µavého horného rohu obdå¾nika a Bx; By sú súradnie jeho pravéhodolného rohu. Riadky èíslujeme od 1 do N zhora nadol, ståpe od 1 do N zµava doprava.Na výstup má algoritmus vypísa» jedno µubovoµné prípustné rozlo¾enie ve¾í alebo poda»správu o tom, ¾e vyhovujúe rozlo¾enie neexistuje.PríkladVstup:N = 41 1 1 14 4 4 41 1 3 33 2 4 4
Výstup:(1; 1), (4; 4), (2; 2), (3; 3)(toto je jedno z vyhovujúih rozmiest-není ve¾í)Vstup:N = 31 1 3 12 1 3 12 2 3 3 Výstup:Vyhovujúe rozmiestnenie ve¾í neexis-tuje.

P { III { 2Napí¹te program, ktorý na vstupe dostane prirodzené èíslo N a nájde najmen¹ie priro-dzené èíslo x, ktoré je deliteµné èíslom N a ktorého zápis v desiatkovej sústave obsahujeiba ifry nula a jedna. V prípade, ¾e také èíslo neexistuje, vá¹ program o tom má poda»vhodnú správu.PríkladPre vstup N = 6 je hµadaným èíslom x èíslo 1110.



Zadania sú»a¾nýh úloh, kategória P 105P { III { 3©tudijný text "Dla¾diové programy\ k príkladu P-III-3 mo¾no nájs» v zadaní príkladuP-I-4 na strane 98. Jeho doplnenie pre potreby tohto príkladu je uvedené ni¾¹ie.Dla¾diové programy sa dajú pou¾íva» nielen na rie¹enie rozhodovaíh problémov,ale aj na výpoèet hodn�t funkií. Výpoèet funkie f(x) toti¾ m�¾eme µahko previes» narozhodovaí problém P (x; y) = \je y = f(x)?", o ktorom budeme vedie», ¾e pre ka¾dé xbude P (x; y) plati» práve pre jednu hodnotu y. Navy¹e m�¾eme dla¾diovému programux a y zada» ako jeden vstup tak, ¾e farby dla¾dí nebudú zodpoveda» hodnotám, ale ihusporiadaným dvojiiam.PríkladZostrojme dla¾diový program, ktorý pre dané èíslo zapísané v dvojkovej sústave vypo-èíta dvojkový zápis tohto èísla vydeleného tromi (predpokladajme, ¾e je deliteµné 3 bezzvy¹ku). Inými slovami máme o danej postupnosti dvojí (x1; y1); : : : ; (xn; yn) zisti», èihy1; : : : ; yni = hx1; : : : ; xni =3.Rie¹enie je zalo¾ené na klasikom algoritme na písomné delenie (ten nezávisí od po-u¾itej èíselnej sústavy): zvolíme z0 = 0 a postupne pre v¹etky k budeme ráta» hodnotyzk = (2 � zk�1 + xk) mod 3 a yk = b(2 � zk�1 + xk)=3. Teraz doká¾eme indukiou, ¾e preka¾dé k je hx1; : : : ; xki = 3 � hy1; : : : ; yki+ zk:Pre k = 1 rovnos» platí. Ak platí pre k � 1, potom pre k dostávame:hx1; : : : ; xki = 2 � hx1; : : : ; xk�1i+ xk == 2 � (3 � hy1; : : : ; yk�1i+ zk�1) + xk == 3 � 2 � hy1; : : : ; yk�1i+ 2 � zk�1 + xk == 3 � 2 � hy1; : : : ; yk�1i+ 3 � yk + zk == 3 � hy1; : : : ; yki+ zk:Teraz staèí zvoli» si nasledujúu sadu dla¾dí:T = 8><>: a xy�Cb ; x; y 2 f0; 1g; a 2 f0; 1; 2g; b = (2a+ x) mod 3; y = b(2a+ x)=39>=>; ;µavý a pravý okraj budú ma» farbu 0, spodný farbu �.Z takýhto dla¾dí sa dajú zlo¾i» len jednoriadkové steny, lebo � nie je na hornomokraji ¾iadnej dla¾die. V prípustnom vydlá¾dení má k-ta dla¾dia na svojom pravomokraji zk a pre dvojiu (xk; yk) na jej hornom okraji platí: yk = b(2 � zk�1 + xk)=3. Inýmislovami toto vydlá¾denie zodpovedá presne hodnotám vypoèítaným na¹im algoritmom,teda aj po¾adovanému výsledku. Tým je problém vyrie¹ený.



106 50. roèník matematikej olympiádySú»a¾ná úlohaZostrojte dla¾diový program, ktorý bude usporadúva» postupnos» núl a jednotiek vzo-stupne, èo znamená, ¾e na postupnos» dvojí núl a jednotiek (x1; y1),: : :,(xn; yn) odpovie áno práve vtedy, keï y = y1,: : :,yn je postupnos», ktorú dostaneme vzo-stupným usporiadaním postupnosti x = x1,: : :,xn, teda platí y1 � : : : � yn a postupnostix a y obsahujú tie isté prvky, nanajvý¹ v inom poradí.PríkladNa postupnos» (1; 0); (0; 0); (0; 0); (1; 1); (0; 1); (1; 1) program odpovie áno, na (1; 1); (0; 0)nie, na (1; 0); (1; 1) taktie¾ nie. P { III { 4Program: FORMAT.PAS/.C/.CPPVstup: FORMAT.INVýstup: FORMAT.OUTDo nového textového editora potrebujeme napísa» program slú¾iai na formátovanietextu. Editor prauje v textovom re¾ime s neproporionálnym písmom. V¹etky znaky súteda rovnako ¹iroké a aj medzera má pevnú ¹írku rovnakú ako ktorýkoµvek iný znak.Taktie¾ pomoné symboly v texte (ako napríklad interpunkèné znamienka, zátvorky èiúvodzovky) sa spraovávajú rovnako ako akékoµvek iné znaky. Editor je pomerne jedno-duhý, tak¾e nepripú¹»a delenie slov. Program budeme v¾dy pou¾íva» len na formátovaniejedného odseku textu.Pri formátovaní textu budeme za slovo pova¾ova» ka¾dú súvislú postupnos» neme-dzerovýh znakov, ktorá je na oboh konoh ohranièená medzerou, prípadne zaèiatkomalebo konom riadku. Pomoné symboly v texte sú teda súèas»ou týh slov, od ktorýhnie sú oddelené medzerou.Úlohou formátovania textu je vhodné rozlo¾enie slov do jednotlivýh riadkov tak,aby bol elý text zarovnaný "do bloku\ (teda k µavému aj pravému okraju) pri zadanej¹írke riadku. Pritom medzery medzi slovami musia by» pokiaµ mo¾no najmen¹ie a v texteèo najrovnomernej¹ie rozlo¾ené. Tieto v¹eobené po¾iadavky teraz upresníme: Veµkostimedzier medzi slovami v jednom riadku (okrem posledného riadku odseku) sa m�¾u lí¹i»najvia o 1, pred prvým a za posledným slovom v riadku nesmie by» medzera. Pokiaµ jev riadku len 1 slovo, je rozlo¾enie medzier µubovoµné. V poslednom riadku odseku musiaby» slová oddelené práve 1 medzerou a pred prvým slovom nesmie by» medzera.Ak text spåòa tieto záväzné po¾iadavky, potom kvalitu sformátovania odseku hodno-tíme trestnými bodmi. Ohodnotenie odseku je súètom ohodnotení jednotlivýh riadkov.Ohodnotenie jedného riadku je dané výsledkom funkie F (Width; Chars;Words; Last),kde Width je ¹írka stránky (teda poèet znakov v riadku sformátovaného textu vrátanev¹etkýh medzier), Chars je poèet nemedzerovýh znakov v riadku, Words je poèet slovv riadku a Last hovorí, èi sa hodnotí posledný riadok odseku alebo nie.Ohodnoovaia funkia F v programovaom jazyku C vyzerá nasledovne:



Zadania sú»a¾nýh úloh, kategória P 107int F(int Width, int Chars, int Words, int Last){ int Spaes = Width - Chars - Words + 1; /* Poèet zbytoènýh medzier */int BasePen = LINEPENALTY; /* Základné trestné body za riadok */if (Spaes < 0) /* Nev�jde sa text do riadku? */return INFTYPEN;if (Last) /* Posledný riadok? */{ if (4*(Chars + Words - 1) <= Width) /* Je posledný riadok príli¹ krátky? */BasePen += SMALLLINEPEN;return BasePen;}if (Words == 1) /* Iba jedno slovo v riadku? */BasePen += SINGLEWORDPEN;return Spaes * Spaes + BasePen; /* Ohodnotenie elého riadku */}V Pasale je zápis funkie F podobný:funtion F(Width, Chars, Words: Integer; Last: Boolean): Integer;varSpaes : Integer; { Poèet zbytoènýh medzier }BasePen : Integer; { Základné trestné body za riadok }beginBasePen := LINEPENALTY;Spaes := Width - Chars - Words + 1;if Spaes < 0 then { Nev�jde sa text do riadku? }F := INFTYPENelse if Last then begin { Posledný riadok? }if 4*(Chars + Words - 1) <= Width then { Je príli¹ krátky? }In(BasePen, SMALLLINEPEN);F := BasePen;endelse beginif Words = 1 then { Iba jedno slovo v riadku? }In(BasePen, SINGLEWORDPEN);F := Spaes * Spaes + BasePen; { Ohodnotenie elého riadku }end;end;Hodnoty kon¹tánt sú:� LINEPENALTY = 10� SMALLLINEPEN = 5� SINGLEWORDPEN = 20



108 50. roèník matematikej olympiády� INFTY PEN = 30 000Va¹ou úlohou je sformátova» odsek textu pri zadanej ¹írke riadku èo najkvalitnej¹ie, tedasplni» v¹etky záväzné po¾iadavky kladené na formátovanie a pritom dosiahnu» èo najni¾¹ieohodnotenie odseku trestnými bodmi podµa funkie F .Formát vstupu: Vo vstupnom súbore FORMAT.IN je na prvom riadku zadaná po¾ado-vaná ¹írka stránky po sformátovaní. V ïal¹íh riadkoh sa nahádza text odseku, urèenýna sformátovanie. M�¾ete predpoklada», ¾e ¾iadny z týhto riadkov nie je dlh¹í ako 100znakov, na zaèiatku ani na koni ¾iadneho riadku nie je medzera a medzi jednotlivýmislovami v riadku je práve 1 medzera. Vstupný súbor vrátane medzier nebude dlh¹í ako10 000 znakov.Formát výstupu: Do výstupného súboru FORMAT.OUT zapí¹te text odseku zo vstupusformátovaný èo najkvalitnej¹ie podµa vy¹¹ie uvedenýh zásad (teda s najni¾¹ou mo¾nouhodnotou ohodnoovaej funkie).PríkladSúbor FORMAT.IN40Eah setion in this doument will have the string "<setion>" at theright-hand side of the setion title. Eah subsetion will have"<subsetion>" at the right-hand side. These strings are meant to makeit easier to searh through the doument.Súbor FORMAT.OUT(jedno z mo¾nýh rie¹ení; symbol ` ' oznaèuje medzeru)Eah  setion  in  this  doument   willhave  the  string  "<setion>"  at   theright-hand side of  the  setion  title.Eah subsetion will have "<subsetion>"at the right-hand  side.  These  stringsare meant to make it  easier  to  searhthrough the doument. P { III { 5Program: OKRUZNE.PAS/.C/.CPPVstup: OKRUZNE.INVýstup: OKRUZNE.OUTV meste Turiststadt zaèal rozkveta» turistiký ruh. Aby podporili jeho ïal¹í rozkvet,rozhodla sa mestská rada zalo¾i» spoloènos» City-tour. Poslaním tejto spoloènosti je pre-vádzkova» v meste niekoµko vyhliadkovýh okru¾nýh autobusovýh liniek. Va¹ou úlohou



Zadania sú»a¾nýh úloh, kategória P 109je napísa» program, ktorý navrhne trasy jednotlivýh liniek podµa po¾iadaviek mestskejrady, prípadne zistí, ¾e sa ih po¾iadavky nedajú splni».Mesto je tvorené kri¾ovatkami, ktoré sú navzájom pospájané uliami. Ka¾dá uliaspája práve dve kri¾ovatky. Dve kri¾ovatky m�¾u by» spojené viaerými r�znymi uliami.Kri¾ovatkou voláme aj miesto, na ktoré vedú len jedna alebo dve ulie.Mestská rada kladie na plánované trasy liniek nasledovné po¾iadavky: Aby si turistimohli pohodlne prezrie» ka¾dú uliu v meste a pritom neboli prevádzkové náklady príli¹veµké, musí ka¾dou uliou prehádza» práve jedna autobusová linka. ®iadna z trás nesmieprejs» niektorou kri¾ovatkou via ako raz. Trasy liniek musia by» okru¾né, teda prvá aposledná kri¾ovatka na trase musia by» rovnaké.Formát vstupu: Prvý riadok vstupného súboru OKRUZNE.IN obsahuje dve èísla odde-lené medzerou { poèet kri¾ovatiek N (1 � N � 120) a poèet ulí M . Kri¾ovatky súoèíslované èíslami od 1 do N . Nasledujúih M riadkov vstupného súboru obsahuje popisjednotlivýh ulí v meste. Ka¾dý z týhto riadkov obsahuje dve èísla, predstavujúe èíslakri¾ovatiek, ktoré príslu¹ná ulia spája. Prvé èíslo v ka¾dom riadku je men¹ie ako druhéz nih. Tieto riadky sú v súbore utriedené podµa prvého èísla. V prípade, ¾e má viaulí rovnaké prvé èíslo, sú utriedené podµa druhého. M�¾ete predpoklada», ¾e ka¾dé dvekri¾ovatky spája najvia 200 ulí.Formát výstupu: Výstupný súbor OKRUZNE.OUT obsahuje toµko riadkov, koµko máspoloènos» prevádzkova» autobusovýh liniek. Ka¾dý riadok obsahuje popis práve jednejautobusovej linky. Trasa autobusovej linky je popísaná ako postupnos» èísel kri¾ovatiek,ktorými linka prehádza. Prvé a posledné èíslo uvedené v riadku musia by» rovnaké (trasaje okru¾ná, teda zaèína a konèí na tej istej kri¾ovatke). Jednotlivé èísla sú v ka¾dom riadkuoddelené práve 1 medzerou. Pokiaµ sa trasa liniek nedá navrhnú» tak, aby vyhovovalipodmienkam zo zadania úlohy, potom výstupný súbor má obsahova» jediný riadok stextom "Neda sa\.PríkladVstup:5 121 21 21 21 21 31 32 32 53 43 53 54 5

Výstup:1 2 3 12 1 23 4 5 32 5 3 1 2
PríkladVstup:3 41 21 21 32 3

Výstup:Neda sa





Rie¹enia sú»a¾nýh úlohKategória PP { I { 1Je jasné, ¾e za ka¾dé dva uzly håbky K;K > 0 musí existova» jeden uzol håbky K � 1,ktorý nie je listom { ka¾dé dva uzly musíme pod nejaký uzol "zavesi»\. Preto¾e naviapod ka¾dý uzol m�¾eme zavesi» iba ¾iadny alebo dva uzly, musí by» poèet uzlov håbky Kpárny. Vy¹¹ie uvedené pozorovania nám u¾ dávajú návod na zostrojenie algoritmu. Preka¾dú håbku si budeme pamäta» poèet listov a poèet ostatnýh uzlov. Budeme postupova»od uzlov s najväè¹ou håbkou. Pre ka¾dú håbku K;K > 0 skontrolujeme, èi je poèet uzlovv nej párny. Ak nie je, strom neexistuje. Ak je poèet uzlov párny, za ka¾dé dva uzlyumiestnené v strome v danej håbke pridáme do predhádzajúej håbky jeden uzol. Keïsa takto dostaneme a¾ k uzlom håbky 0, staèí overi», èi v tejto håbke le¾í práve jedenuzol, ako sa vy¾aduje v de�níii binárneho stromu. Ak nie, strom neexistuje. To plyniez toho, ¾e ak neexistuje uzol håbky 0, nebol zadaný ¾iadny list, a teda strom nem�¾e ma»¾iadne uzly. To je ale v spore s po¾iadavkou, ¾e ka¾dý strom musí ma» aspoò koreò. Ak jeuzlov håbky 0 naopak via, strom neexistuje, preto¾e v¹etky uzly, ktoré sme pridávali, bolivynútené a ka¾dý strom s danými poètami listov teda musí ma» v jednotlivýh håbkahaspoò toµko uzlov ako ná¹ strom. Ak existuje práve jeden uzol håbky 0, jednoduho u¾ zospoèítanýh poètov listov a ostatnýh uzlov v jednotlivýh håbkah vytvoríme po¾adovanýzápis stromu. Jednoduho vypí¹eme toµko L, koµko je poèet listov danej håbky, a toµko U,koµko je poèet ostatnýh uzlov danej håbky. Algoritmus má èasovú i pamä»ovú zlo¾itos»O(N). P { I { 2Algoritmus rie¹iai túto úlohu sa dá rozdeli» do troh fáz. V prvej fáze sa pre ka¾dé mestospoèíta, aká je jeho vzdialenos» od nepriateµom obsadenýh miest (v zmysle de�níieuvedenej v zadaní). V druhej fáze sa zistí, akú maximálnu vzdialenos» od nepriateµskýhmiest doká¾eme udr¾a» pri este z poèiatoèného do ieµového mesta. V tretej fáze potomnájdeme najkrat¹iu z trás vedúih z poèiatoèného do ieµového mesta, ktoré udr¾ujúspoèítanú vzdialenos».Prvá fáza: Vzdialenos» od obsadenýh miest budeme hµada» pomoou prehµadávaniado ¹írky. Pre ka¾dé mesto si budeme udr¾ova» informáiu, èi sme v òom u¾ boli (napoèiatku bude nastavené práve u v¹etkýh obsadenýh miest) a jeho vzdialenos» od ne-priateµa. Pre mestá obsadené nepriateµom bude táto vzdialenos» rovná 0. Ïalej si budemeudr¾ova» rad (frontu) miest na spraovanie, do ktorého na zaèiatku ulo¾íme v¹etky nepria-teµské mestá. V ka¾dom kroku výpoètu v¾dy vezmeme jedno mesto z radu a u v¹etkýhjeho susedov, v ktorýh sme doteraz neboli, nastavíme vzdialenos» o jedna väè¹iu, ne¾ je



112 50. roèník matematikej olympiádyvzdialenos» vybraného mesta. U v¹etkýh týhto susedov tie¾ oznaèíme, ¾e sme v nih u¾boli, a pridáme ih na konie radu. Prvá fáza výpoètu konèí, keï sa vyprázdni rad. Vtedysme pre¹li v¹etky mestá a urèili sme vzdialenos» ka¾dého z nih od nepriateµa.Druhá fáza: V tejto fáze si budeme udr¾ova» radov hneï niekoµko, pre ka¾dú vzdia-lenos» od nepriateµskýh miest jeden. Ïalej si pre ka¾dé mesto budeme zaznamenáva»,èi sme v òom u¾ boli. Tie¾ si budeme pamäta» doposiaµ najväè¹iu nájdenú vzdialenos»,ktorú doká¾eme udr¾a» od nepriateµa. Na zaèiatku nastavíme udr¾ateµnú vzdialenos» odnepriateµa na hodnotu vzdialenosti kráµovského mesta od nepriateµa a toto mesto vlo¾ímedo radu pre príslu¹nú vzdialenos». Pre toto mesto takisto nastavíme, ¾e sme v òom u¾boli. Výpoèet prebieha tak, ¾e postupne vyberáme mestá z radu pre aktuálnu udr¾ateµnúvzdialenos», dokým sa tento rad nevyprázdni. Keï sa rad vyprázdni, zní¾ime udr¾ateµnúvzdialenos» o jedna a opä» zaèneme vybera» mestá z príslu¹ného radu. V¾dy, keï vez-meme nejaké mesto z radu, prejdeme v¹etkýh jeho susedov, u doteraz nenav¹tívenýhz nih nastavíme príznak, ¾e u¾ sme ih nav¹tívili, a pridáme ih do radu { ak je vzdiale-nos» takéhoto mesta od nepriateµskýh miest väè¹ia ako aktuálna udr¾ateµná vzdialenos»,pridáme vrhol do radu zodpovedajúeho aktuálnej udr¾ateµnej vzdialenosti, inak mestopridáme do radu zodpovedajúeho jeho vzdialenosti od nepriateµskýh miest. Druhá fázakonèí hneï ako vyberieme z radu ieµové mesto. Aktuálna udr¾ateµná vzdialenos» je potomvýslednou udr¾ateµnou vzdialenos»ou.Tretia fáza: Táto fáza predstavuje opä» prosté prehµadávanie do ¹írky. Pre ka¾dé mestosi pamätáme, èi sme v òom u¾ boli, a ak áno, zaznamenáme si to mesto, z ktorého smedo neho pri¹li. Opä» pou¾ívame rad na doteraz nespraované mestá. Na zaèiatku vlo¾ímedo radu ieµové mesto. U neho nastavíme, ¾e sme v òom u¾ boli, a ako jeho predhodunastavíme jeho samé. V ka¾dom kroku výpoètu potom vezmeme jedno mesto z radua prejdeme v¹etkýh jeho susedov. Ka¾dého suseda, ktorého sme doteraz nenav¹tívili aktorého vzdialenos» od nepriateµskýh miest je väè¹ia alebo rovná výslednej udr¾ateµnejvzdialenosti, oznaèíme ako nav¹tíveného a pridáme ho na konie radu. Tie¾ u neho akomesto, z ktorého sme pri¹li, nastavíme práve vybrané mesto. Prehµadávanie konèí vohvíli, keï je z radu vybrané poèiatoèné (kráµovské) mesto. Potom u¾ len prejdeme estuz poèiatoèného do ieµového mesta (to je veµmi jednoduhé vïaka odkazom na mestá,odkiaµ sme do nih pri prehµedávaní pri¹li) a estu vypí¹eme.Algoritmus má èasovú zlo¾itos» O(M +N), kde M je poèet iest a N je poèet miest.Správnos» algoritmu budeme ukazova» opä» po fázah. To, ¾e algoritmus spoèítasprávne vzdialenosti od nepriateµskýh miest v prvej fáze, plynie z nasledujúeho: Napoèiatku majú v¹etky vrholy so vzdialenos»ou nula túto vzdialenos» priradenú. V oka-mihu, keï sú spraované v¹etky vrholy vzdialenosti nula, pre¹li sme v¹etkýh ih susedov,priradili sme im vzdialenos» jedna a zaradili ih do radu. Preto¾e iné vrholy vzdialenos»jedna ma» nem�¾u, je vzdialenos» jedna priradená práve v¹etkým správnym vrholom.Túto úvahu m�¾eme jednoduho zov¹eobeni» pre µubovoµnú vzdialenos» D. Prehµadáva-nie teda skutoène urèí vzdialenosti od nepriateµskýh miest správne.V druhej fáze sa správne spoèíta maximálna udr¾ateµná vzdialenos» od obsadenýhmiest. Sledujeme v nej toti¾ súbe¾ne v¹etky mo¾né trasy vedúe z poèiatoèného mestatak dlho, kým doká¾eme udr¾a» vzdialenos» poèiatoèného mesta (výsledná vzdialenos»od nepriateµa zrejme nem�¾e by» väè¹ia ne¾ vzdialenos» poèiatoèného mesta). Keï u¾



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória P 113neexistuje mesto s dostatoène veµkou vzdialenos»ou, do ktorého by sme mohli ís», zní-¾ime udr¾ateµnú vzdialenos» o jedna. V¹etky vrholy so vzdialenos»ou o jedna ni¾¹ou, doktorýh sa doká¾eme dosta» ez vrholy s doteraj¹ou udr¾ateµnou vzdialenos»ou, mámeu¾ pripravené v príslu¹nom rade a zaèneme teda prehµadáva» z nih. Preto¾e udr¾ateµnúvzdialenos» zni¾ujeme a¾ keï sme sa u¾ dostali v¹ade, kam to bolo mo¾né, jej výslednáhodnota bude zrejme najvy¹¹ia mo¾ná.To, ¾e v tretej fáze nájdeme najkrat¹iu trasu s danou vzdialenos»ou, je zrejmé. Ro-bíme toti¾ jednoduhé prehµadávanie do ¹írky s tým, ¾e ignorujeme mestá s príli¹ malouvzdialenos»ou od nepriateµa. Nájdeme teda urèite trasu s dostatoènou vzdialenos»ou odnepriateµa. Skutoènos», ¾e to bude trasa najkrat¹ia mo¾ná, plynie z vlastností prehµadá-vania do ¹írky uvedenýh v prvej èasti d�kazu.P { I { 3Rie¹enie úlohy rozdelíme na niekoµko èastí { najprv sformulujeme nutné a postaèujúepodmienky pre to, aby skupina mohla prejs» trasu podµa podmienok v zadaní úlohy,potom vyrie¹ime úlohu a) a nakonie nájdeme rie¹enie úlohy b).Plánovanou trasou sa dá prejs» práve vtedy, keï táto trasa nie je dlh¹ia ako vzdialenos»,ktorú skupina prejde za deò, t.j. L � K, alebo keï sú splnené zároveò v¹etky ¹tyrinasledujúe podmienky:1. Na trase je aspoò jeden kemp.2. Vzdialenos» prvého kempu od zaèiatku trasy je najvia K, t.j. l1 � K.3. Vzdialenos» µubovolnýh dvoh po sebe nasledujúih kempov nie je väè¹ia ne¾ K,t.j. li+1 � li � K pre 1 � i � N � 1.4. Vzdialenos» posledného kempu od kona trasy je najvia K, t.j. L� lN � K.Nutnos» v¹etkýh uvedenýh podmienok je zrejmá; pokiaµ sú tieto podmienky splnené,potom plán esty, v ktorom skupina bude estova» N + 1 dní a i-tý deò prespí v i-tomkempe, spåòa podmienky zo zadania úlohy.Teraz vyrie¹ime úlohu a). Na hvíµu si predstavme, ¾e sme ka¾dému kempu priradilièíslo di, ktoré udáva koµký deò najsk�r m�¾eme do tohto kempu prís». Èíslo di priradenékempu i zrejme spåòa jednu z nasledujúih dvoh podmienok:1. Buï je di = 1 a li � K { do kempu sa dá prís» hneï prvý deò.2. Existuje j < i také, ¾e li � lj � K a dj = di � 1 (do i-teho kempu prídeme tak, ¾edeò predtým prespíme v j-tom kempe), ale neexistuje j < i také, ¾e li � lj � K adj < di � 1 (inak by bolo mo¾né do j-tého kempu prís» u¾ sk�r).Podµa týhto podmienok by bolo mo¾né spoèíta» v¹etky di v èase O(N), ná¹ program v¹akdi poèíta» nebude. Plán esty spåòajúi podmienku a) by mohol vyzera» napríklad tak, ¾eh-tý deò skupina prespí v i-tom kempe, pokiaµ di = h a di+1 = h+1; skupina navia prespív N -tom kempe, pokiaµ plán esty bez tohto kempu nespåòa podmienku obmedzujúu



114 50. roèník matematikej olympiádymaximálnu vzdialenos», ktorú je mo¾né prejs» za jeden deò. Budeme priamo vytvára»takýto plán esty { ak doposiaµ vytvorený plán esty konèí kempom vo vzdialenosti l odzaèiatku výletu a L � l > K (nedá sa bez prespania prís» na konie trasy), potom ïal¹ídeò skupina prespí v i-tom kempe, pokiaµ li�l � K a i je maximálne s touto vlastnos»ou.Vytvori» program praujúi podµa práve popísaného postupu je triviálne; èasová zlo¾itos»algoritmu je O(N).Ïalej vyrie¹ime úlohu b). Ka¾dému kempu priradíme èíslo ei, ktoré urèuje, koµko byyklisti museli zaplati» za prespanie na este z i-teho kempu na konie výletu (vrátanepoplatku za prespanie v i-tom kempe). Èísla ei ná¹ algoritmus spoèíta postupne pre i == N a¾ i = 1; okrem týhto èísel si pre ka¾dý kemp ulo¾íme informáiu, do ktoréhonásledujúeho kempu sa z neho máme vybra», aby sme za noµah zaplatili optimálnuenu ei. Èísla ei sa dajú spoèíta» podµa nasledujúeho predpisu:1. Ak L � li � K, potom ei = i; z i-tého sa kempu dá prís» na konie trasy behomjedného dòa.2. Ak L� li > K, potom ei = minj(i+ ej) = i+minjej, kde minimum sa poèíta ezv¹etky j > i také, ¾e lj � li � K; to j, kde sa nadobúda minimum, urèuje poradiekempu, v ktorom prespíme ten deò, keï vyjdeme z i-teho kempu.Prvý deò, ak L > K, prespíme v kempe s èíslom i s minimálnym ei, pre ktorý platíli � K. Ako bude algoritmus praova» je teraz u¾ jasné. Zostáva e¹te urèi», ako rýhlo sadá nájs» j, ktoré minimalizuje vz»ah v druhom bode.Na rýhle nájdenie indexu j pou¾ijeme dátovú ¹truktúru, ktorá sa nazýva halda. Haldaje dátová ¹truktúra, ktorá umo¾òuje v kon¹tantnom èase urèi» najmen¹í z prvkov v nej;prvok do haldy prida» alebo vybra» najmen¹í prvok doká¾e v èase logaritmikom od poètuprvkov obsiahnutýh v halde. V halde si budeme udr¾iava» èísla kempov zotriedené podµahodn�t ei; na zaèiatku budeme ma» v halde navia konie trasy, ktorého hodnotu budemepova¾ova» za rovnú nule (bude najmen¹ím prvkom haldy). Nájdenie vhodného j budeprebieha» nasledovne: Zistíme, èi najmen¹í prvok haldy je od i-teho kempu vzdialenýnajvia o K { ak áno, na¹li sme príslu¹né j, v opaènom prípade z haldy odstránime tentoprvok a elý postup zopakujeme. Potom do haldy pridáme i-ty kemp. Za predpokladulogaritmikého èasu pridania prvku do haldy a vybratia najmen¹ieho prvku z haldy jeelková doba behu algoritmu O(N logN).Haldu budeme reprezentova» v poli. Ak bude v halde n prvkov, potom jej prvkybudú ulo¾ené v poli na poziiáh s èíslami 0 a¾ n� 1. Pre prvok x s indexom k budemeprvky na poziiáh 2k + 1 a 2k + 2 nazýva» synmi prvku x a prvok x budeme nazýva»otom týhto prvkov. V¹imnite si, ¾e ka¾dý prvok okrem prvku na pozíii 0 má právejedného ota. Pri prái s haldou budeme dodr¾ova» nasledujúi invariant: Ka¾dý prvok jeväè¹í ako jeho ote. Najmen¹ím prvkom v halde je preto prvok na nultej pozíii; zistenienajmen¹ieho prvku haldy sa dá teda spravi» v kon¹tantnom èase. Pridanie prvku dohaldy bude prebieha» nasledovne: Ak je v halde n prvkov, potom nový prvok umiestnimena pozíiu n; ak je jeho ote väè¹í, vymeníme pridávaný prvok s jeho otom a elýpostup opakujeme tak dlho, pokiaµ nový prvok nie je nultým prvkom alebo jeho otenie je men¹í ne¾ on. V ka¾dom kroku sa index nového prvku v poli zmen¹í aspoò na



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória P 115poloviu a teda po logaritmiky veµa krokoh sa zastavíme. Odobranie prvku z haldybude probieha» podobne: Ak je v halde n prvkov, potom najmen¹í prvok haldy nahradímeprvkem z (n� 1)-vej pozíie; tento prvok porovnáme s oboma jeho synmi a prípadne hovymeníme s men¹ím z oboh jeho synov. Skonèíme, ak je tento prvok men¹í ne¾ obajajeho synovia. Preto¾e sa v ka¾dom kroku posunieme na prvok s aspoò dvojnásobnýmindexom, odobranie najmen¹ieho prvku z haldy bude trva» èas logaritmiký od poètuprvkov v nej. P { I { 4a) Majme zadané nejaké dvojkové èíslo hx1; : : : ; xni, o ktorom máme rozhodnú», èi jedeliteµné piatimi. Zostrojíme sadu dla¾dí, ktorými bude mo¾né vydlá¾di» iba stenu sjediným riadkom, a to tak, aby farba pravej hrany i-tej dla¾die (tú budeme znaèi» pi)odpovedala zvy¹ku po delení dvojkového èísla hx1; : : : ; xii piatimi. Keï navia zvolímefarbu pravého okraja steny tak, aby zodpovedala zvy¹ku 0, p�jde stena vydlá¾di» právevtedy, keï je zadané èíslo deliteµné piatimi, a to je presne to, èo potrebujeme.Pou¾ijeme dla¾die nasledujúih typov:T = 8><>: x y�Cz ; 0 � x � 4; 0 � y � 1; z = (2x+ y) mod 59>=>; ;µavý aj pravý okraj budú ma» farbu 0 a dolný okraj farbu �. Keï¾e farba � sa nevys-kytuje na hornej hrane ¾iadnej dla¾die, musí by» ka¾dé korektné vydlá¾denie tvorenéjediným riadkom. Zostáva dokáza», ¾e farby pravýh hrán dla¾dí zodpovedajú zvy¹kom,èo urobíme indukiou:� p1 = hx1i = hx1i mod 5 (existuje práve jedna dla¾dia, ktorá m�¾e by» na prvompolíèku { tá, ktorá má na µavom okraji nulu a na hornom okraji x1).� Ak je pi = hx1; : : : ; xii mod 5, m�¾e by» na i + 1-vom políèku iba jediná dla¾dia(majúa na µavom okraji pi a na hornom okraji xi+1) a jej pravý okraj má farbupi+1 = (2pi+xi+1) mod 5 = (2(hx1; : : : ; xii mod 5)+xi+1) mod 5 = (2 hx1; : : : ; xii++ xi+1) mod 5 = hx1; : : : ; xi+1i mod 5.Z toho plynie, ¾e popísaný dla¾diový program rie¹i zadanú úlohu so zlo¾itos»ou O(1).b) Pou¾ijeme nasledujúe typy dla¾dí:� "µavé\ dla¾die 8><>: L x�Cx ; 0 � x � 99>=>;� "pravé\ dla¾die 8><>: x y�CR ; 0 � x; y � 9; x 6= y9>=>;



116 50. roèník matematikej olympiády� "opakovaie\ dla¾die 8><>: L x�CL ; R x�CR ; y x�Cy ; 0 � x; y � 99>=>;¥avý okraj steny ofarbíme farbou L, pravý farbou R a spodný farbou �. Keï¾e farba �sa nevyskytuje na hornej hrane ¾iadnej dla¾die, musí by» ka¾dé korektné vydlá¾denietvorené jediným riadkom.Z toho, ako sme si typy dla¾dí nade�novali, ihneï plynie, ¾e ka¾dé vydlá¾denie stenymusí vyzera» takto:x1 xi�1 xi xi+1 xj�1 xj xj+1 xnL L x1�CL . . . Lxi�1�CL L xi�Cxi xi xi+1�Cxi . . . xixj�1�Cxi xi xj�CR Rxj+1�CR . . . R xn�CR R� . . . � � � . . . � � � . . . �(zµava doprava: najprv [mo¾no i prázdna℄ postupnos» dla¾dí opakujúih L, potom jednaµavá dla¾dia, nasleduje opä» niekoµko opakovaíh dla¾dí, jedna pravá dla¾dia a prí-padne opakovanie R). Také vydlá¾denie je ale korektné práve vtedy, ak bolo mo¾né nájs»indexy i a j také, ¾e xi 6= xj (vïaka de�níii farieb hrán pravej dla¾die), tak¾e ná¹dla¾diový program rie¹i zadanú úlohu so zlo¾itos»ou O(1).Poznámka: Na¹e rie¹enie vyu¾íva fakt, ¾e dla¾diové programy sú nedeterministiké(to znamená, ¾e nemajú pevne de�novaný priebeh výpoètu a miesto toho pripú¹tajúvia r�znyh výpoètov s tým, ¾e odpoveïou programu je áno, ak existuje aspoò jedenkorektný výpoèet) a ¾e nám nedeterminizmus "uhádne\ polohu nejakýh dvoh r�znyhprvkov vstupnej postupnosti. P { II { 1Predpokladajme, ¾e máme då¾ky drevenýh palièiek zotriedené podµa veµkosti, t.j. d1 << d2 < : : : < dN . Potom trojia indexov i < j < k urèuje palièky tvoriae trojuholníkpráve vtedy, keï dk < di+ dj. Zostávajúe dve trojuholníkové nerovnosti sú toti¾ splnenétriviálne, lebo di; dj < dk. Pre ka¾dú dvojiu indexov i < j oznaème symbolom l(i; j)najväè¹ie èíslo k také, ¾e dk < di+dj; v¹imnime si, ¾e l(i; j) � j. Zvolená dvojia indexovi < j sa dá na trojiu i < j < k urèujúu trojuholník doplni» práve tými k, pre ktoréplatí j < k � l(i; j). Pre pevnú dvojiu indexov i a j teda existuje práve l(i; j)� j takýhk, ¾e palièky s indexami i < j < k tvoria trojuholník. Na urèenie poètu trojuholníkovteda staèí urèi» hodnoty l(i; j) pre v¹etky i < j a sèíta» výrazy l(i; j)� j.Z de�níie l(i; j) vyplýva, ¾e N = l(i; N) � l(i; N �1) � l(i; N �2) � : : : � l(i; i+1).Ná¹ program bude praova» nasledovne: Pre ka¾dé i spoèítame hodnoty l(i; N�1); l(i; N�� 2); : : : ; l(i; i+1) a súèasne budeme poèíta» súèet (l(i; N � 1)� (N � 1))+ � � �+(l(i; i++1)�(i+1)), ktorý predstavuje poèet trojuholníkov, ktorýh najkrat¹ia strana má då¾kudi. Hodnotu l(i; j) spoèítame tak, ¾e hodnotu l(i; j + 1) budeme zmen¹ova» o jednotkutak dlho, kým dl(i;j) � di+ dj. Preto¾e elkový poèet zmen¹ení o jednotku poèas výpoètuhodn�t l(i; N � 1); l(i; N � 2); : : : ; l(i; i + 1) je najvia N � 2, je èas výpoètu pre jedno



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória P 117pevné i lineárny od N . Celkový èas výpoètu pre v¹etkýh N�2 mo¾nýh hodn�t i je tedaO(N2). V tomto èase m�¾eme µahko spravi» aj úvodné triedenie då¾ok palièiek. Èasovázlo¾itos» ná¹ho algoritmu je teda O(N2) a pamä»ová O(N).P { II { 2Najsk�r si rozmyslime, ako by sme zadanú úlohu rie¹ili, keby sme heli nájs» najkrat¹iuestu robota medzi dvoma zadanými políèkami. Algoritmus na rie¹enie tejto úlohy jeznámy pod názvom prehµadávanie do ¹írky alebo tie¾ algoritmus vlny. Ka¾dému políèkuv priebehu výpoètu priradíme èíslo, ktoré udáva minimálny poèet krokov, ktoré robotpotrebuje na premiestnenie sa zo zaèiatoèného políèka na uva¾ované políèko. Algoritmusprauje vo fázah. Najsk�r zaèiatoènému políèku priradí nulu. V i-tej fáze priradí èíslo iv¹etkým políèkam, ktoré susedia s nejakým políèkom, ktorému bolo priradené èíslo i� 1a ktorým sme doteraz ¾iadne èíslo nepriradili. Je zrejmé, ¾e takto priradené èísla urèujúminimálny poèet krokov potrebný na premiestnenie robota zo zaèiatoèného políèka naka¾dé z políèok.Teraz si rozmyslime, ako sa tento algoritmus dá modi�kova» tak, aby rie¹il úlohu zozadania. V i-tej fáze nebudeme èíslova» políèka vo vzdialenosti i krokov, ale políèka, naktoré sa dá presunú» estou s i zmenami smeru. To sú zjavne políèka, ktoré e¹te nemajúèíslo, le¾ia v rovnakom riadku alebo stµpi ako niektoré políèko s èíslom i � 1 a nie súod neho oddelené preká¾kou. Správnos» tohto algoritmu je zrejmá. Zostáva domyslie»detaily jeho implementáie. Políèka si budeme uklada» v poli tak, ¾e políèka s rovnakýmèíslom budú tvori» súvislé úseky a políèka s ni¾¹ími èíslami budú pred políèkami s vy¹¹ímièíslami. Pokiaµ prídeme poèas nejakej fázy na e¹te neoèíslované políèko, zaradíme ho nakonie poµa. V priebehu algoritmu vyberieme v¾dy prvé nespraované políèko z poµa aprehµadáme jeho riadok a ståpe. Pole, s ktorým sa prauje práve popísaným sp�sobom,sa obvykle nazýva fronta (políèka sa stavajú na konie fronty a èakajú, kým na ne príderad). Neh M a N sú rozmery ¹tvoovej siete, potom spraovanie ka¾dého z M � Npolíèok vy¾aduje èas O(M +N). Celková èasová zlo¾itos» ná¹ho algoritmu by tedy bolaO(M2N +MN2).Èas potrebný na výpoèet sa v¹ak e¹te dá zlep¹i». Jeden súvislý úsek riadku alebo ståpatoti¾ prehµadávame niekoµkokrát { pre ka¾dé jeho políèko raz. Preto si budeme pre ka¾dépolíèko pamäta», èi sme u¾ prehµadali súvislý úsek (bez preká¾ok) riadku, resp. ståpa,v ktorom toto políèko le¾í. Pred prehµadávaním sa najsk�r pozrieme, èi sme tento úsekriadku alebo ståpa u¾ neprehµadávali. Ak áno, u¾ ho neprehµadávame. Ak nie, prezriemeho a pre v¹etky jeho políèka si zapamätáme, ¾e sme daný úsek u¾ prehµadávali. V¹imnitesi, ¾e pre ka¾dé políèko si musíme samostatne pamäta», èi bol prehµadaný úsek v riadkua èi bol prehµadaný úsek v ståpi.Èas potrebný na naèítanie vstupnýh dát, na práu s frontou a na výpis rie¹enia jezrejme O(MN). Zostáva stanovi» èas potrebný na prehµadávanie riadkov a ståpov. Ka¾dýsúvislý úsek bez preká¾ok prehµadáme práve raz, súèet ih då¾ok je O(MN), lebo ka¾dépolíèko je nanajvý¹ v dvoh (riadok a ståpe). Súvislý úsek µahko prehliadneme v èaselineárnom od jeho då¾ky, preto aj elková èasová zlo¾itos» ná¹ho algoritmu je O(MN);pamä»ová zlo¾itos» je tie¾ O(MN).



118 50. roèník matematikej olympiádyP { II { 3Úlohu si najsk�r tro¹ku preformulujme. Obraz je vlastne konvexný n-uholník a strihysú jeho nepretínajúe sa tetivy. Úlohou je nájs» mnohouholník tvorený stranami p�vod-ného mnohouholníka a tetivami, v ktorom nele¾í ¾iadna tetiva a ktorý má zo v¹etkýhtakýhto mnohouholníkov najvia vrholov. Ïalej ho budeme oznaèova» ako najväè¹ímnohouholník. Pokiaµ nebude povedané inak, slovom mnohouholník rozumieme jeden zmnohouholníkov, na ktoré sa p�vodný mnohouholník rozpadol.Najsk�r si v¹etky tetivy otoème tak, aby zaèiatoèný vrhol bol men¹í ako konový azotrieïme si ih. Pri triedení porovnávame najsk�r èíslo zaèiatoèného vrholu, v prípaderovnosti sa berie obrátené poradie èísel konovýh vrholov (teda (1; 2) < (2; 3), ale(1; 2) > (1; 3)). Po zotriedení u¾ m�¾eme zaèa» hµada» najväè¹í mnohouholník.

�
Nazvime premos»ujúou tetivou mnohouholníkatú spomedzi v¹etkýh tetív a strán tohto mno-houholníka, ktorá má najmen-¹ie èíslo zaèiatoèného vrholua najväè¹ie èíslo konového vr-holu. Zjavne mnohouholník s premos»ujúou te-tivou (i; j) bude obsahova» vrholy i, j a e¹te ne-jaké vrholy z i : : : j. Tie¾ si v¹imnime, ¾e ka¾dá zp�vodnýh tetív je premos»ujúou tetivou právejedného mnohouholníka (a premos»ujúou teti-vou mnohouholníka, ktorý obsahuje hranu (1; n)je práve táto hrana). Hovoríme, ¾e mnohouholník je svojou premos»ujúou tetivou ohra-nièený.A teraz ako nájs» najväè¹í mnohouholník. Pou¾ijeme nasledovnú ideu: Algoritmus po-stupne prehádza vrholy n-uholníka od 1 do n. Udr¾uje si pri tom zásobník, v ktoromsú ulo¾ené tetivy, u ktorýh pre¹iel ih poèiatoèným vrholom, ale e¹te nie konovým. Súto teda premos»ujúe tetivy pre doteraz neuzavreté mnohouholníky. Pre ka¾dú tetivu nazásobníku si e¹te pamätáme doteraz narátaný poèet vrholov v òou ohranièenom mnoho-uholníku. Keï¾e aktuálny vrhol v¾dy patrí do mnohouholníka ohranièeného najnesk�rzaèínajúou premos»ujúou tetivou, staèí v¾dy upravova» len poèet vrholov pre tetivuna vrhu zásobníka.Konkrétna implementáia vyzerá nasledovne: V¾dy, keï sa posunieme na ïal¹í vrhol,postupne odoberieme zo zásobníka tetivy, ktoré v tomto vrhole konèia. Keï¾e tetivy sanepretínajú, sú v¹etky tieto tetivy momentálne na vrhu zásobníka. Pre¹li sme toti¾ v¹etkyvrholy, ktoré mohli le¾a» v mnohouholníkoh ohranièenýh týmito tetivami. K týmtotetivám u¾ teda boli spoèítané poèty vrholov v nimi ohranièenýh mnohouholníkoh, atak staèí podµa nih upravi» maximum. Po ka¾dom odobraní tetivy zo zásobníka prirátamejedna k poètu vrholov pre tetivu na vrhu zásobníka, lebo do príslu¹ného mnohouholníkapatrí aj aktuálny vrhol. Potom pridáme v¹etky tetivy zaèínajúe v danom vrhole dozásobníka. Poèty vrholov u novýh tetív sa nastavia na jedna, lebo sa musí zaráta»aktuálny vrhol. Vïaka zotriedeniu tetív staèí tetivy len zaradom odobera» z poµa, kýmsa ih zaèiatoèný vrhol zhoduje s aktuálnym. Zotriedenie tak zaistí, ¾e z tetív, ktoré



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória P 119zaèínajú v aktuálnom vrhole, budú tie, ktoré nesk�r skonèia, vlo¾ené do zásobníka sk�r.Keï sú pridané v¹etky tetivy zaèínajúe v aktuálnom vrhole, priráta sa jedna k poètuvrholov tetivy na vrhu zásobníka za vrhol, do ktorého sa presúvame.Práve uvedený algoritmus sa dá e¹te zrýhli» { staèí si uvedomi», ¾e je zbytoèné po-súva» sa po obvode len po jednom vrhole. Staèí nam vlastne len obís» vrholy, v ktorýhniektorá tetiva zaèína alebo konèí. To, o koµko sa mám posunú», µahko zistím ako mini-mum z kona tetivy na vrhu zásobníka a zaèiatku prvej e¹te nezaradenej tetivy. Získametak algoritmus s èasovou zlo¾itos»ou O(k log k). Samotný prehod n-uholníkom nám budetrva» len O(k), preto¾e ka¾dú tetivu len raz vlo¾íme na zásobník a raz ju odtiaµ vyberieme.Správnos» algoritmu bola ukázaná v popise.P { II { 4Vyu¾ijeme jednoduhé pozorovanie: Postupnos» x1; : : : ; xn je symetriká práve vtedy, keïx1 = xn a postupnos» x2; : : : ; xn�1 je symetriká. Jednoprvková i prázdná postupnos» súv¾dy symetriké.Zostrojíme dla¾diový program, ktorý bude pripú¹»a» len také vydlá¾denia, v ktorýhka¾dý riadok overí rovnos» krajnýh prvkov postupnosti a odstráni ih (prepí¹e na farbu�), prièom posledný riadok akeptuje prázdnu alebo jednoprvkovú postupnos». Takýtoprogram odpovedá áno práve na symetriké postupnosti: Ak je postupnos» x1; : : : ; xnsymetriká, prvý riadok z nej odstráni x1 a xn, druhý x2 a xn�1, atï, a¾ posledný riadokakeptuje jej prostredný prvok (ak mala nepárnu då¾ku) alebo prázdnu postupnos» (akmala párnu då¾ku). Ak program postupnos» akeptuje, tak podµa prvého riadku je x1 == xn, podµa druhého x2 = xn�1 atï, teda zadaná postupnos» je symetriká. Preto ná¹program rie¹i zadanú úlohu so zlo¾itos»ou O(n).Pou¾ijeme nasledovnú sadu dla¾dí:T = 8><>: A ��CA ; A x�Cx ; x yyCx ; x x�CB ; B ��CB ; A x�CB ; 0 � x; y � 99>=>; ;µavý okraj steny má farbu A, pravý farbu B a dolný farbu �.Ka¾dý korektne vydlá¾dený riadok musí vyzera» buï takto:� . . . � xi xi+1 . . . xj�1 xj � . . . �A A ��CA . . . A ��CA A x�Cx x xi+1xi+1Cx . . . x xj�1xj�1Cx x x�CB B ��CB . . . B ��CB B� . . . � � xi+1 . . . xj�1 � � . . . �(to zodpovedá kontrole a odstráneniu krajnýh prvkov postupnosti) alebo takto:� . . . � xi � . . . �A A ��CA . . . A ��CA A x�CB B ��CB . . . B ��CB B� . . . � � � . . . �



120 50. roèník matematikej olympiády(taký riadok akeptuje µubovoµnú jednoprvkovú postupnos»; prázdna postupnos» { taká,ktorej v¹etky prvky u¾ boli prepísané na � { je akeptovaná priamo dolným okrajomsteny).Poznámka: Lep¹ia èasová zlo¾itos» ako lineárna sa nedá dosiahnu». My¹lienka d�kazu:Z de�níie vydlá¾denia vieme, ¾e stenu párnej ¹írky vieme vydlá¾di» práve vtedy, ak sadá vydlá¾di» jej µavá aj jej pravá polovia tak, aby v ka¾dom riadku mali dla¾die, ktorýmisa tieto polovie dotýkajú, rovnakú farbu spoloènej hrany (týmto hranám budeme hovori»prostredný ståpe). Pre ka¾dý zaèiatok postupnosti x1; : : : ; xn=2 v¹ak existuje práve jednodoplnenie prvkami xn=2+1; : : : ; xn také, ¾e x1; : : : ; xn je symetriká postupnos». Keby ne-jakým dvom r�znym x1; : : : ; xn a y1; : : : ; yn zodpovedalo rovnaké ofarbenie prostrednéhoståpa, potom by sa ale dala vydlá¾di» aj stena s postupnos»ou x1; : : : ; xn=2; yn=2+1; : : : ; yn(µavá èas» po prostredný ståpe rovnako, ako pre x1; : : : ; xn, pravá èas» ako pre y1; : : : ; yn).To je ale spor, lebo táto postupnos» nie je symetriká. Preto r�znyh ofarbení prostred-ného ståpa (týh je � fh, kde f je poèet farieb, vyskytujúih sa na dla¾diiah, h jemaximálna vý¹ka steny, teda zlo¾itos» programu) musí by» aspoò toµko, koµko je mo¾nýhpostupností (týh je 10n=2), a preto musí by»h � logb 10n=2 = n � logb 102To ale znamená, ¾e zlo¾itos» µubovoµného dla¾diového programu, rie¹iaeho na¹u úlohu,musí by» aspoò lineárna. P { III { 1Na úvod si treba uvedomi», ¾e jednotlivé súradnie pozíií ve¾í m�¾eme voli» nezávisle nasebe. To preto, ¾e voµba ståpa nijako neobmedzuje rozsah riadkov, v ktorýh m�¾e by»ve¾a umiestnená a naopak. M�¾eme teda pre ka¾dú ve¾u najsk�r zvoli» ståpe, v ktoromsa bude nahádza» a potom pre ka¾dú zvoli» riadok. Tým sme p�vodnú úlohu previedlido jedného rozmeru. Jednotlivé obdå¾niky sa nám premietnu na intervaly a v ka¾domintervale heme vybra» jedno èíslo tak, aby sa ¾iadne dve vybrané èísla nezhodovali.Èísla budeme hµada» nasledujúim sp�sobom: Budeme postupne prehádza» èísla od 1do N a budeme si udr¾iava» informáiu, ktoré intervaly zaèínajúe pred týmto èíslom e¹tenemajú pridelené ¾iadne èíslo. Z týhto intervalov vyberieme najsk�r konèiai a priradímemu aktuálne èíslo. Pokiaµ vybraný interval u¾ prideµované èíslo neobsahuje (skonèil sk�r),tvrdíme, ¾e úloha nemá rie¹enie.Majme nejaké korektné rozostavenie ve¾í R. Indukiou doká¾eme, ¾e ka¾dé takétorozostavenie vieme upravi» na rozostavenie, ktoré navrhne ná¹ algoritmus. Tým tedauká¾eme, ¾e ak existuje korektné rozostavenie ve¾í, tak ná¹ algoritmus jedno korektnérozostavenie nájde.1Æ Neh C je najmen¹ie èíslo, ktoré he ná¹ algoritmus priradi» nejakému (konkrétnenajsk�r zaèínajúemu) intervalu I. Z popisu algoritmu je zrejmé, ¾e men¹ie èíslo sa v¾iadnom rozostavení nem�¾e vyskytova». Pokiaµ sa v R nevyskytuje ani èíslo C, m�¾emeR upravi» tak, ¾e intervalu I priradíme namiesto jeho súèasného èísla èíslo C. Tým sme



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória P 121dostali korektné rozostavenie, ktoré sa navy¹e v prvom èísle zhoduje s rie¹ením, ktorénájde ná¹ algoritmus. Ak je v R èíslo C u¾ priradené nejakému intervalu J , m�¾emeintervalu J priradi» èíslo, ktoré mal doteraz priradené interval I a intervalu I priradi»èíslo C. Keï¾e interval I konèí zo v¹etkýh intervalov obsahujúih C najsk�r, bude totorozostavenie opä» korektné.2Æ Z indukèného predpokladu vieme, ¾e existuje rozostavenie, ktoré sa s rozostavenímnavrhnutým na¹im algoritmom zhoduje v prvýh k èíslah, heme ukáza», ¾e existujerozostavenie, ktoré sa s ním zhoduje v prvýh k + 1 èíslah. My¹lienka je úplne rovnakáako v prvom kroku indukie, preto túto èas» d�kazu nehávame na èitateµa.Priama implementáia algoritmu vedie k rie¹eniu s èasovou zlo¾itos»ou O(N2). Myimplementáiu zrýhlime nasledujúim sp�sobom: Aby sme vedeli rýhlo upravova» in-formáiu o tom, ktoré intervaly obsahujú práve spraovávané èíslo, zoradíme si ih naj-sk�r podµa zaèiatku. Aby sme boli shopní rýhlo nájs» najsk�r konèiai z nih, budemesi intervaly obsahujúe spraovávané èíslo udr¾iava» v halde podµa ih konov. Vylep-¹ená implementáia teda vyzerá nasledovne: Prehádzame postupne èísla od 1 do N . Preka¾dé si do haldy pridáme v¹etky intervaly, zaèínajúe týmto èíslom. Potom z haldy (akje neprázdna) vyberieme najsk�r konèiai interval a pridelíme mu toto èíslo. Pokiaµ vy-braný interval u¾ toto èíslo neobsahuje, vyhlásime, ¾e rozostavenie neexistuje. S týmitovylep¹eniami má algoritmus èasovú zlo¾itos» O(N: logN) a pamä»ovú O(N).P { III { 2Najsk�r uká¾eme, ¾e pre ka¾dé N existuje prirodzené èíslo x, ktoré má ifry len 0 a 1 aje deliteµné N . Oznaème x1 = 1, x2 = 11, x3 = 111 atï. Ïalej oznaème mi = xi mod N .Èísla mi m�¾u nadobúda» iba hodnoty od 0 do N � 1, a preto sa aspoò dve z èísel m1 a¾mN+1 rovnajú. Neh sú to mi a mj (i < j). Potom ale èíslo x = xj � xi je deliteµné N ajeho zápis sa zjavne skladá len z i�er 0 a 1.Naïalej budeme uva¾ova» len èísla zlo¾ené z i�er 0 a 1. Predhodom èísla x budemevola» èíslo x div 10 (teda x bez poslednej ifry) a nasledovníkmi èísla 10x a 10x+1 (tedatie, ktoré z x dostaneme pridaním ïal¹ej ifry). Èíslo x budeme nazýva» minimálnymèíslom pre zvy¹ok z, ak x mod N = z, x obsahuje vo svojom zápise len ifry 0 a 1 a je zov¹etkýh takýhto èísel najmen¹ie. Teraz si doká¾eme jednoduhú pomonú vetu:Lema: Neh x je minimálne èíslo pre zvy¹ok z, neh x0 je predhoda x; oznaèmez0 = x0 mod N . Potom x0 je minimálne èíslo pre zvy¹ok z0.D�kaz: Sporom. Predpokladajme, ¾e x0 nie je minimálne èíslo pre zvy¹ok z0, èi¾eexistuje x00 < x0 také, ¾e x00 mod N = x0 mod N . Neh  je posledná ifra èísla x. Keï¾e(10x0+) mod N = z a x0 mod N = x00 mod N , musí nutne plati» aj (10x00+) mod N == z, ale potom by èíslo x nemohlo by» minimálne pre zvy¹ok z, lebo èíslo 10x00 +  mápo¾adované vlastnosti a je men¹ie. Tým sme dospeli k sporu, preto nutne x0 je minimálneèíslo pre zvy¹ok z0, q.e.d.Podµa tejto pomonej vety budeme poèíta» minimálne èísla pre r�zne zvy¹ky. Pre danýzvy¹ok z sa dá spoèíta» minimálne èíslo x tak, ¾e budeme postupne testova» v rastúomporadí nasledovníkov minimálnyh èísel pre ostatné zvy¹ky a prvý nasledovník y nejakéhominimálneho èísla, pre ktorého platí y mod N = z, je zjavne hµadaným minimálnym



122 50. roèník matematikej olympiádyèíslom pre zvy¹ok z.Týmto postupom nájdeme minimálne èísla pre v¹etky zvy¹ky, pre ktoré existujú.Polo¾me l1 = 1 a keï u¾ vieme l1; : : : ; lk, polo¾me lk+1 rovné najmen¹iemu nasledovní-kovi niektorého z èísel l1; : : : ; lk, pre ktorého platí, ¾e lk+1 mod N je r�zne od v¹etkýhli mod N pre 1 � i � k. Z predhádzajúih úvah ale vyplýva, ¾e jednotlivé èísla li súminimálne èísla pre zvy¹ky zi = li mod N . Navia podµa prvého odstava sa niektoré zèísel zi rovná 0.Ná¹ algoritmus bude praova» presne podµa vy¹¹ie uvedeného popisu. V poli fronta sibudeme pamäta» hodnoty zi a na m-tej pozíii poµa predhadzajui si budeme pamäta»zvy¹ok predhodu minimálneho èísla pre zvy¹ok m { z hodn�t v tomto poli sme shopníµahko zostroji» minimálne èíslo pre zadaný zvy¹ok. Postupne budeme bra» hodnoty zpoµa fronta, zrátame hodnoty (10�zi) mod N a (10�zi+1) mod N (èo sú zvy¹ky, ktorédávajú nasledovníi minimálneho èísla pre zvy¹ok zi) a ak sme doteraz nena¹li èíslo,ktorého zvy¹ok by bola jedna z týhto hodn�t, tak tento zvy¹ok pridáme na konie frontya príslu¹ne zmeníme pole predhadzajui. Èasová aj pamä»ová zlo¾itos» algoritmu jezjavne O(N). P { III { 3Aby sme nemuseli v¹etko popisova» zbytoène zlo¾ito, zaveïme jednoduhé oznaèenia:Postupnosti budú v¾dy zlo¾ené len z núl a jednotiek a v¹etky budú ma» n prvkov. Budemeih znaèi» tuènými písmenami a ih prvky písmenami s indexmi, teda napríklad x jepostupnos», obsahujúa prvky x1; : : : ; xn. Poètu jednotiek v postupnosti x budeme hovori»jej váha a znaèi» #x.Postupnos» y je zotriedením postupnosti x práve vtedy, keï y1 � : : : � yn (teda y jeneklesajúa) a #y = #x.Zaoberajme sa najsk�r tým, ako overi» druhú podmienku. Mohli by sme postupova»podobne ako v krajskom kole { v ka¾dom riadku vydlá¾denia odstráni» po jednej jed-notke z oboh postupností a to opakova» tak dlho, kým nebudú obe obsahova» len nuly,èo µahko overíme farbou spodného okraja steny. Tým úlohu vyrie¹ime s lineárnou zlo¾i-tos»ou, èo v¹ak nie je (ako si ïalej uká¾eme) optimálne. Zostaneme v¹ak pri my¹lienkezjednodu¹ovania testovanýh postupností.Tvrdenie:#x = #y () #x mod 2 = #y mod 2 ^ #x̂ = #ŷ, kde x̂ je postupnos»,ktorú dostaneme z x prepísaním ka¾dej druhej jednotky na nulu (t.j. prvú prepí¹eme,druhú neháme, tretiu prepí¹eme atï.)D�kaz: Ak #x = #y, tak iste #x mod 2 = #y mod 2, ale keï¾e #x̂ = b#x=2,musí by» aj #x̂ = #ŷ. Naopak ak #x̂ = #ŷ, m�¾u sa váhy x a y lí¹i» najvia o 1, akeï¾e dávajú rovnaký zvy¹ok po delení 2, nutne sa rovnajú.Vytvorme najsk�r dla¾diový podprogram, ktorý pre danú postupnos» x zadanú far-bami horného okraja spoèíta x̂ na dolnom okraji a #x mod 2 na pravom okraji. (V tomzmysle, ¾e vydlá¾denie bude existova» práve vtedy, keï farby týhto okrajov spåòajú danépodmienky.) Toto vydlá¾denie bude ma» jediný riadok. Predpokladajme, ¾e µavý okrajmá farbu 0. Budeme potrebova» nasledovnú sadu dla¾dí:



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória P 123
T0 = 8><>: 0 00C0 ; 0 10C1 ; 1 00C1 ; 1 11C0 9>=>;Oznaème zi farbu pravej hrany a yi farbu dolnej hrany i-tej dla¾die vydlá¾deného riadku(z0 neh je 0). ¥ahko uká¾eme, ¾e zi = �Pik=1 xk� mod 2. Indukiou { pre i = 0 platí,pre i > 0 jezi = (zi�1 + xk) mod 2 =   i�1Xk=1xk! mod 2 + xi! mod 2 =  iXk=1 xk! mod 2:Taktie¾ si treba uvedomi», ¾e yi = 1() xi = 1 ^ zi�1 = 1, inými slovami práve vtedy,keï je xi jednotka, pred ktorou bol nepárny poèet jednotiek, teda keï táto je párna, èi¾eju máme neha» v x̂.Skombinujme teraz dva takéto programy tak, aby praovali naraz { jeden s postup-nos»ou x a druhý s y (postupnosti sú kódované dvojiami (xi; yi)). Budeme po¾adova»,aby vypoèítali rovnako kódované postupnosti x̂ a ŷ aj zvy¹ky #x mod 2 a #y mod 2.Na to staèí zostroji» mno¾inu T1 obsahujúu "súèiny\ dvojí dla¾dí z mno¾iny T0, toznamená pre ka¾dé dve dla¾dieA = a dCb a B = e ghCfz T0 do T1 prida» dla¾diu aegdhCbf ;kde ae, bf , g a dh sú usporiadané dvojie farieb. Ak existuje vydlá¾denie riadku, ktorýmá na hornej hrane dvojie (x1; y1); : : : ; (xn; yn), na dolnej (x̂1; ŷ1); : : : ; (x̂n; ŷn), na µavej(0; 0) a na pravej (zx; zy) dla¾diami z T1, musí vïaka tomu, ako sme si tieto dla¾die za-de�novali, existova» aj vydlá¾denie riadku s hornou hranou x1; : : : ; xn, dolnou x̂1; : : : ; x̂n,µavou 0 a pravou zx, ako aj analogiké vydlá¾denie pre y. A naopak, ak existujú tietodve vydlá¾denia, existuje aj ih zlo¾enie zostavené z dla¾dí z mno¾iny T1. Preto zx == #x mod 2, zy = #y mod 2 a spodná hrana naozaj obsahuje dvojie prvkov postupnostíx̂ a ŷ.My v¹ak potrebujeme akeptova» práve tie vydlá¾denia, u ktorýh zx = zy, teda spravým okrajom (0; 0) aj (1; 1). K dispozíii v¹ak máme len jednu farbu pravého okraja.Preto roz¹írime mno¾inu T1 na T2 tak, ¾e ku ka¾dému typu dla¾die z T1 tvaruaegdhC00 alebo aegdhC11pridáme do T2 typ aegdhCP ;



124 50. roèník matematikej olympiádykde P je farba pravého okraja, ktorá sa nezhoduje so ¾iadnou inou farbou. Keï¾e satáto dla¾dia m�¾e vyskytnú» len tesne pri pravej stene (keï¾e ¾iadna dla¾dia nemá µavúhranu farby P ), zodpovedajú korektné vydlá¾denia pomoou tejto sady dla¾dí práve týmvydlá¾deniam sadou T1, pri ktorýh je zx = zy.Zostáva nám e¹te prida» test, èi je postupnos» y neklesajúa, èo vyrie¹ime pridanímdla¾dí typov:
Tz = 8><>: 0 x0x0C0 ; 0 x1x1C1 ; 1 x1x1C1 ; 0 x0x0CP ; 0 x1x1CP ; 1 x1x1CP ;x 2 f0; 1g;x = "tuèná verzia\ x9>=>; ;kde 00, 01, 10 a 11 sú farby dvojí kódujúih zadané postupnosti x a y a 00, 01, 10a 11 analogiké kódy pou¾ívané v¹etkými ostatnými doteraz zade�novanými dla¾diami.Tým z T2 vznikne mno¾ina T , o ktorej tvrdíme, ¾e s farbou µavého okraja 0, pravého Pa spodného 00 rie¹i na¹u úlohu v èase O(logn). Toto tvrdenie teraz doká¾eme.Prvý riadok musí obsahova» len dla¾die z Tz, lebo ¾iadne iné nemajú na svojih hor-nýh hranáh farby zodpovedajúe tým, ktorými je kódovaný vstup. Ako sme u¾ ukázaliv domáom kole, táto sada overí, ¾e postupnos» y je neklesajúa. Navy¹e na spodnomokraji tohto riadku dostaneme p�vodné postupnosti zo vstupu, len ináè kódované. V¹etkyostatné riadky obsahujú len dla¾die z T2, prièom ka¾dý riadok prepí¹e postupnosti xia yi zadané na svojom hornom okraji na postupnosti xi+1 = x̂i a yi+1 = ŷi a overí, èi#xi mod 2 = #yi mod 2. Ak #x = #y, tak po maximálne dlog2 ne riadkoh budú obepostupnosti zredukované na nuly, èo zodpovedá farbe spodného okraja. Èi¾e v takomtoprípade vydlá¾denie existuje a má håbku � 1 + dlog2 ne. Ak #x 6= #y, vydlá¾denie ne-m�¾e existova», lebo aspoò v jednom kroku by sa #xi mod 2 nerovnalo #xi mod 2 (viïTvrdenie).Poznámka: Lep¹ia håbka ne¾ 
(logn) sa nedá dosiahnu». To m�¾eme zd�vodni» po-dobne, ako sme v krajskom kole dokazovali, ¾e na overenie symetrie potrebujeme lineárnuhåbku. Opä» budeme poèíta» mo¾né ofarbenia stredného ståpa { tentokrát si uvedomíme,¾e tieto ofarbenia musia by» r�zne pre ka¾dé dva r�zne poèty jednotiek v x1; : : : ; xn=2 {ak sú jednotky len medzi týmito prvkami a xn=2+1; : : : ; xn sú nulové, musí zotriedenápostupnos» y obsahova» naopak vo svojej µavej polovii samé nuly a v pravej rovnako jed-notiek ako x v µavej. Mo¾nýh poètov jednotiek medzi x1; : : : ; xn=2 je n=2 + 1, mo¾nýhofarbení stredného ståpa fh, kde f je poèet nami pou¾itýh farieb a h je vý¹ka steny,teda zlo¾itos» programu. Z toho dostávame:bh � n=2 + 1 =) bh > n=2 =) h > logb n� logb 2 =) h = 
(n):



Rie¹enia sú»a¾nýh úloh, kategória P 125P { III { 4Rie¹enie tejto úlohy je zalo¾ené na dynamikom programovaní. Pre ka¾dé slovo si budemepamäta», kde je najlep¹ie skonèi» predhádzajúi riadok, ak by toto slovo bolo na koniriadku. Tie¾ si budeme pamäta» minimálny elkový poèet trestnýh bodov pri tomto roz-delení. Keï zrátame najlep¹í konie predhádzajúeho riadku pre posledné slovo, viemezo zapamätanýh informáií µahko zrekon¹truova» rozdelenie elého textu do riadkov {z informáií pre posledné slovo vieme, ktoré slová le¾ia v poslednom riadku. Potom alevieme, ktorým slovom konèí predposledný riadok, preò u¾ tie¾ máme zrátané optimálnerozdelenie a pokraèujeme analogiky. Staèí u¾ len správne doplni» medzery medzi vypi-sované slová. To urobíme tak, ¾e keï máme umiestni» M medzier medzi S + 1 slov, takM mod S dvojí slov oddelíme (M�S)+1 medzerami a S�(M mod S) oddelímeM�Smedzerami. Tým sa poèty medzier medzi µubovoµnými dvoma dvojiami susednýh slovlí¹ia najvia o 1 a elkový poèet medzier je tie¾ správny. Formátovanie posledného riadkua riadku s jedným slovom sú triviálne.A teraz u¾ k hlavnej èasti algoritmu { ako rýhlo spoèíta», kde je najlep¹ie skonèi»predhádzajúi riadok, ak bude aktuálne slovo na koni riadku? Túto informáiu budemepostupne poèíta» od prvého slova. Pri prvom slove nastavíme poèet trestnýh bodov na 0.Ak máme zrátané hodnoty pre prvýh N slov, zaènime ju ráta» pre (N+1): slovo. P�jdemeod N -tého slova smerom k zaèiatku textu. Pre ka¾dé slovo si zrátame poèet trestnýhbodov za riadok, ktorý by zaèínal za týmto slovom a konèil (N + 1): slovom. (Pokiaµ je(N + 1): slovo posledné v texte, bude ním ukonèený riadok posledný, a tak hodnotiaufunkiu musíme informova», ¾e hodnotí posledný riadok.) K tomuto poètu trestnýh bodove¹te prirátame minimálny poèet trestnýh bodov za predhádzajúi text (ten u¾ mámezrátaný a ulo¾ený pri slove, ktoré skú¹ame ako konie predposledného riadku). Z týhtohodn�t si vyberieme minimálnu, zapamätáme si ju a tie¾ si zapamätáme slovo, ktorýmpri nej konèil predposledný riadok. Keï u¾ je posledný riadok pridlhý (hodnotiaa funkiavráti 1), vieme, ¾e lep¹ie rozdelenie u¾ nenájdeme. M�¾eme teda ís» ráta» hodnoty preïal¹ie slovo. Algoritmus má èasovú zlo¾itos» O(T +W � L), kde T je då¾ka textu, W jepoèet slov a L je då¾ka riadku. Pamä»ová zlo¾itos» algoritmu je O(T ). Správnos» algoritmuvyplýva z popisu. P { III { 5Najsk�r si rozmyslime, ¾e platí nasledovné tvrdenie: Trasy liniek mestom sa dajú navrhnú»práve vtedy, keï z ka¾dej kri¾ovatky vyhádza párny poèet ulí.Keby sme si trasy r�znyh liniek vyznaèili na pláne mesta r�znymi farbami, potomby ka¾dá z nih tvorila yklus. Ka¾dá ulia by mala jednoznaène urèenú svoju farbu. Preka¾dú kri¾ovatku a ka¾dú farbu by platilo, ¾e z tejto kri¾ovatky buï nevyhádza ¾iadnaulia tejto farby, alebo z nej vyhádzajú práve dve ulie tejto farby. Preto je poèet ulívyhádzajúih z ka¾dej kri¾ovatky naozaj párny.Teraz si naopak rozmyslime, ¾e ak z ka¾dej kri¾ovatky vyhádza párny poèet ulí,potom vieme navrhnú» trasy liniek tak, aby spåòali po¾iadavky zo zadania. Postupneofarbujeme ulie v meste tak, aby ulie rovnakej farby tvorili yklus (teda zodpovedali



126 50. roèník matematikej olympiádynejakej linke). Ulie, ktoré sme ofarbili, u¾ nebudeme pova¾ova» za súèas» mesta. Týmzmen¹íme poèet ulí vyhádzajúi z µubovoµnej kri¾ovatky o párne èíslo (o nula alebo odve), tak¾e poèet ulí vyhádzajúih z ka¾dej kri¾ovatky bude naïalej párny. Vyberme sinejakú kri¾ovatku v meste a oznaème si ju na mape (polo¾me na òu kamienok). Vybermesa z tejto kri¾ovatky po µubovoµnej (doteraz neofarbenej) ulii a polo¾me kamienok nakri¾ovatku, na ktorú sme pri¹li. Z ka¾dej kri¾ovatky sa v¾dy dá pokraèova» aspoò jed-nou uliou { po jednej sme sem pri¹li a keï¾e neofarbenýh ulí z nej je párny poèet,sú aspoò dve a tou druhou m�¾eme pokraèova» ïalej. Skonèíme, keï by sme mali na ne-jakú kri¾ovatku polo¾i» druhý kamienok { pri¹li sme sem druhýkrát, a teda na¹li yklus.Tento yklus ofarbíme nejakou doteraz nepou¾itou farbou a prehlásime ho za novú linku.Kamienky odstránime z mapy a elý proes opakujeme, kým sa nám neminú neofarbenéhrany.Algoritmus na rie¹enie zadanej úlohy vytvoríme priamo podµa d�kazu. Najsk�r ove-ríme, èi z niektorej kri¾ovatky nevyhádza nepárny poèet ulí. Ak taká existuje, rovnovypí¹eme Neda sa. V opaènom prípade zaèneme aplikova» postup z predhádzajúeho od-stava. Kamienky samozrejme nahradíme nastavovaním vhodného príznaku v programe.Keï nájdeme yklus, príslu¹né ulie vyma¾eme z mapy a yklus vypí¹eme na výstup.Aby sme u¹etrili èas, neháme kamienky na kri¾ovatkáh, ktoré sú medzi kri¾ovatkou,kde sme zaèali a kri¾ovatkou, kde sme mali polo¾i» druhý kamienok. Na tieto kri¾ovatkyby sme toti¾ mohli polo¾i» kamienky aj v meste, ktoré vzniklo vynehaním práve náj-deného yklu. Kladenie kamienkov budeme realizova» jednoduhou rekurzívnu funkiou.Zostáva vyrie¹i», ako práve ofarbené ulie rýhlo odstraòova» z mapy mesta, ulo¾enej vpamäti.Ulie spájajúe dve rovnaké kri¾ovatky si budeme pamäta» ako jednu uliu s uvede-ním poètu ulí, ktoré spájajú tie isté dve kri¾ovatky. Ulie si ulo¾íme do dvojrozmernéhopoµa. Jeden jeho index bude predstavova» èíslo kri¾ovatky a druhý poradové èíslo ulievyhádzajúej z danej kri¾ovatky. Rozmery tohto poµa teda budú poèet kri¾ovatiek �maximálny poèet ulí, vyhádzajúih z jednej kri¾ovatky. Pre ka¾dú kri¾ovatku mámeuvedené v¹etky ulie, ktoré z nej vyhádzajú. Pre ka¾dú si pamätáme, kam vedie, koµkoulí tieto dve kri¾ovatky v meste spája a index do tohto poµa urèujúi, kde sú informáieo tejto ulii ulo¾ené pri kri¾ovatke, ktorá je na jej opaènom koni. Príslu¹nú uliu vyma-¾eme jednoduho tak, ¾e upravíme informáie o nej pri oboh konovýh kri¾ovatkáh,ktoré spája, èo vieme spravi» v kon¹tantnom èase, lebo si pamätáme jej index pri druhejkri¾ovatke.Pamä»ové aj èasové nároky ná¹ho algoritmu sú O(N+M), kde N je poèet kri¾ovatiekv meste a M je poèet ulí v meste. Pamä»ové nároky sa reprezentáiou len jednej z hránspájajúej dve konkrétne kri¾ovatky (viï predhádzajúi odsek) dajú zní¾i» na O(N+H),kde H je maximálny poèet ulí takýh, ¾e ¾iadne dve nespájajú tie isté dve kri¾ovatky.



8. Stredoeurópska informatiká olympiádaÔsma Stredoeurópska olympiáda v programovaní (Central European Olympiad in In-formatis { CEOI) sa uskutoènila v dòoh 24. { 31. augusta 2001 v maïarskommeste Zala-egerszeg. CEOI je sú»a¾ou stredo¹kolákov preva¾ne zo stredoeurópskyh krajín. Ka¾dá zú-èastnená krajina má právo vysla» ¹tyroh sú»a¾iaih, vedúeho výpravy a jeho zástupu.Na CEOI sa ka¾doroène zúèastòujú dru¾stvá zakladajúih krajín { Èeskej Republiky,Chorvátska, Maïarska, Nemeka, Poµska, Rakúska, Rumunska, Slovenskej Republiky aSlovinska. Tento rok organizátori navy¹e pozvali tímy z Holandska, Fínska, Estónska aTalianska. Z Maïarska sa okrem o�iálneho tímu zúèastnil ïal¹í tím ¹tudentov zo Zalskej¾upy.Dru¾stvo Slovenska sa zúèastnilo v zlo¾ení Dávid Haraga (gym. J.G. Tajovského,B. Bystria), Martin Mako (gym. ©kolská, Spi¹ská Nová Ves), Peter Bella (gym. J. Hron-a, Bratislava) a Jozef Tvaro¾ek (gym. J. Hrona, Bratislava) pod vedením do. RNDr.Gabriely Andrejkovej, CS. (Prírodovedeká fakulta UPJ©) a Jána Senka (Fakulta ma-tematiky, fyziky a informatiky UK).Slovenské dru¾stvo získalo tri medaily, jednu zlatú (Jozef Tvaro¾ek), jednu striebornú(Peter Bella) a jednu bronzovú (Martin Mako).V neo�iálnom poradí krajín sa Slovenská Republika umiestnila na druhom miestespolu s Poµskom so ziskom 6 medailovýh bodov. Na prvom mieste skonèilo netradièneNemeko so 7 medailovými bodmi. Na¹e umiestnenie bolo príjemným prekvapením apotvrdilo to, ¾e tohtoroèné úlohy boli o èosi ta¾¹ie a nielen na¹i sú»a¾iai mali problémys ih vyrie¹ením. meno bodyJozef Tvaro¾ek 442 zlatoPeter Bella 355 striebroMartin Mako 256 bronzDávid Haraga 246 { Ján SenkoZadania úloh 8. Stredoeurópskej informatikej olympiádyAtómový ól¹tokVedi objavili ¹peiálny druh molekúl. Je známe, ¾e molekuly pozostávajú z N r�znyhatómov, oznaèenýh èíslami od 1 do N , a molekula je lineárna postupnos». Vedi súvybavení ¹peiálnym meradlom, tzv. ól¹tokom. Toto meradlo umo¾òuje odmera» vzdia-lenos» medzi µubovoµnými dvoma atómami v molekule. Vzdialenos» nameraná ól¹tokomje absolútnou hodnotou rozdielu pozíií dvoh atómov v re»azi.Nane¹tastie sa atómy meraním opotrebúvajú a èasté merania m�¾u znièi» molekulu.Ak je meraná vzdialenos» medzi dvoma atómami, tak sa oba raz pou¾ijú. Ak sa nejaký



128 50. roèník matematikej olympiádyatóm pou¾ije 5x, tak sa rozpadne a molekula je znièená. Ak sa niektorý atóm pou¾ije 4x,tak sa molekula iba jemne po¹kodí. A ak sa ka¾dý atóm pou¾ije menej ako 4x, tak samolekule niè nestane.Va¹ou úlohou je napísa» program, ktorý zistí presnú ¹truktúru molekuly urèením pos-tupnosti atómov v molekule.Oznaèenia atómov:Pozíie: �11 ��32 ��53 ��24 ��45Kni¾niaNa obsluhu vá¹ho ól¹toku ste dostali kni¾niu meter s tromi funkiami:� Size, má by» volaná raz na zaèiatku, bez parametrov, a vraia hodnotu N . Sizemusí by» volaná pred prvým volaním funkie Span.� Span, má by» volaná s dvoma oznaèeniami atómov ako parametrami a vraia vzdia-lenos» medzi nimi.� Answer, má by» volaná na koni a musí by» pou¾itá na odovzdanie vá¹ho výsledku.Answer má dva eloèíselné parametre, i a x, ktoré vravia, ¾e atóm s oznaèením xje na pozíii i v na¹ej molekule. Pre ka¾dé i (1 � i � N) musí by» Answer volanápráve raz, a to v rastúom poradí vzhµadom na i. V¾dy existujú dve symetrikérie¹enia a vy m�¾ete odovzda» µubovoµné z nih.Rozhovor medzi va¹ím programom a kni¾niènými funkiami je zaznamenávaný dotextového súboru hain.out. Tento súbor taktie¾ obsahuje odpovede vá¹ho programu av prípade hyby aj hybové hlásenia.Pokyny pre Pasalistov: nezabudnite na importovaí príkazuses meter;vo va¹om zdrojovom kóde.Pokyny pre programátrov v C/C++: pou¾ite direktívu#inlude "meter.h"vo va¹om zdrojovom kóde, vytvorte projet �le hain.gpr v adresári úlohy, pridajtesúbory hain. (hain.pp) a meter.o do tohto projetu, a potom pou¾ite ompilea/alebo make na vá¹ program.ExperimentovanieM�¾ete experimentova» s kni¾niou vytvorením textového súboru hain.in. Tento súbormusí obsahova» dva riadky. Prvý riadok má obsahova» elé èíslo N , èo je poèet atómovv molekule. Druhý riadok má obsahova» zadanie { postupnos» oznaèení atómov pozostá-vajúu z N r�znyh elýh èísel z intervalu 1 a¾ N .



8. Stredoeurópska informatiká olympiáda, zadania 129PríkladSúbor hain.in51 3 5 2 4 Súbor hain.outSize=5Span(1,2)=3Span(1,3)=1Span(2,3)=2Span(4,5)=2Span(1,4)=4Span(3,5)=1Your Answer: 1 3 5 2 4Max. Aess/Atom: 3Your Answer = Va¹a odpoveïMax. Aess/Atom = Maximálny poèet pou¾ití nejakého atómuObmedzenia� Pre poèet atómov N platí: 5 � N � 10000.� Pou¾itie jedného atómu funkiou Span via ne¾ 4x ukonèí vá¹ program.� Vá¹ program nesmie pristupova» k ¾iadnym súborom.� Pre oznaèenia atómov x a ih pozíie i platí: 1 � i, x � N .� Mená FreePasalovskýh kni¾niènýh súborov: meter.ppw a meter.ow� Deklaráie Pasalovskýh funkií:funtion Size: integer;funtion Span(x, y: integer):integer;proedure Answer(i, x: integer);� Mená C/C++ kni¾ní: meter.h a meter.o� Deklaráie C/C++ funkií:int Size(void);int Span(int x, int y);void Answer(int i, int x);BodovanieAk je odpoveï vá¹ho programu správna a ¾iaden atóm nebol pou¾itý via ako 3x, takdostanete plný poèet bodov za tento test. Ak je odpoveï správna, ale nejaký atóm bolpou¾itý 4x, tak dostanete poloviu bodov za tento test. A ak odpoveï bola nesprávnaalebo bol nejaký atóm pou¾itý 5x, nedostanete ¾iadne body za tento test.Plo¹né spojePlo¹ný spoj je kuprexitová do¹tièka pokrytá medenou vrstvou (do ktorej sa leptajú alebotlaèia r�zne magiké obraze), ktorá sa skladá z uzlov a vodivýh segmentov. Jeden vodivý



130 50. roèník matematikej olympiádysegment spája dvojiu uzlov. Uva¾ujme ¹peiálny druh plo¹nýh spojov, kde sú uzlyumiestnené v obdå¾nikovej mrie¾ke a vodivé segmenty spájajú (vodorovne alebo zvislo)len susedné uzly. Plo¹ný spoj sa nazýva skompletovaný, ak sú ka¾dé dva uzly vodivospojené. Je daný plo¹ný spoj, ktorý má niektoré susedné uzly u¾ prepojené. Na¹ou úlohouje prida» nové vodivé segmenty tak, aby bol plo¹ný spoj skompletovaný. Cena za novýzvislý segment je 1 a za vodorovný 2.��� � ���� � �� ��� � �� ���� � ���� � �� ��� ���Obrázok 29
��� � ���� � � �� ��� � �� � ���� ������ � � � �� ��� ���Obrázok 30Va¹ou úlohou je napísa» program, ktorý vypoèíta ako najlanej¹ie skompletova» danýobvod. Vá¹ program by mal vyrie¹i» nasledovné tri podúlohy:A. Urèi» poèet vodivýh segmentov v najlane¹om skompletovaní.B. Vypoèíta» najmen¹iu enu tohoto skompletovania.C. Vypísa» zoznam vodivýh segmentov v najlanej¹om skompletovaní.Vstup: Prvý riadok súboru iruit.in obsahuje dve elé èísla, N andM . N (1 � N �� 100) je poèet riadkov a M (1 � M � 100) je poèet ståpov v mrie¾ke. Uzly obvoduoznaèujeme súradniami. Uzol v µavom hornom rohu je na súradniiah (1; 1), uzol vpravom dolnom rohu je na (N;M). Ka¾dý z ïal¹íh N riadkov obsahuje M elýh èísel.Èíslo v riadku i a ståpi j v týhto riadkoh popisuje vodivé segmenty medzi dvojiouuzlov (i; j) a (i+1; j), a tie¾ medzi dvojiou uzlov (i; j) a (i; j+1) nasledujúim sp�sobom:� 0 znamená, ¾e ani dvojia uzlov (i; j) a (i+ 1; j) ani dvojia uzlov (i; j) a (i; j + 1)nie sú spojené vodivým segmentom.� 1 znamená, ¾e iba dvojia uzlov (i; j) a (i + 1; j) je spojená vodivým segmentom.� 2 znamená, ¾e iba dvojia uzlov (i; j) a (i; j + 1) je spojená vodivým segmentom.� 3 znamená, ¾e aj dvojia uzlov (i; j) a (i + 1; j), aj dvojia uzlov (i; j) a (i; j + 1)sú spojené vodivým segmetnom.Poznámka: Uvedomte si, ¾e na niektorýh pozíiah nie sú niektoré hodnoty platné(napr. na pozíii (N;M) je platná iba hodnota 0).Výstup: Prvý riadok súboru iruit.out by mal obsahova» dve elé èísla,K a V . ÈísloK je poèet novýh vodivýh segmentov v najlanej¹om skompletovaní a èíslo V je ena



8. Stredoeurópska informatiká olympiáda, zadania 131tohto skompletovania. Zvy¹ok súboru musí obsahova» K riadkov, a to zoznam novýhvodivýh segmentov najlanej¹ieho skompletovania (v µubovoµnom poradí). Ka¾dý riadokmusí obsahova» tri èísla popisujúe práve jeden nový vodivý segment: i, j a d, kde (i; j)sú súradnie uzla a d je buï 1 alebo 2; 1 znamená, ¾e nový segment spája uzly (i; j) a(i + 1; j), hodnota 2 znamená, ¾e nový segment spája uzly (i; j) a (i; j + 1).PríkladSúbor iruit.in4 52 1 1 2 10 3 0 1 03 0 0 3 10 2 0 2 0
Súbor iruit.out5 61 1 13 2 13 3 13 3 22 5 1Príklad vstupu zodpovedá plo¹nému spoju na obrázku 29. Príklad výstupu je najla-nej¹ie mo¾né skompletovanie, tak ako je znázornené na obrázku 30.BodovanieAk odpoviete správne v podúlohe A, dostanete za tento test 1 bod. Ak odpoviete správneaj na podúlohu B, dostanete navy¹e 2 body (dokopy 3). A ak odpoviete správne na v¹etkytri podúlohy, dostanete za tento test plnýh 5 bodov.Uvedomte si, ¾e na získanie bodov za podúlohy A alebo B nepotrebujete vypisova»niè z podúlohy C. Kolobe¾kársky "Trip\Vá¹ tím sa rozhodol, ¾e po sú»a¾i p�jde na kolobe¾kársky výlet po krajine. Chete does-tova» do ieµového mesta a potom sa vráti» naspä» do ¹tartovného mesta. Vá¹ tím v¹akhe, aby esta tam a esta naspä» mali èo najmenej spoloènýh hodníkov (hodník spájadve susedné mestá; esta nem�¾e obsahova» jeden hodník viakrát).Va¹ou úlohou je napísa» program, ktorý nájde dve esty medzi ¹tartovným a ieµovýmmestom také, aby poèet spoloènýh hodníkov na týhto dvoh estáh bol èo najmen¹í.Vstup: Prvý riadok súboru trip.in obsahuje dve elé èísla, S a D (S 6= D), èísla¹tartovného a ieµového mesta. Druhý riadok obsahuje dve elé èísla, N aM , kde N (3 �� N � 1000) je poèet miest a M (2 �M � 100000) je poèet hodníkov medzi mestami.Mestá sú oèíslované od 1 do N . Ka¾dý z ïal¹íhM riadkov súboru obsahuje dve elé èísla,P a Q (1 � P , Q � N ; P 6= Q), èo znamená, ¾e medzi mestami P a Q je obojsmernýhodník. Medzi ka¾dými dvoma mestami je nanajvý¹ jeden hodník.Výstup: Prvý riadok súboru trip.out musí obsahova» jedno elé èíslo, a to najmen¹ímo¾ný poèet spoloènýh hodníkov pre esty tam a spä». Druhý riadok by mal obsaho-va» estu tam popísanú postupnos»ou èísiel miest, ez ktoré vedie, vrátane ¹tartovnéhoaj ieµového mesta. Tretí riadok by mal obsahova» estu spä» popísanú postupnos»ou èí-siel miest, ez ktoré vedie, vrátane ieµového aj ¹tartovného mesta. Ak existuje viaero



132 50. roèník matematikej olympiádyr�znyh dvojí iest s rovnakým poètom spoloènýh hodníkov, vá¹ program m�¾e vypí-sa» µubovoµné z nih. Ak neexistuje ¾iadna esta zo ¹tartovného do ieµového mesta, takvýstupný súbor má obsahova» jediné èíslo -1.PríkladSúbor trip.in1 67 82 11 32 34 24 55 67 56 7
Súbor trip.out21 3 2 4 5 7 66 5 4 2 1

BodovanieAk prvý riadok výstupného súboru obsahuje správnu odpoveï, tak dostanete 2 bodyza tento test. Ak navy¹e druhý a tretí riadok obsahujú správne esty, tak za tento testdostanete navy¹e ïal¹ie 3 body (teda dokopy 5).Komponenty bitmapyÈiernobiele obrázky sa zvyèajne ukladajú vo forme bitmáp. Bitmapa je obdå¾nikovámrie¾ka pixelov.Lomená èiara (alebo len èiara) medzi bodmi P a Q je postupnos» èiernyh pixelovP = P1; P2; : : : ; Pk = Q, kde Pi a Pi+1 (i = 1; : : : ; k � 1) sú (vodorovne alebo zvislo)susedné pixely. Èiara P1; P2; : : : ; Pk je uzavretá, ak platí P1 = Pk a Pi 6= Pj (i = 1; : : : ; k�� 1, j = 2; : : : ; k) pre v¹etky i < j okrem i = 1 a j = k (to znamená, ¾e èiara neobsahujeten istý pixel viakrát).Mno¾ina èiernyh pixelov S je súvislá, ak pre ka¾dú dvojiu pixelov (P;Q) v S existujeaspoò jedna èiara L medzi P a Q taká, ¾e v¹etky pixely z L patria do S.Komponent bitmapy je maximálna súvislá mno¾ina èiernyh pixelov.Komponent m�¾e obsahova» dieru. Diera sa skladá z bielyh pixelov, ktoré sú vovnútri uzavretej èiary. V¹imnite si biely pixel uprostred obrázku 31, ktorý nie je vnútrizvýraznenej uzavretej èiary.Kompaktný komponent neobsahuje ¾iadnu dieru.Obrázok 32 zobrazuje bitmapu s piatimi komponentami, z ktorýh dva sú kompaktné(4 a 5; komponenty 1, 2 a 3 nie sú kompaktné).



8. Stredoeurópska informatiká olympiáda, zadania 133
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45Obrázok 31 Obrázok 32Va¹ou úlohou je napísa» program, ktorý vypoèíta poèet v¹etkýh komponentov a poèetkompaktnýh komponentov v danej bitmape.Kódovanie: Bitmapy, ktoré skúmame, sú zakódované (skomprimované) nasledovnoumetódou: Ka¾dý riadok je zakódovaný ako postupnos» elýh èíselW1; B1; : : : ;Wk; Bk, kdeWi je poèet za sebou nasledujúih bielyh pixelov a Bi je poèet za sebou nasledujúihèiernyh pixelov. Napríklad kód prvého riadku bitmapy na obrázku 32 je postupnos»4 7 4 4 1 0.Vstup: Prvý riadok súboru bitmap.in obsahuje dve kladné elé èísla, N a M . N (2 �� N � 10000) je poèet riadkov a M (2 � M � 1000) je poèet ståpov v bitmape.Nasledujúih N riadkov obsahuje zakódovanú bitmapu systémom popísaným v odstaviKódovanie. Ka¾dý z týhto riadkov je ukonèený èíslom -1.Výstup: Súbor bitmap.out musí obsahova» dva riadky, na ka¾dom práve jedno eléèíslo. Prvý riadok má obsahova» poèet v¹etkýh komponentov a druhý poèet kompaktnýhkomponentov vo vstupnej bitmape.PríkladSúbor bitmap.in10 204 7 4 4 1 0 -10 4 1 4 1 4 1 1 1 3 -11 3 4 6 2 4 -10 7 9 4 -10 1 4 9 1 1 4 0 -10 1 1 3 1 8 1 5 -10 1 1 1 1 1 1 8 1 1 3 1 -10 1 1 3 1 1 3 1 2 1 1 1 3 1 -10 1 5 1 1 6 1 1 3 1 -10 7 3 4 1 1 3 1 -1

Súbor bitmap.out52

BodovanieAk prvý riadok vá¹ho výstupného súboru obsahuje správny poèet v¹etkýh komponentov,tak dostanete 50% bodov za tento test. Ak aj druhý riadok vá¹ho výstupného súboruobsahuje správny poèet kompaktnýh komponentov, tak dostanete ïal¹íh 50% bodov zatento test.



134 50. roèník matematikej olympiády®olíkové výrazyHviezdièkové výrazy sa èasto pou¾ívajú na ¹pei�kovanie viaerýh súborov. Napríkladv¹etky súbory, ktorýh názvy zaèínajú na h a konèia na bakm�¾eme ¹pei�kova» výrazomh*bak.Hviezdièkový výraz je re»aze, v ktorom hviezdièky (*) oznaèujú ¾olíka. Re»aze Wvyhovuje výrazu P , ak jeW mo¾né získa» dosadením nejakýh re»azov (aj prázdnyh) zahviezdièky do P (za ka¾dú hviezdièku m�¾ete dosadi» iný re»aze). Q nazývame spoloènýmvýrazom pre dva hviezdièkové výrazy P1 a P2, ak ka¾dý re»aze, ktorý vyhovuje Q,vyhovuje aj P1 aj P2.Mno¾ina Q1; Q2; : : : ; QL spoloènýh výrazov sa nazýva úplná, ak ka¾dý re»aze, ktorývyhovuje obom P1 aj P2, vyhovuje nejakému Qi.Va¹ou úlohou je napísa» program, ktorý pre danú dvojiu výrazov P1 a P2 vypoèítaA. aspoò jeden spoloèný výraz (ale ¾iadne nesprávne!); aleboB. úplnú mno¾inu spoloènýh výrazov, ktorá nemá via ako 6666 polo¾iek; aleboC. úplnú mno¾inu spoloènýh výrazov, ktorá má najmen¹í poèet prvkov (to znamená,¾e neexistuje ¾iadna men¹ia úplná mno¾ina). V¹imnite si, ¾e vyrie¹ením tejto úlohyzískate bonusovýh 50% bodov.Vstup: Prvý a druhý riadok vstupného súboru pattern.in obsahujú hviezdièkové vý-razy P1 a P2. Výrazy sú zlo¾ené z malýh písmen od `a' po `z' a znaku `*'. Ka¾dývýraz má nanajvý¹ 20 znakov. Poèet hviezdièiek vo výraze je medzi 0 a 6 (vrátane).Výstup: Prvý riadok výstupného súboru pattern.out musí obsahova» elé èíslo K,poèet spoloènýh výrazov vo va¹om rie¹ení. Nasledujúih K riadkov musí obsahova» pojednom spoloènom výraze, tieto spolu tvoria va¹e rie¹enie.Poradie spoloènýh výrazov je nepodstatné. Aj verzia B aj C sa dá vyrie¹i» pomoounanajvý¹ 6666 výrazov. Ak neexistuje ¾iaden spoloèný výraz výrazov P1 a P2, tak prvýa jediný riadok výstupného súboru musí obsahova» èíslo 0.PríkladSúbor pattern.in*ab*ba*b Súbor pattern.out pre verziu C4ba*ab*bbab*bba*abbabBodovanieAk va¹e rie¹enie vyrie¹i verziu A tohto problému, dostanete 5 bodov za tento test. Akvyrie¹i verziu B, dostanete 10 bodov, a ak vyrie¹i verziu C, dostanete 15 bodov.



8. Stredoeurópska informatiká olympiáda, zadania 135Kokáèi majú voµby©tudenti vo va¹ej ¹kole sa delia na dve disjunktné skupiny: na kokáèov a na nevedomýh.Na ka¾dej ¹kole je jedna z týhto skupín v prevahe. Na¹ou úlohou je vybra» prezidenta¹koly, ktorý ale musí patri» do tej väè¹ej skupiny. Identi�kátory ¹tudentov sú elé èíslaod 1 po poèet ¹tudentov. Jedinú operáiu, ktorú m�¾ete na ¹tudentoh vykona» (okremoperáie slepého èreva) je spýta» sa, èi dvaja ¹tudenti patria do rovnakej skupiny.Va¹ou úlohou je napísa» program, ktorý nájde µubovoµného ¹tudenta patriaeho doväè¹ej skupiny a zároveò polo¾í èo najmenej otázok.Kni¾niaNa kladenie otázok ste dostali kni¾niu query s tromi operáiami:� Size, má by» volaná raz na zaèiatku, bez parametrov, a vraia hodnotu N , èoje poèet v¹etkýh ¹tudentov. Size musí by» volaná pred prvým volaním funkieMember.� Member, má by» volaná s dvoma identi�kátormi ¹tudentov ako parametrami a vraia1, ak títo ¹tudenti patria do rovnakej skupiny, inak vraia 0.� Answer, má by» volaná raz na koni a musí by» pou¾itá na odovzdanie vá¹ho vý-sledku. Answer má jeden eloèíselný parameter, a to identi�kátor ¹tudenta, ktorýpatrí do väè¹ej skupiny.Rozhovor medzi va¹ím programom a kni¾niènými funkiami je zaznamenávaný dotextového súboru selet.out. Tento súbor tie¾ obsahuje va¹u odpoveï a taktie¾ to, èiste odpovedali správne.Va¹a odpoveï je akeptovaná len vtedy, ak neexistuje protipríklad. Protipríklad jenejaké rozdelenie ¹tudentov na dve disjunktné skupiny A a B, pre ktoré je va¹a komuni-káia s kni¾niou korektná, ale va¹a odpoveï nie je. Kni¾nia núti vá¹ program, aby saspýtal toµko otázok, koµko je potrebné na identi�káiu èlena väè¹ej skupiny. To znamená,¾e neexistujú ¾iadne dopredu urèené testovaie dáta, ale kni¾nia si ih vymý¹µa za behu.Ak odpoviete predtým, ako si ste na 100% istí, dostanete 0 bodov. Tak ¾iadne tipovanie!Pokyny pre Pasalistov: nezabudnite na importovaí príkazuses query;vo va¹om zdrojovom kóde.Pokyny pre programátrov v C/C++: pou¾ite direktívu#inlude "query.h"vo va¹om zdrojovom kóde, vytvorte projet �le selet.gpr v adresári úlohy, pridajtesúbory selet. (selet.pp) a query.o do tohto projetu, a potom pou¾ite ompilea/alebo make na vá¹ program.ExperimentovanieM�¾ete experimentova» s kni¾niou vytvorením textového súboru selet.in. Prvý ajediný riadok tohto súboru má obsahova» elé èíslo N , a to poèet v¹etkýh ¹tudentov na



136 50. roèník matematikej olympiády¹kole. N musí by» nepárne èíslo!PríkladSúbor selet.in7Súbor selet.outSize=7Member(1,2)=0Member(3,4)=1Member(5,6)=1Member(4,6)=0Your Answer: 7, Corret
Majority Group: 2 5. .7Non-majority Group: 1 3 4Number of Queries: 4Full Possible Sore: 3Your Sore: 3Vysvetlivky:Your Answer = Va¹a odpoveï Majority Group = Vaè¹ia skupinaNon-majority Group = Men¹ia skupina Number of Queries = Poèet otázokFull Possible Sore = Najvy¹¹í mo¾ný poèet bodov Your Sore = Tvoj poèet bodovzápis a. .b oznaèuje eloèíselný interval od a po b vrátane.Napríklad odpoveï 1 by nebola správna, preto¾e pre rozdelenie ¹tudentov do skupínf2; 5; 6; 7g a f1; 3; 4g 1 nie je èlenom väè¹ej skupiny f2; 5; 6; 7g.Obmedzenia� Pre poèet ¹tudentov N platí: 5 � N < 30000 a N je nepárne.� Vá¹ program nesmie pristupova» k ¾iadnym súborom.� Pre identi�kátory ¹tudentov i platí: 1 � i � N .� Mená FreePasalovskýh kni¾niènýh súborov: query.ppw a query.ow� Deklaráie Pasalovskýh funkií:funtion Size: integer;funtion Member(x, y: integer):integer;proedure Answer(x: integer);� Mená C/C++ kni¾ní: query.h a query.o� Deklaráie C/C++ funkií:int Size(void);int Member(int x, int y);void Answer(int x);BodovanieAk je odpoveï vá¹ho programu správna a vá¹ program sa opýtal K otázok, tak dostanetemax(0; N �K) bodov za tento test (kde N je poèet ¹tudentov).



13. Medzinárodná informatiká olympiádaV dòoh 14. { 21. júla 2001 sa v Tampere vo Fínsku konala medzinárodná informatikáolympiáda (IOI 2001). Olympiády sa zúèastnili ¹tvorèlenné dru¾stvá stredo¹kolákov zo74 krajín elého sveta. Na¹u výpravu na olympiáde tvorilo dru¾stvo v zlo¾ení MariánDvorský (gym. Ko¹ie, ©robárova), Ján Orave (gym. J.G. Tajovského, B. Bystria),Jozef Tvaro¾ek (gym. J. Hrona, Bratislava) a Tomá¹ Záthureký (gym. V. Paulínyho{Tótha, Martin) spolu s dvomi vedúimi RNDr. Danou Pardubskou, CS. a MihalomFori¹ekom (FMFI UK Bratislava).Slovenskému dru¾stvu sa podarilo nadviaza» na tradiène výborné výsledky v minulýhrokoh, keï¾e dvaja na¹i ¹tudenti získali zlaté a dvaja strieborné medaily. Slovensko savïaka tomu v neo�iálnom poradí krajín umiestnilo na prvom mieste.meno bodyJán Orave 420 zlatoMarián Dvorský 415 zlatoTomá¹ Záthureký 338 striebroJozef Tvaro¾ek 329 striebroNa výsledku ná¹ho dru¾stva je vidie», ¾e v¹eti na¹i sú»a¾iai mali za sebou intenzívnuprípravu a taktie¾ skúsenosti na medzinárodnýh sú»a¾iah. Traja z nih sa dokona naIOI zúèastnili aj minulý rok. Preto boli na nih tento rok právom kladené vysoké nároky.Na na¹u rados» ih s prehµadom dokázali splni» a v rozhodujúej hvíli pomohla aj troha¹»astia. Dosiahnuté medaily sú najlep¹ie, aké mohli reálne za získané body dosta» a aj keïsi do poslednej hvíle neboli istí, akú medailu dostanú, o to väè¹iu rados» z nih potommali. Zostáva u¾ len popria», aby na¹e dru¾stvo budúi rok tento výsledok dokázalo aspoòzopakova». Mihal Fori¹ekZadania úloh 13. Medzinárodnej informatikej olympiádyMobilné telefónyPliaga zvaná mobilné telefóny sa u¾ roz¹írila aj v okolí Tampere. Dokona tu u¾ majú vy-krývaèe ¹tvrtej generáie (pre neznalýh: vykrývaè je akási stania, na ktorú sa pripájajúmobily z blízkeho okolia). A tieto vykrývaèe praujú nasledovne: Celý okres je rozdelenýna ¹tvore. Tie tvoria matiu S � S. Jej riadky a ståpe budeme èíslova» od 0 do S � 1.V ka¾dom ¹tvori je práve jeden vykrývaè. Poèet aktívnyh mobilov vo ¹tvori sa m�¾emeni», keï¾e sa majitelia mobilov s nimi presúvajú z jedného ¹tvora do druhého, zapí-najú a vypínaju ih. Z èasu na èas vykrývaèe hlásia do entra poèet aktívnyh mobilovvo svojom ¹tvori a spolu s ním aj svoje súradnie, t.j. riadok a ståpe ¹tvora, v ktoromsa nahádzajú.



138 50. roèník matematikej olympiádyNapí¹te program, ktorý bude prijíma» tieto hlásenia a odpoveda» na otázky ohµadomaktuálneho poètu aktívnyh mobilov v µubovoµnom obdå¾niku.Vstup a výstup: Vstup èítajte zo ¹tandardného vstupu ako elé èísla a odpovede naotázky pí¹te na ¹tandardný výstup opä» ako elé èísla. Formát vstupu je nasledovný:Ka¾dý riadok vstupu bude obsahova» práve jeden príkaz. Ten sa skladá z jedného eléhoèísla, urèujúeho typ príkazu, a niekoµkýh eloèíselnýh parametrov podµa nasledujúejtabuµky:Príkaz Parametre Význam0 S Iniializuj matiu veµkosti S � S, obsahujúu samé nuly.Tento príkaz bude pou¾itý práve raz ako prvý príkaz.1 X Y A Zvý¹ poèet mobilov vo ¹tvori (X; Y ) o A.A m�¾e by» kladné aj záporné.2 L B R T Vypí¹ poèet aktívnyh mobilov vo ¹tvoroh (X; Y ) takýh, ¾eL � X � R a B � Y � T .3 Ukonèenie programu.Tento príkaz bude pou¾itý práve raz ako posledný príkaz.M�¾ete predpoklada», ¾e hodnoty parametrov budú v povolenom rozsahu, netreba ihkontrolova». Konkrétne m�¾ete predpoklada», ¾e ak A je záporné, nezní¾i poèet aktívnyhmobilov vo ¹tvori pod 0. Èíslovanie riadkov aj ståpov zaèína od 0, teda tabuµka veµkosti4� 4 obsahuje ¹tvore (X; Y ), pre ktoré 0 � X � 3 a 0 � Y � 3Pri spraovaní iného príkazu ako 2 by vá¹ program nemal niè písa» na výstup. Prispraovaní príkazu 2 by mal na ¹tandardný výstup vypísa» riadok s jediným èíslom.Príkladstdin stdout vysvetlenie0 4 Iniializuje tabuµku veµkosti 4� 4.1 1 2 3 Vo ¹tvori (1; 2) pribudli 3 aktívne mobily.2 0 0 2 2 Otázka na poèet akt. mobilov v obdå¾niku 0 � X � 2, 0 � Y � 2.3 Odpoveï na otázku.1 1 1 2 Vo ¹tvori (1; 1) pribudli 2 aktívne mobily.1 1 2 -1 Vo ¹tvori (1; 2) ubudol 1 aktívny mobil.2 1 1 2 3 Otázka na poèet akt. mobilov v obdå¾niku 1 � X � 2, 1 � Y � 3.4 Odpoveï na otázku.3 Ukonèenie programu.ObmedzeniaVeµkos» tabuµky S � S 1� 1 � S � S � 1024� 1024Poèet mobilov vo ¹tvori V 0 � V � 215 � 1 (= 32 767)Zmena poètu mobilov A �215 � A � 215 � 1 (= 32 767)Poèet príkazov na vstupe U 3 � U � 60 002Maximálny poèet mobilov v elej tabuµke M M = 230Z 20 vstupov bude 16 takýh, ¾e veµkos» tabuµky je nanajvý¹ 512� 512.



13. Medzinárodná informatiká olympiáda, zadania 139Hra IoiwariMedzi najstar¹ie formy µudskej zábavy patrí aj séria hier s gulièkami a jamkami, nazývanáManala. V tejto úlohe sa stretnete s jej verziou vyvinutou ¹peiálne pre túto IOI. Hruhrajú dvaja hráèi na okrúhlej doske so siedmimi jamkami po obvode. Okrem toho máka¾dý hráè vlastné vreko, ktoré je na zaèiatku hry prázdne. Na zaèiatku hry sa do jamiekna doske náhodne rozlo¾í 20 gulièiek tak, aby v ka¾dej jamke boli aspoò 2 a najvia 4.Potom obaja hráèi striedavo »ahajú. «ah prebieha nasledovne: Hráè si vyberie neprázdnujamku a zoberie si z nej do ruky v¹etky gulièky. Kým e¹te má nejaké gulièky v ruke,prehádza jamky v smere hodinovýh ruèièiek zaènú nasledujúou a pri ka¾dej jamkevykoná nasledovné operáie:� Ak má e¹te v ruke via ako 1 gulièku: Ak je v aktuálnej jamke práve 5 gulièiek,vyberie z nej jednu gulièku a dá si ju do vreka. Inak dá do aktuálnej jamky jednugulièku z ruky.� Ak má v ruke práve 1 gulièku: Ak sú v aktuálnej jamke 1 a¾ 4 gulièky, tak si v¹etkygulièky z nej a aj tú z ruky dá do vreka. V opaènom prípade (ak je v jamke 0 alebo5 gulièiek), dá gulièku z ruky do súperovho vreka.Hra konèí, keï sú v¹etky jamky prázdne a vyhráva hráè, ktorý má vo vreku viagulièiek.Existuje vyhrávajúa stratégia pre zaèínajúeho hráèa. Va¹ou úlohou je napísa» prog-ram, ktorý bude túto hru hra» ako zaèínajúi hráè a vyhrá. Súper bude pri vyhodnoovaníhra» optimálne, t.j. ak dostane ¹anu vyhra», vyhrá.Vstup a výstup: Vá¹ program bude èíta» vstup zo ¹tandardného vstupu a vypisova» na¹tandardný výstup. Vá¹ program bude hráè 1 a súper bude hráè 2. Jamky sú oèíslovanéod 1 po 7 v smere hodinovýh ruèièiek po obvode dosky. Na zaèiatku musí vá¹ programnaèíta» riadok so siedmimi elými èíslami p1, . . . , p7 { zaèiatoèné rozmiestnenie gulièiekv jamkáh 1 a¾ 7. Potom sa zaène hra. Vá¹ program by ju mal hra» nasledovne:� Ak je na »ahu vá¹ program, má na ¹tandardný výstup vypísa» èíslo jamky, ktorú sivo svojom »ahu vybral.� Ak je na »ahu súper, vá¹ program má naèíta» zo ¹tandardného vstupu èíslo jamky,ktorú si súper vo svojom »ahu vybral.NástrojeK dispozíii máte program (pod Linuxom ioiwari2, pod Win98 ioiwari2.exe), ktorýhrá ako hráè 2 optimálne jednu konkrétnu hru. Najsk�r vypí¹e na ¹tandardný výstup prvýriadok, ktorý má vá¹ program preèíta». Tento riadok popisuje poèiatoèné poèty gulièiekv jamkáh (4 3 2 4 2 3 2). Potom bude hra» túto hru, prièom sa bude sna¾i» èíta» »ahyhráèa 1 zo ¹tandardného vstupu a písa» vlastné »ahy na ¹tandardný výstup. Pri testovaním�¾ete tento program a svoj spusti» nezávisle na sebe a ruène prená¹a» informáie medzinimi. Hra bude zaznamenaná do súboru ioiwari.out.



140 50. roèník matematikej olympiádyPríkladKorektná postupnos» 6 »ahov:Operáia n Jamka 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. Vreko 1 Vreko 2Zaèiatok hry 4 3 2 4 2 3 2 0 0«ah hráèa 1: 2 4 0 3 5 0 3 2 3 0«ah hráèa 2: 3 4 0 0 4 1 4 0 3 4«ah hráèa 1: 5 4 0 0 4 0 0 0 8 4«ah hráèa 2: 4 0 0 0 0 1 1 1 8 9«ah hráèa 1: 5 0 0 0 0 0 0 1 10 9«ah hráèa 2: 7 0 0 0 0 0 0 0 11 9BodovanieZa ka¾dú hru, ktorú vá¹ program vyhrá, dostanete 4 body, za ka¾dú remízu 2 a inak 0bodov. Pä»advadsa»Santa Claus si so svojimi pomoníkmi èasto posiela správy, ktoré bývajú zakódované dojazyka Pä»advadsa». Abeeda tohto jazyka je rovnaká ako angliká s jedinou výnimkou {hýba písmeno Z, t.j. obsahuje 25 písmen od A po Y v takom istom poradí ako anglikáabeeda. Ka¾dé slovo v tomto jazyku má presne 25 r�znyh písmen. Slovo m�¾eme zapísa»do tabuµky 5� 5 po riadkoh. Napríklad slovo ADJPTBEKQUCGLRVFINSWHMOXYzapí¹eme takto: A D J P TB E K Q UC G L R VF I N S WH M O X YJazyk Pä»advadsa» obsahuje práve také slová, ktorýh príslu¹ná tabuµka má písmenáv ka¾dom riadku aj ståpi usporiadané vzostupne. Tak¾e slovo ADJPTBEKQUCGLRV-FINSWHMOXY je slovom z tohto jazyka, na rozdiel od slova ADJPTBEGQUCKLRV-FINSWHMOXY (v druhom ani tre»om ståpi nie sú písmená usporiadané korektne).Santa Claus má obrovský slovník. Ten obsahuje zoznam v¹etkýh slov jazyka Pä»ad-vadsa» v lexikogra�kom usporiadaní (vzostupne) súèasne s ih poradovými èíslami, za-èínajú od 1. Napríklad slovo ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY má èíslo 1, slovoABCDEFGHIJKLMNOPQRSUTVWXY má èíslo 2. V slove èíslo 2 sú oproti slovu 1vymenené U a T.Tento slovník je na hudáka starého Santa Clausa priveµký. Preto ak mu nenapí¹eteprogram, ktorý by mu pomohol, nedostanete na Vianoe ¾iadne darèeky, len pä»advadsa»na zadok. Vá¹ program by mal vedie» µubovoµnému slovu priradi» jeho poradové èíslo aaj naopak poradovému èíslu priradi» príslu¹né slovo. Slovník obsahuje nanajvý¹ 231 slov.



13. Medzinárodná informatiká olympiáda, zadania 141Vstup: Vstupný súbor sa volá twofive.in a obsahuje dva riadky. Na prvom riadku jejediný znak { `W' alebo `N'. Ak prvý riadok obsahuje `W', na druhom riadku je platnéslovo jazyka Pä»advadsa», teda re»aze s 25 znakmi. Ak prvý riadok obsahuje `N', nadruhom riadku je poradové èíslo existujúeho slova tohto jazyka.Výstup: Výstupný súbor sa volá twofive.out a má obsahova» jediný riadok. Ak jev druhom riadku vstupného súboru slovo, má vo výstupnom súbore by» poradové èíslotohto slova. Ak je v druhom riadku vstupného súboru poradové èíslo, má vo výstupnomsúbore by» slovo jazyka Pä»advadsa» s týmto poradovým èíslom.PríkladSúbor twofive.inWABCDEFGHIJKLMNOPQRSUTVWXY Súbor twofive.out2Súbor twofive.inN2 Súbor twofive.outABCDEFGHIJKLMNOPQRSUTVWXYSkóreSkóre je dosková hra pre dvoh hráèov, ktorí striedavo presúvajú �gúrku z políèka napolíèko. Na doske jeN políèok, oèíslovanýh od 1 doN a niekoµko ¹ípok. Ka¾dá ¹ípka vediez jedného políèka na nejaké iné. Ka¾dé políèko vlastní jeden z hráèov, toho budeme vola»vlastníkom tohoto políèka. Navy¹e je ka¾dé políèko ohodnotené kladným èíslom, r�znepolíèka majú navzájom r�zne ohodnotenia. Políèko èíslo 1 je poèiatoèné. Na zaèiatkumajú obaja hráèi skóre 0.Hra prebieha nasledovne: Oznaème C políèko, na ktorom sa na zaèiatku »ahu nahádza�gúrka. (Na zaèiatku hry bude C políèko è. 1.) «ah pozostáva z nasledujúih operáii:1. Ak je hodnota políèka C väè¹ia ako aktuálne skóre vlastníka C, jeho skóre sa zvý¹ina hodnotu C. Inak ostáva skóre vlastníka C nezmenené. Skóre druhého hráèa saani v jednom z prípadov nemení.2. Následne si vlastník C vyberie jednu zo ¹ípok vyhádzajúih z C a na políèko, naktoré ¹ípka vedie, presunie �gúrku.Hra konèí, keï sa po niektorom »ahu �gúrka oitne na poèiatoènom políèku. Ví»azomje hráè, ktorý má v tej hvíli vy¹¹ie skóre.©ípky sú v¾dy umiestnené tak, aby platilo:� Z ka¾dého políèka vyhádza aspoò 1 ¹ípka.� Ka¾dé políèko je dosiahnuteµné z poèiatoèného políèka, t.j. existuje postupnos» ¹í-pok, ktorá naò vedie.� Je zaruèené, ¾e hra skonèí po koneènom poète krokov.



142 50. roèník matematikej olympiádyNapí¹te program, ktorý bude hra» túto hru a vyhrá. V¹etky hry, ktoré bude ma» poèasvyhodnotenia hra», m�¾e vyhra», bez ohµadu na to, èi je to hra, v ktorej zaèína alebo nie.Súper bude hra» optimálne, t.j. ak dostane ¹anu vyhra», vyhrá.Vstup a výstup: Program má èíta» zo ¹tandardného vstupu a písa» na ¹tandardnývýstup. Vá¹ program je hráè è. 1, súper je hráè è. 2. Pri spustení by vá¹ program malnajsk�r zo ¹tandardného vstupu preèíta» nasledujúe údaje:Na prvom riadku je jedno elé èíslo N (1 � N � 1 000) { poèet políèok. Políèkasú oèíslované od 1 po N . V ka¾dom z nasledujúih N riadkov sa nahádza N elýhèísel, popisujúih ¹ípky. Ak z políèka i na políèko j vedie ¹ípka, tak j-te èíslo na i-tom ztýhto riadkov je 1, inak je tam 0. Nasledujúi riadok obsahuje N elýh èísel { vlastníkovpolíèok. Ak je vlastníkom políèka i hráè è. 1, tak i-tym èíslom na tomto riadku je 1, inakje to 2. Nasledujúi riadok obsahuje N elýh èísel { hodnoty políèok. Ak je i-te èíslo natomto riadku j, hodnota políèka i je j. Pre hodnotu j políèka platí 1 � j � N a v¹etkyhodnoty políèok sú navzájom r�zne.Potom zaèína hra s �gúrkou na políèku èíslo 1. Vá¹ program by sa mal správa» podµanasledovnýh pravidiel a skonèi», keï sa �gúrka vráti na poèiatoèné políèko.� Ak je na »ahu vá¹ program, mal by na ¹tandardný výstup vypísa» èíslo políèka P(1 � P � N), na ktoré he presunú» �gúrku.� Ak je na »ahu vá¹ súper, vá¹ program by mal zo ¹tandardného vstupu naèíta» èíslopolíèka P (1 � P � N), na ktoré presunul �gúrku.V¹imnime si nasledujúi príklad: 1 23 4
1 42 3�Políèka patriae hráèovi è. 1 sú oznaèené krú¾kom, hráèovi è. 2 ¹tvorèekom. V tomtoútvare je napísaná hodnota príslu¹ného políèka a pri òom jeho èíslo. Hra prebieha nasle-dovne:stdin stdout význam4 N0 1 0 0 informáie o ¹ípkah0 0 1 1 informáie o ¹ípkah0 0 0 1 informáie o ¹ípkah1 0 0 0 informáie o ¹ípkah1 1 2 2 vlastníi políèok1 3 4 2 hodnoty políèok2 «ah hráèa è. 14 «ah hráèa è. 11 «ah hráèa è. 2 na poè. políèko { konie hry



13. Medzinárodná informatiká olympiáda, zadania 143Po hre má hráè è. 1 skóre 3, hráè è. 2 skóre 2, teda vyhráva hráè è. 1.NástrojeMáte k dispozíii pomoný program (v Linuxe sore2, vo Win98 sore2.exe). Tentoprogram èíta zo súboru sore.in popis hry vo vy¹¹ie uvedenom formáte. V takomtoistom formáte ho aj vypí¹e na ¹tandardný výstup. Tento výstup m�¾ete pou¾i» ako vstuppre svoj program pri testovaní. Potom program hrá s náhodnou stratégiou, prièom èítazo ¹tandardného vstupu »ahy vá¹ho programu a pí¹e na ¹tandardný výstup svoje »ahy.BodovanieAk hru vyhráte, získate za òu plný poèet bodov, inak 0. Pri vyhodnoovaní je vá¹ programnajsk�r spustený proti inému programu s èasovým limitom o jednu sekundu vy¹¹ím, akoje skutoèný èasový limit na túto úlohu. Je zaznamenaný vstup a výstup vá¹ho programu.Následne je vá¹ program spustený e¹te raz s tým istým vstupom presmerovaným zo súborua so skutoèným èasovým limitom. Vá¹ program musí pri druhom spustení vygenerova»rovnaký výstup ako pri prvom spustení.Dvakrát ¹ifruj a raz re¾Kryptogra�ký Superbezpeèný Protokol (KSP) pou¾íva silný kryptogra�ký algoritmus.Ten prauje s tromi blokmi veµkosti 128 bitov. ©ifrovaia funkia E (enrypt) dostáva akoparametre blok p (plaintext, t.j. neza¹ifrovaná správa) a blok k (key, t.j. kµúè ¹ifry) a vrátiblok  (iphertext, t.j. za¹ifrovaná správa). = E(p; k)Inverznú funkiu k ¹ifrovaej funkii E pou¾ívanej v KSP budeme vola» de¹ifrovaiafunkia a oznaèova» D (derypt). Pritom platí:D(E(p; k); k ) = p E(D(; k); k ) = V Dvojitom KSP, èo je to úplne najsilnej¹ie, èo len m�¾e by», sa postupne pou¾ívajúdva bloky kµúèov k1 a k2 v tomto poradí, teda pre za¹ifrovanú správu 2 platí:2 = E(E(p; k1); k2 )Dané je tie¾ elé èíslo s. Urèuje, ¾e relevantnýh bude len 4s najvy¹¹íh bitov ka¾déhokµúèa, ostatnýh 128� 4s bitov budú nuly.Va¹ou úlohou je pre danú správu zakódovanú Dvojitým KSP zisti» dvojiu kµúèov,ktorá bola pri ¹ifrovaní pou¾itá. Máte k dispozíii aj p�vodnú správu p, aj príslu¹nýza¹ifrovaný text 2 a viete (vïaka danému s), ¾e príslu¹nú èas» kµúèov tvoria nuly.Taktie¾ máte k dispozíii kni¾niu, v ktorej sú implementované ¹ifrovaia a de¹ifrovaiafunkia KSP a taktie¾ funkie na prevod medzi blokom a jeho hexadeimálnym zápisom.



144 50. roèník matematikej olympiádyVa¹ou úlohou je odovzda» príslu¹né ¹ifrovaie kµúèe a nie program, ktorý ihzis»uje!Vstup: Danýh je desa» vstupov v textovýh súboroh s menami double1.in a¾ doub-le10.in. Ka¾dý súbor obsahuje 3 riadky. Na prvom je elé èíslo s, na druhom bloksprávy p a na tre»om za¹ifrovaná správa 2, získaná z p pou¾itím Dvojitého KSP. Obatieto bloky sú napísané ako re»aze 32 hexadeimálnyh i�er (`0'. . . `9', `A'. . . `F').V¹etky vstupné súbory majú rie¹enie.Výstup: Máte odovzda» desa» výstupnýh súborov, zodpovedajúih príslu¹ným vstup-ným súborom. Ka¾dý výstupný súbor má pozostáva» z troh riadkov. Na prvom je text:#FILE double Ikde I je èíslo príslu¹ného vstupného súboru. Na druhom riadku je blok kµúèa k1 a natre»om blok kµúèa k2, taktie¾ oba zapísané ako re»aze 32 hexadeimálnyh i�er. Tietokµúèe majú spåòa»: 2 = E(E(p; k1); k2 )Ak existuje via rie¹ení, m�¾ete odovzda» µubovoµné jedno z nih.PríkladSúbor double0.in100112233445566778899AABBCCDDEEFF6323B4A5BC16C479ED6D94F5B58FF0C2 Mo¾ný výstupný súbor#FILE double 0A000000000000000000000000000000070000000000000000000000000000000Kni¾niaKni¾nia pre FreePasal (Windows: aeslibp.p, aeslibp.ppw, aeslibp.ow*):Linux: aeslibp.p, aeslibp.ppu, aeslibp.o;typeHexStr = String [ 32 ℄; { only '0'..'9', 'A'..'F' }Blok = array [ 0..15 ℄ of Byte; { 128 bits }proedure HexStrToBlok ( onst hs: HexStr; var b: Blok );proedure BlokToHexStr ( onst b: Blok; var hs: HexStr );proedure Enrypt ( onst p, k: Blok; var : Blok ); {  = E(p,k) }proedure Derypt ( onst , k: Blok; var p: Blok ); { p = D(,k) }Kni¾nia pre GNU C/C++ (Linux and Windows: aeslib.h, aeslib.o*):typedef har HexStr[33℄; /* '0'..'9', 'A'..'F', '\0'-terminated */typedef unsigned har Blok[16℄; /* 128 bits */void hexstr2blok ( onst HexStr hs, /* out-param */ Blok b );void blok2hexstr ( onst Blok b, /* out-param */ HexStr hs );void enrypt ( onst Blok p, onst Blok k, /* out-param */ Blok  );



13. Medzinárodná informatiká olympiáda, zadania 145/*  = E(p,k) */void derypt ( onst Blok , onst Blok k, /* out-param */ Blok p );/* p = D(,k) */Máte k dispozíii program aestoolp.pas, resp. aestool., ktorý ukazuje, ako voFreePasale, resp. v GNU C/C++ pou¾íva» kni¾niu.Obmedzenie: Pre poèet s relevantnýh hexadeimálnyh i�er kµúèa platí 1 � s � 5.Poznámka: Dobrý program vie nájs» hµadané kµúèe pre ka¾dý z danýh vstupov zamenej ako 10 sekúnd. SkladSlovenská spoloènos» pou¾ívajúa vyspelé západné tehnológie vlastní obrovský obdå¾ni-kový sklad. V elom sklade prauje len jeden robotník a jeden mana¾ér. Steny skladu(postupne po jeho obvode) sa volajú µavá, horná, pravá a dolná. Je to na nih napísanéveµkými písmenami svetloèervenej farby. Ploha skladu je rozdelená na ¹tvore rovnakejveµkosti, ktoré tvoria riadky a ståpe. Riadky èíslujeme zhora nadol a ståpe zµava dopravapoènú od 1.V sklade sú ulo¾ené krabie, v ktorýh sa nahádzajú v¹etky vymo¾enosti modernejtehniky, ktoré �rma práve nepotrebuje. Krabie sú oèíslované navzájom r�znymi iden-ti�kaènými èíslami. Ka¾dá krabia zaberá práve jeden ¹tvore. Sklad je taký veµký, ¾epoèet krabí v òom je v¾dy men¹í ako poèet jeho riadkov aj ako poèet jeho ståpov. Tedanie¾eby bol a¾ taký veµký, ono len tej tehniky nie je a¾ tak veµa. Krabie sa zo skladuneodstraòujú, lebo nik nevie, èo v nih je. Len obèas nejaká pribudne. Vhod do skladuje v µavom hornom rohu.Robotník má krabie poukladané v okolí µavého horného rohu tak, aby ih vedel nájs»podµa identi�kaènýh èísel. Pou¾íva na to nasledujúu metódu:Neh èíslo práve vkladanej krabie je k (budeme ju pre jednoduhos» vola» krabia k).Robotník prehádza zµava prvým radom, a¾ kým nenájde prvú krabiu s identi�kaènýmèíslom väè¹ím ako k. Ak takú nenájde, ulo¾í krabiu k do tohto radu tesne za doterazposlednú v òom. Ak takú krabiu k1 nájde, umiestni krabiu k na miesto, kde doterazstála krabia k1 a následne krabiu k1 vlo¾í do nasledujúeho riadku pou¾itím tejto istejmetódy. Ak narazí na riadok, v ktorom nie sú ¾iadne krabie, umiestni doò práve ukladanúkrabiu na najµavej¹iu pozíiu.Predpokladajme, ¾e krabie prihádzali v poradí 3, 4, 6, 2, 5, 1. Potom umiestneniekrabí v sklade po ulo¾ení v¹etkýh týhto krabí bude vyzera» nasledovne:1 4 52 63 Mana¾ér pri¹iel k robotníkovi a prihovoril sa mu:Mana¾ér: Pri¹la krabia 5 sk�r ako krabia 4?



146 50. roèník matematikej olympiádyRobotník: Nie, to je vylúèené.Mana¾ér: Aha, tak¾e mi vie¹ poveda» poradie, v akom prihádzali, podµa toho, ako ihmá¹ ulo¾ené?Robotník: Ani nie. Teraz napríklad mohli prís» v poradí 3, 2, 1, 4, 6, 5 ale aj v poradí 3,2, 1, 6, 4, 5 alebo v 14 inýh poradiah.Keï¾e mana¾ér nehel pred robotníkom vyzera» hlúpo, tiho a rýhlo odi¹iel. A terazsedí v kanelárii a bojí sa vyliez», kým nebude vedie», ako to vlastne s tými krabiami je.A na to potrebuje vá¹ program, ktorý mu pre dané rozmiestnenie krabí v sklade poviev¹etky mo¾né poradia, v ktorýh mohli tieto krabie do skladu prihádza».Vstup: Vstupný súbor sa volá depot.in. Na jeho prvom riadku je jedno elé èíslo R {poèet riadkov s krabiami. Nasledujúih R riadkov vstupného súboru popisuje jednotlivériadky s krabiami v poradí zhora nadol. Ka¾dý z týhto R riadkov vstupného súboruzaèína elým èíslom K, udávajúim poèet krabí v príslu¹nom riadku skladu. Nasledujepráve K elýh èísel { identi�kaèné èísla krabí v tomto riadku skladu v poradí zµavadoprava. Pre v¹etky identi�kaèné èísla krabí I platí 1 � I � 50. V sklade je najvia 13krabí (ih poèet oznaème N).Výstup: Výstupný súbor sa volá depot.out. Má obsahova» toµko riadkov, koµko jer�znyh poradí, v ktorýh mohli krabie do skladu prihádza». Ka¾dý z týhto riadkovmá obsahova» práve N elýh èísel { identi�kaèné èísla krabí v poradí, v akom mohliprihádza». ®iadne dva riadky nesmú by» rovnaké.PríkladSúbor depot.in33 1 4 52 2 61 3 Súbor depot.out3 2 1 4 6 5 3 2 4 6 1 53 2 1 6 4 5 3 2 6 4 1 53 4 2 1 6 5 3 6 2 4 1 53 2 4 1 6 5 3 4 2 6 5 13 2 6 1 4 5 3 4 6 2 5 13 6 2 1 4 5 3 2 4 6 5 13 4 2 6 1 5 3 2 6 4 5 13 4 6 2 1 5 3 6 2 4 5 1Súbor depot.in32 1 21 3 Súbor depot.out3 1 21 3 2BodovanieAk výstupný súbor neobsahuje ¾iadne poradie alebo obsahuje nejaké nesprávne poradie,dostanete za príslu¹ný vstup 0 bodov. Inak sa body zaò urèia nasledovne: Ak obsahujeka¾dé mo¾né poradie práve raz, dostanete 4 body. Ak obsahuje aspoò poloviu mo¾nýhporadí a ka¾dé z nih práve raz, dostanete 2 body. Ak ih obsahuje menej ako poloviualebo sa niektoré poradie v òom vyskytuje viakrát, dostanete 1 bod.



Kore¹pondenèný seminár SK MOV 50. roèníku matematikej olympiády SK MO prebiehal pre najúspe¹nej¹íh olym-pionikov predhádzajúeho roèníka MO zo Slovenska kore¹pondenèný seminár SK MO.Tento kore¹pondenèný seminár vznikol u¾ v 24. roèníku MO preto, aby bolo umo¾nenévenova» individuálnu starostlivos» aj tým ¹tudentom, ktorí nenav¹tevovali triedy sozameraním na matematiku. V súèasnosti, preto¾e existuje veµké mno¾stvo inýh ma-tematikýh kore¹pondenènýh seminárov (napríklad krajskýh, ktorým je venovanásamostatná kapitola), a preto¾e poèet ¹k�l so zameraním na matematiku stúpol, seminárSK MO sa zameriava na zlep¹enie prípravy v¹etkýh ¹tudentov, ktorí preukázali svojeshopnosti v predhádzajúih roèníkoh MO. Keï¾e úlohy tohto seminára svojounároènos»ou prevy¹ujú akúkoµvek inú matematikú sú»a¾ pre stredo¹kolákov, seminársa stáva d�le¾itou súèas»ou prípravy aj na medzinárodnú matematikú olympiádu.V 44. roèníku MO bol KS SK MO prvýkrát zorganizovaný samostatne na Slovensku.Pozostáva tradiène z piatih sérií po sedem úloh. Do rie¹enia sa v tomto roèníku zapojilolen 11 ¹tudentov.Kore¹pondenèný seminár viedol Eugen Kováè a opravovanie zabezpeèovali ¹tudentiFMFI UK (v¹etko bývalí olympionii).Celkové poradie KS SK MO 2000/20011. Katarína Quittnerová, 3. roèník, Gymnázium Bilíkova, Bratislava, 93 bodov2. Andrej Osuský, 3. roèník, Gymnázium J. Hrona, Bratislava, 89:5 bodov3. Róbert Luko»ka, 4. roèník, Gymnázium J.G. Tajovského, B. Bystria, 42:5 bodovUvádzame v¹etky príklady tohto roèníka sú»a¾e spolu s rie¹eniami, preva¾ne ¹tudent-skými. Príklady boli vyberané z materiálov jury MMO a z národnýh olympiád, èi inýhsú»a¾í týhto krajín: Bielorusko, Èína, Estónsko, Írsko, Maïarsko, Poµsko, Rumunsko,Rusko, Slovinsko a Veµká Británia.



148 50. roèník matematikej olympiádyZadania sú»a¾nýh úloh KS SK MOPrvá séria1.1 Neh x; y; z sú kladné reálne èísla spåòajúe xyz = 1. Nájdite minimálnuhodnotu výrazu x2 + 4xy + 4y2 + 2z2 : (Veµká Británia, MO 99/00)1.2 Ku ka¾dému trojuholníkuABC so stranami jABj = (m); jBCj = a(m); jCAj == b(m) a uhlami j<)CABj = �(rad); j<)ABCj = �(rad); j<)BCAj = (rad)priraïme ¹estiu èísel (a; b; ; �; �; ). Nájdite najmen¹ie n pre ktoré existujenerovnoramenný trojuholník ABC tak, ¾e v ¹estii (a; b; ; �; �; ) je práve nr�znyh èísel! (Bielorusko, MO 99/00)1.3 Neh p(x) = a0 + a1x + : : : + anxn je polynóm s nezápornými reálnymikoe�ientami. Predpokladajme, ¾e p(4) = 2 a p(16) = 8. Doká¾te, ¾e p(8) 5 4a nájdite v¹etky polynómy v ktorýh nastáva rovnos». (Írsko, MO 99/00)1.4 Nájdite v¹etky kladné elé èísla a a b spåòajúe rovnos» a(aa) = bb.(Bielorusko, MO 99/00)1.5 Klenotník spravil retiazku s N > 3 oèkami pre nespokojného zákazníka, ktorýpotom po¾iadal klenotníka aby zmenil poradie oèiek tak, aby musel otvori»maximálny poèet oèiek. Koµko oèiek musel klenotník otvori»?(Rusko, MO 98/99)1.6 Neh k a l sú prirodzené èísla také, ¾e nsd(k; 5) = nsd(l; 5) = nsd(k; l) = 1a existuje elé èíslo F , pre ktoré platí�k2 + 3kl� l2 = F 2 ; nsd(F; 5) = 1:Doká¾te, ¾e sústava rovní s neznámymi x, yk = x2 + y2l = x2 + 2xy + 2y2má práve dve rie¹enia v obore elýh èísel! (Veµká Británia, MO 99/00)



Kore¹pondenèný seminár SK MO, zadania 1491.7 V trojuholníku ABC le¾í bod M na strane AB, bod N na strane BC. OznaèmeO prieseèník úseèiek CM a AN . Doká¾te, ¾e platí jAOj+ jABj = jCOj+ jCBj,ak platí jAM j+ jAN j = jCM j+ jCN j. (Kvant)Druhá séria2.1 Nájdite v¹etky funkie f : N ! N také, ¾e pre ka¾dé prirodzené èíslo n platíf(f(f(n))) + f(f(n)) + f(n) = 3n: (Estónsko, MO 99/00)2.2 Daný je ostrouhlý trojuholník ABC. Osi jeho vnútornýh uhlov ABC a BCApretínajú protiµahlé strany postupne v bodoh L;M . Doká¾te, ¾e j<)BACj == 60Æ práve vtedy, keï vnútri strany BC existuje bod K taký, ¾e trojuholníkKLM je rovnostranný! (Rumunsko, MO 98/99)2.3 Nájdite v¹etky polynómy P (x) s reálnymi koe�ientami také, ¾e pre ka¾déreálne èíslo z platí: P (z) je elé èíslo práve vtedy, keï z je elé èíslo.(Estónsko, MO 99/00)2.4 Uzavretá lomená èiara zlo¾ená z piatih zhodnýh úseèiek då¾ky d je vpísanádo sféry s priemerom 1. Doká¾te, ¾e d 5 sin 72Æ. (Bielorusko, MO 99/00)2.5 Doká¾te, ¾e pre ka¾dé prirodzené èíslo n = 3 existuje n prirodzenýh èí-sel a1; a2; : : : ; an tvoriaih aritmetikú postupnos» a n prirodzenýh èíselb1; b2; : : : ; bn tvoriaih geometrikú postupnos», prièom platí b1 < a1 < b2 << a2 < : : : < bn < an. Nájdite príklad takýhto postupností pre n = 5.(Rumunsko, MO 98/99)2.6 Neh ABCDEF je konvexný ¹es»uholník taký, ¾e j<)ABCj + j<)CDEj ++ j<)EFAj = 360Æ. Doká¾te, ¾e akjABjjBCj � jCDjjDEj � jEF jjFAj = 1;potom jBCjjCAj � jAEjjEF j � jFDjjDBj = 1: (jury MMO 98)



150 50. roèník matematikej olympiády2.7 Do jednej triedy hodí niekoµko (aspoò jeden) hlapov a niekoµko (aspoò jedno)dievèat. Ka¾dé dievèa je zaµúbené do práve jedného hlapa a ka¾dý hlape jezaµúbený do práve jedného dievèa»a. V triede je aspoò jeden ne¹»astný hlape,do ktorého nie je zaµúbené ¾iadne dievèa. Doká¾te, ¾e existuje mno¾ina hlapovN (hlapom z N budeme hovori» nekúleri), ktorá má nasledujúu vlastnos»:hlape je mimo N (budeme mu hovori» kúler) práve vtedy, keï je doòhozaµúbené nejaké dievèa také, ¾e do nej nie je zaµúbený ¾iaden hlape z N(nekúler). (Rumunsko, MO 98/99)Tretia séria3.1 Tom a Jerry hrajú nasledovnú hru. Striedavo (Tom zaèína) ukladajú kamenena ¹ahovniu n�n (kde n = 2). V jednom »ahu je povolené polo¾i» kameò naµubovoµné prázdne políèko. Hráè vyhráva, ak po jeho »ahu budú na ¹ahovniinejaké ¹tyri kamene tvoriae pravouholník (presnej¹ie sa tým myslí, ¾e stredypolíèok, na ktorýh tieto kamene le¾ia tvoria pravouholník) so stranami rovno-be¾nými so stranami ¹ahovnie. V závislosti od n urète, kto z nih vyhrá, akobaja hrajú na výhru! (Bielorusko, MO 99/00)3.2 Neh M je prieseèník uhloprieèok v konvexnom ¹tvoruholníku ABCD. Neh Kje prieseèník osi uhla ACD a polpriamky opaènej k AB. Doká¾te, ¾e akjMAj � jMCj+ jMAj � jCDj = jMBj � jMDj;potom j<)BKCj = j<)CDBj. (Bielorusko, MO 99/00)3.3 Neh a; b sú prirodzené èísla. Rozhodnite, èi platí nasledujúe tvrdenie: Akje súèin v¹etkýh prirodzenýh deliteµov èísla a rovnaký ako súèin v¹etkýhprirodzenýh deliteµov èísla b, potom a = b. Svoju odpoveï zd�vodnite!(Bielorusko, MO 98/99)3.4 Neh p je prvoèíslo, a n; a sú elé èísla èísla také, ¾e n = 2 a p > jaj+1. Doká¾te,¾e polynóm P (x) = xn+ax+p nie je súèinom dvoh polynómov (stupòa aspoò1) s eloèíselnými koe�ientami! (Rumunsko, MO 98/99)3.5 V priestore je daný mnohosten P. Rozhodnite, èi sa v P nahádzajú tri hrany,ktoré m�¾u by» stranami trojuholníka. Svoju odpoveï zd�vodnite!(Bielorusko, MO 98/99)



Kore¹pondenèný seminár SK MO, zadania 1513.6 Neh O;A;B;C sú body v rovine také, ¾e jOAj = 4, jOBj = 2p3 a jOCj = p22.Aký maximálny obsah m�¾e ma» trojuholník ABC? (Bielorusko, MO 98/99)3.7 Neh x1; x2; : : : ; xn sú kladné reálne èísla také, ¾e x1x2 : : : xn = 1. Doká¾te, ¾eplatí nerovnos» 1n� 1 + x1 + 1n� 1 + x2 + : : :+ 1n� 1 + xn 5 1:(Bielorusko, MO 98/99)©tvrtá séria4.1 Do tabuµky 10 � 10 sú vpísané èísla 1; 2; : : : ; 100, ka¾dé práve raz. V ka¾domriadku vyberme tretie najväè¹ie èíslo. Doká¾te, ¾e súèet týhto èísel nie je men¹íne¾ súèet èísel v niektorom riadku! (St. Peterburg, MO 98/99)4.2 Daný je pravouhlý trojuholník ABC s pravým uhlom pri vrhole C. Vnútrineho le¾í bod P taký, ¾e jAP j = jACj. Neh M je stred prepony AB a H pätavý¹ky z bodu C. Doká¾te, ¾e PM je osou uhla BPH práve vtedy, keï má uholBAC veµkos» 60Æ. (Bielorusko, MO 98/99)4.3 Doká¾te, ¾e neexistuje funkia f : R+ ! R+ taká, ¾e pre v¹etky x; y 2 R+ platíf�f(x)�2 = f(x+ y)�f(x) + y�: (Bulharsko, MO 98/99)4.4 Nájdite v¹etky prirodzené èísla n, n = 3 také, ¾e 22000 je deliteµné èíslom1 + �n1�+ �n2�+ �n3�: (Èína, MO 98/99)4.5 Daný je ostrouhlý trojuholník ABC. Urète mno¾inu v¹etkýh bodov X vnútritrojuholníka ABC takýh, ¾ejXAj � jXBj � jABj+ jXBj � jXCj � jBCj+ jXCj � jXAj � jCAj == jABj � jBCj � jCAj: (Èína, MO 98/99)



152 50. roèník matematikej olympiády4.6 Neh n, n = 2 je pevné prirodzené èíslo. Neh x1; x2; : : : ; xn sú reálne èíslataké, ¾e nXi=1 x2i + n�1Xi=1 xixi+1 = 1:Pre dané prirodzené èíslo k, 1 5 k 5 n urète maximálnu mo¾nú hodnotu jxkj.(Èína, MO 98/99)4.7 Máme tri dostatoène veµké sudy a v ka¾dom z nih je eloèíselný (nenulový)poèet litrov vody. V jednom kroku m�¾eme zdvojnásobi» poèet litrov vodyv niektorom sude tak, ¾e potrebné mno¾stvo odlejeme z nejakého iného suda.Zistite, èi je mo¾né dosta» po koneènom poète krokov niektorý zo sudovprázdny! (Slovinsko, MO 99/00)Piata séria5.1 Postupnos» a1; a2; a3; : : : je de�novaná nasledovne:a1 = 1; an = an�1 + a[n=2℄; pre n = 2; 3; : : : :Doká¾te, ¾e táto postupnos» obsahuje nekoneène veµa elýh èísel, ktoré súdeliteµné 7. (Poµsko, MO 98/99)5.2 Daný je trojuholník ABC a na jeho stranáh AB, BC a CA postupne bodyP , Q a R. Body A0, B0 a C 0 le¾ia postupne na úseèkáh RP , PQ a QR,prièom AB k A0B0, BC k B0C 0, a CA k C 0A0. Doká¾te, ¾e pomer obsahovtrojuholníkov PQR a A0B0C 0 sa rovná pomeru då¾ok úseèiek AB a A0B0.(Maïarsko, MO 98/99)5.3 Urète, koµko dvojí (n; q), kde n je prirodzené èíslo a q je neelé raionálne èíslospåòajúe nerovnosti 0 < q < 2000, vyhovuje rovniifq2g = � n!2000� : (Bielorusko, MO 99/00)5.4 Neh f(x) = x2 + ax + b osx. Nájdite v¹etky reálne hodnoty a; b, pre ktoré



Kore¹pondenèný seminár SK MO, zadania 153majú rovnie f(x) = 0 a f(f(x)) = 0 rovnakú (neprázdnu) mno¾inu reálnyhkoreòov! (Rusko, MO 98/99)5.5 a) Doká¾te, ¾e medzi ka¾dými 39 po sebe idúimi prirodzenými èíslami sanahádza èíslo s iferným súètom deliteµným 11.b) Nájdite prvýh 38 po sebe idúih prirodzenýh èísel, z ktorýh ¾iadne nemáiferný súèet deliteµný 11. (Rumunsko, MO 98/99)5.6 Kru¾nie k1; k2 sa pretínajú vo dvoh bodoh A;B. Priamka l prehádzajúabodom A pretína druhýkrát kru¾nie k1; k2 postupne v bodoh C;D (r�znyhod A). Neh M;N sú stredy oblúkov BC, BD kru¾ní k1; k2, ktoré neobsahujúbod A. Neh K je stred úseèky CD. Doká¾te, ¾e j<)MKN j = 90Æ.(Rumunsko, MO 98/99)5.7 Neh n = 3 a A1; A2; : : : ; An sú body na kru¾nii. Pre pevné n urète najväè¹ímo¾ný poèet ostrouhlýh trojuholníkov s vrholmi v týhto bodoh!(Rumunsko, MO 98/99)



154 50. roèník matematikej olympiádyRie¹enia sú»a¾nýh úloh KS SK MO
Prvá séria1.1 Rozlo¾ením výrazu a pou¾itím AG-nerovnosti dostávamex2 + 4xy + 4y2 + 2z2 = x2 + 2xy + 2xy + 4y2 + z2 + z2 == 6 6px2 � 2xy � 2xy � 4y2 � z2 � z2 = 6 6p16(xyz)4 = 6 3p4;kde v poslednej rovnosti sme vyu¾ili xyz = 1. Na¹li sme teda nejaké dolné ohranièeniená¹ho výrazu. Pritom rovnos» nastáva práve vtedy, keï nastáva aj v AG-nerovnosti,èi¾e x2 = 2xy = 2xy = 4y2 = z2 = z2:To je pre kladné x; y; z ekvivalentné s x = z = 2y, èo vzhµadom k rovnosti xyz = 1dáva x = z = 3p2 a y = 3q14 . Pre tieto hodnoty naozaj nastáva rovnos», tak¾e sa v nihnadobúda minimum, ktoré je rovné 6 3p4.1.2 Uva¾ujme ¹estiu (a; b; ; �; �; ) zo zadania. Je zrejmé, ¾e zodpovedá nejakémunerovnoramennému trojuholníku práve vtedy, keï sú splnené podmienky:� 6= � 6=  6= �; (P1)�; �;  > 0; �+ � +  = �; (P2)asin� = bsin � = sin  : (P3)Uva¾ujme funkiu f(x) = x � �4 (sinx + osx) na intervale 
�4 ; �2 �. Zrejme f��4 � << 0, f��2 � > 0. ¥ahko sa mo¾no presvedèi», ¾e funkia f je na tomto intervale spojitáa rastúa. Potom v¹ak urèite existuje práve jedno reálne èíslo � 2 ��4 ; �2 � také, ¾ef(�) = �� �4 (sin�+ os�) = 0:Uva¾ujme teraz ¹estiu(a; b; ; �; �; ) = ��4 ; �; � sin�2p2 ; �4 ; 3�4 � �; �� :Uká¾eme, ¾e spåòa podmienky (P1), (P2) a (P3), a teda zodpovedá nejakému nerovno-ramennému trojuholníku.



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 155Keï¾e � > �4 , zrejme  6= �. Navy¹e � = 34� � � > �4 , èi¾e � 6= �. ¥ahko v¹aknahliadneme, ¾e aj � 6= , nakoµko � 6= 38�, lebo f�38�� 6= 0. Druhú podmienkudoká¾eme e¹te jednoduh¹ie. Zrejme toti¾ platí�+ � +  = �4 + 3�4 � �+ � = �:Zostáva dokáza» (P3). Postupnými úpravami dostávame:b = � = �4 � (os�+ sin�) = �4 � sin 34� os�� sin� os 34�sin �4 == �4 � sin � 34� � ��sin �4 = a � sin �sin�:Taktie¾  = � sin�2p2 = �4 � 2 sin�p2 = �4 � sin�sin �4 = a � sin sin�:Tým sme ukázali aj (P3). Zároveò sme ukázali, ¾e pre uva¾ovanú ¹estiu existujezodpovedajúi nerovnoramenný trojuholník. Nakoµko táto ¹estia pozostávala zo ¹tyrohr�znyh èísel, zrejme n 5 4 pre n zo zadania.Doká¾eme, ¾e n > 3. Je jasné, ¾e n = 3, lebo ¾iadne dve strany nem�¾u by» zhodné.Navy¹e, bez ujmy na v¹eobenosti neh a < b < . Potom � < � < . Predpokladajme,¾e n = 3. Aby i¹lo o strany a uhly v trojuholníku, nutne musí plati»�sin� = �sin � :To je v¹ak spor, nakoµko �; � < �2 , a funkia g(x) = xsinx je na intervale 
0; �2 � rastúa.Preto n > 3. Tým sme dokázali, ¾e n = 4.1.3 Polynóm p je hladkou funkiou premennej x, preto sa derivovaním µahko pre-svedèíme, ¾e je na intervale (0;+1) konvexný. Vïaka nezápornosti koe�ientov toti¾platí p00(x) = 2 � 1 � a2 + 3 � 2 � a3x+ : : :+ n(n� 1)anxn�2 = 0:Ak stupeò polynómu p je n = 2, tak nem�¾e nasta» rovnos», lebo an > 0, a polynómje teda rýdzokonvexný. Jeho graf preto musí na intervale (4; 16) le¾a» pod úseèkouprehádzajúou bodmi [4; p(4)℄ a [16; p(16)℄. Podµa zadania sú to body [4; 2℄ a [16; 8℄.Pritom na tejto úseèke le¾í aj bod [8; 4℄, z èoho dostávame p(8) < 4. Pre n = 2 je tedatvrdenie dokázané, prièom rovnos» nenastáva.Pre n < 2 je dvoma bodmi polynóm jednoznaène urèený, a teda jediný polynómstupòa nanajvý¹ 1 vyhovujúi zadaniu je (ako µahko overíme skú¹kou) p(x) = 12x.Je zrejmé, ¾e tento polynóm spåòa dokazovanú nerovnos» p(8) 5 4 a navy¹e nastávarovnos».



156 50. roèník matematikej olympiádyTým je d�kaz ukonèený a jediný polynóm, pre ktorý nastáva rovnos» je p(x) = 12x.1.4 Ak je jedno z èísel a; b rovné 1, potom zrejme aj druhé je rovné 1. Dostávametak rie¹enie a = b = 1. Ïalej predpokladajme, ¾e a; b > 1. Zrejme b > a. Ak oznaèímem = aa, n = b, tak am = bn. Potom nutne musí plati» a = xk, b = xl, kde k; l a xsú prirodzené èísla, k < l, x > 1. Toti¾ ak a = ps11 : : : psii , b = qt11 : : : qtjj sú kanonikérozklady èísel a; b, prièom p1 < : : : < pi, q1 < : : : < qj , tak dostávame i = j a pk = qk,a tie¾ sk : tk = n : m pre k = 1; : : : ; i. Bez ujmy na v¹eobenosti m�¾eme predpoklada»,¾e (k; l) = 1. Ak by tak nebolo, polo¾íme d = (k; l). Potom polo¾me x1 = xd, k1 = kd ,l1 = ld . Dostaneme a = xk11 , b = xl11 , kde (k1; l1) = 1. Teda m�¾eme písa»(xk)�(xk)xk� = (xl)xl ;èo je ekvivalentné s xk�xk�xk = xl�xl . Vzhµadom na to, ¾e x 6= 1, musí plati» k �xk�xk = l �� xl. Odtiaµ k � xk�xk�l = l. Preto¾e k < l, je k � xk � l = 0, a teda k j l. To ale znamená,¾e k = 1 a l = xx�l. Potom xx�l = l > 1, a teda x� l > 0. Ale x a l sú prirodzené èísla,tak¾e x� l = 1. Potom l = xx�l = x, èo je spor.Preto jediným rie¹ením úlohy je a = b = 1.1.5 Oznaème p(N) maximálny poèet oèiek, ktoré musel klenotník otvori» a q(N)minimálny poèet oèiek, ktoré mohol neha» zatvorené. Zrejme p(N) = N � q(N). Oèkáp�vodnej retiazky budeme reprezentova» èíslami 1; 2; : : : ; N a ih poradie v novej re-tiazke nejakou postupnos»ou èísel 1; 2; : : : ; N . Z ka¾dýh dvoh oèiek, ktoré v p�vodnejretiazke boli susedné a v novej nie sú, ako aj z ka¾dýh dvoh, ktoré neboli susedné alemajú by», musíme otvori» aspoò jedno.Pre N = 4 v retiazke �1 � 3 � 4 � 2� z dvojí 1; 3 i 2; 4 musíme otvori» aspoòjedno oèko, preto p(4) = 2. Navy¹e pre µubovoµné preusporiadanie v novej retiazke musíby» oèko 1 susedné s aspoò jedným zo svojih susedov. Neh je to oèko 2. Potom staèíotvori» oèká 3 a 4 aby sme mohli preusporiada» elú retiazku, preto q(4) = 2. Tak¾ep(4) = q(4) = 2.Pre N = 5 v retiazke �1� 3� 5� 2� 4� musíme z µubovoµnej dvojie oèiek aspoòjedno oèko otvori», preto p(5) = 4. Ale jedno oèko m�¾eme v¾dy neha» zatvorené, tak¾ep(5) = 4.Pre N = 6 najprv uká¾me, ¾e q(N) 5 �N4 �, èi¾e zákazník si mohol za¾ela» takúretiazku, ¾e klenotník mohol neha» zatvorenýh najvia �N4 � oèiek. Rozdeµme oèkáretiazky na za sebou idúe ¹tvorie a jednu 1-, 6- alebo 7-tiu. Vrámi týhto skupínzvoµme si nové poradie takto:� ¹tvoria �(k+ 2)� (k+ 4)� (k+ 1)� (k+ 3)�; m�¾eme neotvori» najvia jednooèko, preto¾e µubovoµné dve musíme buï spoji» alebo rozpoji»;� ¹estia �(k+2)� (k+4)� (k+6)� (k+3)� (k+1)� (k+5)�; m�¾eme neotvori»najvia jedno z oèiek k + 1, k + 2, k + 3 resp. k + 4, k + 5, k + 6, spolu tedamaximálne dve oèká;



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 157� sedemtia: �(k + 2)� (k + 7)� (k + 1)� (k + 4)� (k + 6)� (k + 3)� (k + 5)�;m�¾eme neotvori» najvia jedno z oèiek k+1, k+2, k+7 resp. k+3, k+4, k+5,k + 6, spolu teda maximálne dve oèkáMáme teda za ka¾dú i neúplnú ¹tvoriu oèiek najvia jedno neotvorené oèko, tak¾em�¾eme neotvori» najvia dN4 e oèiek.Teraz doká¾me, ¾e q(N) = �N4 �, èi¾e v¾dy m�¾me neha» aspoò �N4 � oèiek zatvore-nýh. Otvorme najprv v¹etky nepárne oèká. Retiazka sa rozpadne na �N2 � oèiek, ktoréby ale v novej retiazke mohli by» spojené, urèite v¹ak nie do kruhu, preto z týhto staèíotvori» � 12 �N2 �� oèiek (ka¾dé druhé). Ostalo nám � 12 �N2 �� oèiek, èo sa pre N r�zneod 4k + 1; k 2 N rovná �N4 �. Pre N tvaru 4k + 1 (k 2 N) je �12 �N2 �� = �N4 � � 1,tak¾e �N4 � � 1 5 q(N) 5 �N4 �. Aby sme dokázali, ¾e aj v tomto prípade q(N) = �N4 �,potrebujeme postup pozmeni». Túto èas» d�kazu prenehávame èitateµovi.Hµadaný poèet oèiek je teda p(N) = N � �N4 � = � 3N4 �.1.6 Je zrejmé, ¾e ak je rie¹ením sústavy usporiadaná dvojia (x; y), tak je jej rie¹enímaj dvojia (�x;�y). Ak by bolo (x; y) = (0; 0), potom dostávame k = l = 0, èo jespor s predpokladom nsd(k; 5) = 1 (takto budeme oznaèova» najväè¹ieho spoloènéhodeliteµa). V opaènom prípade sú usporiadané dvojie (x; y) a (�x;�y) r�zne.Teraz sa pokúsime vyrie¹i» na¹u sústavu. Dosadením z prvej rovnie do druhejdostávame l = k + y2 + 2xy. Na pravej strane osamostatníme èlen 2xy a umonímena druhú: l2 + k2 + y4 � 2kl � 2ly2 + 2ky2 = 4x2y2:Po dosadení x2 = k � y2 a drobnej úprave máme5y4 � 2y2(k + l) + (k � l)2 = 0;èo je kvadratiká rovnia pre y2. ¥ahko vypoèítame jej diskriminant D = 16(�k2 ++ 3kl� l2) = 16F 2 = 0. To znamená, ¾e5y2 = (k + l)� 2F: (1)Potom z prvej a druhej rovnie vypoèítame5x2 = 4k � l� 2F; (2)5xy = 2l � 3k � F; (3)prièom ak je v (1) znamienko +, tak je v (2) a (3) znamienko � a obrátene.Teraz doká¾eme, ¾e len pri jednej voµbe znamienka dostaneme na pravýh stranáhrovní (1), (2), (3) èísla deliteµné 5. Vyjdeme z rovnosti5kl = F 2 + (k + l)2: (4)Uva¾ujme zvy¹ky èísla F po delení 5. Podµa zadania nem�¾e by» F � 0 (mod 5).V prípade F � �1 (mod 5) je F 2 � 1 (mod 5) a zo vz»ahu (4) vyplýva (k + l) � 4



158 50. roèník matematikej olympiády(mod 5), a teda k + l � �2 (mod 5). Vidíme, ¾e ak máme dané èísla k; l; F , tak prijedinej voµbe znamienka bude èíslo k + l � 2F deliteµné 5. Zrejme sú potom aj èísla4k � l � 2F a 2l � 3l � F deliteµné 5. Analogiky to platí ak F � �2 (mod 5); vtedyk+ l � �1 (mod 5). Tým sme dokázali, ¾e na¹a sústava pre neznáme x2; y2, má v oboreelýh èísel jedno rie¹enie a z úvah v prvom odseku vyplýva, ¾e na¹a p�vodná sústavas neznámymi x; y m�¾e ma» v obore elýh èísel maximálne dve rie¹enia.Teda vieme, ¾e pri vhodnej voµbe znamienka sú èísla 15(k+ l� 2F ) a 15 (4k� l� 2F )elé. Doká¾eme, ¾e sú navia ¹tvorami. Z (1), (2), (3) dostávame identitu�k + l � 2F5 � �4k � l � 2F5 � = �2l� 3k � F5 �2 : (5)Z podmienky zadania vyplýva, ¾e ak k = l, tak nutne k = l = 1. V prípade k = l == 1 dostávame F = �1. Zvoµme F = 1; prípad F = �1 je analogiký. Potom v (1)dostávame pravú stranu deliteµnú 5, len ak zvolíme znamienko �. Potom y = 0 a x = ��1. ¥ahko overíme, ¾e tieto dvojie sú naozaj rie¹ením sústavy. Ïalej neh k 6= l. Potomplatí nerovnos» 5(k � l)2 > 0, z ktorej vyplýva (k + l)2 > 4F 2, a teda k + l > �2F .Navia z (5) dostávame, ¾e 4k � l � 2F = 0.Teraz neh  je také prirodzené èíslo, ktoré nie je deliteµné 5 a zároveò sú ním deliteµnéèísla k+l�2F a 4k�l�2F . Uká¾eme, ¾e  = 1. Zrejme  = (k+l�2F+4k�l�2F ) = 5k.Potom ale  j k. Odtiaµ  j (l � 2F )2 = l2 � 4lF + 4(�k2 + 3kl � l2) = �3l2 � 4lF ++ 4k(�k + 3l). Teda platí aj  j (3l2 � 4lF ) = l(2l � 4F ). Vzhµadom na podmienkunsd(k; l) = 1 musí plati»  j (3l� 4lF ), a teda aj  j �3l� 4lF + 2(l� 2F )� = 5l. Av¹akkv�li podmienkam zadania musí by»  = 1.Vrá»me sa teraz k rovnosti (5). Zlomky v zátvorkáh sú (ako u¾ vieme) elými èíslami.Navia sme práve dokázali, ¾e èísla na µavej strane sú nesúdeliteµné. To znamená, ¾emusia by» ¹tvorami. Tak¾e z (1) a (2) vyplýva, ¾e èísla x; y sú (pri vhodnej voµbeznamienka) elé. ¥ahko sa skú¹kou (s vyu¾itím (5)) overí, ¾e sú naozaj rie¹eniami na¹ejsústavy. Tým sme dokázali, ¾e na¹a sústava má v obore elýh èísel dve rie¹enia.1.7 (Katarína Quittnerová, Andrej Osuský) Rozobraním ¹peiálnyh prípadov, ¾enejaké z bodov M;N le¾ia na konoh strán AB a BC zistíme, ¾e v nih tvrdenieúlohy platí.Teraz predpokladajme, ¾e body M;N le¾ia vnútri dotyènýh strán a oznaème uhlyako na obrázku.Pou¾itím sínusovýh viet v trojuholníkoh ABC, CAO, CAN , CAM dostanemevz»ahy jABj = sin�sin(�+ �) � jACj; jBCj = sin �sin(�+ �) � jACj;jAOj = sin sin( + Æ) � jACj; jCOj = sin Æsin( + Æ) � jACj;



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 159jCN j = sin Æsin(�+ Æ) � jACj; jAN j = sin�sin(�+ Æ) � jACj;jAM j = sin sin( + �) � jACj; jCM j = sin�sin( + �) � jACj:Tak¾e rovnos» zo zadania jAM j+ jAN j = jCM j+ jCN j je ekvivalentná ssin sin( + �) + sin�sin(�+ Æ) = sin �sin( + �) + sin Æsin(�+ Æ) ;èo upravíme na sin  � sin �sin( + �) = sin Æ � sin�sin(�+ Æ) :Pou¾itím súètovýh vzorov dostávame2 � os +�2 sin ��22 � sin +�2 os +�2 = 2 � os Æ+�2 sin Æ��22 � sin Æ+�2 os Æ+�2 :Keï¾e v¹etky zúèastnené uhly sú nejaké uhly v trojuholníku, tak v menovateµoh niesú nuly; m�¾me kráti» a prenásobi» rovnos» tak, aby sme odstránili zlomky.
C A

B MN O�  �Æ�Obr. 33Opätovným pou¾itím súètovýh vzorov dostaneme po úpravesin 2 os �2 sin �2 os Æ2 = os 2 sin �2 os �2 sin Æ2 : (�)Táto posledná rovnos» je ekvivalentná s p�vodnou rovnos»ou jAM j+ jAN j = jCM j++ jCN j, lebo sme pou¾ili v¹ade len ekvivalentné úpravy.Analogiky by sme do¹li na to, ¾e rovnos» jAOj+ jABj = jCOj+ jCBj je ekvivalentnátakisto s rovnos»ou (�) (staèí v¹ade v úpraváh písa» � namiesto Æ a Æ namiesto �).No a to je u¾ úplný záver, lebo potom skutoène platí, ¾e rovnosti v zadaní súekvivalentné.



160 50. roèník matematikej olympiádyDruhá séria2.1 Najprv uká¾eme, ¾e f je prostá funkia. Neh f(a) = f(b). Potom3a = f(a) + f(f(a)) + f(f(f(a))) = f(b) + f(f(b)) + f(f(f(b))) = 3b;a teda a = b. Teraz doká¾eme matematikou indukiou, ¾e platí f(n) = n pre ka¾dén = 1; 2; : : : . Pre n = 1 máme f(1) + f(f(1)) + f(f(f(1))) = 3. Ale v¹etky èísla naµavej strane rovnie sú prirodzené, a teda nutne f(1) = 1. Predpokladajme, ¾e platíf(k) = k pre v¹etky k = 1; 2; : : : ; n. Doká¾eme, ¾e platí f(n + 1) = n + 1. Keï¾e fje prostá funkia, tak pre v¹etky prirodzené èísla l = n + 1 platí f(l) = n + 1. Tedaf(n+1) = n+1. Analogiky f(f(n+1)) = n+1 a tie¾ f(f(f(n+1))) = n+1. Sèítanímtýhto troh nerovností dostávame3(n+ 1) = f(n+ 1) + f(f(n+ 1)) + f(f(f(n+ 1))) = 3(n+ 1):Preto musí v ka¾dej z vy¹¹ie uvedenýh nerovností plati» rovnos», a teda aj f(n+ 1) == n+ 1. Tým sme dokázali, ¾e pre v¹etky n prirodzené platí f(n) = n.2.2 (Andrej Osuský) Máme dokáza» dve implikáie. Oznaème uhly v trojuholníkutradiène �; �; . A
B CK

LM 60Æ
� �2 2180Æ � � � 2 180Æ �  � �2�Obr. 34Neh � = 60Æ. Zo sínusovej vety v trojuholníkoh BCM a BCL vyplývajBM j = jBCj � sin j<)BCM jsin j<)BMCj = jBCj � sin 2sin(180Æ � � � 2 ) ;jCLj = jBCj � sin j<)CBLjsin j<)BLCj = jBCj � sin �2sin(180Æ �  � �2 ) :Dosadením  = 180Æ � �� � = 120Æ � � dostávame:jBM j+ jCLj = jBCj � sin �2sin(60Æ + �2 ) + sin(60Æ � �2 )sin(120Æ � �2 )! = jBCj � sin �2 + sin(60Æ � �2 )sin(60Æ + �2 ) == jBCj � sin �2 + p32 os �2 � 12 sin �2p32 os �2 + 12 sin �2 = jBCj:



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 161Potom vnútri úseèky BC existuje bod K taký, ¾e jBKj = jBM j a jCKj = jCLj.Trojuholníky BLM a BLK sú zhodné (lebo jBLj = jBLj; jBKj = jBM j; j<)LBM j == j<)LBKj = �2 ), a teda trojuholník MKL je rovnoramenný so základòou MK. Z tohovyplýva j<)MKLj = j<)KMLj. Analogiky doká¾eme aj j<)LKM j = j<)KLM j. Ale toznamená, ¾e trojuholník KLM je rovnostranný. Tým sme na¹li bod K.A
B CK

LM X�� 90Æ � �2 90Æ � 2�Obr. 35Naopak, neh vnútri úseèky BC existuje taký bod K, ¾e trojuholník KLM jerovnostranný.Neh os uhla KBM pretne kru¾niu opísanú trojuholníku BKM v bode X (okremB). Potom (ako je známe) X je stred krat¹ieho oblúka KM , tak¾e jXKj = jXM j.Keï¾e súèasne jLKj = jLM j, ¹tvoruholník KLMX je deltoid, v ktorom  !XL ?  �!KM ,to jest  !BL ?  �!KM .Analogiky potom  !CM ?  !KL. Potom 180Æ = j<)BKM j + j<)MKLj + j<)CKLj == (90Æ � �2 ) + 60Æ + (90Æ � 2 ) = 150Æ + 180Æ���2 = 150Æ + �2 , z èoho priamo vyplýva� = 60Æ.2.3 (Katarína Quittnerová) Oznaème si hµadaný polynóm P (x) = anxn + an�1xn�1 ++ : : :+a0. Zrejme kon¹tantné polynómy nevyhovujú, lebo napr. P (1) = P (12 ) by museloaj nesmelo by» elé èíslo (lebo 12 nie je elé èíslo). Je zrejmé, ¾e ak vyhovuje zadaniupolynóm P (x), tak vyhovuje aj �P (x). Staèí preto uva¾ova» iba polynómy také, ¾ean > 0 a n = 1. Pre takýto polynóm existuje prirodzené èíslo M také, ¾e P (x) je naintervale hM;1) rastúa funkia. Teda platí P (M + 1) > P (M). Ïalej pre µubovoµném 2 N je podµa zadania èíslo P (m) elé. Ak by pre nejaké prirodzené m > M platiloP (m + 1) = P (m) + 2; tak potom by zo spojitosti a rastúosti polynómu vyplývalaexistenia takého reálneho èísla x0, pre ktoré platí: m < x0 < m+ 1 a zároveò P (x0) == P (m) + 1; èo je ale spor so zadaním, preto¾e x0 nie je elé èíslo, ale P (m) + 1je elé èíslo. Preto P (m + 1) = P (m) + 1, a podobne matematikou indukiou µahkoodvodíme, ¾e platí P (m+ k) = P (m) + k pre ka¾dé k 2 N . Teda pre v¹etky prirodzeném > M platí P (m) = m + (P (M) �M). Preto¾e je polynóm stupòa n jednoznaèneurèený hodnotami v n+ 1 bodoh a my máme predpis pre nekoneène veµa bodov, staèínájs» jeden polynóm vyhovujúi poslednej rovnosti. ¥ahko nahliadneme, ¾e rie¹enímposlednej rovnosti je polynóm P (x) = x + , kde  2 Z. Tento polynóm, podobne



162 50. roèník matematikej olympiádyako P (x) = �x +  spåòa v¹etky podmienky zadania. Preto rie¹ením úlohy sú v¹etkypolynómy tvaru P (x) = �x+  prièom  je µubovolné elé èíslo.
A M SX SG�Obr. 36

2.4 Oznaème body zlomu uva¾ovanej lomenej èia-ry A, B, C, D a E v poradí v akom sa na nejnahádzajú, teda jABj = jBCj = jCDj = jDEj == jEAj = d, Ïalej oznaème S sféru, na ktorej tietobody le¾ia a neh S je jej stred. Tvrdenie doká¾emesporom. Neh teda d > sin 72Æ. Kru¾nia opísanátrojuholníku ABC je rezom sféry S rovinou ABC,jej priemer p je teda nanajvý¹ 1. Zo sínusovej vetydostaneme pou¾itím jABj = d vz»ahsin j<)ACBj = djABj = dp > sin 72Æ:Z toho je u¾ zrejmé, ¾e j<)ACBj > 72Æ. Navy¹e je trojuholník ABC rovnoramenný(jABj = jBCj), preto j<)ABCj = 180Æ � 2j<)ACBj < 36Æ a následne (zase zo sínusovejvety) jACj = p � sin j<)ABCj 5 sin j<)ABCj < sin 36Æ:Obdobne mo¾no v trojuholníku AED ukáza», ¾e jADj < sin 36Æ. Potom sa v¹akdostávame k spornému jCDj < sin 72Æ, èo sa dá nahliadnu» z toho, ¾e body C a Dle¾iae na sfére S vzdialené od bodu A o menej ne¾ sin 36Æ le¾ia vnútri gule G, ako toukazuje obrázok. (Guµa ohranièená sférou G má stred X na úseèke SA, prièom platíjSXj : jSAj = os 72Æ, a priemer sin 72Æ. ¥ahko vypoèítame, ¾e pre bod M patriaiprieniku sféry S a sféry G platí jAM j = sin 36Æ.)2.5 Uva¾ujme prirodzené èíslo k také, ¾e 10k > n � n! a polo¾meai = 10kn + (i+ 1) � 10k(n�1) ; bi = 10k(n�i)�10k + 1�ipre v¹etky prirodzené èísla i 5 n. Zrejme tvoria rastúu aritmetikú, resp. geometrikúpostupnos»; uká¾eme e¹te, ¾e spåòajú podmienky zadania. Najprv doká¾eme, ¾e prev¹etky i je splnená podmienka ai > bi. Postupnými úpravami dostávamebi = 10k(n�i)�10k + 1�i == 10k(n�i) 10ki + �i1�10k(i�1) + �i2�10k(i�2) + : : :+ � ii� 1�10k + 1! == 10kn + i � 10k(n�1) + �i2�10k(n�2) + : : :+ � ii� 1�10k(n+1�i) + 10k(n�i) (1)Èleny (okrem prvýh dvoh) vo výraze mo¾no pritom e¹te upravi»�i2� � 10k(n�2) + : : :+ � ii� 1� � 10k(n+1�i) + 10k(n�i) << i! � �10k(n�2) + : : :+ 10k(n�i)� < i! � i � 10k(n�2) 5 n! � n � 10k(n�2) << 10k � 10k(n�2) = 10k(n�1);



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 163prièom v predposlednej úprave sme pou¾ili predpoklad n�n! < 10k. Potom z (1) vyplývabi < 10kn + i � 10k(n�1) + 10k(n�1) = 10kn + (i+ 1) � 10k(n�1) = aiTým sme dokázali vz»ah bi < ai (formálne len pre i = 2, av¹ak b1 = 10kn + 10k(n�1) << 10kn + 2 � 10k(n�1) = a1 triviálne platí). Uká¾eme e¹te ai < bi+1. Prepí¹eme pritomvz»ah (1) pre bi+1.bi+1 = 10kn + (i+ 1) � 10k(n�1) + �i+ 12 � � 10k(n�2)++ : : :+ �i+ 1i � � 10k(n�i) + 10k(n�i�1) >> 10kn + (i+ 1) � 10k(n�1) = aiVz»ah bi+1 > ai je teda tie¾ dokázaný, a preto uvedené postupnosti skutoène vyhovujúpodmienkam zadania.E¹te uvedieme príklad postupnosti pre n = 5. Zvoµmea1 =33; a2 =70; a3 =107; a4 =144; a5 =181;b1 =32; b2 =48; b3 = 72; b4 =108; b5 =162:Prvá postupnos» je aritmetiká s difereniou 37, druhá geometriká s kvoientom 32 .2.6 Oznaème si P taký bod, pre ktorý platí j<)FEAj = j<)DEP j a j<)EFAj = j<)EDP j,kde dané uhly sú orientované (táto formulka znamená, ¾e uhly vyzerajú tak ako naobrázku). Potom vidíme, ¾e trojuholníky FEA a DEP sú podobné. TedajFAjjEF j = jDP jjDEj ; (1)jEAjjEP j = jEF jjEDj : (2)Keï¾e platí j<)ABCj + j<)CDEj + j<)EFAj = 360Æ tak potom j<)ABCj = j<)PDCj.Pou¾itím (1) a rovnosti zo zadania dostanemejABjjBCj = jDEj � jFAjjCDj � jEF j = jDP jjCDj :To ale znamená, ¾e trojuholníky ABC a PDC sú podobné, a teda j<)BCAj = j<)DCP ja tie¾ jCBjjCDj = jCAjjCP j : (3)



164 50. roèník matematikej olympiádyKeï¾e j<)FEDj = j<)AEP j a platí (2), tak trojuholníky FED a AEP sú podobné.Podobne, keï¾e j<)BCD = j<)ACP j a platí (3), tak trojuholníky BCD a ACP sú tie¾podobné. Teda jFDjjEF j = jPAjjAEj ; jBCjjDBj = jCAjjPAj :Keï vynásobíme tieto rovnie, dostaneme po¾adované tvrdenie.
A B C DEF P
�Obr. 372.7 Oznaème C mno¾inu hlapov a D mno¾inu dievèat. Uva¾ujme funkie f : C ! Da g : D ! C, prièom pre hlapa x 2 C je f(x) dievèa, do ktorého je zaµúbený xa pre dievèa y 2 D je g(y) hlape, do ktorého je y zaµúbená. Podµa zadania nie jefunkia g surjektívna (èi¾e jej oborom hodn�t nie je elá mno¾ina C). Máme dokáza»,¾e existujú mno¾iny K (kúleri) a N (nekúleri), prièom C = K [N , K \N = ; a platíK = g(D n f(N)).Oznaème P(C) systém v¹etkýh podmno¾ín mno¾iny C a uva¾ujme zobrazenie h :: P(C) ! P(C) de�nované nasledovne: h(X) = C n g(D n f(X)) pre ka¾dú mno¾inuX 2 P(C), t.j. X � C. Ak X � Y � C, potom f(X) � f(Y ), a teda D n f(Y ) �� D n f(X), g(D n f(Y )) � g(D n f(X)) a C n g(D n f(X)) � C n g(D n f(Y )). Tak¾eh(X) � h(Y ). To znamená, ¾e funkia h je neklesajúa (vzhµadom na inklúziu).Oznaème M = fX 2 P(C) : h(X) � Xg. Mno¾ina M je neprázdna, lebo zrejmeC 2 M. Zvoµme N = \X2MX:Z de�níie mno¾iny N vyplýva, ¾e h(N) � N . Potom z neklesajúosti h mámeh(h(N)) � h(N), tak¾e h(N) 2 M. Potom ale nutne h(N) = N . Tak¾e mno¾inaN spåòa podmienky zadania.



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 165Tretia séria3.1 (Andrej Osuský) Osobitne rozoberieme prípady podµa toho, èi n je párne alebonepárne.1) Pre párne n nájdeme stratégiu pre Jerryho. V ka¾dom »ahu bude postupova» takto:Keï Tom polo¾í kamienok na nejaké políèko P , potom Jerry buï doplní pravouholník(ak sa dá), èím vyhrá; alebo polo¾í kamienok do riadku obsahujúeho políèko P a doµubovoµného prázdneho ståpa.Uká¾eme, ¾e takto hra» skutoène m�¾e, a ¾e vyhrá. Ak Tom v¾dy polo¾í kamienokdo prázdneho ståpa, potom aj Jerry polo¾í kamienok do prázdneho ståpa | pokiaµexistuje. V ka¾dom ståpi tak bude najvia jeden kamienok, teda iste nikto nem�¾edoplni» pravouholník. Len¾e poèet prázdnyh ståpov je v¾dy pred Tomovým »ahompárny (na zaèiatku n), tak¾e Jerry bude ma» kam potiahnu», a zase tým upravi» poèetprázdnyh ståpov na párny.To znamená, ¾e Tom raz potiahne ako prvý a po prvý krát do neprázdneho ståpa. Vtomto ståpi neh je okrem Tomovho »ahu A e¹te aj kamienok B, B 6= A. V ostatnýhståpoh je najvia jeden kamienok (teda Tom týmto »ahom iste nevyhrá). Len¾e podµaz Jerryho stratégie vyplýva, ¾e v riadku s kamienkom B musí by» e¹te aspoò jedenkamienok C, C 6= B. Jerry teraz potiahne tak, aby doplnil pravouholník ABCD avyhral.2) Pre nepárne n nájdeme stratégiu pre Toma.Na zaèiatku Tom polo¾í kamienok na stredné políèko S ¹ahovnie (keï¾e n je ne-párne, tak také tam je). Ïalej hrá takto: Keï Jerry polo¾í kamienok na nejaké políèko P(zrejme P 6= S), potom Tom buï doplní pravouholník (ak sa dá); alebo polo¾í kamienokna políèko P 0 stredovo súmerné s P podµa stredu ¹ahovnie.Zase uká¾eme, ¾e takto hra» m�¾e, a ¾e aj vyhrá. Nazvime zlým, také políèko, ¾e keïhráè naòho polo¾í kamienok, tak nasledujúim »ahom protihráè vyhrá.Dajme tomu, ¾e Tom nem�¾e doplni» pravouholník, potom Jerry (nikdy) nepotiaholdo zlého políèka. Len¾e po ka¾dom doteraj¹om Tomovom »ahu je mno¾ina zaplnenýhpolíèok stredovo súmerná podµa stredu ¹ahovnie, teda iste aj mno¾ina zlýh políèok jesúmerná podµa stredu ¹ahovnie. Keï¾e posledný Jerryho »ah bol na nie zlé (a prázdne)políèko, iste aj políèko, kam má potiahnu» Tom je nie zlé a prázdne.Teda Tom bude ma» stále kam potiahnu» tak, aby neprehral. Len¾e ¹ahovnia jekoneèná, teda raz pravouholník vzniknú» musí (keï¾e n = 2). Keï¾e Tom nem�¾eprehra», musí ho vytvori» on. Tým teda vyhrá.3.2 (Andrej Osuský) Trojuholníku BCD opí¹eme kru¾niu k. Uká¾eme, ¾e K 2 k. Nehpolpriamka MA pretne kru¾niu v bode X. Vyu¾itím monosti bodu M ku kru¾nii kdostaneme jMBj � jMDj = jMCj � jMXj:



166 50. roèník matematikej olympiádyRovnos» zo zadania prepí¹eme a upravíme:jMAj � jMCj+ jMAj � jCDj = jMBj � jMDj = jMCj � jMXj;jMAj � jCDj = jMCj � (jMXj � jMAj);jMAj � jCDj = jMCj � jAXj: (1)Z podobnosti trojuholníkov MCD a MBX (veta uu) vyplývajMCjjCDj = jMBjjBXj :Dosadením (1) do tohto vz»ahu dostanemejMAjjAXj = jMBjjBXj :To znamená, ¾e BA je os uhla MBX. Os uhla delí opísanú kru¾niu na dva zhodnékru¾niové oblúky. Preto sa priamky BK a CK pretínajú v polovii oblúka DX aK 2 k. Potom u¾ z vety o obvodovýh uhloh vyplýva tvrdenie zo zadania.3.3 Tvrdenie zo zadania platí. Predpokladajme, ¾e súèiny v¹etkýh prirodzenýhdeliteµov èísel a a b sú rovnaké. Zrejme súèin deliteµov nejakého èísla je deliteµný právetými prvoèíslami, akými je deliteµné toto èíslo. Teda a aj b sú deliteµné rovnakýmiprvoèíslami. Neh teda prvoèíselné rozklady èísel a, b sú a = p�11 : : : p�kk , b = p�11 : : : p�kk ,prièom �1; : : : ; �k; �1; : : : ; �k 2 N . Poèítajme exponent prvoèísla p1 v súèine deliteµova. Ten sa zrejme rovná súètu exponentov p1 v jednotlivýh deliteµoh. Zrejme p1 máexponent � (0 5 � 5 �1) práve v (�2 + 1) : : : (�k + 1) deliteµoh. Spolu je teda súèetexponentov �1X�=1�(�2 + 1) : : : (�k + 1) = (�2 + 1) : : : (�k + 1) � �1X�=1� == (�2 + 1) : : : (�k + 1)�1(�1 + 1)2 = �12 �(a);kde �(a) = (�1 + 1) : : : (�k + 1) je poèet deliteµov a. Zrejme analogiky pi má v súèinedeliteµov a exponent 12�i�(a), i = 1; 2; : : : ; k. A analogiky má pi v súèine deliteµov bexponent 12�i�(b). A keï¾e sa súèiny rovnajú, tak aj jednotlivé exponenty sa rovnajú,tak¾e �i2 �(a) = �i2 �(b); i = 1; 2; : : : ; k:Po úprave máme �1�1 = �2�2 = : : : = �k�k = �(a)�(b) = q:



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 167Ak q < 1, tak �i < �i pre i = 1; : : : ; k, èi¾e aj�(a) = (�1 + 1) : : : (�k + 1) < (�1 + 1) : : : (�k + 1) = �(b):Z toho ale q = �(b)=�(a) > 1, èo je spor. Podobne d�jdeme k sporu, ak q > 1. Nutneteda q = 1, a teda �i = �i pre i = 1; : : : ; k, èi¾e a = b. Tým je rie¹enie hotové.3.4 Najprv uká¾me, ¾e ak z je komplexný koreò polynómu p(x), tak jzj > 1. Predpo-kladajme, ¾e jzj 5 1. Keï¾e zn + az = �p, takp = j � pj = jzn + azj 5 jznj+ jaj � jzj 5 1 + jaj;èo je spor s predpokladom p > jaj+ 1.Neh p(x) = g(x) �h(x) je rozklad polynómu p(x) na súèin polynómov s eloèíselnýmikoe�ientami. Potom p = g(0)h(0); preto¾e p je prvoèíslo, jg(0)j = 1 alebo jh(0)j = 1.Neh jg(0)j = 1. Ak z1; z2; : : : ; zk sú korene g(x), sú koreòmi aj p(x) a platí1 = jg(0)j = jz1z2 : : : zkj = jz1j � jz2j � : : : � jzkj > 1;èo je opä» spor. Preto g(x) je kon¹tantne 1 alebo �1, a teda polynóm p(x) sa nedá písa»ako súèin dvoh eloèíselnýh polynómov.3.5 D�kaz urobíme sporom. Neh existuje taký mnohosten P, ¾e ¾iadne tri jehohrany nem�¾u by» stranami nejakého trojuholníka. Oznaème si då¾ky v¹etkýh hrána1; a2; : : : ; an tak, aby a1 5 a2 5 : : : 5 an. Zrejme n = 4. Uká¾eme matematikouindukiou, ¾e platí a1 + a2 + : : :+ an�3 5 2an.1Æ Pre n = 4 zrejme platí a1 5 a4.2Æ Neh tvrdenie platí pre k, t.j. a1 + a2 + � � �+ ak�3 5 ak. Potoma1 + a2 + : : :+ ak�3 + ak�2 5 ak + ak�2 5 ak�1 + ak 5 ak+1;preto¾e ak�1 5 ak 5 ak+1, a ani tieto 3 hrany nesmú by» stranami nejakéhotrojuholníka. Tým sme urobili druhý, indukèný krok.Podobne aj pre an�2; an�1; an vieme, ¾e aj an�2 + an�1 5 an, èo po sèítaní s právedokázanou nerovnos»ou dáva a1 + a2 + : : : + an�3 + an�2 + an�1 5 an + an = 2an.Uva¾ujme dve steny (B;C) mnohostena P, ktoré majú hranu då¾ky an. Då¾ky zvy¹nýhhrán týhto stien oznaème b1; b2; : : : ; bp (stena B) a 1; 2; : : : ; r (stena C). Tietohrany sú r�zne, lebo steny B a C majú u¾ spoloènú hranu (då¾ky an) a ak by malispoloènú e¹te jednu hranu, le¾ali by v rovnakýh rovináh a boli by teda toto¾né.Preto sú b1; : : : ; bp; 1; : : : ; r niektoré z kladnýh èísel a1; a2; : : : ; an�1 (m�¾e nasta»aj prípad, ¾e niektoré då¾ky sú rovnaké, ale nem�¾e nasta» { ako sme vy¹¹ie ukázali {aby boli niektoré hrany identiké). Preto máme b1 + b2 + : : :+ bp + 1 + 2 + : : :+ r 55 a1 + a2 + � � �+ an�1 5 2an. Na druhej strane z trojuholníkovej nerovnosti pre då¾kyhrán stien B a C dostávame: b1 + b2 + : : :+ bp > an a 1 + 2 + : : :+ r > an, èo nám po



168 50. roèník matematikej olympiádysèítaní pravýh a µavýh strán dáva spor s predhádzajúou nerovnos»ou. Týmto smedokázali, ¾e musia existova» tri hrany, ktoré m�¾u by» stranami nejakého trojuholníka.3.6 Pre pevne dané body A, B a O závisí obsah trojuholníka ABC u¾ len od vý¹ky nastranu AB, ktorá je najväè¹ia pre jeden z bodov C 2 k(O;p22) spåòajúih  !OC ?  !AB(ak O 2  !AB, potom pre oba). Kandidátom na trojuholník ABC s najväè¹ím obsahomje teda taký trojuholník ABC, v ktorom platí  !OC ?  !AB a podobne aj  !OA ?  !BC a !OB ?  !CA; bod O je teda jeho ortoentrom. Ak by platilo  = j<)ACBj > �2 , bod Cby le¾al vnútri trojuholníka ABO a potom by bol pre obraz C 0 bodu C v stredovejsúmernosti podµa bodu O obsah trojuholníka ABC 0 väè¹í ako obsah trojuholníka ABC(trojuholník ABC je iba èas»ou trojuholníka ABC 0). Nakoµko nem�¾e by»  = �2 (potomby bol bod C ortoentrom trojuholníka ABC, ale jOCj = p22 6= 0), ostáva nám  < �2a zo symetrie aj � = j<)CABj < �2 a � = j<)ABCj < �2 . Ostrouhlý trojuholník ABC, vktorom vzdialenosti ortoentra O od vrholov sú jOAj = 4, jOBj = 2p3 a jOCj = p22v¹ak existuje (a¾ na symetriké) iba jeden. Spoèítajme teda jeho obsah.Z kolmosti priamok AB a CO µahko vypoèítame j<)ACOj = <) jACDj = �2 � �.Podobne tie¾ <) jCAOj = �2 � , j<)BAOj = �2 � � a j<)OBAj = �2 � �. Zo sínusovýhviet v trojuholníkoh BCO a CAO mámejBOjsin(�2 � �) = jCOjsin(�2 � ) a jAOjsin(�2 � �) = jCOjsin(�2 � ) :Pou¾itím sin(�2 � ') = os' a dosadením då¾ok jAOj, jBOj a jCOj dostanemeos� = r 811 os  a os � = r 611 os :Dosadením do vz»ahuos2 �+ os2 � + os2  = 1� 2 os� os � os  ;ktorý mo¾no pre uhly trojuholníka odvodi» z � + � +  = 180Æ, a súètovýh vzorovpre kosínus, dostaneme rovniup3 os3  + 258 os2  � 118 = 0 :Po substitúii x = p3 os  dostaneme kubikú rovniu13x3 + 2524x2 � 118 = 0 ; resp. 8x3 + 25x2 � 33 = 0:¥ahko uhádneme koreò x = 1 a rovniu upravíme na tvar(x� 1) (8x2 + 33x+ 33) = 0;



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 169z ktorého je zrejmé, ¾e x = 1 je jediný kladný reálny koreò (nezabúdajme, ¾e x == p3 os  > 0, lebo trojuholník je ostrouhlý). Potom dopoèítame os  = 1p3 , os� == q 833 , os � = q 211 , sin� = q2533 , sin � = q 911 a sin  = q23 . S vyu¾itím j<)AOBj == �+ � a následne sin j<)AOBj = sin  vypoèítameS4ABO = 12 jOAj � jOBj sin jAOBj = 124 � 2p3 �r23 = 4p2a podobne S4BCO = 5p2 a S4CAO = 6p2. NásledneS4ABC = S4ABO + S4BCO + S4CAO = 15p2:Zatiaµ sme teda ukázali, ¾e ostrouhlý trojuholník ABC s ortoentrom O s vhodnýmivzdialenos»ami od vrholov má obsah 15p2 a pre ka¾dý iný trojuholník ABC spåòajúipodmienky zadania existuje trojuholník ABC 0 s väè¹ím obsahom, ktorý tie¾ spåòatieto podmienky. Ak teda existuje hµadané maximum, je ním práve 15p2. Existeniatakéhoto maxima je síe z pohµadu vysoko¹kolskej matematiky triviálna zále¾itos», alemy sa budeme dr¾a» stredo¹kolskej matematiky a preto doká¾eme, ¾e ka¾dý uva¾ovanýtrojuholník ABC má obsah S nanajvý¹ 15p2.Oznaème postupne ',  a � orientované uhly AOB, BOC a COA; platí teda ' ++ +� = 2k�, k 2 f�1; 0; 1g. Obsah trojuholníka ABC sa teraz vypoèíta podµa vzoraS = ����12 jOAj � jOBj sin'+ 12 jOBj � jOCj sin + 12 jOCj � jOAj sin ����� ;ktorý zohµadòuje prípady, keï majú ',  a � rovnaké znamienka a teda trojuholníkyAOB, BOC a COA sú disjunktné a pokrývajú trojuholník ABC, rovnako ako prípady,keï jeden z týhto uhlov, povedzme �, má opaèné znamienko a obsah sa vypoèíta podµashémy jS1+S2�S3j platnej èi u¾ je bod B vnútri trojuholníka COA (trojuholník COAje pokrytý trojuholníkmi AOB, BOC a ABC) alebo vonku (zjednotenie trojuholníkovCOA a ABC je ten istý ¹tvoruholník ako zjednotenie trojuholníkov AOB a BOC.Pomoou '+ + � = 2k� a teda sin � = sin(2k��'� ) = � sin('+ ) dostanemepo dosadení hodn�t jOAj, jOBj a jOCj vz»ahS = j4p3 sin'+p66 sin � 2p22 sin('+  )j:Keï teraz pou¾ijeme súètový vzore pre sínus, dostaneme4p3 sin'� 2p22 sin('+  ) = (4p3� 2p22 os ) sin'� 2p22 sin os':Po oznaèení a = 4p3 � 2p22 os a b = �2p22 sin skon¹truujeme výraz  == pa2 + b2 = 2p34� 4p66 os > 0 a následne platí �a �2 + � b�2 = 1, preto existujeuhol ! taký, ¾e os! = a a sin! = b . Potom v¹akS = ����p66 sin + �a sin'+ b os'����� 5 jp66 sin j+ j os! sin'+ sin! os'j == jp66 sin j+ j sin(! + ')j 5 jp66 sin j+ 2q34� 4p66 os :



170 50. roèník matematikej olympiádyPre nájdený trojuholník s obsahom 15p2 je prvý èlen rovný 5p2 = 1315p2, èo nás(spolu s tvarom druhého èlena) navádza pokraèova» pou¾itím AK-nerovnosti pre trièleny, konkrétne jp66 sin j a dvakrát p34� 4p66 os :S 5 3s (p66 sin )2 + 2(34� 4p66 os )3 = p3 �q134� 66 os2  � 8p66 os == p3 �s150� 66(os + 4p66)2 5 p3 � p150 = 15p2;èím je nerovnos» dokázaná.3.7 (Katarína Quittnerová, Andrej Osuský) Zrejme tvrdenie platí pre n = 1. Ïalejuva¾ujme n = 2. Pre k = 1; : : : ; n oznaème symbolom Px1 : : : xk sumuX15i1<i2<:::<ik5nxi1xi2 : : : xik ;t.j. súèet v¹etkýh výrazov tvaru xi1xi2 : : : xik , kde 1 5 i1 < i2 < : : : < ik 5 n(takéto oznaèenie sa be¾ne pou¾íva v algebre pri symetrikýh polynómoh a nazývasa symetrizáia výrazu x1 : : : xk), prièom pre k = 0 polo¾me Px1 : : : xk = 1. Takýhvýrazov je zrejme �nk� a xi (i = 1; 2; : : : ; n) sa vyskytuje v práve �n�1k�1� z nih. Na¹anerovnos» je ekvivalentná s nerovnos»ounXk=0(n� 1)n�1�k(n� k)Px1 : : : xk 5 nXk=0(n� 1)n�kPx1 : : : xk:To preto, ¾e po roznásobení dostaneme výrazy tvaru (n � 1)n�1�kxi1xi2 : : : xik , kde1 5 i1 < : : : < ik 5 n, 1 5 k 5 n, a ka¾dý z nih tam dostaneme (n� k)-krát (z týhzátvoriek, kde nehýbajú xi1 ; : : : ; xik). Pritom na µavej strane pre n = k dostávamekoe�ient nula, tak¾e s kµudným svedomím m�¾eme ma» sumu a¾ po n. Ekvivalentnem�¾eme poslednú nerovnos» prepísa» na tvarnXk=1(n� 1)n�1�k(k � 1)Px1 : : : xk = (n� 1)n�1:Staèí nám dokáza» túto nerovnos», lebo je ekvivalentná s p�vodnou.Pou¾itím AG-nerovnosti pre �nk� èlenov súètu Px1 : : : xk (zrejme pre pevné i saxi nahádza v práve �n�1k�1� èlenoh) a vz»ahu x1 : : : xn = 1 dostávame, ¾e pre ka¾dék = 1; : : : ; n platíPx1 : : : xk = �nk� (nk)qx(n�1k�1)1 : : : x(n�1k�1)n = �nk� (nk)q(x1 : : : xn)(n�1k�1) = �nk�:



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 171Po prenásobení nerovnosti èíslom (n � 1)n�1�k(k � 1) a sèítaní ez k = 1; : : : ; ndostanemenXk=1(n� 1)n�1�k(k � 1)Px1 : : : xk = nXk=1�nk�(n� 1)n�1�k(k � 1):Teraz uká¾eme, ¾e súèet na pravej strane je práve (n� 1)n�1:(n� 1) nXk=1�nk�(n� 1)n�1�k(k � 1) = nXk=1�nk�(n� 1)n�k(k � 1) == nXk=1�nk�(n� 1)n�kk � nXk=1�nk�(n� 1)n�k == nXk=1n�n� 1k � 1�(n� 1)n�k � nXk=0�nk�(n� 1)n�k + �n0�(n� 1)n == n n�1Xk=0�n� 1k �(n� 1)n�1�k � nXk=0�nk�(n� 1)n�k + (n� 1)n == n�(n� 1) + 1�n�1 � �(n� 1) + 1�n + (n� 1)n == n � nn�1 � nn + (n� 1)n = (n� 1)n:Tým je d�kaz ukonèený. ©tvrtá séria4.1 (Andrej Osuský) M�¾eme si poprehadzova» riadky tabuµky tak, aby tretie najväè¹ieèísla v jednotlivýh riadkoh tabuµky boli usporiadané, t.j. neh m1 < m2 < : : : < m10(i-ty riadok má tretie najväè¹ie èíslo mi pre i = 1; 2; : : : ; 10). Uká¾eme, ¾e pre i == 1; 2; : : : ; 10 platí mi = 8i: (�)Pre ka¾dé k = 1; 2; : : : ; 10 je v k-tom riadku práve 7 èísel men¹íh ako mk a navy¹e platím1 < m2 < � � � < m10. To znamená, ¾e existuje 7i+ (i� 1) = 8i� 1 èísel men¹íh akomi (to sú tie, ktoré sú v k-tom riadku men¹ie ako mk, pre k = 1; 2; : : : ; i a ïalej èíslam1;m2; : : : ;mi�1; prièom pre i = 1 ih v�be neuva¾ujeme), teda nutne mi = 8i, lebov¹etky tieto èísla sú navzájom r�zne. Z toho istého d�vodu pre èísla mi (i = 1; 2; : : : ; 10)dostávame mi = m1 + (i� 1). Podµa (�) dostávame m9 = 72, m10 = 80, tak¾e10Xi=1mi = m1 + 8Xi=2mi +m9 +m10 = m1 + 8Xi=2(m1 + (i� 1)) + 72 + 80 = 8m1 + 180:



172 50. roèník matematikej olympiádySúèet èísel v prvom riadku zrejme neprevy¹uje èíslo(m1 � 7) + (m1 � 6) + : : :+m1 + 99 + 100 = 8m1 + 171 < 8m1 + 180 5 10Xi=1mi;teda je dokona ostro men¹í ako súèet tretíh najväè¹íh èísel z ka¾dého riadku.4.2 M�¾eme predpoklada», ¾e jACj 5 jBCj, inak bod M le¾í mimo úseèky BH, a tedapriamka PM nem�¾e by» osou uhla BPH. Najprv doká¾emejACjjABj = jPHjjPBj :Z rovnosti jACj = jAP j vyplýva, ¾e staèí dokáza» jAP j : jABj = jPHj : jPBj, èi¾ejAP j : jPHj = jABj : jPBj. Staèí teda dokáza», ¾e trojuholníky AHP a APB súpodobné. Vzhµadom na rovnos» uhlov PAH a BAP staèí ukáza», ¾e jAP j : jAHj == jABj : jAP j, èo v¹ak vyplýva z podobnýh pravouhlýh trojuholníkov ACH a ABC.Ak má uhol BAC veµkos» 60Æ, platíjMHjjMBj = 12 = jACjjABj = jPHjjPBj ;èi¾e jMHj : jMBj = jPHj : jPBj, z èoho vyplýva, ¾e PM je osou uhla BPH. Ak uholBAC má veµkos» menej ako 60Æ, då¾ka jMHj sa zmen¹í a då¾ka jACj sa zväè¹í, tedanem�¾e plati» jMHj : jMBj = jPHj : jPBj a priamka PM nie je osou uhla BPH. Akuhol BAC má veµkos» via ako 60Æ, då¾ka jMHj sa zväè¹í a då¾ka jACj sa zmen¹í, tedatak isto nem�¾e plati» jMHj : jMBj = jPHj : jPBj a ani teraz priamka PM nie je osouuhla BPH.4.3 (Katarína Quittnerová) Predpokladajme, ¾e funkia spåòajúa dané podmienkyexistuje. Keï sa pre zvolené x > 0 pozeráme na rovniuf(f(x))2 = f(x+ y) (f(x) + y)iba ako na funkiu premennej y, máme na µavej strane kon¹tantu, zatiaµèo na pravejstrane súèin kladnej ostro rastúej funkie f(x) + y s kladnou funkiou f(x+ y), ktorámusí by» nutne ostro klesajúa. Funkia f(x0) je teda pre x0 > x klesajúa a my sim�¾eme zvoli» µubovoµne malé x > 0, preto je táto funkia klesajúa na elom de�niènomobore. Následne zmeníme pohµad na danú rovniu a budeme y poklada» za kon¹tantua x za premennú. Potom je f(f(x))2 rastúa funkia, lebo je zlo¾ená z umoneniana druhú (rastúe na kladnýh reálnyh èíslah) a dvoh klesajúih funkií f . Pravástrana je v¹ak súèinom dvoh kladnýh klesajúih funkií f(x + y) a f(x) + y, tak¾eje klesajúa. Rovnos» preto m�¾e by» splnená pre nanajvý¹ jedno x, nie pre v¹etky akosme predpokladali. Tým je tvrdenie dokázané.



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 1734.4 Keï¾e 2 je prvoèíslo, tak v¹etky prirodzené delitele èísla 21000 majú tvar 2k, kdek 2 N0 , k 5 2000. Upravením kombinaènýh èísel zo zadania dostávame2k = 1 + �n1�+ �n2�+ �n3� = (n+ 1) (n2 � n+ 6)6 :To znamená, ¾e práve jedno z èísel n+1 a n2�n+6 je deliteµné tromi a ostatné deliteletýhto èísel sú moniny 2. M�¾u teda nasta» dva prípady:1) Neh n+ 1 = 3 � 2x, n2 � n+ 6 = 2y, kde x; y 2 N0 a x+ y = k+ 1. Vzhµadom nato, ¾e n = 3, musí by» x = 1. Potom dostávame 2y = n2 � n + 6 = 9 � 2x(2x � 1) + 8.Ak by bolo x = 4, potom y = 4 a dostávame, ¾e µavá strana je deliteµná 16, ale pravádáva po delení 16 zvy¹ok 8. Preto musí by» x 5 3. Vyskú¹aním jednotlivýh mo¾nostídostávame rie¹enie n = 23.2) Neh n+1 = 2x; n2�n+6 = 3:2y, kde x; y 2 N0 a x+y = k+1. Keï¾e n = 3, musíby» x = 2. Podobne ako v prvom prípade dostávame 3 �2y = n2�n+6 = 2x(2x�3)+8.Analogiky vylúèime mo¾nosti x = 4. Pre x 2 f2; 3g dostávame rie¹enia n = 3 a n = 7.Zadaniu úlohy vyhovujú èísla 3; 7; 23.4.5 Neh X, vnútorný bod trojuholníka ABC, je poèiatkom komplexnej roviny (t.j.zodpovedá èíslu 0). Oznaème u; v; w komplexné èísla zodpovedajúe bodom A;B;C.Zrejme platíuv(u� v) + vw(v � w) + wu(w � u) = �(u� v) (v � w) (w � u): (1)Z toho zrejme vyplývajuv(u� v)j+ jvw(v � w)j+ jwu(w � u)j = j(u� v) (v � w) (w � u)j: (2)Tým sme vlastne dokázali nerovnos»jXAj � jXBj � jABj+ jXBj � jXCj � jBCj+ jXCj � jXAj � jCAj = jABj � jBCj � jCAjZostáva zisti» kedy nastáva rovnos». Zaveïme transformáiuz1 = uv(u� w) (v � w) ; z2 = vw(v � u) (w � u) ; z3 = wu(w � v) (u� v) :Vz»ahy (1) a (2) potom mo¾no prepísa»jz1j+ jz2j+ jz3j = 1;z1 + z2 + z3 = 1:Rovnos» nastáva práve vtedy, keï z1; z2 a z3 sú kladné reálne èísla. Predpokladajme,¾e skutoène ide o kladné reálne èísla. Preto¾e�z1z2z3 = � vw � u�2; �z2z3z1 = � wu� v�2; �z3z1z2 = � uv � w�2;



174 50. roèník matematikej olympiádyµahko nahliadneme, ¾e u=(v�w) a v=(w�u) sú rýdzo imaginárne èísla. Preto �!AX ? �!BCa ��!BX ? �!AC, a teda X je nutne ortoentrom trojuholníka.Zostáva overi», èi ortoentrum skutoène vyhovuje zadaniu. Predpokladajme, ¾e X jeortoentrom trojuholníka ABC. Potom platíj<)AXBj = � � j<)ACBj;z èoho 2R1 = jABjsin j<)AXBj = jABjsin j<)ACBj = 2R;kde R1 a R sú polomery kru¾ní opísanýh trojuholníkom ABX a ABC. AnalogikyR = R2 = R3, kde R2 a R3 sú polomery kru¾ní opísanýh trojuholníkomBCX a CAX.Potom v¹ak 4RP = 4R1P1 + 4R2P2 + 4R3P3;kde P; P1; P2 a P3 sú obsahy príslu¹nýh trojuholníkov. Keï¾e v¹ak vo v¹eobenostiplatí vz»ah 4RP = ab pre a; b;  strany trojuholníka, R polomer kru¾nie opísanejtrojuholníku a P obsah trojuholníka, z predhádzajúej rovnosti dostávamejABj � jBCj � jCAj = jXAj � jXBj � jABj+ jXBj � jXCj � jBCj+ jXCj � jXAj � jCAj;èo je dokazovaná rovnos».Z uvedeného vyplýva, ¾e rovnos» zo zadania nastáva práve vtedy, keï bod X jeortoentrom trojuholníka ABC.4.6 Jediný trik, ktorý v rie¹ení pou¾ijeme, je rozklad na ¹tvore. Pre µubovoµné kladnéreálne èíslo 2 platí2x2i + xixj + x2j = �xi + 12xj�2 + �1� 142�x2j :Pou¾itím tejto rovnosti dostávame1 = nXi=1 x2i + n�1Xi=1 xixi+1 == k�1Xi=1 i+ 12i �xi + ii+ 1xi+1�2 + n+ 12k(n� k + 1)x2k ++ n�1Xi=k n+ 1� i2(n� i) � n� in+ 1� ixi + xi+1�2 :Keï¾e platí i+ 12i �x1 + ii+ 1xi+1�2 = 0;n+ 1� i2(n� 1) � n� in+ 1� ixi + xi+1�2 = 0



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 175pre ka¾dé potrebné i, tak n+ 12k(n� k + 1)x2k 5 1;x2k 5 2k(n� k + 1)n+ 1 ;jxkj 5r2k(n� k + 1)n+ 1 :Túto maximálnu hodnotu nadobudne jxkj vtedy, keï budú v¹etky ¹tvore nulové, t.j.xi = � ii+ 1xi+1 pre i = k � 1; : : : ; 1,xi+1 = � n� in+ 1� ixi pre i = k; : : : ; n� 1;èo zrejme vieme pre ka¾dé xk splni».4.7 Oznaème si poèet litrov v prvom, druhom a tre»om sude postupne a; b; . Akje niektorý sud prázdny, tak je na¹a úloha vyrie¹ená. Teda bez ujmy na v¹eobenostipredpokladajme, ¾e 0 < a 5 b 5 . Vyjadrime b v tvare b = qa + a0, kde q; a0 2 Za q > 0, 0 5 a0 < a. Ïalej napí¹me q v dvojkovej sústave:q = q0 + 2q1 + : : :+ 2mqm; qi 2 f0; 1g; m 2 N0 ; qm = 1:Postupujme nasledovne: do prvého suda prelejme postupne a; 2a; 4a; : : : ; 2ma litrovnasledujúim sp�sobom. Ak qi = 1, tak prelievame z druhého suda, ak qi = 0, takprelievame z tretieho suda. V druhom sude ostane b�qa = a0 = 0 litrov vody a z tretiehosuda sme preliali maximálne(1 + 2 + : : :+ 2m�1)a < 2ma 5 b 5 litrov vody, tak¾e sme ne¹li do mínusu. Týmto sp�sobom sme zmen¹ili poèet litrovv"najprázdnej¹om\sude. Opakovaním tohto postupu nakonie niektorý sud vyprázd-nime. Piata séria5.1 ¥ahko vypoèítame a2 = 2, a3 = 3, a4 = 5 a a5 = 7. Existuje teda aspoò jedenèlen postupnosti deliteµný èíslom 7. Predpokladajme teraz, ¾e postupnos» obsahuje lenkoneène veµa èlenov deliteµnýh 7. Neh ak je posledný z nih (zrejme k = 5, lebo 7 j a5).Keï oznaèíme b = a2k�1 a  = a4k�3, máme 7 - b a 7 - . Z daného rekurentného vz»ahuv¹ak vieme, ¾ea2k = a2k�1 + ak � b (mod 7) a a2k+1 = a2k + ak � b (mod 7):



176 50. roèník matematikej olympiádyPostupnými výpoètami dostávame (v¹etky kongruenie sú modulo 7)a4k�2 = a4k�3 + a2k�1 � + b;a4k�1 = a4k�2 + a2k�1 � + 2b;a4k = a4k�1 + a2k � + 3b;a4k+1 = a4k + a2k � + 4b;a4k+2 = a4k+1 + a2k+1 � + 5b;a4k+3 = a4k+2 + a2k+1 � + 6b:V postupnosti sa teda vyskytujú èísla ; + b; + 2b; : : : ; + 6b, ktoré sú za èlenom ak,a teda nesmú by» deliteµné 7, èi¾e m�¾u dáva» nanajvý¹ ¹es» r�znyh zvy¹kov po delení 7.Podµa Dirihletovho prinípu dávajú aspoò dve z nih rovnaký zvy¹ok. Následne v¹akrozdiel týhto dvoh, ktorý je tb, kde jtj 2 f1; 2; 3; 4; 5; 6g, musí by» deliteµný 7. Alekeï¾e 7 je prvoèíslo a 7 - t, dostávame 7 j b, èo je spor s predpokladom 7 - b zo zaèiatku.Tým je tvrdenie dokázané.5.2 (Andrej Osuský) Oznaème k koe�ient podobnosti trojuholníkov ABC a A0B0C 0.Ïalej neh da, db, d sú postupne vzdialenosti priamok BC a B0C 0, AC a A0C 0, AB aA0B0. Vý¹ky v trojuholníku ABC oznaème ¹tandardne va; vb; v. Prieseèníky priamkyA0B0 so stranami AC a BC oznaème postupne X a Y .
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P
QR A0 B0C 0X Yd dadb�Obr. 38Z podobnosti trojuholníkov XY C a ABC a z rovnobe¾nosti priamok AB a XYvyplýva jXY jjABj = v � dv ; jA0Xjdb = jABjvb ; jB0Y jda = jABjva :Po dosadení predhádzajúih vz»ahov do rovnosti jA0B0j = jXY j � jA0Xj � jB0Y jdostávame k = jA0B0jjABj = 1� dava � dbvb � dv :



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 177Staèí u¾ len vyjadri» hµadaný pomer obsahov trojuholníkov PQR a A0B0C 0:S4PQRS4A0B0C0 = SA0B0C0 + SA0B0P + SB0C0Q + SA0C0RSA0B0C0 == 1 + kjACj � dbk2jACj � vb + kjABj � dk2jABj � v + kjBCj � dak2jBCj � va == 1 + 1k �dava + dbvb + dv� :Po dosadení z vy¹¹ie uvedeného vz»ahu dostávameS4PQRS4A0B0C0 = 1 + 1k (1� k) = 1k = jABjjA0B0j :A tým je d�kaz hotový.5.3 Èíslo n!2000 nem�¾e by» elé, preto n < 15. Neh q = kl , kde k; l sú nesúdeliteµnéprirodzené èísla a l > 1. Oznaème  = [q2℄. Potomfq2g = k2l2 �  = k2 � l2l2 ;kde èitateµ a menovateµ sú opä» nesúdeliteµné, preto n!2000 musí ma» po vykrátení nazákladný tvar v menovateli ¹tvore. To platí len ak 6 5 n 5 9. Pre n = 6; 7; 8; 9nadobúda n n!2000o postupne hodnoty 925 , 1325 , 425 , 1125 , a teda q = k5 . Hµadajme také k,aby k2 dávalo po delení 25 zvy¹ok 4; 9; 11 alebo 13. ¥ahko sa dá overi», ¾e k musí podelení 25 dáva» jeden zo zvy¹kov 2, 3, 6, 9, 22, 23. Keï¾e má by» 0 < q < 2000, tak0 < k < 10000. Poèet takýh k, ktoré spåòajú obe podmienky, je 6 � 1000025 = 2400, èo jeaj hµadaný poèet dvojí (n; q).5.4 Neh r je koreò rovnie f(x) = 0. Potom b = f(0) = f(f(r)) = 0, a teda f(x) == x(x+ a) a r 2 f0;�ag. Taktie¾ f(f(x)) = f(x)�f(x) + a� = x(x+ a) (x2 + ax+ a).Hµadáme teda také a, aby rovnia x2 + ax+ a = 0 nemala ¾iadne korene okrem 0;�a.Ak µubovoµný z nih je jej koreòom, potom nutne a = 0 a vtedy rovnia f(f(x)) = 0nemá ¾iadne iné korene. V opaènom prípade musí ma» záporný diskriminant, èi¾e a2�� 4a < 0. To nastáva práve vtedy, keï 0 < a < 4. Celkove dostávame, ¾e rovnie zozadania majú rovnakú (neprázdnu) mno¾inu koreòov pre b = 0 a µubovoµné a 2 h0; 4),prièom sa µahko overí, ¾e pre a = 0 je to mno¾ina f0g a pre a 2 (0; 4) je to f0;�ag.5.5 Najprv doká¾me nasledujúu Lemu.Lema. Ak máme 20 za sebou idúih èísel medzi ktorými nie je prehod ez stovku(nemení sa ifra na mieste stoviek) a prvé z nih konèí nulou, tak sa medzi nimi nahádzaèíslo, ktoré má iferný súèet deliteµný 11.



178 50. roèník matematikej olympiádyD�kaz. Neh m je prvé z nih a neh  je jeho iferný súèet. Potom èísla m;m ++ 1; : : : ;m+ 9;m+ 19 majú postupne iferné súèty ; + 1; : : : ; + 9; + 10, èo je 11po sebe idúih èísel. Tak¾e jedno z nih musí by» deliteµné 11.a) Vrá»me sa k d�kazu ná¹ho príkladu. Ak medzi na¹imi 39 èíslami nie je prehodez stovku, tak sa medzi nimi zrejme nahádza 20 po sebe idúih èísel, z ktorýh prvékonèí nulou. Potom u¾ len staèí pou¾i» Lemu (také 20-tie sú zrejme dve).Teraz neh je medzi na¹imi 39 èíslami prehod ez stovku (zrejme m�¾e by» najviajeden) a neh n je to z nih, ktoré konèí dvoma nulami. Potom sa medzi na¹imi 39èíslami nahádza buï èíslo n � 20 alebo n + 19 (inak ih bude najvia 38). V prvomprípade pou¾ijeme Lemu pre 20-tiu zaèínajúu èíslom n� 20 a v druhom pre 20-tiuzaèínajúu èíslom n.b) Majme mno¾inu M , v ktorej je 38 po sebe idúih prirodzenýh èísel. Ak nemáma» ¾iadne z nih iferný súèet deliteµný 11, tak z vy¹¹ie uvedenýh úvah vyplýva, ¾emedzi nimi musí by» prehod ez stovku. Navia ak n je to z nih, ktoré konèí dvomanulami, tak nutne M = fn� 19; : : : ; n; n+ 1; : : : ; n+ 18g.Doká¾te si sami, ¾e iferný súèet n � 19 musí dáva» po delení 11 zvy¹ok 1, a tedaiferný súèet n� 1 musí dáva» zvy¹ok po delení 11 zvy¹ok 10 (pozor na jeden prehodez desiatku). Ïalej si doká¾te, ¾e iferný súèet n musí dáva» zvy¹ok 1 po delení11. Predpokladajme, ¾e pri stovkovom prehode sa nám zmení a deviatok (na miestejednotiek, desiatok, stoviek,: : : ) na nuly. Potom(n� 1) = (n) + 9a� 1;kde (x) oznaèuje iferný súèet prirodzeného èísla x. ¥avá strana rovnie dáva po delení11 zvy¹ok 10 a pravá zvy¹ok 9a. Najmen¹ie a vyhovujúe tejto podmienke je a = 6.Teda n � 1 má na poslednýh ¹iestih miestah deviatky. Keï¾e hµadáme najmen¹ieèísla, tak zrejme pred týmito deviatkami nebudú stá» ¾iadne iné èíslie. Dostali smerie¹enie 999 981; 999 982; : : : ; 999 999; 1 000 000; : : : ; 1 000 018;o ktorom sa skú¹kou presvedèíme, ¾e naozaj vyhovuje danej úlohe. Z postupu vyplýva,¾e nájdené èísla sú najmen¹ie.5.6 (Andrej Osuský) Ak K = A, tak j<)MKN j = j<)MAN j = j<)MABj+ j<)BAN j == 12 j<)BACj+ 12 j<)BADj = 12 � 180Æ = 90Æ, tak¾e tvrdenie platí (pou¾ili sme poznatok,¾e os vnútorného uhla v trojuholníku pretína oblúk nad protiµahlou stranou v polovii,teda v na¹om prípade AM je os uhla CAB, atï). Ïalej predpokladajme, ¾e K 6= A a ¾ebod A le¾í vnútri úseèky CD (viï obrázok 39). Druhému prípadu sa budeme venova»nesk�r.Oznaème � = j<)BAM j = j<)MACj (vïaka vy¹¹ie uvedenej vlastnosti osi uhla).Potom j<)BAN j = j<)NADj = 90Æ � �. Z vety o obvodovýh a stredovýh uhlohmáme j<)MBCj = j<)MCBj = � a j<)NBDj = j<)NDBj = 90Æ � �.
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M N
B0N 0
� '�Obr. 39Uva¾ujme stredovú súmernos» SK so stredom K. Neh N 0 = SK(N) a B0 = SK(B).Uká¾eme, ¾e jMN 0j = jMN j.Oznaème ' = j<)CBDj. Keï¾e B0C = SK(BD), tak B0C k BD, a teda j<)BCB0j == 180Æ � '. Ïalej j<)N 0CB0j = 90Æ � �, preto¾e 4B0CN 0 = SK(4BDN). Teraz u¾vidíme, ¾e j<)MBN j = j<)MCN 0j = '+ 90Æ alebo 360Æ � ('+ 90Æ) = 270Æ � ' (podµatoho, èi ' 5 90Æ alebo ' > 90Æ).Trojuholníky MNB a MN 0C sú potom zhodné (podµa vety sus, lebo jMBj = jMCj,jBN j = jDN j = jCN 0j, j<)MBN j = j<)MCN 0j). To znamená, ¾e jMN j = jMN 0j. (Akby ' = 90Æ, tak platí jMN j = jMBj+ jBN j = jMCj+ jCN 0j = jMN 0j, tak¾e opä» toisté.)To ale znamená, ¾e trojuholník NN 0M je rovnoramenný so základòou NN 0. Potomje jeho »a¾nia MK zároveò aj vý¹kou, a teda j<)MKN j = 90Æ, èo sme heli dokáza».A

BC DK M N
N1
�Obr. 40Tvrdenie v¹ak neplatí pre situáiu, keï A nele¾í na úseèke CD, ale mimo nej. Potomsa dá dokáza», ¾e nutná a postaèujúa podmienka na platnos» tvrdenia v zadaní jepotrebná ¹peiálna pozíia danýh kru¾ní | taká, ¾e j<)ADBj � j<)ACBj = 90Æ.



180 50. roèník matematikej olympiádyVo v¹eobenosti sa ale dá vypozorova» analogiké tvrdenie, a to ak namiesto boduN budeme bra» bod N1, stred oblúka BD, ktorý obsahuje A (pozri obrázok 40).5.7 Bez ujmy na v¹eobenosti m�¾eme predpoklada», ¾e body A1; A2; : : : ; An sú nakru¾nii umiestnené v tomto poradí v kladnom smere. Polo¾me An+1 = A1, An+2 == A2,: : : . Oznaème AiAj oblúk kru¾nie zaèínajúi v bode Ai a konèiai v bode Aj (vkladnom smere). Stredový uhol prislúhajúi tomuto oblúku oznaème <)AiAj . Budemehovori», ¾e oblúk AiAj je tupý, ak j<)AiAjj = 180Æ. Zrejme pre µubovoµnú dvojiu Ai; Ajplatí j<)AiAj j+ j<)AjAij = 360Æ. Teda aspoò jeden z oblúkov AiAj , AjAi je tupý. Nehxs je poèet tupýh oblúkov AiAj , vnútri ktorýh le¾í s � 1 z na¹ih bodov. Keï¾ej<)AiAi+sj+ j<)Ai+sAij = 360Æ, dostávamexs + xn�s = n (�)pre ka¾dé s = 1; 2; : : : ; n�1. Pritom rovnos» nastáva len ak neexistujú body AiAi+s, prektoré by bolo j<)AiAi+sj = 180Æ. Spoèítame poèet neostrouhlýh trojuholníkov AiAjAk.Taký trojuholník má práve jeden uhol prislúhajúi tupému oblúku. Pre ka¾dý tupýoblúk, ktorý má s�1 bodov vnútri, máme n�s�1 neostrouhlýh trojuholníkov AiAjAk,pre ktoré uhol pri vrhole Ak prislúha <)AiAj, teda také, ¾e bod Ak le¾í vnútri oblúkuAjAi. Z toho dostávame, ¾e neostrouhlýh trojuholníkov jeN = x1(n� 2) + x2(n� 3) + � � �+ xn�3 � 2 + xn�2 � 1 + xn�1 � 0:Preusporiadaním èlenov a vyu¾itím (�) dostávameN = 0 � (xn�1 + x1) + 1 � (xn�2 + x2) + � � �+ n� 32 (x(n+1)=2 + x(n�1)=2) == n � �1 + 2 + : : :+ n� 32 � = n(n� 3) (n� 1)8ak je n nepárne, aN = 0 � (xn�1 + x1) + 1 � (xn�2 + x2) + � � �++ n� 42 (x(n+2)=2 + x(n�2)=2) + n� 22 xn=2 == n � �1 + 2 + : : :+ n� 42 �+ n� 22 � n2 = n(n� 2)28ak je n párne. Rovnosti nastávajú napríklad pre j<)A1A2j = j<)A2A3j = : : : == j<)An�1Anj = j<)AnA1j = 360Æ=n ak je n nepárne, a pre j<)A1A2j = j<)A2A3j = : : : == j<)An�1Anj = 360Æ=n+ " a j<)AnA1j = 360Æ=n� (n� 1)", kde 0 < " < 360Æ=n2, akn je párne. Hµadaný poèet ostrouhlýh trojuholníkov je potom�n3��Nmin = � 124(n� 1)n(n+ 1); ak n je nepárne,124(n� 2)n(n+ 2); ak n je párne.



Iné kore¹pondenèné semináreOkrem matematikej olympiády sú pre ¹tudentov základnýh aj strednýh ¹k�l poèas¹kolského roka organizované aj iné matematiké sú»a¾e. Patria medzi ne predov¹etkýmkore¹pondenèné semináre. Tieto sú»a¾e sa v detailoh istotne lí¹ia, av¹ak základnéèrty majú spoloèné: poèas ¹kolského roka prebiehajú dve èasti (letná a zimná), ktorépozostávajú zväè¹a z troh sérií úloh rozosielanýh rie¹iteµom do ¹k�l alebo domov.Rie¹enia sú»a¾iai vypraovávajú rovnakou formou ako v MO a v urèenom termíne ihodosielajú na adresu príslu¹ného seminára, odkiaµ sa po niekoµkýh dòoh a¾ tý¾dòohvrátia opravené spolu so vzorovými rie¹eniami a výsledkovou listinou. Mlad¹í a menejskúsení rie¹itelia zväè¹a nemusia rie¹i» tie najzlo¾itej¹ie príklady, aby aj oni mali ¹anuovplyvni» poradie na prvýh miestah. Na koni oboh èastí sú»a¾e sú pribli¾ne tridsiatinajúspe¹nej¹í rie¹itelia pozývaní na tý¾dòové sústredenie, úèas» na ktorom býva èastonajsilnej¹ou motiváiou na rie¹enie úloh. Nie je ale mo¾né nespomenú», ¾e takýtopravidelný tréning sa odrá¾a aj na výsledkoh dosahovanýh v MO, a ¾e drvivá väè¹inareprezentantov Slovenska a Èeskej republiky na MMO, príp. MIO sa aktívne zapájalado viaerýh z týhto seminárov.Ni¾¹ie uvedené kore¹pondenèné semináre (KS) sú urèené predov¹etkým ¹tudentomstrednýh ¹k�l, svojim záberom pokrývajú územie elého Slovenska a èasto majú ajrie¹iteµov z Èeskej Republiky. Je v¹ak mo¾né, ¾e vo svojom okolí nájdete aj men¹iesú»a¾e podobného druhu.Bratislava | Bratislavský kore¹pondenèný matematiký seminár | BKMSTento KS je organizovaný ¹tudentmi FMFI UK v Bratislave zväè¹a (80%) bra-tislavského p�vodu. Série bývajú tematiky zamerané a obsahujú niekedy aj veµminároèné úlohy. Okrem seminára ÚK MO sa práve tento najvia venuje príprave na MOv kategórii A. Sústredenia s pestrou eloslovenskou úèas»ou a takmer v¾dy aj so vzorkou"zahranièného\ úèastníka z ÈR mávajú asi najbohat¹í matematiký program.BKMSRNDr. Jaroslav Gurièan, CS.KATÈ FMFI UKMlynská dolina842 48 Bratislavae-mail: bkms�pobox.skURL: http://www.bkms.skStredné Slovensko | Stredoslovenský kore¹pondenèný matematiký semi-nár | SKMSTento KS je momentálne organizovaný skupinou ¹tudentov FMFI UK v Bratislave,pohádzajúih zo stredného, príp. výhodného Slovenska. Je pokraèovateµom tradí-ie stredoslovenskýh KS organizovanýh v minulosti zo ®iliny a Banskej Bystrie.



182 50. roèník matematikej olympiádyDo súèasnej podoby sa SKMS prepraoval pred niekoµkými rokmi, keï sa organizá-ie ujala skupina bývalýh rie¹iteµov, v tom èase ¹tudujúih v Bratislave. Pre tútosú»a¾ je harakteristiký nízky vekový priemer rie¹iteµov, sú»a¾né úlohy majú blízko kukategórii B alebo C MO. SKMSKZDM FMFI UKMlynská dolina842 48 Bratislavae-mail: skms�host.skURL: http://skms.miesto.skVýhodné Slovensko | Kore¹pondenèný seminár z matematiky STROMKore¹pondenèný seminár STROM je organizovaný z PF UPJ© v Ko¹iiah skupinounad¹enov, väè¹inou bývalýh rie¹iteµov seminára. Je pokraèovateµom najstar¹ieho ko-re¹pondenèného seminára v bývalom Èeskoslovensku. Jednotlivé série bývajú tematikyzamerané, témy v¹ak èasto bývajú netradièné a niekedy sa obsahovo lí¹ia od úloh v MO.Sústredenia s najmä "výhodoslovenskou\ úèas»ou majú takmer neprekonateµne dru¾núatmosféru. STROMPF UPJ©Jesenná 5040 01 Ko¹iee-mail: strom�upjs.skURL: http://www.strom.skKore¹pondenèný seminár z programovania | KSPNa rozdiel od predhádzajúih KS, je KSP sú»a¾ou v programovaní. V¹etky jehosú»a¾né úlohy sú, podobne ako na MIO, praktiké. KSP je organizovaný zanietenouskupinkou ¹tudentov FMFI UK v Bratislave, ktorí majú zároveò na starosti v¹etkyostatné sú»a¾e v programovaní od COFAX-u a¾ po MO{P. Sústredenia bývajú miernenetradiène na jar a na jeseò. KSPKVI FMFI UKMlynská Dolina842 48 Bratislavae-mail: ksp�ksp.skURL: http://www.ksp.skAk ste sa rozhodli do niektorého zo seminárov zapoji», najrozumnej¹ie je po¾iada»o zaslanie úloh prvej série zaèiatkom septembra alebo zaèiatkom januára.
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