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O priebehu 48. ro�n¡ka matematikej olympi dyMatematik  olympi da (MO) je s£�a�ou �iakov z kladn�h a stredn�h ¨k�l. Jejvyhlasovate�om je Ministerstvo ¨kolstva Slovenskej republiky v spolupr i s Jednotouslovensk�h matematikov a fyzikov. Tento ro�n¡k MO na Slovensku riadila Slovensk komisia matematikej olympi dy (SK MO). Jednotliv� kol  odborne a organiza�nezabezpe�ovali okresn� a krajsk� komisie MO (KK MO). Cie�om s£�a�e je vyh�ad -vanie �iakov talentovan�h v matematike, preb£dzanie a podpora ih z ujmu o ¤u,rozv¡janie ih matematik�h shopnost¡ a ih usmer¤ovanie a vedenie k samostatnejtvorivej �innosti. Vyvrholen¡m s£�a�e je pr¡prava na £spe¨n£ reprezent iu Slovenskejrepubliky a £�as� na medzin rodn�h s£�a�iah, najm� na Medzin rodnej matema-tikej olympi de (MMO) a Medzin rodnej informatikej olympi de (MIO). V ¨kol-skom roku 1998/1999 sa uskuto�nil u� 48. ro�n¡k MO, preto�e matematik  olympi dana Slovensku je pokra�ovate�om rovnakej s£�a�e z b�val�ho �eskoslovenska. Aj v tomtoro�n¡ku boli £lohy vo v¨etk�h kol h MO v �eskej republike a na Slovensku rovnak�.S pote¨en¡m mo�no kon¨tatova�, �e MO aj tentokr t prebehla vo v¨etk�h 79 okre-soh, a tie� vo v¨etk�h 8 krajoh Slovenskej republiky. Person lne obsadenie SK MOv 48. ro�n¡ku s£�a�e bolo nasledovn�.Predsedn¡tvo SK MO tvorili:do. RNDr. Vladislav Rosa, CS. z MFF UK Bratislava, predseda SK MO.do. RNDr. Vojteh B lint, CS., FDS �U �ilina, podpredseda SK MO,RNDr. Pavol �ernek, CS., MFF UK Bratislava, tajomn¡k pre odborn� ot zky,RNDr. Monika Kr llov , MFF UK Bratislava, tajomn¡k pre organiza�n� ot zky,PhDr. Oto Klostermann, z stupa M� SR,Ivan Luk �, z stupa IUVENTY,RNDr. Andrej Blaho, CS., MFF UK Bratislava,RNDr. Jozef Fulier, CS., FPV UKF Nitra,do. RNDr. Tom ¨ Heht, CS., MFF UK Bratislava,Mgr. Jana Vi¨¤ovsk , MFF UK Bratislava,prof. RNDr. Jozef Morav�¡k, CS., SF �U �ilina.�lenmi predsedn¡tva s£ �alej predsedovia krajsk�h komisi¡:do. RNDr. Vojteh B lint, CS., FDS �U �ilina,RNDr. Jaroslava Brinkov , CS., FHPV UMB Bansk  Bystria,Mgr. Milan Demko, PedF PU Pre¨ov,RNDr. So¤a Pavl¡kov , CS. , TU Tren�¡n,do. RNDr. Pavol H¡, CS., PF TU Trnava,RNDr. Vladim¡r Jodas, MCMB Bratislava,RNDr. Bo�ena Mih likov , CS., PF UPJ� Ko¨ie,prof. RNDr. Ondrej �ediv�, CS., FPV UKF Nitra.



4SK MO �alej tvorili:Bronislava Brejov , MFF UK Bratislava,RNDr. Milan Cirjak, MC Pre¨ov,RNDr. Milota Hilkov , Z� Jilemnik�ho, Rev£a,RNDr. Anton Hn t, Gymn zium Mihalove,Mgr. Jozef M�sz ros, Gymn zium s vyu�. jaz. ma�. Galanta,RNDr. Dagmar Mikul ¨ov , Gymn zium Tren�¡n,RNDr. Dana Smutn , FPHV UMB Bansk  Bystria,Tom ¨ Vina©, MFF UK Bratislava,Mgr. Dagmar Vongrejov , Z� Moskovsk  �ilina.V priebehu 48. ro�n¡ka MO sa uskuto�nilo jedno plen rne zasadnutie SK MO a trizasadnutia predsedn¡tva SK MO. Zamerali sa na obsahov� a organiza�n� zabezpe�enieMO, �nan�n� pokrytie s£�a�e, �al¨ie aktivity (kore¨ponden�n� semin re, s£stredeniaa pod.), ako aj na pokra�ovanie v partnerskej spolupr i s �eskou �st©edn¡ komis¡ MOpri pr¡prave s£�a�n�h £loh a term¡novom zabezpe�ovan¡ prebiehaj£eho i bud£ehoro�n¡ka MO. Hostite�om pri oboh zasadnutiah £lohov�h komisi¡ bola v tomto ro�n¡ku�esk  strana. �lohy MO s£ preva�ne p�vodn�, za zadan¡m ka�dej s£�a�nej £lohy pretov �al¨om texte v z tvorke uv dzame meno autora (resp. navrhovate�a) £lohy.Organiz ia s£�a�e zostala v 48. ro�n¡ku MO zahovan : pre �iakov z kladn�h ¨k�lbola rozdelen  do piatih kateg¢ri¡ Z4 { Z9 ur�en�h �iakom 4. a� 9. ro�n¡ka Z�a odpovedaj£ih ro�n¡kov osemro�n�h gymn zi¡. Pre �iakov stredn�h ¨k�l a imzodpovedaj£ih ro�n¡kov viaro�n�h gymn zi¡ bola s£�a� organizovan  v ¨tyrohkateg¢ri h: C, B, A a P. Kateg¢ria C bola ur�en  pre ¨tudentov prv�h ro�n¡kov,kateg¢ria B pre ¨tudentov druh�h ro�n¡kov a kateg¢ria A pre ¨tudentov tret¡ha ¨tvrt�h ro�n¡kov stredn�h ¨k�l. Kateg¢ria P, zameran  na £lohy z programovaniaa matematikej informatiky, bola ur�en  �iakom v¨etk�h ro�n¡kov stredn�h ¨k�l. Ta-lentovan¡ �iai mohli po s£hlase svojho u�ite�a matematiky s£�a�i� aj vo vy¨¨ej vekovejkateg¢rii. T�kalo sa to aj �iakov Z�, ktor¡ tie� mohli s£�a�i� v niektorej z kateg¢ri¡ A,B ,C a P.S£�a� v ka�dej z kateg¢ri¡ pozost va z nieko�k�h postupov�h k�l, pri�om v kateg¢riiZ4 je najvy¨¨¡m kolom ¨kolsk� kolo, v kateg¢ri h Z5 { Z7 je to okresn� kolo,v kateg¢ri h Z9, C a B sa s£�a� kon�¡ krajsk�m kolom a v kateg¢ri h A a P olympi davyvrholila elo¨t tnym kolom.Do elo¨t tneho kola bolo pozvan�h 36 najlep¨¡h rie¨ite�ov krajsk�h k�l v kateg¢-rii A a 25 najlep¨¡h rie¨ite�ov krajsk�h k�l v kateg¢rii P, pri�om sa postupovalo pod�aporadia zostaven�ho po koordin ii bodov�h hodnoten¡ z jednotliv�h krajov. V tomtokole je s£�a� rozdelen  do dvoh dn¡. V kateg¢rii A rie¨ia s£�a�iai ka�d� de¤ tri £lohyv �asovom limite 4 hodiny, v kateg¢rii P v rovnakom limite prv� de¤ tri teoretik�a druh� de¤ dve praktik� £lohy na po�¡ta�i.Celo¨t tne kolo 48. ro�n¡ka MO kateg¢rie A sa uskuto�nilo v d¤oh 12.{13.4.1999v Modre a elo¨t tne kolo 48. ro�n¡ka MO kateg¢rie P v d¤oh 14.{17.4.1999 v Modre.Na £spe¨nom priebehu elo¨t tneho kola m  mimoriadnu z sluhu predseda KK MOdo. RNDr. Vladislav Rosa, CS., taktie� obetav¡ ¨tudenti MFF UK Bratislava a riadite�



O priebehu 48. ro�n¡ka matematikej olympi dy 5SOU OV v Modre.Desa� naj£spe¨nej¨¡h rie¨ite�ov tretieho kola MO kateg¢rie A prijalo pozvaniena v�berov� s£stredenie pred 40.Medzin rodnou matematikou olympi dou, ktor�sa konalo v d¤oh 26.4.{30.4.1999 na MFF UK v Bratislave. Na z klade v�sledkovtohoto s£stredenia, v�sledkov predh dzaj£ih k�l MO a s prihliadnut¡m na £spe¨nos�v kore¨ponden�nom semin ri SK MO bolo na koni s£stredenia vybran� ¨es��lenn�dru�stvo na reprezent iu SR na MMO v Bukure¨ti v d¤oh 10.{22.7.1999. Tentov�ber absolvoval e¨te jedno (pr¡pravn�) s£stredenie v d¤oh 20.{25.6.1999 na Zohovejhate a z rove¤ n s reprezentoval na piatom ro�n¡ku medzi¨t tneho stretnutia s �eskourepublikou, ktor� sa konalo v d¤oh 8.{11.6.1999 v B¡lovi. Medzi¨t tnemu stretnutiuako aj MMO s£ v tejto ro�enke venovan� samostatn� kapitoly.V�berov� s£stredenie pre 11 najlep¨¡h rie¨ite�ov v kateg¢rii P sa uskuto�nilo v d¤oh6.6.{11.6.1999 na MFF UK v Bratislave. V r mi n ro�n�ho s£stredenia, ktor� pribli�o-valo podmienky medzin rodnej s£�a�e, £�astn¡i ka�d� de¤ dopoludnia tvorili programy,ktor� v ten ist� de¤ ve�er aj spolo�ne vyhodnoovali. Na z klade dosiahnut�h v�sledkovshv lila SK MO zlo�enie ¨tvor�lenn�ho dru�stva, ktor� v d¤oh 9.{16.10.1999 reprezen-tovalo SR na MIO v Tureku. Toto dru�stvo pred MIO absolvovalo e¨te jedno pr¡pravn�s£stredenie v d¤oh 28.8.{3.9.1999 na MFF UK v Bratislave. Rovnako bolo na z kladev�sledkov v�berov�ho s£stredenia shv len� ¨tvor�lenn� reprezenta�n� dru�stvo, ktor�sa v d¤oh 2.{9.9.1999 z£�astnilo na Stredoeur¢pskej informatikej olympi de v Brne.Obom s£�a�iam s£ venovan� samostatn� kapitoly.Ako u� bolo spomenut�, s£�as�ou eloro�nej pr¡pravy na MO s£ aj r�zne kore¨pon-den�n� semin re (KS) a s£stredenia na okresnej a krajskej £rovni. Aj v tomto ro�n¡kuprebiehalo nieko�ko KS s eloslovenskou p�sobnos�ou a to:Bratislavsk� kore¨ponden�n� matematik� semin r (BKMS),Stredoslovensk� kore¨ponden�n� semin r (SSS),Ko¨ik� kore¨ponden�n� semin r (STROM),Kore¨ponden�n� semin r z programovania (KSP).Stru�n  inform ia o t�hto aktivit h, spolu s kontaktn�mi adresami, mo�no n js�v samostatnej kapitole.



V�sledky elo¨t tneho kola, kateg¢ria A
V¡�azi1. Peter NOVOTN� 4 G V.Okru�n  �ilina 7 7 7 4 7 3 352. Mihal FORI�EK 4 G Popr. n br. Poprad 7 1 6 6 0 7 273. Bal zs KESZEGH 3 G Fazekas Budapest 7 7 3 2 0 7 26Katar¡na QUITTNEROVǑ 1 G Bil¡kov  Bratislava 7 5 1 0 6 7 265. Marian ERTL 3 G Prievidza 7 7 0 2 5 3 24Martin HRI¥ǑK 4 G Alejov  Ko¨ie 7 7 3 1 0 6 24Miroslava SOTǑKOVǑ 3 G Po¨tov  Ko¨ie 6 7 7 1 0 3 248. Krist¡na �ERNEKOVǑ 4 G kpt. Jaro¨e Brno 7 7 3 1 0 5 23Josef �EV��K 3 G Gr�ss. Bratislava 7 4 7 2 0 3 23�al¨¡ £spe¨n¡ rie¨itelia10. Peter HUSZǑR 4 G Selyeho Kom rno 4 7 5 2 0 4 22Martin POTO�N� 4 G J.Hrona Bratislava 7 7 1 2 4 1 2212. Alena KOVǑROVǑ 4 G Gr�ss. Bratislava 7 3 1 1 4 5 21Peter PRAVDA 3 G Prievidza 7 7 1 2 2 2 2114. Vladim¡r ZAJAC 3 G Gr�ss. Bratislava 7 7 4 0 0 2 2015. Tom ¨ KULICH 2 G Prievidza 3 0 4 0 5 7 1916. Marian KRǑTKY 4 G JGT Bansk  Bystria 3 0 7 0 5 1 16Jakub �ALAMON 4 G Gr�ss. Bratislava 7 5 2 2 0 0 1618. Istv n GY�RKI 3 G �eliezove 7 1 2 1 0 3 14Anna KORDULIAKOVǑ 3 G Alejov  Ko¨ie 7 1 1 1 1 3 14Ostatn¡ rie¨itelia20. Tom ¨ GALBAV� 3 G Gr�ss. Bratislava 7 0 3 3 0 0 13Jozef �KORUPA 4 G Liptovsk� Mikul ¨ 0 7 1 0 1 4 13Martin TROJǑK 3 G V.Okru�n  �ilina 3 7 1 0 0 2 1323. Tom ¨ JUR�K 3 G Po¨tov  Ko¨ie 6 4 1 0 0 1 1224. Peter MOLNǑR 3 G Po¨tov  Ko¨ie 3 0 4 1 0 3 1125. Radoslav FULEK 3 G V.Okru�n  �ilina 2 0 1 0 3 4 10Peter MǑJEK 3 G J.Hrona Bratislava 5 1 1 1 0 2 10Mihal POKORN� 2 G Gr�ss. Bratislava 7 0 0 3 0 0 1028. Peter �ENDULA 2 G Liptovsk� Mikul ¨ 3 0 3 0 0 3 9



V�sledky elo¨t tneho kola, kateg¢ria A 7Keve KURUCZ 3 G Selyeho Kom rno 6 0 1 2 0 0 9Peter VAVRǑK 3 G J.Hrona Bratislava 6 0 1 2 0 0 931. R¢bert BURSA 3 G Alejov  Ko¨ie 2 0 2 0 2 1 7Petra FENC�KOVǑ 4 G Alejov  Ko¨ie 2 0 2 2 0 1 7�ubor LADICK� 4 G Nov� Mesto n. V hom 4 0 1 0 0 2 7Roman NEDELA 3 G JGT Bansk  Bystria 0 7 0 0 0 0 7Filip V�TEK 3 G J.Hrona Bratislava 2 0 1 1 0 3 736. M rio TRUBA�IK 4 G Dubnia 0 0 1 0 0 3 4�spe¨nos� jednotliv�h £loh je zaznamenan  v tabu�ke.
Po�et Spolu �¡slo £lohybodov 1: 2: 3: 4: 5: 6:7 bodov 39 17 13 4 0 1 46 bodov 8 4 0 1 1 1 15 bodov 9 1 2 1 0 3 24 body 13 2 2 3 1 2 33 body 24 5 1 5 2 1 102 body 25 4 0 4 10 2 51 bod 35 0 4 15 9 2 50 bodov 63 3 14 3 13 24 6Priemer 2; 66 4; 97 3; 22 2; 47 1; 25 1; 25 2; 81



V�sledky elo¨t tneho kola, kateg¢ria P
V¡�azi1. Rihard KRǑ�OVI� 4 G J. Hrona Bratislava 10 8 6 6 9 392. Mihal FORI�EK 4 G Popradsk� n br. Poprad 10 7 10 3 3 333. J n SENKO 4 SP�E Komensk�ho Ko¨ie 8 5 10 3 5 314. Mihal BREZNICK� 4 G Kon¨tant¡nova Pre¨ov 8 4 10 0 7 295. J n LUNTER 5 G J.G.Tajovsk�ho B.Bystria 9 3 10 6 0 286. D vid PǑL 4 G J. Hrona Bratislava 9 5 8 0 3 25�al¨¡ £spe¨n¡ rie¨itelia7. Vladim¡r KOUTN� 4 G J. Hrona Bratislava 9 5 2 3 5 248. J n ORAVEC 2 G J.G.Tajovsk�ho B.Bystria 5 4 9 1 1 20Tom ¨ KEZES 4 G Nov� Z mky 8 2 5 - 5 2010. Jozef �I�KA 4 Ev. gym. B.Bystria 4 5 7 0 2 1811. Peter KO�INǑR 3 G J. Hrona Bratislava 8 3 3 3 0 1712. Martin POTO�N� 4 G J. Hrona Bratislava - 6 10 - 0 16Branislav KATRENIAK 4 SP� Laskomersk�ho Brezno 6 5 5 0 0 16Ostatn¡ rie¨itelia14. Matej SAPǑK 3 G J. Hrona Bratislava 9 2 3 0 1 15Ivan PILI� 4 G Ve�k  Okru�n  �ilina 2 3 5 - 5 15�ubom¡r �ECH 3 G Senek  Pezinok 6 2 2 0 5 1517. Peter BELLA 1 G J. Hrona Bratislava 4 0 8 0 0 12Miroslav BAJTO� 3 G J. Hrona Bratislava 6 3 0 3 - 1219. Josef �EV��K 3 G Gr�sslingov  Bratislava 2 2 7 0 - 11�tefan VARGA 3 G J. Hrona Bratislava 3 4 4 0 0 1121. Miroslav RUDI�IN 2 G �rob rova Ko¨ie 0 4 6 0 0 10Vladim¡r WIEDERMANN 4 G Nedo�ersk�ho Prievidza 2 - 8 - 0 1023. J£lius WEISSENSTEINER 4 G N m. SNP 9 Pie¨�any 0 4 4 1 0 924. Slavom¡r KATU��ǑK 3 G Kon¨tant¡nova Pre¨ov 4 3 0 0 0 7Jana GAJDO��KOVǑ 4 G J. Hrona Bratislava 2 5 0 0 0 7Mari n POTO�N� 3 G J. Hrona Bratislava 0 7 - 0 0 7



V�sledky krajsk�h k�l
Z ka�d�ho kraja a z ka�dej z kateg¢rii A, B, C, P a Z8 s£ uveden¡ v¨eti, resp. aspo¤prv�h 10 £spe¨n�h rie¨ite�ov. V kateg¢ri h B, C, Z8, ak nie je uveden� inak, s£ v¨eti�iai ¨tudentmi 2., resp. 1., resp. 8. ro�n¡ka. Gymn zia so zameran¡m na matematiku,¨tudijn� odbor 01 s£ tieto:Gymn zium Gr�sslingov , Bratislava,Gymn zium P rovsk , Nitra,Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina,Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystria,Gymn zium Alejov , Ko¨ie,Gymn zium Po¨tov , Ko¨ie. Kraj BratislavaKateg¢ria A1. Josef �EV��K 3, Gymn zium Gr�sslingov 2. Peter MǑJEK 3, Gymn zium J.Hrona3. Vladim¡r ZAJAC 3, Gymn zium Gr�sslingov 4. Krist¡na �ERNEKOVǑ 4,Gymn zium kpt. Jaro¨e Brno5.{9. Alena KOVǑROVǑ 4, Gymn zium Gr�sslingov Mihal POKORN� 2, Gymn zium Gr�sslingov Katar¡na QUITTNEROVǑ 1, Gymn zium Bil¡kovaJakub �ALAMON 4, Gymn zium Gr�sslingov Peter VAVRǑK 3, Gymn zium J.Hrona10. Martin POTO�N� 4, Gymn zium J.HronaKateg¢ria B1. Jana SZOLGAYOVǑ Gymn zium Gr�sslingov 2. Tom ¨ FARKA� Gymn zium Gr�sslingov 3.{4. Daniel BOBOVSK� Gymn zium Gr�sslingov Branislav NOVOTN� Gymn zium Gr�sslingov 5. Mihal POKORN� Gymn zium Gr�sslingov 6. Gejza WIMMER Gymn zium Gr�sslingov 



107.{9. Juraj FIELHAUER Gymn zium Gr�sslingov Tom ¨ HAJAS Gymn zium J.HronaRobert MATUS Gymn zium Dunajsk 10.{11. Andrej DUD�K Gymn zium Gr�sslingov Miroslav POM�ǑR Gymn zium J.HronaKateg¢ria C1.{4. Peter BELLA Gymn zium J.HronaMihal MIKU� Gymn zium J.HronaAndrej OSUSK� Gymn zium J.HronaKatar¡na QUITTNEROVǑ Gymn zium Bil¡kova5.{6. Peter DZURIANIN Gymn zium Gr�sslingov Jozef TVARO�EK Gymn zium J.Hrona7. �tefan �URINA Gymn zium J.Hrona8. Tom ¨ VOROBJOV Gymn zium J.Hrona9.{10. Mat£¨ HAVRAN Gymn zium J.HronaMartin SVETL�K Gymn zium Gr�sslingov Kateg¢ria Z91.{2. Kristi n DANEV Z� a G Ko¨ik Edita ROLLOVǑ G Gr�sslingov 3. Jakub ZǑVODN� G Gr�sslingov 4.{6. Janiga PETER Z� a G Ko¨ik �uba KRIVǑ G Gr�sslingov Tom ¨ MIKU� Z� a G Ko¨ik 7. Barbora �KAND�KOVǑ G Gr�sslingov 8.{10. Veronika BREZOVǑ G Gr�sslingov Branislav �TEPITA Evan. L�eum Palis dyJuraj �I�ǑK G Sv. rodinyKateg¢ria P1. Rihard KRǑ�OVI� 4, Gymn zium J.Hrona2. D vid PǑL 4, Gymn zium J.Hrona3.{4. Peter KO�INǑR 3, Gymn zium J.HronaMatej SAPǑK 3, Gymn zium J.Hrona5.{7. Jana GAJDO��KOVǑ 4, Gymn zium J.HronaVladim¡r KOUTN� 4, Gymn zium J.HronaJosef �EV��K 3, Gymn zium Gr�sslingov 



V�sledky krajsk�h k�l 118.{9. Miroslav BAJTO� 3, Gymn zium Gr�sslingov Martin POTO�N� 4, Gymn zium J.Hrona10. �tefan VARGA 3, Gymn zium J.HronaKraj NitraKateg¢ria A1. Bal zs KESZEGH 3, Gymn zium ma�., Kom rno2. Peter HUSZǑR 4, Gymn zium ma�., Kom rno3. Keve KURUCZ 3, Gymn zium ma�., Kom rno4. Istv n GY�RKI 3, Gymn zium ma�., �eliezove5. Daniel HET�NYI 4, Gymn zium P rovsk , NitraKateg¢ria B1. Milo¨ MED��K Gymn zium P rovsk , Nitra2. Gergely JAKAB Gymn zium ma�., �ahy3. Zolt n ǑDǑM Gymn zium ma�., Kom rno4. Zolt n MICS Gymn zium ma�., �ahy5. Peter KR�AH Gymn zium P rovsk , Nitra6. Slavka �URI�OVǑ Gymn zium P rovsk , Nitra7.{9. Endre KURUCZ Gymn zium ma�., Kom rnoM ria LACKOVǑ Gymn zium LevieTom ¨ LAKATOS Gymn zium Nov� Z mky10.{12. Monika BABIAKOVǑ Gymn zium P rovsk , Nitra�udov¡t HALǑS Gymn zium P rovsk , NitraG bor MINǑRIK SP�E Kom rnoKateg¢ria C1. Pavol CVIK 9,Gymn zium Levie2.{3. Viktor BACHRAT� Gymn zium Nov� Z mkyD�nes KUCSERA Gymn zium ma�., Kom rno4. Igor KRUK Gymn zium �ahy5. Ladislav HATYINA Gymn zium ma�., Kom rno6.{10. J nos KLACSO Gymn zium ma�., �ahyR¢bert KOMǑROMY Gymn zium Nov� Z mkyL¡via KOMǑROVǑ Gymn zium ma�., Kom rnoVladim¡r MOLNǑR Gymn zium P rovsk , NitraDaniel �ATKO Gymn zium J.Kr �a, Zlat� Morave



12 Kateg¢ria Z91. Imre KUKEL Gymn zium ma�., Kom rno2. Peter KOLTAI Gymn zium ma�., Kom rno3. Pavol CVIK Gymn zium Levie4. Eva STREDOVǑ Gymn zium �t£rovo5.{8. Marek BO�ǑNEK Gymn zium �.J. �ul�ka, Kom rnoMartin MOLNǑR Z� Jesensk�ho, LevieStanislav HAVRAN Gymn zium J.Kr �a, Zlat� MoraveJuraj �URECH Gymn zium Golianova, NitraKateg¢ria P1. Tom ¨ KEZES 4, Gymn zium Nov� Z mkyKraj TrnavaKateg¢ria A1. Katar¡na SEKǑ�OVǑ 3, Gymn zium Pie¨�anyKateg¢ria B1. Filip VALA�EK Gymn zium J.Bottu, Trnava2. Kamil CHOVANEC Gymn zium Sere�3.{6. Katar¡na BARCALOVǑ Gymn zium ma� . �amor¡nRoman JURǑ� Gymn zium SkaliaLao MǑRTA Gymn zium ma� . �amor¡nAlexander PAKǑC Gymn zium ma� . �amor¡n7. Juraj NE�AS Gymn zium Skalia8. Lenka N�METHOVǑ Gymn zium Dunajsk  Streda9.{11. Ga l BENEDEK Gymn zium ma� . GalnantaBal zs HEGI Gymn zium ma� . �amor¡n



V�sledky krajsk�h k�l 13Kateg¢ria C1. Mat£¨ ONDREJI�KA Gymn zium Senia2. Jana FIALOVǑ Gymn zium J.Holl�ho, Trnava3. Ladislav SZAB� Gymn zium ma� . Dunajsk  Streda4. Ter�zia MILLOVǑ Gymn zium Senia5.{10. Gyonyi B�SS Gymn zium �amor¡nMonika NAGYOVǑ Gymn zium ma� . Dunajsk  StredaPeter NIKODEM Gymn zium SkaliaOndrej BE¥A�KA Gymn zium Pie¨�anyTom ¨ JAN�K Gymn zium Pie¨�anyMarek �EL�N SP�E Pie¨�anyKateg¢ria Z91. M ria DANADOVǑ Gymn zium Senia2. �tefan BARTO� Gymn zium ma� . Galanta3. Tom ¨ VARGA Gymn zium ma� . Galanta4.{7. Zuzana MASTENOVǑ Gymn zium M.R. �tef nika, TrnavaMilan MAJERN�K Gymn zium SkaliaIngrid MALATINSKǑ Gymn zium SeniaPeter ZUB�ǑK Z� Kopern¡kova, Trnava8. Peter �ITN� Z� Holubyho ul., Pie¨�any9. Andrej �URI� IV. Z� Nerudova ul., TrnavaKateg¢ria P1. J£lius WEISSENSTEINER 4, Gymn zium Pie¨�anyKraj Tren�¡nKateg¢ria A1. Tom ¨ KULICH 2, Gymn zium Prievidza2.{3. M rio TRUBA�EK 4, Gymn zium Dubnia nad V homMari n ERTL 3, Gymn zium Prievidza4. Peter PRAVDA 3, Gymn zium Prievidza



14 Kateg¢ria B1. Tom ¨ KULICH Gymn zium Prievidza2. Martin STRAPKO Gymn zium P£hov3. Slavom¡r P�ENǑK Gymn zium P£hov4.{6 Tom ¨ TR�CHLY Gymn zium Dubnia nad V homRudolf �IV�IC Gymn zium Dubnia nad V homM ria BENDOVǑ Gymn zium Prievidza7.{8. Viktor ISKRA Gymn zium Dubnia nad V homTom ¨ KOTR�K Gymn zium Dubnia nad V hom9. Mihal ZACHAR Gymn zium Prievidza10. Pavol F�L�P PGJB Tren�¡nKateg¢ria C1.{3. Juraj LADICK� Gymn zium Partiz nskeRoman MIRC Gymn zium MR�., Nov� Mesto nad V homMiroslav KA�ENA PGJB Tren�¡n4. Ivan PRǑ�EK Gymn zium B nove nad Bebravou5.{6. Luia TIEREROVǑ Gymn zium Partiz nskeMihal PEC�CH Gymn zium �. �t£ra, Tren�¡n7. Robert ZVONǑR Gymn zium Dubnia nad V hom8.{9. Mihal LICHVǑR Gymn zium �. �t£ra, Tren�¡n�ubo¨ GERGEL SP�E MyjavaKateg¢ria Z91. Mihal STA¥O Z� H.Galovi�a, Prusk�2. Tom ¨ BALǑ� I. Z� Hviezdoslavova, Nov  Dubnia3. Zuzana RYCHTǑRECHOVǑ Z� Duklianska, B nove nad Bebravou4. Milan HUL�K Z� Slovansk , Pova�sk  Bystria5. Mariana MARU�INCOVǑ Gymn zium �. �t£ra, Tren�¡n6.{7. Tom ¨ MIKULA Gymn zium Nov kyJana MARTI�KOVǑ Z� Horn� Sªnie8.{12. Katar¡na STEHL�KOVǑ Z� sv. J. Kl�ov�, Nov� Mesto nad V homMartin �EPELA Z� Komensk�ho, Star  Tur Jozef HRIC Gymn zium L. Novomesk�ho, Star  Tur Juraj TOMǑ�IK Gymn zium Handlov L�dia GǑBIKOVǑ Z� Horn� Sªnie



V�sledky krajsk�h k�l 15Kateg¢ria P1. Vladim¡r WIEDERMANN 4, Gymn zium Prievidza2. Mari n �I�MI� 4, Gymn zium B nove nad Bebravou3. Ondrej GǑLIK 4, Gymn zium PrievidzaKraj �ilinaKateg¢ria A1. Peter NOVOTN� 4, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina2. Martin TROJǑK 3, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina3.{4. Peter �ENDULA 2, Gymn zium Liptovsk� Mikul ¨Jozef �KORUPA 4, Gymn zium Liptovsk� Mikul ¨5.{6. Radoslav FULEK 3, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaMihal PE�TA 2, Gymn zium Liptovsk� Mikul ¨Kateg¢ria B1. Branislav MIKULǑ� Gymn zium V. Paulinyho T¢tha, Martin2. Jozef JUR��EK Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina3.{4. Martin DUBEC Gymn zium Hlinsk , �ilinaJuraj LA��UTH Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina5. Ema BIELIKOVǑ Gymn zium V. Paulinyho T¢tha, Martin6.{7. Mihal KOPERA Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaJaroslav �EV��K Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaKateg¢ria C1. Peter PETROVSK� Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina2.{3. Jakub DAUBNER Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaErika TROJǑKOVǑ Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina4.{5. Jarmila KECEROVǑ Gymn zium Doln� Kub¡nPeter POLJAK Gymn zium Hlinsk  �ilina6.{8. Roman BOHOVIC Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaMiroslav URBANEK Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaTom ¨ �KERE¥ Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina9. Mihal CIGANI� Gymn zium sv.Franti¨ka �ilina10. Gabriela ROTHOVǑ Gymn zium Doln� Kub¡n



16 11. Mihal HUDEK Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaKateg¢ria Z91. �tefan POLǑ�EK Z� Behy, N mestovo2. Marek MORAV��K Z� Moskovsk , �ilina3. Peter KO�ǑR Gymn zium Letriha, Martin4.{5. Martin LUCK� Gymn zium Var¨avsk , �ilinaLenka �IERNIKOVǑ Gymn zium N mestovo6. Miroslav MAK�� Gymn zium V. Paulinyho T¢tha, Martin7.{10. Martina BLAHUTOVǑ Z� �s. brig dy, MartinMartin KLAUDINY Gymn zium Var¨avsk , �ilinaIvana �UTǑ Z� Kysuk� LieskoveMirko Z�BOLEN Gymn zium V. Paulinyho T¢tha, MartinKateg¢ria P1. Ivan PILI� 4, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina2. D vid IGNI� 4, Gymn zium Liptovsk� Hr dok3. Rastislav �IMON�K 4, Gymn zium V. Paulinyho T¢tha, Martin4. Peter NOVOTN� 4, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaKraj Bansk  BystriaKateg¢ria A1.{2. Zuzana KASǑROVǑ 2, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystriaDu¨an LACIKA 3, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystria3. Roman NEDELA 3, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystria4.{5. J n ORAVEC 4, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystriaPeter VALENT�NY 4, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystriaKateg¢ria B1. J n ORAVEC Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystria2. R¢bert LUKO�KA Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystria3. D vid HAGARA Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystria4. Stanislav MIKL�K Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystria5. Martin KRUPǑR Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystria



V�sledky krajsk�h k�l 176.{7. J n GREGOR Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystriaKatka HLAVCSEKOVǑ Gymn zium Torna�a8. Peter MIKLIAN Gymn zium Hali�sk  esta, Lu�ene9. Tom ¨ LIPTǑK Gymn zium Daxnera, Rimavsk  SobotaKateg¢ria C1. Mihal �ILKA Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystria2. Miroslav BUKVAJ Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystria3. Mihal VALKOVI� O�G, Bansk  Bystria4. Mari n BO�A Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystria5. Peter NOCIAR SP� J.Murga¨a, Bansk  Bystria6.{7. Stanislava LEITMANOVǑ Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystriaMari n SALAJ SP� J.Murga¨a, Bansk  Bystria8. Branislav BO�ANSK� Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystria9.{12. Mat£¨ DIRBǑK Gymn zium Rimavsk  SobotaErik HORNI�ǑK Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystriaLuk ¨ KALINA Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystria�udmila KODY�OVǑ Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystriaKateg¢ria Z91. Hana BUDǑ�OVǑ Z� Hali�sk , Lu�ene2.{5. Tom ¨ BABIAK Z� Bakossova, Bansk  BystriaTom ¨ DU�A Z� Bakossova, Bansk  BystriaMarek KASǑR Z� Mazorn¡kovo, BreznoRadovan RAGA� I. Z� Hri¤ov Kateg¢ria P1. Jozef �I�KA 4, Ev. gymn zium, Bansk  Bystria2. J n LUNTER 5L, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystria3. J n ORAVEC 2F, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystria4. Branislav KATRENIAK 4, SP�E Brezno



18 Kraj Ko¨ieKateg¢ria A1. Martin HRI¥ǑK 4, Gymn zium Alejov , Ko¨ie2. Tom ¨ JUR�K 3, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ie3. Petra FENC�KOVǑ 4, Gymn zium Alejov , Ko¨ie4.{5. Miroslava SOTǑKOVǑ 3, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ieAnna KORDULIAKOVǑ 3, Gymn zium Alejov , Ko¨ie6. Robert BURSA 3, Gymn zium Alejov , Ko¨ie7. Peter MOLNǑR 3, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ieKateg¢ria B1. Zuzana VL�KOVǑ Gymn zium Alejov , Ko¨ie2. Veronika SK�IVǑNKOVǑ Gymn zium Po¨tov , Ko¨ie3. Zuzana SOPKOVǑ Gymn zium Alejov , Ko¨ie4.{6. Daniela KUBEJOVǑ Gymn zium Alejov , Ko¨ieMiroslav BLA�KO Gymn zium Alejov , Ko¨ieDraslav HRE¥O Gymn zium P.Horova, Mihalove7.{10. Stanislav SURGENT Gymn zium Po¨tov , Ko¨ieBoris ZǑPOTOCK� Gymn zium Po¨tov , Ko¨ieTom ¨ TOPERCER Gymn zium �kolsk , Spi¨sk  Nov  VesJ£lius JUHASZ Gymn zium P.Horova, MihaloveKateg¢ria C1. Radovan BAUER Gymn zium Po¨tov , Ko¨ie2. Stanislav KOVAL�IN Gymn zium Alejov , Ko¨ie3. Lenka BABIAKOVǑ Gymn zium Po¨tov , Ko¨ie4. Martina VI�¥OVSKǑ Gymn zium Po¨tov , Ko¨ie5.{6. Margar�ta HIEKELOVǑ Gymn zium Po¨tov , Ko¨ieTom ¨ MA�KUL�K Gymn zium P.Horova, Mihalove7. Mihal KNAP Gymn zium Sobrane8.{9. Peter BEZD�K Gymn zium �rob rov , Ko¨ieIvan MURKO Gymn zium Javorov , Spi¨sk  Nov  Ves10.{11. Peter SASǑK Gymn zium Alejov , Ko¨ieJ n BORS�K Z� Starozagorsk , Ko¨ie



V�sledky krajsk�h k�l 19Kateg¢ria Z91.{2 �tefan DAN�O Z� P.O. Hviezdoslava Ve�k� Kapu¨anyMiroslava CINKAISOVǑ Z� Janigova, Ko¨ie3.{4. Darina POLOVKOVǑ Z� Ko�uhov , Spi¨sk  Nov  VesAnna SLEBODN�KOVǑ Gymn zium Javorov , Spi¨sk  Nov  Ves5.{10. Mat£¨ BENKOVI� Gymn zium Javorov , Spi¨sk  Nov  VesFranti¨ka �EV��KOVǑ Z� Marku¨oveGabriel KARǑDY Gymn zium Kr �ovsk� ChlmeRudolf KOLN�K Z� Park Angelinum, Ko¨ieVladislav POKORN� Z� Hronova, Ko¨ieMihal KOH�T Z� Petzvalova, Ko¨ieKateg¢ria P1. J n SENKO 4, SP�E Ko¨ie2. Miroslav RUDI�IN 2, Gymn zium �rob rova, Ko¨ie3.{5. Marianna PO�ACKǑ 4, Gymn zium Trebi¨ovMiroslav JAHODA 3, Gymn zium �kolsk , Spi¨sk  Nov  VesMari n HROMIAK 4, SP�E Partiz nska, MihaloveKraj Pre¨ovKateg¢ria A1. Mihal FORI�EK 4, Gymn zium Popradsk� n bre�ie, PopradKateg¢ria B1. Peter BANDA Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov2. Igor GOMBO� Gymn zium P.O. Hviezdoslava, Ke�marok3.{5. Jana ONDKOVǑ Gymn zium L.St�kela, BardejovMartin SEDLACK� Gymn zium Mudro¤ova, Pre¨ovPeter ZAREMBA Gymn zium Komensk�ho, Humenn�6.{8. Daniel JO��ǑK Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ovDu¨an MARU��ǑK Gymn zium StropkovJuraj REVI�ǑK Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov



20 9. �udmila HOSTOVǑ Gymn zium L.St�kela, BardejovKateg¢ria C1. Eva SKOPALOVǑ Gymn zium Popr. n bre�ie, Poprad2. D vid DEREN�K Gymn zium Snina3. Daniela FORI�EKOVǑ Gymn zium D. Tatarku, Poprad4. Jana KATU��ǑKOVǑ Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov5.{8. Lenka BǑTORYOVǑ Gymn zium P.O. Hviezdoslava, Ke�marokEduard HYBLER Gymn zium P.O. Hviezdoslava, Ke�marokJana M�DRA Gymn zium sv. Mikul ¨a, Pre¨ovMartin VOJTEK Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov9.{10. Vladim¡r LIPTǑK Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ovJuraj SLOV�K Gymn zium D. Tatarku, PopradKateg¢ria Z91.{2. Katar¡na KVA�¥ǑKOVǑ Z� �meralova, Pre¨ovMihal RJA�KO Gymn zium Vranov nad Top�ou3.{5. Lenka �A�KOVǑ Gymn zium Vranov nad Top�ouPeter MARINI� Z� �meralova, Pre¨ovVladim¡r �ǑK I. Z� Komensk�ho, Bardejov6.{8. Rastislav PJONTEK Z� Dr. Fishera, Ke�marokLuia TOMǑ�OVǑ Z� Dr. Fishera, Ke�marokJozef TOMKO VI. Z� Bardejov9. Martin OROL�N Z� �v bove10.{13. Zuzana BAJTO�OVǑ CZ� a Gymn zium sv. Mikul ¨a, Pre¨ovTom ¨ MALATIN Gymn zium Popr. n bre�ie, PopradMonika PATLEVI�OVǑ IV. Z� Karpatsk , Svidn¡kMiroslava VARGOVǑ Gymn zium Ke�marokKateg¢ria P1. Mihal FORI�EK 4, Gymn zium Popradsk� n bre�ie, Poprad2. Slavom¡r KATU��ǑK 3, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov3. Mihal BREZNICK� 4, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov4. Peter BANDA 4, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov



Zadania s£�a�n�h £lohKateg¢ria CC { I { 1Dan� je ¨tvormiestne �¡slo (v desiatkovej s£stave). Zmenou poradia jeho �¡sli mo�nozostavi� pr ve osem �al¨¡h ¨tvormiestnyh �¡sel. S£�et najmen¨¡h troh zo v¨etk�ht�hto deviatih �¡sel je 12 528. Ur�te �¡slie dan�ho �¡sla. (P. �ernek)C { I { 2V obd��niku ABCD plat¡ jABj > jBCj. Obl£k AC kru�nie, ktorej stred le�¡ na straneAB, pret¡na stranu CD v bodeM . Dok �te, �e priamky AM a BD s£ navz jom kolm�.(L. Bo�ek, J. �vr�ek)C { I { 3Zistite, �i je �¡slo 191998 + 981999 delite�n� deviatimi. (P. Leishner)C { I { 4Adam a Bra¤o sa z£�astnili na turnaji hranom syst�mom ka�d� s ka�d�m jeden z pas,na ktorom mal ka�d� hr � odohra� denne pr ve jeden z pas. Adam a Bra¤o v¨akohoreli a ako jedin¡ nedokon�ili turnaj. Bra¤o odst£pil o p�� dn¡ prv ako Adam. Spolusa odohralo 350 z pasov. Ko�ko z pasov odohral Adam? Hral s Bra¤om? (P. �ernek)C { I { 5Dan� je trojuholn¡k ABC, v ktorom j℄BACj = 150Æ, jABj = 4m a jACj = 6 m.Zostrojte trojuholn¡k s dvojn sobn�m obsahom, ktor�ho dve strany s£ zhodn� s niek-tor�mi dvomi stranami trojuholn¡ka ABC. N jdite v¨etky rie¨enia. (P. �ernek)C { I { 6Pre �ubovo�n£ dvojiu re lnyh �¡sel a; b sp�¤aj£u vz�ah a+ b = 1 plat¡pa2 + a+ 1 +pb2 + b+ 1 > 2:



22Ak s£ navia �¡sla a; b nez porn�, plat¡ tie�pa2 + a+ 1 +pb2 + b+ 1 < 3:Obidve tvrdenia dok �te. (P. Leishner, J. �vr�ek)C { S { 1N jdite v¨etky dvojie a, b nez porn�h re lnyh �¡sel, pre ktor� plat¡pa2 + b+pb2 + a =pa2 + b2 +pa+ b: (J. �im¨a)C { S { 2Ur�te najv��¨ie ¨tvorifern� �¡slo n, pre ktor� je s£�et n19 + 99n delite�n� desiatimi.(J. �vr�ek)C { S { 3V rovine je dan� obd��nik ABCD, nad ktor�ho stranami AB a BC (ako nad priemermi)s£ zvonku obd��nika zostrojen� po rade polkru�nie k a l. N jdite £se�ku XY �onajv��¨ej d��ky d tak, aby platilo X 2 k a Y 2 l. D��ku d potom vyjadrite pomooud��ok a = jABj a b = jBCj. (J. �vr�ek)C { II { 1Zistite, ktor� dvojie pravideln�h mnohouholn¡kov maj£ ve�kosti vn£torn�h uhlovv pomere 2 : 3. (S. Bedn ©ov )C { II { 2N jdite najv��¨ie trojifern� �¡slo n, pre ktor� je s£�et12 + 23 + 34 + 45 + : : :+ nn+1delite�n� tromi. (J. �im¨a)



Zadania s£�a�n�h £loh, kateg¢ria B 23C { II { 3Zostrojte lihobe�n¡k ABCD, pre ktor� plat¡:jACj = 8 m; jBDj = 6 m; jABj+ jCDj = 10 ma stred kru�nie op¡sanej trojuholn¡ku ACD le�¡ na z kladni AB. (P. Leishner)C { II { 4Dok �te, �e pre ka�d� tri re lne �¡sla x, y, z, ktor� sp�¤aj£ nerovnosti0 < x < y < z < 1;plat¡ tie� nerovnos� x2 + y2 + z2 < xy + yz + zx+ z � x: (J. B be�a)Kateg¢ria BB { I { 1Na l£ke s£ deti aj dospel¡. Po�et perent hlapov zo v¨etk�h det¡ je rovn� po�tuperent diev�at zo v¨etk�h pr¡tomn�h os�b a tie� po�tu v¨etk�h dospel�h. Ko�kohlapov, diev�at a dospel�h je na l£ke? (�. Fab¨o, P. �ernek)B { I { 2Uva�ujme zhodn� polkru�nie, ktor� le�ia v danom pravom uhle a ktor�h konov�body le�ia ka�d� na inom ramene prav�ho uhla. Ur�te mno�inu, ktor£ vyplnia bodyv¨etk�h t�hto polkru�n¡. (J. Zhouf)B { I { 3N jdite v¨etky trojmiestne �¡sla v desiatkovej s£stave, ktor� s£ rovn� tretine �¡sla s t�mist�m z pisom v inej �¡selnej s£stave. (P. �ernek)



24 B { I { 4Dan� je rovnostrann� trojuholn¡k ABC. Na strane BC n jdite bod P tak, aby kru�niavp¡san  trojuholn¡ku ABP a kru�nia prip¡san  k strane PC trojuholn¡ka APC bolizhodn�. (J. �vr�ek)B { I { 5Z gule s polomerom R je oddelen� gu�ov� odsek s v�¨kou v (v < R). Do tohto odseku jevp¡san  gu�a K s polomerom v2 . �alej je do odseku vp¡san�h osem zhodn�h men¨¡hgul¡, z ktor�h ka�d  sa dot�ka gule K. �iadne dve z nih nemaj£ spolo�n� vn£torn�bod a ka�d  z nih sa dot�ka pr ve dvoh ostatn�h. Ur�te pomer v : R. (J. Zhouf)B { I { 6N jdite v¨etky mo�n� hodnoty s£�tu x + y, kde re lne �¡sla x; y sp�¤aj£ rovnos� x3 ++ y3 = 3xy. (J. �im¨a)B { S { 1Na ihrisku je menej ako 500 det¡. Pritom po�et perent hlapov zo v¨etk�h det¡ sarovn  po�tu v¨etk�h diev�at. Ko�ko hlapov a ko�ko diev�at je na ihrisku? N jditev¨etky mo�nosti. (P. �ernek)B { S { 2V trojuholn¡ku ABC pozn me a = jBCj, polomer % kru�nie vp¡sanej a polomer %akru�nie prip¡sanej k strane BC. Dok �te, �e vzdialenos� stredov oboh kru�n¡ sa rovn pa2 + (%a � %)2. (P. Leishner)B { S { 3Kvadratik  rovnia x2�35x+334 = 0, ktorej koe�ienty s£ zap¡san� v �¡selnej s£staveso z kladom z (z = 6), m  dva r�zne re lne korene. Ur�te z a obidva korene.(J. �im¨a)



Zadania s£�a�n�h £loh, kateg¢ria A 25B { II { 1N jdite v¨etky ¨tvorie prirodzen�h �¡sel a, b, , d, pre ktor� plat¡ab+ d = 1999;a+ bd = 1999;ad+ b = 1999: (J. B be�a)B { II { 2Dan� je pravouhl� trojuholn¡k ABC, nad ktor�ho odvesnami AB a BC (ako nadpriemermi) s£ zvonku trojuholn¡ka zostrojen� po rade polkru�nie k a l. Vrholom Bve�te priamku p, ktor  pret¡na polkru�nie k a l po rade v bodoh X a Y tak, aby¨tvoruholn¡k AXYC mal �o najv��¨¡ obvod. (J. �im¨a, J. �vr�ek)B { II { 3N jdite v¨etky mo�n� hodnoty v�razu x+ yx2 + y2 ;kde x a y s£ �ubovo�n� re lne �¡sla sp�¤aj£e podmienku x+ y = 1. (J. �im¨a)B { II { 4Neh A a B s£ r�zne body roviny. �alej je dan� orientovan� uhol ! (0Æ < ! < 90Æ).Pre �ubovo�n� bod X ozna�me po rade XA, XB obrazy bodu X v oto�eniah okolostredov A a B o uhol !. N jdite v¨etky tak� body X, pre ktor� je trojuholn¡k XXAXBrovnostrann�. (E. Kov �)Kateg¢ria AA { I { 1N jdite najmen¨ie prirodzen� �¡slo, ktor� mo�no dosta� doplnen¡m z tvoriek do v�razu15 : 14 : 13 : 12 : 11 : 10 : 9 : 8 : 7 : 6 : 5 : 4 : 3 : 2 :



26 (P. �ernek)A { I { 2N jdite v¨etky kladn� �¡sla k, pre ktor� plat¡: zo v¨etk�h trojuholn¡kov ABC, v ktor�hjABj = 5 m a jACj : jBCj = k, m  najv��¨¡ obsah rovnoramenn� trojuholn¡k.(P. �ernek)A { I { 3Pre ktor� el� �¡sla a je maximum aj minimum funkiey = 12x2 � 12axx2 + 36el� �¡slo? (P. �ernek)A { I { 4Ozna�me �(k) po�et v¨etk�h kladn�h delite�ov prirodzen�ho �¡sla k a neh �¡slo n jerie¨en¡m rovnie �(1;6n) = 1;6�(n). Ur�te hodnotu podielu �(0;16n) : �(n).(P. �ernek)A { I { 5Dok �te, �e existuje trojuholn¡k ABC, v ktorom pri zvy�ajnom ozna�en¡ platia obidvepytagorejsk� rovnosti t2a + t2b = t2 a v2a + v2b = v2 . �alej uk �te, �e pre vn£torn� uhlytak�ho trojuholn¡ka plat¡ j�� �j = 90Æ a os  = 25p5. (J. �im¨a)A { I { 6Z papiera bol zlepen� model ¨tvorstena, ktor�ho ka�d� dve proti�ahl� hrany s£ zhodn�.Rozhodnite, �i m��eme model rozreza� pozd�� troh £se�iek tak, aby ho potom bolomo�n� rozvin£� do roviny a vznikol pritom obd��nik. Existuj£ pre pravideln� ¨tvorstendva tak�to sp�soby rozrezania, pri ktor�h vznikn£ nezhodn� obd��niky?(M. Hejn�, P. Leishner)A { S { 1Dok �te, �e existuje ostrouhl� trojuholn¡k ABC, ktor�ho �a�nie z vrholov A a B s£po rade zhodn� so stranami AC a AB. (J. �im¨a)



Zadania s£�a�n�h £loh, kateg¢ria A 27A { S { 2V rovine s£ dan� dva r�zne body A a B. N jdite v¨etky re lne �¡sla k > 1, pre ktor�plat¡: Zo v¨etk�h trojuholn¡kov ABC, v ktor�h jACj : jBCj = k, m  najv��¨¡ mo�n�vn£torn� uhol pri vrhole A rovnoramenn� trojuholn¡k. (J. �im¨a, L. Bo�ek)A { S { 3Uk �te, �e pre ka�d� prirodzen� �¡slo n je s£�in�4� 21��4� 22��4� 23� : : :�4� 2n�el� �¡slo. (R. Horensk�)A { II { 1Aritmetik� priemer nieko�k�h navz jom r�znyh prvo�¡sel sa rovn  27. Ur�te, ak�najv��¨ie prvo�¡slo medzi nimi m��e by�. (S. Bedn ©ov , P. �ernek)A { II { 2Dan� je ¨tvore ABCD. Dok �te, �e pre v¨etky body P toho obl£ka AB kru�nie ¨tvoruop¡sanej, ktor� neobsahuje body C, D, m  v�razjAP j+ jBP jjCP j+ jDP jrovnak£ hodnotu. Ur�te ju. (J. �vr�ek)A { II { 3V �ubovo�nom trojuholn¡ku ABC ozna�me M a N po rade stredy str n BC a AC.Dok �te, �e �a�isko trojuholn¡ka ABC le�¡ na kru�nii op¡sanej trojuholn¡ku CMNpr ve vtedy, ke� plat¡ rovnos�4 � jAM j � jBN j = 3 � jACj � jBCj: (J. �im¨a)



28 A { II { 4N jdite re lne �¡sla a, b, , d, pre ktor� v¨etky rie¨enia x nerovnieax2 + bx+ a+ dx� x2 5 2xtvoria mno�inu f0g [ (4;+1). (P. �ernek)A { III { 1Do �itate�a aj menovate�a zlomku29 : 28 : 27 : 26 : 25 : 24 : 23 : 22 : 21 : 20 : 19 : 18 : 17 : 1615 : 14 : 13 : 12 : 11 : 10 : 9 : 8 : 7 : 6 : 5 : 4 : 3 : 2smieme opakovane vpisova� z tvorky, a to v�dy na rovnak� miesta pod seba.a) Ur�te najmen¨iu mo�n£ elo�¡seln£ hodnotu v�sledn�ho v�razu.b) N jdite v¨etky mo�n� elo�¡seln� hodnoty v�sledn�ho v�razu. (J. �im¨a)A { III { 2Vo v¨eobenom ¨tvorstene ABCD ozna�me E a F stredy �a�n¡ z vrholov A a D.Ur�te pomer objemov ¨tvorstenov BCEF a ABCD. (�a�niou v ¨tvorstene je spojniavrholu s �a�iskom proti�ahlej steny.) (P. Leishner)A { III { 3Uk �te, �e existuje trojuholn¡k ABC, v ktorom pri obvyklom ozna�en¡ str n a �a�n¡plat¡ a 6= b a z rove¤ a + ta = b + tb. �alej dok �te existeniu tak�ho �¡sla k, �e preka�d� spom¡nan� trojuholn¡k plat¡ a+ ta = b+ tb = k(a+ b). Nakonie n jdite v¨etkypomery a : b str n a, b tak�h trojuholn¡kov. (J. �im¨a)A { III { 4V istom jazyku s£ len dve p¡smena A a B. Pre slov  tohto jazyka plat¡:1) Jednop¡smenov� slov  neexistuj£, dvojp¡smenov� slov  s£ len AB a BB.2) Postupnos� p¡smen d��ky n > 2 je slovo pr ve vtedy, ke� vznikne z nejak�ho slovatohto jazyka s po�tom p¡smen men¨¡m ako n, a to tak, �e v tomto slove p¡smen  Aponeh me na mieste a ka�d� p¡smeno B s£�asne nahrad¡me nejak�m (nie nutnerovnak�m) slovom tohto jazyka.



Zadania s£�a�n�h £loh, kateg¢ria A 29Dok �te, �e po�et n-p¡smenov�h slov tohto jazyka je pre ka�d� n rovn� �¡slu2n + 2 � (�1)n3 : (P. Hlin�n�, P. Ka¤ovsk�)A { III { 5V rovine je dan� ostr� uhol APX. Zostrojte ¨tvore ABCD tak, aby bod P le�alna strane BC a aby polpriamka PX pre�ala stranu CD v takom bode Q, �e bod P le�¡na osi uhla BAQ. (J. �im¨a)A { III { 6N jdite v¨etky dvojie re lnyh �¡sel a a b, pre ktor� m  s£stava rovn¡x+ yx2 + y2 = a; x3 + y3x2 + y2 = bs nezn mymi x a y rie¨enie v obore re lnyh �¡sel. (J. �im¨a)



Rie¨enia s£�a�n�h £lohKateg¢ria CC { I { 1Najprv zist¡me, ko�ko ¨tvorifern�h �¡sel je mo�n� zostavi� z pevne zvolenej ¨tvorie�¡sli. V �al¨¡h £vah h budeme nenulov� ifry ozna�ova� mal�mi p¡smenami. R�znep¡smen  nikdy neozna�uj£ rovnak£ �¡sliu, symbol 0 ozna�uje nulu.�tvorie �¡sli (a; a; a; a) a (a; 0; 0; 0) ur�uj£ ka�d  len jedno ¨tvorifern� �¡slo, ifrya, a, a, 0 tri: a aa0, a a0a, a 0aa. Z �¡sli a,a,a,b (a 6= b) je mo�n� zostavi� len ¨tyri¨tvorifern� �¡sla: a aab, a aba, a baa, b aaa.Z i�er a, a, 0, 0 zostav¡me len tri �¡sla a a00, a 0a0, a 00a. Pre ifry a, a, b, b (a 6= b)m me spolu ¨es� mo�nost¡: a abb, a bab, a bba, b aab, b aba, b baa. To je st le m lo.�¡slie a, a, b, 0 ur�uj£ pr ve dev�� �¡sel: a ab0, a a0b, a ba0, a b0a, a 0ab, a 0ba,b aa0, b a0a, b 0aa. Analogik�m postupom zist¡me, �e vy¨etrovanie �al¨¡h mo�nost¡u� k po�tu 9 nevedie. Preh�ad v¨etk�h mo�n�h v�sledkov je uveden� v nasleduj£ejtabu�ke.Typ a 000 a aaa a aa0 a aab a a00 a abb a ab0 a b00 a ab a b0 a bdPo�et 1 1 3 4 3 6 9 6 12 18 24Dan� �¡slo m  teda ifry a, a, b, 0, kde a, b s£ r�zne nenulov� �¡slie.Rozl¡¨me dve situ ie a zap¡¨me v ka�dej z nih p¡somn� s�¡tanie troh najmen¨¡h�¡sel: I. a < b II. a > ba 0ab b 0aaa 0ba b a0aa a0b b aa012 528 12 528V pr¡pade I je z �av�h dvoh st�pov zrejm�, �e a = 4, a z prav�ho st�pa dostaneme2b+4 = 8 alebo 2b+4 = 18. Podmienke a < b vyhovuje len b = 7. �ahko sa presved�¡me,�e ifry a = 4 a b = 7 s£ rie¨en¡m £lohy.V II. pr¡pade je z prav�h dvoh st�pov vidie�, �e �¡slo 2a m  posledn£ �¡sliu 8a z rove¤ 2 alebo 1. To v¨ak nie je mo�n�.In  mo�nos� vy¨etrenia situ ie I: Nazna�en� s£�et m��eme prep¡sa� v tvare 3 000a++ 100a + 10(a + b) + a + 2b = 12 528. �pravou �ahko zist¡me, �e a = 4 + 28� 4b1 037 .Z podmienky, �e posledn� zlomok je el� �¡slo k, vyjde b = 7 � 1 037k4 , a = 4 + k. Jezrejm�, �e a, b bud£ �¡slie len pre k = 0. Analogiky mo�no postupova� aj v pr¡pade II.



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria C 31
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M
N E�Obr. 2Z ver : �¡slie h�adan�ho �¡sla s£ 4, 4, 7 a 0.C { I { 2Ozna�me S stred danej kru�nie a � ve�kos� uhla CAB, � < 45Æ (obr. 1). Potom tie�j<)SACj = j<)SCAj = �, lebo trojuholn¡k ASC je rovnoramenn�. Jeho vonkaj¨¡ uholBSC m  teda ve�kos� 2�. Trojuholn¡k MSC je tie� rovnoramenn�, a preto s£mern�pod�a osi z kladne MC. Obrazom uhla BSC v tejto s£mernosti je uhol ASM , ktor�hove�kos� je teda tie� 2�. Z rovnoramenn�ho trojuholn¡ka ASM potom m me j<)BAM j == j<)SAM j = 12 (180Æ�2�) = 90Æ��, a odtia� je u� kolmos� priamok AM a BD zrejm ,lebo j<)ABDj = j<)CABj = �.In� rie¨enie. V s£lade s obr. 2. ozna�me AE priemer danej kru�nie a N p�tukolmie z bodu M na priamku AB. Z vlastnost¡ obd��nika ANMD a zo symetrievzh�adom na os strany AE vypl�va jDM j = jAN j = jBEj a navia s£ £se�ky DMa BE rovnobe�n�. Preto je BEMD rovnobe�n¡k. Priamka BD je teda rovnobe�n s priamkou ME, ktor  je kolm  na priamku AM pod�a T lesovej vety.C { I { 3Polo�me x = a+ b, kde a = 191 998 a b = 981 999. Zrejme plat¡a = 191 998 = (18 + 1)1 998 = (18 + 1)(18 + 1) : : : (18 + 1):Keby sme teraz v¨etky z tvorky posledn�ho v�razu bez �al¨¡h £prav rozn sobili, boliby v¨etky �leny s£�tu delite�n� osemn stimi a� na �len, ktor� je rovn� s£�inu v¨etk�hjednotiek. Preto je a = 18m+ 1, kde m 2 N . Analogiky zist¡me, �eb = 981 999 = (99� 1)1 999 = (99� 1)(99� 1) : : : (99� 1)a odtia� b = 99n � 1 pre vhodn� n 2 N , lebo elkov� po�et uz tvorkovan�h �inite�ovna pravej strane je nep rny.�¡slo x = 18m+ 1 + 99n� 1 = 9(2m+ 11n) je delite�n� deviatimi.C { I { 4Ka�d� de¤ boli hr �i rozdelen¡ do dvoj¡, v ktor�h mali zohra� svoj z pas. Po�etv¨etk�h hr �ov bol teda p rny, ozna�me ho 2n. Denne sa malo odohra� n z pasov,



32turnaj bol napl novan� na 2n� 1 dn¡. Predpokladajme, �e Adam odst£pil d dn¡ predkonom turnaja a Bra¤o d+ 5 dn¡ pred konom.Pokia� Adam hral s Bra¤om, odpadlo kv�li ih horobe z p�vodne pl novan�h n(2n�� 1) z pasov to�ko, ko�ko ih obaja neodohrali, t.j. spolu 2d+ 5 z pasov. Pokia� spolunehrali, odpadlo len 2d+ 4 z pasov. Pod�a toho plat¡ bu�n(2n� 1) = 355 + 2d; alebo n(2n� 1) = 354 + 2d:Z rovn¡ vypl�va jednak odhad 2n2 > 354, ale tie� n(2n � 5) < 344, lebo pod�av�znamu �¡sla d plat¡ d+5 5 2n�1. Z prvej nerovnosti tak dostaneme n > 13, z druhejn < 15 (pre n = 15 je n(2n� 5) = 375). Preto nutne n = 14. Z rove¤ vid¡me, �e �av strana ka�dej z oboh predh dzaj£ih rovn¡ je pre n = 14 p rna, tak�e m��e plati�len druh  z nih. Z nej vypo�¡tame d = 12. Turnaj teda trval 2n� 1 = 27 dn¡ a Adamodst£pil 12 dn¡ pred jeho konom. Odohral 15 z pasov a s Bra¤om nehral.C { I { 5Trojuholn¡k ABC �ahko zostroj¡me, a t�m kon¨truk�ne ur�¡me jeho v�¨ky aj d��kyv¨etk�h str n. H�adan� trojuholn¡k ozna�me LMN . Pri zhodn�h z kladniah obohtrojuholn¡kov s£ v�¨ky prisluhj£e t�mto z kladniam v pomere ih obsahov, t.j. 2 : 1.Trojuholn¡k LMN je ur�en� d��kamim, n str n LN , LM , ktor� s£ zhodn� s niektor�midvoma stranami dan�ho trojuholn¡ka, a v�¨kou vm. Preh�ad v¨etk�h mo�nost¡ ud vanasleduj£a tabu�ka (je treba si uvedomi�, �e ka�d  zo zvy¨n�h situ i¡ vedie natrojuholn¡k zhodn� s niektor�m predh dzaj£im):I II IIIm a b vm 2va 2vb 2vn b  aKon¨trukiu trojuholn¡ka LMN nazna�uje obr. 3.
N L

M k(L; n)
m vm�Obr. 3



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria C 33Najprv zostroj¡me £se�ku NL d��ky m. Tret¡ vrhol M je bodom prieniku kru�niek(L; n) a priamky p rovnobe�nej s priamkou NL vo vzdialenosti vm. Pritom sta�¡ uva�o-va� rie¨enie len v jednej polrovine ur�enej priamkou NL. Pod�a po�tu bodov tohotoprieniku m��e ma� ka�d  zo situ i¡ I a� III v¨eobene �iadne, 1 alebo 2 (uva�ujeme lennezhodn�) rie¨enia. To predstavuje a� 6 nezhodn�h trojuholn¡kovKLM . V skuto�nostije ih pre dan� �¡seln� zadanie len p��. Plat¡ toti� 2vb = 2b � sin 150Æ = , a preto sav pr¡pade II kru�nia k priamky p len dotkne.
A BC k1(C; b)

k2(A; )k3(B; a)
p1p2

p3
DE

FG H�Obr. 4V¨etky rie¨enia s£ preh�adne zostrojen� na obr. 4. S£ to trojuholn¡ky CBD, CBE,ACF , BAG a BAH. C { I { 6Najprv je nutn� overi�, �i s£ dan� v�razy de�novan� pre v¨etky re lne �¡sla a, b. Sta�¡dok za�, �e pre ka�d� re lne u je v�raz U = u2 + u+ 1 nez porn�.1. sp�sob: U = u2 + 2 � 12u+ �12�2 � �12�2 + 1 = �u+ 12�2 + 34 :Odtia� vid¡me, �e je dokona U = u2 + u+ 1 = 34 ; (3)preto�e druh  monina re lneho v�razu je v�dy nez porn .



342. sp�sob: Pre u = 0 je zrejme v�raz U kladn�. Ak je u < 0, jeU > u2 + u+ 1 + u = (u+ 1)2 = 0:3. sp�sob: Predstavme si rovnos� U = u2 + u+ 1 ako kvadratik£ rovniu u2 + u++ (1� U) = 0 s parametrom U . Tento vz�ah je splnen� pre nejak� re lne u, len ke� jepr¡slu¨n� diskriminant nez porn�, t.j. 1� 4(1� U) = 0, a odtia� U = 34 .�alej je mo�n� sk£¨a� v�razV =pa2 + a+ 1 +pb2 + b+ 1 (4)upravova�, aby sme ho mohli odhadn£�. Ako asi bud£ postupova�? Uvedieme nieko�komo�nost¡:I. Dosaden¡m b = 1� a do (3) dostanemeV =pa2 + a+ 1 +pa2 � 3a+ 3: (5)T�m sme sa v¨ak k ie�u ve�mi nepribl¡�ili. Sk£sme e¨te obidve strany rovnosti (5)umoni�: V 2 = a2 + a2 � 2a+ 1 + 3 + 2pa2 + a+ 1pa2 � 3a+ 3 == a2 + (a� 1)2 + 3 + 2pa4 � 2a3 + a2 + 3:V�raz pod odmoninou sa d  e¨te po vy¤at¡ a z prv�h troh �lenov upravi�, tak�edostaneme V 2 = 3 + a2 + (a� 1)2 + 2p3 + a2(a� 1)2 (6)II. Rovnos� (4) umon¡me priamo a pri �al¨¡h £prav h opakovane nahr dzames£�ty a+ b jednotkami:V 2 = a2 + b2 + 3 + 2pa2b2 + ab(a+ b+ 1) + a2 + b2 + a+ b+ 1 == 3 + a2 + 2p3 + a2b2 + b2: (7)D�kaz nerovnosti (1).1. rie¨enie (bez umo¤ovania v�razu V ): Ak s£ a, b nez porn�, je V > p1+p1 == 2. Ak je b < 0, potom mus¡ by� a > 1. Polo�me teda na pravej strane vz�ahu (4)a = 1 a druh£ odmoninu odhadneme pomoou (3). Dostaneme tak silnej¨¡ odhad, akosa po�aduje: V > p3 +q 34 = 32p3 > 52 .2. rie¨enie. Ke� uv �ime, �e druh  monina ka�d�ho re lneho �¡sla je nez porn ,odhadneme z (6), �e V 2 = 3 + 2p3 > 4, a po odmonen¡ dostaneme V > 2.3. rie¨enie. Zo vz�ahu (7) vid¡me, �eV 2 > 3 + �a2 + 2pa2pb2 + b2� == 3 + �pa2 +pb2�2 = 3 + (jaj+ jbj)2 = 4;a teda V > 2.



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria C 35D�kaz nerovnosti (2).1. rie¨enie. Preto�e a, b s£ nez porn� a nem��e plati� a = b = 0, plat¡V <pa2 + 2a+ 1 +pb2 + 2b+ 1 = (a+ 1) + (b+ 1) = 3:2. rie¨enie. Z podmienky a + b = 1 pre nez porn� �¡sla a, b m me 0 5 a 5 1,0 5 b 5 1 a hodnotu v�razu V m��eme odhadn£� dosaden¡m a = b = 1 do (7):V 2 < 3 + 1 + 2p4 + 1 = 9, tak�e V < 3.C { S { 1Umonen¡m rovnie s nez porn�mi stranami a �al¨¡mi ekvivalentn�mi £pravami pos-tupne dostanemea2 + b+ 2p(a2 + b)(b2 + a) + b2 + a = a2 + b2 + 2p(a2 + b2)(a+ b) + a+ b;p(a2 + b)(b2 + a) =p(a2 + b2)(a+ b);(a2 + b)(b2 + a) = (a2 + b2)(a+ b);a2b2 + a3 + b3 + ab = a3 + ab2 + ba2 + b3;ab(ab+ 1� a� b) = 0;ab(a� 1)(b� 1) = 0:H�adan�mi s£ preto pr ve tie dvojie nez porn�h �¡sel a, b, ktor� sp�¤aj£ aspo¤ jednuz podmienok a = 0, b = 0, a = 1 alebo b = 1.C { S { 2Dan� s£�et je nep rny pre p rne n. Je teda delite�n� desiatimi, len ke� je n nep rne.Pre n = 2k + 1 d va s�¡tane 99n = (100 � 1)2k+1 = 10A � 1 pri delen¡ desiatimizvy¨ok 9, a preto druh� s�¡tane n19 mus¡ da� pri delen¡ desiatimi zvy¨ok 1.Dekadik� z pis �¡sla 319 = 3 � (10� 1)9 = 10B � 3 zrejme kon�¡ �¡sliou 7, a preto�¡slo tvaru (10r�3)19 nem��e da� pri delen¡ desiatimi zvy¨ok 1. Rovnak� z ver m��emeurobi� aj pre �¡sla tvaru (10r� 1)19 a (10r+5)19. Odtia� vypl�va, �e n m��e by� jedinetvaru 10r + 1, a najv��¨ie tak� ¨tvorifern� �¡slo je 9 991. �¡slo n19 + 99n je potomzrejme delite�n� desiatimi.In� rie¨enie. Pri �¡slah n19 a 99n n s zauj¡maj£ len ih posledn� �¡slie. Preto�eposledn  ifra akejko�vek moniny nk z vis¡ len od exponentu k a poslednej �¡slie 



36z kladu n, zostav¡me tabu�ku posledn�h �¡sli mon¡n k pre  = 0; 1; : : : ; 9:k  0 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0 1 2 3 4 5 6 7 8 92 0 1 4 9 6 5 6 9 4 13 0 1 8 7 4 5 6 3 2 94 0 1 6 1 6 5 6 1 6 15 0 1 2 3 4 5 6 7 8 96 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...Zo st�pa tabu�ky pre  = 9 vid¡me, �e �¡slo 99n kon�¡ �¡sliou 1 alebo 9 pod�a toho, �ije n p rne �i nep rne, tak�e �¡slo n19 m  pod�a toho kon�i� �¡sliou 9 alebo 1. Z tabu�ky�alej vid¡me, �e �¡sla nk a nk+4 kon�ia v�dy rovnakou ifrou. To teda plat¡ aj pre �¡slan19 a n3. Z tretieho riadku uvedenej tabu�ky (k = 3) v¨ak vid¡me, �e �¡slo n3 nekon�¡�¡sliou 9 pre �iadne p rne n (kon�¡ toti� �¡sliou 9 len pre nep rne n kon�iae �¡sliou 9),zato �¡sliou 1 kon�¡ pre pr ve tie nep rne n, ktor� sa kon�ia �¡sliou 1. Najv��¨ie tak�¨tvorifern� �¡slo je n = 9991, ktor� je rie¨en¡m £lohy.C { S { 3Stredy E, F polkru�n¡ s£ toto�n� so stredmi str n AB, BC (obr. 5). Polomery t�hto
A B
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E F

X
YX0
Y0

k
l

�
Obr. 5polkru�n¡ s£ 12a, 12b a z trojuholn¡ka EBF �ahko pomoou Pytagorovej vety spo�¡tamejEF j =r14a2 + 14b2 = 12pa2 + b2:Pod�a trojuholn¡kovej nerovnosti (obr. 5) zrejme pre �ubovo�n� dva body X, Y tak�,�e X le�¡ na polkru�nii k a Y na polkru�nii l, plat¡jXY j 5 jXEj+ jEY j 5 jXEj+ jEF j+ jFY j



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria C 37s rovnos�ou pr ve vtedy, ke� body X, E, F a Y v tomto porad¡ le�ia na priamke. �se�kaXY m  teda najv��¨iu d��ku pre X = X0, Y = Y0, kde body X0, Y0 s£ priese�n¡kypolkru�n¡ k, l s priamkou EF . Pre d��ku £se�ky X0Y0 potom plat¡jX0Y0j = 12a+ 12pa2 + b2 + 12b = 12�a+ b+pa2 + b2�:C { II { 1Pravideln� n-uholn¡k (n = 3) sa sklad  z n navz jom zhodn�h rovnoramenn�htrojuholn¡kov, ktor� maj£ pri spolo�nom hlavnom vrhole uhol ve�kosti 1n360Æ. Ve�kos�jeho vn£torn�ho uhla je teda �n = 180Æ � 1n360Æ = n� 2n 180Æ.Zadanie £lohy tak vedie k rovnii3(n� 2)n = 2(m� 2)m ; (1)ktor£ uprav¡me na tvar mn = 6m� 4n alebo n = 6� 4mn :Odtia� vypl�va, �e n < 6. Dosaden¡m n 2 f3; 4; 5g n jdeme nasleduj£e tri dvojie[n;m℄ = [3; 4℄; [4; 8℄; [5; 20℄, ktor� vyhovuj£ rovnii (1).�lohe vyhovuj£ tri dvojie pravideln�h mnohouholn¡kov: trojuholn¡k a ¨tvore,¨tvore a osemuholn¡k, p��uholn¡k a dvadsa�uholn¡k.C { II { 2Najprv si v¨imneme, �e pri delen¡ tromi d vaj£ �¡sla k a k3 v�dy rovnak� zvy¨ok (tosta�¡ overi� pre k 2 f0; 1; 2g). To znamen , �e aj v¨etky �¡sla k; k3; k5; k7; : : : d vaj£rovnak� zvy¨ok, ktor� z vis¡ len od toho, ak� zvy¨ok pri delen¡ tromi d va �¡slo k. Pre�ubovo�n� prirodzen� �¡slo n d vaj£ teda �¡sla(n+ 6)n+7; nn+7; nn+1pri delen¡ tromi rovnak� zvy¨ok. To znamen , �e zvy¨ky jednotliv�h s�¡tanov sav sk£manom s£�te S(n) = 12 + 23 + 34 + 45 + : : :+ nn+1opakuj£ s peri¢du 6 (prv�h ¨es� je 1, 2, 0, 1, 1, 0). Preto�e 999 = 6 � 166 + 3, je jasn�,�e S(999) d va pri delen¡ tromi rovnak� zvy¨ok ako 166 � (1+2+0+1+1+0)+1+2++ 0 = 833, teda 2. Z uveden�ho v�po�tu ale hne� vid¡me, �e aj S(998) d va zvy¨ok 2,zatia��o S(997) je delite�n� tromi. H�adan�m �¡slom je teda �¡slo 997.



38In� rie¨enie. Vyjdeme z rovnakej £vahy a v¨imneme si, �e plat¡S(n+ 18) � S(n+ 12) + S(6) � S(n+ 6) + 2S(6) � S(n) + 3S(6) � S(n) (mod 3);tak�e zvy¨ky �¡sel S(n) sa opakuj£ s peri¢du 18. V�po�tom zis�ujeme, �e zvy¨ky �¡selS(1), S(2), S(3), S(4), : : : tvoria rad (z tvorkou je vyzna�en  jedna spomenut  peri¢da)1; 0; 0; 1; 2; 2; 0; 2; 2; 0; 1; 1; 2; 1; 1; 2; 0; 0;| {z } 1; 0; 0; 1; 2; 2; : : :S£�et S(n) je teda delite�n� tromi, pr ve ke� �¡slo n pri delen¡ osemn stimi d va niektor�zo zvy¨kov 2, 3, 7, 10, 17 alebo 0.Preto�e najv��¨ie trojifern� �¡slo je tvaru 999 = 18 � 55+9, je h�adan� �¡slo 18 � 55++ 7 = 997. C { II { 3Predpokladajme, �e ABCD (obr. 6) je h�adan� lihobe�n¡k a posu¤me £se�ku BDo vektor �!DC; obraz bodu B ozna�me E.
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pkl�Obr. 6Preto�e jBDj = jECj a jAEj = jABj + jCDj, m��eme trojuholn¡k ACE zostroji�pod�a vety sss. Stred O kru�nie op¡sanej trojuholn¡ku ACD potom zostroj¡me akopriese�n¡k osi £se�ky AC s priamkou AE. Nakonie zostroj¡me vrhol D ako priese�n¡kkru�nie k(O; jOAj) s priamkou p vedenou bodom C rovnobe�ne s AE a vrhol B akopriese�n¡k kru�nie l(D; jCEj) s polpriamkou AE.�loha m  vo zvolenej polrovine s hrani�nou priamkou AE jedin� rie¨enie.Pozn mka. D��ky s£ zadan� tak, �e pre strany trojuholn¡ka AEC plat¡ rovnos�jAEj2 = jACj2 + jCEj2, tak�e trojuholn¡k AEC je pravouhl� a stred O jehoop¡sanej kru�nie je stredom £se�ky AE. T£to skuto�nos� mo�no samozrejme vyu�i�pri kon¨trukii. C { II { 4Ozna�me p¡smenami L, P po rade v�razy na �avej a pravej strane dokazovanejnerovnosti. Potom jeP � L = x(y � x) + y(z � y) + z(x� z) + (z � x) == x(y � x) + y(z � y) + (z � x)(1� z) > 0;



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria C 39lebo v¨etky tri s�¡tane posledn�ho v�razu s£ pod�a zadania kladn�.In� rie¨enie. Preto�e 0 < y� x < 1, je (y�x)2 < y� x. Podobne je tie� (z� y)2 << z � y a (z � x)2 < z � x. Dost vame tak nerovnostix2 + y2 = 2xy + (y � x)2 < 2xy + y � x;y2 + z2 = 2yz + (z � y)2 < 2yz + z � y;x2 + z2 = 2xz + (z � x)2 < 2xz + z � x;ktor�h s�¡tan¡m 2(x2 + y2 + z2) < 2(xy + yz + xz) + 2(z � x);�o je ekvivalentn� s dokazovanou nerovnos�ou.



40 Kateg¢ria BB { I { 1Ozna�me po rade , d a v po�et hlapov, diev�at a dospel�h na l£ke. Plat¡100+ d = 100d+ d+ v = v:Z prvej rovnosti vypl�va d2 = 2 + v, �o dosad¡me do rovnosti medzi prv�m a tret¡mv�razom, ktor£ vopred uprav¡me do tvaru vd = (100 � v) a umon¡me na druh£. Po£prave dostaneme v3 = 200(50� v):Odtia� vypl�va, �e v je delite�n� 10 a v < 50. Vysk£¨an¡m v¨etk�h ¨tyroh mo�nost¡(v = 10, v = 20, v = 30, v = 40) zist¡me, �e el�  dostaneme jedine pre v = 40. Potom = 32, d = 48. Na l£ke je 32 hlapov, 48 diev�at a 40 dospel�h.B { I { 2Ozna�me p, q ramen  dan�ho prav�ho uhla, O jeho vrhol, P , Q pr¡slu¨n� konov�body priemeru uva�ovanej polkru�nie a jPQj = 2r. Zvo�me pevne vn£torn� bod Rpolkru�nie a sk£majme, ak� £tvar body R vyplnia. Trojuholn¡ky QPR a PQO s£pravouhl�, preto body O, P , Q, R le�ia na jednej kru�nii (obr. 7). Odtia� pod�a vetyo obvodov�h uhloh vypl�va, �ej<)RQP j = j<)ROP j:Nako�ko je j<)RQP j pre pevn� bod R uva�ovanej polkru�nie kon¨tantn�, le�¡ bod Rna polpriamke s po�iatkom O, ktor  zviera s polpriamkou p uhol s ve�kos�ou j<)RQP j.
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Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria B 41Pre vzdialenos� jORj zrejme plat¡ jORj 5 jPQj, preto�e OR je tetiva kru�nies priemerom PQ.Vzh�adom na to, �e h�adan  mno�ina je zrejme s£mern  pod�a osi dan�ho prav�houhla, sta�¡ vy¨etri� pr¡pad, kedy j<)PORj = 45Æ. V tomto pr¡pade je j<)RQOj = 90Æ,tak�e jORj = jQRj. Ozna�me P0 bod polpriamky OP , pre ktor� jOP0j = jPQj, R0jeho kolm� priemet na polpriamku OR (obr. 7). Preto�e trojuholn¡ky OP0R0 a QPRs£ zhodn� pravouhl� trojuholn¡ky, je jOR0j = jQRj. Pre vzdialenos� jORj teda plat¡jOR0j 5 jORj 5 2r. Bod R teda le�¡ v tej �asti polpriamky OR, ktor  je ohrani�en kru�niou k1 nad priemerom OP0 a ¨tvr�kru�niou k so stredom O a polomerom OP0.Analogiky pre j<)PORj 5 45Æ dostaneme, �e h�adan� body R le�ia v �asti polpriamkyOR, ktor  je ohrani�en  kru�niou k2 nad priemerom OQ0 a ¨tvr�kru�niou k.Ost va uk za�, �e el  mno�ina vy¨rafovan  na obr. 8 je h�adanou mno�inu bodov R.Na to si sta�¡ uvedomi�, �e pokia� bod R le�¡ vn£tri ¨tvr�kru�nie k a mimo aspo¤ jednejz kru�n¡ k1, k2, existuje aspo¤ jedna (pr¡padne dve, ak le�¡ bod mimo oboh kru�n¡k1, k2) kru�nia s dan�m priemerom 2r preh dzaj£a bodmi O a R, ktorej stredle�¡ vn£tri £tvaru ohrani�en�ho polpriamkami p, q a ¨tvr�kru�niou k. T to kru�niabude ma� vn£torn� dotyk s kru�niou k a pretne ka�d£ z £se�iek OP0, OQ0. Uveden�priese�n¡ky bud£ krajn�mi bodmi h�adanej polkru�nie obsahuj£ej uva�ovan� bod R.Z ver : H�adanou mno�inou bodov je £tvar (vr tane hranie) vy¨rafovan� na obr. 8,t.j. ¨tvr�kruh so stredom O a polomerom 2r bez vn£tra "¨o¨ovky\ ohrani�enej dvomi¨tvr�kru�niami s polomerom r. B { I { 3H�adan� �¡slo v desiatkovej s£stave m  tvar100A+ 10B + C; A;B;C 2 f0; 1; : : : ; 9g; A 6= 0:Ak je z nezn my z klad inej �¡selnej s£stavy, m  pod�a podmienky £lohy plati�100A+ 10B + C = 13(Az2 + Bz + C);odkia� dost vame rovniu A(z2 � 300) = B(30� z) + 2C:Zrejme je z = 18, lebo 172 < 300. Rozoberme jednotliv� pr¡pady:Ak je z = 18, je 12A = 6B+C. Rie¨en¡m s£ tieto trojie (A;B;C): (1; 2; 0), (1; 1; 6),(2; 4; 0), (2; 3; 6), (3; 6; 0), (3; 5; 6), (4; 8; 0), (4; 7; 6), (5; 9; 6).Ak je z = 19, je 61A = 11B + 2C. Rie¨en¡m je trojia (A;B;C) = (1; 5; 3).Ak je z = 20, je 50A = 5B + C. Rie¨en¡m je trojia (A;B;C) = (1; 9; 5).Pre z = 21 u� rovnos� nenastane pre �iadnu trojiu (A;B;C), lebo �av  strana rovnieje v�dy v��¨ia alebo rovn  141 a prav  strana je v�dy men¨ia alebo rovn  99.Spolu vyhovuje 11 �¡sel: 116, 120, 153, 195, 236, 240, 356, 360, 476, 480 a 596.



42 B { I { 4Neh a ozna�uje d��ku strany rovnostrann�ho trojuholn¡ka ABC. �alej ozna�me d��ky£sekov doty�n¡ z bodov A, B, C a P k obom uva�ovan�m kru�niiam rovnako ako naobr. 9. Polomery oboh zhodn�h kru�n¡ ozna�me r. Z obr zku je zrejm�, �e plat¡a+ z = a� x+ 2y; odkia� x+ z = 2y: (1)Pri vyjadren¡ d��ky a strany BC dostaneme �alej
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a� x x xyyy yzzaa� x�Obr. 9x+ 2y + z = a: (2)Zo vz�ahov (1) a (2) bezprostredne vypl�vax+ z = 2y = a2 ; teda y = a4 : (3)�alej vid¡me, �e plat¡ dvojia vz�ahovx = r � otg 30Æ = r � p3 a z = r � otg 60Æ = r � p33 ;z ktor�h vypl�va x = 3z: (4)Dosaden¡m (3) a (4) do (2) dostaneme po jednoduhej £pravea2 = x+ z = 3z + z = 4z; odkia� z = a8 :Celkovo tedajBP j = x+ y = 3z + y = 38a+ 14a = 58a; jCP j = a� jBP j = 38a:



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria B 43Odtia� u� okam�ite vypl�va kon¨trukia bodu P .B { I { 5Ozna�me S stred gule, z ktorej je odrezan� odsek, O stred gule K a Q stred jednejmen¨ej vp¡sanej gule s polomerom r. P�tu kolmie z bodu Q na priamku SO ozna�me P .Obr. 10 predstavuje rez £tvaru rovinou SOQ. Pre vyzna�en� £se�ky plat¡jQOj = v2 + r; jPOj = v2 � r; jQSj = R� r; jPSj = R+ r � v:Z pravouhl�h trojuholn¡kov OQP a QSP vypl�vaj£ rovnosti�v2 + r�2 � �v2 � r�2 = jQP j2 = (R� r)2 � (R+ r � v)2;odkia� jPQj2 = 2rv; r = 2Rv � v24R : (1)Vzdialenos� stredu ka�dej men¨ej gule od osi odseku je jPQj, vzdialenos� stredov Q1,Q2 dvoh susedn�h men¨¡h gul¡ je 2r. Ak pou�ijeme kos¡nusov£ vetu na trojuholn¡kQ1Q2P , dostaneme (obr. 11)os' = 2jQP j2 � 4r22jQP j2 = 1� rv : (2)Nako�ko men¨¡h gul¡ m  by� osem, je ' = 45Æ a os' = 12p2. Ak z druhej rovnostiv (1) vyjadr¡me rv = 2R� v4R = 12 � 14 vR;dost vame odtia� pod�a (2)vR = 2�1� 2 rv� = 2�2 os'� 1� = 2�p2� 1�:
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44 B { I { 6H�ad me vlastne v¨etky tie hodnoty parametra s, pre ktor� m  s£stava rovn¡x3 + y3 = 3xy;x+ y = srie¨enie v obore re lnyh �¡sel. Z druhej rovnie vyjadr¡me y = s � x a dosad¡me doprvej rovnie, ktor£ budeme rie¨i� vzh�adom na nezn mu x:x3 + (s� x)3 = 3x(s� x);x3 + s3 � 3s2x+ 3sx2 � x3 = 3sx� 3x2;3(s+ 1)x2 � 3s(s+ 1)x+ s3 = 0:T to rovnia zrejme nem  rie¨enie pre s = �1. Pre s 6= �1 dost vame kvadratik£rovniu, ktor  m  v obore re lnyh �¡sel rie¨enie, pr ve ke� je jej diskriminant Dnez porn�. V�po�tomD = 9s2(s+ 1)2 � 12(s+ 1)s3 = 3s2(s+ 1)(3� s)zis�ujeme, �e D = 0, pr ve ke� �1 5 s 5 3, �o spolu s podmienku s 6= �1 d va h�adan£mno�inu mo�n�h hodn�t s£�tov s: je to polouzavret� interval (�1; 3i.Sp�tne je vidie�, �e pre ka�d� s z intervalu (�1; 3i existuje �¡slo x, ktor� je kore¤omvy¨¨ie uvedenej kvadratikej rovnie, a �e toto �¡slo x a zodpovedaj£a hodnota y = s�xsp�¤aj£ rovniu x3 + y3 = 3xy.Pre £plnos� vypo�¡tame tie �¡sla x, y, ktor� s£ pre �ubovo�n� s 2 (�1; 3i rie¨en¡muva�ovanej s£stavy:x1;2 = 3s(s+ 1)� sp3(s+ 1)(3� s)6(s+ 1) = s2 � ss 3� s12(s+ 1) :Po dosaden¡ do y = s� x zis�ujeme, �e dan�mu s prin le�ia dve dvojie[x; y℄ = (s2 + ss 3� s12(s+ 1) ; s2 � ss 3� s12(s+ 1))�i [x; y℄ = (s2 � ss 3� s12(s+ 1) ; s2 + ss 3� s12(s+ 1)) :Rovnos� x3 + y3 = 3xy mo�no pre n jden� x a y bu� overi� dosaden¡m a priamymv�po�tom, alebo pomoou Vi�etov�h vzorov pre korene uvedenej kvadratikej rovniex+ y = s; xy = s33(s+ 1) ;



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria B 45pod�a ktor�hx3 + y3 = (x+ y)3 � 3xy(x+ y) = s3 � 3s s33(s+ 1) = s3s+ 1 = 3xy:B { S { 1Ozna�me po rade , d po�et hlapov a diev�at na ihrisku. Potom plat¡100+ d = d:Odtia�  = d2100� d = 1002 � (1002 � d2)100� d = 10 000100� d � d� 100:Preto�e  je el� nez porn� �¡slo, mus¡ by� 100 � d kladn�m delite�om �¡sla 10 000,t.j. v�raz 100� d m��e nadob£da� len hodnoty: 1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 25, 40, 50, 80.Navia ale pod�a zadania £lohy mus¡ by� splnen  podmienka + d < 500, teda10 000100� d < 600;odkia� vypl�va 100�d > 16. Pre hodnoty 100�d rovn� 20, 25, 40, 50, 80 tak dostanemepostupne v¨etky rie¨enia(; d) = (320; 80); (225; 75); (90; 60); (50; 50); (5; 20):B { S { 2Ozna�me pod�a obr. 12 odpovedaj£e £seky doty�n¡ k obom vp¡san�m kru�niiam
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46jAT j = jARj = x, jBT j = jBSj = y, jBU j = jBV j = z. Navia e¨te plat¡ jCRj = jCSj,jCW j = jCV j, tak�ejAW j = jARj+ jRCj+ jCW j = jARj+ jRCj+ jCSj+ jSV j == x+ 2jCSj+ y � za z rove¤ jAW j = jAU j = x+ y + z:Je teda jCSj = z a tie� a = jCBj = z + y = jTU j = jOP j:Z pravouhl�ho trojuholn¡ka OPOa pod�a Pytagorovej vety potom dost vamejOOaj =pjOP j2 + jPOaj2 =pa2 + (%a � %)2;�o bolo treba dok za�. B { S { 3Dan  rovnia x2 � (3z + 5)x+ (3z2 + 3z + 4) = 0m  dva r�zne re lne korene, pr ve ke� je jej diskriminant D kladn�,D = (3z + 5)2 � 4(3z2 + 3z + 4) = �3z2 + 18z + 9 == �3(z2 � 6z � 3) = �3�(z � 3)2 � 12� > 0;odkia� z < 3 + p12. Pod�a zadania je v¨ak z = 6, preto vyhovuje jedine z = 6. Dan rovnia m  potom v desiatkovej s£stave tvarx2 � 23x+ 130 = 0s kore¤mi x1 = 10, x2 = 13. (V s£stave so z kladom z = 6 bud£ ma� n jden� korenez pis x1 = 14, x2 = 21.) B { II { 1Po od�¡tan¡ druhej rovnie od prvej a tretej rovnie od druhej dostaneme dve rovnie,ktor� maj£ po jednoduhej £prave tvar(a� d)(b� ) = 0; (a� b)(� d) = 0:Odtia� vypl�va, �e zo ¨tyroh �¡sel a, b, , d s£ aspo¤ tri rovnak�. Neh je napr. a = b = .Po dosaden¡ do prvej rovnie p�vodnej s£stavy dostanemea2 + ad = a(a+ d) = 1 999:



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria B 47Nako�ko 1 999 je prvo�¡slo, vyhovuje jedine a = 1 a a+ d = 1999. Odtia� vypl�va, �ea = b =  = 1; d = 1998:Z menou dostaneme �al¨ie tri rie¨eniaa = b = d = 1;  = 1998; a =  = d = 1; b = 1998; b =  = d = 1; a = 1998:Dosaden¡m sa �ahko presved�¡me, �e v¨etky ¨tyri ¨tvorie vyhovuj£ zadaniu.B { II { 2Ozna�me jABj = a, jBCj = b a ' ve�kos� uhla XAB (0 < ' < 90Æ, obr. 13). Zrejme jetie� j<)CBY j = 90Æ�j<)ABXj = j<)XABj = '. Preto�e d��ka strany AC ¨tvoruholn¡kaAXYC od polohy bodov X, Y nez vis¡, sta�¡ vy¨etrova� d��ku d lomenej �iary AXYC,pre ktor£ plat¡ d = jAXj+ jXBj+ jBY j+ jYCj == a os'+ a sin'+ b os'+ b sin' == (a+ b)(sin'+ os') == p2(a+ b)�p22 sin'+ p22 os'� == p2(a+ b) sin('+ 45Æ) 5 p2(a+ b):Pritom v poslednej nerovnosti nastane rovnos� pr ve vtedy, ke� '+45Æ = 90Æ, t.j. pr vevtedy, ke� ' = 45Æ.Odtia� jednoduho vypl�va kon¨trukia priamky p.
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Obr. 13Pozn mka. Hodnota d je maxim lna pr ve vtedy, ke� je maxim lna hodnota d2, pretom��eme miesto d vy¨etrova� hodnotu d2:d2 = (a+ b)2(sin2 '+ 2 sin' os'+ os2 ') = (a+ b)2(1 + sin 2') 5 2(a+ b)2:



48Odtia� vyh dza, �e d 5 p2(a+b), pri�om maxim lnu hodnotu d dosahuje pr ve vtedy,ke� sin 2' = 1, tj. ' = 45Æ.In� rie¨enie. Ako sme u� zistili vy¨¨ie, je j<)CBY j = j<)XABj, tak�e oba pravouhl�trojuholn¡ky BCY a ABX s£ podobn� s koe�ientom podobnosti � = jBCj : jABj == b : a. Pre d��ku d lomenej �iary AXYC teda plat¡, �e d = (1 + �)(jAXj + jXBj)bude maxim lna, pr ve ke� bude maxim lny s£�et jAXj+ jXBj. Z rovnosti (jAXj++jXBj)2 = a2+2jAXjjXBj vypl�va, �e uveden� s£�et bude maxim lny pr ve vtedy, ke�bude maxim lny obsah 12 jAXjjXBj trojuholn¡ka ABX, teda pr ve ke� bude trojuholn¡kABX rovnoramenn�, t.j. jAXj = jXBj a ' = 45Æ.B { II { 3Aby sme ur�ili obor hodn�t dan�ho v�razu za podmienky x+y = 1, n jdeme pre ka�d�s = 1 v¨etky tie �¡sla p, pre ktor� m  s£stava rovn¡x+ y = s; x+ yx2 + y2 = pv obore re lnyh �¡sel rie¨enie (z predpokladu s = 1 zrejme vypl�va, �e je p > 0).Z prvej rovnie vyjadr¡me y = s � x a dosad¡me do druhej rovnie. Po £pravedostaneme pre nezn mu x kvadratik£ rovniu2px2 � 2psx+ s(ps� 1) = 0:T  m  re lne rie¨enie pr ve vtedy, ke� je jej diskriminant D = 4ps(2� ps) nez porn�.Preto�e s£ obe �¡sla s a p kladn�, nerovnos� D = 0 plat¡ pr ve vtedy, ke� ps 5 2.To znamen , �e uva�ovan  s£stava rovn¡ m  re lne rie¨enie pre ka�d� p 5 2s 5 2a ¨pei lne pre s = 1 pre ka�d� kladn� p 5 2.Sk£man� v�raz teda nadob£da v¨etky hodnoty z intervalu (0; 2i.In� rie¨enie. Z Cauhyho nerovnosti (x+y)2 5 2(x2+y2), ktor  plat¡ pre �ubovo�n�re lne �¡sla x a y, vypl�va za predpokladu x+ y = 1 odhad0 < x+ yx2 + y2 5 x+ y12(x+ y)2 = 2x+ y 5 2:Naopak pre ka�d� p 2 (0; 2i sta�¡ polo�i� napr. x = y = 1p . Potomx+ yx2 + y2 = p a x+ y = 2p = 1:H�adan£ mno�inu hodn�t teda tvor¡ polouzavret� interval (0; 2i.



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria B 49B { II { 4Predpokladajme, �e bod X m  po�adovan£ vlastnos�, t.j. �e trojuholn¡k XXAXB jerovnostrann�. Potom s£ trojuholn¡ky AXXA a BXXB zhodn�, lebo s£ rovnoramenn�so zhodn�m vrholov�m uhlom a zhodnou z klad¤ou (obr. 14). Preto jAXj = jBXj.A preto�e j<)XAXXBj = 60Æ, je trojuholn¡k BXXB obrazom trojuholn¡ka AXXAv oto�en¡ okolo vrholu X o uhol 60Æ. V tomto oto�en¡ je obrazom bodu A bod B,preto j<)AXBj = 60Æ. To znamen , �e trojuholn¡k ABX je rovnostrann�. Tak� body Xexistuj£ v rovine pr ve dva a obidva maj£ vlastnos� z textu £lohy: Ak je X �ubovo�n�z nih, potom trojuholn¡ky AXXA a BXXB s£ priamo zhodn� pod�a vety sus, pretoprv� z nih je obrazom druh�ho v tom oto�en¡ okolo stredu X, v ktorom bod B prejdedo bodu A, �o je oto�enie o 60 stup¤ov. V ¤om je bod XA obrazom bodu XB, tak�etrojuholn¡k XXAXB je skuto�ne rovnostrann�.

A B
XXA

XB! !�Obr. 14



50 Kateg¢ria AA { I { 1Uva�ujme najprv len tak� £pravy dan�ho v�razu (doplnen�ho o pr¡padn� z tvorky),ktor�mi prevedieme nazna�en� delenia na n sobenia bez toho, aby sme konkr�tne �¡slamedzi sebou kr tili. Po tak�h £prav h dostaneme nakonie zlomok15 � a1a2 : : : ak14 � ak+1ak+2 : : : a12 ; (1)kde ka�d� z dvan stih �¡sel 2; 3; : : : ; 13 le�¡ pr ve v jednej z dvoh skup¡n �inite�ovP = fa1; a2; : : : ; akg, Q = fak+1; ak+2; : : : ; a12g. Pokia� �iadnu z tvorku nedopln¡me,dostaneme 1514 � 13 � 12 � : : : � 2 , teda P = ;; naopak pr¡pad Q = ; nastane napr¡kladdoplnen¡m jednej dvojie z tvoriek:15 : (14 : 13 : 12 : : : : : 2) = 15 � 13 � 12 � : : : � 214 :Preto�e 15! = 211 � 36 � 53 � 72 � 11 � 13, m��eme ka�d� podiel, ktor� mo�no pop¡san�msp�sobom dosta�, vyjadri� v tvare2�2 � 3�3 � : : : � 13�132�2 � 3�3 � : : : � 13�13 ; (2)kde �2 + �2 = 11, �3 + �3 = 6, : : : Najmen¨ie prirodzen� �¡slo, ktor� sa tak�muzlomku (2) rovn , je 2�5�11�13, preto�e pr ve vyp¡san� prvo�initele vystupuj£ v rozklade�¡sla 15! s nep rnymi moninami. A preto�e2 � 5 � 11 � 13 = 15 � 13 � 12 � 11 � 10 � 8 � 7 � 314 � 9 � 6 � 5 � 4 � 2 == 151413�12�11�10 � 98�7 � 6 � 5 � 43 � 2 == 15 : (14 : 13 : 12 : 11 : 10) : (9 : 8 : 7) : 6 : 5 : (4 : 3) : 2;je �¡slo 1 430 = 2 � 5 � 11 � 13 rie¨en¡m £lohy.A { I { 2Pre k = 1 uvedenej harakteriz ii vyhovuje �ubovo�n� rovnoramenn� trojuholn¡ks danou z klad¤ou AB a �ubovo�ne ve�kou v�¨kou z vrholu C. Medzi nimi zrejme



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria A 51neexistuje trojuholn¡k s najv��¨¡m obsahom. Zrejme k 6= 1 (pre k = 1 maximumneexistuje). Obe �¡sla k a 1k sk£man£ vlastnos� z rove¤ bu� maj£, alebo nie.
A B

C
SC1 C2�Obr. 15Predpokladajme teda (bez ujmy na v¨eobenosti), �e k > 1. Na priamke AB existuj£dva r�zne body C1, C2, pre ktor� plat¡ jAC1jjBC1j = jAC2jjBC2j = k. V¨etky body C v rovine,pre ktor� jACj : jBCj = k, le�ia na Apoll¢niovej kru�nii so stredom S zostrojenejnad priemerom C1C2 (obr. 15). Odtia� je zrejm�, �e trojuholn¡k ABC bude ma� na-jv��¨¡ obsah pre vrhol C v strede obl£ka C1C2 (v �ubovo�nej z polrov¡n ur�en�hpriamkou AB). Za predpokladu k > 1 pre takto zvolen� bod C plat¡ jACj > jBCja tie� jACj > jASj > jABj, tak�e trojuholn¡k ABC bude rovnoramenn� pr ve vtedy,ke� bude jABj = jBCj. Odtia� zostav¡me rovniu pre odpovedaj£u hodnotu k.Pre bod C1 predov¨etk�m plat¡jBC1j = 1k + 1 jABj; jBC2j = 1k � 1 jABj;tak�e z rovnosti jC1C2j = jBC1j+ jBC2j vyh dzajSC1j = 12 jC1C2j = kk2 � 1 jABj:E¨te vypo�¡tamejBSj = jSC1j � jBC1j = � kk2 � 1 � 1k + 1�jABj = 1k2 � 1 jABja jBCj2 = jBSj2 + jSCj2 = jBSj2 + jSC1j2 = 1 + k2�k2 � 1�2 jABj2:Preto z podmienky jABj = jBCj vyh dza rovnia1 + k2 = k4 � 2k2 + 1; alebo k2�k2 � 3� = 0;ktor  m  jedin� kladn� rie¨enie k = p3.�lohe vyhovuj£ dve kladn� �¡sla k, k = p3 a k = 1=p3.



52In� rie¨enie (bez Apoll¢niovej kru�nie). Predpokladajme op�� (bez ujmy nav¨eobenosti), �e k > 1 je pevn�. Ozna�me C0 p�tu v�¨ky z vrholu C a x = jAC0j(obr. 16). Pre dan� x spo�¡tame z vislos� v = v(x), n jdeme maximum tejto funkiea nakonie sa pozrieme, pre ktor� k > 1 tomuto extr�mu zodpoved  rovnoramenn�trojuholn¡k.Zrejme je jACj2 = x2 + v2; jBCj2 = (x� )2 + v2; (1)kde  = jABj a v = jCC0j, tak�e podmienka jACj = kjBCj je ekvivalentn  rovnostix2 + v2 = k2�(x� )2 + v2�;alebo v2 = �x2 + 2k2k2 � 1 x� k22k2 � 1 :

A B
C
C0x v�Obr. 16

Ako vieme, nadob£da n jden  kvadratik  funkia maximum prex = k2k2 � 1 > a tomu zodpoved  maxim lna hodnotavmax = kk2 � 1 :Preto�e sme dostali x > , znamen  to, �e jACj > ,tak�e trojuholn¡k ABC m��e by� rovnoramenn�, jedineke� jBCj = jBAj = . Dosaden¡m do druhej rovnostiv (1) dostaneme podmienku2 = � k2k2 � 1 � �2 + k22(k2 � 1)2 = 2�k2 + 1�(k2 � 1)2 ;odkia� pre t = k2 vyh dza kvadratik  rovniat+ 1 = (t� 1)2;ktor  m  jedin� kladn� kore¤ t = 3, tak�e k = p3. Z ver je rovnak� ako v predh dza-j£om rie¨en¡. A { I { 3Budeme najprv zis�ova� obor hodn�t uvedenej funkie, t.j. pre ktor� re lne s existujeaspo¤ jedno re lne x tak�, �e y = 12x2 � 12axx2 + 36 = s:



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria A 53Jednoduhou £pravou dostaneme rovniu(s� 12)x2 + 12ax+ 36s = 0; (1)ktor  je kvadratik , pokia� s 6= 12. Z rovnie vypl�va, �e s = 12 patr¡ do oboru hodn�t,len ke� ax = �36, teda len ke� a 6= 0. Pre a = 0 dostaneme pre x rovniu x2 = � 36ss� 12 ,z ktorej vyh dza pre s nerovnos� 0 5 s < 12, tak�e obor hodn�t uva�ovanej funkienem  pre a = 0 maximum.Predpokladajme preto, �e a 6= 0 a s 6= 12. V tomto pr¡pade je rovnia (1) kvadratik a bude ma� v re lnom obore rie¨enie pr ve vtedy, ke� jej diskriminantD = 122a2 � 4 � 36s(s� 12) = 122(a2 � s2 + 12s)bude nez porn�, t.j. pr ve vtedy, ke�6�p36 + a2 5 s 5 6 +p36 + a2:Krajn� body n jden�ho intervalu (ktor� zrejme obsahuje aj sk�r n jden� prvok oboruhodn�t s = 12) s£ minimum a maximum danej funkie. Pokia� to maj£ by� el� �¡sla,mus¡ pre vhodn� prirodzen� �¡slo b plati� 36 + a2 = b2, teda (b � a)(b + a) = 36.Z ka�d�ho rozkladu �¡sla 36 na s£�in dvoh prirodzen�h �inite�ov 36 = mn dostanemea = 12 (m�n), b = 12(m+n), �o s£ el� �¡sla, len ak maj£ m a n rovnak£ paritu (m � n(mod 2)). A preto�e a 6= 0, vyhovuje jedine rozklad 36 = 2 � 18, odkia� b = 10, a = �8.Odpove� : Po�adovan£ vlastnos� maj£ pr ve dve el� �¡sla a, a to a = 8 a a = �8.A { I { 4Ak rozklad �¡sla n na prvo�initele je n = kQi=1 psii , kde p1; : : : ; pk s£ r�zne prvo�¡slaa s1; : : : ; sk nez porn� el� �¡sla, plat¡ pre po�et jeho kladn�h delite�ov vzore �(n) == kQi=1(si + 1).Aby dan  rovnia mala v�be zmysel, mus¡ by� jej rie¨enie n tak� prirodzen� �¡slo,pre ktor� je aj 1;6n = 85n prirodzen�, tak�e n = 2�5�n0, kde � = 1 a n0 je nes£delite�n�s 2 � 5. Dan£ rovniu potom m��eme prep¡sa� ako(�+ 4)��(n0) = 85(�+ 1)(� + 1)�(n0);�o po kr ten¡ kladn�m �¡slom �(n0) a �al¨ej £prave d  rovniu(3� + 8)(4� �) = 40:Vzh�adom k tomu, �e 3�+8 = 11 a �¡slo 3�+8 d va pri delen¡ tromi zvy¨ok 2, vyhovujezo v¨etk�h rozkladov �¡sla 40 na s£�in jedine3� + 8 = 20; 4� � = 2;



54teda � = 2, � = 4, n = 22 � 54n0.Pre podiel �(0;16n) : �(n) tak vyh dza�� 425n��(n) = �(24 � 52)�(n0)�(22 � 54)�(n0) = 5 � 33 � 5 = 1:A { I { 5Pre ve�kosti �a�n¡ ta, tb, t trojuholn¡ka ABC plat¡ rovnos�t2a = 14(2b2 + 22 � a2) (1)a �al¨ie dve, ktor� dostaneme yklikou z menou. S ih pomoou zist¡me, �e prv z dan�h rovnost¡ je ekvivalentn  rovnostia2 + b2 = 52: (2)Podobne zo vzorov 2S = ava = bvb = v pre obsah S trojuholn¡ka ABC dostaneme,�e druh  rovnos� je ekvivalentn  rovnosti1a2 + 1b2 = 12 ; alebo 2(a2 + b2) = a2b2: (3)Pre  = 1 tak dost vame s£stavu rovn¡ a2 + b2 = 5, a2b2 = 5. �¡sla a2, b2 s£ tedakorene kvadratikej rovnie t2 � 5t+ 5 = 0. T  m  dva r�zne kladn� korene, pretofa2; b2g = �12�5 +p5�; 12�5�p5�	: (4)Uk �eme, �e pre odpovedaj£e hodnoty a, b a  = 1 platia trojuholn¡kov� nerovnosti.Preto�e ab = p5, je(a+ b)2 = (a2 + b2) + 2ab = 5 + 2p5 > 1 = 2;(a� b)2 = (a2 + b2)� 2ab = 5� 2p5 < 1 = 2;t.j. ja� bj <  < ja+ bj.T�m je existenia trojuholn¡ka ABC dok zan  (je jedin� a� na podobnos� a symetriuA$ B).Pre jednoduhos� �al¨¡h v�po�tov polo�me aj na�alej  = 1. Z kos¡nusovej vety a zovzora (2) vypo�¡tame os  = a2 + b2 � 12ab = 42p5 = 25p5:



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria A 55Podobne m��eme vypo�¡ta� aj hodnoty os� a os �. S vyu�it¡m rovnost¡ (2) a (3)dostaneme os� = 1 + b2 � a22b = 1 + 2b2 � (a2 + b2)2b = b� 2b ;os � = 1 + a2 � b22a = 1 + 2a2 � (a2 + b2)2a = a� 2a;a preto�e ja2 � b2j = p5, je jasn�, �e pr ve jedno z �¡sel os�, os � je z porn� (jedenz uhlov �, � je tup�). Pritomos2 � = 4b2 + b2 � 4 = 45a2 + b2 � 4 = 1� 15a2;os2 � = 4a2 + a2 � 4 = 45b2 + a2 � 4 = 1� 15b2;tak�e os2 � + os2 � = 1, odkia� vypl�va sin� = jos �j a sin � = jos�j. Vzh�adomk nerovnosti os� os � < 0 to znamen , �eos(�� �) = os� os � + sin� sin � = 0;teda j�� �j = 90Æ.Pokia� sa rozhodneme hne� vyu�i� vypo�¡tan� hodnoty (4) (ke� budeme predpok-lada�, �e a > b, bude os� < 0), dostaneme po hv¡�ke po�¡taniaos2 � = 5�p510 ; os2 � = 5 +p510 ;odkia� u� je op�� vidie�, �e os2 �+ os2 � = 1. Z ver je rovnak� ako prv.A { I { 6Najprv si uvedom¡me, �e ¨tvorsten nemo�no rozvin£� do roviny, ak nebude niektor�z vrholov krajn�m bodom jednej z troh spomenut�h £se�iek. Preto�e ¨tvorsten m spolu ¨tyri vrholy, mus¡ jedna z troh £se�iek obsahova� dva z vrholov, teda ¨tvorstenmus¡me rozreza� pod�a jednej z jeho hr n.AB
C
B1D1�Obr. 17



56Rozoberieme postupne nieko�ko mo�nost¡, ako zvoli� �al¨ie dve £se�ky. Ale e¨tepredt�m si uvedom¡me, �e ¨tvorsten ABCD, ktor�ho proti�ahl� hrany s£ zhodn�, m steny tvoren� navz jom zhodn�mi ostrouhl�mi trojuholn¡kmi. To je zrejm� z toho,�e �ubovo�n� dve steny tak�ho ¨tvorstena (napr. tie so spolo�nou hranou AC) s£zhodn� trojuholn¡ky, pri�om proti�ahl� vrholy B a D le�ia v rovnakej vzdialenostiod priamky AC v dvoh rovnobe�n�h rovin h s£merne zdru�en�h pod�a rovinys£mernosti £se�ky AC. Odtia� vypl�va, �e vzdialenos� vrholov B, D nie je men¨iaako vzdialenos� oboh rov¡n, t.j. vzdialenos� kolm�h priemetov B1, D1 vrholov B,D na priamku AC (obr. 17). A preto�e hrany BD a AC s£ mimobe�n�, je dokonajACj = jBDj > jB1D1j. To znamen , �e oba priemety B1, D1 le�ia vn£tri hrany AC,tak�e uhly BAC, BCA pri zvolenej hrane AC s£ ostr�. Podobne zist¡me, �e aj tret¡uhol ABC je ostr�.Predpokladajme, �e sme ¨tvorsten ABCD rozrezali pozd�� hrany AB.
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C

D
� B1 B2

D2D1
A

C
�Obr. 181. Rozre�eme ¨tvorsten ABCD pozd�� susednej hrany BC. Preto�e uhol pri vrhole Bv trojuholn¡ku ABC je ostr�, nem��eme po �al¨om reze a pr¡padnom rozvinut¡ do rovinynikdy dosta� pravouholn¡k.2. Rozre�eme ¨tvorsten ABCD pozd�� proti�ahlej hrany CD. Je jasn�, �e tretia £se�karezu mus¡ vyh dza� z jedn�ho z vrholov, preto�e inak sa n m nepodar¡ okolie �iadnehoz vrholov rozvin£� do roviny. Pokia� teraz ¨tvorsten rozre�eme pozd�� tretej hrany,dostaneme s¡e jeho sie�, ktor£ tvor¡ rovnobe�n¡k (obr. 18), ale preto�e dve z troh hr n,pozd�� ktor�h sme rezali, s£ susedn�, nem��e to by� pravouholn¡k (pozri obr. 18). Akale vedieme rez povedzme z vrholu D na hranu AB (inak trojhrany pri vrholoh A a Bneuvo�n¡me, obr. 19), a ak bude z rove¤ £se�ka DX rezu v�¨kou steny ABD, dostanemepo rozvinut¡ do roviny obd��nik, ako je zrejm�, ak zakresl¡me rez do u� raz uva�ovanejrovnobe�n¡kovej siete (obr. 20).3. Pokia� z hr n ¨tvorstena ABCD rozre�eme jedine hranu AB, mus¡ z ka�d�hozo zvy¨n�h vrholov C, D vyh dza� jedna z £se�iek rezu. Ak preberieme jednotliv�mo�nosti, �ahko zist¡me, �e sa n m podar¡ uva�ovan� ¨tvorsten rozvin£� jedine vtedy, ak
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X�Obr. 19 B1 B2

D2D1
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X1 X2�Obr. 20bud£ kon�i� obidva rezy CX a DY na hrane AB. A preto�e heme po rozvinut¡ dosta�obd��nik, neost va in� ako predpoklada�, �e CX aj DY s£ stenov� v�¨ky (obr. 21).Potom jBXj = jAY j a jBY j = jAXj a po rozvinut¡ potom skuto�ne dostanemeobd��nik (obr. 22) zlo�en� z dvoh zhodn�h stien CDA, DCB so spolo�nou hranou CDa pravouhl�h trojuholn¡kov ADY , ACX, BCX, BDY , pre ktor�h odvesny plat¡jCXj = jDY j.
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C

D
Y X�Obr. 21 X1 X2

Y2Y1A BC
D
	Obr. 22Z¡skali sme dva r�zne postupy, ako dan� ¨tvorsten rozreza� tak, �e po rozvinut¡ doroviny vznikne obd��nik. Ka�d� z uveden�h postupov sa d  realizova� troma sp�sobmi(pod�a toho, ktorou hranou za�neme), tie v¨ak v pr¡pade pravideln�ho ¨tvorstena d vaj£ten ist� obd��nik. Pre nepravideln� ¨tvorsten v¨ak m��eme dosta� a� ¨es� r�znyhobd��nikov.�alej je zrejm�, �e obidva pop¡san� postupy daj£ pre zvolen£ hranu AB zhodn�obd��niky pr ve vtedy, ke� pre v�¨ku CX trojuholn¡ka ABC plat¡ jCXj = jABj. Preto�e



58v pr¡pade rovnostrann�ho trojuholn¡ka je jCXj < jABj, dostaneme pre pravideln�¨tvorsten dva nezhodn� obd��niky. (Pre pravideln� ¨tvorsten navia zrejme dostanemeX = Y .) A { S { 1Z rovnost¡ ta = b, tb =  pod�a zn myh vzorov pre d��ky �a�n¡ta =rb2 + 22 � a24 a tb =ra2 + 22 � b24dostaneme po umonen¡ a jednoduhej £prave22 � 2b2 � a2 = 0;�22 � b2 + 2a2 = 0:S�¡tan¡m dostaneme a2 = 3b2 a dosaden¡m do jednej z rovn¡ 22 = 5b2. Obe rovnostita = b, tb =  teda platia s£�asne, pr ve ke� a2 : b2 : 2 = 6 : 2 : 5. Trojuholn¡kso stranami p6, p2, p5 zrejme existuje a je ostrouhl�, lebo 6 < 2 + 5, tak�e pod�akos¡nusovej vety m  tento trojuholn¡k oproti najdlh¨ej strane ostr� vn£torn� uhol.A { S { 2Zo s¡nusovej vety sin� : sin � = a : b za podmienky b = ka, k > 1, vypl�va odhadsin� = sin �k 5 1k ;pritom rovnos� nastane, pr ve ke� sin � = 1, teda � = 90Æ. Preto najv��¨¡ uhol �m  ten z uva�ovan�h trojuholn¡kov ABC, ktor� m  prav� uhol pri vrhole B a jeho(ostr�) uhol pri vrhole A je ur�en� rovnos�ou sin� = 1k . Tento pravouhl� trojuholn¡kje zrejme rovnoramenn�, pr ve ke� � = 45Æ, teda ke� 1k = sin 45Æ = p22 , �o nastane lenpre hodnotu k = p2.
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Obr. 23In� rie¨enie. Predpokladajme, �e �¡slo k > 1 je pevn�. Ak zvol¡me v rovine£se�ku AB, vrholy C v¨etk�h uva�ovan�h trojuholn¡kov ABC vyplnia mno�inu



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria A 59v¨etk�h bodov X s vlastnos�ou jAXj : jBXj = k, teda Apoll¢niovu kru�niu !. UholBAC bude maxim lny, pr ve ke� priamka AC bude doty�niou kru�nie ! (a bod Cbude jej bod dotyku, obr. 23).Pop¡¨me polohu krajn�h bodov U , V toho priemeru kru�nie !, ktor� le�¡ napriamke AB. Bod U je vn£torn�m bodom £se�ky AB, bod V vn£torn�m bodompolpriamky opa�nej k polpriamke BA, pri�om pohopite�ne plat¡jAU j : jBU j = jAV j : jBV j = k:Odtia� �ahko pomoou d��ky  = jABj ur�¡me, �ejAU j = kk + 1 a jAV j = kk � 1 :Bod C na kru�nii ! je bodom dotyku doty�nie vedenej bodom A k tejto kru�nii,pr ve ke� plat¡ (monos� bodu ku kru�nii) rovnos� jACj2 = jAU j � jAV j, z ktorej podosaden¡ za jAU j a jAV j dostanemejACj = kpk2 � 1 ; tak�e jBCj = jACjk = pk2 � 1 :�ahko sa zist¡, �e trojuholn¡k so stranamipk2 � 1 ; kpk2 � 1 ; (ktor� je pravouhl� pre ka�d� k > 1) je rovnoramenn� jedine pre k = p2.In� rie¨enie. Do kos¡nusovej vety a2 = b2 + 2 � 2b os� dosad¡me b = kaa vyjadr¡me z nej os�:os� = (k2 � 1)a2 + 22ka = (k2 � 1)a2k + 2ka:Pod�a nerovnosti medzi aritmetik�m a geometrik�m priemerom dvoh �¡sel plat¡(k2 � 1)a2k + 2ka = 2r(k2 � 1)a2k � 2ka = pk2 � 1k ;tak�e os� = os�0, alebo � 5 �0, kde �0 je ostr� uhol ur�en� rovnos�ouos�0 = pk2 � 1k :Maxim lna hodnota � = �0 sa dosiahne, ke� sa obe priemerovan� �¡sla rovnaj£, tedake� (k2 � 1)a2k = 2ka; �i�e  = apk2 � 1:



60Preto�e navia b = ka > a, zis�ujeme, �e najv��¨¡ mo�n� uhol � m  rovnoramenn�trojuholn¡k jedine v pr¡pade  = a; z rovnosti apk2 � 1 = a tak nah dzame (jedin£)h�adan£ hodnotu k = p2. A { S { 3�inite� 4� 2k m��eme pre �ubovo�n� k, 1 5 k 5 n, upravi� na tvar4� 2k = 2(2k � 1)k = 2k(2k � 1)k2 ;tak�e pre uva�ovan� s£�in plat¡nYk=1�4� 2k� = nYk=1 2k(2k � 1)k � k = (2n)!n!n! = �2nn �;�o je el� �¡slo. A { II { 1Ozna�me P sk£man£ mno�inu prvo�¡sel a uk �me najprv, �e 2 =2 P . �¡slo 2 je jedin�prvo�¡slo, ktor� nie je nep rne. Keby teda platilo 2 2 P , bol by s£�et nep rnehopo�tu prvo�¡sel z P p rny, a s£�et p rneho po�tu naopak nep rny, tak�e uva�ovan�aritmetik� priemer by nemohol by� rovn� nep rnemu �¡slu 27. Preto 2 =2 P .Preto�e �¡slo 27 nie je prvo�¡slo, plat¡ pre najv��¨¡ prvok p� mno�iny P odhad p� >> 27. Teraz vyu�ijeme tento zrejm� poznatok: Aritmetik� priemer A skupiny re lnyh�¡sel sa zmen¨¡, kedyko�vek k tejto skupine prid me �¡slo men¨ie ako A alebo z nejodstr nime �¡slo v��¨ie ako A. Dopl¤me preto do danej mno�iny P v¨etky h�baj£eprvo�¡sla p, 2 < p < 27, a odstr ¤me z nej v¨etky prvo�¡sla p, 27 < p < p�. Dostanemetak mno�inu deviatih prvo�¡sel f3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; p�g, pre ktor�h aritmetik�priemer (ktor� u� nemus¡ by� el�m �¡slom!) plat¡ odhad3 + 5 + 7 + 11 + 13 + 17 + 19 + 23 + p�9 5 27:(Rovnos� nastane, pokia� sme ani �iadne prvo�¡slo nepridali, ani �iadne neodstr nili.)Odtia� vyh dza p� 5 145. Najv��¨ie prvo�¡slo, ktor� sp�¤a posledn£ nerovnos�, je�¡slo 139.Hodnota p� = 139 je mo�n , ako ukazuje pr¡kladP = f3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 29; 139g;ktor� objav¡me, ke� v s£�te 3 + 5 + 7 + 11 + 13 + 17 + 19 + 23 zamen¡me prvo�¡slo 23prvo�¡slom o 145� 139 = 6 v��¨¡m. (Keby sme si vopred neuvedomili, �e 2 =2 P , dostaliby sme z nerovnosti2 + 3 + 5 + 7 + 11 + 13 + 17 + 19 + 23 + p�10 5 27



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria A 61slab¨¡ odhad p� 5 170. Potom by bolo nutn� postupne vyl£�i� hodnoty p� = 167, 163,157, 151, 149. Pritom si asi uvedom¡me, pre�o 2 =2 P .)A { II { 2Preto�e sk£man� podiel V nez vis¡ od ve�kosti a strany dan�ho ¨tvora (uveden� v�razje homog�nny), budeme pre jednoduhos� predpoklada�, �e a = 1.Pokia� P = A, je zrejme V = 1p2 + 1 = p2�1. Pokia� plat¡ tvrdenie £lohy, je p2�1h�adan  hodnota sk£man�ho podielu.Predpokladajme �alej, �e bod P je vn£torn�m bodom uveden�ho obl£ka. Pod�a vetyo obvodov�h uhloh je (obr. 24)j<)APDj = j<)CPDj = j<)CPBj = j<)ACBj = �;kde � ozna�uje ve�kos� ostr�ho uhla pr¡slu¨n�ho tetive d��ky jABj v kru�nii op¡sanejdan�mu ¨tvoru ABCD. Preto�e uhol � = 13 j<)APBj a uhol APB odpoved  stredov�muuhlu 12�, je � = 14�. CD
A BP
'  
�Obr. 24Ozna�me (obr. 24) ' = j<)ADP j,  = j<)BCP j, potom ' +  = �, j<)PBCj = � �� (�+  ), j<)PADj = � � (�+ '), tak�e pod�a s¡nusovej vetyV = sin'+ sin sin(�+ ') + sin(�+  ) = 2 sin '+ 2 os '� 22 sin 3('+ )2 os '� 2 = sin 12�sin 32� = kon¨t.T�m je tvrdenie £lohy dok zan�, a preto�e � = 14�, dostaneme skuto�ne V = p2�1,ako sa �ahko presved�¡me napr. takto:sin 32� = sin� os �2 + sin �2 os� = 2 sin �2 os2 �2 + sin �2 �1� 2 sin2 �2 � == sin �2 (3� 4 sin2 �) = sin �2 (1 + 2 os�);lebo 2 sin2 12� = 1� os�.



62In� rie¨enie. Pokia� P = A, zist¡me rovnako ako v prvom rie¨en¡, �e hodnotask£man�ho podielu je p2 � 1. Ak je bod P vn£torn�m bodom uveden�ho obl£ka, s£obidva ¨tvoruholn¡ky APBC i APBD (obr. 24) tetivov�, preto pod�a Ptolemaiovej vetyplat¡ jAP j � jBCj+ jBP j � jACj = jCP j � jABj;jAP j � jBDj+ jBP j � jADj = jDP j � jABj:S�¡tan¡m oboh rovnost¡ a dosaden¡m jBCj = jADj = jABj, jBDj = jACj = p2jABjdostaneme�jAP j+ jBP j��1 +p2� = jCP j+ jDP j; alebo jAP j+ jBP jjCP j+ jDP j = p2� 1:T�m je tvrdenie £lohy dok zan�. V�raz m  pre ka�d� bod P uveden�ho obl£ka hodnotup2� 1. A { II { 3Preto�e �a�isko T le�¡ v opa�nej polrovine s hrani�nou priamkou MN ako vrhol C,le�ia body C, M , N a T na jednej kru�nii pr ve vtedy, ke� pre uhly  = j℄MCN ja Æ = j℄MTN j plat¡  + Æ = �, alebo sin  = sin Æ (rovnos�  = Æ je a priori vyl£�en :bod T le�¡ vn£tri trojuholn¡ka ABC, tak�e j℄ATBj > j℄ACBj, alebo Æ > ). Zap¡¨meteraz, �e obsah trojuholn¡ka ABT je rovn� jednej tretine obsahu trojuholn¡ka ABC:12 � �23 jAM j� � �23 jBM j� � sin Æ = 13 � �12 jACj � jBCj � sin �:Odtia� u� okam�ite vypl�va, �e rovnos� sin  = sin Æ je ekvivalentn  s rovnos�ouzo zadania £lohy.In� rie¨enie. Vyu�ijeme vetu o monosti bodu ku kru�nii. Ozna�me T spom¡-nan� �a�isko, k kru�niu op¡san£ trojuholn¡ku CMN a rozl¡¨me tri mo�n� pr¡padyih vz jomnej polohy. (Zd�raznime, �e vrholy A a B v�dy le�ia vo vonkaj¨ej oblastikru�nie k, lebo £se�ky MC a NC s£ jej tetivy.)Ak je T 2 k, potom jAN j � jACj = jAT j � jAM j, tedab2 � b = �23 ta� � ta; alebo 4t2a = 3b2;rovnako odvod¡me aj rovnos� 4t2b = 3a2. Vyn soben¡m oboh rovnost¡ a n sledn�modmonen¡m dostaneme 4tatb = 3ab, �o je rovnos� zo zadania £lohy.Ak bod T le�¡ vo vn£tornej oblasti kru�nie k, potom plat¡ nerovnos� jAN j � jACj << jAT j � jAM j (plat¡ toti� rovnos� jAN j � jACj = jAT 0j � jAM j, kde T 0 je priese�n¡k£se�ky AT s kru�niou k, tak�e jAT 0j < jAT j). Postupom z predh dzaj£eho odstavatentokr t vyjde nerovnos� 4tatb > 3ab.



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria A 63Ak bod T le�¡ vo vonkaj¨ej oblasti kru�nie k, potom plat¡ nerovnos� jAN j � jACj >> jAT j � jAM j (plat¡ toti� rovnos� jAN j � jACj = jAT 0j � jAM j, kde T 0 je druh� priese�n¡kpolpriamky TM s kru�niou k, tak�e jAT 0j > jAT j). V tomto pr¡pade vyjde nerovnos�4tatb < 3ab.T�m sa d�kaz bl¡�i k z veru. V¨imneme si jednu zauj¡mavos�, ktor  z neho vypl�va:rovnos� 4tatb = 3ab v �ubovo�nom trojuholn¡ku ABC plat¡, jedine ke� z rove¤ 4t2a = 3b2a 4t2b = 3a2. A { II { 4Dan£ nerovniu ekvivalentne uprav¡me na2x3 + (a� 2d)x2 + (b� 2a)x+ x2 � dx� a = 0: (1)Nerovniu tvaru A(x)B(x) = 0 vieme vyrie¨i�, ak pozn me re lne korene oboh mno-ho�lenov A(x), B(x). Odpovedaj£e mno�iny ih re lnyh kore¤ov ozna�me A, B. Akozna�¡me R mno�inu rie¨en¡ nerovnie A(x)B(x) > 0, ktor  je zrejme ekvivalentn  nerovniiA(x)B(x) > 0, bude mno�inou rie¨en¡ p�vodnej nerovnie A(x)B(x) = 0 mno�ina(R [ A) nB :Na rie¨enie nerovnie A(x)B(x) > 0 nemaj£ zrejme vplyv pr¡padn� kvadratik�troj�leny so z porn�m diskriminantom, ktor� nemaj£ re lne korene. A preto�e n szauj¡ma rie¨enie nerovnie A(x)B(x) > 0 najm� pre x =2 A [ B, budeme miesto nejrie¨i� nerovniu, ktor£ dostaneme vydelen¡m v¨etk�mi mo�n�mi p rnymi moninamikore¤ov�h �inite�ov. Miesto nerovnie A(x)B(x) > 0 tak budeme rie¨i� nerovniu(x� �1)(x� �2) : : : (x� �k) > 0;kde �1 < �2 < : : : < �k s£ zvy¨n� (v¨etky jednoduh�) re lne korene mnoho�lenaA(x)B(x). Rie¨en¡m poslednej nerovnie je pre k = 1 interval (�1;+1), pre k == 2 zjednotenie (�1; �1) [ (�2;+1), pre k = 3 nep rne zjednotenie (�1; �2) [ : : : [[(�k�2; �k�1)[(�k;+1) a pre k > 2 p rne zjednotenie (�1; �1)[ : : :[(�k�2; �k�1)[[ (�k;+1).Vr �me sa teraz k nerovnii (1). Preto�e x = 0 je jej rie¨en¡m, mus¡ by� nula kore¤om�itate�a, nie v¨ak kore¤om menovate�a, preto  = 0 a a 6= 0. Navia z toho, �e nula je"izolovan�m\ bodom rie¨enia, vypl�va pod�a na¨ih predh dzaj£ih £vah, �e nula jekore¤om p rnej n sobnosti, teda dvojn sobn�m. Preto je tie� b� 2a = 0.Preto�e naopak krajn� bod druh�ho intervalu x = 4 do mno�iny rie¨en¡ nepatr¡, jekore¤om menovate�a, tak�e a+4d = 16. Po dosaden¡ a = 16�4d a rozklade menovate�adostaneme ekvivalentn£ nerovniux2(x+ 8� 3d)(x� 4)(x� d+ 4) = 0:



64Odtia� v¨ak vypl�va, �e rie¨en¡m nerovnie(x� 4)(x+ 8� 3d)(x� d+ 4) > 0mus¡ by� interval (4;1), preto 3d � 8 = d � 4, alebo d = 2, a = 8, b = 16,  = 0. Pretieto hodnoty tak dost vame nerovniux2(x+ 2)(x� 4)(x+ 2) = 0;ktorej mno�inou rie¨en¡ je skuto�ne f0g [ (4;+1).A { III { 1a) V�sledn� v�raz mo�no v�dy zap¡sa� (bez kr tenia) ako podiel A : B dvoh s£�inovA a B prirodzen�h �¡sel, pre ktor� plat¡A �B = 2 � 3 � 4 � : : : � 29 = 29! = 225 � 313 � 56 � 74 � 112 � 132 � 17 � 19 � 23 � 29:(Exponenty prvo�¡sel mo�no po�¡ta� bezprostredne po �inite�oh, alebo pod�a zn mehopravidla: prvo�¡slo p m  v rozklade �¡sla n! exponent rovn� s£�tu�np �+ � np2 �+ � np3 �+ � � � ; (1)kde [x℄ ozna�uje el£ �as� �¡sla x.) Tie prvo�¡sla, ktor� maj£ v rozklade �¡sla 29!nep rny exponent, nem��u z podielu A : B "zmizn£�\ ani po jeho kr ten¡. Preto �iadnaelo�¡seln  hodnota v�sledku nie je men¨ia ako �¡sloH = 2 � 3 � 17 � 19 � 23 � 29 = 1 292 646:Na druh£ stranu,29 : (28 : 27 : 26 : 25 : 24 : 23 : 22 : 21 : 20 : 19 : 18 : 17 : 16)15 : (14 : 13 : 12 : 11 : 10 : 9 : 8 : 7 : 6 : 5 : 4 : 3 : 2) == 29 � 14 � 27 � 26 � 25 � 24 � 23 � 22 � 21 � 20 � 19 � 18 � 17 � 1615 � 28 � 13 � 12 � 11 � 10 � 9 � 8 � 7 � 6 � 5 � 4 � 3 � 2 == 29 � 14228 � 27!(15!)2 = 29 � 7 � 223 � 313 � 56 � 73 � 112 � 132 � 17 � 19 � 23�211 � 36 � 53 � 72 � 11 � 13�2 = H:(Op�� sa vyplatilo po�¡ta� exponenty pod�a (1).) �¡slo H je teda h�adan  najmen¨iahodnota.b) Pozrime sa teraz podrobnej¨ie na to, ako vyzeraj£ s£�iny A a B z prvej vetyrie¨enia, ak s£ �itate� a menovate� zlomku uz tvorkovan� rovnak�m sp�sobom. Z ka�dejzo ¨trn stih dvoj¡ pod sebou stojaih �¡self29; 15g; f28; 14g; f27; 13g; : : : ; f16; 2g



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria A 65je jedno �¡slo �inite�om v s£�ine A, druh� �¡slo je �inite�om v s£�ine B (tak�e A, Bmaj£ po 14 �inite�oh). V�sledn£ hodnotu V potom m��eme zap¡sa� tie� ako s£�in�2915�"1�2814�"2�2713�"3�2612�"4 � : : : � �173 �"13�162 �"14 ;kde "i = �1, pritom zrejme "1 = 1 a "2 = �1 bez oh�adu na uz tvorkovanie. Preto�ezlomky 2713 , 2612 , 2511 ,: : : , 162 s£ v��¨ie ako 1, v�sledn  hodnota V (�i u� je �¡slo el�, �inie) mus¡ sp�¤a� odhadV 5 2915 � 1428 � 2713 � 2612 � : : : � 173 � 162 = H;kde H je prirodzen� �¡slo, ur�en� v �asti a) rie¨enia ako najmen¨ia mo�n  elo�¡seln hodnota V . Odtia� vypl�va, �e H je jedin  mo�n  elo�¡seln  hodnota V . (Navia smeuk zali, �e pri rovnakom uz tvorkovan¡ �itate�a a menovate�a dan�ho zlomku je ka�d hodnota v�sledn�ho v�razu men¨ia ako �¡slo H.)A { III { 2Ozna�me K a L stredy hr n BC a AD a A0, D0 pr¡slu¨n� �a�isk  stien oproti vrholomA, D (obr. 25). Obe �a�nie AA0, DD0 le�ia v rovine AKD, pri�om ih priese�n¡k T(�a�isko ¨tvorstena) ih del¡ v pomere 3 : 1 a z rove¤ je stredom spojnie KL (to jezrejm� z vlastnost¡ �a�iska: T = 14(A+B+C+D) = 12�12(A+D)+ 12(B+C)� = 12 (K++ L)). Odtia� vypl�va, �e je jET j : jAT j = jFT j : jDT j = 1 : 3, tak�e jEF j = 13 jADj.
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�Obr. 25Rovina BCL rozpo�uje obidve £se�ky AD aj EF , a preto tie� rozde�uje obidvauva�ovan� ¨tvorsteny ABCD aj BCEF na �asti rovnak�ho objemu. Ozna�me G stred



66£se�ky EF , pre pr¡slu¨n� objemy potom plat¡V (BCEF )V (ABCD) = V (BCGF )V (BCLD) = jGF jjLDj � S(BCG)S(BCL) == 13 jKGjjKLj = 13 � 23 = 29 :A { III { 3Vieme, �e t2a = 14(2b2 + 22 � a2); t2b = 14(2a2 + 22 � b2);tak�e t2a � t2b = 34(b2 � a2):Preto�e pod�a predpokladu £lohy ta� tb = b�a 6= 0, vyh dza odtia� ta+ tb = 34(b+a).Zo s£stavy rovn¡ ta � tb = b� a;ta + tb = 34(b+ a)ur�¡me ta = 18(7b� a), tb = 18(7a� b), tedaa+ ta = b+ tb = 78(a+ b):Preto je k = 78 .Teraz zist¡me, pre ktor� d��ky a 6= b existuje trojuholn¡k ABC so stranami a, ba �a�niami ta = 18(7b� a), tb = 18 (7a� b). Predov¨etk�m mus¡ by� ta > 0, tb > 0, �oje ekvivalentn� nerovnosti 17 < ab < 7. Pozn me v¨etky tri strany trojuholn¡ka AB1T :jAB1j = b2 ; jAT j = 23 ta = 23 � 18(7b� a) = 112(7b� a);jB1T j = 13 tb = 13 � 18(7a� b) = 124(7a� b):Ak sk£mame trojuholn¡kov� nerovnosti pre tieto tri d��ky, dostaneme podmienku13 < ab < 3;z ktorej je treba pod�a predpokladu vyl£�i� hodnotu ab = 1. To je z rove¤ aj posta�uj£apodmienka: Zostrojen� trojuholn¡k AB1T mo�no v�dy doplni� na trojuholn¡k ABC so



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria A 67stranou b = jACj a �a�niami ta = jAA1j, tb = jBB1j. Kone�ne z rovnosti t2a � t2b == 34 (b2 � a2) vid¡me, �e je i a = jBCj.A { III { 4Ka�dej kone�nej postupnosti p¡smen A, B hovorme re�aze. V¨ade �alej � � � ozna�ujevhodn� (hoi aj pr zdny) re�aze, zatia� �o ��� pou�ijeme na z pis re�aza z rovnak�hp¡smen (napr. B ���B| {z }k ozna�uje re�aze k p¡smen B).Dok �eme, �e �ubovo�n� re�aze je slovo (uva�ovan�ho jazyka), pr ve ke� sp�¤anasleduj£u podmienku:P: Re�aze kon�¡ p¡smenom B a bu� za�¡na p¡smenom A, alebo za�¡na (�i je dokonael� tvoren�) p rnym po�tom p¡smen B.Nutnos� podmienky P je zrejm : sp�¤aj£ ju obidve slov  AB a BB d��ky 2 a sp�¤aju aj ka�d� nov� slovo vzniknut� kon¨trukiou z bodu 2), pokia� podmienku P sp�¤aj£slov , ktor�mi pri kon¨trukii nahr dzame jednotliv� p¡smen  B.Teraz indukiou vzh�adom na �¡slo n dok �eme, �e ka�d� re�aze d��ky n sp�¤aj£ipodmienku P je slovo. To zrejme plat¡ pre n = 1 a n = 2; ak je n > 2, potom re�azed��ky n, ktor� sp�¤a P, m  jeden z tvarovAA � � �B; AB � � �B; B ���B| {z }2k A � � �B; B ���B| {z }2k+2 ;kde 2 5 2k 5 n � 2. Na¨ou £lohou je uk za�, �e tieto ¨tyri typy re�azov vznikaj£pomoou kon¨trukie z bodu 2), pri ktorej p¡smen  B nahr dzame re�azami (d��kymen¨ej ako n) sp�¤aj£imi podmienku P (teda slovami pod�a induk�n�ho predpokladu).Slovo AA � � �B vznikne ako A(A � � �B) zo slova AB. Slovo AB � � �B vznikne bu�ako A(B � � �B) zo slova AB, alebo ako (AB)(� � �B) zo slova BB, pod�a toho, �iza jeho prv�m p¡smenom A nasleduje p rny resp. nep rny po�et p¡smen B. SlovoB ���B| {z }2k A � � �B vznikne ako (B ���B| {z }2k )(A � � �B) zo slova BB, slovo B ���B| {z }2k+2 ako(B ���B| {z }2k )(BB) zo slova BB. T�m je d�kaz indukiou hotov�.Teraz pomoou podmienky P u� �ahko dok �eme, �e pre po�et pn slov d��ky nskuto�ne plat¡ vzore pn = 2n + 2 � (�1)n3 ;ktor�ho platnos� je zrejm  pre n = 1 a n = 2, lebo p1 = 0 a p2 = 2. Preto vzore budedok zan� matematikou indukiou, ak uk �eme, �e pre ka�d� n plat¡ rovnos� pn+2 == 2n + pn, ktor£ �¡sla 13 (2n + 2 � (�1)n) zrejme sp�¤aj£. Rovnos� pn+2 = 2n + pn v¨akvypl�va okam�ite z toho, �e pod�a vlastnosti P je ka�d� slovo d��ky (n+ 2) bu� tvaruA � � �B, kde � � � je �ubovo�n� re�aze d��ky n (t�h je 2n), alebo je tvaru BB � � � , kde� � � je �ubovo�n� z pn slov d��ky n.



68 A { III { 5Uva�ujme oto�enie okolo stredu A o 90Æ, ktor� zobraz¡ vrhol B h�adan�ho ¨tvoraABCD na vrhol D, a ozna�me P 0, C 0, D0 obrazy bodov P , C, D v tomto oto�en¡(obr. 26).
A B

CDC 0
D0

PP 0 QX
Obr. 26Preto�e j<)PAP 0j = 90Æ, vypl�va z vlastnost¡ os¡ susedn�h uhlov, �e AP 0 je osuhla QAD0. Preto m  bod P 0 rovnak£ vzdialenos� od AD0 aj od AQ (rovn£ straneh�adan�ho ¨tvora). Tieto vzdialenosti s£ v�¨kami v trojuholn¡ku AQP 0, ktor� potommus¡ by� rovnoramenn� (so z klad¤ou AP 0). Preto�e bod P 0 m��eme zostroji�, m��emezostroji� aj bod Q ako priese�n¡k ramena PX s osou £se�ky AP 0. Zvy¨ok kon¨trukieje u� zrejm�. A { III { 6Ak m  dan  s£stava rie¨enie (x; y) pre �¡sla a = A, b = B, m  zrejme aj rie¨enie (kx; ky)pre �ubovo�n� k 6= 0 a pre �¡sla a = 1kA, b = kB. Odtia� vid¡me, �e existenia rie¨eniadanej s£stavy z vis¡ len od hodnoty s£�inu ab.Budeme teda najprv sk£ma� hodnoty v�razuP (u; v) = (u+ v)(u3 + v3)(u2 + v2)2 ;kde �¡sla u a v sp�¤aj£ normaliza�n£ podmienku u2 + v2 = 1. Pod�a nej plat¡P (u; v) = (u+ v)(u3 + v3) = (u+ v)2(u2 � uv + v2) == (u2 + 2uv + v2)(1� uv) = (1 + 2uv)(1� uv):Za podmienky u2 + v2 = 1 nadob£da s£�in uv v¨etky hodnoty z intervalu h�12 ; 12 i (akje u = os� a v = sin�, je uv = 12 sin 2�). Preto sta�¡ zisti� mno�inu hodn�t funkief(t) = (1 + 2t)(1� t) na intervale t 2 h�12 ; 12 i. Z vyjadreniaf(t) = �2t2 + t+ 1 = �2�t� 14�2 + 98



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria A 69vypl�va, �e h�adanou mno�inou hodn�t je uzavret� interval s krajn�mi bodmi f(� 12 ) == 0 a f(14 ) = 98 .To teda znamen , �e pokia� m  dan  s£stava rie¨enie, mus¡ pre jej parametre a a bplati� 0 5 ab 5 98 , pritom rovnos� ab = 0 je mo�n , len ke� x + y = 0, vtedy v¨aka = b = 0.Ak naopak niektor� �¡sla a a b sp�¤aj£ nerovnosti 0 < ab 5 98 , existuj£ pod�adok zan�ho �¡sla u a v tak�, �e u2 + v2 = 1 a (u + v)(u3 + v3) = ab. Ak ozna�¡mea0 = u + v a b0 = u3 + v3, potom z rovnosti a0b0 = ab 6= 0 vypl�va, �e obidva pomerya : a0 a b0 : b maj£ rovnak£ hodnotu k 6= 0. Potom je ale dvojia x = ku a y = kvzrejme rie¨en¡m s£stavy rovn¡ zo zadania £lohy pre uva�ovan� hodnoty a a b.



Pr¡pravn� s£stredenia pred MMOPred medzin rodnou matematikou olympi dou (MMO) sa ka�doro�ne kon  jednov�berov� a jedno pr¡pravn� s£stredenie pre najlep¨¡h rie¨ite�ov tretieho kola ka-teg¢rie A. Po prvom z nih SK MO vyberie 6 najlep¨¡h ¨tudentov do reprezen-ta�n�ho dru�stva Slovenska a ur�¡ dvoh n hradn¡kov. Druh� s£stredenie je zameran�na pr¡pravu ¨es��lenn�ho reprezenta�n�ho dru�stva.Na v�berovom s£streden¡ pred MMO sa z£�astnilo 11 s£�a�iaih, naj£spe¨nej¨¡hrie¨ite�ov tretieho kola MO kateg¢rie A. S£stredenie sa konalo v d¤oh 26.4.{30.4.1999v Bratislave. Ka�d� de¤ ¨tudenti rie¨ili s�riu troh £loh pri rovnak�h podmienkahako na MMO. V poobed¤aj¨¡h hodin h sa konal spolo�n� rozbor £loh s lektorom. Nakoni s£stredenia sa z¡skan� body za jednotliv� dni s�¡tali a s prihliadnut¡m na v�sledkytretieho kola MO a in� v�sledky (predh dzaj£a £�as� na MMO, v�sledky kore¨pon-den�n�ho semin ra SK MO) bolo vybran� ¨es��lenn� dru�stvo, ktor� sa z£�astn¡ MMO.V�sledky s£stredenia:1. Bal sz Keszegh 46,5 7. Martin Poto�n� 28,52. Peter Novotn� 44,5 8.-9. Martin Hri¤ k 283.-4. Miroslava Sot kov  36,5 8.-9. Peter Husz r 283.-4. Josef �ef�¡k 36,5 10. Mari n Ertl 205. Mihal Fori¨ek 33,5 11. Krist¡na �ernekov  8,56. Katar¡na Quittnerov  30�lohy zad vali lektori z Bratislavy:Eugen Kov � a J n B be�a, MFF UK, £lohy 1 { 6,Eugen Kov �, J n B be�a a Mgr. J n �abka, MFF UK, £lohy 7 { 9,Mgr. Rihard Koll r, MFF UK, £lohy 10 { 15,Pre vybran� dru�stvo sa organizovalo e¨te jedno pr¡pravn� s£stredenie v d¤oh 20.{25.6.1999 v zariaden¡ IUVENTY na Zohovej hate. Napriek probl�mom so stravou aubytovan¡m sa ho nakonie podarilo uskuto�ni�. Toto s£stredenie bolo zameran� viana vedomostn£ pr¡pravu ¨tudentov a jeho obsahom boli predn ¨ky na vybran� t�my.Lektormi boli:Mgr. Rihard Koll r, MFF UK Bratislava (Invarianty),RNDr. Jaroslav Guri�an, CS., MFF UK Bratislava (Te¢ria �¡sel)do. RNDr. J n �i�m r, CS., MFF UK Bratislava (Geometria),RNDr. Pavol �ernek, CS., MFF UK Bratislava (Diofantik� rovnie)



Pr¡pravn� s£stredenia pred MMO 71Zadania s£�a�n�h £loh v�berov�ho s£stredenia pred MMO1. Dan� je prvo�¡slo p = 3. Na kru�nii je dan�h p bodov A0; A1; : : : ; Ap�1(v tomto porad¡). Prira�me bodu A0 �¡slo 1, bodu A1 �¡slo 2, bodu A1+2 �¡slo3, bodu A1+2+3 �¡slo 4,: : : , bodu A1+2+:::+(k�1) �¡slo k,: : : , bodu A1+2+:::+(p�1)�¡slo p; pri�om indexy berieme modulo p. Zistite, ko�k�m bodom je priraden�aspo¤ jedno �¡slo.2. Dve kru�nie (r�znyh polomerov) sa navz jom dot�kaj£. Do v��¨ej z nihje vp¡san� rovnostrann� trojuholn¡k, z vrholov ktor�ho s£ veden� doty�niek men¨ej kru�nii. Dok �te, �e d��ka doty�nie z niektor�ho vrholu je s£�tomd��ok doty�n¡ zo zvy¨n�h dvoh vrholov. (D��kou doty�nie sa mysl¡ vzdia-lenos� od dotykov�ho bodu).3. Dan� je n-bok� ihlan A1A2 : : :AnV , pri�om n = 4. Rovina � pret¡na jehobo�n� hrany V A1, V A2,: : : , V An postupne v bodoh B1; B2; : : : ; Bn tak, �emnohouholn¡ky A1A2 : : :An a B1B2 : : :Bn s£ navz jom podobn�. Dok �te, �erovina � je rovnobe�n  s rovinou podstavy ihlana.4. Neh �(k) ozna�uje po�et kladn�h delite�ov prirodzen�ho �¡sla k. N jditev¨etky prirodzen� �¡sla n > 1 tak�, �e postupnos� a0; a1; a2; : : : ur�en  vz�ahmia0 = n, ak = �(ak�1) pre k 2 N , neobsahuje ¨tvore.5. Na ka�d� �¡slo 1,2,: : : ,12 ru�i�kov�h hod¡n polo�¡me minu, ktorej jedna stranaje biela a druh  je �ierna. Ak tam m me aspo¤ jednu �iernu minu (t.j.obr ten£ �iernou hore), m��eme urobi� nasleduj£i �ah: Fixujeme jednu �iernuminu a zmen¡me farbu oboh jej susedov na opa�n£. N jdite v¨etky za�iato�n�kon�gur ie, z ktor�h sa po nejakom kone�nom po�te �ahov m��eme dosta�ku kon�gur ii, v ktorej s£ v¨etky mine, okrem tej na �¡sle 12, biele. Zistiteaj po�et v¨etk�h tak�h po�iato�n�h kon�gur ii.6. Dok �te, �e spomedzi vrholov �ubovo�n�ho konvexn�ho mnohouholn¡ka mo�novybra� tri po sebe id£e tak, �e kru�nia, ktor  nimi preh dza, pokr�va el�mnohouholn¡k.7. Dan� je trojuholn¡k ABC s obsahom S, a re lne �¡slo t 2 (0; 1). Na jehostran h BC, CA, AB s£ postupne dan� body P;Q;R, pri�om plat¡jBP jjCP j = jCQjjAQj = jARjjBRj = t1� t :a) Dok �te, �e existuje trojuholn¡k, ktor�ho strany maj£ rovnak� d��ky ako£se�ky AP , BQ, CR.b) Ozna�me S0 obsah tak�ho trojuholn¡ka. Ur�te pomer S0:S v z vislosti od t.



72 8. Zistite, �i existuje konvexn  mno�ina bodov v rovine A, ktor  obsahujenekone�ne ve�a mre�ov�h bodov, a pritom na ka�dej priamke le�¡ len kone�n�po�et mre�ov�h bodov z A.9. Neh a; b s£ prirodzen� �¡sla tak�, �e �¡slop = b4r2a� b2a+ bje prvo�¡slo. Ur�te v¨etky mo�n� hodnoty p.10. Dok �te, �e obvod �ubovo�n�ho rovinn�ho rezu ¨tvorstena je men¨¡ ako obvodjednej zo stien ¨tvorstena.11. Dan� s£ prirodzen� �¡sla n a k a mno�ina A tak , �ejAj 5 n(n+ 1)k + 1 :�alej neh pre n-prvkov� mno�iny Ai, i = 1; 2; : : :n+ 1 plat¡jAi \Aj j 5 k (i 6= j);A = n+1[i=1 Ai:Ur�te po�et prvkov mno�iny A.12. N jdite tak£ polohu n priamok v rovine, aby s£�et uhlov medzi v¨etk�midvojiami priamok bol maxim lny.13. Pre re lne �¡slo x ozna�me jjxjj vzdialenos� x od najbli�¨ieho el�ho �¡sla. Neh0 5 xn < 1, n = 1; 2; : : : , a neh " > 0. Dok �te, �e existuje nekone�ne ve�ap rov (m;n) indexov, pre ktor� plat¡jjxn � xmjj < min�"; 12jn�mj� :14. Dan� je nep rne prvo�¡slo p a prirodzen� �¡slo . Ur�te hodnotu zvy¨ku s£�tup�12Xn=0�2nn �npo delen¡ p.15. Dan  je kru�nia k so stredom O, priemerom AB a bodomM le�iaim na AB,pri�om jMBj < jMAj. Bodom M je veden  tetiva kru�nie, ktor  pret¡na k vbodoh C, D tak, �e jMDj > jMCj. Ozna�me P druh� priese�n¡k (okrem O)kru�n¡ op¡san�h trojuholn¡kom AOC a BOD. Dok �te, �e OP ? PM .



5. �eskoslovensk� stretnutieB¡love, 8.{ 11. j£na 1999V d¤oh 8.{11.6.1999 sa v pr¡jemnom prostred¡ Gymn zia v B¡lovi uskuto�nil u�piaty ro�n¡k matematikej s£�a�e medzi olympionikmi �eskej a Slovenskej republiky.T£to s£�a� usporad£vaj£ striedavo obidve z£�astnen� krajiny; prv� ro�n¡k sa konalv Jev¡�ku, druh� v �iline, tret¡ v B¡lovi a ¨tvrt� na Zohovej hate. Ved£imi t¡movboli tento rok do. RNDr. Miroslav �im¨a, CS. z �eskej republiky a Eugen Kov � zoSlovenska, ktor¡ z rove¤ koordinovali opravovanie £loh.T to s£�a� je spolu s v�berov�m a pr¡pravn�m s£streden¡m s£�as�ou dlhodobejpr¡pravy na medzin rodn£ matematik£ olympi du (MMO). Na rozdiel od spom¡-nan�h s£streden¡ si tu m��u ¨tudenti previ�i� svoje shopnosti vo ve�mi podobn�hpodmienkah, ako ih �akaj£ na MMO. Na rie¨enie £loh maj£ ¨tyri a pol hodiny,�o je o pol hodiny via ako vo v¨etk�h kol h na¨ej MO. Aj tematik� zameraniea n ro�nos� £loh je ove�a bli�¨ia MMO ako napr¡klad elo¨t tnemu kolu. Okrem t�htod�le�it�h faktov, je toto stretnutie aj stretnut¡m v pravom slova zmysle. S£�a�iaiz dvoh historiky sp�t�h kraj¡n sa maj£ mo�nos� spozna� a naviaza� priate�stv ,ktor� v�razne pom haj£ aklimatiz ii v udzom a �alekom prostred¡ MMO. Totostretnutie z rove¤ prispieva k uhov vaniu trad¡ie spolo�nej �eskoslovenskej olympi dya spolu so spolo�nou tvorbou £loh je prejavom, ktor�m najvy¨¨ie org ny MO v obohrepublik h d vaj£ najavo svoj z ujem o vz jomn£ spolupr u. V�sledky s£�a�e s£uveden� v tabu�ke.Por. Meno Ro�n¡k, �kola 1. 2. 3. 4. 5. 6. S£�.1. Peter Novotn� 4 G V. Okru�n , �ilina 7 7 7 7 7 0 352. Martin Vi¨�or 4 G t©. Kpt. Jaro¨e, Brno 7 7 2 7 2 0 253. Miroslava Sot kov  3 G Po¨tov , Ko¨ie 7 6 5 2 1 1 224.{5. Bal sz Keszegh 4 G Fazekas Budapest 7 4 1 2 7 0 214.{5. Josef �ev�¡k 3 G Gr�sslingova, Bratislava 7 0 6 6 2 0 216. Lubo¨ Dost l 4 G a OA St©¡bro 7 0 1 2 2 6 187.{8. Katar¡na Quittnerov  1 G Bil¡kov , Bratislava 4 0 3 7 2 1 177.{8. Luk ¨ Vok©¡nek 4 G t©. Kpt. Jaro¨e, Brno 3 0 5 7 2 0 179. Zden�k Dvo© k 4 G Nov� M�sto na Morav� 6 0 2 5 2 0 1510. Martin Hri¤ k 4 G Alejov , Ko¨ie 3 0 2 5 2 1 1311. Ale¨ N vrat 4 G t©. Kpt. Jaro¨e, Brno 7 4 0 0 0 0 1112. David Hole 4 G t©. Kpt. Jaro¨e, Brno 1 1 3 0 0 0 5Tento ro�n¡k bol pre slovensk� dru�stvo asi naj£spe¨nej¨¡, ke� okrem v�born�hov�sledku dru�stva pote¨il individu lne najm� Peter Novotn� . Menej priazniv� v�sledokv¨ak na¨e dru�stvo dosiahlo v u� tradi�nom volejbalovom stretnut¡, kde sa traja �lenovia�esk�ho dru�stva uk zali ako vyspel¡ volejbalisti.



74 Zadania £loh 5. �eskoslovensk�ho stretnutia�loha �.1Pre �ubovo�n� kladn� �¡sla a, b,  dok �te nerovnos�ab+ 2 + b+ 2a + a+ 2b = 1: (J. B be�a)�loha �.2Dan� je ostrouhl� trojuholn¡k ABC s v�¨kami AD, BE, CF . Predpokladajme, �epriamky BC a EF maj£ spolo�n� bod P , a �e rovnobe�ka s EF preh dzaj£a bodomD pretne priamku AC v bode Q a priamku AB v bode R. Dok �te, �e kru�nia op¡san trojuholn¡ku PQR preh dza stredom strany BC. (Jury MMO 1997)�loha �.3Ur�te v¨etky prirodzen� �¡sla k, pre ktor� existuje tak  desa�prvkov  mno�ina Mkladn�h re lnyh �¡sel, �e pr ve k r�znyh trojuholn¡kov m  strany, ktor�h d��ky s£tri (nie nutne r�zne) prvky mno�iny M . (Za r�zne pova�ujeme tak� trojuholn¡ky, ktor�nie s£ zhodn�). (J. �im¨a)�loha �.4N jdite v¨etky prirodzen� �¡sla k, pre ktor� plat¡: Ak je F (x) �ubovo�n� mnoho�lens elo�¡seln�mi koe�ientami sp�¤aj£i nerovnosti 0 5 F () 5 k pre ka�d�  22 f0; 1; : : : ; k + 1g, potom F (0) = F (1) = : : : = F (k + 1).(R. Ku�era, Jury MMO 1997)�loha �.5N jdite v¨etky funkie f : (1;1) ! (�1;1) sp�¤aj£e pre v¨etky �¡sla x > 1a y > 1 rovniu f(x)� f(y) = (y � x)f(xy). (P. Ka¤ovsk�)�loha �.6Dok �te, �e pre ka�d� prirodzen� �¡slo n = 3 je najmen¨¡ spolo�n� n sobok �¡sel1; 2; : : : ; n v��¨¡ ako �¡slo 2n�1. (P. Ka¤ovsk�)



5. �eskoslovensk� stretnutie, rie¨enia 75Rie¨enia £loh 5. �eskoslovensk�ho stretnutia
�loha 1.Polo�me x = b+ 2, y = + 2a, z = a+ 2b. Potom a = 19(4y + z � 2x), b = 19(4z ++ x� 2y),  = 19 (4x+ y � 2z), tak�e dokazovan  nerovnos� z¡skava tvar4y + z � 2x9x + 4z + x� 2y9y + 4x+ y � 2z9z = 1:Ekvivalentn�mi £pravami dostaneme nerovnos��xy + yx�+ �yz + zy�+ � zx + xz �+ 3 � �yx + xz + zy� = 15;ktor  plat¡, lebo ka�d� z v�razov v prv�h troh z tvork h je aspo¤ 2, zatia��o v�razvo ¨tvrtej z tvorke je aspo¤ 3 (pod�a nerovnost¡ medzi aritmetik�m a geometrik�mpriemerom pre pr¡slu¨n� dvojie �i trojie kladn�h �¡sel). Dodajme, �e upraven nerovnos� rovnako vypl�va z jedinej AG-nerovnosti pre skupinu 15 �¡sel, ktorej v�berje pod�a tvaru �avej strany zrejm�.In� rie¨enie. Z Cauhyho nerovnosti(u1v1 + u2v2 + u3v3)2 5 (u21 + u22 + u23)(v21 + v22 + v23)vypl�va odhad(a+ b+ )2 5 � ab+ 2 + b+ 2a + a+ 2b�[a(b+ 2) + b(+ 2a) + (a+ 2b)℄; (1)z nerovnosti (a� b)2 + (b� )2 + (� a)2 = 0 zase vypl�va odhada(b+ 2) + b(+ 2a) + (a+ 2b) 5 (a+ b+ )2:D�sledkom oboh odhadov je nerovnos�a(b+ 2) + b(+ 2a) + (a+ 2b) 55 � ab+ 2 + b+ 2a + a+ 2b�[a(b+ 2) + b(+ 2a) + (a+ 2b)℄;z ktorej po delen¡ (kladn�m) v�razom a(b+2)+ b(+2a)+ (a+2b) vyjde dokazovan nerovnos�.



76�loha 2. A
B CD EF PQR M�Obr. 27

Ozna�me M stred £se�ky BC (obr. 27). Z existenie bodu P vypl�va jABj 6= jACj,s oh�adom na symetriu m��eme predpoklada�, �ejABj > jACj. Potom B, M , D, C, P je poradieuva�ovan�h bodov na priamke BC. Z pravouhl�htrojuholn¡kov ABE a ACF vypl�va jABj : jACj == jAEj : jAF j, tak�e trojuholn¡ky ABC a AEF s£podobn�, teda j<)ABCj = j<)AEF j. Plat¡ v¨ak tie�j<)AEF j = j<)CQDj (lebo DQ k EF ) a j<)BDRj == j<)QDCj. Spolu vyh dza, �e trojuholn¡k BDRje podobn� trojuholn¡ku QDC, �o vedie k rovnostijDBj�jDCj = jDQj�jDRj. Pod�a nej a pod�a rovnostijDBj � jDCj = jDP j � jDM j (�)(ktor£ o hv¡�u over¡me) dostaneme jDQj � jDRj == jDP j � jDM j, �o znamen , �e body Q, R, M , P le�ia na jednej kru�nii.Zost va teda dok za� rovnos� (�). Preto�e body B, C, E, F le�ia na kru�nii, plat¡jPBj � jPCj = jPEj � jPF j. Kru�nia op¡san  trojuholn¡ku DEF preh dza rovnakostredmi str n trojuholn¡ka ABC (tzv. kru�nia deviatih bodov), tak�e plat¡ jPEj ��jPF j = jPDj�jPM j. Porovnan¡m oboh rovnost¡ dost vame jPBj�jPCj = jPDj�jPM j.Ak polo�¡me jMBj = jMCj = u, jMDj = d, jMP j = p, zap¡¨e sa odvoden  rovnos�ako (p + u)(p � u) = (p � d)p, alebo u2 = dp. Dokazovan  rovnos� (�) je ale tvaru(u+ d)(u� d) = (p� d)d, �o je op�� ekvivalentn� s u2 = dp. T�m je el� d�kaz hotov�.�loha 3.H�adan� k s£ �¡sla 55, 56, 57, : : : , 220, lebo 55 = �112 � a 220 = �123 � a pre �ubovo�n£n-prvkov£ mno�inu M plat¡, ako dok �eme indukiou, toto tvrdenie:(�)Ozna�me p(M) po�et zmienen�h trojuholn¡kov. Mno�ina v¨etk�h hodn�t p(M),kde M je n-prvkov  mno�ina, tvor¡ interval el�h �¡sel p ur�en�h nerovnos�ami�n+ 12 � 5 p 5 �n+ 23 �: (1)navia p(M) = �n+23 � pre niektor£ mno�inu M tvoren£ �¡slami x1 < x2 < : : : < xntak�mi, �e xn < 2x1 a �e medzi �n+12 � �¡slamixi + xj (1 5 i 5 j 5 n) (2)nie s£ �iadne dve rovnak�.D�kaz (�) za�neme vysvetlen¡m, pre�o ka�d  hodnota p = p(M) sp�¤a (1). Prav nerovnos� plat¡ preto, �e �n+23 � je po�et v¨etk�h troj¡ x; y; z (x 5 y 5 z) vybrat�h z n�¡sel mno�inyM (niektor� tak� trojie v¨ak nemusia sp�¤a� trojuholn¡kov� nerovnosti).



5. �eskoslovensk� stretnutie, rie¨enia 77�av  nerovnos� v (1) vypl�va z toho, �e ku ka�dej z �n+12 � dvoj¡ x; y vybrat�h z M(x 5 y) mo�no priradi� trojuholn¡k so stranami x, y, y.Teraz dok �eme, �e ka�d� el� p sp�¤aj£e (1) je hodnotou p(M) pre vhodn£n-prvkov£ mno�inu M . Toto tvrdenie zrejme plat¡ pre n = 1. Predpokladajme, �eje to tak pre niektor� n = 1, a zvo�me �ubovo�n� el� p sp�¤aj£e nerovnosti�n+ 22 � 5 p 5 �n+ 33 �: (3)Uk �eme, ako zostroji� (n + 1)-prvkov� rie¨enie M rovnie p(M) = p. Za�neme touto£vahou: Pokia� k �ubovo�nej n-prvkovej mno�ineM 0 kladn�h �¡sel prid me nov� prvokx0 tak�, �e x0 > 2 �maxM 0, dostaneme (n+1)-prvkov£ mno�inu M , pre ktor£ p(M) == p(M 0)+(n+1). Rozdiel p(M)�p(M 0) je toti� rovn� po�tu trojuholn¡kov so stranamix0, x0, x, kde x 2M , teda �¡slu n+1. Preto zmienen� sp�sob roz¨¡reniaM 0 naM m��emepou�i�, pokia� dan� �¡slo p z (3) sp�¤a nerovnosti�n+ 12 � 5 p� (n+ 1) 5 �n+ 23 �;�o je ekvivalentn� s nerovnos�ami�n+ 22 � 5 p 5 �n+ 23 �+ (n+ 1):Porovnan¡m s (3) vid¡me, �e in£ kon¨trukiu mno�inyM , ako je uveden� roz¨¡renieM 0,potrebujeme pre tie el� �¡sla p, pre ktor� plat¡�n+ 23 �+ (n+ 1) < p 5 �n+ 33 �;�o s£ zrejme �¡sla tvaru p = �n+23 � + (n + 1) + q, kde q 2 �1; 2; : : : ; �n+12 �	. Pod�ahodnoty q prevedieme tak£to kon¨trukiu: Vezmime teraz zaM 0 t£ n-prvkov£ mno�inu,o ktorej sa hovor¡ v z vere tvrdenia (�), a prid me k nej tak� prvok xn+1 v��¨¡ ako xn,ktor� je z rove¤ men¨¡ ako pr ve q z �¡sel (2). To je mo�n�, lebo pod�a predpokladu jev¨etk�h �n+12 � �¡sel (2) r�znyh. Dostaneme tak mno�inu M s n+ 1 prvkami, pri�omp(M)� p(M 0) = (n+ 1) + q, lebo okrem n+ 1 trojuholn¡kov so stranami xn+1, xn+1,xi sa objav¡ q"nov�h\ trojuholn¡kov so stranami xn+1, xi, xj (i 6= n+ 1 6= j) a �iadnein�. Preto�e v¨ak p(M 0) = �n+23 �, dost vame po�adovan£ rovnos� p(M) = p. Zost vadoda�, �e v pr¡pade p = �n+33 �, ke� q = �n+12 �, tak�e prid vame �ubovo�n� re lne �¡sloxn+1 z intervalu (xn; 2x1), mo�no voli� �¡slo xn+1 tak, aby sa �iadne z �¡sel xi + xn+1nerovnalo �iadnemu z �¡sel (2). D�kaz el�ho tvrdenia (�) je tak hotov�.



78�loha 4.H�adan� k s£ pr ve tie, pre ktor� k = 4. Toto tvrdenie vypl�va z protipr¡kladovF (x) = x(2 � x) pre k = 1, F (x) = x(3 � x) pre k = 2, F (x) = x(4 � x)(x � 2)2 prek = 3 a z nasleduj£ej £vahy pre ka�d� (pevn�) k = 4 a ka�d� uva�ovan� mnoho�lenF (x).Najprv plat¡ F (k + 1)� F (0) = 0, preto�e F (k + 1) � F (0) je n sobok �¡sla k + 1,ktor�ho absol£tna hodnota neprevy¨uje k. Preto F (x)� F (0) = x(x� k� 1)G(x), kdeG(x) je mnoho�len s elo�¡seln�mi koe�ientami, a vypl�vaj£ odtia� odhadyk = jF ()� F (0)j = (k + 1� )jG()j pre ka�d�  2 f1; 2; : : : ; kg: (1)Ak je  2 f2; 3; : : : ; k � 1g (tak�  existuje, lebo k = 4), potom(k + 1� ) = 2(k � 1) + (� 2)(k � 1� ) = 2(k � 1) > k;�o spolu s (1) znamen , �e jG()j < 1, alebo G() = 0. N jden� korene 2; 3; : : : ; k � 1mnoho�lena G(x) zaru�uj£ rozkladF (x)� F (0) = x(x� 2)(x� 3) � � � (x� k + 1)(x� k � 1)H(x);kde H(x) je op�� mnoho�len s elo�¡seln�mi koe�ientami. Zost va vysvetli�, pre�oH(1) = H(k) = 0. To je v¨ak �ahk�, lebo pre obidve hodnoty  = 1 a  = k plat¡k = jF () � F (0)j = (k � 2)! � k � jH()j, z rove¤ v¨ak (k � 2)! > 1 (pripome¤me, �ek = 4), teda jH()j < 1.�loha 5.Pre ka�d� t > 1 dosad¡me do danej rovnie za (x; y) postupne dvojie (t; 2), (t; 4)a (2t; 2):f(t)� f(2) = (2� t)f(2t); f(t)� f(4) = (4� t)f(4t); f(2t)� f(2) = (2� 2t)f(4t):Hodnotu f(t) vyl£�ime, ke� od prvej rovnosti od�¡tame druh£ rovnos�; do v�sledkupotom za hodnotu f(2t) dosad¡me jej vyjadrenie z tretej rovnosti. Po £prave takdostaneme rovnos�f(4) + (t� 3)f(2) = t(2t� 5)f(4t) pre ka�d� t > 1:Vo�bou t = 52 dostaneme f(4) = 12f(2), �o sp�tne d va�t� 52�f(2) = t(2t� 5)f(4t):Odtia� vypl�va, �e pre ka�d� t > 1, t 6= 52 , plat¡f(4t) = f(2)2t ;



5. �eskoslovensk� stretnutie, rie¨enia 79a tak pod�a prostrednej z trojie rovnost¡, ktorou sme rie¨enie za�ali, plat¡f(t) = f(4) + (4� t)f(4t) = 12f(2) + (4� t)f(2)2t = 2f(2)t :N jden� vzore pre hodnotu f(t) plat¡ v¨ak aj pre t = 52 , ako sa mo�no presved�i�dosaden¡m x = 52 a y = 2 do p�vodnej rovnie. Ak polo�¡me  = 2f(2), �ahko sarovnako presved�¡me, �e funkia f(x) = x (x > 1)m  po�adovan� vlastnosti, neh je re lna kon¨tanta  zvolen  akoko�vek.�loha 6.Preto�e pre ka�d� n = 3 plat¡ odhad2n�1 = n�1Xk=0�n� 1k � < n�1Xk=0�n� 1[n�12 ℄� = n ��n� 1[n�12 ℄�;sta�¡ dok za�, �e �¡slo n � �n� 1[n�12 ℄� del¡ najmen¨¡ spolo�n� n sobok �¡sel 1; 2; : : : ; n.�vahou o prvo�¡seln�h rozkladoh dok �eme v¨eobenej¨¡ poznatok, �e pre ka�d� k << n je najmen¨¡ spolo�n� n sobok �¡sel n; n � 1; : : : ; n � k n sobkom �¡sla n � �n�1k �.Neh s£ teda k < n pevn� prirodzen� �¡sla, p (5 n) �ubovo�n� prvo�¡slo a neh p� jenajvy¨¨ia monina p, ktor  del¡ najmen¨¡ spolo�n� n sobok �¡sel n; n � 1; : : : ; n � k,teda najvy¨¨ia monina p deliaa niektor� z t�hto k + 1 �¡sel, povedzme �¡slo n � l.Pre ka�d� i 5 � existuje medzi ostatn�mi k �¡slami n � j (0 5 j 5 k, j 6= l) pr ve[ lpi ℄ + [k�lpi ℄ n sobkov �¡sla pi, preto ih nie je via ako [ kpi ℄ (lebo [x℄ + [y℄ 5 [x + y℄),teda nie via, ako je n sobkov pi medzi �¡slami 1; 2; : : : ; k. Odtia� vypl�va, �e prvo�¡slop v rozklade �¡sla n � �n�1k � = n(n�1)���(n�k)k! vystupuje s exponentom neprevy¨uj£im�¡slo �, exponent p v rozklade �¡sla n� l. Tak je dok zan�, �e �¡slo n � �n�1k � skuto�nedel¡ najmen¨¡ spolo�n� n sobok �¡sel n; n� 1; : : : ; n� k.



40. Medzin rodn  matematik  olympi da
40. jubilejn� ro�n¡k medzin rodnej matematikej olympi dy sa uskuto�nil v d¤oh10. a� 22. j£la 1999 v Bukure¨ti v Rumunsku (ktor� organizovalo aj legend rny 1. ro�n¡kMMO).Medzin rodn  matematik  olympi da (MMO) je s£�a�ou jednotlivov. Ka�d  z£-�astnen  krajina na ¤u vysiela reprezenta�n� dru�stvo zlo�en� najvia zo ¨iestihs£�a�iaih, sprev dzan� dvoma ved£imi. Slovensk� dru�stvo tvorili Peter Novotn�zo 4. ro�n¡ka Gymn zia Ve�k  Okru�n  v �iline, Mihal Fori¨ek zo 4. ro�n¡ka Gym-n zia na Popradskom n bre�¡ v Poprade, Katar¡na Quittnerov  z 1. ro�n¡ka Gymn ziaBil¡kova v Bratislave, Bal sz Keszegh z 3. ro�n¡ka Ma�arsk�ho gymn zia v Kom rne,Josef �ev�¡k z 3. ro�n¡ka Gymn zia Gr�sslingov  v Bratislave a Miroslava Sot kov z 3. ro�n¡ka Gymn zia Po¨tov  v Ko¨iiah. Ved£im deleg ie a odborn�m ved£imbol RNDr. Pavol �ernek, CS. a pedagogik�m ved£im do. RNDr. Vladislav Rosa,CS., obaja z MFF UK v Bratislave.Pravidl  s£�a�e s£ ve�mi podobn� pravidl m n ¨ho elo¨t tneho kola. S£�a�¡ sa dvadni, ¨tudenti dostan£ ka�d� de¤ 3 £lohy v ih rodnom jazyku, na ktor�h vyrie¨eniemaj£ 4,5 hodiny. Po skon�en¡ s£�a�e rie¨enia prezr£ ved£i pr¡slu¨nej krajiny a svojn vrh hodnotenia pod�a vopred pripraven�h bodova¡h sh�m obhajuj£ pred ko-ordin tormi. Za spr vne vyrie¨en£ £lohu m��e s£�a�iai z¡ska� maxim lne 7 bodov.V�sledky slovensk�ho dru�stva uv dza nasleduj£a tabu�ka:Meno 1 2 3 4 5 6 s£�et enaMihal Fori¨ek 6 0 7 2 0 2 17 3.Bal sz Keszegh 7 1 6 2 2 1 19 2.Peter Novotn� 7 1 0 2 1 1 12 3.Katar¡na Quittnerov  7 0 0 2 2 1 12 3.Miroslava Sot kov  5 1 0 0 2 1 9 {Josef �ev�¡k 3 0 7 7 1 1 19 2.Na 40. ro�n¡ku MMO sa z£�astnilo 81 ¨t tov el�ho sveta. Aj ke� je MMO o�i lneindividu lnou s£�a�ou najlep¨¡h matematik�h talentov z el�ho sveta, s obrovsk�mz ujmom sa sleduje aj umiestnenie jednotliv�h kraj¡n. Dru�stvo Slovenska skon�ilov neo�i lnom porad¡ kraj¡n tentokr t na ve�mi �estnom 21. mieste. Slovensk�mudru�stvu sa kone�ne podarilo prelomi� l¡niu ne£spehov, ktor� prenasledovali Slovenskoposledn� dva roky. Op�� aj teraz sa piati zo s£�a�iaih vr tili z MMO s medailou, ajke� oproti minul�mu roku sa zv�¨il po�et strieborn�h medail¡ (o jednu).T¡m �eskej republiky, ktor�mu sa dar¡ zjavne pr ve opa�ne, ako t¡mu Slovenska(posledn� dva roky skon�ili na 18. a 15. mieste), tentokr t skon�il a� za slovensk�m.



40. Medzin rodn  matematik  olympi da 81Naj£spe¨nej¨ie krajiny boli op�� "tradi�n�\, poradie prvej desiatky je uveden�v tabu�ke. 1. �¡na 6. BieloruskoRusko 7. Ju�n  K¢rea3. Vietnam 8. Ir n4. Rumunsko 9. Taiwan5. Bulharsko 10. USAPln� po�et bodov (42) nez¡skal (na rozdiel od predh dzaj£ih rokov) tento roknikto. Na prvom mieste sa s 39 bodmi umiestnili traja s£�a�iai (z Ma�arska, Rumunskaa Ukrajiny).40. ro�n¡k MMO prebiehal v priestoroh Bukure¨�skej univerzity Polytehnia. a te¨ilsa (ako sa pomaly st va zvykom) ve�kej pozornosti m�di¡, vl dnyh i vedek�h kruhov.Organiz ia s£�a�e bola ve�mi dobr . Samotn  s£�a� prebehla presne pod�apripraven�ho sen ra, nevyskytli sa �iadne komplik ie. �lenovia medzin rodnej juryboli op�� ubytovan¡ v najluxusnej¨¡h prvotriednyh hoteloh so v¨etk�mi potrebn�mislu�bami, najprv v Bra¨ove, nesk�r po�as vyhodnoovania v Bukure¨ti.Organiz tori s£�a�e sa starali o svojih zverenov naozaj starostlivo a pozorne. Sved�¡o tom u� len v�po�et podujat¡ v r mi spolo�ensk�ho programu MMO, kde okrem"¨tandardn�h\ aktiv¡t ako prehliadka Bukure¨ti, n v¨teva Etnogra�k�ho m£zea �iBotanikej z hrady boli aj ve�kolep� otvar ¡ eremoni l v Kr �ovskom pal i, n v¨tevaUmelek�ho m£zea s trezorom (zlat� poklad Rumunska), n v¨teva a prehliadka parla-mentn�ho pal a (jedna z piatih najmohutnej¨¡h stavieb na svete), "Barbeue party\v are li ubytovania, exkurzie na Sinaiu (b�vale kr �ovsk� s¡dlo) a do Transylv nskyhǑlp ("Draulov z mok\). Z vere�n� eremoni l s odovzd van¡m medail¡ sa tie� usku-to�nil v parlamentnom pal i za pr¡tomnosti prezidenta, premi�ra, ministrov, reprezen-tantov akad�mie vied, univerz¡t aj verejn�ho �ivota. V r mi programu bola mimoriadnep�sobiv  aj prezent ia miesta bud£ej { 41. medzin rodnej matematikej olympi dy{ ktor  skon�ila v�sti�n�m heslom: "Do videnia na 41. ro�n¡ku MMO v roku 2000v Ju�nej K¢rei\.Olympi da bola aj tento rok ve�mi £spe¨n , organiz tori odviedli obrovsk� kus pr e.Pred organiz torov nasleduj£ih ro�n¡kov postavili znova vysok£ latku. Bud£i 41.ro�n¡k MMO usporiada Ju�n  K¢rea, tie nasleduj£e potom USA, Japonsko a Filip¡ny.



82 Zadania £loh MMOV z tvorke za £lohou je uveden  krajina,ktor  £lohu navrhla.1. Ur�te v¨etky kone�n� mno�iny S aspo¤ troh bodov danej roviny, ktor� sp�¤aj£nasleduj£u podmienku: Pre ka�d� dva r�zne body A a B z S je os £se�ky AB osous£mernosti mno�iny S. (Est¢nsko)2. Neh n je pevn� el� �¡slo, pri�om n = 2.(a) Ur�te tak£ najmen¨iu kon¨tantu C, �e nerovnos�X15i<j5nxixj�x2i + x2j� 5 C� X15i5nxi�4plat¡ pre v¨etky re lne �¡sla x1; : : : ; xn = 0.(b) Pre t£to kon¨tantu C zistite, kedy nastane rovnos�. (Po�sko)3. Uva�ujme ¨tvorov£ dosku n� n, kde n je pevn� p rne prirodzen� �¡slo. T to doskaje rozdelen  na n2 jednotkov�h ¨tvorov. Povieme, �e dva r�zne ¨tvore na doske s£susedn�, ak maj£ spolo�n£ stranu.N jednotkov�h ¨tvorov na doske je ozna�en�h tak�m sp�sobom, �e ka�d� ¨tvore(ozna�en� alebo neozna�en�) je susedn� s aspo¤ jedn�m ozna�en�m ¨tvorom.Ur�te najmen¨iu mo�n£ hodnotu N . (Bielorusko)4. Ur�te v¨etky dvojie (n; p) tak�h prirodzen�h �¡sel, �e(i) p je prvo�¡slo,(ii) n 5 2p,(iii) �¡slo (p� 1)n + 1 je delite�n� �¡slom np�1. (Taiwan)5. Dve kru�nie �1 a �2 le�ia v kruhu ohrani�enom kru�niou � a dot�kaj£ sa kru�nie �po rade v r�znyh bodohM a N . Kru�nia �1 preh dza stredom kru�nie �2. Priamkapreh dzaj£a oboma priese�n¡kmi kru�n¡ �1 a �2 pret¡na kru�niu � v bodoh A a B.Priamky MA a MB pret¡naj£ kru�niu �1 po rade v bodoh C a D.Dok �te, �e priamka CD sa dot�ka kru�nie �2.6. Ur�te v¨etky tak� funkie f : R ! R, �e rovnos�f(x� f(y)) = f(f(y)) + x f(y) + f(x)� 1plat¡ pre v¨etky x; y 2 R. (Japonsko)



40. Medzin rodn  matematik  olympi da 83Rie¨enia £loh MMO�loha 1. Ozna�me OPQ osov£ s£mernos� pod�a priamky, ktor  je osou £se�ky PQa neh T je �a�isko mno�iny S. Potom pre v¨etky A;B 2 S plat¡ OAB(S) = S, a tedaOAB(T ) = T . To ale znamen , �e T le�¡ na osi £se�ky AB, �i�e jAT j = jBT j. To aleznamen , �e pre ka�d� bod X mno�iny S je vzdialenos� jXT j kon¨tantn , tak�e S jeobsiahnut  v nejakej kru�nii k so stredom T . Neh A1; A2; : : : ; An s£ v¨etky bodymno�iny S, pri�om na kru�nii k le�ia v tomto porad¡. Osov  s£mernos� OA1A3 zobraz¡ka�d£ polrovinu s hrani�nou priamkou A1A3 do seba, tak�e nutne OA1A3(A2) = A2, �i�ejA1A2j = jA3A2j. Analogiky jA2A3j = jA3A4j = : : : = jAnA1j. Preto�e S je obsiahnut v kru�nii k, tak A1A2 : : :An je pravideln� n-uholn¡k. Teda v¨etky mno�iny S sp�¤aj£epodmienky zadania s£ mno�iny (v¨etk�h) vrholov pravideln�h n-uholn¡kov.�loha 2. Dokazovan  nerovnos� je symetrik  a homog�nna, tak�e m��eme predpok-lada�, �e x1 = x2 = : : : = xn = 0 a Pi xi = 1. Potom n m sta�¡ maximalizova�funkiu F (x1; : : : ; x) =Xi<j xixj�x2i + x2j� :Pre n = 3 sa pok£sime zv��¨i� hodnotu funkie F nahraden¡m vektora x == (x1; : : : ; xk; xk+1; 0; : : : ; 0) vektorom x0 = (x1; : : : ; xk�1; xk + xk+1; 0; : : : ; 0) PotomF (x0)� F (x) = xkxk+1�3(xk + xk+1) k�1Xi=1 xi � x2k � x2k+1� == xkxk+1�3(xk + xk+1) (1� xk � xk+1)� x2k � x2k+1� == xkxk+1�(xk + xk+1) �3� 4(x2k + xk+1)�+ 2xkxk+1� :�alej z nerovnosti 1 = x1 + xk + xk+1 = 12(xk + xk+1) + xk + xk+1dost vame 23 = xk + xk+1, a teda F (x0)� F (x) > 0 :Ak toto nahradenie pou�ijeme nieko�kokr t (pre n = 2 ho netreba pou�i� v�be),dost vame F (x) 5 F (a; b; 0; : : : ; 0) = ab(a2 + b2) = 12(2ab) (1� 2ab) 55 18 = F�12 ; 12 ; 0; : : : ; 0� :



84Tak�e h�adan  kon¨tanta je 18 . Rovnos� sa pre ¤u nadob£da vtedy a len vtedy, ke� s£dve z �¡sel x1; x2; : : : ; xn rovnak� (m��u by� aj nulov�) a ostatn� s£ nuly.�loha 3. Ofarbime si ¨ahovniu bielou a �iernou farbou tradi�n�m sp�sobom. Oz-na�me f(n) h�adan£ hodnotu. �alej ozna�me b(n) minim lny po�et bielyh ¨tvorov,ktor� musia by� zafarben�, aby ka�d� �ierny ¨tvore mal medzi nimi suseda. Podobnede�nujme aj (n). Zrejme f(n) = b(n) + (n). Preto�e n = 2k, kde k 2 N , tak zosymetrie vypl�va b(n) = (n).Bude v�hodnej¨ie, ak sa na ¨ahovniu pozrieme pozd�� diagon l rovnobe�n�hs najdlh¨ou �iernou uhloprie�kou (t£ nazveme hlavnou diagon lou), ktor£ ulo�¡mevodorovne. Potom "d��ky\ �iernyh diagon l bud£ 2; 4; : : : ; 2k; : : : ; 4; 2. Ozna�me sikr¡�ikom "nep rne\ ¨tvore pod �iernymi diagon lami d��ky 4i� 2.4i� 24i + + + +�Obr. 28 4i+ 2 4i + + +�Obr. 29V prvom pr¡pade (nad hlavnou diagon lou) sme ozna�ili 2i bielyh ¨tvor�ekova v druhom pr¡pade (pod hlavnou diagon lou) 2i � 1 bielyh ¨tvor�ekov. Celkove smeteda ozna�ili 1 + 2 + 3 + 4 + : : :+ k = 12k(k + 1) bielyh ¨tvor�ekov. �ahko si mo�nov¨imn£�, �e ka�d� �ierny ¨tvor�ek m  bieleho ozna�n�ho suseda. To znamen , �eb(n) 5 k(k + 1)2 : (1)Teraz uva�ujme t�h 12k(k + 1) ozna�en�h bielyh ¨tvor�ekov | nemaj£ �iadnehospolo�n�ho �ierneho suseda, tak�e potrebujeme ozna�i� aspo¤ 12k(k+1) �iernyh ¨tvor-ov na to, aby ih "pokryli\. Tak�e(n) = k(k + 1)2 :Odtia� u� vypl�va (n) = b(n) = k(k + 1)2 :Celkove teda m me f(n) = k(k + 1).Pozn mka. Podobne mo�o dok za�, �ef(n) = ( 4k2 � 1;(2k + 1)2; ak n = 4k � 1;ak n = 4k + 1:�loha 4. V¨imnime si, �e (1; p) a (2; 2) sp�¤aj£ v¨etky podmienky zadania. �alejpredpokladajme, �e n = 2 a p = 3. Uk �eme, �e n = p. Preto�e �¡slo (p � 1)n + 1 je



40. Medzin rodn  matematik  olympi da 85nep rne, tak aj n mus¡ by� nep rne (a tie� n < 2p). Ozna�me q najmen¨ie prvo�¡slo,ktor� je delite�om n. Potom q j (p�1)n+1, a teda (p�1)2 � �1 (mod q). To znamen ,�e D(q; p�1) = 1. Ale tie� D(n; p�1) = 1 (pod�a v�beru q). Z toho vypl�va existeniael�h �¡sel u; v tak�h, �e un+ v(q � 1) = 1. Potom z malej Fermatovej vety vypl�vap� 1 � (p� 1)un � (p� 1)v(q�1) � (�1)u � 1v � �1 (mod q) ;preto�e u mus¡ by� nep rne. To znamen , �e q j p, a teda p = q. Odtia� dost vame, �ep j n. Ale u� vieme, �e n < 2p. Tak�e nutne n = p.Vyu�it¡m pr ve dok zanej rovnosti n = p dost vamepp�1 j (p� 1)p + 1 = p2�pp�2 � �p1�pp�3 + : : :+ � pp� 3�p+ � pp� 2�+ 1� :Preto�e v¨etky �leny v z tvork h, okrem posledn�ho, s£ delite�n� �¡slom p, tak mus¡by� p� 1 5 2, �i�e p 5 3. Odtia� dost vame �al¨ie rie¨enie (3; 3).Zhrnut¡m dost vame rie¨enia (2; 2), (3; 3) a (1; p), kde p je �ubovo�n� prvo�¡slo.�loha 5. Lema. Neh MN je �ubovo�n  tetiva kru�nie k. Prepdokladajme, �e sakru�nia k1 dot�ka £se�ky MN v bode B, a �e sa vn£torne dot�ka kru�nie k v bodeA. Neh C je stred obl£ka MN kru�nie k, ktor� neobsahuje bod A. Potom bodyA;B;C le�ia na priamke a plat¡ jCAj � jCBj = jCM j2.D�kaz lemy. Rovno�ahlos� so stredom A, ktor  zobraz¡ kru�niu k1 na kru�niu k,zobraz¡MN na doty�niu kru�nie k rovnobe�n£ sMN . T  ale bude preh dza� bodomC (pozri obr. 30), tak�e sa v tejto rovno�ahlosti zobraz¡ bod B na bod C. To aleznamen , �e body A;B;C le�ia na jednej priamke. A
B

C
MN k k1

�Obr. 30�alej si v¨imnime, �e j<)NMCj = j<)CAM j, tak�e trojuholn¡ky ACM a MCB s£podobn�. Odtia� u� priamo dost vame jCAj � jCBj = jCM j2.Rie¨enie £lohy. Neh O1 a O2 s£ postupne stredy kru�n¡ �1 a �2 a t1; t2 s£ ih spolo�n�doty�nie. Neh �; � s£ obl£ky kru�nie � , ktor� postupne "vyrez vaj£\ priamky t1; t2,



86pri�om tieto obl£ky s£ disjunktn�. Pod�a lemy m  stred ka�d�ho z nih rovnak£ monos�ku kru�niiam �1 a �2, tak�e le�ia na ih hord le, ktorou je v tomto pr¡pade ihspolo�n  tetiva. To znamen , �e stredmi obl£kov �; � s£ body A a B. Z lemy tie�dost vame, �e priamky t1 a t2 sa dot�kaj£ �1 v bodoh C a D. Potom v rovno�ahlostiso stredom M , ktor  zobraz¡ �1 na � sa zobraz¡ aj CD na AB, tak�e CD k AB. To aleznamen , �e CD?O1O2 a O2 je stred jedn�ho z obl£kov CD na kru�nii �2.
A BC D M

N
O1O2X

� �1
�2
�Obr. 31Ozna�me X bod, v ktorom sa t1 dot�ka kru�nie �2. Potom z vlastnost¡ stredov�h,obvodov�h a £sekov�h uhlov dost vame j<)XCO2j = 12 j<)CO1O2j = j<)DCO2j, tak�eO2 le�¡ na osi uhla XCD. Odtia� u� vypl�va, �e CD je doty�niou kru�nie �2.�loha 6. Ozna�me A = ff(x) j x 2 Rg a  = f(0). Dosaden¡m x = y = 0 do rovnie zozadania dost vame f(�) = f() + � 1, �o znamen , �e  6= 0. Ak polo�¡me x = f(y)dost vame, �e pre ka�d� x 2 A plat¡f(x) = + 12 � x22 : (1)Uk �eme, �e A�A = R (kde X�Y = fx�y j x 2 X; y 2 Y g znamen  tzv. algebraik�rozdiel mno�¡n X a Y ). Dosaden¡m y = 0 a vyu�it¡m  6= 0 dost vameff(x� )� f(x) j x 2 Rg = fx+ f()� 1 j x 2 Rg = R :Teraz u� m��eme vypo�¡ta� hodnotu f(x) pre �ubovo�n� x 2 R. Ak zvol¡me y1; y2 2 Atak�, �e x = y1 � y2, vyu�it¡m (1) dost vamef(x) = f(y1 � y � 2) = f(y2) + y1y2 + f(y1)� 1 == + 12 � y222 + y1y2 + + 12 � y212 � 1 == � (y1 � y2)22 = � x22 : (2)



40. Medzin rodn  matematik  olympi da 87Porovnan¡m (1) a (2) tie� dost vame  = 1, tak�ef(x) = 1� x22 :�ahko sa over¡, �e t to funkia je naozaj rie¨en¡m £lohy.



Zadania s£�a�n�h £lohKateg¢ria PArh¡v zadan¡ Matematikej olympi dy, kateg¢rie P sa nah dza na WWW str nkehttp://www.ksp.sk/mop. P { I { 1Jednou z met¢d ¨ifrovania spr v je pou�itie ¨ifrovaej mrie�ky. �ifrovaia mrie�ka je¨tvore rozdelen� na 2N � 2N ¨tvorov�h pol¡�ok, pri�om dohodnut�h N2 pol¡�okje vyrezan�h. Mrie�ka sa polo�¡ na ¨tvorov£ tabu�ku rovnak�h rozmerov (2N � 2Npol¡�ok) a do ka�d�ho v�rezu vp¡¨eme jeden znak spr vy, pri�om postupujeme po riadkohzhora nadol a v ka�dom riadku z�ava doprava. Tento postup e¨te trikr t zopakujemes mrie�kou oto�enou o 90Æ, 180Æ a 270Æ v smere hodinov�h ru�i�iek. Za¨ifrovan  spr vasa z¡ska pre�¡tan¡m tabu�ky po riadkoh. Aby sa dan  mrie�ka dala pou�i� na ¨ifrovanie,ka�d  poz¡ia v tabu�ke mus¡ by� odkryt  pop¡san�m sp�sobom pr ve raz.Nap¡¨te program, ktor� �o najr�hlej¨ie zist¡, �i sa d  dan  mrie�ka pou�i� ako ¨ifro-vaia mrie�ka. Vstupn� s£bor MRIEZKA.IN obsahuje 2N +1 riadkov. Na prvom riadku jeel� kladn� �¡slo N , (N � 100). Ka�d� z nasleduj£ih 2N riadkov obsahuje presne 2Nznakov 0 (nie je v�rez) alebo 1 (je v�rez) oddelen�h jednou medzerou. V�stupn� s£borMRIEZKA.OUT bude obsahova� jedin� riadok, na ktorom bude nap¡san� ANO, ak predstavujevstupn� s£bor ¨ifrovaiu mrie�ku, v opa�nom pr¡pade na ¤om bude nap¡san� NIE.Pr¡kladMRIEZKA.IN20 0 1 00 1 0 00 0 0 01 0 1 0
MRIEZKA.OUTANO

P { I { 2Popisovan� ¨ifrova¡ syst�m vyh dza z re lneho syst�mu pou�¡van�ho po�as 1. svetovejvojny. Po dobyt¡ nepriate�sk�ho ¨t bu v ¤om bola n jden  tabu�ka �. 1. Tabu�ka ob-sahuje 6 riadkov po 6 st�pov vyplnen�h p¡smenami a �¡sliami. Jej riadky a st�pe s£pomenovan� p¡smenami.



Zadania s£�a�n�h £loh, kateg¢ria P 89A D F V M XA Z 3 E N V AD Y C X J P QF D H 2 O 0 7V W R K F T 1M I S U M 4 GX 6 8 9 5 B LTabu�ka �. 1Pri tabu�ke bol n jden� pr£�ok papiera s nejakou za¨ifrovanou spr vou:DFAA VVVM AVXX DMDA VDMV FMXV�alej bola n jden  tabu�ka �. 2, o ktorej vieme, �e v jej z hlav¡ m��u by� jednotliv�st�pe ozna�en� navz jom r�znymi p¡smenami abeedy. Spodn  �as� tabu�ky v¨ak bola�ia� rozmo�en  vodou a ne�itate�n .V Y H R A JV F V D D A
Tabu�ka �. 2S£�a�n� £lohy1. Zistite syst�m ¨ifrovania a de¨ifrovania.2. Uve�te de¨ifrovan� text n jdenej spr vy.3. Sp�sobuje za¨ifrovanie n rast d��ky spr vy? Ak  no, ak� je faktor n rastu?4. Nap¡¨te program, ktor� dok �e za¨ifrova� text, pri�om pou�ije tabu�ku �. 1. Prog-ram na�¡ta vstupn� s£bor SIFRA.IN, ktor� obsahuje� na prvom riadku otvoren� (neza¨ifrovan�) p�vodn� text ukon�en� znakom #,� na druhom riadku z hlavie tabu�ky �. 2 ukon�en� taktie� znakom # (v na¨ompr¡pade je to re�aze VYHRAJ#).Do v�stupn�ho s£boru SIFRA.OUT program zap¡¨e za¨ifrovan£ spr vu (v na¨ompr¡pade je to re�aze DFAA VVVM AVXX DMDA VDMV FMXV).



90 48. ro�n¡k matematikej olympi dyP { I { 3Dvaja hr �i hraj£ nasleduj£u hru. Na za�iatku hry s£ dan� tri k�pky z paliek, pri�omka�d  k�pka obsahuje vopred ur�en� po�et z paliek (k�pka m��e by� aj pr zdna). Potomsa hr �i striedaj£ vo svojih �ahoh, pri�om za�¡na prv� hr �. V jednom �ahu si hr �vyberie �ubovo�n£ k�pku, na ktorej je aspo¤ jedna z palka, a odoberie z nej nenulov�po�et z paliek. Hra pokra�uje tak dlho, k�m je aspo¤ na jednej k�pke nenulov� po�etz paliek. Hr �, ktor� nem  �ah, prehr va partiu.Nap¡¨te program, ktor� pre dan� po�ty z paliek zist¡, �i existuje v¡�azn  strat�gia preprv�ho hr �a a v pr¡pade, �e existuje, n jde pre prv�ho hr �a jeho najlep¨¡ po�iato�n��ah. V¡�azn  strat�gia je postup, ktor� zabezpe�uje hr �ovi v�hru bez oh�adu na to, akohr  jeho s£per.Vstupom programu bude textov� s£bor HRA.IN. Tento s£bor bude obsahova� N r�z-nyh po�iato�n�h poz¡i¡ (1 � N � 20). �¡slo N bude uveden� v prvom riadku s£boru.V �al¨¡h N riadkoh bude uveden  v�dy trojia �¡sel a; b; , ktor  bude v�dy ozna�ova�po�ty z paliek na jednotliv�h k�pkah. M��ete predpoklada�, �e �¡sla a; b;  bud£ el�a plat¡ 0 � a; b;  � 255. V�stupom programu bude textov� s£bor HRA.OUT, ktor� budeobsahova� N riadkov. Ka�d� riadok bude zodpoveda� pr¡slu¨nej trojii �¡sel a; b;  uve-denej v s£bore HRA.IN. Tento riadok bude obsahova� bu� re�aze NIE, ak v danej poz¡iineexistuje v¡�azn  strat�gia pre prv�ho hr �a, alebo bude obsahova� trojiu �¡sel x; y; z,ktor  vznikne po preveden¡ najlep¨ieho po�iato�n�ho �ahu prv�ho hr �a v pr¡pade, �e preneho bude existova� v¡�azn  strat�gia.Pr¡kladHRA.IN21 6 11 1 0 HRA.OUT1 0 1NIEPozn mka: Existuje algoritmus, ktor� vyrie¨i £lohu v kon¨tantnom �ase.P { 1 { 4Norm lne Markovove algoritmyKone�n£ mno�inu symbolov T = fa0; a1; : : : ; ang nazveme abeedou. Prvky mno�iny Tbudeme naz�va� znaky abeedy. Slovom P nad abeedou T nazveme ka�d£ kone�n£ po-stupnos� znakov abeedy T . Pr zdne slovo budeme ozna�ova� symbolom �. Hovor¡me,�e slovo W je podslovom slova Q, ak existuj£ slov  U , V (m��u by� aj pr zdne), �eQ = UWV .Ak P a Q s£ slov  nad abeedou T , potom v�razy P ! Q a P ! �Q naz�vameformulami substit£ie v abeede T . Pritom predpoklad me, �e ¨¡pka (!) a bodka(�) nie s£ prvkami T . Niektor� zo slov P a Q m��e by� aj pr zdne. Formulu P ! Qnaz�vame oby�ajnou a formulu P ! �Q naz�vame konovou. Z pisom P ! (�)Qrozumieme bu� formulu P ! Q alebo P ! �Q. Sh�mou norm lneho algoritmu A



Zadania s£�a�n�h £loh, kateg¢ria P 91v abeede T naz�vame kone�n� zoznam form£l substit£ie v abeede T :P1 ! (�)Q1P2 ! (�)Q2...Pr ! (�)QrAlgoritmusA prauje v krokoh. V jednom kroku sa slovo P nad abeedou T nahrad¡ slo-vom R (ozna�ujeme A : P ` R) nasleduj£im sp�sobom: v sh�me algoritmu A n jdemeprv£ formulu Pm ! (�)Qm (1 � m � r) tak£, �e Pm je podslovom P . R dostaneme zP substit£iou naj�avej¨ieho v�skytu slova Pm za Qm.Neh P je slovo nad abeedou T a neh R1 je slovo, ktor� vzniklo po jednom krokualgoritmu t.j. A : P ` R1. Ak je Pm ! �Qm konov  formula substit£ie, �innos�algoritmu A kon�¡ a jeho hodnotou je slovo R1 a p¡¨eme A(P ) = R1. Ak je Pm ! Qmoby�ajn  formula substit£ie, aplikujeme na R1 krok algoritmu a dost vame slovo R2.T�mto sp�sobom pokra�ujeme �alej. Dostaneme postupnos� slov P;R1; : : : ; Ri (i � 1),m��eme zap¡sa� aj A : P ` R1 ` R2 ` : : : ` Ri alebo tie� skr tene A : P ` �Ri:Ak v ur�itom okamihu nastane situ ia, �e ani jedno zo slov P1; : : : ; Pr nie je pods-lovom Ri, potom �innos� algoritmu taktie� kon�¡ a Ri je hodnotou algoritmu A. M��esa ale sta�, �e pop¡san� postup nikdy nekon�¡. V takom pr¡pade hovor¡me, �e algoritmusnie je pr¡pustn� pre slovo P .Abeedu B nazveme roz¨¡ren¡m abeedy T , ak plat¡ T � B. V mnoh�h pr¡padohje nutn� pri kon¨trukii sh�my algoritmu v abeede T pou�i� okrem znakov abeedyT aj �al¨ie pomon� znaky. Potom hovor¡me, �e sme vytvorili sh�mu algoritmu nadabeedou T (t.j. v nejakej abeede B, ktor  je roz¨¡ren¡m T ).Pr¡kladNeh T = fb; g. Uva�ujme sh�mu norm lneho algoritmu A v abeede T :b ! �� ! Ak slovo P obsahuje aspo¤ jeden znak b, v�sledkom algoritmu A pre P je slovo, ktor�vznikne z P vynehan¡m prv�ho v�skytu znaku b. �alej A(�) = �. Pre nepr zdne slov neobsahuj£e znak b je algoritmus A nepr¡pustn�.Pr¡kladNeh T = fa0; a1; : : : ; ang. Uva�ujme sh�mu:a0 ! �a1 ! �...an ! �Algoritmus A prepisuje �ubovo�n� slovo (nad abeedou T ) na pr zdne slovo. Tak£tosh�mu m��eme zap¡sa� skr tene v tvare:� ! � (� 2 T )



92 48. ro�n¡k matematikej olympi dyTak�to skr ten� tvar sh�my v¨ak m��eme pou�i� len vtedy, ak v�sledok v�po�tu nez vis¡na porad¡ pravidiel v sh�me.Pr¡kladNeh T = f1g. De�nujme indukt¡vne 0 = 1, a n + 1 = n1, t.j. 1 = 11, 2 = 111 at�.Slov  n nazveme �¡sla.Uva�ujme sh�mu �! �1Pre �ubovo�n� slovo P v T zrejme plat¡ A(P ) = 1P , �o m��eme zap¡sa� v tvare A(n) == n+ 1 pre �ubovo�n� prirodzen� �¡slo n (uvedomte si, �e ka�d� slovo P za�¡na pr zdnymslovom �, t.j. P = �P ).Pr¡kladNeh T je abeeda. Pre slovo P = a1a2 : : : an nad T je slovo �P = an : : : a1 zrkadlov�mobrazom slova P . Zostrojte norm lny algoritmusA, ktor� pre �ubovo�n� slovo P vytvor¡jeho zrkadlov� obraz, t.j. A(P ) = �P .Uva�ujme skr ten£ sh�mu algoritmu v abeede B = T [ f�; �g:�� ! � (a)�� ! �� (� 2 T ) (b)�� ! � ()� ! �� (d)��� ! ��� (�; � 2 T ) (e)� ! � (f)�innos� algoritmu pre slovo P = a1a2 : : : an m��eme pop¡sa� takto:1. Najprv pomoou formuly (f) dostaneme zo slova P slovo �P .2. Pomoou formuly (e) zo slova tvaru U�abV (a; b 2 T ) dostaneme slovo Ub�aV .Formula (e) sa teda aplikuje (n � 1)-kr t a zo slova �a1a2 : : : an dost vame slovoa2 : : : an�a1.3. Kroky, analogik� ku krokom 1 a 2, sa zopakuj£ n + 1 kr t, pri�om v ka�dom�al¨om behu sa formula (e) aplikuje o jeden kr t menej. Postupne dost vame slov a2 : : : an�a1, a3 : : : an�a2�a1, : : : , �an : : : �a2�a1, ��an : : : �a2�a1.4. Pomoou formuly (a) �alej dostaneme slovo �an : : : �a2�a1 a nieko�kon sobn�mpou�it¡m form£l (b), () a (d) nakonie dost vame slovo anan�1 : : : a1, �o je �P .Zostrojili sme algoritmus A nad abeedou T a uk zali sme, �e A(P ) = �P .S£�a�n� £lohy1. Neh H = f1g;M = f1; �g. Ka�d� prirodzen� �¡slo n m��e by� zap¡san� ako n,�o je slovo nad abeedou H. Vektor (n1; � � � ; nk); k � 1, kde n1; � � � ; nk s£ priro-dzen� �¡sla, zap¡¨eme ako slovo n1 � n2 � � � � � nk nad abeedou M a ozna�¡me ho(n1; � � � ; nk). Napr¡klad vektor (3; 1; 2) ozna�uje slovo 1111 � 11 � 111. Nap¡¨te



Zadania s£�a�n�h £loh, kateg¢ria P 93sh�mu algoritmu A v M , ktor� je pr¡pustn� iba pre slov , ktor� s£ �¡slami (t.j.k = 1) a pre ktor� plat¡ A(n) = 0. Zd�vodnite jeho spr vnos�.2. Je dan  abeeda T , ktor  neobsahuje znaky �; �;  a neh B = T [ f�; �; g.Zostrojte sh�mu algoritmu A v abeede B, ktor� ka�d� slovo nad abeedou Tzdvoj¡ (t.j. A(P ) = PP ). Zd�vodnite jeho spr vnos�.P { II { 1Jednou z met¢d ¨ifrovania spr v je pou�itie ¨ifrovaej mrie�ky. �ifrovaia mrie�ka je¨tvore rozdelen� na 2N � 2N ¨tvorov�h pol¡�ok, pri�om dohodnut�h N2 pol¡�ok jevyrezan�h. Pri ¨ifrovan¡ mrie�ku polo�¡me na ¨tvorov£ tabu�ku rovnak�h rozmerov(2N � 2N pol¡�ok) a do ka�d�ho v�rezu vp¡¨eme jeden znak spr vy, pri�om postupujemepo riadkoh zhora nadol a v ka�dom riadku z�ava doprava. Tento postup e¨te trikr tzopakujeme s mrie�kou oto�enou o 90Æ, 180Æ a 270Æ v smere hodinov�h ru�i�iek. Za¨if-rovan  spr va sa z¡ska pre�¡tan¡m tabu�ky po riadkoh. Aby sa dan  mrie�ka dala pou�i�na ¨ifrovanie, ka�d  poz¡ia v tabu�ke mus¡ by� odkryt  pop¡san�m sp�sobom pr ve raz.T£to z kladn£ met¢du ¨ifrovania m��eme pou�i� aj vian sobne tak, �e za¨ifrovan�text znova za¨ifrujeme tou istou mrie�kou. V tomto pr¡pade si teda pou�¡vatelia ¨ifrymusia zvoli� nielen mrie�ku, ale aj �¡slo k, ktor� ur�uje po�et opakovan¡ ¨ifrovaiehoproesu. Pre niektor� �¡sla k sa n m v¨ak m��e sta�, �e ak za¨ifrujeme �ubovo�n� textdanou mrie�kou k-kr t, dostaneme v�dy p�vodn� text. Va¨ou £lohou je n js� algoritmus,ktor� pre dan£ mrie�ku n jde najmen¨ie k > 0 s touto vlastnos�ou.Vstupom pre v ¨ algoritmus je �¡slo N a matia 2N�2N obsahuj£a nuly a jednotky,pri�om jednotky ozna�uj£ vyrezan� ¨tvor�eky a nuly nevyrezan�. M��ete predpoklada�,�e mrie�ka na vstupe je spr vna (t.j. je mo�n� pou�i� ju na ¨ifrovanie). Pre t£to mrie�kum  v ¨ algoritmus n js� najmen¨ie kladn� �¡slo k tak�, �e z ka�d�ho textu po k-n sobnomza¨ifrovan¡ dostaneme p�vodn� text.Pr¡kladUva�ujme napr¡klad mrie�ku:0 10 0Spr vna odpove� je k = 3. Ak vezmeme napr¡klad re�aze abd, tak po prvom za¨ifrovan¡dostaneme dab, po druhom bda a po tre�om za¨ifrovan¡ abd (aby sme dok zali, �ek = 3, bolo by treba uk za�, �e pre ka�d� re�aze po troh opakovaniah dostanemep�vodn� re�aze).



94 48. ro�n¡k matematikej olympi dyP { II { 2Popisovan� ¨ifrova¡ syst�m vyh dza z re lneho syst�mu pou�¡van�ho po�as 1. svetovejvojny. Je dan  tabu�ka �. 1, ktor  obsahuje 6 riadkov po 6 st�pov vyplnen�h p¡smenamia �¡sliami. A D F V M XA Z 3 E N V AD Y C X J P QF D H 2 O 0 7V W R K F T 1M I S U M 4 GX 6 8 9 5 B LTabu�ka �. 1Zo ¨ifrovan�ho textu najsk�r vytvor¡me "medzitext" tak, �e ka�d� znak vstupn�hore�aza nahrad¡me dvojiou ozna�uj£ou riadok a st�pe, na ktor�h sa znak v tabu�kenah dza (napr¡klad B nahrad¡me dvojiou XM). Medzitext potom zap¡¨eme po riad-koh do druhej (tzv. permuta�nej) tabu�ky. V z hlav¡ st�pov permuta�nej tabu�ky sanah dzaj£ navz jom r�zne p¡smen . Abeedn� poradie t�hto p¡smen potom ur�ujeporadie, v ktorom vyp¡¨eme st�pe tabu�ky do za¨ifrovan�ho textu.Ak napr¡klad v z hlav¡ permuta�nej tabu�ky m me postupne p¡smen  V, Y, H, R, A aJ a heme za¨ifrova� text KRYPTOGRAFIA, dostaneme:V Y H R A JV F V D D AD M V M F VM X V D A XV V M A A XV�sledn� za¨ifrovan� text bude DFAAVVVMAVXXDMDAVDMVFMXV.Bol n jden� dlh� za¨ifrovan� text, pri�om nie je zn me z hlavie permuta�nej tabu�ky a�alej bol n jden� dlh� zoznam obvykle pou�¡van�h z hlav¡ permuta�nej tabu�ky. Jednouz mo�nost¡, ako za¨ifrovan� text od¨ifrova�, je vysk£¨a� obvykle pou�¡van� z hlavia azisti�, pri ktor�h z nih sa dosiahne zmyslupln� text. Probl�m v¨ak je v tom, �e z hlav¡je pr¡li¨ ve�a, a preto treba niektor� vyl£�i� pomoou po�¡ta�a.S£�a�n  £lohaNap¡¨te algoritmus, ktor� dostane na vstupe za¨ifrovan� text d��ky m a zoznam k po-u�¡van�h z hlav¡ (v¨etky z hlavia maj£ rovnak£ d��ku n, pri�om m je n sobkom n an � 4) a pre ka�d� z hlavie vyp¡¨e, �i je poteni lne zmyslupln� alebo nie.



Zadania s£�a�n�h £loh, kateg¢ria P 95Z hlavie je poteni lne zmyslupln�, ak v texte, ktor� dostaneme roz¨ifrovan¡m pomo-ou tohoto z hlavia, po�et dvoj¡ po sebe nasleduj£ih p¡smen typu spoluhl ska{samo-hl ska a samohl ska{spoluhl ska je aspo¤ trojn sobkom po�tu dvoj¡ typu samohl ska{samohl ska alebo spoluhl ska{spoluhl ska. �¡slie sa nepova�uj£ za p¡smeno. Napr¡kladslovo LEPIDLO5A m  5 dvoj¡ p¡smen prvej skupiny a iba jednu dvojiu p¡smen druhejskupiny.Pok£ste sa, aby v ¨ algoritmus fungoval �o najr�hlej¨ie za predpokladu, �e po�etz hlav¡ k je ve�mi ve�k� (m��e by� a� 3 mili¢ny) a d��ka za¨ifrovan�ho textu m je ve�k v porovnan¡ s d��kou jednotliv�h z hlav¡ n (n je r dovo 10, m r dovo nieko�ko tis¡).Urobte diskusiu zlo�itosti vzh�adom na parametre m, n, k.P { II { 3Dvaja hr �i hraj£ nasleduj£u hru. Na za�iatku hry s£ dan� dve k�pky z paliek. Naprvej k�pke je a z paliek, na druhej k�pke b z paliek (a; b � 0).Potom sa hr �i striedaj£ vo svojih �ahoh, pri�om za�¡na prv� hr �. V jednom �ahusi hr � vyberie �ubovo�n£ k�pku, na ktorej je aspo¤ jedna z palka a odoberie z nej 2k alebo3k z paliek, kde k je �ubovo�n� nez porn� el� �¡slo (tak, aby na k�pke ostal nez porn�po�et z paliek). Hra pokra�uje tak dlho, k�m je aspo¤ na jednej k�pke nenulov� po�etz paliek. Hr �, ktor� nem  �ah, prehr va partiu.Navrhnite algoritmus, ktor� pre �ubovo�n£ po�iato�n£ poz¡iu a; b rozhodne, �i pre¤u existuje v¡�azn  strat�gia pre prv�ho hr �a. V¡�azn  strat�gia je postup, ktor� za-bezpe�uje hr �ovi v�hru bez oh�adu na to, ako hr  jeho s£per. Zd�vodnite spr vnos�navrhnut�ho algoritmu. P { II { 4�tudijn� text "Norm lne Markovove algoritmy" k pr¡kladu P-II-4 mo�no n js� v zadan¡pr¡kladu P-I-4 na strane 90.S£�a�n  £lohaKa�d� prirodzen� �¡slo n m��e by� zap¡san� ako n, pri�om 0 = 1, a n+ 1 = n1, t.j.napr¡klad 1 = 11, 2 = 111 at�. Nap¡¨te sh�mu algoritmu A nad abeedou H = f1; :g,ktor� pre dve prirodzen� �¡sla a; b ur�¡ hodnotu elo�¡seln�ho podielu a div b.Neh b > 0, a � 0. Pre vstup tvaru a : b m  by� v�sledkom algoritmu slovo (a div b)a pre vstup a : 0 m  by� algoritmus nepr¡pustn�. Ak je vstupom in� slovo nad abeedouH, na spr van¡ v ¨ho algoritmu nez le�¡. Zd�vodnite spr vnos� navrhnut�ho algoritmu.Pr¡kladA(11111 : 111) = 111A(1111 : 11) = 1111A(11111 : 1111) = 11Algoritmus nie je pr¡pustn� napr¡klad pre slovo 1111 : 1.



96 48. ro�n¡k matematikej olympi dyP { III { 1Jednou z met¢d ¨ifrovania spr v je pou�itie ¨ifrovaej mrie�ky. �ifrovaia mrie�ka je¨tvore rozdelen� na 2N � 2N ¨tvorov�h pol¡�ok, pri�om dohodnut�h N2 pol¡�ok jevyrezan�h. Pri ¨ifrovan¡ sa mrie�ka polo�¡ na ¨tvorov£ tabu�ku rovnak�h rozmerov(2N � 2N pol¡�ok) a do ka�d�ho v�rezu vp¡¨eme jeden znak spr vy, pri�om postupujemepo riadkoh zhora nadol a v ka�dom riadku z�ava doprava. Tento postup e¨te trikr tzopakujeme s mrie�kou oto�enou o 90Æ, 180Æ a 270Æ v smere hodinov�h ru�i�iek. Za¨if-rovan  spr va sa z¡ska pre�¡tan¡m tabu�ky po riadkoh. Aby sa dan  mrie�ka dala pou�i�na ¨ifrovanie, ka�d  poz¡ia v tabu�ke mus¡ by� odkryt  pop¡san�m sp�sobom pr ve raz.M me dan� dve ¨ifrovaie mrie�ky rovnak�h rozmerov 2N � 2N . Tieto tabu�kysa pou�¡vaj£ na ¨ifrovanie re�azov d��ky 4N2, pri�om jednotliv� znaky re�azov s£ zo¨pei lnej abeedy obsahuj£ej K znakov. Niekedy sa stane, �e po za¨ifrovan¡ re�azajednou z mrie�ok dostaneme ten ist� re�aze. Vtedy sa na ¨ifrovanie pou�ije druh  zmrie�ok. Ot zkou ost va, ko�ko je tak�h re�azov, ktor� nie je mo�n� zmeni� za¨ifrovan¡mpomoou ani jednej z dan�h mrie�ok.Navrhnite algoritmus, ktor� dostane ako vstup �¡sla N , K a dve ¨ifrovaie mrie�kyrozmerov 2N�2N . Pre tento vstup ur�¡ po�et re�azov d��ky 4N2 obsahuj£ih iba znakyz K-prvkovej abeedy, ktor� po za¨ifrovan¡ prvou mrie�kou, aj po za¨ifrovan¡ druhoumrie�kou zostan£ nezmenen�.Pr¡kladVstup:N = 2, K = 2Mrie�ky:1 1 0 0 1 1 0 01 1 0 0 1 0 1 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0
V�stup:16(Pre abeedu obsahuj£u p¡smen  aa b je pr¡kladom tak�ho re�azaabababbbbbbbbbbb.)P { III { 2Dvaja hr �i hraj£ nasleduj£u hru. Na za�iatku hry s£ dan� dve k�pky z paliek. Naprvej k�pke je a a na druhej b z paliek (a; b > 0). �alej s£ dan� dve el� kladn� �¡slap, q (p < q). V jednom �ahu mus¡ hr � odobra� z jednej z t�hto k�pok bu� p alebo qz paliek (tak, aby na k�pke ostal nez porn� po�et z paliek). Hr �i sa vo svojih �ahohpostupne striedaj£. Prehr va hr �, ktor� je na �ahu, ale �iadny �ah urobi� nem��e (tzn.ke� je na ka�dej k�pke menej ako p z paliek).Nap¡¨te program, ktor� zo vstupu na�¡ta ¨tvoriu hodn�t a; b; p; q a zist¡, �i pre t£to¨tvoriu existuje vyhr vaj£a strat�gia pre hr �a, ktor� �ah  ako prv�. Dok �te, �e v ¨program prauje spr vne.



Zadania s£�a�n�h £loh, kateg¢ria P 97P { III { 3�tudijn� text "Norm lne Markovove algoritmy" k pr¡kladu P-III-3 mo�no n js� v zadan¡pr¡kladu P-I-4 na strane 90.S£�a�n� £lohya) Ka�d� prirodzen� �¡slo n m��e by� zap¡san� ako n, pri�om 0 = 1, a n+ 1 = n1,t.j. napr¡klad 1 = 11, 2 = 111 at�. Zostrojte sh�mu Markovovho algoritmu nadabeedou T = f1g, ktor  pre takto zap¡san� kladn� el� �¡slo vypo�¡ta doln£ el£�as� jeho dvojkov�ho logaritmu. V�sledok bude zap¡san� tie� v rovnakom tvare.Vstupn  hodnota nula nie je pr¡pustn .Pozn mka: Dvojkov� logaritmus kladn�ho �¡sla X (zapisujeme log2X) je rovn�tak�mu �¡slu Y , pre ktor� plat¡ 2Y = X. Doln  el  �as� dvojkov�ho logaritmukladn�ho el�ho �¡sla X (zapisujeme blog2X) je rovn  najv��¨iemu el�mu �¡slu Ytak�mu, �e 2Y � X. Teda plat¡ blog21 = 0, blog22 = 1, blog23 = 1, blog24 = 2,blog25 = 2, at�.Pr¡klad vstup v�sledok1 algoritmus nie je pr¡pustn�11 1111 111111 1111111 111111111 111b) Zostrojte sh�mu Markovovho algoritmu nad abeedou T = f0; 1g, ktor� je pr¡-pustn� pr ve vtedy, ke� je na vstupe bin rny z pis nez porn�ho el�ho �¡sla deli-te�n�ho tromi.Pozn mka: Bin rnym z pisom el�ho �¡sla rozumieme z pis tohto �¡sla v dvoj-kovej s£stave, tzn. pomoou i�er 0 a 1. Bin rny z pis kladn�ho el�ho �¡sla za�¡nav�dy ifrou 1, ved£e nuly sa neprip£¨�aj£. Bin rny z pis nuly tvor¡ jedin� symbol0.



98 48. ro�n¡k matematikej olympi dyPr¡klad vstup v�sledok zd�vodnenie0 algoritmus je pr¡pustn� �¡slo 0 je delite�n� 31 algoritmus nie je pr¡pustn� �¡slo 1 nie je delite�n� 310 algoritmus nie je pr¡pustn� �¡slo 2 nie je delite�n� 311 algoritmus je pr¡pustn� �¡slo 3 je delite�n� 31100 algoritmus je pr¡pustn� �¡slo 12 je delite�n� 31101 algoritmus nie je pr¡pustn� �¡slo 13 nie je delite�n� 301100 algoritmus nie je pr¡pustn� ved£a nula nie je v z pise�¡sla povolen P { III { 4Program: sifra.pas/sifra.ppSlovn¡k: slovnik.txtPomon� s£bory: *.pomVstup: sifra.inV�stup: sifra.outUva�ujme nasleduj£i sp�sob ¨ifrovania, naz�van� Vigen�erova ¨ifra. Kv�li jednodu-hosti budeme ¨ifrova� iba texty obsahuj£e len mal� p¡smen  anglikej abeedy a me-dzery. Pri ¨ifrovan¡ sa pou�¡va tajn� k�£�, pozost vaj£i iba z mal�h p¡smen anglikejabeedy. P¡smen  k�£�a sa podp¡¨u pod jednotliv� p¡smen  ¨ifrovan�ho textu, ak je k�£�pr¡li¨ kr tky, pou�ije sa viakr t. Ka�d� p¡smeno potom za¨ifrujeme tak, �e k nemu pri-po�¡tame pod n¡m podp¡san� p¡smeno k�£�a. Toto s�¡tavanie sa rob¡ tak, �e obe p¡smen si nahrad¡me �¡slami od 0 do 25 predstavuj£imi ih polohu v abeede a tieto dve �¡slas�¡tame. Ak je v�sledok s�¡tania v��¨¡ ako 25, od�¡tame 26 a nakonie nahrad¡me v�sledn��¡slo op�� p¡smenom, ktor� je v abeede na zodpovedaj£om mieste. Medzery sa opisuj£z p�vodn�ho textu do ¨ifrovan�ho textu bez zmeny.Za¨ifrujme napr¡klad text quiksort is an algorithm for sorting pomoou k�£�aprogramming. V tabu�ke je v prvom riadku p�vodn� text, v druhom riadku k�£� a v tre-�om v�sledn� text. quiksort is an algorithm for sortingprogrammi ng pr ogramming pro gramminflwibsadb vy pe orxodubus uff yfrfuvtPri de¨ifrovan¡ sa postupuje podobne, namiesto pri�¡tavania sa v¨ak k�£� od�¡tava. Ak¨ifrovan£ spr vu odhyt¡ osoba, ktor  nepozn  k�£�, m��e sa pok£si� spr vu de¨ifrova�tak, �e predpoklad , �e spr va bola p¡san  v niektorom prirodzenom jazyku a h�ad  tak�k�£�, aby dostala spr vu v tomto jazyku. Va¨ou £lohou bude teraz nap¡sa� program,ktor� pre dan� za¨ifrovan� text h�ad  nejak� "zmyslupln�" k�£�.



Zadania s£�a�n�h £loh, kateg¢ria P 99Za¨ifrovan� text je umiestnen� vo vstupnom s£bore sifra.in. Je to postupnos� slovpozost vaj£ih z mal�h p¡smen, pri�om jednotliv� slov  s£ oddelen� medzerou alebokonom riadku (konie riadku sa pri ¨ifrovan¡ a de¨ifrovan¡ spr va rovnako ako medzera).S£bor neobsahuje via ako 10 000 znakov.Va¨ou £lohou je nap¡sa� program, ktor� n jde pre za¨ifrovan� text v s£bore sifra.ink�£� Vigen�erovej ¨ifry a vyp¡¨e ho do s£boru sifra.out. Pr¡pustn� je pritom iba tak�k�£�, ktor�ho pou�it¡m na de¨ifrovanie s£boru sifra.in dostaneme text, ktor� obsahujeiba povolen� slov  prirodzen�ho jazyka. Zoznam v¨etk�h povolen�h slov prirodzen�hojazyka sa nah dza v s£bore slovnik.txt. V ¨ k�£� nesmie by� dlh¨¡ ako 50 znakov.M��ete predpoklada�, �e tak� k�£� existuje, a �e d��ka textu je ve�k  v porovnan¡ sd��kou k�£�a.Pozn mka: Na va¨om po�¡ta�i sa v praovnom adres ri nah dza s£bor slovnik.txt,ktor� obsahuje zoznam v¨etk�h povolen�h slov prirodzen�ho jazyka. Okrem samotn�hozdrojov�ho s£boru m��ete vytvori� a s rie¨en¡m odovzda� nieko�ko pomon�h s£borovs pr¡ponou .pom, ktor� pri testovan¡ umiestnime do aktu lneho adres ra. V aktu lnomadres ri sa bude nah dza� aj s£bor slovnik.txt, ktor� bude toto�n� so s£borom vova¨om praovnom adres ri (sada povolen�h slov bude teda pri testovan¡ rovnak , ako vp�vodnom s£bore slovnik.txt). P { III { 5Program: nakup.pas/nakup.ppVstup: nakup.inV�stup: nakup.outV obhodnom dome pred vaj£ n druhov tovarov v en h 1; : : : ; n. Aby obhodn¡ipril kali z kazn¡kov, pon£kaj£ e¨te ¨pei lne z�avy typu "ak si k£pite tri balenia laku navlasy a dve balenia odstra¤ova�a star�h n terov, bude to spolu 300". Ka�d£ z�avnen£ponuku mo�no harakterizova� po�tami jednotliv�h pon£kan�h druhov tovarov pij (t.j.ko�ko si mus¡te k£pi� predmetov druhu j, aby bolo mo�n� uplatni� i-tu z�avu) a enoui-tej z�avnenej ponuky wi (v¨etky ponuky s£ v�hodn�, t.j. wi < Pj pijj).Z ponuky obhodn�ho domu ste si vybrali nanajv�¨ 5 druhov predmetov a z ka�d�hodruhu nanajv�¨ 6 kusov a hete tento tovar nak£pi� �o najlanej¨ie. Nie ste proti tomu,ak si z obhodn�ho domu odnesiete aj �osi navy¨e, pokia� t�m u¨etr¡te.Nap¡¨te program, ktor� na vstupe dostane eny tovarov, inform ie o z�avnen�hponuk h a zoznam toho, �o m  by� nak£pen� a n jde optim lne vyu�itie pon£k (t.j.ko�kokr t m  by� ktor  ponuka vyu�it , aby ste dosiahli najni�¨iu mo�n£ elkov£ enudan£ s£�tom ien pon£k a ien jednotliv�h v�robkov, ktor� je nutn� k ponuk m doplni�,aby ste nak£pili v¨etko, �o potrebujete).



100 48. ro�n¡k matematikej olympi dyVstupn� s£borVstupn� s£bor nakup.in obsahuje postupne tieto £daje (oddelen� medzerami alebo kon-ami riadkov):� po�et druhov tovarov n (1 � n � 100),� eny jednotliv�h tovarov 1; : : : ; n (1 � i � 100),� po�et vybran�h druhov tovarov k (1 � k � 5)� �¡sla vybran�h druhov si spolu s po�tami kusov mi v tvare:s1 m1 s2 m2 : : : sk mk;(1 � si � n, 1 � mi � 6, ka�d� druh sa v zozname vyskytuje nanajv�¨ raz),� po�et z�avnen�h pon£k m (1 � m � 100),� pre i-tu ponuku zoznam v�robkov qij, z ktor�h pozost va, spolu s ih po�tami rija elkovou enou ponuky wi v tvare:qi1 ri1 qi2 ri2 qi3 ri3 : : : 0 wi(1 � qij � n, 1 � rij � 100, 1 � wi � 100).V�stupn� s£borV�stupom programu bude minim lna dosiahnut  ena wmin spolu so zoznamom vyu�it�hpon£k v tvare d1 e1 d2 e2 : : : dq eq, kde di s£ �¡sla vyu�it�h pon£k a ei �¡sla ud va-j£e, ko�kokr t bola ktor  ponuka vyu�it . Vypisujte iba tie ponuky, kde ei je nenulov�.V�stupy programu zap¡¨te do v�stupn�ho textov�ho s£boru nakup.out. Jednotliv� �¡slabud£ oddelen� medzerami alebo konami riadkov.Pr¡kladnakup.in1010 11 12 13 1415 16 17 18 1951 3 2 5 4 28 2 9 131 1 2 2 4 1 0 201 1 2 1 3 1 0 105 3 6 3 0 30

nakup.out1021 22 1
Pozn mka: Uveden� v�stupn� s£bor je jedn�m z mo�n�h spr vnyh v�stupn�hs£borov.



Rie¨enia s£�a�n�h £lohKateg¢ria PP { I { 1Mrie�ku budeme naz�va� korektnou, ke� pomoou nej do toho ist�ho pol¡�ka pod mrie�koum��eme zap¡sa� via kr t iba ke� je mrie�ka rovnako oto�en . Mrie�ka budeme naz�va�£plnou, ke� vieme zap¡sa� do ka�d�ho pol¡�ka pod ¤ou. Mrie�ka je pou�ite�n  na ¨ifrovaniepr ve vtedy, ke� je korektn  a s£�asne £pln .Na pol¡�ko papiera so s£radniami [x; y℄ sa pri r�znom nato�en¡ mrie�ky m��u dosta�pol¡�ka mrie�ky so s£radniami [x; y℄; [2N � y + 1; x℄; [2N � x + 1; 2N � y + 1℄; [y; 2N �� x + 1℄. Ak je mrie�ka nekorektn , musia existova� s£radnie [x; y℄ tak�, �e via akojedno z t�hto ¨tyroh pol¡�ok mrie�ky bude vystrihnut�. Ak je ne£pln , musia existova�s£radnie [x; y℄ tak�, �e �iadne z t�hto ¨tyroh pol¡�ok mrie�ky nie je vystrihnut�. Abybola mrie�ka korektn  a £pln , mus¡ pre v¨etky s£radnie [x; y℄ plati�, �e pr ve jedno zpol¡�ok [x; y℄; [2N � y + 1; x℄; [2N � x+ 1; 2N � y + 1℄; [y; 2N � x+ 1℄ je vystrihnut�.Nad pol¡�ko papiera so s£radniami [x; y℄ sa v¨ak m��u dosta� tie ist� pol¡�ka mrie�kyako nad pol¡�ka so s£radniami [2N�y+1; x℄; [2N�x+1; 2N�y+1℄; [y; 2N�x+1℄. Preto,ak sa nad �ubovo�n� z t�hto ¨tyroh pol¡�ok papiera m��e dosta� pr ve jeden vystrihnut�¨tvor�ek mrie�ky, aj pre ostatn� tri to plat¡ (a nemus¡me to teda u� kontrolova�). Ke� sirozdel¡me papier na ¨tyri ¨tvore rozmerov N �N , ka�d� z t�hto ¨tyroh pol¡�ok bude vinom ¨tvori. Teda n m sta�¡ skontrolova� iba jeden tak�to ¨tvore (napr. �av� horn�).V programe je ¨tvrtina papiera reprezentovan  matiou a. Pred na�¡tan¡m £dajov sael  vyma�e (nastav¡ na false). Pri na�¡tan¡ ka�dej diery sa zist¡, ak  bude jej poloha,ke� sa mrie�ka nato�¡ tak, aby t to diera bola v �avom hornom ¨tvori. Na tieto s£radniesa do po�a a zap¡¨e true. Ak tam u� predt�m bolo true, mrie�ka je nekorektn , lebo sad  dvakr t zapisova� na to ist� miesto. Nakonie treba e¨te skontrolova�, �i sa dalo p¡sa�na ka�d� miesto. To sa v programe realizuje po�¡tadlom dier, ktor� sa zv�¨i s ka�doudierou. Ak je mrie�ka korektn  a dier je N2, je aj £pln . Tento algoritmus m  t£ v�hodu,�e netreba uklada� do pam�ti el£ mrie�ku, ale iba jej ¨tvrtinu.P { I { 2Ide o obmenu skuto�ne pou�¡van�ho ¨ifrovaieho syst�mu, ktor� je kombin iou substi-tu�nej a transpozi�nej ¨ifry - tzv. kombinovan  ¨ifra.1. Pri ¨ifrovan¡ otvoren�ho (neza¨ifrovan�ho) textu sa najprv vykon  substit£ia pod�atabu�ky �.1, �¡m dostaneme medzi¨ifru. Na t£to medzi¨ifru potom uplatn¡me trans-poz¡iu pod�a tabu�ky �.2. Medzery a in� znaky, ktor� nie s£ v tabu�ke �.1, savynehaj£.



102 48. ro�n¡k matematikej olympi dy� Ka�d� znak otvoren�ho textu n jdeme v tabu�ke �. 1 a do medzi¨ifry zap¡¨emez hlavie riadku a st�pa, v ktor�h sa nah dza. Napr¡klad Q sa prep¡¨e naDX, 5 na XV, I na MA.� Medzi¨ifru postupne zapisujeme do riadkov tabu�ky �.2, ktorej z hlavie tvor¡k�£� transpozi�nej ¨ifry. Po zaplnen¡ prv�ho riadku pokra�ujeme na druhomriadku a takto postupujeme tak dlho, k�m nezap¡¨eme el£ medzi¨ifru. Ak el�posledn� riadok nevypln¡me, neh me na zvy¨n�h miestah medzery. V tejto�asti £lohy je d�le�it� si v¨imn£�, �e z hlavie tabu�ky pod�a zadania obsahujer�zne p¡smen  abeedy. Abeedn� poradie t�hto p¡smen toti� ur�uje k�£�pre transpozi�n£ ¨ifru. V�sledn� za¨ifrovan� text z¡skame tak, �e vyp¡¨emejednotliv� st�pe tabu�ky v porad¡ pod�a abeedn�ho poradia p¡smen v z hlav¡.Napr¡klad pre tabu�ku uveden£ v zadan¡ sa najprv vyp¡¨e st�pe ozna�en� A,potom st�pe ozna�en� H at�., a� ako posledn� sa vyp¡¨e st�pe ozna�en� Y.Postup pri de¨ifrovan¡ je zrejm� z popisu ¨ifrovania.2. Text p�vodnej spr vy zo zadania je teda "KRYPTOGRAFIA".3. �ifrovanie sp�sobuje n rast spr vy v prvej �asti (substit£ia) - faktor n rastu je 2.Pr¡padne je mo�n� zapo�¡ta� aj medzery odde�uj£e jednotliv� st�pe vo v�slednomza¨ifrovanom texte. Tento n rast bude o P znakov, kde P st�pov tabu�ky.4. Program pre ¨ifrovanie textu v Pasale n jdete ni�¨ie.P { I { 3Zade�nujme najprv pojmy vyhr vaj£a a prehr vaj£a poz¡ia (vzh�adom k hr �ovi, ktor�je pr ve na �ahu) takto:1. Poz¡ia (0; 0; 0) je pre hr �a na �ahu prehr vaj£a.2. Poz¡ia (a; b; ), kde a + b +  > 0, je pre hr �a na �ahu prehr vaj£a, ak pre�ubovo�n� �ah je poz¡ia, do ktorej sa dostaneme, pre druh�ho hr �a vyhr vaj£a.3. Poz¡ia (a; b; ), kde a + b +  > 0, je pre hr �a na �ahu vyhr vaj£a, ak existuje�ah, pre ktor� poz¡ia, do ktorej sa dostaneme, je pre druh�ho hr �a prehr vaj£a.Ke��e po�et z paliek vo v¨etk�h troh kop h je kone�n� a v ka�dom �ahu je odobrat aspo¤ jedna z palka, hra mus¡ skon�i� a jeden z hr �ov vyhra�. Preto ka�d  poz¡ia vna¨ej hre je vyhr vaj£a alebo prehr vaj£a. V �al¨om texte neh � ozna�uje oper iuxor.Tvrdenie 1. Majme poz¡iu (a; b; ), pri�om a� b�  6= 0. Potom existuje �ah tak�, �epo jeho uskuto�nen¡ sa dostaneme do poz¡ie (�a;�b; �) takej, �e �a� �b� � = 0.D�kaz. Zap¡¨me �¡sla a; b;  v dvojkovej s£stave:a = 1Xi=0 ai2i; b = 1Xi=0 bi2i;  = 1Xi=0 i2i; (ai; bi; i 2 f0; 1g):



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria P 103Ke��e �¡sla a; b;  s£ kone�n�, existuje �¡slo m tak�, �e pre �ubovo�n� i > m je ai = bi == i = 0.Preto�e ale a� b�  6= 0, mus¡ existova� index i tak�, �e �¡slo ai + bi + i je nep rne.Neh k je najv��¨¡ tak� index. Potom �¡slo ak + bk + k je nep rne, a teda aspo¤ jedno z�¡sel ak; bk; k je 1. Bez ujmy na v¨eobenosti, neh je to �¡slo ak. Pre �ubovo�n� i 2 N0ozna�me �ai = (bi + i) mod 2. �alej polo�me�a = 1Xi=0 �ai2i:Zrejme je �a = b � , teda �a � b �  = 0. Preto�e pre i > k je zrejme �ai = ai a �alej jeak = 1 > 0 = �ak, je zrejme �a < a.�ahom a� �a z kopy a teda dostaneme poz¡iu (�a; b; ), pri�om �a� b�  = 0, �o bolotreba dok za�. 2Tvrdenie 2. Neh mno�ina M je de�novan  nasleduj£im predpisom:M = f(a; b; )ja� b�  = 0g:Potom mno�ina M je mno�ina pr ve v¨etk�h prehr vaj£ih poz¡i¡.D�kaz. Tvrdenie dok �eme matematikou indukiou vzh�adom na a + b + . Poz¡ia(0; 0; 0) je z de�n¡ie prehr vaj£a. Neh teraz pre v¨etky poz¡ie (a; b; ), kde a+b+ � kplat¡, �e (a; b; ) 2M pr ve vtedy, ke� (a; b; ) je prehr vaj£a poz¡ia. Uk �eme, �e tototvrdenie potom plat¡ aj pre k + 1.Neh teda a + b +  = k + 1 a neh a� b �  = 0. Cheme uk za�, �e t to poz¡ia jeprehr vaj£a. Neh hr � potiahne do poz¡ie (�a;�b; �). Zrejme �a � �b � � 6= 0 (hr � toti�zmenil bin rny z pis jedin�ho �¡sla z �¡sel a; b;  a teda na miestah, kde sa tento z piszmenil sa zmen¡ aj xor s£�et). Pod�a induk�n�ho predpokladu je teda (�a;�b; �) vyhr vaj£aa teda (a; b; ) je prehr vaj£a.Neh naopak a � b �  6= 0. Potom pod�a tvrdenia 1 existuje �ah do prehr vaj£ejpoz¡ie a preto je t to poz¡ia vyhr vaj£a. 2Teraz u� �ahko zostroj¡me algoritmus s kon¨tantnou �asovou a pam��ovou zlo�itos�ou.Ozna�me x = b� , y = a� , z = a� b. Zrejme je x� b�  = a� y�  = a� b� z = 0,teda (x; b; ); (a; y; ); (a; b; z) 2M .Ak x < a, potom mo�no �aha� do poz¡ie (x; b; ) a teda tento �ah mo�no pou�i� akovyhr vaj£i pre prv�ho hr �a. Podobne ak x � a a y < b mo�no potiahnu� do (predruh�ho hr �a) prehr vaj£ej poz¡ie (a; y; ) a ak x � a, y � b a z < , mo�no potiahnu�do (pre druh�ho hr �a) prehr vaj£ej poz¡ie (a; b; z).Ak x � a, y � b a z � , potom z d�kazu tvrdenia 1 �ahko vid¡me, �e a� b�  = 0 ateda sme v prehr vaj£ej poz¡ii.Pozn mka. Z de�n¡ie vyhr vaj£ej a prehr vaj£ej poz¡ie bolo priamo mo�n� odvodi�exponeni lny (v pr¡pade pou�itia rekurzie) alebo dokona aj polynomi lny (pou�it¡mdynamik�ho programovania) algoritmus pre rie¨enie £lohy. V skuto�nosti bolo mo�n�tak�to algoritmus pre mal� �¡sla pou�i� na objavenie faktu, �e prehr vaj£e poz¡ie s£tie, pre ktor� a� b�  = 0.



104 48. ro�n¡k matematikej olympi dyP { I { 4Norm lne Markovove algoritmy�loha 1.Aby bol algoritmus nepr¡pustn� pre slovo P , sta�¡, aby sa aplikovalo pravidlo, ktor�poneh  slovo v p�vodnom stave. Ak sa v slove nah dza znak �, potom je t�mto slovomreprezentovan� vektor a nie �¡slo. V tomto pr¡pade m  by� algoritmus nepr¡pustn�, pretosta�¡ zisten� znak � poneha� bez zmeny. Ak sa v slove nah dzaj£ dva znaky 1 za sebou,prep¡¨eme ih na jeden znak 1. � ! �11 ! 1Ak bolo teda slovom reprezentovan� �¡slo, prep¡¨e sa zodpovedaj£a postupnos� zna-kov 1 na jedin� znak 1 pomoou druh�ho pravidla. Potom u� nemo�no aplikova� �iadnepravidlo, a preto algoritmus skon�¡ s hodnotou 0. Ak bol slovom reprezentovan� vektor,pou�ije sa prv� pravidlo, ktor� zaneh  slovo v p�vodnom stave, pre tak�to slov  je tedaalgoritmus nepr¡pustn�.�loha 2.Algoritmus najprv na za�iatok slova zap¡¨e symbol � (pravidlo 7). Potom postupnepres£va tento symbol na konie slova, pri�om v¨etky znaky z abeedy T zdvoj¡ a zaka�d£ dvojiu prid  znak � (pravidlo 4). Potom sa postupne druh� znaky z tak�htodvoj¡ pres£vaj£ na konie slova. Postupuje sa takto: prv� symbol � v slove sa nahrad¡symbolom  (pravidlo 5) a t to  sa spolu so symbolom, ktor� je tesne pred ¤ou pres£vaa� na konie slova { tesne pred symbol � (pravidl  1 a 2). Tam symbol  zanikne (pravidlo3). Takto sa postupne presunie na konie posledn� znak z prvej dvojie, druhej dvojie,: : : , a� z poslednej dvojie, tak�e nakonie s£ v¨etky v spr vnom porad¡. Zost va ibavymaza� symbol � (konov� pravidlo 6).�� ! �� (�; � 2 T ) (1)�� ! �� (� 2 T ) (2)� ! � (3)�� ! ���� (� 2 T ) (4)� !  (5)� ! �� (6)� ! � (7)Pre lep¨ie pohopenie si sk£ste odsimulova� �innos� algoritmu pre niektor� slov  ajpre pr zdne slovo �, pre ktor� algoritmus mus¡ by� tie� pr¡pustn�.Pri zostavovan¡ sh�my je nutn� dba� na to, aby obsahovala pravidl  v spr vnomporad¡.



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria P 105P { II { 1Pri ¨ifrovan¡ �ubovo�n�ho textu pomoou ¨ifrovaej mrie�ky sa iba men¡ poradie jednot-liv�h p¡smen v texte. Pre dan£ mrie�ku rozmerov 2N � 2N a pre i 2 f1; 2; : : : ; (2N)2gozna�me f(i) �¡slo poz¡ie, na ktor£ sa dostane i-ty znak vstupn�ho textu po za¨ifrovan¡.Napr¡klad pre mrie�ku uveden£ v zadan¡ sa text abd za¨ifruje na dab, a teda f(1) = 2(lebo prv� p¡smeno { a sa dostalo na druh� miesto), f(2) = 4, f(3) = 3 a f(4) = 1.Zobrazenie f je vlastne permut iou prvkov f1; 2; : : : ; (2N)2g.�alej ozna�me f j(i) �¡slo poz¡ie, na ktor£ sa dostane i-ty znak vstupn�ho textu poj-n sobnom za¨ifrovan¡. V na¨om pr¡klade po dvoh za¨ifrovaniah dost vame text bda,teda napr¡klad f 2(1) = 4. Zobrazenie f j m��eme de�nova� aj rekurz¡vne: f 0(i) = i af j+1(i) = f(f j(i)).Je zrejm�, �e ak n jdeme j tak�, �e f j(i) = i pre ka�d� i = 1; 2; : : : ; (2N)2, poj-n sobnom za¨ifrovan¡ danou mrie�kou v�dy dostaneme p�vodn� text. D�le�it� je siuvedomi�, �e ak naopak existuje i tak�, �e f j(i) 6= i, tak existuje neza¨ifrovan� text,ktor� sa po j-n sobnom za¨ifrovan¡ zmen¡ { sta�¡ zvoli� nejak� text, v ktorom s£ napoz¡i h i a f(i) r�zne p¡smen . Z uvedenej £vahy vypl�va, �e h�adan� �¡slo k budenajmen¨ie tak� kladn� �¡slo, �e pre v¨etky i plat¡ fk(i) = i. Toto �¡slo naz�vame r dompermut ie f .Po�me teraz sk£ma�, ako mo�no zisti� r d permut ie. Zvo�me si nejak� i a pozo-rujme, na ktor� pol¡�ka sa dostane i-ty znak p�vodn�ho textu, ke� ho budeme znovua znovu ¨ifrova� danou mrie�kou, t.j. sk£majme postupnos� f 0(i); f 1(i); f 2(i); f 3(i); : : :Nako�ko v¨etky hodnoty v tejto postupnosti s£ z rozsahu f1; 2; : : : ; (2N)2g, musia exis-tova� �¡sla a; b tak�, �e fa(i) = f b(i). Zvo�me a a b s touto vlastnos�ou tak, aby b bolonajmen¨ie mo�n�.Sporom dok �eme, �e a = 0. V opa�nom pr¡pade by toti� platilo, �e f(fa�1(i)) == f(f b�1(i)). S£�asne ale fa�1(i) 6= f b�1(i) (lebo b je najmen¨ie tak�, �e fa(i) 6= f b(i)).Zobrazenie f by teda pre dva r�zne vstupy (fa�1(i) a f b�1(i)) nadob£dalo rovnak£ hod-notu, �o nem��e nasta� (dve r�zne p¡smen  sa nezap¡¨u do toho ist�ho pol¡�ka).Dok zali sme teda, �e a = 0. �o to ale znamen ? i-te p¡smeno sa pri �al¨om a �al¨omopakovan¡ ¨ifrovania najprv dostane na navz jom r�zne poz¡ie f 1(i); : : : ; f b�1(i) a po bopakovaniah sa vr ti sp�� na poz¡iu i. Cel� tento yklus d��ky b sa bude st le opakova�,t.j. p¡smeno i sa bude nah dza� na mieste i po 0; b; 2b; 3b; : : : opakovaniah ¨ifrovania.Vezmime teraz niektor£ in£ poz¡iu z yklu { l = f j(i). Vid¡me, �e fu(l) = fu(f j(i)) == fu+j(i), teda l bude preh dza� ez tie ist� poz¡ie ako i, iba�e v inom porad¡. �ahkosa tie� over¡, �e l-t� znak sa dostane na svoje miesto pr ve vtedy, ke� je po�et opakovan¡n sobkom �¡sla b. Mno�ina poz¡i¡ f1; : : : ; (2N)2g sa n m teda rozpad  na disjunktn�ykly, pri�om prvky nah dzaj£e sa v jednom ykle si pri ka�dom opakovan¡ ¨ifrovanianavz jom ykliky pos£vaj£ poz¡ie.Predstavme si, �e pre ka�d� i pozn me hodnotu bi, ktor  ur�uje, po ko�k�h opakova-niah ¨ifrovania sa i znovu dostane na svoje miesto. Plat¡, �e f j(i) = i pr ve vtedy, ke� jje n sobkom �¡sla bi. My h�ad me najmen¨ie k tak�, �e pre v¨etky i bude plati� fk(i) = i,h�adan� �¡slo k bude teda najmen¨¡m spolo�n�m n sobkom �¡sel bi pre i 2 f1; : : : ; (2N)2g.Ke��e pre prvky, ktor� s£ v jednom ykle, je hodnota bi rovnak , sta�¡ do najmen¨ieho



106 48. ro�n¡k matematikej olympi dyspolo�n�ho n sobku zahrn£� po jednom bi z ka�d�ho yklu.Algoritmus teda prauje nasledovn�m sp�sobom: Najprv sa simul iou ¨ifrovaiehoproesu zistia hodnoty f(i) (v programe s£ ulo�en� v poli perm). Toto je mo�n� spravi�v �ase O(N2). Potom pre jedno i z ka�d�ho yklu ur�¡me hodnotu bi (v programe pre-menn  dlzka) a z t�hto hodn�t priamo po�¡tame najmen¨¡ spolo�n� n sobok. Najmen¨¡spolo�n� n sobok dvoh �¡sel zis�ujeme pomoou Euklidovho algoritmu v �ase O(log k).Ke��e sa t to proed£ra zavol  najvia (2N)2 kr t, elkov  zlo�itos� v�po�tu najmen¨iehospolo�n�ho n sobku je O(N2 log k).Zost va pop¡sa�, ako zisti� hodnoty bi pre jednotliv� i. Jednoduho preh dzame poprvkoh yklu i; f(i); f 2(i); : : :, a� k�m nen jdeme f j(i) = i. Potom m me j = bi. Pritomsi zna�¡me do po�a, ez ktor� prvky sme v ykle pre¨li. Hodnotu bi po�¡tame iba pre tak�i, pre ktor� e¨te nem me pozna�en�, �e je ih yklus u� spraovan�. Takto dosiahneme,�e pri v�po�te v¨etk�h potrebn�h hodn�t bi preh dzame ez ka�d� yklus pr ve raz| ke� nesk�r pr¡deme k in�mu prvku u� prejden�ho yklu, nepreh dzame yklus znovu.Ke��e ka�d� prvok le�¡ pr ve v jednom ykle, s£�et d��ok yklov je O(N2), a teda �asov zlo�itos� tejto �asti programu je O(N2).Celkov  zlo�itos� je teda O(N2 log k), kde N je rozmer mrie�ky a k je r d permut ie.P { II { 2Najprv trohu terminol¢gie: neza¨ifrovan� text budeme naz�va� spr vou (skladaj£ou szo znakov) a za¨ifrovan� text budeme naz�va� kryptogramom (zlo�en�m zo symbolov).Zadan� kryptogram d��ky m m��eme rozlo�i� na n st�pov po d = mn symboloh, j-t�symbol v i-tom st�pi ozna�¡me tij. Postupnos� symbolov tij pre pevn� j nazveme j-tymriadkom kryptogramu. Z hlavie K ovplyv¤uje iba poradie, v akom sa st�pe zapisuj£,tak�e pre v¨etky z hlavia sa riadky skladaj£ z t�h ist�h symbolov, iba v inom porad¡,ktor� pop¡¨eme permut iou k (k(i) = j pr ve vtedy, ke� st�pe prijat� ako j-t� v po-rad¡ m  by� zap¡san� do tabu�ky ako i-ty). �alej neh d(x; y) je znak, ktor� vzniknedek¢dovan¡m dvojie po sebe id£ih symbolov x; y.Ak prirad¡me ka�dej dvojii znakov a; b v hu w(a; b) tak, �e v¨etky dvojie spo-luhl ska{samohl ska a samohl ska{spoluhl ska dostan£ v hu 1, dvojie spoluhl ska{spoluhl ska a samohl ska{samohl ska v hu �3 a ostatn� dvojie v hu 0, potom poten-i lne zmyslupln� bud£ pr ve tie k�£�e, pomoou ktor�h vznikn£ spr vy, v ktor�h jeelkov  v ha v¨etk�h dvoj¡ susedn�h znakov nez porn . In�mi slovami, pre dek¢do-van£ spr vu a1 : : : am=2 mus¡ plati�W =m=2�1Xi=1 w(ai; ai+1) � 0:Uva�ujme najprv jednoduh¨¡ pr¡pad, ke� je n p rne. Teda ka�d� riadok kryptogramupo sp�tnom preusporiadan¡ pod�a z hlavia zodpoved  el�mu po�tu znakov, tak�e vyjdeW = dXj=1 X1�i�n�3imod2=1 w�d(tkij ; tki+1;j); d(tki+2;j ; tki+3;j)�| {z }"vn£torn�\ dvojie + d�1Xj=1 w�d(tkn�1;j ; tkn;j); d(tk1;j+1; tk2;j+1)�| {z }dvojie na hranii riadkov :



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria P 107My si v¨ak m��eme predpo�¡ta� hodnoty v h pre v¨etky dvojie znakov vzniknut� z ka�dej¨tvorie st�pov a analogiky hodnoty pre "posunut�\ dvojie na rozhran¡ riadkov:Cijkl = dXz=1w(d(tiz; tjz); d(tkz; tlz)); C�ijkl = d�1Xz=1w(d(tiz; tjz); d(tk;z+1; tl;z+1))(to zvl dneme v �ase O(n4 �d)) a z t�hto hodn�t potom jednoduho v �ase O(n) z¡skameW : W = C�kn�1;kn;k1;k2 + X1�i�n�3imod2=1Cki;ki+1;ki+2;ki+3:Pre nep rne n sa navy¨e mus¡me vedie� vyrovna� s t�m, �e rozhranie medzi nep rnymia p rnymi riadkami kryptogramu nerozdel¡ dvojiu znakov, ale dokona znak (dvojiusymbolov), zatia� �o ostatn� rozhrania s£ v polovii dvojie znakov (¨tvorie symbolov).Preto mus¡me spraov va� zvl ¨� p rne a nep rne riadky a dva r�zne typy prehodov ezokraj. Predpo�¡tame si preto v¨eobenej¨ie hodnoty Cpqijkl zodpovedaj£e elkovej v hedvoj¡ vzniknut�h zo ¨tvorie st�pov i; j; k; l na p rnyh (p = 0) resp. nep rnyh (p == 1) riadkoh s posunut¡m ez okraj dan�m po�tom symbolov q presahuj£im do �al¨iehoriadku (q = 0 pre vn£torn� dvojie, q = 2 odpoved  C� pre p rne n, q = 1 a q = 3 s£prehody s rozdelen�mi znakmi pre nep rne n). Tieto hodnoty spo�¡tame takisto v �aseO(n4 � d) pod�a vz�ahuCpqijkl = X1�z�dzmod2=p w(d(T 0qiz ; T 1qjz ); d(T 2qkz ; T 3qlz )); kde T aqij = � tij pre a < 4� qti;j+1 pre a � 4� qZ t�hto hodn�t v �ase O(n) vypo�¡tame W pre �ubovo�n� z hlavie K, a to ako prep rne, tak aj pre nep rne n.V�sledn  �asov  zlo�itos� algoritmu teda je O(n4d + kn) = O(n3m + kn), pam��ov O(n4 +m).Program prauje presne pod�a tohoto algoritmu, iba si do tabu�ky dopln¡ za posledn�riadok e¨te jeden riadok zaplnen� neplatn�mi znakmi, aby sa vyhol o¨etrovaniu presahovz posledn�ho riadku. P { II { 3Vyhr vaj£a strat�gia pre hr �a na �ahu existuje pr ve pre tie poz¡ie (a; b), pre ktor�a mod 5 6= b mod 5. Dok �eme, �e hr �, ktor� je na �ahu v takejto poz¡ii, v�dy m��e�aha� tak, aby dostal s£pera do poz¡ie (a0; b0), v ktorej a0 mod 5 = b0 mod 5 a naopakka�d�m �ahom z poz¡ie, v ktorej a mod 5 = b mod 5 sa dost vame do poz¡ie (a0; b0), vktorej a0 mod 5 6= b0 mod 5. Ka�d�m �ahom ubudn£ na stole nejak� z palky. Takto sahra po kone�nom po�te �ahov dostane do poz¡ie (0; 0). V tejto poz¡ii plat¡, �e a modmod 5 = b mod 5, �o znamen , �e v tejto poz¡ii bude hr � i, ktor� t�m p dom prehr va.Zost va dok za� dve tvrdenia, ktor� sme vyu�¡vali.Tvrdenie 1. Majme poz¡iu (a; b), pri�om a mod 5 6= b mod 5. Potom existuje �ahtak�, �e po jeho uskuto�nen¡ sa dostaneme do poz¡ie (a0; b0) pre ktor£ plat¡, �e a0 modmod 5 = b0 mod 5.



108 48. ro�n¡k matematikej olympi dyD�kaz. Bez ujmy na v¨eobenosti predpokladajme, �e a > b a ozna�me k = (a �� b) mod 5. Plat¡, �e k 2 f1; 2; 3; 4g, t.j. k je povolen� �ah. Takisto plat¡, �e k � a a tedaz kopy a m��eme potiahnu� k z paliek, �¡m sa dostaneme do situ ie (a0; b0) = (a� k; b),pre ktor£ plat¡, �e a0 mod 5 = b0 mod 5. 2Tvrdenie 2. Majme poz¡iu (a; b), pri�om a mod 5 = b mod 5. Potom ka�d�m �ahomsa dostaneme do poz¡ie (a0; b0), pre ktor£ plat¡, �e a0 mod 5 6= b0 mod 5.D�kaz. Tvrdenie dok �eme sporom: predpokladajme, �e a mod 5 = b mod 5 a �eexistuje �ah do poz¡ie (a0; b0), pre ktor£ plat¡, �e a0 mod 5 = b0 mod 5. Jedna z k�pok a ab sa nezmen¡, tak�e na k�pke, z ktorej odober me z palky, mus¡ zosta� zvy¨ok po delen¡5 nezmenen�. To ale znamen , �e odoberan� po�et z paliek mus¡ by� delite�n� piatimi.�iadne z �¡sel 2k, 3k pre k prirodzen� v¨ak nie je n sobkom 5. Zvy¨ok po delen¡ piatimisa teda po �ahu musel zmeni�, �o je spor s predpokladom. 2Na z klade dok zan�h tvrden¡ teraz �ahko zostroj¡me algoritmus s kon¨tantnou �a-sovou a pam��ovou zlo�itos�ou { sta�¡ overi�, �i a mod 5 = b mod 5.
P { II { 4Algoritmus elo�¡seln�ho delenia dvoh el�h nez porn�h �¡sel zap¡san�h v un rnejs£stave je zalo�en� na postupnom od�¡tan¡ delite�a od delena. Najprv skontrolujeme,�i zadan� vstupn� d ta (dvojia �¡sel) nepredstavuj£ delenie nulou | v takom pr¡padenebude algoritmus pre tieto d ta pr¡pustn� a umelo doielime zayklenie v�po�tu. Vopa�nom pr¡pade odoberieme zo z pisu ka�d�ho z �¡sel jeden znak 1, aby po�et jedni�iekv z pise �¡sla zodpovedal hodnote tohoto �¡sla. Nasleduje vlastn� od�¡tanie: z delenapostupne odoberieme to�ko znakov 1, ko�ko sa ih nah dza v deliteli, potom (pokia� san m to podar¡) si do v�sledku prip¡¨eme jednu �iarku. To opakujeme tak dlho, k�msa el� delene nezru¨¡. Potom u� sta�¡ iba zmaza� delite�a a po�et �iarok zap¡san�hdo v�sledku ur�uje hodnotu h�adan�ho elo�¡seln�ho podielu. Nakonie prep¡¨eme za-znamenan� �iarky na znaky 1 a pripoj¡me e¨te jeden znak 1, aby bol z pis v�sledku vpo�adovanom tvare v un rnej �¡selnej s£stave.Pop¡san� postup realizuje nasleduj£a sh�ma Markovovho algoritmu. Sh�ma pou-�¡va pomon� symboly z abeedy fa; b; ; d; e; f; gg.1:11 ! b1 (1): ! : (2)1b1 ! b (3)1 ! 1 (4)



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria P 109b ! da (5)e ! a (6)e ! fa (7)f ! f1 (8)df ! b (9)b1 ! g (10)g1 ! g (11)g ! g (12)ga ! 1g (13)g ! 1 (14)Pravidlom (1) sa zis�uje, �i sa nejedn  o delenie nulou. Pokia� nie, vykon  sa z rove¤odstr nenie "nadbyto�n�h\ znakov 1 z delena i delite�a a odde�ovaia dvojbodka sazmen¡ na znak b (aby sa toto pravidlo nemohlo pri v�po�te uplatni� viakr t). Ak vstupn�d ta predstavovali delenie nulou, pravidlo (1) sa neuplatn¡ a v�po�et prejde na pravidlo(2), ktor� zaist¡ zayklenie v�po�tu pre takto nepr¡pustn� d ta.Pravidl  (3) a (4) zais�uj£ jedno od�¡tanie delite�a od delena. Pomoou pravidla (3)sa postupne z delena odstra¤uj£ jednotliv� znaky 1 a za ka�d� z nih je jeden znak 1z delite�a do�asne prezna�en� na symbol  (ako pr¡znak, �e u� bol pou�it�). S£be�nes t�m je pomoou pravidla (4) zaisten� pres£vanie 1 pred  v r mi delite�a. Postupnevykon van� od�¡tanie skon�¡ bu� t�m, �e sa min£ jedni�ky v deliteli alebo t�m, �e samin£ jedni�ky v deleni (pr¡padne v oboh z rove¤).Ak sa podarilo od�¡ta� od delena el�ho delite�a, uplatn¡ sa pravidlo (5) a n slednesa zrealizuje el� blok v�po�tu pomoou pravidiel (5){(9). Ten sl£�i na prip¡sanie jed-ni�ky do v�sledn�ho podielu. Podiel je vytv ran� v spraov vanom slove na koni, bez-prostredne nasleduje za delite�om. Aby sa �ahko odl¡¨il, je zatia� vytv ran� pomoousymbolov a. V pravidle (5) je odde�ova¡ znak b do�asne zmenen� na d (aby sa toto pra-vidlo neuplatnilo opakovane) a z rove¤ je "vyslan�\ symbol e, aby pomoou pravidla (6)pre¨iel na konie delite�a. Tam pravidlo (7) prip¡¨e do v�sledku jeden symbol a, z rove¤pritom zmen¡ e na f . Symbol f postupuje pomoou pravidla (8) sp�� do�ava a estouprezna�uje znaky  v deliteli op�� na 1, aby bol delite� pripraven� na �al¨ie kolo od�¡tania.Po prehode el�m delite�om je f zru¨en� a pritom sa odde�ova� d zmen¡ sp�� na b. Slovoje tak pripraven� na �al¨ie od�¡tanie pomoou pravidla (3).Ak sme pri od�¡tan¡ neod�¡tali el�ho delite�a a v deleni u� nie s£ jedni�ky, proesod�¡tania predstavovan� pravidlami (3){(4) sa zastav¡ a pravidlo (5) sa neuplatn¡. V�-po�et teda prejde na "ukon�ova¡\ blok (10){(14). V ¤om je najprv odde�ova¡ symbolb, ktor� sa teraz nah dza na za�iatku slova, zmenen� na g. Ten potom postupne zma�eel�ho delite�a, ktor� m��e by� v danej hv¡li tvoren� s�asti symbolmi 1 a s�asti symbolmi (11){(12). �alej pomoou pravidla (13) premen¡me znaky a vo v�slednom podiele na 1a nakonie pomoou pravidla (14) prip¡¨eme do podielu e¨te jednu jedni�ku a g zru¨¡me.



110 48. ro�n¡k matematikej olympi dyP { III { 1T£to £lohu pretransformujeme na jednoduh£ £lohu z te¢rie grafov. Vytvor¡me grafG, ktor�ho vrholy bud£ �¡sla 1; 2; : : : 4N2 a medzi vrholmi i a j povedie hrana, ak sap¡smeno, ktor� bolo v p�vodnom texte na poz¡ii i, premiestni po za¨ifrovan¡ jednou alebodruhou mrie�kou na poz¡iu j, alebo naopak, ak sa p¡smeno z p�vodnej poz¡ie j m��edosta� za¨ifrovan¡m pomoou niektorej z mrie�ok na poz¡iu i.Ozna�me teraz P po�et komponentov s£vislosti grafu G. Dok �eme, �e po�et textov,ktor� sa po za¨ifrovan¡ oboma mrie�kami nezmenia, je KP (K je po�et znakov abeedy).Majme �ubovo�n� text t, ktor� sa po za¨ifrovan¡ jednou aj druhou mrie�kou nezmen¡.Ozna�me ti znak, ktor� je v texte t na i-tej poz¡ii. Najprv si uvedomme, �e ak s£ vrholyi a j v grafe G spojen� hranou, tak ti = tj. To vypl�va z kon¨trukie grafu G { ak p¡smenoti prejde po za¨ifrovan¡ jednou alebo druhou mrie�kou na poz¡iu j, tak mus¡ by� rovnak�,ako p¡smeno, ktor� bolo na poz¡ii j v texte t (inak by sa text zmenil). Podobne mo�nopostupova� pre pr¡pad, �e naopak tj sa ¨ifrovan¡m dostane na poz¡iu i.Roz¨¡ren¡m tejto £vahy mo�no odvodi�, �e pre �ubovo�n� dva vrholy i a j nah dza-j£e sa v jednom komponente s£vislosti plat¡, �e ti = tj. Ak s£ toti� i a j v tom istomkomponente, sp ja ih nejak  esta. Ka�d� dva po sebe id£e vrholy na tejto este s£spojen� hranou a teda na im zodpovedaj£ih poz¡i h v t musia by� rovnak� znaky.Vyu�it¡m tranzit¡vnosti rovnosti (ak ta = tb a tb = t, tak ta = t) dostaneme z t�htorovnost¡ aj rovnos� pre konov� vrholy esty (ti = tj).Dok zali sme, �e ak sa t nezmen¡ za¨ifrovan¡m pomoou ani jednej z mrie�ok, tak nav¨etk�h poz¡i h z jedn�ho komponentu s£vislosti s£ rovnak� p¡smen . Teraz dok �eme,�e ak naopak na v¨etk�h poz¡i h z jedn�ho komponentu s£vislosti s£ rovnak� p¡smen ,tak text t bude ma� po za¨ifrovan¡ jednou aj druhou mrie�kou na poz¡i h z tohtokomponentu p�vodn� hodnoty. Majme teda vrhol i z n ¨ho komponentu. Na poz¡iu iv¨ak po za¨ifrovan¡ �ubovo�nou z mrie�ok v�dy prejd£ iba znaky z poz¡i¡ spojen�h s ihranou a tie s£ v tom istom komponente a maj£ teda t£ ist£ hodnotu.Vid¡me, �e t sa nezmen¡ za¨ifrovan¡m pr ve vtedy, ke� s£ v ka�dom komponente nav¨etk�h poz¡i h rovnak� znaky. Ka�d� z komponentov m��e ma� priraden� jedenz K znakov, pri�om znaky m��eme komponentom prira�ova� nez visle, elkov� po�etmo�nost¡ je teda KP .Algoritmus je teda jednoduh�. Na z klade mrie�ky (simul iou ¨ifrovania) zostav¡megraf G a pomoou preh�ad vania do ¨¡rky alebo do h�bky zist¡me po�et jeho komponentovP . Potom sta�¡ umoni� K na P . Graf G m  4N2 vrholov, pri�om ka�d� vrhol m  stu-pe¤ najvia 4. Celkov� po�et hr n je teda najvia 8N2. �asov  zlo�itos� preh�ad van¡mgrafu a aj elkov  zlo�itos� algoritmu je teda O(N2). Pam��ov  zlo�itos� je tie� O(N2).



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria P 111P { III { 2Poz¡iu hry, ke� na prvej k�pke ost va x a na druhej k�pke y z paliek, ozna�¡me (x; y).Hra sa teda za�¡na na poz¡ii (a; b) a kon�¡ v okamihu, ke� sa prv�k t dostane do stavu(x; y) pre nejak� x; y tak�, �e x < p a y < p.�ahom rozumieme dvojiu �¡sel (t; u) z mno�iny M = f(p; 0); (q; 0); (0; p); (0; q)g. Akv poz¡ii (x; y) vykon me �ah (t; u), hra prejde do poz¡ie (x� t; y � u). V poz¡ii (x; y)je pr¡pustn� previes� �ah (t; u) pr ve vtedy, ke� je t � x a u � y.Poz¡iu (x; y) budeme vola� vyhr vaj£ou, ak v nej existuje vyhr vaj£a hern  stra-t�gia pre hr �a, ktor� je pr ve na �ahu. V opa�nom pr¡pade ozna�ujeme poz¡iu akoprehr vaj£u.Vo vyhr vaj£ej poz¡ii mus¡ existova� aspo¤ jeden pr¡pustn� �ah, ktor� hru prevediedo prehr vaj£ej poz¡ie (tento �ah je potom s£�as�ou vyhr vaj£ej strat�gie). Naopak,�ubovo�n� �ah pr¡pustn� v prehr vaj£ej poz¡ii mus¡ vies� do nejakej vyhr vaj£ej poz¡ie(neh �ah  s£per akoko�vek, op�� budeme ma� k dispoz¡ii �ah ved£i k v�hre). Najprvdok �eme nasleduj£u vetu:Veta 1 Poz¡ia (x; y) je vyhr vaj£a pr ve vtedy, ke� je vyhr vaj£a poz¡ia (x1; y1), kdex1 a y1 s£ zvy¨ky po delen¡ �¡sel x; y �¡slom p+ q.D�kaz: D�kaz urob¡me matematikou indukiou pod�a hodnoty x + y.1. Pre x + y < p+ q tvrdenie zrejme plat¡ (x1 = x, y1 = y).2. Neh tvrdenie plat¡ pre v¨etky x, y tak�, �e x+ y < s, kde s � p+ q. Neh x; y s£�ubovo�n� �¡sla tak�, �e x + y = s.(a) Ak je poz¡ia (x1; y1) vyhr vaj£a, potom nutne existuj£ (t; u) 2 M tak�, �epoz¡ia (x1 � t; y1 � u) je prehr vaj£a (x1 � t � 0; y1 � u � 0). Ke��e (x �� t) + (y � u) < s, pod�a induk�n�ho predpokladu je poz¡ia (x � t; y � u)prehr vaj£a a teda poz¡ia (x; y) je vyhr vaj£a, lebo prv� hr � m��e od �¡slax od�¡ta� �¡slo t a od �¡sla y �¡slo u.(b) Ak je poz¡ia (x1; y1) prehr vaj£a, potom sporom predpokladajme, �e poz¡ia(x; y) je vyhr vaj£a. Potom hr �, ktor� je na �ahu, m��e svoj¡m �ahomprejs� k prehr vaj£ej poz¡ii. Bez ujmy na v¨eobenosti predpokladajme, �evyhr vaj£im �ahom je odpo�¡tanie �¡sla p od �¡sla x (�al¨ie 3 mo�nosti sadaj£ vyrie¨i� analogiky). Potom poz¡ia (x� p; y) je prehr vaj£a. Ak x2 jezvy¨ok po delen¡ �¡sla x � p �¡slom p + q, pod�a induk�n�ho predpokladu jepoz¡ia (x2; y1) prehr vaj£a. Ak x1 � p, je (x2; y1) = (x1�p; y1), ak je x1 < p,potom (x2; y1) = (x1+ q; y1). V oboh pr¡padoh dost vame spor, lebo zrejmenem��u by� s£�asne prehr vaj£e poz¡ie (x1; y1) a (x1 � p; y1) ani (x1; y1) a(x1 + q; y1). 2�alej budeme analyzova� poz¡ie (x; y) v pr¡pade, �e x < p + q a y < p + q. Najprvspo�¡tame paritu po�tu �ahov zost vaj£ih do kona hry v poz¡ii (x; 0), kde 0 � x << p+ q:



112 48. ro�n¡k matematikej olympi dy1. Ak je x < q, hr �i m��u iba od�¡tava� hodnotu p a teda preved£ pr ve bx=p �ahov.2. Ak je x � q, hr �i m��u bu� previes� pr ve jeden �ah (v pr¡pade, �e odpo�¡taj£�¡slo q), alebo preved£ pr ve bx=p �ahov (v pr¡pade, �e v prvom �ahu odpo�¡taj£�¡slo p, v �al¨¡h �ahoh u� m��u odpo�¡tava� iba �¡slo p, q u� odpo�¡ta� nem��u).Teda plat¡:A) Ak je bx=p nep rne, m  hra v�dy nep rny po�et �ahov.B) Ak je bx=p p rne a x < q, hra m  v�dy p rny po�et �ahov.C) Ak je bx=p p rne a x � q, hra m��e ma� p rny alebo nep rny po�et �ahov,rozhoduje o tom prv� �ah.Teraz uva�ujme o v¨eobenej po�iato�nej poz¡ii (a; b). Ke��e za�¡naj£i hr � vyhr vapr ve vtedy, ke� je elkov� po�et �ahov nep rny, �ahko uk �eme, �e plat¡ nasleduj£etvrdenie.Veta 2 Poz¡ia (a; b) je pre a < p + q, b < p + q prehr vaj£a pr ve vtedy, ke� nastanepr ve jedna z dvoh mo�nost¡:1. ba=p,bb=p s£ obe nep rne2. ba=p,bb=p s£ obe p rne a ba=q+ bb=q je p rne.D�kaz: Rozoberieme 9 mo�nost¡ pod�a toho, ak£ z podmienok A, B, C �¡sla a; b sp�¤aj£.Ak �iadne z �¡sel a; b nesp�¤a podmienku C, v�sledok nez le�¡ na hre hr �ov a zrejmep rny po�et �ahov nastane pr ve vtedy, ke� bu� obe sp�¤aj£ A, alebo obe sp�¤aj£ B. Akpr ve jedno z �¡sel a; b sp�¤a podmienku C, prv� hr � toto �¡slo m��e vhodne zn¡�i� tak,aby vyhral, lebo po�et �ahov druh�m �¡slom je pevne ur�en�. Nakonie, ak sp�¤aj£ obe�¡sla podmienku C, vyhr va druh� hr �, preto�e po �ubovo�nom �ahu prv�ho hr �a m��edruh� hr � s nepou�it�m �¡slom previes� rovnak£ oper iu a t�m dosiahnu� p rny po�et�ahov. Teda poz¡ia (a; b) je prehr vaj£a, ak obe �¡sla a; b sp�¤aj£ podmienku A,B aleboC, �o hne� d va dokazovan� tvrdenie. 2Z dok zan�h tvrden¡ vypl�va:Pre �ubovo�n� el� nez porn� �¡sla a; b je poz¡ia (a; b) prehr vaj£a pr ve vtedy, ke�nastane pr ve jedna z mo�nost¡1. ba1=p; bb1=p s£ obe nep rne2. ba1=p; bb1=p s£ obe p rne a ba1=q+bb1=q je p rne, kde a1; b1 s£ zvy¨ky po delen¡�¡sel a; b �¡slom p+ q.



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria P 113P { III { 3a) Rie¨en¡m £lohy je nasleduj£a sh�ma:
X1 ! 1X (1)X ! ℄ (2)[11 ! 1[ (3)[1 ! [ (4)[℄ ! j℄1 (5)1j ! j1 (6)j℄ ! :� (7)j ! [ (8)11 ! [1X (9)1 ! 1 (10)

Ak vstupn� slovo obsahuje jedin£ jednotku reprezentuj£u hodnotu nula, opakovanesa bude vykon va� formula 10 a d�jde k zaykleniu v�po�tu (algoritmus je pre nulunepr¡pustn�).Ak je na vstupe kladn� �¡slo N (zap¡san� ako N + 1 jednotiek), najprv sa vykon formula 9, ktor  na za�iatok slova umiestni z tvorku [ a odstr ni jednu nadbyto�n£jednotku pou�¡van£ v zvolenom k¢dovan¡ �¡sel. Opakovan�m prev dzan¡m formuly1 sa potom premiestni pomon� symbol X na prav� okraj slova, kde sa formulou2 premen¡ na z tvorku ℄. Po pou�it¡ trojie pravidiel 9, 1, 2 bude vstupn� slovopreveden� na tvar [11111111℄, teda N jednotiek v z tvork h.�alej sa v�dy opakovan¡m formuly 3 vydel¡ �¡slo dvoma, pomoou pravidla 4 sapr¡padne odstr ni zost vaj£a nep rna jednotka a pou�it¡m 5 sa pri�¡ta jedna jed-notka do v�sledku, ktor� sa vytv ra na pravom okraji slova za znakom ℄. Formuly 6a 8 potom zaistia obnovenie situ ie pred �al¨¡m delen¡m. Po dosiahnut¡ nulov�hov�sledku delen¡ sa uplatn¡ pravidlo 7, ktor� vyma�e ost vaj£e pomon� symbolya v�po�et ukon�¡.Pop¡san� algoritmus je zalo�en� na skuto�nosti, �e doln  el  �as� dvojkov�ho loga-ritmu �¡sla N ud va, ko�kokr t m��eme �¡slo opakovane elo�¡selne vydeli� dvoma,ne� dostaneme nulov� v�sledok. Formula 6 sa uplatn¡ i v pr¡pade nulov�ho po-dielu a prip¡¨e jednu 1 k v�sledku | vo v�sledku sa preto objav¡ v�dy o jednu 1via, ne� ko�ko je spr vna hodnota dvojkov�ho logaritmu. To v¨ak presne odpoved zvolen�mu k¢dovaniu �¡sel.



114 48. ro�n¡k matematikej olympi dyb) Rie¨en¡m zadanej £lohy je nasleduj£a sh�ma:X01 ! X01 (1)X00 ! X00 (2)X0 ! :� (3)X1 ! B (4)A0 ! A (5)A1 ! B (6)B0 ! C (7)B1 ! A (8)C0 ! B (9)C1 ! C (10)A ! :� (11)B ! B (12)C ! C (13)� ! X (14)Formula 14 najprv umiestni na za�iatok vstupn�ho slova pomon� symbolX. Pod�aza�iatku zadan�ho slova sa potom vykon  jedna z form£l 1-4. Bin rny z pis �¡slanem��e za�¡na� nulou a pritom obsahova� via ako jednu ifru | v takom pr¡pade sauplatn¡ pravidlo 1 alebo 2 a d�jde k zaykleniu v�po�tu nad nepr¡pustn�m vstupom.Ak vstupn� slovo obsahuje jedin£ nulu, pravidlo 3 zaist¡ ukon�enie v�po�tu |algoritmus je pr¡pustn�, preto�e nula je bezo zvy¨ku delite�n  tromi. Kone�ne, akza�¡na bin rny z pis �¡sla ifrou 1, je t to ifra nahraden  pomon�m symbolom Ba v�po�et pokra�uje v �al¨ej �asti sh�my.Formuly 5-10 prev dzaj£ jednoduh£ anal�zu zadan�ho re�aza, ktor� obsahujekladn� el� �¡slo korektne zap¡san� v dvojkovej s£stave. �¡slo spraov vame z�avadoprava ifru po ifre a sledujeme, ak� zvy¨ok po delen¡ tromi d va �¡slo predstavo-van� u� spraovan�mi dvojkov�mi �¡sliami. Pod�a hodnoty tohto zvy¨ku men¡mepomon� symbol na A, B alebo C (A pre zvy¨ok 0, B pre zvy¨ok 1, C pre zvy¨ok 2).Formula 4 odobrala z dvojkov�ho z pisu �¡sla ved£u jednotku a pomon� symbolnastavila na B, lebo �¡slo jedna d va po delen¡ tromi zvy¨ok 1.Ak u� m me pre�¡tan£ z �avej strany vstupn�ho re�aza skupinu dvojkov�h i�erpredstavuj£ih nejak� �¡slo V , m��eme rozl¡¨i� tri pr¡pady pod�a zvy¨ku po delen¡�¡sla V tromi:(a) V je bezo zvy¨ku delite�n� tromi (stav A)� ak prid me k jeho dvojkov�mu z pisu ifru 0, dostaneme hodnotu 2V ,ktor  je tie� delite�n  tromi (formula 5)� ak prid me k jeho dvojkov�mu z pisu ifru 1, dostaneme hodnotu 2V +1,ktor  d va pri delen¡ tromi zvy¨ok 1 (formula 6).



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria P 115(b) V d va po delen¡ tromi zvy¨ok 1, je teda tvaru V = 3k + 1 (stav B)� ak prid me k jeho dvojkov�mu z pisu ifru 0, dostaneme hodnotu 2V == 6k + 2, ktor  d va pri delen¡ tromi zvy¨ok 2 (formula 7)� ak prid me k jeho dvojkov�mu z pisu ifru 1, dostaneme hodnotu 2V ++ 1 = 6k + 3, ktor  je bezo zvy¨ku delite�n  tromi (formula 8).() V d va po delen¡ tromi zvy¨ok 2, je teda tvaru V = 3k + 2 (stav C)� ak prid me k jeho dvojkov�mu z pisu ifru 0, dostaneme hodnotu 2V == 6k + 4, ktor  d va pri delen¡ tromi zvy¨ok 1 (formula 9)� ak prid me k jeho dvojkov�mu z pisu ifru 1, dostaneme hodnotu 2V ++ 1 = 6k + 5, ktor  d va pri delen¡ tromi zvy¨ok 2 (formula 10).Po spraovan¡ el�ho vstupn�ho slova ur�uje posledn� pomon� symbol, ak� jev�sledn� zvy¨ok po elo�¡selnom delen¡ zadan�ho �¡sla tromi. Ak je v�sledn�msymbolom A, zadan� �¡slo bolo delite�n� tromi a formula 11 preto v�po�et £spe¨neukon�¡. V pr¡pade symbolov B a C i¨lo o dvojkov� z pis �¡sla, ktor� nebolo deli-teln� tromi - pomoou pravidla 12 alebo 13 sa teda zaist¡ zayklenie v�po�tu nadnepr¡pustn�m vstupn�m slovom.P { III { 4Na rie¨enie tejto £lohy neexistuje jednozna�ne najlep¨ie rie¨enie, uvedieme teraz pretonieko�ko tehn¡k, ktor� mo�no pri rie¨en¡ pou�i�. Zdrojov� text vzorov�ho programuneuv dzame, rie¨itelia ho dostan£ na diskete, spolu so vstupn�mi s£bormi. �tandardnesa Vigen�erova ¨ifra de¨ifruje pomoou frekveni¡ v�skytov jednotliv�h p¡smen v danomprirodzenom jazyku. Nako�ko n ¨ slovn¡k nie je pr¡li¨ ve�k� a v za¨ifrovanom texte s£zahovan� medzery, mo�no s £spehom pou�i� aj vhodne upraven� preh�ad vanie v¨etk�hmo�nost¡ (z mno�iny v¨etk�h k�£�ov vyberieme dostato�ne mal£ podmno�inu mo�n�hk�£�ov a tie vysk£¨ame). Uvedieme hlavn� my¨lienky obidvoh rie¨en¡.Rie¨enie pomoou frekveni¡ v�skytov je s¡e r�hle, nie v�dy v¨ak n jde spr vnerie¨enie. Preto je pomerne vhodn� spoji� t£to tehniku e¨te s preh�ad van¡m v¨etk�hmo�nost¡. Napr¡klad m��eme sk£si� uh dnu� rie¨enie pomoou frekveni¡, a ak taktonen jdeme spr vne rie¨enie, spust¡me e¨te preh�ad vanie v¨etk�h mo�nost¡. Pr¡padnem��eme pomoou frekveni¡ v�skytov uh dnu� d��ku k�£�a a sk£¨a� u� iba t£to d��ku.Rie¨enie pomoou frekveni¡ v�skytov. Toto rie¨enie je zalo�en� na tom, �e v textev prirodzenom jazyku sa niektor� p¡smen  (napr¡klad samohl sky) vyskytuj£ �astej¨ie akoin� p¡smen . Frekveniou p¡smena v texte budeme naz�va� po�et v�skytov tohto p¡smenav texte vydelen� elkov�m po�tom p¡smen. Ak si pre nieko�ko dlh�h textov v tom istomjazyku spo�¡tame frekvenie jednotliv�h p¡smen, uvid¡me, �e s£ pomerne podobn�. Pride¨ifrovan¡ textu sa sna�¡me n js� tak� heslo, aby sa vzniknut� frekvenie �o najviapodobali na frekvenie pou�it�ho prirodzen�ho jazyka.Mal� p¡smen  anglikej abeedy ozna�me �¡slami 0 (a) a� 25 (z). Vynehajme teraz zoza¨ifrovan�ho textu medzery a p¡smen  za¨ifrovan�ho textu ozna�me porade 0; 1; : : : ; l�1,



116 48. ro�n¡k matematikej olympi dykde l po�et p¡smen v za¨ifrovanom texte. K�£� budeme ozna�ova� K = k0k1 : : : kd�1. N j-denie k�£�a sa sklad  z dvoh pod£loh: v prvej f ze mus¡me zisti� d��ku k�£�a d a v druhejsamotn� k�£� K.Predpokladajme teraz, �e pozn me d��ku k�£�a d. P¡smen  si rozdel¡me do d skup¡npod�a toho, ktor�m p¡smenom k�£�a boli za¨ifrovan�. Prv£ skupinu bud£ teda tvori�p¡smen  0; d; 2d; : : :, tie boli za¨ifrovan� znakom k�£�a k0. Vo v¨eobenosti skupinuza¨ifrovan£ znakom k�£�a ki tvoria znaky i; d+i; 2d+i; : : :.Pok£sime sa teraz ur�i� p¡smeno ki. Ak n¡m od¨ifrujeme jeho skupinu p¡smen, maliby sa ih frekvenie podoba� rozdeleniu frekveni¡ jednotliv�h znakov v be�nom texte.Mus¡me si stanovi� krit�rium, ktor� ur�¡, nako�ko sa dve rozdelenia frekveni¡ navz jompodobaj£. Pri ¨tatistik�h v�po�toh sa obvykle pou�¡va nasleduj£i vz�ah (pj je frek-venia v�skytu p¡smena j v be�nom texte, fj;ki je frekvenia v�skytu p¡smena j v na¨ejskupine po od¨ifrovan¡ pomoou ki):oki = vuut 25Xj=0(fj;ki � pj)2;pri�om frekvenia sa podobaj£ t�m via, �¡m je ni�¨ie oki. Vysk£¨ame teda, pre ktor�ki bude t to suma minim lna (v¨imnime si, �e plat¡ fa;b = fa�i;b�i pre i = 0; 1; : : : ; 25, �je s�¡tanie modulo 26; z �¡sel fa;b n m teda sta�¡ po�¡ta� len f0;0; f1;0; : : : f25;0).Tak�mto sp�sobom by sme boli shopn¡ efekt¡vne pre dan£ d��ku s ve�kou pravde-podobnos�ou n js� k�£�. T to met¢da funguje pre dostato�ne dlh� ¨ifrov� texty, prespo�ahliv� hod posta�uje okolo 50 znakov ¨ifrov�ho textu na jeden znak k�£�a.Ost va probl�m s ur�en¡m d��ky k�£�a. Najjednoduh¨ou met¢dou je vysk£¨a� v¨etkyd��ky od 1 po ur�en� maximum, n js� pre dan£ d��ku kandid ta na k�£�, de¨ifrova� n¡m¨ifrov� text a overi�, �i sme dostali text skladaj£i sa zo slov v slovn¡ku. Inou mo�nos�ouje pok£si� sa ur�i� aj d��ku ¨tatistiky { vyberieme tak£ d��ku k�£�a, aby ¨tatistik odh�lka frekveni¡ v�skytu p¡smen v ¨ifrovom texte de¨ifrovanom pomoou n jden�hok�£�a (danej d��ky) od hodn�t pi bola minim lna. Ak je re�aze K k�£�om, takistobud£ aj KK, KKK, : : : at�. Preto minim lnu odh�lku dostaneme pre viaero d��ok, zktor�h samozrejme vyberieme minim lnu.Preh�ad vanie v¨etk�h mo�nost¡ Pri preh�ad van¡ v¨etk�h mo�nost¡ sk£¨amev¨etky mo�n� d��ky k�£�a od 1 a� po 50 a sna�¡me sa n js� prv£, pre ktor£ existujevyhovuj£i k�£�. Pre ka�d£ d��ku �alej sk£¨ame jednotliv� k�£�e.Samozrejme, �e v¨etk�h k�£�ov d��ky k je 26k, �o je u� pre pomerne n¡zke k ve�mive�k� �¡slo. Preto nem��eme bezhlavo sk£¨a� v¨etky mo�nosti. Dobr� rie¨enie dostanemetakto. N ¨ k�£� budeme vytv ra� postupne. Za�neme s k�£�om, v ktorom bud£ namiestop¡smen znaky *, ktor� znamenaj£, �e dan� p¡smeno k�£�a e¨te nie je ur�en� (t.j. m��etam by� �ubovo�n� p¡smeno). Potom postupne po jednej budeme hviezdi�ky nahr dza�p¡smenami, pri�om pre ka�d£ hviezdi�ku rekurz¡vne sk£¨ame v¨etky mo�nosti nahradeniaostatn�h hviezdi�iek. D�le�it� v¨ak je, �e zaka�d�m ke� niektor£ hviezdi�ku nahrad¡mep¡smenom, skontrolujeme konzistentnos� doteraz vytvoren�ho k�£�a so za¨ifrovan�m tex-tom (a slovn¡kom). Znamen  to, �e v ka�dom slove za¨ifrovan�ho textu od¨ifrujemepomoou n ¨ho k�£�a p¡smen , ktor� sme u� v k�£�i ur�ili a na poz¡ie zodpovedaj£e



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria P 117hviezdi�k m d me hviezdi�ky. Potom zis�ujeme, �i sa daj£ hviezdi�ky v roz¨ifrovanomslove nahradi� tak, aby sme dostali slovo zo slovn¡ka (t.j. h�ad me v slovn¡ku slovo, ktor�sa s na¨im neza¨ifrovan�m slovom zhoduje na v¨etk�h nehviezdi�kov�h poz¡i h). Ako-n hle zist¡me, �e niektor� slovo po takomto �iasto�nom roz¨ifrovan¡ nejde doplni� na slovozo slovn¡ka, vieme, �e v na¨om doteraz vytvorenom k�£�i je niektor� p¡smeno nespr vne,nem  teda zmysel sk£¨a� nahr dza� v ¤om �al¨ie hviezdi�ky p¡smenami.Sk£senosti ukazuj£, �e ak sk£¨ame napr¡klad nespr vnu d��ku k�£�a, tak v��¨inou hne�po dosaden¡ prv�ho p¡smena do k�£�a zist¡me, �e t to mo�nos� nie je spr vna, sta�¡ tedavysk£¨a� 26 mo�nost¡. Podobne ve�mi r�hlo sa t�mto sp�sobom objav¡ aj pr¡pad, ke�umiestnime na niektor� miesto zl� p¡smeno. Na prv� poh�ad sa m��e zda�, �e preh�ad va�po doplnen¡ ka�d�ho p¡smena do k�£�a ka�d� slovo za¨ifrovan�ho textu a pre ka�d� tak�toslovo e¨te preh�ad va� ve�k£ �as� slovn¡ka sa neoplat¡, tak�mto preh�ad van¡m n m v¨akubudne ve�mi ve�a mo�nost¡.Pri tomto sp�sobe rie¨enia je vhodn� slovn¡k reprezentova� tak, �e slov  m me roz-delen� do zoznamov pod�a d��ky, aby sme pri vyh�ad van¡ nemuseli zbyto�ne prezera� ajslov  in�h d��ok. V t�hto zoznamoh u� v¨ak nemus¡me slov  ¨pei lne usporad£va�,vyh�ad vame v nih line rne.Pop¡¨eme teraz e¨te jedno zlep¨enie. Je zalo�en� na jednoduhej my¨lienke: slovniektor�h d��ok (ve�mi kr tkyh a ve�mi dlh�h slov) je pomerne m lo. Ak by sme textde¨ifrovali ru�ne, sk£¨ali by sme na tieto miesta dosadzova� jednotliv� slov , �o by n mur�ilo �as� k�£�a. Takto z¡skan£ �as� k�£�a by sme sa potom sna�ili roz¨¡ri�.Uk �eme teraz, ako t£to my¨lienku vyu�i� v programe. Predpokladajme napr¡klad, �ev za¨ifrovanom texte je na niektorom mieste slovo d��ky 2 za�¡naj£e na a a �e �iadne slovod��ky 2 v slovn¡ku sa neza�¡na p¡smenom z. Potom by sme vedeli, �e v k�£�i na mieste,ktor� sa podp¡salo pod dan� miesto, ur�ite nebolo p¡smeno b, lebo pomoou p¡smena bsme p¡smeno a mohli dosta� iba z p¡smena z (a p¡smeno z na danej poz¡ii by� nem��e).Tak�hto obmedzen¡ m��eme na z klade slovn¡ka n js� via a pre ka�d£ poz¡iu k�£�avytvor¡me zoznam hodn�t, ktor� sa na tomto mieste v k�£�i m��u vyskytn£�. V priazni-vom pr¡pade sa stane, �e na niektorej poz¡ii n m zostane nula mo�nost¡ { znamen  to,�e sme zvolili nespr vnu d��ku k�£�a a treba sk£¨a� in� k�£�.Ak v¨ak m me pre ka�d£ poz¡iu k�£�a aspo¤ jednu mo�nos�, m��eme pou�i� z¡skan�inform ie pri preh�ad van¡. Preh�ad vame v podstate rovnako ako predt�m { v�dydosad¡me jedno p¡smeno do k�£�a a over¡me spr vnos� k�£�a. Sk£¨ame v¨ak iba tiemo�nosti, ktor� predt�m nevyl£�ili. Navy¨e je v�hodn� za�a� t�mi poz¡iami k�£�a, ktor�maj£ najmenej mo�nost¡.Pre prirodzen� texty sa pri tomto sp�sobe rie¨enia �asto st va, �e pre nespr vnu d��kuk�£�a z¡skame pre niektor£ poz¡iu nula mo�nost¡, tak�e k samotn�mu preh�ad vaniu aninepr¡de. Naopak, ak sk£¨ame spr vnu d��ku k�£�a, tak n m pre mnoh� (niekedy aj prev¨etky) poz¡ie zostane iba jedna mo�nos�, ktor£ m��eme priamo do k�£�a dosadi�.



118 48. ro�n¡k matematikej olympi dyP { III { 5Zadanie najprv obmedz¡me na vybran� druhy v�robkov. Zru¨¡me ponuky neobsahuj£enami vybran� druhy v�robkov. Z ka�dej ponuky vy¨krt me v�robky, ktor� nie s£ vy-bran�. Pokia� niektor  ponuka obsahovala v��¨¡ po�et predmetov, ako heme nak£pi�,obmedz¡me ho na nakupovan� po�et. Ak po zo¨krtan¡ dostaneme viaero pon£k s rovna-k�mi po�tami vybran�h predmetov, neh me iba t£ najlanej¨iu. Z podmienok zadaniatrivi lne vypl�va, �e takto upraven  £loha bude ma� rovnak� rie¨enie, ako p�vodn . Bu-deme ju rie¨i� dynamik�m programovan¡m.M me teda predmety o�¡slovan� 1 a� k (k � 5) s enami i a z ka�d�ho z t�htopredmetov heme nak£pi� mi (mi � 6) kusov s vyu�it¡m pon£k, pri�om i-ta ponukazla¤uje sadu s pij kusmi j-teho tovaru na enu wi.Najsk�r si zade�nujeme kon�gur ie a oper ie s nimi:� Kon�gur iami nazveme postupnosti 1; : : : ; k el�h nez porn�h �¡sel, kde ivyjadruje, ko�ko kusov i-teho druhu tovaru nakupujeme, pri�om tento po�et nesmieprekro�i� mi.� Kon�gur ie mo�no s�¡tava� po zlo�k h, pri�om ak �ubovo�n  zlo�ka presiahnemi, obmedz¡me ju na mi (s�¡tanie kon�gur i¡ x a y ozna�me x� y). Zrejme plat¡x� y = y � x.� Kon�gur ia y je roz¨¡ren¡m kon�gur ie x (p¡¨eme x � y, pr¡padne x � y, aknavy¨e x 6= y), ak pre ka�d� i je xi � yi. Zrejme plat¡ x � x� y.� Kon�gur ia je trivi lna, ak obsahuje jedin� kus jedin�ho tovaru (kon�gur iuobsahuj£u jeden kus i-teho predmetu ozna�me Ti).� Kon�gur ia je prost , ak ju mo�no dosta� s�¡tan¡m pon£k (bez prid vania jed-notliv�h predmetov).Ke��e pre ka�d£ kon�gur iu e je v�dy ei � 6, m��eme sa na kon�gur ie pozera� akona z pisy �¡sel v sedmi�kovej s£stave a pod�a toho ih o�¡slova� �¡slami v rozsahu 0 a�75 � 1 = 16806. Ozna�me ve tak�to k¢d kon�gur ie e. Je jasn�, �e prevod e na ve anaopak mo�no urobi� v �ase O(k).Ozna�me �alej we minim lnu enu, za ktor£ mo�no nak£pi� kon�gur iu e. Je zrejm�,�e wx�y � wx + wy. Navy¨e ak x � y, potom wx � wy.Na¨¡m ie�om je n js� kon�gur iu e, ktor  je roz¨¡ren¡m zadanej kon�gur ie m a jejwe je najmen¨ie mo�n�. Ke��e n kup sa v�dy sklad  zo zlanen�h pon£k doplnen�hjednotliv�mi predmetmi, mo�no ka�d£ kon�gur iu e rozlo�i� na prost£ kon�gur iu pa nieko�ko trivi lnyh kon�gur i¡ ki tak, �e e = p � Pi ki a teda we = wp + Piwkipre nejak� vyhovuj£e p a postupnos� ki. Ak by sme teda vedeli spo�¡ta� eny wp prev¨etky prost� kon�gur ie, m me £lohu vyrie¨en£, preto�e sta�¡ presk£ma� tie mo�nosti,kde prost� kon�gur ie dopln¡me trivi lnymi tak, aby v�sledn  kon�gur ia obsahovalav¨etky po�adovan� predmety z m.



Rie¨enia s£�a�n�h £loh, kateg¢ria P 119Ceny prost�h kon�gur i¡ spo�¡tame dynamik�m programovan¡m, pri�om budemepostupova� od kon�gur i¡ s najmen¨¡m vp a� po kon�gur ie s najv��¨¡m vp. Pre pr zdnukon�gur iu (jej k¢d je nula) je jej ena nulov . Ke��e optim lne zaplatenie ka�dejnepr zdnej prostej kon�gur ie zahª¤a prik£penie nejakej z�avnenej ponuky k niektorejmen¨ej prostej kon�gur ii, sta�¡ polo�i�wp = minfwqi + wj; qi � pj = p;qi � p je prost  kon�gur ia, pj je kon�gur ia z�avnenej ponukyg:To mo�no �ahko urobi�, ke��e v okamihu po�¡tania minim lnej eny kon�gur ie p s£ enyv¨etk�h men¨¡h potrebn�h kon�gur i¡ wi u� vypo�¡tan� (qi � p, a teda vqi < vp).Zadanie v¨ak vy�aduje nielen v�po�et we, ale tie�, ktor� ponuky sme pre minim lnyn kup pou�ili. Na to sta�¡ pri v�po�te minima pripoji� aj inform iu o tom, pre ktor�i; j sa minimum dosahuje a pod�a toho potom prost£ kon�gur iu p, ktorej roz¨¡ren¡mz¡skame optim lne zaplatenie e, rozlo�i� na ponuky (odobrat¡m poslednej pridanej ponukyz¡skame men¨iu prost£ kon�gur iu, ktor£ rozlo�¡me t�m ist�m sp�sobom).�asov  zlo�itos�. Pr¡pravn  f za (�ltrovanie zadania) trv  O(nm), v�po�et mini-m lnyh ien prost�h kon�gur i¡ O(smk) (kde s = (1 + maximi)k) je po�et v¨etk�hkon�gur i¡), v�po�et minim lnej eny zadanej kon�gur ie O(sk) a sp�tn� vyh�adanieoptim lneho zaplatenia O(s). Celkovo teda O((1 + maximi)kmk + nm).Pam��ov  zlo�itos�. O((1 + maximi)k +mk + n).



6. Stredoeur¢pska informatik  olympi da�iesta Stredoeur¢pska olympi da v programovan¡ (Central European Olympiad inInformatis | CEOI) sa konala v d¤oh 2. { 9. septembra 1999 v Brne. CEOI je s£�a�oustredo¨kol kov; ka�d  z£�astnen  krajina m  pr vo vysla� ¨tyroh s£��iaih, ved£ehov�pravy a z stupu ved£eho. Pravidelne sa jej z£�ast¤uj£ zakladate�sk� krajiny �esk Republika, Chorv tsko, Ma�arsko, Po�sko, Rumunsko, Slovensk  Republika a Slovinsko.Tento rok organiz tori vyu�ili pr vo pozva� t¡my z Nemekej spolkovej republiky, Bosnya Heregoviny a USA. Z �eskej republiky sa okrem o�i lneho t¡mu z£�astnili �al¨ie dva{ �esk  republika B a t¡m z Gymn zia Jaro¨ova v Brne.Dru�stvo Slovenska sa z£�astnilo v zlo�en¡ Mihal Breznik� (gym. Pre¨ov), Vladi-m¡r Koutn� (gym. J. Hrona Bratislava), J n Orave (gym. J.G. Tajovsk�ho B. Bys-tria) a D vid P l (gym. J. Hrona Bratislava) pod veden¡m Martina P la a J na Senka(Matematiko-fyzik lna fakulta UK).Vzh�adom na to, �e na CEOI bolo vyslan� \B" dru�stvo (najlep¨¡ ¨tyria ¨tudenti saz£�astnia Medzin rodnej informatikej olympi dy v Tureku), neo�ak val sa tak� dobr�v�sledok, ako vlani. Slovensk� dru�stvo z¡skalo dve bronzov� medaily (J n Orave aD vid P l).Slovensko sa s£�a�e z£�astnilo v�aka sponzorskej podpore Slovenskej informatikejspolo�nosti, ktor  �nanovala estovn� n klady. Martin P lZadania £loh 6. Stredoeur¢pskej informatikej olympi dyObjedn vkyVed£i z sobovania (VZ) si utriedil v¨etky druhy tovaru abeedne pod�a n zvov na vi-sa�k h. V¨etky druhy, maj£e men  za�¡naj£e rovnak�m p¡smenom, s£ ulo�en� v rov-nakom sklade (v tej istej budove) ozna�enom t�mto p¡smenom. Po�as d¤a VZ prij¡maa knihuje objedn vky tovaru, ktor� maj£ by� dodan� zo skladov. Ka�d  objedn vkaobsahuje iba jeden druh tovaru. VZ spra£va po�iadavky v takom porad¡, v akom ihdostal.Pozn te dopredu v¨etky objedn vky, ktor� bude dnes VZ spraov va�, ale neviete, vakom porad¡. Zistite v¨etky mo�n� poradia, v ak�h m��e VZ nav¨t¡vi� sklady, ak hesplni� v¨etky po�iadavky pre dan� de¤ jednu po druhej.Vstup: Vstupn� s£bor ORDERS.IN obsahuje jedin� riadok so v¨etk�mi ozna�eniamipo�adovan�h tovarov (v n hodnom porad¡). Ka�d� druh tovaru je reprezentovan� za-�iato�n�m p¡smenom na visa�ke. S£ pou�it� iba mal� p¡smen  anglikej abeedy. Po�etobjedn vok neprekro�¡ 200.V�stup: V�stupn� s£bor ORDERS.OUT m  obsahova� v¨etky mo�n� poradia, v ktor�hm��e VZ nav¨tevova� sklady. Ka�d� sklad je reprezentovan� jedn�m mal�m p¡smenom



6. Stredoeur¢pska informatik  olympi da, zadania 121anglikej abeedy|za�iato�n�m p¡smenom na visa�ke tovaru. Ka�d� poradie skladovvyp¡¨te do v�stupn�ho s£boru iba raz, ka�d� poradie na zvl ¨tny riadok. V¨etky riadkyobsahuj£e poradia musia by� utrieden� pod�a abeedy (pozri pr¡klad). �iadny v�stupn�s£bor neprekro�¡ 2 megabajty.Pr¡klad:ORDERS.INbbjd ORDERS.OUTbbdjbbjdbdbjbdjbbjbdbjdbdbbjdbjbdjbbjbbdjbdbjdbbHra s paritamiVy a kamar t hr vate nasleduj£u hru. V ¨ kamar t nap¡¨e postupnos� skladaj£u sa zn£l a jednotiek. Vy si vyberiete s£visl£ podpostupnos� (napr. podpostupnos� od tretej popiatu ifru vr tane) a sp�tate sa ho, �i t to podpostupnos� obsahuje p rny alebo nep rnypo�et jednotiek. V ¨ priate� odpovie na va¨u ot zku, a vy sa ho m��ete op�� sp�ta� nanejak£ in£ podpostupnos� at�. Va¨ou £lohou je uh dnu� el£ postupnos� i�er.Podozrievate v ¨ho priate�a, �e nie v¨etky jeho odpovede s£ spr vne a hete housved�i� z nepravdy. Rozhodli ste sa teda nap¡sa� program, ktor� v m s t�m pom��e.Program dostane postupnos� va¨ih ot zok spolu s odpove�ami, ktor� ste dostali odv ¨ho priate�a. Cie�om tohto programu je n js� prv£ odpove�, ktor  je dok zate�ne zl ,t.j. existuje postupnos�, ktor  s£hlas¡ s odpove�ami na v¨etky predh dzaj£e ot zky,av¨ak neexistuje postupnos�, ktor  s£hlas¡ aj s touto odpove�ou.Vstup: Prv� riadok vstupn�ho s£boru PARITY.IN obsahuje jedno �¡slo ud vaj£e d��kupostupnosti n£l a jednotiek. T to d��ka je men¨ia alebo rovn  1 000 000 000. V druhomriadku je jedno kladn� el� �¡slo ur�uj£e po�et polo�en�h ot zok a odpoved¡ na ne. Po-�et ot zok a odpoved¡ na ne je men¨¡ alebo rovn� 5 000. Nasleduj£e riadky ¨pei�kuj£ot zky a odpovede. Ka�d� riadok obsahuje jednu ot zku a odpove� na ¤u: dve el� �¡sla(poz¡ia prvej a poslednej ifry zvolenej s£vislej podpostupnosti) a jedno slovo ¨pei�ku-j£e odpove�, ktor� je bu� even pre p rny po�et jednotiek alebo odd pre nep rny po�etjednotiek.V�stup: Vo v�stupnom s£bore PARITY.OUT sa nah dza jedin� riadok obsahuj£i jednoel� �¡slo X. �¡slo X ud va, �e existuje postupnos� n£l a jednotiek vyhovuj£a prv�mX paritn�m podmienkam, av¨ak neexistuje �iadna postupnos� vyhovuj£a prv�m X + 1



122 48. ro�n¡k matematikej olympi dyparitn�m podmienkam. Ak existuje postupnos� n£l a jednotiek vyhovuj£a v¨etk�mzadan�m podmienkam, bude �¡slo X rovn� po�tu v¨etk�h polo�en�h ot zok.Pr¡klad 1:PARITY.IN1051 2 even3 4 odd5 6 even1 6 even7 10 odd
PARITY.OUT3

Pr¡klad 2:PARITY.IN1051 2 even1 4 even2 4 odd1 10 even3 10 even
PARITY.OUT5

Telef¢nne �¡slaV dne¨nom svete sa �asto stret vame s mno�stvom telef¢nnyh �¡siel, ktor� s£ st le dlh¨iea dlh¨ie. Potrebujete si tak�to �¡sla pam�ta�. Jedna z met¢d, ako to spravi�, je priradi��¡slam p¡smen  (vi�. obr zok).1 ij 2 ab 3 def4 gh 5 kl 6 mn7 prs 8 tuv 9 wxy0 oqzT�mto sp�sobom sa d  ka�d�mu slovu alebo skupine slov priradi� jednozna�n� �¡slo,teda m��ete si pam�ta� slov  namiesto �¡siel. Je jasn�, �e to m  svoje �aro, ak je mo�n�n js� jednoduh� vz�ah medzi slovom a danou osobou. Takto si m��te zapam�ta�, �etelef¢nne �¡slo v ¨ho priate�a ¨ahistu 941837296 sa d  pre�¡ta� ako WHITEPAWN a�¡slo v ¨ho ob�£ben�ho u�ite�a 2855304 ako BULLDOG.Nap¡¨te program, ktor� n jde najkrat¨iu postupnos� slov (t.j. maj£u najmen¨¡ mo�n�po�et slov), ktor  zodpoved  dan�mu �¡slu a dan�mu zoznamu slov. Priradenie p¡smen�¡sliiam je pop¡san� na obr zku hore.



6. Stredoeur¢pska informatik  olympi da, zadania 123Vstup: Prv� riadok vstupn�ho s£boru PHONE.IN obsahuje telef¢nne �¡slo, ktor�hoprepis m te n js�. �¡slo pozost va z najvia 100 i�er. Druh� riadok obsahuje elkov�po�et slov v slovn¡ku (maximum je 50 000). Ka�d� z nasleduj£ih riadkov obsahujejedno slovo, ktor� pozost va z maxim lne 50 mal�h p¡smen anglikej abeedy. Celkov ve�kos� vstupn�ho s£boru nepresiahne 300 kilobajtov.V�stup: Jedin� riadok v�stupn�ho s£boru PHONE.OUT obsahuje najkrat¨iu postupnos�slov, ktor£ na¨iel v ¨ program. Nasleduj£e slov  s£ od seba oddelen� jednou medzerou.Ak £loha nem  rie¨enie, tento riadok obsahuje text 'No solution.' Ak existuje viarie¨en¡ maj£ih minim lny po�et slov, vyp¡¨te �ubovo�n� z nih.Pr¡klad:PHONE.IN73251890875ityourrealityrealour
PHONE.OUTreality our

(�al¨ia mo�nos� 'real it your' zodpovedaj£a tomu ist�mu �¡slu je dlh¨ia)Hra na ¨ahovni�keMlad¡ program tori u� od ¨k�lky radi hr vaj£ nasledovn£ hru. Na ¨ahovnii s rozmermi4 x 4 (¨ahovni�ke) je 8 bielyh a 8 �iernyh kame¤ov (¨utrov), na ka�dom pol¡�ku presnejeden ¨uter. Tak£to kon�gur ia ¨utrov naz�vame poz¡ia hry. Dva ¨utre susedia, aks£ na pol¡�kah, ktor� maj£ spolo�n£ hranu (nie roh). To znamen , �e ka�d� ¨uter m nanajv�¨ ¨tyroh susedov. Jedin� pr¡pustn� �ah v na¨ej hre je v�mena �ubovo�n�h dvohsusedn�h ¨utrov. Va¨ou £lohou je n js� najkrat¨iu postupnos� �ahov transformuj£udan£ po�iato�n£ poz¡iu na dan£ konov£ poz¡iu.Vstup: Po�iato�n  poz¡ia hry je pop¡san  prv�mi 4 riadkami vstupn�ho s£boruGAME.IN. V ka�dom riadku s£ ¨tyri symboly, de�nuj£e farbu ka�d�ho kame¤a v riadkuz�ava doprava. Riadky vstupu popisuj£ riadky na ¨ahovni�ke zhora nadol. Symbol 0znamen  biely ¨uter a symbol 1 znamen  �ierny ¨uter. Medzi symbolmi nie je �iadnamedzera. Piaty riadok je pr zdny. Nasleduj£e ¨tyri riadky popisuj£ konov£ poz¡iut�m ist�m sp�sobom.V�stup: Prv� riadok v�stupn�ho s£boru GAME.OUT obsahuje po�et �ahov N . Nasledu-j£ih N riadkov popisuje postupnos� �ahov po�as hry. Jeden riadok popisuje jeden �aha obsahuje 4 kladn� el� �¡sla R1, C1, R2, C2 oddelen� jednou medzerou. S£ to s£radniesusedn�h pol¡�ok pre dan� �ah, t.j. pol¡�ok [R1; C1℄ a [R2; C2℄, kde R1 (resp. R2) je �¡sloriadku na ¨ahovni�ke a C1 (resp. C2) je �¡slo st�pa ¨ahovni�ky. Riadky na ¨ahovni�kes£ �¡slovan� od 1 (horn� riadok) po 4 (spodn� riadok) a st�pe s£ �¡slovan� od 1 (�av�st�pe) po 4 (prav� st�pe), teda s£radnie �av�ho horn�ho pol¡�ka s£ [1; 1℄. Ak existuje



124 48. ro�n¡k matematikej olympi dyviaero najkrat¨¡h postupnost¡ �ahov transformuj£ih dan£ po�¡ato�n£ poz¡iu na dan£konov£ poz¡iu, m��ete vyp¡sa� �ubuvo�n£ z nih.Pr¡klad:GAME.IN11110000111000101010010110100101
GAME.OUT (Jedno zo spr vnyh rie-¨en¡)41 2 2 21 4 2 43 2 4 24 3 4 4Mesto z koiekDeti sa radi hraj£ s dreven�mi kokami. Oby�ajne stavaj£ vysok� ve�e, ale mal� Jankosn¡va o £plne in�h veiah. On postav¡ mesto. Jeho oteko mu k£pil obd��nikov� stol¡kso ¨¡rkou rovnou K koiek a d��kou L koiek. Janko sa rozhodol, �e si e¨te pred stavan¡mmesta nakresl¡ ve�k� projekt. Na stol¡k si nakreslil ¨tvorov£ sie� K � L ¨tvorov. Naniektor� z t�hto ¨tvorov he polo�i� ve�u skladaj£u sa z jednej alebo viaer�h koiek.Ostatn� ¨tvore bud£ pr zdne. Preto�e je stol¡k ve�mi ve�k�, Jankovi sa nehe robi� pl npre ka�d� jeden ¨tvore. Che sa iba rozhodn£�, ako m  vyzera� jeho mesto spredu azboku. Nakreslil si teda dva poh�ady (dvojrozmern� priemety pl novan�ho mesta) napapier. Na nasleduj£om obr zku si m��ete pozrie� pr¡klady t�hto n �rtov a pr¡slu¨n�mest  z dreven�h koiek.

� � ���Predn� priemet Bo�n� priemet Maxim lne mesto Minim lne mesto (predn� a zadn� poh�ad)Jankov oteko sa ob va, �e nebude ma� dos� koiek na dokon�enie Jankovho vysn¡va-n�ho mesta. Preto od v s he, aby ste nap¡sali program, ktor� bude po�¡ta� minim lne amaxim lne mno�stvo koiek, z ktor�h sa d  Jankovo v�sn¡van� mesto postavi�. Navy¨e,v ¨ program m  rozhodn£�, �i sa to v�be d .Vstup: Prv� riadok vstupn�ho s£boru TOWN.IN obsahuje dve kladn� el� �¡sla K, L|¨¡rku a d��ku stol¡ka (vyjadren£ po�tom koiek). Ani ¨¡rka, ani d��ka nie je v��¨ia ako100 000 koiek. Nasleduj£e riadky vstupn�ho s£boru obsahuj£ popis predn�ho priemetumesta. Popis pozost va z postupnosti v�¨ok vidite�n�h budov na ka�dom ¨tvor�ekuz�ava doprava (v�¨ka je tie� meran  v kok h). V ka�dom riadku je pr ve jedno �¡slo,teda po�et riadkov popisuj£ih predn� priemet je rovn� K|¨¡rke stol¡ka. Podobne,nasleduj£ih L riadkov vstupn�ho s£boru obsahuje prav� priemet mesta. V�¨ky ve�¡ z



6. Stredoeur¢pska informatik  olympi da, zadania 125dreven�h koiek s£ teraz zap¡san� odpredu dozadu. M��ete predpoklada�, �e v mestenie je �iadna budova vy¨¨ia ako 5 000 koiek. M��ete predpoklada�, �e maxim lny po�etkoiek, potrebn�h na postavenie el�ho mesta, neprekro�¡ 2 000 000 000 koiek.V�stup: V�stupn� s£bor TOWN.OUT obsahuje jedin� riadok. Ak nie je mo�n� postavi�mesto, sp�¤aj£e dan� priemety, vyp¡¨te text 'No solution.' V opa�nom pr¡pade tamvyp¡¨te dve �¡sla oddelen� jedinou medzerou. Prv� �¡slo je minim lny po�et a druh�maxim lny po�et koiek, z ktor�h m��e mal� Janko postavi� svoje vysn¡van� mestopod�a projektu.Pr¡klad 1:TOWN.IN4 31342142
TOWN.OUT10 21

Pr¡klad 2:TOWN.IN2 24113
TOWN.OUTNo solution.

Okru�n  estaV Adeloviah na ostrove Zanzibar je estovn  kanel ria. Jej ¨�f Brutus sa rozhodolpon£knu� svoj¡m klientom, okrem mnoh�h in�h atraki¡, prehliadku mesta. Che natejto atrakii �o najvia zarobi� a preto sa rozhodol, �e je d�le�it� n js� najkrat¨iu mo�n£okru�n£ estu. Va¨ou £lohou je nap¡sa� program, ktor� n jde tak£to estu.V meste je N kri�ovatiek o�¡slovan�h od 1 po N aM obojsmern�h iest o�¡slovan�hod 1 po M . Dve kri�ovatky m��u by� spojen� viaer�mi estami, av¨ak �iadna estanesp ja �iadnu kri�ovatku samu so sebou. Ka�d  okru�n  esta je postupnos� �¡siel iesty1; : : : ; yk, k > 2. Cesta yi (1 � i � k � 1) sp ja kri�ovatky xi a xi+1 ,esta yk sp jakri�ovatky xk a x1. �¡sla x1; : : : ; xk maj£ by� r�zne. D��ka okru�nej esty je s£�tomd��ok v¨etk�h iest na nej, t.j. L(y1) + L(y2) + : : : + L(yk) , kde L(yi) je d��ka estyyi (1 � i � k). V ¨ program m  n js� tak£to okru�n£ estu, ktorej d��ka je minim lna,alebo zisti�, �e to nie je mo�n�, preto�e v meste neexistuje �iadna okru�n  esta.Vstup: Prv� riadok vstupn�ho s£boru TRIP.IN obsahuje dve el� kladn� �¡sla: po�etkri�ovatiek N � 100 a po�et iestM � 10 000. Ka�d� z nasleduj£ihM riadkov popisujejednu estu. Obsahuje 3 kladn� el� �¡sla: �¡slo prvej kri�ovatky, �¡slo druhej kri�ovatkya d��ku esty, ktor  ih sp ja (kladn� el� �¡slo men¨ie ako 500).



126 48. ro�n¡k matematikej olympi dyV�stup: V�stupn� s£bor TRIP.OUT sa sklad  z jedin�ho riadku. Tento riadok obsahujebu� re�aze 'No solution.' v pr¡pade, �e neexistuje �iadna okru�n  esta, alebo obsahuje�¡sla v¨etk�h kri�ovatiek na najkrat¨ej okru�nej este v porad¡, v akom sa preh dzaj£(t.j. �¡sla x1 a� xk z na¨ej de�n¡ii okru�nej esty), oddelen� jedinou medzerou. Akexistuje viaero okru�n�h iest s minim lnou d��kou, m��ete vyp¡sa� �ubovo�n£ z nih.Pr¡klad 1:TRIP.IN5 71 4 11 3 3003 1 101 2 162 3 1002 5 155 3 20
TRIP.OUT (Jedna zo spr vnyh od-poved¡)1 3 5 2

Pr¡klad 2:TRIP.IN4 31 2 101 3 201 4 30 TRIP.OUTNo solution.



11. Medzin rodn  informatik  olympi daV d¤oh 9. { 16. okt¢bra 1999 sa v Tureku v meste Antalya uskuto�nil 11. ro�n¡kMedzin rodnej informatikej olympi dy (IOI). Z£�astnilo sa na ¤om 252 s£�a�iaih zo65 kraj¡n. Reprezenta�n� dru�stvo Slovenska bolo vybran� na z klade v�berov�ho s£-stredenia, ktor� sa konalo v d¤oh 6. { 11. 6. 1999 na Matematiko-fyzik lnej fakulteUniverzity Komensk�ho. V�berov�ho s£stredenia sa z£�astnilo jeden s� naj£spe¨nej¨¡hrie¨ite�ov elo¨t tneho kola MO kateg¢rie P. �tyria naj£spe¨nej¨¡ £�astn¡i tvorili dru�stvona IOI, druh¡ ¨tyria reprezentovali Slovensko na Stredoeur¢pskej informatikej olympi de.V�sledky v�berov�ho s£stredenia:meno body meno body1 Mihal Fori¨ek 408.1 7 Vladim¡r Koutn� 297.72 Rihard Kr �ovi� 369.3 8 Mihal Breznik� 291.73 J n Senko 341.8 9 Jozef �i¨ka 269.54 J n Lunter 312.5 10 Peter Ko¨in r 259.45 J n Orave 311.4 11 Tom ¨ Kezes 212.86 D vid P l 304.3Slovensko reprezentovali Mihal Fori¨ek z gymn zia Popradsk� n bre�ie, Poprad, Ri-hard Kr �ovi� z gymn zia Novohradsk , Bratislava, J n Lunter z gymn zia Jozefa Gre-gora Tajovsk�ho, Bansk  Bystria a J n Senko z SP�E Komensk�ho, Ko¨ie. Ved£ouv�pravy bola RNDr. Gabriela Andrejkov  z Pr¡rodovedekej fakulty Univerzity P.J. �a-f rika Ko¨ie, pedagogik�m ved£im Martin P l z Matematiko-fyzik lnej fakulty Uni-verzity Komensk�ho.S£�a� sa skladala z dvoh s£�a�n�h dn¡. Ka�d� de¤ s£�a�iai rie¨ili tri £lohy al-goritmik�ho harakteru. Tento rok sa pr¡pravy zhostili turek¡ organiz tori a to ve�mid�kladne { £lohy boli oproti minul�m ro�n¡kom v�razne �a�¨ie. Ih n ro�nos� bola umo-nen  aj n ro�n�mi testova¡mi d tami, tak�e aj pomerne efekt¡vne programy z¡skavali ibam lo bodov.Novinkou bol aj sp�sob testovania. Testovanie s£�a�n�h programov neprebiehalo za£�asti ved£eho v�pravy s£�a�iaeho, ako po minul� roky, ale neverejne. Ved£i v�pravydostali k dispoz¡ii v�sledky testovania, programy s£�a�iaih, ako aj testovaie vstupy av�stupy pre jednotliv� £lohy a mali tri hodiny �asu na zistenie pr¡padn�h nezrovnalost¡pri testovan¡ a na pr¡padn� podanie protestu. Bohu�ia�, organiz tori nedali k dispoz¡iipou�it� testova¡ software, a tak mali ved£i v�pravy so s£�a�iaimi k dispoz¡ii lenpomerne �a�kop dne sp�soby ladenia.Tento rok sa n m s¡e nepodarilo obh ji� prv� miesto z minul�ho roka, av¨ak toh-toro�n� v�sledok { dve zlat� a jedna bronzov  medaila { je uspokojuj£i. Konkr�tnev�sledky



128 48. ro�n¡k matematikej olympi dymeno bodyMihal Fori¨ek 418 zlatoRihard Kr �ovi� 404 zlatoJ n Senko 210 bronzJ n Lunter 107 {n s radia v neo�i lnom hodnoten¡ na piatu a� �smu prie�ku (pod�a metodiky bo-dovania) v neo�i lnom hodnoten¡ kraj¡n. Na¨i tradi�n¡ priatelia a s£peri �esi (jednazlat , tri bronzov�) a Poliai (zlato, dve striebra a bronz) sa umiestnili porovnate�ne snami. Na prv�h miestah sa umiestnili Vietnam (tri zlat�, jedna strieborn ), Rusko (trizlat�, jedna bronzov ) a �¡na (dve zlat�, dve strieborn� medaily). N m m��e by� trohu�£to, �e J n Lunter nez¡skal medailu a �e J novi Senkovi sa nepodarilo zopakova� zlat£medailu z minul�ho roka. Martin P lZadania £loh 11. Medzin rodnej informatikej olympi dyObhod¡k s kvetmiChete usporiada� v�klad v ¨ho obhodu s kvetmi najlep¨¡m mo�n�m sp�sobom. M teF r�znyh kyt¡ kvetov a najmenej to�ko v z v rade. V zy s£ pripevnen� na poliu as£ �¡slovan� od 1 po V , kde V je po�et v z, z�ava doprava tak, �e v za 1 je naj�avej¨iaa v za V najpravej¨ia. Kytie sa daj£ premiest¤ova� a s£ jednozna�ne identi�kovan�el�mi �¡slami od 1 po F . Tieto id-�¡sla maj£ v�znam: ur�uj£ po�adovan� poradie kyt¡v rade v z tak, �e kytia i mus¡ by� vo v ze na�avo od kytie j pr ve vtedy, ke� i < j.Neh napr¡klad m me kytiu azaliek (id = 1), kytiu beg¢ni¡ (id = 2) a kytiu ara� tov(id = 3). Kytie mus¡me pouklada� do v z, pri�om mus¡me d va� pozor, aby ih id-�¡slaboli v spr vnom porad¡. Kytia azaliek mus¡ by� na�avo od kytie beg¢ni¡ a beg¢niemusia by� na�avo od ara� tov. V pr¡pade, �e v z je via ako kyt¡, niektor� v zy ostan£pr zdne. V jednej v ze m��e by� najvia jedna kytia.V zy (rovnako ako kytie) maj£ r�zne harakteristiky. Teda str�enie kytie do v zym  svoju estetik£ hodnotu vyjadren£ el�m �¡slom. Estetik� hodnoty s£ vyjadren� vtabu�ke ni�¨ie. Ak v za ostane pr zdna, jej estetik  hodnota bude rovn  0.kytie v zy1 (azalky)2 (beg¢nie)3 (ara� ty) 1 2 3 4 57 23 -5 -24 165 21 -4 10 23-21 5 -4 -20 20Pod�a tabu�ky napr¡klad azalky bud£ najlep¨ie vyzera� vo v ze 2, ale vo v ze 4 bud£vyzera� otrasne.



11. Medzin rodn  informatik  olympi da, zadania 129Na dosiahnutie najlep¨ieho efektu m me maximalizova� s£�et estetik�h hodn�t preusporiadanie pri zahovan¡ po�adovan�ho poradia kyt¡. Ak existuje via ne� jedno uspo-riadanie s maxim lnou hodnotou s£�tu, vyp¡¨te �ubovo�n� z nih (pr ve jedno).Predpoklady:� 1 � F � 100, kde F je po�et kyt¡ kvetov. Kytie s£ o�¡slovan� od 1 po F .� F � V � 100, kde V je po�et v z.� �50 � Aij � 50, kde Aij je estetik  hodnota z¡skan  str�en¡m i-tej kytie do j-tejv zy.Vstup: Vstupn� s£bor je textov� a vol  sa FLOWER.INP.� Prv� riadok obsahuje dve �¡sla: F , V .� Nasleduj£ih F riadkov: Ka�d� z t�hto riadkov obsahuje V el�h �¡sel tak, �eAij je dan� ako j-te �¡slo na riadku (i + 1) vstupn�ho s£boru.V�stup: V�stupn� s£bor je textov� s£bor s menom FLOWER.OUT obsahuj£i 2 riadky:� Prv� riadok bude obsahova� s£�et estetik�h hodn�t v ¨ho usporiadania.� Druh� riadok mus¡ obsahova� usporiadanie ako zoznam F �¡sel tak, �e k-te �¡slo natomto riadku ur�uje v zu, do ktorej je vlo�en  k-ta kytia.Pr¡klad:FLOWER.INP3 57 23 -5 -24 165 21 -4 10 23-21 5 -4 -20 20 FLOWER.OUT532 4 5Vyhodnoovanie: V ¨ program m��e be�a� maxim lne 2 sekundy. Body za �iasto�nespr vne v�stupy nie s£ ude�ovan�. Skryt� k¢dyJe dan  mno�ina k¢dov�h slov a text. Predpokladajme, �e text obsahuje spr vu, vytvo-ren£ vnoren¡m k¢dov�h slov do¤ho � belsk�m (a mo�no nejednozna�n�m) sp�sobom.K¢dov� slov  a text s£ postupnosti vytvoren� len z ve�k�h a mal�h p¡smen anglikejabeedy. Rozli¨ujeme mal� a ve�k� p¡smen . D��ka k¢dov�ho slova je de�novan  obvykl�msp�sobom. Napr¡klad k¢dov� slovo ALL m  d��ku 3.P¡smen  k¢dov�ho slova sa nemusia vyskytova� v danom texte hne� po sebe. Napr¡-klad k¢dov� slovo ALL sa v�dy vyskytuje v texte v postupnosti tvaru AuLvL, kde u a vozna�uj£ �ubovo�n� (mo�no pr zdne) postupnosti p¡smen. Hovor¡me, �e AuLvL je pokr�-vaj£a postupnos� pre ALL. Vo v¨eobenosti pokr�vaj£a postupnos� pre k¢dov� slovo jede�novan  ako s£visl  podpostupnos� textu tak , �e prv� a posledn� p¡smeno podpostup-nosti s£ rovnak� ako v k¢dovom slove a je mo�n� z¡ska� z nej k¢dov� slovo vymazan¡mniektor�h (mo�no �iadnyh) p¡smen podpostupnosti. Poznamenajme, �e k¢dov� slovosa m��e vyskytova� v jednej alebo viaer�h pokr�vaj£ih postupnostiah alebo sa vtexte v�be nemus¡ vyskytova�. Jedna pokr�vaj£a postupnos� m��e by� pokr�vaj£oupostupnos�ou pre via ako jedno k¢dov� slovo.



130 48. ro�n¡k matematikej olympi dyPokr�vaj£a postupnos� je identi�kovan  svojou ¨tartovaou poz¡iou (poz¡ia prv�hop¡smena) a konovou poz¡iou (poz¡ia posledn�ho p¡smena) v texte (prv� p¡smeno textu jepoz¡ia 1). Hovor¡me, �e dve pokr�vaj£e postupnosti, povedzme 1 a 2, sa neprer�vaj£,ak ¨tartovaia poz¡ia 1 je v��¨ia ne� (>) konov  poz¡ia 2 alebo naopak. Inak hovor¡me,�e dve pokr�vaj£e postupnoti sa prekr�vaj£.Kv�li z¡skaniu skrytej spr vy v texte sa podujmete n js� rie¨enie. Rie¨enie je mno-�ina polo�iek, z ktor�h ka�d  obsahuje k¢dov� slovo a pokr�vaj£u postupnos� pre totok¢dov� slovo tak, �e s£ splnen� nasleduj£e podmienky:a) �iadne dve pokr�vaj£e postupnosti sa navz jom neprekr�vaj£b) Pokr�vaj£a postupnos� nepresiahne d��ku 1 000) S£�et d��ok k¢dov�h slov je maxim lny (ka�d  z polo�iek prispieva k s£�tu d��kouk¢dov�ho slova, ktor� obsahuje)V pr¡pade, �e existuje via ne� jedno rie¨enie, vyp¡¨te �ubovo�n� (jedno) z nih.Predpoklady:� 1 � N � 100, kde N je po�et k¢dov�h slov.� Maxim lna d��ka k¢dov�ho slova je 100 p¡smen.� 1 � d��ka dan�ho textu � 1 000 000 p¡smen.� Hovor¡me, �e pokr�vaj£a postupnos�  pre k¢dov� slovo w je sprava minim lna,ak �iadny vlastn� pre�x  (vlastn� pre�x  je s£visl  podpostupnos�  za�¡naj£ajej prv�m p¡smenom krat¨ia ako ) je pokr�vaj£a postupnos� pre w. Napr¡kladpre k¢dov� slovo ALL, AAALAL je sprava minim lna pokr�vaj£a postupnos�, pri�omAAALALAL je tie� pokr�vaj£a, ale nie je sprava minim lna.Je zaru�en�, �e v danom textea) pre ka�d£ poz¡iu v texte, po�et sprava minim lnyh postupnost¡ obsahuj£iht£to poz¡iu neprekro�¡ 2 500b) po�et sprava minim lnyh postupnost¡ neprekro�¡ 10 000Vstup: Vstupom s£ dva textov� s£bory: WORDS.INP a TEXT.INP. S£bor WORDS.INPobsahuje zoznam k¢dov�h slov a s£bor TEXT.INP obsahuje text.� Prv� riadok s£boru WORDS.INP obsahuje hodnotu N . Ka�d� z nasleduj£ih Nriadkov obsahuje k¢dov� slovo, ktor� je postupnos�ou p¡smen bez medzier. K¢dov�slov  s£ identi�kovan� ih porad¡m v�skytu v s£bore WORDS.INP: el� �¡sla 1 a� Nsl£�ia ako identi�ka�n� �¡sla pre k¢dov� slov .� S£bor TEXT.INP obsahuje postupnos� p¡smen (ukon�en£ znakom end-of-line nasle-dovan�m znakom end-of-�le). Tento s£bor neobsahuje medzery.Odpor£�ania pre program torov v Pasale:Rad¡me v m deklarova� vstupn� s£bor ako typ text namiesto typov�ho s£boru kv�liefektivite.V�stup: V�stup mus¡ by� textov� s£bor s menom CODES.OUT.� Prv� riadok bude obsahova� s£�et z¡skan� va¨¡m rie¨en¡m.� Ka�d� z nasleduj£ih riadkov bude ur�ova� jednu polo�ku v ¨ho rie¨enia: riadokpozost va z troh el�h �¡sel i, s, e. Pritom i je identi�ka�n� �¡slo k¢dov�hoslova, ktor� sa vyskytuje v pokr�vaj£ej postupnosti ur�enej ¨tartovaou poz¡ious a konovou poz¡iou e. Poradie v�stupn�h riadkov, ktor� nasleduj£ za prv�mriadkom, nie je d�le�it�.



11. Medzin rodn  informatik  olympi da, zadania 131Pr¡klad:WORDS.INP4RuNRaBbitHoBbitStoPTEXT.INPStXRuYNvRuHoaBbvizXztNwRRuuNNP
CODES.OUT122 9 211 4 71 24 28

(Pozn mka: Skryt  spr va, ktor  sa d  z¡ska� z rie¨enia, je "RuN RaBbit RuN". (al-ternat¡vne rie¨enie m��e by� "RuN HoBbit RuN"). Pam�tajte na to, �e spr va sa nem objavi� na v�stupe.)Vyhodnoovanie: V ¨ program m��e be�a� maxim lne 10 sek£nd. Body za �iasto�nespr vne v�stupy nie s£ ude�ovan�.Podzemn� mestoSte uv�znen¡ v jednom podzemnom meste Cappadoie. Potulovan¡m sa v tme n hodoun jdete mapu mesta. Nane¨�astie, na mape nie je �iadna zna�ka, ktor  by v m prezradila,kde sa pr ve nah dzate. Va¨ou £lohou je zisti� to sk£man¡m mesta.Mapa mesta je obd��nikov  mrie�ka s jednotkov�mi ¨tvorami. Ka�d� ¨tvore je bu�otvoren�, ozna�en� p¡smenom 'O', alebo je �as�ou we�k�ho m£ru a je ozna�en� p¡smenom'W'. Severn� smer je na mape tie� ozna�en�. Na¨�astie m te poruke kompas, tak�e vietemapu spr vne orientova�. Na za�iatku sa nah dzate na otvorenom ¨tvori.V¨etko za�¡na volan¡m proed£ry (alebo funkie) start bez argumentov. Mesto m��tesk£ma� pou�it¡m proed£r (alebo funki¡) look a move.M��te kl s� ot zky formou volania funkie look(dir), kde dir ozna�uje smer, v kto-rom sa pozer te, �o m��e by� jeden zo znakov 'N', 'S', 'E' alebo 'W' ozna�uj£ih sever, juh,v�hod resp. z pad. Predpokladajme, �a argument dir je 'N'. Odpove�ou bude p¡smeno'O', ak ¨tvore na sever od v s je otvoren� a 'W', ak je tam we�k� m£r. Podobne, je mo�n�pozrie� sa a z¡ska� inform iu o in�h susedn�h ¨tvoroh.M��te urobi� krok na jeden zo susedn�h ¨tvorov volan¡m move(dir), dir ozna�ujesmer v ¨ho kroku ako je pop¡san� vy¨¨ie. M��te urobi� krok len na otvoren� ¨tvore.Snaha pohn£� sa na we�k� m£r by bola krutou hybou. Je mo�n� dosiahnu� �ubovo�n�otvoren� ¨tvore z �ubovo�n�ho in�ho otvoren�ho ¨tvora.Va¨u £lohou je n js� poz¡iu otvoren�ho ¨tvora, na ktorom ste na¨li mapu hoden¡ma pozeran¡m na �o najmen¨¡ po�et volan¡ look(dir). Ke� n jdete poz¡iu, mus¡te toozn mi� volan¡m finish(x,y), kde x je horizont lna (z pado-v�hodn ) s£radnia a yje vertik lna (juho-severn ) s£radnia poz¡ie.Predpoklady:� 3 � U � 100, kde U je ¨¡rka mapy, t.j. d��ka v po�te ¨tvorov v horizont lnomsmere (t.j. z pado-v�hodnom).



132 48. ro�n¡k matematikej olympi dy� 3 � V � 100, kde V je v�¨ka mapy, t.j. d��ka v po�te ¨tvorov vo vertik lnomsmere (t.j. juho-severnom).� Mesto je obkolesen� we�k�m m£rom, ktor� je zakreslen� na mape.� Juho-z padn� roh mesta m  s£radnie (1; 1) a severo-v�hodn� roh m  s£radnie(U; V ).Vstup: Vstupom je textov� s£bor s menom UNDER.INP.� Prv� riadok obsahuje dve �¡sla: U , V .� Ka�d� z nasleduj£ih V riadkov obsahuje riadok mapy v horizont lnom smere.Ka�d� riadok pozost va z U znakov, tak�e x-t� znak na (V � y + 2)-tom riadkuvstupn�ho s£boru obsahuje inform iu o poz¡ii (x; y) na mape: Je to bu� p¡smeno'W' ozna�uj£e we�k� m£r, alebo p¡smeno 'O' ozna�uj£e otvoren� ¨tvore. D ta nat�hto riadkoh neobsahuj£ �iadne medzery.V�stup: �iadny v�stupn� s£bor nebude vytvoren�. V�sledok n jden� va¨¡m progra-mom mus¡ by� ozn men� volan¡m finish(x,y).Pr¡klad:UNDER.INP
-6 x (E)y(N)

5 8WWWWWWWWOWWWWOWWOOOWWOWOWWOOWWWWOOWWWWWW
Mo�n  interakia, ktor  skon�¡ spr v-nym volan¡m finish:start()look('N') 'W'look('E') 'O'move('E')look('E') 'W'finish(3,5)In¨trukie pre program torov v Pasale: Vo va¨om zdrojovom s£bore m te ma�:uses undertpu;Tento unit (tpu) poskytuje nasleduj£e proed£ry a funkie:proedure start; { musi byt volana prva }funtion look (dir:har):har;proedure move (dir:har);proedure finish (x,y:integer); { musi byt volana posledna }In¨trukie pre program torov v C/C++: Vo va¨om zdrojovom s£bore m te ma�:#inlude "under.h"Tento hlavi�kov� s£bor poskytuje nasleduj£e deklar ie:void start (void); /* musi byt volana prva */har look (har);void move (har);void finish (int,int); /* musi byt volana posledna */



11. Medzin rodn  informatik  olympi da, zadania 133Takisto vytvori� projekt nazvan� under, ktor� by mal obsahova� v ¨ program a kni�-niu pre interakie s n zvom underobj.obj. Na to potrebujete pou�i� ponuku menu IDEprojet a vybra� polo�ku open na vytvorenie projektu a pou�i� add item na pripojeniev ¨ho zdrojov�ho s£boru (under. alebo under.pp) a s£boru underobj.obj. Pou�itevo�bu kompil tora LARGE memory model. (Pozor: toto je zmena oproti pam��ov�mumodelu spom¡nan�mu v Rules of Contest)Vyhodnoovanie: V ¨ program m��e be�a� maxim lne 5 sek£nd.Na z¡skanie pln�ho po�tu bodov, A, za dan� testova¡ vstup, po�et volan¡ look, x, mus¡by� men¨¡ alebo rovn� �¡slu M , ur�en�mu vyhodnoova¡m programom. Poznamenajme,�e M je zvolen� v��¨ie ako (>) minimum. �pei lne, M je nez visl� od poradia sk£¨aniasmerov v smere alebo proti smeru hodinov�h ru�i�iek. M��te z¡ska� �iasto�n� po�etbodov, ak po�et volan¡ look je v��¨¡ ne� (>)M , ale men¨¡ ako (<) dvojn sobokM . Body,ktor� dostanete, s£ vypo�¡tan� zaokr£hlen¡m na najbli�¨ie el� �¡slo hodnoty z¡skan� pod�anasleduj£eho vz�ahu: A ak x �MA(2M � x)M ak M < x < 2M0 ak x � 2MZa nespr vne spr vanie v ¨ho programu z¡skate 0 bodov. Nespr vne spr vanie v tejto£lohe s£ nasleduj£e:� Volanie kni�ni�nej proed£ry (alebo funkie) s neakeptovate�n�m argumentom,napr¡klad znakom, ktor� neozna�uje smer.� Pokus pohn£� sa do we�k�ho m£ru.� Neshopnos� dodr�a� in¨trukie.Ako vysk£¨a� v ¨ program: Vytvorte textov� s£bor s menom PLACE.TXT obsahuj£ipoz¡iu mapy. Spustite v ¨ program. Z¡skate v�sledok v s£bore RESULT.TXT.S£bor PLACE.TXT m  obsahova� jedin� riadok obsahuj£i horizont lne a vertik lnes£radnie mapy. Potrebujete vytvori� v ¨ vlastn� s£bor vstupn�h d t UNDER.INP. S£borRESULT.TXT bude obsahova� dva riadky. Prv� riadok bude obsahova� argumenty x a y zv ¨ho volania finish(x,y). V druhom riadku bude spr va v tvare "You used look nnntimes". Poznamenajme, �e t to sk£¨ka je pre kontrolu kompatiblity v ¨ho programu skni�niou. Nem  ni� do �inenia s korektnos�ou v ¨ho rie¨enia.Semaf¢ryV meste Dingilville je doprava usporiadan  neobvykl�m sp�sobom. S£ tam ulie a kri�o-vatky, ktor� ih sp jaj£. Medzi �ubovo�n�mi dvomi kri�ovatkami je najvia jedna ulia.�iadna ulia nesp ja kri�ovatku samu so sebou. �as potrebn� na prejdenie ulie je rov-nak� pre oba smery. Na ka�dej kri�ovatke je semaf¢r, na ktorom svieti v ka�dom okamihumodr� alebo purpurov� svetlo. Farby na semaf¢re sa menia periodiky: Modr  svieti ur-�it£ dobu, potom purpurov  ur�it£ (nie nutne t£ ist£) dobu at�. Prejs� z kri�ovatky na



134 48. ro�n¡k matematikej olympi dykri�ovatku po ulii m��e vozidlo vtedy a len vtedy, ak svetl  na oboh kri�ovatk h vmomente jeho odhodu z prvej kri�ovatky na druh£ s£ rovnakej farby. Presnej¨ie, v oka-mihu tesne po odhode vozidla z kri�ovatky musia ma� obe svetl  rovnak£ farbu. Vozidl m��u �aka� na kri�ovatk h. M te k dispoz¡ii mapu mesta, na ktorej je� pre ka�d£ uliu �as na jej prejdenie (el� �¡slo),� doby trvania ka�dej z dvoh farieb na ka�dej kri�ovatke (el� �¡sla),� po�iato�n  farba svetla a �as zost vaj£i do prvej zmeny farby na ka�dej kri�ovatke.Va¨ou £lohou je n js� estu z danej po�iato�nej kri�ovatky do danej konovej kri�o-vatky, ktorej prejdenie trv  minim lny �as. Cesta m  za�a� v okamihu spustenia pre-m vky. Ak existuje viaero tak�hto iest, vyp¡¨te len jednu z nih.Predpoklady:� 2 � N � 300, kde N je po�et kri�ovatiek. Kri�ovatky s£ o�¡slovan� �¡slami od 1 poN . Tieto �¡sla sa naz�vaj£ identi�ka�n� �¡sla.� 1 �M � 14 000, kde M je po�et ul¡.� 1 � lij � 100, kde lij je �as potrebn� na prejdenie esty ved£ej z kri�ovatky i nakri�ovatku j.� 1 � ti � 100, kde ti je doba trvania farby  na semaf¢re na kri�ovatke i. Index je bu� B pre modr£ alebo P pre purpurov£.� 1 � ri � ti, kde ri je zvy¨uj£i �as pre po�iato�n£ farbu na kri�ovatke i.Vstup: Vstupom je textov� s£bor s menom LIGHTS.INP.� Prv� riadok obsahuje dve �¡sla: identi�ka�n� �¡slo po�iato�nej kri�ovatky a identi-�ka�n� �¡slo ie�ovej kri�ovatky.� Druh� riadok obsahuje dve �¡sla: N , M .� Nasleduj£ih N riadkov obsahuje inform iu o N kri�ovatk h. (i + 2)-h� riadokvstupn�ho s£boru obsahuje inform iu o i-tej kri�ovatke: Ci, ri, tiB, tiP , kde Ci jebu� 'B' alebo 'P', ur�uj£e po�iato�n£ farbu semaf¢ru na i-tej kri�ovatke.� Posledn�h M riadkov obsahuje inform iu o M uliiah. Ka�d� riadok m  tvar i,j, lij, kde i a j s£ identi�ka�n� �¡sla kri�ovatiek, ktor� s£ spojen� touto estou.V�stup: V�stupom mus¡ by� textov� s£bor s menom LIGHTS.OUT.Ak esta existuje:� Prv� riadok bude obsahova� �as, ktor� je potrebn� na prejdenie �asovo minim lnejesty z po�iato�nej do ie�ovej kri�ovatky.� Druh� riadok bude obsahova� zoznam kri�ovatiek, ktor� le�ia na vami n jdenej�asovo minim lnej este. Vyp¡¨te kri�ovatky do v�stupn�ho s£boru v porad¡, vakom sa vyskytuj£ na este. To znamen , �e prv� el� �¡slo v tomto riadku jeidenti�ka�n� �¡slo prvej kri�ovatky a posledn� �¡slo je identi�ka�n� �¡slo poslednejkri�ovatky.Ak esta neexistuje:� Jedin� riadok obsahuj£i �¡slo 0.



11. Medzin rodn  informatik  olympi da, zadania 135Pr¡klad:LIGHTS.INP1 44 5B 2 16 99P 6 32 13P 2 87 4P 38 96 491 2 41 3 402 3 752 4 763 4 77

LIGHTS.OUT1271 2 4
Vyhodnoovanie: V ¨ program m��e be�a� maxim lne 2 sekundy. Body za �iasto�nespr vne v�stupy nie s£ ude�ovan�. KopyHra pre jedn�ho hr �a sa hr  s N kopami v rade, ka�d  z nih obsahuje nula alebo viakame¤ov (vi� obr. 32). Kopy s£ o�¡slovan� od 1 po N . V jednom �ahu si zvol¡te kopu,napr¡klad p, a �¡slo, napr¡klad m. Z kopy p je n sledne prenesen�h m kame¤ov na ka�d£s ¤ou susediaih k�p. Pozri pr¡klad na obr zku 33 Kopa p m  dvoh susedov p�1 a p+1,ak 1 < p < N , suseda 2, ak p = 1, a suseda N � 1, ak p = N . Aby bolo mo�n� urobi��ah, kopa p mus¡ ma� aspo¤ 2m kame¤ov, ak m  dvoh susedov, a aspo¤ m kame¤ov, akm  len jedn�ho suseda.Cie�om hry je vyrovna� v¨etky kopy, t.j. dosianu�, aby mali v¨etky rovnak� po�etkame¤ov na �o najmen¨¡ mo�n� po�et �ahov. V pr¡pade, �e existuje via ne� jednorie¨enie, vyp¡¨te len jedno z nih.
� �Kopy: 1 2 3 4 5 Kopy: 1 2 3 4 5Obr. 32: P�� k�p s 0, 7, 8, 1 a 4 kame¤mi Obr. 33: Tieto kopy po �ahu: p = 2, m = 2Predpoklady:� Je zaru�en�, �e je mo�n� vyrovna� kopy na nie via ako 10 000 �ahov.� 2 � N � 200� 0 � Ci � 2 000, kde Ci je po�et kame¤ov v kope i na za�iatku hry (1 � i � N).Vstup: Vstupom je textov� s£bor s menom FLAT.INP, obsahuj£i dva riadky.



136 48. ro�n¡k matematikej olympi dy� Prv� riadok: N� Druh� riadok: obsahuje N el�h �¡sel, i-te z nih je hodnota Ci.V�stup: V�stupom je textov� s£bor FLAT.OUT.� Prv� riadok: po�et �ahov: (Toto �¡slo ozna�me M)� Ka�d� z nasleduj£ih M riadkov obsahuje dve el� �¡sla reprezentuj£e �ah: p, m.�ahy vo v�stupnom s£bore musia by� vyp¡san� v porad¡, v akom sa maj£ vykona�,teda v ¨ prv� �ah bude zap¡san� v druhom riadku v�stupn�ho s£boru.Pr¡klad:FLAT.INP50 7 8 1 4 FLAT.OUT55 23 42 43 14 2Vyhodnoovanie: V ¨ program m��e be�a� maxim lne 3 sekundy.Na z¡skanie pln�ho po�tu bodov A za dan� testova¡ vstup, po�et va¨ih �ahov x mus¡by� men¨¡ alebo rovn� ako �¡slo B, ur�en� vyhodnoova¡m programom. �¡slo B nie jenutne minim lne. V skuto�nosti, pre testova¡ vstup je B zvolen� v z vislosti od po�tu�ahov pod�a jednoduhej strat�gie bez nadbyto�n�h �ahov a v z visloti od priemern�hopo�tu kame¤ov v kop h. M��ete z¡ska� �iastkov� body. Po�et bodov je vypo�¡tan�zaokr£hlen¡m na najbli�¨ie el� �¡slo pod�a nasleduj£eho vz�ahu:A ak x � B2A(32B � x)B ak B < x < 32B0 ak x � 32BP s zemeObyvatelia Dinginville h�adaj£ pozemok na stavbu letiska. K dispoz¡ii je mapa kraja.Mapa kraja je obd��nikov  mrie�ka z jednotkov�h ¨tvorov, identi�kovan�h dvojious£radn¡ (x; y), kde x je vodorovn  a y zvisl  s£radnia. Nadmorsk� v�¨ky jednotliv�h¨tvorov s£ zakreslen� na mape.Va¨ou £lohou je n js� obd��nikov£ oblas� s maxim lnou mo�nou plohou (t.j. obd��-nikov£ oblas� obsahuj£u najv��¨¡ mo�n� po�et ¨tvorov) tak£, �e:a) rozdiel v�¨ok medzi najvy¨¨¡m a najni�¨¡m ¨tvorom v oblasti nepresahuje dan�limit C a z rove¤b) ¨¡rka (t.j. po�et ¨tvorov v z padov�hodnom smere) je najvia 100.V pr¡pade, �e existuje viaero tak�hto oblast¡, vyp¡¨te len jednu z nih.Predpoklady:� 1 � U � 700, 1 � V � 700, kde U a V ozna�uj£ rozmery mapy. Presnej¨ie, U jepo�et ¨tvorov v z pado-v�hodnom smere, V v juho-severnom smere.



11. Medzin rodn  informatik  olympi da, zadania 137� 0 � C � 10� �30; 000 � Hxy � 30 000, kde el� �¡slo Hxy je v�¨ka ¨tvora so s£radniami (x; y),� 1 � x � U , 1 � y � V .� Juhoz padn� roh mapy m  s£radnie (1; 1), severov�hodn� roh m  s£radnie(U; V )Vstup: Vstup je textov� s£bor s n zvom LAND.INP.� Prv� riadok obsahuje tri el� �¡sla U , V a C.� Ka�d� z nasleduj£ih V riadkov obsahuje el� �¡sla Hxy pre x = 1; : : : ; U . Pres-nej¨ie, Hxy sa vyskytuje ako x-t� �¡slo na riadku (V � y + 2).V�stup: V�stup mus¡ by� texov� s£bor s n zvom LAND.OUT pozost vaj£i z jedn�horiadku, ktor� obsahuje ¨tyri el� �¡sla ur�uj£e n jden£ oblas�: Xmin, Ymin, Xmax,Y max, kde (Xmin; Y min) s£ s£radnie juhoz padn�ho rohu pozemku a (Xmax; Y max)s£ s£radnie severov�hodn�ho rohu oblasti.Pr¡klad:LAND.INP10 15 441 40 41 38 39 39 40 42 40 4039 40 43 40 36 37 35 39 42 4244 41 39 40 38 40 41 38 35 3738 38 33 39 36 37 32 36 38 4039 40 39 39 39 40 40 41 43 4139 40 41 38 39 38 39 39 39 4236 39 39 39 39 40 39 41 40 4131 37 36 41 41 40 39 41 40 4040 40 40 42 41 40 39 39 39 3942 40 44 40 38 40 39 39 37 4141 41 40 39 39 40 41 40 39 4047 45 49 43 43 41 41 40 39 4242 41 41 39 40 39 42 40 42 4241 44 49 43 46 41 42 41 42 4245 40 42 42 46 42 44 40 42 41 -6 x (E)y(N)

41 40 41 38 39 39 40 42 40 4039 40 43 40 36 37 35 39 42 4244 41 39 40 38 40 41 38 35 3738 38 33 39 36 37 32 36 38 4039 40 39 39 39 40 40 41 43 4139 40 41 38 39 38 39 39 39 4236 39 39 39 39 40 39 41 40 4131 37 36 41 41 40 39 41 40 4040 40 40 42 41 40 39 39 39 3942 40 44 40 38 40 39 39 37 4141 41 40 39 39 40 41 40 39 4047 45 49 43 43 41 41 40 39 4242 41 41 39 40 39 42 40 42 4241 44 49 43 46 41 42 41 42 4245 40 42 42 46 42 44 40 42 41LAND.OUT4 5 8 11Vyhodnoovanie: V ¨ program m��e be�a� maxim lne 60 sek£nd. Body za �iasto�nespr vne v�stupy nie s£ ude�ovan�.



Kore¨ponden�n� semin r SK MOV 48. ro�n¡ku matematikej olympi dy SK MO prebiehal pre naj£spe¨nej¨¡h olym-pionikov predh dzaj£eho ro�n¡ka MO zo Slovenska kore¨ponden�n� semin r SK MO.Tento kore¨ponden�n� semin r vznikol u� v 24. ro�n¡ku MO preto, aby bolo umo�-nen� venova� individu lnu starostlivos� aj t�m ¨tudentom, ktor¡ nenav¨tevovali triedyso zameran¡m na matematiku. V s£�asnosti, preto�e existuje ve�k� mno�stvo in�hmatematik�h kore¨ponden�n�h semin rov (napr¡klad krajsk�h, ktor�m je venovan samostatn  kapitola), a preto�e po�et ¨k�l so zameran¡m na matematiku st£pol, semin rSK MO sa zameriava na zlep¨enie pr¡pravy v¨etk�h ¨tudentov, ktor¡ preuk zali svojeshopnosti v predh dzaj£ih ro�n¡koh MO. Ke��e £lohy tohoto semin ra svojoun ro�nos�ou prevy¨uj£ ak£ko�vek in£ matematik£ s£�a� pre stredo¨kol kov, semin rsa st va d�le�itou s£�as�ou pr¡pravy aj na medzin rodn£ matematik£ olympi du.V 44. ro�n¡ku MO bol KS SK MO prv�kr t zorganizovan� samostatne na Slovensku.Pozost va tradi�ne z piatih s�ri¡ po sedem £loh. Do rie¨enia sa v tomto ro�n¡ku zapojilo16 ¨tudentov.Kore¨ponden�n� semin r viedol Eugen Kov � a opravovanie zabezpe�ovali ¨tudentia praovn¡i MFF UK (v¨etko b�val¡ olympionii).Celkov� poradie KS SK MO 1998/991. Peter Novotn�, 4 Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina, 90; 5 bodu;2. Tom ¨ Jur¡k, 3 Gymn zium Po¨tov , Ko¨ie, 73; 5 bodu;3. Martin Hri¤ k, 4 Gymn zium Alejov , Ko¨ie, 71 bodov;4. Miroslava Sot kov , 3 Po¨tov , Ko¨ie, 55; 5 bodu;5. Peter M jek, 3 Gymn zium J. Hrona, Bratislava, 53 bodov;Katar¡na Quittnerov , 1 Gymn zium Bil¡kova, Bratislava, 53 bodov.Uv dzame v¨etky pr¡klady tohto ro�n¡ka s£�a�e spolu s rie¨eniami, preva�ne ¨tu-dentsk�mi. Pr¡klady boli vyberan� z pr¡kladov zo jury MMO a z n rodn�h olympi d, �iin�h s£�a�¡ t�hto kraj¡n: Po�sko, Rak£sko, Kanada, Chorv tsko, Ukrajina, Bielorusko,Bulharsko.



Zadania s£�a�n�h £loh KS SK MO
Prv  s�ria1.1 Neh n je nep rne prirodzen� �¡slo. Predpokladajme, �e el� nez porn� �¡slax1; x2; : : : ; xn s£ rie¨en¡m nasleduj£ej s£stavy rovn¡:(x2 � x1)2 + 2(x2 + x1) + 1 = n2 ;(x3 � x2)2 + 2(x3 + x2) + 1 = n2 ;...(x1 � xn)2 + 2(x1 + xn) + 1 = n2 :Dok �te, �e x1 = xn alebo existuje j (1 5 j 5 n� 1) tak�, �e xj = xj+1.(Polish{Austrian omp. 93/94)1.2 Neh n je prirodzen� �¡slo a neh P0 je pevn� vrhol pravideln�ho (n + 1)-uholn¡ka. Ostatn� jeho vrholy ozna�¡me v �ubovo�nom porad¡ P1, P2, : : : ,Pn. Ka�dej strane (n + 1)-uholn¡ka prirad¡me prirodzen� �¡slo nasleduj£imsp�sobom: ak jej konov�mi vrholmi s£ Pi a Pj , tak jej prirad¡me �¡slo ji� jj.Neh S je s£�et v¨etk�h �¡sel priraden�h stran m (n+ 1)-uholn¡ka. (ZrejmeS z le�¡ od poradia ozna�enia vrholov.)a) Ak  je (pri pevnom n) najmen¨ia mo�n  hodnota s£�tu S?b) Pre ko�ko r�znyh porad¡ ozna�enia vrholov sa t to minim lna hodnotanadob£da? (Polish{Austrian omp. 93/94)1.3 V rovine s£ dan� dve r�zne rovnobe�n� priamky k; l a kru�nia, ktor  nem s priamkou k spolo�n� bod. Z bodu A le�iaeho na priamke k zostroj¡medoty�nie k danej kru�nii, ktor� pret¡naj£ priamku l v bodoh B;C. Neh mje priamka preh dzaj£a bodom A a stredom £se�ky BC. Dok �te, �e v¨etkytakto z¡skan� priamkym (odpovedaj£e r�znym v�berom bodu A) preh dzaj£jedn�m pevn�m bodom. (Po�sko, MO 93/94)1.4 N jdite v¨etky trojie raion lnyh �¡sel x; y; z tak�h, �e �¡slax+ y + z; 1x + 1y + 1z ; xyzs£ prirodzen�. (Po�sko, MO 93/94)1.5 Pre prirodzen� �¡slo n ozna�me Pn mno�inu v¨etk�h podmno�¡n mno�inyf1; 2; : : : ; ng. V z vislosti od �¡sla n ur�te po�et v¨etk�h funki¡ g : Pn !! f1; 2; : : : ; kg (kde k je pevne dan� prirodzen� �¡slo) tak�h, �e pre �ubovo�n�



140 A;B 2 Pn plat¡ g(A \ B) = min(g(A); g(B)) : (Po�sko, MO 93/94)1.6 Kru�nia vp¡san  do trojuholn¡kaABC sa dot�ka jeho str n AB aBC v bodohP;Q. Priamka PQ pret¡na os uhla BAC v bode S. Dok �te, �e priamky ASa SC s£ navz jom kolm�. (Po�sko, MO 93/94)1.7 Neh a; b s£ re lne �¡sla. N jdite v¨etky funkie f : R�R ! R, ktor� pre v¨etkyx; y; z 2 R sp�¤aj£ rovnos�f(x; y) = a � f(x; z) + b � f(y; z) :(Polish{Austrian ompetition 93/94)Druh  s�ria2.1 N jdite v¨etky prirodzen� �¡sla x a y ktor� sp�¤aj£ rovnos�x+ y2 + z3 = xyz ;pri�om z je najv��¨¡ spolo�n� delite� �¡sel x a y. (jury MMO, Kanada 95)2.2 Na ¨ahovniu 8 � 8 umiestnime 32 bielyh a 32 �iernyh kame¤ov. Budemehovori�, �e dva kamene tvoria spriatelen£ dvojiu, ak s£ r�znej farby a le�iav rovnakom riadku alebo v rovnakom st�pi ¨ahovnie. N jdite najv��¨¡ a na-jmen¨¡ mo�n� po�et spriatelen�h dvoj¡ na ¨ahovnii. (KS Kanada, 95/96)2.3 Neh O je bod vn£tri konvexn�ho ¨tvoruholn¡ka ABCD s obsahom S. NehK;L;M a N s£ postupne vn£torn� body jeho str n AB, BC, CD a DA.Dok �te, �e ak OKBL a OMDN s£ rovnobe�n¡ky, tak plat¡ nerovnos� pS == pS1 + pS2, kde S1 a S2 s£ postupne obsahy ¨tvoruholn¡kov ONAKa OLCM . (jury MMO, Kanada 95)2.4 Rovnostrann� trojuholn¡k je rozdelen� na n2 zhodn�h rovnostrann�h tro-juholn¡kov. Pav£k sed¡ v jednom z vrholov t�h trojuholn¡kov a muha v ne-jakom inom. Pav£k a muha sa striedavo pos£vaj£ v�dy do nejak�ho susedn�hovrholu. Dok �te, �e pav£k m��e v�dy hyti� muhu. (Balti MO, 93/94)2.5 M me k dispoz¡ii tri neozna�en� n doby: pr zdna m-litrov , pr zdna n-litrov a pln  (m+n)-litrov . �¡slam a n s£ prirodzen� a nes£delite�n�. Dok �te, �e preka�d� �¡slo k 2 f1; 2; : : : ;m+n�1g mo�no prelievan¡m dosta� v (m+n)-litrovejn dobe k litrov vody. (Po�sko, MO 93/94)



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, zadania 1412.6 Dok �te, �e prirodzen� �¡slo n je s£�inom pr ve dvoh prvo�¡sel s rozdielom 2vtedy a len vtedy, ke�'(n)�(n) = (n� 3)(n+ 1) ;kde �(n) znamen  s£�et v¨etk�h kladn�h delite�ov �¡sla n a '(n) je po�etprirodzen�h �¡sel men¨¡h alebo rovn�h n, ktor� s£ nes£delite�n� s n(varphi(n) je tzv. Eulerova funkia). (KS Kanada, 95/96)2.7 Dok �te, �e s£�ty d��ok proti�ahl�h hr n ¨tvorstena sa rovnaj£ pr ve vtedy,ke� sa rovnaj£ s£�ty uhlov zovret�h stenami ¨tvorstena pri t�hto hran h.(Po�sko, MO 93/94)Tretia s�ria3.1 Neh A = f1; 2; 3; : : : ; 2ng a neh g : A ! A je funkia de�novan  pre k 2 Avz�ahom g(k) = 2n� k + 1. Zistite, �i existuje funkia f : A! A tak , �e pre�ubovo�n� k 2 A plat¡ f(k) 6= g(k) a f(f(f(k))) = g(k), aka) n = 999,b) n = 1000. (Chorv tsko, MO 97/98)3.2 Dok �te, �e pre k 2 N , k = 2 rovniaxx11 + xx22 + : : :+ xxkk = xxk+1k+1 ;kde x1; x2; : : : ; xk+1 s£ navz jom r�zne nenulov� el� �¡sla, nem  rie¨enie.(KS Kanada, 95/96)3.3 V trojuholn¡ku ABC plat¡ jABj = 15, jBCj = 12, jACj = 13. Neh M je stredstrany BC, K priese�n¡k osi uhla ABC so stranou AC a O priese�n¡k priamokAM a BK. �alej neh bod L je p�ta kolmie z bodu O na stranu AB. Dok �te,�e j<)OLKj = j<)OLM j. (Balti MO, 93/94)3.4 Zistite, �i existuje prirodzen� �¡slo n > 1, ktor� sp�¤a nasleduj£u podmienku:Existuje rozklad mno�iny prirodzen�h �¡sel na n nepr zdnyh podmno�¡ntak�h, �e �ubovo�n� s£�et n � 1 �¡sel, pri�om ka�d� vyberieme z inej z n �� 1 podmno�¡n rozkladu, le�¡ vo zvy¨nej n-tej podmno�ine.Pozn mka: Mno�iny A1; A2; : : : ; An tvoria rozklad mno�iny A, ak s£ po dvohdisjunktn� a plat¡ A1 [ A2 [ : : : [ An = A. (jury MMO, Kanada 95)3.5 Neh n je prirodzen� �¡slo, n = 3. Neh x1; x2; : : : ; xn s£ re lne �¡sla tak�, �exi < xi+1 pre 1 5 i 5 n� 1. Dok �te, �en(n� 1)2 Xi<j xixj >  n�1Xi=1(n� i)xi!0� nXj=2(j � 1)xj1A :



142 (jury MMO, Kanada 95)3.6 V rovine s£ dan� ¨tyri navz jom r�zne body A;B;C;D le�iae (v tomto porad¡)na priamke p, pri�om jABj = a, jBCj = b, jCDj = .a) Zostrojte (ak je to mo�n�) bod P nele�iai na priamke p tak�, �e j<)APBj == j<)BPCj = j<)CPDj.b) Dok �te, �e tak� bod P existuje pr ve vtedy, ke� (a+ b)(b+ ) < 4a.(Polish{Austrian omp. 93/94)3.7 �tvore je rozdelen� na 16 zhodn�h ¨tvor�ekov, ktor� maj£ spolu 25 vrholov.Ak� najmen¨¡ po�et z nih (vrholov) mo�no vybra�, aby medzi nevybrat�mivrholmi nezostali ¨tyri tak�, ktor� vytv raj£ ¨tvore so stranami rovnobe�n�miso stranami p�vodn�ho ¨tvora? (Polish{Austrian omp. 93/94)�tvrt  s�ria4.1 Pre re lne �¡sla x; y; z plat¡ x2 + y2 + z2 5 2. Dok �te, �e potom x + y + z 55 2 + xyz. (Ukrajina, MO 98)4.2 Dan� je ¨tvorsten SABC. Neh O je stred gu�ovej plohy, ktor  preh dzavrholom S a pret¡na hrany SA, SB a SC postupne v bodoh A1; B1; C1 tak�h,�e body A;B;C;A1; B1; C1 le�ia na nejakej gu�ovej plohe. Dok �te, �e priamkaSO je kolm  na rovinu ABC. (Ukrajina, MO 98)4.3 V krajine Di¨tania je n miest, pri�om �iadne tri z nih nele�ia na jednejpriamke. Vzdialenos�ou dvoh jej �ast¡ A a B (z ktor�h v ka�dej le�¡ aspo¤jedno mesto) budeme rozumie� najmen¨iu vzdialenos� medzi nejak�m mestomz A a nejak�m mestom z B. Neh d je tak� �¡slo, �e pre �ubovo�n� rozdeleniekrajiny na dve �asti (pri�om ka�d  obsahuje aspo¤ jedno mesto) nebude ihvzdialenos� v��¨ia ako d. Dok �te, �e je mo�n� postavi� n�1 iest (ka�d  sp jadve mest ), aby platili nasleduj£e podmienky:(i) d��ka ka�dej esty neprevy¨uje d,(ii) z ka�d�ho mesta sa mo�no dosta� do ka�d�ho in�ho. (Ukrajina, MO 98)4.4 Zistite, �i existuj£ funkie f : R ! R, g : R ! R tak�, �e pre ka�d� re lne �¡slox platia rovnostia) f(g(x)) = x2, g(f(x)) = x3,b) f(g(x)) = x2, g(f(x)) = x4. (Ukrajina, MO 98)4.5 Dok �te, �e pre �ubovo�n� prirodzen� �¡slo n > 1 existuje tak� prirodzen� �¡s-lo m, �e pre nejak� el� nenulov� �¡sla k1; k2; : : : ; km+4 s£ splnen� rovnostimn = k1 + k2 + : : :+ km+4 = k19971 + k19972 + : : :+ k1997m+4 :(Ukrajina, MO 98)



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, zadania 1434.6 Dan� je rovnoramenn� trojuholn¡k ABC, s uhlom pri vrhole B ve�kosti 100Æ.Vn£tri trojuholn¡ka le�¡ bod D, pri�om j<)ABDj = 25Æ, j<)ACDj = 5Æ. Napred��en¡ ramena BA (za bodom A) le�¡ bod E, pre ktor� plat¡ jAEj+ jCDj == jACj. Zistite, �i s£ priamky AD a EC rovnobe�n�. (Ukrajina, MO 98)4.7 N jdite v¨etky kone�n� mno�iny M � R obsahuj£e aspo¤ dva prvky tak�, �epre �ubovo�n� a; b 2M , a 6= b plat¡ 23a� b2 2M . (Bielorusko, MO 98)Piata s�ria5.1 Nehm a n s£ prirodzen� �¡sla tak�, �e A = (m+ 3)n + 13m je el� �¡slo. Dok �te,�e potom je A nep rne el� �¡slo. (Bulharsko, MO 98)5.2 Dan� je trojuholn¡k ABC, ktor� nie je tupouhl�. Na jeho stran h AB, BCa CA s£ zvonku zostrojen� postupne ¨tvore, pravideln� n-uholn¡k a pravideln�m-uholn¡k (m;n > 5), pri�om ih stredy s£ vrholmi rovnostrann�ho trojuhol-n¡ka. Dok �te, �e m = n = 6 a vypo�¡tajte ve�kosti uhlov trojuholn¡ka ABC.(Bulharsko, MO 98)5.3 Neh a1; a2; : : : ; an s£ re lne �¡sla, pri�om nie v¨etky s£ rovn� nule. Dok �te,�e rovnia p1 + a1x+p1 + a2x+ : : :+p1 + anx = nm  najvia jeden nenulov� kore¤. (Bulharsko, MO 98)5.4 Strany a uhloprie�ky pravideln�ho n-uholn¡ka P s£ ofarben� k farbami tak, �e(i) pre ka�d£ farbu f a �ubovo�n� dva vrholy A a B mnohouholn¡ka P je £se�kaAB ofarben  farbou f alebo pre nejak� vrhol C s£ £se�ky AC a BC ofarben�farbou f ;(ii) strany �ubovo�n�ho trojuholn¡ka s vrholmi vo vrholoh mnohouholn¡ka Ps£ ofarben� najvia dvoma farbami.Dok �te, �e k 5 2. (Bulharsko, MO 98)5.5 Zistite, �i existuje postupnos� kladn�h re lnyh �¡sel fxng1n=1 tak , �e preka�d� prirodzen� �¡slo n plat¡xn+2 = pxn+1 �pxn : (Bulharsko, MO 98)5.6 V rovine je dan�h n + 1 bodov tak, �e �iadne tri nele�ia na priamke. Ur�tev¨etky prirodzen� �¡sla k sp�¤aj£e podmienku: Niektor� z bodov mo�no spoji�£se�kami tak, �e �ubovo�n�h bodov je posp jan�h pr ve k £se�kami.



144 (Bulharsko, MO 98)5.7 Dan� je ostrouhl� trojuholn¡k ABC. Neh D;E; F s£ p�ty jeho v�¨okspusten�h postupne z vrholov A;B;C. Priamka preh dzaj£a bodom Da rovnobe�n  s EF pret¡na priamky AC a AB postupne v bodoh Q a R.Priamky EF a BC sa pret¡naj£ v bode P . Dok �te, �e kru�nia op¡san trojuholn¡ku PQR preh dza stredom strany BC. (jury MMO, Argent¡na 97)



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 145Rie¨enia s£�a�n�h £loh KS SK MOPrv  s�ria1.1 (Peter M jek) Polo�me xn+1 = x1 a ki = xi � xi�1 (pre i = 2; 3; : : : ; n + 1).Neh tie� kn+1 = k1. Ke��e n je nep rne, n2 d va zvy¨ok 1 po delen¡ 4. Zrejme �¡slaxi � xi�1 a xi + xi�1 maj£ rovnak£ paritu. Ak by boli nep rne, potom (xi � xi�1)2 ++ 2(xi + xi�1) + 1 � 1 + 2 + 1 � 0 (mod 4), �o nem��e nasta�. Preto ki = xi � xi�1je pre ka�d� i = 2; 3; : : : ; n+ 1 p rne �¡slo. Ak od�¡tame dve po sebe id£e rovnie, po£prave dost vame (xi+1 � xi�1) (xi+1 + xi�1 + 2� 2xi) = 0 ;�o po dosaden¡ d va (ki+1 + ki) (ki+1 � ki + 2) = 0 :To znamen , �e pre ka�d� i = 1; 2; : : : ; n plat¡ ki+1 = �ki alebo ki+1 = ki � 2.Predpokladajme sporom, �e pre �iadne i neplat¡ ki = 0. Potom m me postupnos�el�h nenulov�h p rnyh �¡sel k1; k2; : : : ; kn; kn+1, kde ka�d� �len z¡skavame z pre-do¨l�ho pomoou niektorej z oper i¡ ki+1 = �ki, alebo ki+1 = ki�2. Pritom po pou�it¡nep rneho po�tu (n) tak�hto krokov m me dosta� kn+1 = k1. V¨¡majme si znamienkoa absol£tnu hodnotu �¡sel ki. Po ka�dom pou�it¡ prvej oper ie, pri ktorej sa znamienkozmen¡ na opa�n�, je potrebn� urobi� �al¨iu prv£ oper iu, aby sa znamienko vr tilo nap�vodn� (samozrejme, �e je mo�n� zmeni� znamienko aj druhou oper iou, ale v tompr¡pade by sme museli "prejs� ez nulu\). Celkovo sa teda urob¡ p rny po�et oper i¡zmeny znamienka (aby kn+1 = k1). Ak po pou�it¡ druhej oper ie st£pne absol£tnahodnota ki a je v��¨ia ako k1, mus¡ sa nesk�r pou�i� druh  oper ia, aby absol£tnahodnota ki klesla. Ak pou�it¡m druhej oper ie absol£tna hodnota klesne a je men¨iaako k1, mus¡ sa nesk�r pou�i� druh  oper ia, aby st£pla. Tak�e aj po�et pou�it¡ druhejoper ie mus¡ by� p rny. Celkov� po�et oper i¡, po ktor�h dostaneme op�� prv� �len,je teda p rny. To je v¨ak spor s predpokladom, �e n (po�et oper i¡) je nep rne �¡slo.Preto mus¡ existova� tak� i 2 f2; 3; : : : ; n+ 1g, �e ki = 0, a teda xi = xi�1.1.2 (Katar¡na Quittnerov )a) Z trojuholn¡kovej nerovnosti jaj + jbj = ja + bj (kde a; b 2 R) vypl�va, �e s£�et�¡sel priraden�h stran m medzi vrholmi Pi a Pj (kde 0 5 i; j 5 n, i 6= j) v smere ajproti smeru hodinov�h ru�i�iek je aspo¤ ji� jj. �pei lne pre i = 0 a j = n dost vameS = 2n. Hodnota 2n sa pritom nadob£da napr¡klad pre postupn� ozna�enie vrholovP0; P1; P2; : : : ; Pn.b) Neh Pi1 ; Pi2 ; : : : ; Pik s£ vrholy le�iae medzi P0 a Pn v smere hodinov�hru�i�iek (od P0 k Pn) a Pj1 ; Pj2 ; : : : ; Pjn�k�1 s£ vrholy le�iae medzi vrholmi P0a Pn (od P0 k Pn) proti smeru hodinov�h ru�i�iek. S£�et S bude zrejme minim lny(t.j. S = 2n) pr ve vtedy, ke� i1 < i2 < : : : < ik a j1 < j2 < : : : < jn�k�1



146(op�� to vypl�va z trojuholn¡kovej nerovnosti). Ale mno�iny I = fi1; i2; : : : ; ikg a J == fj1; j2; : : : ; jn�k�1g s£ disjunktn� a I [ J = f1; 2; : : : ; n� 1g. To znamen , �e po�etr�znyh porad¡ s minim lnym s£�tom je rovn� po�tu podmno�¡n mno�iny f1; 2; : : : ; n�� 1g, ktor� je 2n�1.1.3 Ozna�me I stred a r polomer danej kru�nie 
. Neh N;S s£ po rade najbli�¨¡a najvzdialenej¨¡ bod kru�nie 
 od priamky k.�loha sa zrejme nezmen¡, ak namiesto l budeme uva�ova� priamku l0 6� k, ktor  jes ¤ou rovnobe�n . Preto�e ak dve doty�nie ku kru�nii 
 z bodu A pret¡naj£ priamku l0v bodoh B0; C 0, tak zrejme priamkam0 preh dzaj£a bodom A a stredom £se�ky B0C 0bude identik  s m (vypl�va to napr¡klad z rovno�ahlosti trojuholn¡kov ABC a AB0C 0).
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X�Obr. 34Teda neh l je doty�nia ku kru�nii 
 v bode S. Ozna�me h vzdialenos� priamokk a l. Zvo�me teraz A 2 k. Zostrojme body B;C 2 l a ozna�me fTg =  !AN \ l. �alejneh M je stred BC a jABj = , jBCj = a, jACj = b.Uva�ujme priamku rovnobe�n£ s k preh dzaj£u ez N a jej prieniky s AB a ACozna�me E a F . Zrejme v rovno�ahlosti so stredom A a koe�ientom h=(h � 2r) satrojuholn¡k AEF zobraz¡ na trojuholn¡k ABC a bod N na bod T . M me teda rovnos�jAN jjAT j = h� 2rh : (1)Zrejme 
 je kru�nia vp¡san  do trojuholn¡ka ABC a prip¡san  trojuholn¡ku AEF .Navia sa dot�ka priamky EF v bode N . Jej obraz v uva�ovanej rovno�ahlosti budeteda kru�nia prip¡san  trojuholn¡ku ABC, dot�kaj£a sa priamky BC v bode T .Ozna�me U , V body dotyku tejto kru�nie s priamkami AB a AC. Preto�e plat¡jABj+ jBT j = jABj+ jBU j = jAU j = jAV j = jACj+ jCV j = jACj+ jCT j ;



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 147dost vame rovnostijBT j � jCT j = jACj � jABj = b�  ; jBT j+ jCT j = a :Z toho vypl�va jCT j = 12 (a� b + ). Ale S je bod dotyku kru�nie vp¡sanej trojuhol-n¡ku ABC, teda plat¡ jBSj = 12 (a� b + ). Odtia� m me jBSj = jCT j, tak�e body S,T s£ rovnako vzdialen� od B, C, a teda aj jMSj = jMT j.V¨imnime si teraz trojuholn¡k NST a priamku m. T  pret¡na priamky NS, ST , TNv bodoh X;M;A. Potom z Menelaovej vety dost vamejNXjjXSj � jSM jjMT j � jTAjjAN j = 1 :Ke��e jMSj = jMT j, tak jNXjjXSj = jAN jjAT j :Z (1) a vz�ahu jNXj+ jXSj = 2r dost vame �alej2r � jSXjjSXj = h� 2rh ;odkia� jSXj = hrh� r :(Zrejme je h� r 6= 0.) Ve�kos� jSXj teda z vis¡ len od h; r, ktor� s£ nez visl� na v�berebodu A. To ale znamen , �e bod X, le�iai na NS vo vzdialenosti hr=(h� r) od S, jespolo�n�m bodom v¨etk�h priamok m.1.4 (Katar¡na Quittnerov ) �¡sla x; y; z s£ korene rovnie (�� x)(�� y)(�� z) = 0,teda �3 � a�2 + b��  = 0 ; (1)kde a = x+ y + z, b = xy + xz + yz = � 1x + 1y + 1z�xyz a  = xyz s£ pod�a zadaniaprirodzen� �¡sla. Keby niektor� z �¡sel x; y; z nebolo el�, potom by sa dalo nap¡sa�v tvare pq , kde p; q s£ el�, nes£delite�n� a q > 1. Po dosaden¡ do (1) a vyn soben¡ q2by sme dostali, �e p3q = ap2 � bpq + q2 je el� �¡slo, �o je spor. �¡sla x; y; z s£ tedael� a nenulov� (preto�e xyz je prirodzen� �¡slo). Navy¨e, bu� s£ v¨etky tri kladn�,alebo s£ pr ve dve z porn�. Predpokladajme najprv, �e pr ve dve s£ z porn�. Bezujmy na v¨eobenosti neh s£ to y a z. Potom plat¡1x + 1y + 1z = 1x � 1jyj � 1jzj = 1 ;



148z �oho 1x = 1 + 1jyj + 1jzj > 1 ;�o pre x kladn� el� �¡slo nie je mo�n�. �¡sla x; y; z s£ teda v¨etky tri el� kladn�. Potomv¨ak x + y + z a xyz s£ prirodzen� �¡sla a p�vodn� probl�m sa redukuje na n jdenietak�h prirodzen�h �¡sel x; y; z, �e 1x + 1y + 1z je tie� prirodzen� �¡slo. Bez ujmy nav¨eobenosti, neh x = y = z = 1. Zrejme plat¡1 5 1x + 1y + 1z 5 1z + 1z + 1z = 3z 5 3 ; (2)alebo tie� 1x + 1y + 1z = n; kde n 2 f1; 2; 3g:Rozoberieme v¨etky mo�nosti.1) Ak n = 3, potom z (2) vypl�va x = y = z = 1.2) Ak n = 2, potom z = 1. Ak by bolo z = 2, potom 1x + 1y + 1z 5 3z 5 32 < 2, �o jespor. M me teda 1x + 1y = 1. Sporom analogiky uk �eme, �e y 5 2, z �oho �ahkodopo�¡tame x = y = 2.3) Ak n = 1, potom z 5 3. Ak by bolo z = 4, potom 1x + 1y + 1z 5 3z 5 34 < 1,�o je spor. Pre z = 1 dost vame 1x + 1y = 0, �o pre x; y prirodzen� zjavne nem rie¨enie. Pre z = 2 dost vame 1x + 1y = 12, �i�e (sporom) y 5 4. �ahko dor tamerie¨enia y = 3, x = 6 a y = x = 4. Pre z = 3 m me 1x + 1y = 23, z �oho vypl�vax = y = 3.Rie¨eniami s£ teda �ubovo�n� permut ie troj¡ f1; 1; 1g, f1; 2; 2g, f2; 3; 6g, f2; 4; 4ga f3; 3; 3g.1.5 (Katar¡na Quittnerov ) Z podmienky pre funkiu g vypl�va, �e ak A � B, tak plat¡g(A) 5 g(B). Ak teda podmno�in m mno�iny N = f1; 2; : : : ; ng prirad¡me hodnotyz mno�iny f1; 2; : : : ; kg, najmen¨ia z pou�it�h hodn�t bude g(;) a najv��¨ia g(N) == m.Podmienku pre funkiu g m��eme indukiou roz¨¡ri� do tvaru g(A1\A2\ : : :\Al) == min(g(A1); g(A2); : : : ; g(Al)), kde l je �ubovo�n� prirodzen� �¡slo.Ozna�me Ni = N n fig. Mno�in m N1; N2; : : : ; Nn prira�me �ubovo�n� hodnotyz mno�iny f1; 2; : : : ;mg. V¨etky ostatn� mno�iny s£ jednozna�ne ur�en� ako prieniknieko�k�h z mno�¡n N1; N2; : : : ; Nn, �¡m je jednozna�ne ur�en  aj hodnota ih obrazu.�ahko zist¡me, �e ka�d  z takto de�novan�h funki¡ vyhovuje zadaniu. Pre ka�d� m



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 149dostaneme mn mo�nost¡ ohodnotenia mno�¡n N1; N2; : : : ; Nn. V¨etk�h mo�nost¡ jeteda Pkm=1mn.1.6 (Josef �ev�¡k) Ozna�me uhly trojuholn¡ka �; �; . Ozna�me V stred kru�nievp¡sanej trojuholn¡ku ABC. Zrejme plat¡ jPBj = jBQj, j<)BPQj = 12 (� � �). Potomj<)APQj = j<)APSj = ��j<)BPQj = 12 (�+�). Z rove¤ j<)V CAj = 12 a j<)V ACj = 12�.To znamen , �ej<)AV Cj = � � j<)V CAj � j<)V ACj = � + �2 = j<)APSj :�alej j<)PASj = 12� = j<)V ACj. To znamen , �e trojuholn¡ky APS a AV C s£ podobn�(pod�a vety uu). Odtia� dost vame jAP jjASj = jAV jjACj ;a teda jAP jjAV j = jASjjACj :Z rove¤ v¨ak plat¡ j<)PAV j = 12� = j<)SACj. To znamen , �e aj trojuholn¡ky PAVa SAC s£ podobn�. Potom alej<)V PAj = j<)CSAj = �2 ;�o je tvrdenie, ktor� bolo treba dok za�.
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QSV�Obr. 351.7 Funkia f � 0 (identiky rovn  nule) zrejme vyhovuje zadaniu. �alej predpok-ladajme, �e f 6� 0 : (1)Po dosaden¡ y = x do rovnief(x; y) = a � f(x; z) + b � f(y; z) (2)



150dost vame f(x; x) = (a+ b) f(x; z). To znamen , �e a+ b = 0, alebo funkia f nez vis¡od druhej premennej.Ak a+b = 0, potom f(x; x) = 0 pre v¨etky x 2 R. Dosaden¡m z = y do (2) dost vamef(x; y) = a[f(x; y)� f(y; y)℄ = a � f(x; y). Potom z (1) vypl�va a = 1, b = �1. Polo�meg(x) = f(x; 0). Potom ak do (2) dosad¡me z = 0, m me f(x; y) = f(x; 0)� f(y; 0) == g(x)� g(y).Ak a + b 6= 0, potom f(x; y) = f(x; 0). Op�� polo�me g(x) = f(x; 0). Z (2) potomdost vame g(x) = a � g(x) + b � g(y), �i�e(1� a) g(x) = b � g(y) :Ak a = 1 a b = 0, m��e by� g �ubovo�n  funkia. Ak a 6= 1, potom g(x) = b1� a g(y)pre v¨etky x; y 2 R. Ale z (1) vypl�va b = 1�a a g je teda kon¨tantn  funkia. Rovnakopre b 6= 0.Zhrnutie:� Ak a + b = 1 a b 6= 0, rie¨en¡m je funkia f(x; y) � , kde  2 R je �ubovo�n kon¨tanta.� Ak a = 1 a b = 0, rie¨en¡m je funkia f(x; y) = g(x), kde g : R ! R je �ubovo�n funkia.� Ak a = 1 a b = �1, rie¨en¡m je funkia f(x; y) = g(x)� g(y), kde g : R ! R je�ubovo�n  funkia.� V ostatn�h pr¡padoh je rie¨en¡m funkia f(x) � 0.Zrejme v ka�dom z pr¡padov vyhovuje n jden  funkia zadaniu.Druh  s�ria2.1 (Katar¡na Quittnerov ) Polo�me si x = x0z; y = y0z; potom x0+y20z+z2 = x0y0z2,tak�e x0 = x1z; x1 + y20 + z = x1y0z2: (1)Pre v¨etky prirodzen� k; l plat¡ kl = k + l � 1; (2)preto�e t to nerovnos� je ekvivalentn  s (k � 1)(l� 1) = 0. Z (1) vypl�va, �e x1 + z jedelite�n� y0, tak�e mus¡ x1 + z = y0, a teda s vyu�it¡m (2) aj x1z = y0 � 1: Pre z = 3teda plat¡x1y0z2 = x1y0z(z � 1) + x1y0z = 2x1y0z + y0x1z = z + x1y0z + y0(y0 � 1) == z + 3x1y0 + y0(y0 � 1) = z + 2x1y0 + (x1 + y0 � 1) + (y20 � y0) == z + x1 + y20 + (2x1y0 � 1) > z + x1 + y20;�o je ale spor s (1), preto mus¡ by� z < 3.



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 151Pre z = 1 dost vame rovniu x1 + y20 + 1 = x1y0, ktor  je ekvivalentn  s(y0 � 1) (x1 � y0 � 1) = 2 :Ke��e y0�1 = 0, m��u nasta� iba dve mo�nosti a pre ka�d£ z nih dostaneme rie¨enie:x = x1 = 5, y = y1 = 2, alebo x = x1 = 5, y = y0 = 3.Pre z = 2 dost vame z rovnosti (1)x1 + y20 + 2 = 4x1y0 :Ke��e x1+2 je delite�n� y0, mus¡ x1+2 = y0. S vyu�it¡m tejto nerovnosti a (2) potompre y0 = 4 vypl�va4x1y0 = 3x1y0 + (y0 � 2)y0 = x1 + 3y0 � 1 + y20 � 2y0 = x1 + y20 + 3 > x1 + y20 + 2 :Mus¡ preto y0 5 3. Rozobrat¡m mo�nost¡ dostaneme �al¨ie dve rie¨enia: x = 4; y = 2 ax = 4; y = 6.Rie¨eniami s£ potom usporiadan� trojie (x; y; z) = (5; 2; 1), (5; 3; 1), (4; 2; 2),(4; 6; 2). Zrejme v¨etky sp�¤aj£ podmienky zadania.2.2 (Katar¡na Quittnerov ) Najprv dok �eme, �e pre �ubovo�n� umiestnenie kame¤ovje po�et spriatelen�h dvoj¡ nanajv�¨ 256 a najmenej 128.Uva�ujme �ubovo�n� riadok. Po�et spriatelen�h dvoj¡ v tomto riadku je potomzrejme pq = p(8� p) = (4� (4� p)) (4 + (4� p)) = 16� (4� p)2 5 16 ;kde p, resp. q s£ po�ty kame¤ov jednotliv�h farieb. Bez ujmy na v¨eobenosti m��emenavy¨e predpoklada� p = q, pri�om nazvime dominantnou po�etnej¨iu farbu (teda t£,ktor  m  v na¨om riadku p kame¤ov). S�¡tan¡m ez v¨etky riadky a st�pe dost vamehorn� ohrani�enie po�tu P v¨etk�h spriatelen�h dvoj¡P 5 (8 + 8) � 16 = 256 :Vr �me sa v¨ak e¨te k n ¨mu riadku a pre ka�d� kame¤ v ¤om uva�ujme po�etspriatelen�h dvoj¡, v ktor�h sa nah dza. Ozna�me �alej S s£�et tak�hto po�tovpre v¨etky kamene z tohto riadku. Do s£�tu S prispievaj£ pritom jednak riadkov�spriatelen� dvojie (po�tom 2pq { ka�d  dvakr t) a jednak st�pov� spriatelen� dvojie.V¨imnime si aspo¤ st�pe prisl£haj£e ku kame¤om dominantnej farby v na¨om riadku.Kame¤ov v t�hto st�poh je samozrejme 8p, z nih v¨ak len 32 m��e by� dominantnejfarby. Zvy¨n�h, najmenej 8p�32 kame¤ov v¨ak u� mus¡ by� druhej farby, a pr ve tietokamene vytv raj£ s kame¤mi dominantnej farby v na¨om riadku st�pov� spriatelen�dvojie. Celkovo je tedaS = 2pq + 8p� 32 = 2p(8� p) + 8p� 32 == �2p2 + 24p� 32 = 32� 2(p� 8)(p� 4) = 32 :



152S�¡tan¡m hodn�t S pre v¨etky riadky dostaneme dvojn sobok elkov�ho po�tu spriate-len�h dvoj¡ (ka�d  bola zapo�¡tan  dvakr t), tak�e 2P = 8 � 32 = 256, P = 128.T�m sme dostali horn� aj doln� odhad P . Po�et 256 m��eme dosiahnu� napr¡k-lad ¨ahovniov�m (striedav�m) usporiadan¡m bielyh a �iernyh kame¤ov, po�et 128m��eme dosiahnu� napr¡klad tak, �e biele kamene bud£ v prv�h ¨tyroh st�poh,�ierne vo zvy¨n�h.2.3 Ak O le�¡ na AC, potom ¨tvoruholn¡ky ABCD, AKON a OLCM s£ podobn�a plat¡ jACj = jAOj+ jOCj. Potom pS = pS1 +pS2.
A

B
C

D
K L

MN OW X Y Z�Obr. 36�alej neh O nele�¡ na AC. Bez ujmy na v¨eobenosti m��eme predpoklada�, �e Oa D le�ia na rovnakej strane priamky AC. Bodom O prelo�me priamku a jej priese�n¡kys priamkami BA, AD, CD a BC ozna�me po porad¡ W , X, Y a Z. Najprv uva�ujmepr¡pad, ke�W = X = A. Potom jOW jjOXj = 1, zatia� �o jOZjjOY j > 1. Ot �ajme t£to priamkuokolo bodu O pokia� Y = Z = C. Potom jOW jjOXj > 1 a jOZjjOZj = 1. To znamen , �ev nejakej polohe muselo plati� jOW jjOXj = jOZjjOY j . �alej sa zaoberajme len t�mto pr¡padom.Ozna�me T1; T2; P1; P2; Q1 a Q2 po porad¡ obsahy £tvarov KBLO, NOMD, WKO,OLZ, ONX a YMO. Potrebujeme dok za�, �e T1+ T2 = 2pS1S2. Ke��e trojuholn¡kyWBZ, WKO a OLZ s£ podobn�, dost vamepP1 +pP2 =pP1 + T1 + P2� jWOjjWZj + jOZjjWZj� =pP1 + T1 + P2 :



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 153Odtia� T1 = 2pP1P2. Podobne T2 = 2pQ1Q2. Preto�e jOW jjOZj = jOXjjOY j , dost vameP1P2 = jOW j2jOZj2 = jOXj2jOY j2 = Q1Q2 :Ozna�me P1P2 = Q1Q2 = k. PotomT1 + T2 = 2pP1P2 + 2pQ1Q2 = 2pP1P2 (1 + k) == 2p(1 + k)P1(1 + k)P2 = 2p(P1 +Q1)(P2 +Q2) == 2pS1S2 :T�m je £loha vyrie¨en .2.4 (Katar¡na Quittnerov ) Ozna�me si ve�k� trojuholn¡k ABC a zvo�me si s£radniov�syst�m tak, aby strana AB le�ala na osi x a bod C mal y-ov£ s£radniu kladn£.Pav£ka najprv po¨leme do bodu C. Ak po este muhu hyt¡, sme hotov¡.Inak dok �eme, �e pav£k m��e (po pr¡padnom kone�nom po�te krokov v ka�dejv�¨ke) st le zostupova� (teda zmen¨ova� svoju y-ov£ s£radniu) tak, aby sa v�dy pojeho kroku muha nah dzala v rovnostrannom trojuholn¡ku A0B0C 0, kde C 0 je poz¡iapav£ka a A0B0 je �as� £se�ky AB (alebo A0 = B0 = C 0 ako bod C 0 le�¡ na strane AB).Po kone�nom po�te krokov teda pav£k muhu hyt¡. D�kaz budeme robi� indukiou.1Æ Prv� krok je zrejme splnen� (pav£k je v bode C).2Æ Neh je teraz pav£k v bode C1, muha v pr¡slu¨nej z¢ne A1B1C1 (nie v bodeC1) a muha je "na �ahu\. Ak sa muha posunie tak, �e zostane v trojuholn¡kuA1B1C1 (a nevlezie do C1), potom sta�¡, aby pav£k zliezol ¨ikmo doprava alebo¨ikmo do�ava tak, aby mal muhu op�� vo svojej z¢ne. Ak sa muha posunie vonz A1B1C1 smerom doprava (smer do�ava je analogik�), potom sa pav£k posunietie� doprava (vodorovne) a dostane tak muhu op�� do svojej z¢ny. V tomto pr¡padev¨ak muha bude na pravom okraji novej z¢ny, tak�e v �al¨om kroku z nej bu�nevyjde (a potom pav£k m��e zost£pi�) alebo sa zase m��e posun£� len smeromdoprava von z pav£kovej z¢ny. Posuny smerom doprava v¨ak m��e muha urobi� lenkone�ne ve�a kr t (k�m nenaraz¡ na prav£ stenu trojuholn¡ka ABC).Zrejme pri �iadnom kroku nem��e pav£k vyjs� z p�vodn�ho trojuholn¡ka.T�m je d�kaz hotov�.2.5 (Katar¡na Quittnerov ) Bez ujmy na v¨eobenosti m��eme predpoklada�, �e m == n. Ke��e (m;n) = 1, existuje prirodzen� �¡slo a 5 n a el� nez porn� �¡slo b tak�, �eam�bn = k (n sobky �¡sla m toti� d vaj£ v¨etky zvy¨ky po delen¡ �¡slom n). Ozna�mesiM , N a O postupne m-litrov£, n-litrov£ n dobu a (m+n)-litrov£ n dobu. Odlejemez O (ez N) (b+ 1)-kr t n litrov do M , pri�om v�dy, ke� sa n m do nej el� obsah Nnezmest¡, vylejeme M (m litrov) nasp�� do O a zvy¨ok vody z N vylejeme do (terazpr zdnej) M . T�mto sp�sobom v O zostane z = a0m � bn litrov, kde a0 � 1 je po�et



154vyliat¡ n doby M do O. Ak a0 > a, potom a0 = a+ 1 (lebo inak z = 2m+ k > m+ n),tak�e z = m + k a sta�¡ M vylia� do N a z O vylia� m litrov vody do M . Ak a0 < a,potom a0 = a � 1 (lebo inak z 5 �2m + k < 0), tak�e z = k �m a sta�¡ doplni� Mvodou z N doplna a potom vylia� M do O. Ak a0 = a, sme hotov¡. T�m sme dok zali,�o bolo treba.2.6 Majme n = pq, kde pq s£ prvo�¡sla tak�, �e q = p + 2. Potom pod�a zn myhvzor�ekov plat¡'(n) = (p� 1) (q � 1) = (p� 1) (p+ 1) ;�(n) = p2 � 1p� 1 � q2 � 1q � 1 = (p+ 1) (q + 1) = (p+ 1) (p+ 3) ;(n� 3) (n+ 1) = (p(p+ 2)� 3) (p(p+ 2) + 1) = (p2 + 2p� 3) (p2 + 2p+ 1) == (p+ 3) (p� 1) (p+ 1)2 :Odtia� u� jasne vid¡me, �e plat¡ '(n)�(n) = (n� 3) (n+ 1).Majme teraz prirodzen� �¡slo n s kanonik�m rozkladom n = pe11 pe22 : : : pekk tak�, �e'(n)�(n) = (n� 3) (n+ 1) : (1)Potom plat¡ '(n) = n�1� 1p1��1� 1p2� : : :�1� 1pk� ;�(n) = pe1+11 � 1p1 � 1 � pe2+12 � 1p2 � 1 : : : pek+1k � 1pk � 1 :Dosaden¡m do (1) dost vame(n� 3) (n+ 1) = n � p1 � 1p1 : : : pk � 1pk � pe1+11 � 1p1 � 1 : : : pek+1k � 1pk � 1 == pe11 : : : pekkp1 : : : pk � �pe1+11 � 1� : : : �pek+1k � 1� == pe1�11 : : : pek�1k � �pe1+11 � 1� : : : �pek+1k � 1� : (2)Potom pre ka�d� i = 1; 2; : : : ; k plat¡ pei�1i j (n� 3) (n+ 1). Ke��e pei�1i j n a najv��¨¡spolo�n� delite� �¡sel n a n+ 1 je 1, tak nutne pei�1i j n� 3, a teda pei�1i j 3. Kladn�midelite�mi trojky s£ len �¡sla 1 a 3, tak�e bu� pei�1i = 1 alebo pei�1i = 3. V prvom pr¡padedost vame ei = 1 a v druhom pi = 3, ei = 2. Ale preto�e m me kanonik� rozklad, takdruh  mo�nos� m��e nasta� pre najvia jedno i 2 f1; 2; : : : ; kg. M��u teda nasta� dvapr¡pady.



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 155Ak n = 32 � p1 : : : pk�1, potom dosaden¡m do (2) a po malej £prave dost vame26 �p21 � 1� : : : �p2k�1 � 1� = (3p1 : : : pk�1 � 1) (9p1 : : : pk�1 + 1) : (3)Prav  strana poslednej rovnosti ur�ite nie je delite�n  tromi, ale 3 j p2�1 pre �ubovo�n�prvo�¡slo p 6= 3. Tak�e mus¡ by� k = 1 a n = 9. Vtedy ale neplat¡ rovnos� zo zadania(6 � 13 6= 6 � 10).Ak n = p1 : : : pk, potom (2) m  tvar(p21 � 1) : : : (p2k � 1) = (n� 3) (n+ 1) : (4)Rozoberieme nieko�ko mo�nost¡.Ak k = 1, potom n = p a '(n)�(n) = p2 � 1 = p2 � 2p� 3+ 2p+ 4 > p2 � 2p� 3 == (n� 3) (n+ 1). Tak�e t to mo�nos� nem��e nasta�.Ak k = 2, potom n = pq, kde p; q s£ r�zne prvo�¡sla. Dosaden¡m do (1) dost vame'(n)�(n) = �p2 � 1� �q2 � 1� = (pq � 3) (pq + 1)� ((p� q)2 � 4) == (n� 3) (n+ 1)� ((p� q)2 � 4) :To ale znamen , �e jp� qj = 2, a teda n je s£�inom dvoh prvo�¡sel s rozdielom 2.Matematikou indukiou vzh�adom na k dok �eme, �e pre k = 3 plat¡ '(n)�(n) << (n� 3) (n+ 1).1Æ Ak k = 3, potom n = p1p2p3. Bez ujmy na v¨eobenosti neh p1 < p2 < p3. Zrejmep3 � p2 = 2, a teda (p22 � 1) (p23 � 1) 5 (p2p3 � 3) (p2p3 + 1). Polo�me m = p2p3,p = p1. Postupn�mi £pravami dost vame'(mp)�(mp) = �p21 � 1� : : : �p2k � 1� �p2 � 1� 5 (m� 3) (m+ 1) �p2 � 1� == m2p2 � 2mp2 � 3p2 �m2 + 2m+ 3 == (mp� 3) (mp+ 1) + 2mp(1� p) + 3(2� p) +m(2�m) << (mp� 3) (mp+ 1) :V poslednej nerovnosti sme vyu�ili p = 2 a m > 2.2Æ Neh k = 3 a neh pre n = p1p2 : : : pk plat¡ '(n)�(n) < (n� 3) (n+1). Uk �eme, �eaj t to nerovnos� plat¡ aj pre n = p1p2 : : : pkpk+1. Sta�¡ na to pou�i� rovnak� postup,ak� sme pou�ili v prvom kroku, ale pre �¡sla m = p1p2 : : : pk a p = pk+1 (pri�omv prvej nerovnosti vyu�¡vame induk�n� predpoklad a v poslednej p = 2 a m > 2).T�m je hotov� induk�n� krok.Celkovo teda dost vame, �e m��e nasta� jedine pr¡pad k = 2, n = pq, kde p; q s£prvo�¡sla, pre ktor� plat¡ jp� qj = 2. T�m sme dok zali, �o bolo treba2.7 Pre ¨tyri body U; V;X; Y , ktor� nele�ia v jednej rovine budeme symbolomj<)X(UV )Y j ve�kos� ostr�ho uhla medzi rovinami, ktor�h prienikom je priamka UV



156a preh dzaj£ bodmi X, Y (t.j. ide o roviny UV X a UV Y ). Neh je dan� ¨tvorstenABCD. Dok �eme ekvivaleniu nasledovn�h dvoh tvrden¡:jABj+ jCDj = jACj+ jBDj ; (1)j<)C(AB)Dj+ j<)A(C)DjB = j<)B(AC)jD + j<)A(BD)Cj : (2)Z tejto ekvivalenie potom vyplynie tvrdenie v zadan¡.D�kaz implik ie (1)=)(2). Neh I je stred kru�nie vp¡sanej trojuholn¡ku ABCa neh sa t to kru�nia dot�ka jeho str n AB, AC, BC postupne v bodoh E;F;K.Neh J je stred kru�nie vp¡sanej trojuholn¡ku BCD a neh sa t to kru�nia dot�kajeho str n BD, CD, BC postupne v bodoh G;H;L. Potom z rovnosti (1) dost vamejAEj+ jBEj+ jCHj+ jDHj = jAF j+ jCF j+ jBGj+ jDGj : (3)Z vlastnost¡ vp¡sanej kru�nie ale vypl�vajAEj = jAF j; jBEj = jBKj; jCF j = jCKj;jDGj = jDHj; jBGj = jBLj; jCHj = jCLj:To znamen , �e rovnos� (3) mo�no prep¡sa� do tvarujBKj+ jCLj = jBLj+ jCKj :A preto�e jBKj+ jCKj = jBLj+ jCLj (= jBCj), tak jBKj = jBLj a jCKj = jCLj, �i�ebody K a L spl�vaj£.Rovina IJK je zrejme kolm  na priamku BC. Potom sa priamky (v nej le�iae),ktor� preh dzaj£ bodmi I a J a s£ postupne kolm� na roviny ABC a BC pret¡naj£v bode, ktor� ozna�¡me S. �se�ky IE, IF , IK s£ rovnako dlh� (s£ to polomery jednejkru�nie). To znamen , �e pravouhl� trojuholn¡ky SIE, SIF , SIK s£ zhodn�. Odtia�dost vame rovnosti j<)SEIj = j<)SFIj ; jSEj = jSF j = jSKj : (4)Analogiky dost vame z trojuholn¡kov SJG, SJH, SJK rovnostij<)SGJ j = j<)SHJ j ; jSGj = jSHj = jSKj : (5)Tak�e S je stredom gu�ovej plohy, ktor  sa dot�ka hr n AB, AC, BC, BD, CDpostupne v bodoh E;F;K;G;H.Ozna�me P a Q kolm� priemety bodu S do rov¡n ABD a ACD. Pravouhl� trojuhol-n¡ky SPE a SPG maj£ spolo�n£ odvesnu SP a zhodn� z kladne SE a SG (s£ to£se�ky rovnakej d��ky ako SK), a teda plat¡ rovnos� uhlovj<)SEP j = j<)SGP j : (6)



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 157Analogiky dost vame aj j<)SFQj = j<)SHQj : (7)Body E;F;G;H s£ teda kolm�mi priemetmi bodu S na hrany AB, AC, BD, CD.Navia body S;E; P; I le�ia v rovine kolmej na priamku AB;body S; F;Q; I le�ia v rovine kolmej na priamku AC;body S;G; P; J le�ia v rovine kolmej na priamku BD;body S;H;Q; J le�ia v rovine kolmej na priamku CD:Odtia� dost vame (vypl�va odtia� prv  rovnos�, ostatn� dost vame analogiky)j<)C(AB)Dj = j<) IEP j = j<) IESj+ j<)SEP j ;j<)A(C)DjB = j<)QHJ j = j<)QHSj+ j<)SHJ j ;j<)B(AC)jD = j<) IFQj = j<) IFSj+ j<)SFQj ;j<)A(BD)Cj = j<)PGJ j = j<)PGSj+ j<)SGJ j :Rovnos� (2) je potom priamym d�sledkom vz�ahov (4), (5), (6), (7). To plat¡ ale len akbod S le�¡ vn£tri ¨tvorstena ABCD. V opa�nom pr¡pade, sta�¡ v posledn�h rovnostiahpr¡slu¨n� uhly od�¡ta� (ak napr. bod S le�¡ v polpriestore opa�nom k polpriestoru,ktor� je ur�en� rovinou ABD a bodom C, tak sa od�¡taj£ j<)SEP j a j<)SGP j). T�mje implik ia (1)=)(2) dok zan .Pri d�kaze opa�nej implik ie vyu�ijeme nasledovn£ Lemu (je zrejm�, �e naozajplat¡).Lema. V ka�dom ¨tvorstene je s£�et dvoh uhlov pri nejakom vrhole v��¨¡ ako tret¡uhol.D�kaz implik ie (2)=)(1). Predpokladajme, �e plat¡ rovnos� (2) a neplat¡ (1). Bezujmy na v¨eobenosti neh jABj+ jCDj > jACj+ jBDj (9)(v opa�nom pr¡pade sta�¡ pr¡slu¨ne zameni� ozna�enie).Uva�ujme bod X pos£vaj£i sa pozd�� hrany CD. Ak X = C, tak rozdiel jBXj �� jCXj = jBCj > jABj � jACj. Ak X = D, potom jBXj � jCXj = jBDj � jCDj << jABj � jACj (pod�a (9)). To znamen , �e existuje tak  poloha bodu X, �e jBXj �� jCXj = jABj � jACj, �i�e jABj+ jCXj = jACj+ jBXj :�alej neh X je pevn� bod hrany CD sp�¤aj£i posledn£ rovnos�. T to rovnos� je pre¨tvorsten ABCX analogik  rovnosti (1). Potom pre tento ¨tvorsten plat¡ aj rovnos�analogik  (2), �i�ej<)C(AB)Xj+ j<)A(CX)Bj = j<)B(AC)Xj+ j<)A(BX)Cj : (10)



158Preto�e bod X le�¡ na £se�ke CD, tak plat¡j<)C(AB)Dj = j<)C(AB)Xj+ j<)D(AB)Xj ;j<)B(AC)jD = j<)B(AC)Xj ; j<)A(BD)Cj = j<)A(BD)Xj ; (11)j<)A(C)DjB = j<)A(CX)Bj :Taktie� plat¡ j<)A(BX)Cj = 180Æ � j<)A(BX)Dj : (12)Po dosaden¡ rovnost¡ (11) do (2) a rovnosti (12) do (10) dost vamej<)C(AB)Xj+ j<)D(AB)Xj+ j<)A(CX)Bj = j<)B(AC)Xj+ j<)A(BD)Xj ;j<)C(AB)Xj+ j<)A(CX)Bj = j<)B(AC)Xj+ 180Æ � j<)A(BX)Dj ;ktor� n m dokopy d vaj£j<)D(AB)Xj = j<)A(BD)Xj+ j<)A(BX)Dj � 180Æ : (13)Neh Z je �ubovo�n� bod vn£tri ¨tvorstena ABDX. Ozna�me postupne U; V;Wkolm� priemety bodu Z do rov¡n BDX, BAX, BAD. Priemetmi bodov V a W nahranu AB je ten ist� bod Y (je to priemet bodu Z na AB). V ¨tvoruholn¡ku ZV YWs£ uhly pri vrholoh V a W prav�. To znamen , �ej<)A(BD)Xj = j<)V YW j = 180Æ � j<)VWZj :Analogiky plat¡j<)A(BD)Xj = 180Æ � j<)UZW j ; j<)A(BX)Dj = 180Æ � j<)UZV j :Potom z (13) dost vame j<)V ZW j = j<)UZW j+ j<)UZV j :A to je u� spor: preto�e ABDX je (nedegenerovan�) ¨tvorsten, tak body Z;U; V;Wnele�ia v jednej rovine, a teda aj ZUVW je (nedegenerovan�) ¨tvorsten. Potom dost -vame spor s tvrden¡m Lemy. T�m je dok zan  aj druh  implik ia.Odtia� u� priamo vypl�va dokazovan� tvrdenie (my sme dok zali tro¨ku silnej¨ietvrdenie). Tretia s�ria3.1 Vyrie¨ime v¨eoben� pr¡pad. Ozna�me f (0)(k) = f(k) a f (n)(k) = f(f (n�1)(k))pre n 2 N . Je zrejm�, �e f (m+n)(k) = f (m)(f (n)(k)). V¨imnime si tie�, �e g(g(k)) == g(2n � k + 1) = k pre v¨etky k 2 A. Predpokladajme, �e funkia f sp�¤aj£a



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 159dan� podmienky existuje. Ke� si teraz zvol¡me k, budeme sk£ma� f (n)(k) ako funkiupremennej n, m me f (n+6) = f (3)(f (3)(f (n)(k))) = g(g(f (n)(k))) = f (n)(k). Z toho jezrejm�, �e t to funkia je periodik  a pre najmen¨iu kladn£ peri¢du T plat¡ T j 6. Akby T = 2, m me f(f(k)) = k, z �oho potom aj g(k) = f(f(f(k))) = f(k). To je alespor so zadan¡m. �alej T = 1 d va f(k) = k, �o op�� vedie na f(f(k)) = k. Pre T = 3by sme dostali 2n� k + 1 = g(k) = f (3)(k) = k. To ale nikdy nenastane (kv�li parite).Ost va teda jedine T = 6.Zostrojme teraz pre ka�d� k 2 A mno�inu Ok = ff (n)(k); n 2 N0g, ktor  obsahuje(vzh�adom na peri¢du T = 6) ¨es� prvkov. Ke� teraz pre nejak� l 2 A plat¡ l 2 Ok,potom zrejme Ol � Ok (lebo Ok obsahuje l a teda aj f(l), f (2)(l), at�). Mno�iny Oka Ol maj£ v¨ak obe pr ve ¨es� prvkov, preto Ol = Ok. Potom v¨ak fOk; k 2 Ag jerozkladom A na ¨es�prvkov� mno�iny, �i�e po�et prvkov A mus¡ by� delite�n� ¨iestimi,teda 6 j 2n, z �oho dost vame nutn£ podmienku existenie funkie f : 3 j n. To, �e t topodmienka je aj posta�uj£a, uk �eme kon¨trukiou funkie f pre ka�d� n delite�n�tromi. Neh n = 3m (m 2 N). De�nujme funkiu f pre k = 1; 2; : : : ; n nasledovne:f(k) = k +m, f(k +m) = k + 2m, f(k + 2m) = 2n� k + 1, f(k + 3m) = m � k + 1,f(k+4m) = k+3m a f(k+5m) = k+4m. Je zrejm�, �e f(k) 6= g(k) a f (3)(k) = g(k)si �itate� �ahko over¡ s m.�pei lne pre n = 999 tak  funkia existuje a pre n = 1000 neexistuje.3.2 (Katar¡na Quittnerov ) Neh z1; z2; : : : ; zm (kde m = 1) s£ el� �¡sla tak�, �e�1 > z1 > z2 > : : : > zm. Polo�me Ap =Pmi=p zzii (tak�e A1 = zz11 + A2). PotomjA2j = ����� mXi=2 zzii ����� 5 mXi=2 jzzii j = mXi=2 jzij�jzij < mXi=2 jz1j�jzij < 1Xj=jz1j+1 jz1j�j == 1Xj=jz1j+1 1jz1jj = 1jz1jjz1j+1 � 11� 1jz1j = jz1j�jz1j � 1jz1j � 1 5 jz1j�jz1j :To znamen , �e jA2j < jz1j�jz1j. Potom0 < jz1j�jz1j � jA2j 5 jA1j 5 jz1j�jz1j + jA2j < 2jz1j�jz1j 5 1Preto�e xx je el� �¡slo pre x = �1 el� nenulov�, a A1 nie je el� �¡slo (preto�e 0 << jA1j < 1), tak bu� medzi �¡slami xi nie s£ �iadne �¡sla men¨ie ne� �1 alebo v¨etkyx1; : : : ; xk aj xk+1 s£ men¨ie ako �1. Rozoberieme tieto pr¡pady.1) ak s£ v¨etky men¨ie ako �1, m��eme uva�ova� sumu A0 = A1 � xxk+1k+1 . Ozna�menajv��¨ie (najmen¨ie v absol£tnej hodnote) z �¡sel x1; : : : ; xk+1 ako z. PotomA0 = zz + A00 (pr¡padne A0 = �(zz + A00) ak z = xk+1). Analogikou £vahoudostaneme jA00j < jzj�jzj, a teda 0 < jzj�jzj�jA00j = jzj�jzj�j�A00j 5 jzz+A00j == jA0j. Tak�e v tomto pr¡pade rovnia nem  rie¨enie.2) ak s£ v¨etky x1; : : : ; xk+1 aspo¤ �1, ozna�me najv��¨ie z nih M . Preto�e k = 2a �¡sla s£ navz jom r�zne, tak M = 2. Keby M = xi pre nejak� i 5 k, potomxx11 + : : :+ xxkk =MM � 1 = 2MM�1 � 1 >> MM�1 � 1 + (M � 1)M�1 > (M � 1)M�1 = xxk+1k+1 :



160 To je ale spor, teda nutne M = xk+1. Bez ujmy na v¨eobenosti m��eme pred-poklada�, �e xk+1 > xk > : : : > x1. Indukiou vzh�adom na k uk �me, �e pre el�nenulov� xi = �1 sp�¤aj£e nerovnosti xk+1 > xk > : : : > x1 plat¡xx11 + : : :+ xxkk < xxk+1k+1 :Pre k = 1 je tvrdenie zrejm�. Teraz neh tvrdenie plat¡ pre k � 1. Dok �eme, �eplat¡ aj pre k. Majme teda xk+1 > xk. Potom xk+1 = 2 a plat¡xxk+1k+1 = 2xxk+1�1k+1 = 2xxkk+1 > 2xxkk > xxkk + : : :+ xx11 :Teda rovnia nem  ani v tomto pr¡pade rie¨enie.
A B

CK MN = LO�Obr. 37
3.3 Ozna�me N priese�n¡k priamky CO s AB. PriamkyAM;BK;CN sa pret¡naj£ v jednom bode O. Potomz C�evovej vety vypl�vajAN jjNBj � jBM jjMCj � jCKjjKAj = 1 :Priamka BK je osou uhla pri vrhole B, a teda plat¡jCKjjKAj = jBCjjABj = 45 : (1)Ke��e plat¡ jBM j = jCM j (preto�e AM je �a�nia), takdost vame jNBjjAN j = 45 : (2)Na druhej strane jAN j+ jNBj = jABj = 15, potomjAN j = 253 ; jBN j = 203 :Z (1) a (2) vypl�va, �e priamky BC a KL s£ rovnobe�n�. Neh D je p�ta v�¨kyna stranu AB. Potom plat¡jADj2 � jBDj2 = (jACj2 � jCDj2)� (jBCj2 � jCDj2) == jACj2 � jBCj2 = 132 � 122 = 25 :�alej plat¡ jAN j2 � jBN j2 = �253 �2 � �203 �2 = 25 :



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 161Na strane AB je v¨ak iba jeden bod X, pre ktor� plat¡ jAXj2�jBXj2 = 25. Z toho, alevypl�va, �eN ,D a L s£ toto�n� body. BodM je stredom op¡sanej kru�nie trojuholn¡kuBCN . Teda trojuholn¡k CMN je rovnoramenn� a plat¡j<)CNM j = j<)NCM j :Ke��e priamka KN je rovnobe�n  s priamkou BC, potomj<)CNKj = j<)NCM j :Ke��e bod L je toto�n� s bodom N , tak plat¡j<)OLKj = j<)CNKj = j<)NCM j = j<)CNM j = j<)OLM j :3.4 (Vladim¡r Marko) Dok �eme, �e tak� prirodzen� �¡slo n neexistuje.Pre n = 2 je s£�et n� 1 �¡sel len jedno �¡slo, ktor� zrejme patr¡ len do tej mno�iny,v ktorej je, a teda toto n nevyhovuje.Pre n = 3 budeme postupova� sporom. Neh sa d  mno�ina N rozdeli� na npodmno�¡n sp�¤aj£ih dan£ podmienku. Potom medzi t�mito mno�inami (pod�aDirihletovho prin¡pu) existuje mno�ina A, ktor  obsahuje aspo¤ dve �¡sla z mno�inyf1; 2; : : : ; n + 1g, zrejme je rozdiel medzi t�mito dvomi �¡slami nanajv�¨ n. Rozl¡¨imedva pr¡pady:� Existuje tak  mno�ina A, �e rozdiel medzi niektor�mi jej prvkami je men¨¡ akon, ozna�me tieto �¡sla x a x+ d, d < n. Vezmime teraz �ubovo�n£ in£ mno�inu Ba jej �ubovo�n� prvok y. Potomy 2 B ) y + d 2 B [ A: (1)Ak by toti� y + d 2 C, C 6= A;B, potom by sme vzali s£�et S �ubovo�n�h n �� 3 �¡sel z mno�¡n in�h ako A;B; C (pr¡padne pre n = 3 m me S = 0), potomS + x + (y + d) m  patri� B a S + (x + d) + y m  patri� C, �o je spor, leboS + (x+ d) + y = S + x+ (y + d).Teraz vezmime mno�inu A tak, �e najmen¨¡ rozdiel medzi jej dvomi prvkami d jenajmen¨¡ zo v¨etk�h mno�¡n rozkladu mno�iny N . Potom �¡sla x+1; x+2; : : : ; x++ d � 1 musia patri� r�znym mno�in m r�znym od A. �¡sla x + d + 1; x + d ++ 2; : : : ; x+2d� 1 pod�a u� dok zan�ho tvrdenia (1) patria bu� A, �o vzh�adomna minimalitu d nie je mo�n�, alebo tej istej mno�ine, ktor  obsahuje �¡slo o dmen¨ie. Preto dvojie (x+ 1; x+ d+ 1), (x+ 2; x+ d+ 2) a� (x+ d� 1; x+ 2d��1) patria do jednej mno�iny. Teraz v¨ak zrejme m��eme mno�inu A0 obsahuj£udvojiu (x+ 1; x+ d+ 1) zvoli� za po�iato�n£ a rovnakou £vahou dostaneme, �edvojia prvkov (x + 1 + (d � 1); x + d + 1 + (d � 1)) = (x + d; x + 2d) patr¡ tejistej mno�ine, �i�e aj x + 2d 2 A. Dvojiu prvkov (x + d; x + 2d) m��eme terazzvoli� za (x0; x0+ d) at�. Postupne dost vame, �e v mno�ine A le�ia v¨etky prvky



162 x; x+d; x+2d; : : : ; x+kd; : : : , prvky x+1; x+d+1; x+2d+1; : : : ; x+kd+1; : : :v �al¨ej mno�ine at�.Tvrdenie (1) zrejme plat¡ aj naopak (�ahko sa obr tia £vahy), �i�ey + d 2 B ) y 2 A [ Ba el£ predh dzaj£u £vahu mo�no roz¨¡ri� aj na �¡sla men¨ie ako x a dost vamerozklad N nie na n ale na d, d < n mno�¡n, �o je spor.� Neexistuje mno�ina A s �¡slami x; x + d, d < n. Ke��e sme v¨ak u� dok zali, �ed 5 n, potom pou�it¡m £vah ako v predh dzaj£om pr¡pade dostaneme rozkladmno�iny N na zvy¨kov� triedy modulo n, �i�e v jednotliv�h mno�in h bud£ �¡slad vaj£e ten ist� zvy¨ok po delen¡ �¡slom n. Potom ak s�¡tame po jednom �¡slez ka�dej mno�iny a s£�et ozna�¡me S, zrejmeS � nXi=1 i (mod n):�¡slo S � 1 mus¡ patri� zvy¨kovej triede obsahuj£ej 1, �i�e S � 1 � 1 (mod n)a podobne S � 2 � 2 (mod n). Tak v¨ak dost vame, �e z rove¤ 2 � S � 4(mod n), �o nie je mo�n�, lebo 2 � 4 (mod n) len pre n 5 2. Op�� dost vamespor.Tvrdenie je teda dok zan�, h�adan� rozklad neexistuje.3.5 (Peter Novotn�) Polo�meA = n(n� 1)2 Xi<j xixj � n�1Xi=1(n� i)xi!0� nXj=2(j � 1)xj1A :Potom je nerovnos� v zadan¡ ekvivalentn  s A > 0. Majme 1 5 i < j 5 n. �ahko mo�nozisti�, �e koe�ient v A pri xixj je 12n(n�1)�(n�i) (j�1)�(n�j) (i�1). A koe�ientpri x2i (pre 1 5 i 5 n) je (n� i) (i� 1). TedaA =Xi<j xixj �n(n� 1)2 � (n� i) (j � 1)� (n� j) (i� 1)�� nXi=1 x2i (n� i) (i� 1) :Sk£majme �alej s£�etB = X15t<r5s<p5n(xp � xr) (xs � xt) = X15t<r5s<p5n(xpxs � xrxs � xpxt + xrxt) :Pod�a zadania plat¡ x1 < x2 < : : : < xn. To znamen , �e B > 0.Uk �eme, �e B = A. Na to sta�¡ vypo�¡ta� koe�ienty v B pri x2i a pri xixj . Nehteda 1 5 i 5 n. Po s�¡tan¡ B mo�no dosta� x2i len pre i = r = s. Potom p m��e



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 163nadob£da� hodnoty i+1; i+2; : : : ; n, �o je n�i mo�nost¡, a t m��e nadob£da� hodnoty1; 2; : : : ; i� 1, �o je i� 1 mo�nost¡. Koe�ient pri x2i teda bude �(n� i) (i� 1).�alej majme 1 5 i < j 5 n. Na ur�enie koe�ientu pri xixj rozoberieme nieko�komo�nost¡ (pod�a toho ako ten �len dostaneme).1) Ak i = s, j = p, tak m me 1 5 t < r 5 i < j 5 n. �ahko mo�no vypo�¡ta�, �ekoe�ient pri xixj bude 12 i(i� 1).2) Ak i = r, j = s, tak m me 1 5 t < i 5 j < p 5 n. Dost vame koe�ient(n� j) (i� 1).3) Ak i = t, j = p, tak m me 1 5 i < r 5 s < j 5 n. Dost vame koe�ient12 (j � i) (j � i� 1).4) Ak i = t, j = r, tak m me 1 5 i < j 5 s < p 5 n. Dost vame koe�ient12 (n� j) (n� j + 1).Po rozn soben¡ �ahko dost vame, �en(n� 1)2 � (n� i) (j � 1)� (n� j) (i� 1) == i(i� 1)2 � (n� i) (j � 1)� (j � i) (j � i� 1)2 + (n� j) (n� j + 1)2 :Odtia� porovnan¡m koe�ientov okam�ite zist¡me, �e A = B. No a vyu�it¡m B > 0dost vame dokazovan£ nerovnos�.3.6 (Tom ¨ Jur¡k)a) Zrejme P nele�¡ na priamke p, teda PB je os uhla APC a PC os uhla BPD.Ke��e os uhla del¡ proti�ahl£ stranu v pomere pri�ahl�h str n, plat¡:jAP jjCP j = ab ; jBP jjDP j = b :Preto bod P mus¡ le�a� v priese�n¡ku dvoh Apoll¢niov�h kru�n¡ k1; k2 nad £se�kamiAC a BD (v pr¡pade a = b, pr¡p. b =  sa z Apoll¢niovej kru�nie st va priamka kolm na p). �loha m  zrejme v�dy nula alebo dve rie¨enia.b) Vzh�adom na symetriu mo�no predpoklada� a = . Rozl¡¨ime nieko�ko pr¡padov:� a = b > ; vtedy je Apoll¢niovou kru�niou k1 priamka kolm  na p v bode B ak2 je kru�nia s priemerom CX, kde X le�¡ na polpriamke �!CD. Zrejme v tomtopr¡pade £loha nem  rie¨enie. Pre d�l�ky a; b;  plat¡(a+ b) (b+ ) = 2a(a+ ) = 2a2 + 2a > 4a ;nerovnos� v zadan¡ nie je splnen .� a > b = ; v tomto pr¡pade je Apoll¢niovou kru�niou k2 priamka kolm  na p vbode C a k1 je kru�nia s priemerom BX, kde X le�¡ na polpriamke �!CD. �loham  zrejme v tomto pr¡pade v�dy dve rie¨enia. Pre d��ky a; b;  plat¡(a+ b) (b+ ) = (a+ b)2b = 2ab+ 2b2 < 4ab < 4a ;



164 nerovnos� v zadan¡ je splnen .� a = b = ; obe Apoll¢niove kru�nie s£ priamky, a s£ zrejme disjunktn�. Pre d��kya; b;  plat¡ (a+ b) (b+ ) = 4a2 = 4a ;nerovnos� v zadan¡ nie je splnen .� a =  < b; kru�nia k1 m  priemer X1B, kde X1 le�¡ na polpriamke �!BA a k2 m priemer BX2, kde X2 le�¡ na polpriamke�!CD. Tieto kru�nie sa zrejme nepret¡naj£a £loha nem  rie¨enie. Pre d��ky a; b;  plat¡(a+ b) (b+ ) = (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 > 4a2 = 4a ;nerovnos� v zadan¡ nie je splnen .� a =  > b; kru�nia k1 m  priemer BX1, kde X1 le�¡ na polpriamke �!CD a k2 m priemer X2C, kde X2 le�¡ na polpriamke �!BA. Tieto kru�nie sa zrejme pret¡naj£a £loha m  dve rie¨enia. Pre d��ky a; b;  plat¡(a+ b) (b+ ) = (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 < 4a2 = 4a ;nerovnos� v zadan¡ je splnen .� a >  > b; geometrik  situ ia je rovnak  ako v pr¡pade a =  > b, a teda £loham  dve rie¨enia. Pre d��ky a; b;  plat¡(a+ b) (b+ ) < 2a � 2 = 4a ;nerovnos� v zadan¡ je splnen .� b > a > ; geometrik  situ ia je rovnak  ako v pr¡pade a =  < b, a teda £lohanem  rie¨enie. Pre d��ky a; b;  plat¡(a+ b) (b+ ) > 2a � 2 = 4a ;nerovnos� v zadan¡ nie je splnen .� a > b > ; kru�nia k1 m  priemer BX1, kde X1 le�¡ na polpriamke �!CD a k2m  priemer CX2, kde X2 le�¡ na polpriamke �!CD. Tieto kru�nie maj£ nepr zdnyprienik mimo p pr ve vtedy, ke� maj£ nepr zdny prienik £se�ky BX1 a CX2, tedazrejme ke� X1 le�¡ na £se�ke CX2 bez jej krajn�h bodov. Tentokr t mus¡me ur�i�presn£ polohu bodov X1; X2. Ozna�me vzdialenosti jCX1j = y1 a jDX2j = y2.Ke��e AX1CX1 = ab , tak a+ b+ y1 = ab . Preto plat¡ rovnos� ay1 = ab + b2 + by1,ktor£ mo�no upravi� na y1 = b(a+ b)a� b . Podobne mo�no odvodi�, �e y2 = (b+ )b�  .ZrejmeX1 2 CX2 pr ve vtedy, ke� jCX1j < jCX2j, t.j. ke� jCX1j < jDX2j+jCDj.Z tejto rovnosti po dosaden¡b(a+ b)a� b < + (b+ )b�  = 2bb�  :



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 165Jednoduh�mi ekvivalentn�mi £pravami (b > ) mo�no t£to nerovnos� upravi� na(a+ b) (b+ ) < 4a :T�m sme preverili v¨etky pr¡pady a dok zali, �e bod P existuje pr ve vtedy, ke� jesplnen  nerovnos� zo zadania.3.7 Na £vod p r £vah, ktor� vyu�ijeme v �al¨om texte. Ozna�me 1. a� 5. radomjednotliv� rady zdola nahor. �ahko nahliadneme, �e body 1. a 2. radu tvoria vrholy¨tyroh ¨tvor�ekov 1 � 1, body 1. a 3. radu troh ¨tvor�ekov 2 � 2, body 1. a 4. radudvoh ¨tvor�ekov 3 � 3 a 1. a 5. radu tvoria vrholy jedn�ho ¨tvora 4 � 4. To n svedie k z veru, �e z 1. a 2. radu mus¡me spolu vybra� aspo¤ dva vrholy, aby nezostali¨tyri vrholy tvoriae jeden zo spom¡nan�h ¨tvor�ekov 1 � 1. �vahu zov¨eoben¡mea dost vame, �e na "zru¨enie\ ¨tvor�ekov 1 � 1 v dvoh susedn�h radoh mus¡me zt�hto dokopy odobra� aspo¤ dva vrholy. Podobne na "zru¨enie\ ¨tvor�ekov 2 � 2s vrholmi v dvoh radoh vzdialen�h 2, ako aj ¨tvor�ekov 3 � 3 s vrholmi v dvohradoh vzdialen�h 3, mus¡me odobra� z t�hto radov spolu aspo¤ dva vrholy. Naopak,na "zru¨enie\ ¨tvora 4� 4 sta�¡ odobra� jeden vrhol.Teraz uk �eme, �e spolu mus¡me odobra� najmenej osem vrholov. Dok �eme tosporom - predpokladajme, �e sta�¡ vybra� sedem vrholov.Lema. Z ka�d�ho radu mus¡me vybra� aspo¤ jeden vrhol.
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A B C D E�Obr. 38 123
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A B C D E�Obr. 39D�kaz. Najprv predpokladajme, �e z 2. radu nemus¡me odobra� �iaden vrhol. Tento jesusedn� s 1. a 3. radom. Nako�ko z 2. radu nevyber me �iaden vrhol, mus¡me vybra�po dva vrholy z 1. a 3. radu. Podobne na z klade po�iato�n�h £vah mus¡me ajzo 4. a 5. radu vybra� po 2 vrholy. Spolu sme tak odobrali u� osem bodov, �o jespor. Preto mus¡me nutne z 2. radu vybra� aspo¤ jeden vrhol. Analogiky mus¡meodobra� aspo¤ jeden vrhol aj z 3. a 4. radu. Predpokladajme v¨ak, �e aspo¤ z 1. radunemus¡me vybra� �iaden vrhol. Potom v¨ak nutne z 2., 3. a 4. radu treba vybra� podva body a z 5. radu aspo¤ jeden bod. Z 2. a 3. radu pritom nem��eme odobera�vrholy �ubovo�ne, ale aby sme "zru¨ili\ v¨etky ¨tvor�eky 1�1 a 2�2 s bodmi le�iaimiv 1. rade, mus¡me vybra� aspo¤ body B2, D2 a C3. (vi� obr. 38)Na druhej strane, v 4. rade mus¡me poneha� bod C4 (inak by sme toti� "nezru¨ili\v¨etky ¨tvor�eky 3 � 3 s vrholmi v 1. a 4. rade { dok �te si sami). Potom v¨ak, abysme "zru¨ili\ v¨etky ¨tvor�eky 2 � 2 s vrholmi v 2. a 4. rade, nutne mus¡me odobra�



166body A4 a E4 (vi� obr. 39). T�m sme v¨ak "nezru¨ili\ v¨etky ¨tvor�eky 1 � 1 medzi4. a 5. radom { to sa n m podar¡ iba ak odoberieme vrhol C5. Z 5. radu teraz u�nem��eme odobra� �iaden �al¨¡ vrhol, a teda ¨tvore 4 � 4 sa u� ned  "zru¨i�\, �o jespor. T�m sme dok zali, �e aj z 1. radu (a teda tie� z 5. radu) mus¡me odobra� aspo¤jeden vrhol, �¡m je d�kaz lemy ukon�en�.Z¡skan� poznatok hne� vyu�ijeme. Ak toti� mus¡me z ka�d�ho radu odobra� aspo¤jeden vrhol a spolu m��eme odobra� iba 7 vrholov, nutne existuj£ aspo¤ tri rady,z ktor�h vyberieme pr ve jeden bod. Tieto (rady) m��u by� iba v tak�hto vz jomn�hpoloh h:
� � 	 
�Obr. 40�ahko sa presved�¡me, �e s v�nimkou tretej mo�nosti, nie je zo �iadnej inej mo�n�odobra� tri vrholy (z ka�d�ho radu po jednom) tak, aby sme "zru¨ili\ v¨etky ¨tvor�ekytvoren� bodmi t�hto troh radov (bez ujmy na v¨eobenosti sta�¡ za�a� tak akona obr zkoh). Zost va teda vysk£¨a� tretiu mo�nos�. Spo�¡va v rozlo�en¡ zn zornenomna obr. 41. V¨imnime si teraz ¨tvor�eky 2�2 medzi 3. a 5. radom. Ak neodoberieme vr-hol C3, mus¡me kv�li nim odobra� body A3 a E3, t�m sme v¨ak "nezru¨ili\ ¨tvor�ek B3-C4. Preto mus¡me nutne odobra� vrhol C3 a po ¤om aj vrhol B3 (jedin  mo�nos� ako"zru¨i�\ z rove¤ v¨etky ¨tvor�eky 1 � 1 medzi 3. a 4. radom a taktie� ¨tvor�eky 2 � 2medzi 1. a 3. radom (vi�. obr. 42). Z 2. radu v¨ak u� nie sme shopn¡ odobra� ibadva vrholy, aby sme "zru¨ili\ v¨etky zvy¨n� ¨tvor�eky, �o je spor.
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A B C D EObr. 42 123
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A B C D EÆObr. 43T�m sme dok zali, �e potrebujeme odobra� minim lne osem vrholov. Jeden zo sp�-sobov ako je to mo�n�, ukazuje obr. 43. Mimohodom, v�aka dok zan�mu m��emev p�vodnej £lohe (¨tvor�ekov  sie� 9� 9) zdola ohrani�i� minim lny po�et odobran�hvrholov �¡slom 4 � 8 = 32.



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 167�tvrt  s�ria4.1 Zaoberajme sa najprv pr¡padom, ke� je niektor� z �¡sel x; y; z z porn� (neh z < 0).Potom z nerovnosti (x�1)2+(y�1)2 = 0 dost vame x+y 5 1+ 12(x2+y2) < 1+1 = 2.Okrem toho xy 5 12 (x2 + y2) < 1. Potom z(xy � 1) > 0, �i�e xyz > z. No a odtia� u�dost vame 2 + xyz > x+ y + z.�alej ozna�me A = 2 + xyz � (x + y + z), B = x2 + y2 + z2 � 2 a zaoberajme sapr¡padom, ke� s£ v¨etky �¡sla x; y; z nez porn�. Potom m��u nasta� dve mo�nosti.1) Ak (x� 1) (y � 1) (z � 1) = 0, potom2A+B = (x+ y + z � 2)2 + 2(x� 1) (y � 1) (z � 1) = 0 :To znamen , �e ak B 5 0, tak nutne A = 0.2) Neh (x � 1) (y � 1) (z � 1) < 0. Ak by bolo jedno z �¡sel x � 1; y � 1; z � 1z porn� a ostatn� dve kladn�, potom nie je splnen  rovnos� B 5 0. Teda plat¡0 5 x; y; z < 1. Potom aleA = (1� x) (1� y) + (1� xy) (1� z) = 0 :T�m sme dok zali po�adovan£ nerovnos�.4.2 (Peter M jek) Ozna�me P stred gu�ovej plohy preh dzaj£ej bodmiA;B;C;A1; B1; C1.Premietnime si kolmo el� ¨tvorsten ABCS do roviny ABS. Priemety bodov O a Pozna�me po rade O0 a P 0. Ke��e bod O m  rovnak£ vzdialenos� od bodov S;A1; B1,tak aj jeho kolm� priemet bude ma� rovnak£ vzdialenos� od bodov S;A1; B1, a tedabude stredom kru�nie op¡sanej trojuholn¡ku SA1B1 (v rovine SA1B1). Analogiky bysme uk zali, �e bod P 0 je stred kru�nie, ktor  preh dza bodmi A;B;A1; B1.Predpokladajme, �e bodO0 le�¡ vn£tri trojuholn¡kaABC. Ak by le�al na jeho obvode,alebo mimo neho, mohli by sme previes� analogik� £vahy. Ozna�me � = j<)SABj, � == j<)SBAj. �tvoruholn¡k ABB1A1 je tetivov�, tak�ej<)BB1A1j = � � � ; j<)AA1B1j = � � � :Ale uhly A1B1S a BB1A1 s£ susedn�, teda j<)A1B1Sj = � a j<)B1A1Sj = �.�alej ozna�me B0 p�tu kolmie z bodu O0 na £se�ku AS a S0 priese�n¡k priamok SO0a AB. Z vety o obvodov�h a stredov�h uhloh vypl�va j<)SO0B0j = �. Z podobnostitrojuholn¡kov AS0S a O0B0S (maj£ dva zhodn� uhly) dost vame SO0 ? AB. Odtia�a z kolmosti rov¡n SOO0 a SAB vidno, �e aj priamka AB je kolm  na rovinu SOO0,a teda SO ? AB. Analogiky by sme uk zali, �e SO ? AC, �o znamen , �e priamkaSO je kolm  na rovinu ABC. T�m sme dok zali, �o bolo treba.4.3 Ozna�me D mno�inu v¨etk�h miest Di¨tanie. Zvo�me si �ubovo�n� mesto M1.Pod�a zadania potom mus¡ existova� nejak� mesto M2 2 D n fM1g vzdialen� od M1nanajv�¨ d. Medzi mestami M1 a M2 postav¡me prv£ estu.



168Podobne mus¡ by� vzdialenos� niektor�ho z miestM1,M2 od niektor�ho mestaM3 22 D n fM1;M2g nanajv�¨ d. Tu postav¡me druh£ estu.T�mto sp�sobom n jdeme postupne pre k = 4; 5; : : : ; n mesto Mk vzdialen� na-najv�¨ d od niektor�ho z miest M1, M2, : : : , Mk�1. Medzi t�mito dvoma mestamipostav¡me (k � 1)-v£ estu, �¡m mesto Mk "napoj¡me\ na sie� iest medzi mestamiM1, M2, : : : , Mk�1, po ktorej sa d  dosta� z ka�d�ho mesta Mi do mesta Mj, i, j2 f1; 2; : : : ; k � 1g, i 6= j. T�m sme splnili podmienky zadania.4.4 a) Predpokladajme, �e f; g vyhovuj£ pre v¨etky x 2 R podmienkamf(g(x)) = x2; (1)g(f(x)) = x3: (2)Neh pre x1; x2 2 R plat¡ f(x1) = f(x2). Potom z x31 = g(f(x1)) = g(f(x2)) = x32dost vame x1 = x2, �o znamen , �e funkia f je prost . �alej pre ka�d� x 2 R plat¡(dosaden¡m f(x) za x do (1) a aplikovan¡m f na obe strany rovnosti (2))f(x)2 = f(g(f(x))) = f(x3) :Ak dosad¡me za x postupne �1; 0; 1, dost vame f(0); f(�1); f(1) 2 f0; 1g, �o je ale spors t�m, �e f je prost , lebo m me len dve r�zne hodnoty pre tri r�zne argumenty. Tedatak� f; g neexistuj£.b) Funkie s po�adovan�mi vlastnos�ami existuj£, napr¡klad:f(x) = 8>><>>: jxj 2pj ln jxjj10 pre x 6= 0;�1; 1,pre x = �1; 1,pre x = 0, g(x) = ( jxjj ln jxjj0 pre x 6= 0,pre x = 0.Ost va e¨te overi�, �e uveden� funkie vyhovuj£ zadan�m vz�ahom (pozor na pod-mienky!).4.5 Neh spomedzi �¡sel ki je jedno rovn� �(n+2)2, �alej �(n+ 2)1997 + (n+ 2)� �¡selrovn�h n+ 2 a p �¡sel rovn�h �1 (hodnotu p ur�¡me nesk�r). PotomXi ki = (n+ 2)1998 � p =Xi k1997i :Pritom po�et �¡sel ki je m+4 = (n+2)1997+ (n+2)+ 1+ p. Navia m  plati� rovnos�mn = �(n+ 2)1997 + (n+ 2) + p� 3�n =Xi ki = (n+ 2)1998 � p :Odtia� dost vame pre p podmienkup(n+ 1) = (n+ 2)1998 � n(n+ 2)1997 � n(n+ 2) + 3n :



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 169Zrejme je v�raz na pravej strane kladn�. Sta�¡ u� len dok za�, �e je delite�n� n+1. Ale(n+ 2)1998 � n(n+ 2)1997 � n(n+ 2) + 3n � 1� (�1)1� (�1)1� 3 = 0 (mod n+ 1).T�m sme dok zali, �e pre nami zvolen� m a �¡sla ki s£ splnen� podmienky zadania.4.6 (Miroslava Sot kov ) Vypo�¡tajme ve�kosti uhlov j<)BADj = '1 a j<)BECj = '2.Tieto uhly s£ rovnak� pr ve vtedy, ke� s£ priamky EC a AD rovnobe�n�. Ozna�me T1resp. T2 p�ty kolm¡ z bodu D resp. C na priamku AB. Potom dost vametg'1 = jT1DjjT1Aj :Bez ujmy na v¨eobenosti neh jBCj = jABj = 1. Potom zo s¡nusov�h viet dost vamejBDj = sin 35Æsin 70Æ ; jT1Dj = sin 25Æ sin 35Æsin 70Æ ; jAT1j = 1� os 25Æ sin 35Æsin 70Æ :Dosaden¡m a £pravou pomoou goniometrik�h vzorov dostanemetg'1 = sin 25Æ sin 35Æsin 70Æ � sin 35Æ os 35Æ = sin 25Æ2 os 35Æ � os 25Æ == sin (15Æ + 10Æ)2 os (45Æ � 10Æ)� os (15Æ + 10Æ) :�alej vieme, �esin 15Æ =r1� os 30Æ2 = p3� 12p2 ; os 15Æ =r1 + os 30Æ2 = p3 + 12p2 :Dosaden¡m a £pravou dostanemetg'1 = p3�12p2 os 10Æ + p3+12p2 sin 10Æp2(sin 10Æ + os 10Æ)� p3+12p2 os 10Æ + p3�12p2 sin 10Æ == (p3� 1) os 10Æ + (p3 + 1) sin 10Æp3((p3� 1) os 10Æ + (p3 + 1) sin 10Æ) = 1p3 :Ke��e '1 < 90Æ, tak potom dost vame '1 = 30Æ. �alej vid¡me, �ejT2Cj = sin 80Æ = os 10Æ;jET2j = jACj � jCDj+ 1 + os 80Æ = 2 os 40Æ � sin 75Æsin 70Æ + 1 + sin 10Æ :Potom £pravami dost vametg'2 = os 10Æ2 os 40Æ � sin 75Æsin 70Æ + 1 + sin 10Æ = os 10Æp3 os 10Æ + (1� sin 75Æsin 70Æ ) > 1p3 :



170Ke��e aj '2 < 90Æ, dost vame '1 > 30Æ. Teda '1 6= '2, �o znamen , �e priamky EC,AD nie s£ rovnobe�n�.4.7 Mno�ina M nem��e obsahova� nulu. Keby toti� 0 2 M , vezmeme x 2 M , x 6= 0a postupnou vo�bou ak = �23�kx, bk = 0 (pre k = 0; 1; 2; : : : ) dostaneme zo vz�ahu23ak � b2k 2M , �e mno�ina M bude nekone�n , �o je spor.Neh a1; a2; : : : ; an s£ v¨etky prvky mno�iny M , pri�om a1 < a2 < : : : < an.Ak an > 0, potom pre prvky bk = 23ak � a2n (k = 1; 2; : : : ; n� 1) mno�iny M plat¡b1 < b2 < : : : < bn�1. Navia bn�1 < 23an�1 < 23an < an. To znamen , �e nutne mus¡by� ak = bk, �i�e ak = �3a2n, pre k = 1; 2; : : : ; n� 1. Ale preto�e �¡sla ak s£ navz jomr�zne, dost vame n = 2.Neh an < 0. Ozna�me si k;l = 23ak � a2l (pre k; l = 1; 2; : : : ; n). Predpokladajmenajprv, �e n = 4. Preto�e n� 1 prvkov n;1 < n;2 < : : : < n;n�1 mno�iny M sa mus¡rovna� niektor�m z n �¡sel a1 < a2 < : : : < an, mus¡ plati� n;1 = a1 alebo n;2 = a2.Podobne (pre n � 1 �¡sel n�1;1 < n�1;2 < : : : < n�1;n�2 < n�1;n a pre n � 1 �¡seln�2;1 < n�2;2 < : : : < n�2;n�3 < n�2;n�1 < n�2;n) dostaneme n�1;1 = a1 alebon�1;1 = a2 a tie� n�2;1 = a1 alebo n�2;1 = a2. To ale znamen , �e dve z �¡sel n;1,n�1;1, n�2;1 (a teda aj z �¡sel 23an, 23an�1, 23an�2) sa musia rovna�, �o je spor.Vy¨etr¡me e¨te pr¡pad an < 0 pre n = 3 (vtedy an�2 = a1 a n�2;1 nemus¡ patri�do M). Mus¡ plati� 3;2 > 3;1 > 2;1 a 2;3 > 1;3 > 1;2. To znamen , �e 23a3 � a22 == 3;2 = a3 a 23a1 � a22 = 1;2 = a1. Tak�e 13a3 = �a22 = 13a1, �o nie je mo�n�.Zost va n m jedine pr¡pad n = 2. Potom pre prvky a1; a2 mus¡ nasta� jednaz mo�nost¡:1) 23a1 � a22 = a1, 23a2 � a21 = a2,2) 23a1 � a22 = a2, 23a2 � a21 = a1,3) 23a1 � a22 = a1, 23a2 � a21 = a1,4) 23a1 � a22 = a2, 23a2 � a21 = a2.�tvrt� pr¡pad je (po z mene a1 a a2) rovnak� ako tret¡ pr¡pad; ak teda v tre�ompr¡pade nebudeme predpoklada� a1 < a2, ¨tvrt� pr¡pad rie¨i� nemus¡me. Rozobermeteraz pr¡pady 1), 2) a 3).1) Z rovnosti 23a1�a22 = a1 vypl�va a1 = �3a22. Po dosaden¡ do rovnosti 23a2�a21 == a2 a po £prave dostanemea2�a2 + 13� �9a22 � 3a2 + 1� = 0 ;pri�om kvadratik  rovnia 9a22 � 3a2 + 1 = 0 nem  re lne korene. Ke��e nem��e by�ani a2 = 0 a pre a2 = � 13 dost vame a1 = � 13 = a2, tak tomuto pr¡padu nevyhovuje�iadna mno�ina M .2) Z rovnosti 23a1 � a22 = a2 vypl�va a1 = 32 (a22 + a2). Po dosaden¡ do rovnie23a2 � a21 = a1 a po £prave dostanemea2�a2 + 13� �9a22 + 15a2 + 10� = 0 ;



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 171kde kvadratik  rovnia 9a22 + 15a2 + 10 = 0 nem  re lne korene a pre a2 = � 13dost vame a1 = �13 = a2. Tak�e ani tomuto pr¡padu nevyhovuje �iadna mno�ina M .3) Z rovnosti 23a1�a22 = a1 vypl�va a1 = �3a22. Po dosaden¡ do rovnie 23a2�a21 = a1a £prave dost vame a2�a2 + 13�2�a2 � 23� = 0 :Pre a2 = � 13 m me a1 = � 13 = �2, tak�e nutne mus¡ by� a2 = 23 , a1 = �3a22 = �43 .Jedinou mno�inou vyhovuj£ou podmienkam £lohy je teda M = f23 ;� 43g (�ahko samo�no presved�i�, �e naozaj vyhovuje).Piata s�ria5.1 Dokazujeme sporom. Predpokladajme teda, �e A je p rne �¡slo. Potom plat¡ rovnos�(m + 3)n + 1 = 6km pre nejak� el� k. Aby na �avej strane rovnosti bolo p rne �¡slo,mus¡ by� m p rne. Navy¨e 3 j mn + 1, z �oho vypl�va, �e m = 3t + 2 a n je nep rne.Neh m = 2�m1, kde m1 je nep rne. Ke��e n je nep rne, tak 3n + 1 je tvaru 3 �� 9n1 + 1 � 4 (mod 8), z �oho vyu�it¡m faktu 2� j 3n + 1 dostaneme � 5 2. Ke��em1 j 3n + 1, zaveden¡m ozna�enia a = 3n+12 (a je el� �¡slo) dost vame m1 j a2 + 3.Potom pod�a lemy (jej znenie a d�kaz s£ na koni rie¨enia) mus¡ by� m1 = 6t1+1. �i�em = 2�(6t1 + 1) a s£�asne m = 3t + 2 �o n m d va � = 1. Potom m = 12t1 + 2 a zovz�ahu (m+ 3)n + 1 = 6km vypl�va, �e 4 j 5n + 1, �o je v¨ak nemo�n�.Lema. Neh m; a s£ el� �¡sla, pri�om (m; 6) = 1. Potom ak m j a2 + 3, tak m � 1(mod 6).Sk�r ne� prejdeme k d�kazu, uvedieme nejak� koment r. V �nej¨¡h z ujemov o t£toproblematiku m��eme odk za� na hoak£ u�ebniu element rnej te¢rie �¡sel (�i u� Koli-biar: Algebra a pr¡buzn� disipl¡ny alebo skript  �al t: Vybran� kapitoly z element rnejte¢rie �¡sel). Majme teda nep rne prvo�¡slo p, a sk£majme rie¨ite�nos� rovnie x2 �� a � 0 (mod p), pri�om predpoklad me (a; p) = 1. Hovor¡me, �e a je kvadratik�mzvy¨kom (nezvy¨kom), ak kongruenia x2 � a (mod p) m  (nem ) rie¨enie. �ahko sadok �e, �e ak a je kvadratik�m zvy¨kom (mod p), tak kongruenia x2 � a (mod p)m  pr ve dve rie¨enia. �alej zavedieme tzv. Legendrov symbol�ap� = ( 1;�1; ak a je kvadratik� zvy¨ok;ak a je kvadratik� nezvy¨ok:Pomoou Malej Fermatovej vety mo�no dok za�, �e a p�12 � �ap� (mod p). �alej plat¡tzv. Gaussov z kon reiproity:Veta. Neh p; q s£ nep rne prvo�¡sla. Potom�pq� � �qp� = (�1) p�12 � q�12 :



172Takto vybaven¡ u� m��eme prejs� k d�kazu lemy.D�kaz lemy. Najsk�r si v¨imnime, �e tvrdenie lemy sta�¡ dok za� pre prvo�¡sla (toti�ak by bolo m � 5 (mod 6), tak zrejme m mus¡ ma� nejak�ho prvo�¡seln�ho delite�ap � 5 (mod 6), pre ktor�ho op�� plat¡ p j a2 + 3). Uva�ujme teda m = p, kde p 6= 2; 3je prvo�¡slo. Pod�a Gaussovho z kona reiproity plat¡�p3� � �3p� = (�1) p�12 � 3�12 = (�1) p�12 : (�)Rozoberieme dve mo�nosti. Ak p � 1 (mod 3), potom zrejme �p3� = 1, a z (�)dost vame �3p� = (�1) p�12 . Potom��3p � � (�3) p�12 � (�1) p�12 � 3 p�12 � (�1) p�12 � �3p� � (�1)p�1 = 1 (mod p) :Teda �3 je kvadratik� zvy¨ok (mod p) pre p � 1 (mod 3). V pr¡pade p � 2 (mod 3)zrejme plat¡ �p3� = �1, a z (�) dost vame �3p� = �(�1) p�12 . Potom analogiky akov predh dzaj£om pr¡pade dost vame ��3p � � �1 (mod p), a teda �3 je kvadratik�nezvy¨ok.Celkovo sme teda dostali, �e �3 je kvadratik� zvy¨ok (mod p) pr ve vtedy, ke�p � 1 (mod 3). Teda z p j a2 +3 nutne vypl�va p � 1 (mod 6) (preto�e p 6= 2; 3). T�mje d�kaz lemy ukon�en�.5.2 Neh vrholy trojuholn¡ka ABC maj£ s£radnie A = (�4; 4), B = (4; 4) a C == (4a; 4b), kde b > 1. Stred ¨tvora zostrojen�ho nad AB m  s£radnie S1 = (0; 0).Ozna�me ' = a2 + (b � 1)2 � 1. Je zrejm�, �e podmienka ostr�ho uhla pri vrhole Cje ekvivalentn  s t�m, �e bod C le�¡ mimo kru�nie s priemerom AB alebo na nej, �opri na¨om ozna�en¡ m��eme zap¡sa� ' = 0. Stred strany BC je SBC = (2a+ 2; 2b+ 2)a vektor kolm� na AB je napr¡klad �!n1 = (2b � 2; 2 � 2a). Ke��e stred S2 n-uholn¡kazostrojen�ho nad BC le�¡ na osi £se�ky BC, plat¡ S2 = SAB + t � �!n1 = �2a + 2 + t �� (2b � 2); 2b + 2 + t � (2 � 2a)� pre nejak� t 2 R+ (t to polpriamka je orientovan "von\ z trojuholn¡ka ABC). V¨imnime si, �e j�!n1j = 12 jABj, teda t predstavuje pomerpolomeru kru�nie vp¡sanej n-uholn¡ku a polovie d��ky jeho strany, �o pre n = 6 jet = otg 180Æn = otg 180Æ6 = p3 ;pri�om rovnos� nast va iba pre n = 6. Podobne stred S3 m-uholn¡ka zostrojen�honad AC je S3 = SAC+u ��!n2 pre nejak� u = p3, kde SAC = (2a�2; 2b+2) a �!n2 = (2��2b; 2a+2) je vektor kolm� na priamku BC. Potom S3 = �2a�2+u � (2�2b); 2b+2++u � (2a+2)�. Ke��e trojuholn¡k ABC m  by� rovnostrann�, mus¡ by� bod S3 obrazom



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 173bodu S2 v oto�en¡ o 60Æ okolo S1. Toto oto�enie O60Æ m��eme zap¡sa�x0 = os 60Æ � x� sin 60Æ � y = 12x� p32 y ;y0 = sin 60Æ � x+ os 60Æ � y = p32 x+ 12y :Vyu�it¡m S3 = O60Æ(S2) dost vame s£stavu dvoh rovn¡ s nezn mymi t; u, ktor£uprav¡me na tvart � �b� 1 +p3(a� 1)�+ u � (2b� 2) = a� 3 +p3(b+ 1) ;t � �1� a+p3(b� 1)�+ u � (�2a� 2) = b+ 1�p3(a+ 1) :T£to s£stavu m��eme vyrie¨i� (napr. pomoou determinantov), �¡m z¡skame (po£prav h vr tane pou�itia ')t = '+ 2(d� 1)� 2(1 + ) + 2(p3� 1)p3'+ 2(d� 1) ;u = '+ 2(d� 1)� 2(1� ) + 2(p3� 1)p3'+ 2(d� 1) :Je zrejm�, �e menovate� je kladn�, preto ke� uv �ime nerovnos� t = p3, m��eme n¡mn sobi�, a £pravami z¡skame ( � d + 2) �p3 � 1� = ' = 0, �i�e  � d + 2 = 0. Tedabod C le�¡ v polrovine ur�enej priamkou AC 0 a bodom B, kde C 0 = (0; 8). Podobneke� uv �ime, �e u = p3, dostaneme ��d+2 = 0, a teda bod C le�¡ v polrovine danejpriamkou BC 0 a bodom A. Potom v¨ak za podmienok d > 1 a ' = 0 mus¡ by� C � C 0.Teraz �ahko vypo�¡tame t = u = p3, �i�e m = n = 6, �¡m sme dok zali, �o bolo treba.Ost va e¨te prehl si�, �e uhly v trojuholn¡ku ABC s£ 45Æ; 45Æ a 90Æ.5.3 Ozna�me f(x) = p1 + a1x + p1 + a2x + : : : + p1 + anx � n. Funkia f jede�novan  na intervale s krajn�mi bodmi maxf�1=ak ; ak > 0g a minf�1=ak ; ak < 0g(kde maximum pr zdnej mno�iny berieme v prvom pr¡pade ako �1, v druhom ako ++1). Na tomto intervale plat¡f 00(x) = � nXi=1 a2i4(1 + aix) 32 < 0 :To znamen , �e funkia f je striktne (r�dzo) konk vna, a teda sa m��e rovna� nulenanajv�¨ v dvoh bodoh. Ale preto�e f(0) = 0, tak rovnia f(x) = 0 m  nanajv�¨jeden nenulov� kore¤.5.4 Predpokladajme, �e m me aspo¤ tri r�zne farby a; b; . Skon¨truujeme nekone�n£podmno�inu vrholov P, �o bude spor.



174Neh Z 2 P a A1 je vrhol tak�, �e A1Z m  farbu a. Z (i) vypl�va, �e existuje vrholB1 tak�, �e B1Z a B1A1 m  farbu b. Analogiky existuje vrhol C1 tak�, �e C1Z a C1B1maj£ farbu . V¨imnime si trojuholn¡ky C1A1Z a C1A1B1. Z podmienky (ii) dost vame,�e C1A1 m  farbu . Neh A2 je tak� vrhol, �e A2C1 a A2Z maj£ farbu a. ZrejmeA1 6= A2 a navia A2A1 a A2B1 maj£ farbu a. �alej budeme postupova� indukiou(kreslite si obr zok!). Neh vrholy A2; B2; C2; : : : ; Ak�1; Bk�1; Ck�1 s£ tak�, �eAiAj ; AiBj; AiCj maj£ farbu a;BiAj ; BiBj; BiCj maj£ farbu b;CiAj ; CiBj ; CiCj maj£ farbu ;pre 2 5 j < i < k. Vezmime vrhol Ak tak�, �e AkCk�1 a AkZ maj£ farbu a. Potom siv¨imnime trojuholn¡ky ZAkBj a Ck�1AkBj (j < k), ZAkCj a Bj+1AkCj (j + 1 < k),AkAjBj a AkAjCj (j < k). Vid¡me, �e AkBj, AkCj a AkAj maj£ farbu a. Vrholy Bka Ck skon¨truujeme analogiky.T�m je d�kaz ukon�en�.5.5 (Katar¡na Quittnerov ) D�kaz urob¡me sporom. M  plati� xn+2 > 0, tak�ez po�adovanej rovnosti xn+2 = pxn+1 �pxn (1)vypl�va xn+1 > xn pre ka�d� n. Keby xn+1 = 1 pre nejak� n, potomxn+2 = pxn+1 �pxn < pxn+1 5 xn+1 ;�o je spor. Preto xn < 1. Rast£a postupnos� fxng1n=1 je aj ohrani�en , teda m  limituL 2 (0; 1i. Limitn�m prehodom v rovnosti (1) dost vame L = pL � pL = 0, �o jespor. Tak�e h�adan  postupnos� neexistuje.5.6 (Katar¡na Quittnerov ) Majme posp janie dan�h bodov vyhovuj£e zadaniu a oz-na�me si a po�et v¨etk�h £se�iek. Pre �ubovo�n� bod je zvy¨n�h n bodov posp jan�hk £se�kami, tak�e z tohto bodu mus¡ vyh dza� b = a�k £se�iek. Ka�d  £se�ka vyh dzaz dvoh bodov, tak�e a = 12 (n+ 1)b. Potomk = a� b = (n� 1)b2 : (1)Ka�d� bod m��e by� spojen� maxim lne s n bodmi, tak�e plat¡ 0 5 b 5 n. Pre p rnen navy¨e z (1) vypl�va 2 j b : Dok �eme, �e pre tak�to b a �¡sla k = 12 (n� 1)b h�adan�spojenie existuje. Ozna�me si dan� body A1; A2; : : : ; An+1 a polo�me An+1+j = Aja A�n�1+j = Aj pre j = 1; 2; : : : ; n + 1. Pre p rne b (neh b = 2) spoj¡me bodAi s bodmi Ai�; Ai�+1; : : : ; Ai�1; Ai+1; Ai+2; : : : ; Ai+, kde i = 1; 2; : : : ; n + 1. Prenep rne b (a nep rne n) spoj¡me najprv pre i = 1; 2; : : : ; n + 1 bod Ai s bodomAi+(n+1)=2. Potom budeme musie� spoji� e¨te ka�d� bod s �al¨¡mi b � 1 bodmi, �om��eme urobi� analogiky ako pre p rne b.



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 1755.7 Ke��e j<)BFCj = 90Æ = j<)BECj, tak body B;C;E a F le�ia na Thalesovejkru�nii nad stranou BC. Potom pod�a vety o stredovom a obvodovom uhle plat¡j<)EFCj = j<)EBCj = 90Æ � . Podobne j<)DFCj = 90Æ �  = j<)EFCj, z �ohom me jednak, �e FC je os uhla PFD ale aj, �e obraz D0 bodu D v osovej s£mernostipod�a osi AB le�¡ na priamke EF .
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C DE
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P Q
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S
p�Obr. 44Ke� teraz dvakr t (pre trojuholn¡ky PFD a PAD0) vyu�ijeme to, �e os uhla del¡proti�ahl£ stranu v pomere pri�ahl�h str n, dostanemejPCjjDCj = jPF jjDF j = jPF jjD0F j = jPAjjD0Aj = jPCj+ jCAjjDAj :Ke� uv �ime jCAj = a, jDCj = b os  a jDAj = a�b os , dostaneme vyrie¨en¡m tejtorovnie jPCj = ab os a� 2b os  :�alej plat¡ aj jDSj = 12a� b os . PotomjPDj � jDSj = (jPCj+ jCDj) � jDSj == � ab os a� 2b os  + b os � � �a2 � b os � == b os  (a� b os ) = jCDj � jDBj :Teraz si v¨imnime, �e j<)DRAj = j<)EFAj = 90Æ � j<)EFCj = . Potom v¨ak ajj<)DRBj = j<)DCQj a trojuholn¡ky DRB a DCQ s£ podobn� pod�a vety uu (tie�j<)RDBj = j<)CDQj). Z toho dostanemejDCjjDQj = jDRjjDBj ;



176a teda jDQj � jDRj = jDBj � jDCj = jPDj � jDSj :Vzh�adom na to, �e D je vn£torn�m bodom oboh £se�iek PS a QR, z monosti boduDku kru�nii op¡sanej trojuholn¡ku PQR je zrejm�, �e aj bod S na nej le�¡. T�m smedok zali, �o bolo treba.



In� kore¨ponden�n� semin reOkrem matematikej olympi dy s£ pre ¨tudentov z kladn�h aj stredn�h ¨k�l po�as¨kolsk�ho roka organizovan� aj in� matematik� s£�a�e. Patria medzi ne predov¨etk�mkore¨ponden�n� semin re. Tieto s£�a�e sa v detailoh istotne l¡¨ia, av¨ak z kladn��rty maj£ spolo�n�: po�as ¨kolsk�ho roka prebiehaj£ dve �asti (letn  a zimn ), ktor�pozost vaj£ zv��¨a z troh s�ri¡ £loh rozosielan�h rie¨ite�om do ¨k�l alebo domov.Rie¨enia s£�a�iai vypraov vaj£ rovnakou formou ako v MO a v ur�enom term¡ne ihodosielaj£ na adresu pr¡slu¨n�ho semin ra, odkia� sa po nieko�k�h d¤oh a� t��d¤ohvr tia opraven� spolu so vzorov�mi rie¨eniami a v�sledkovou listinou. Mlad¨¡ a menejsk£sen¡ rie¨itelia zv��¨a nemusia rie¨i� tie najzlo�itej¨ie pr¡klady, aby aj oni mali ¨anuovplyvni� poradie na prv�h miestah. Na koni oboh �ast¡ s£�a�e s£ pribli�ne tridsiatinaj£spe¨nej¨¡ rie¨itelia poz�van¡ na t��d¤ov� s£stredenie, £�as� na ktorom b�va �astonajsilnej¨ou motiv iou na rie¨enie £loh. Nie je ale mo�n� nespomen£�, �e tak�topravideln� tr�ning sa odr �a aj na v�sledkoh dosahovan�h v MO, a �e drviv  v��¨inareprezentantov Slovenska a �eskej republiky na MMO, pr¡p. MIO sa akt¡vne zap jalado viaer�h z t�hto semin rov.Ni�¨ie uveden� kore¨ponden�n� semin re (KS) s£ ur�en� predov¨etk�m ¨tudentomstredn�h ¨k�l, svojim z berom pokr�vaj£ £zemie el�ho Slovenska a �asto maj£ ajrie¨ite�ov z �eskej Republiky. Je v¨ak mo�n�, �e vo svojom okol¡ n jdete aj men¨ies£�a�e podobn�ho druhu.Bratislava | Bratislavsk� kore¨ponden�n� matematik� semin r | BKMSTento KS je organizovan� ¨tudentmi MFF UK v Bratislave zv��¨a (80%) bra-tislavsk�ho p�vodu. S�rie b�vaj£ tematiky zameran� a obsahuj£ niekedy aj ve�min ro�n� £lohy. Okrem semin ra �K MO sa pr ve tento najvia venuje pr¡prave na MOv kateg¢rii A. S£stredenia s pestrou eloslovenskou £�as�ou a takmer v�dy aj so vzorkou"zahrani�n�ho\ £�astn¡ka z �R m vaj£ asi najbohat¨¡ matematik� program.BKMSRNDr. Jaroslav Guri�an, CS.KAT� MFF UKMlynsk  dolina842 48 Bratislavae-mail: bkms�pobox.skURL: http://www.bkms.skStredn� Slovensko | Stredoslovensk� kore¨ponden�n� semin r | SSSTento KS je moment lne organizovan� skupinou ¨tudentov MFF UK v Bratislave,poh dzaj£ih zo stredn�ho, pr¡p. v�hodn�ho Slovenska. Je pokra�ovate�om trad¡-ie stredoslovensk�h KS organizovan�h v minulosti zo �iliny a Banskej Bystrie.Do s£�asnej podoby sa SSS prepraoval pred nieko�k�mi rokmi, ke� sa organiz ie ujala



178skupina b�val�h rie¨ite�ov, v tom �ase ¨tuduj£ih v Prahe. Pre t£to s£�a� je harak-teristik� n¡zky vekov� priemer rie¨ite�ov, s£�a�n� £lohy maj£ bl¡zko ku kateg¢rii Balebo C MO. Stredoslovensk� semin rKZDM MFF UKMlynsk  dolina842 48 Bratislavae-mail: jan.zabka�fmph.uniba.skURL: http://skms.miesto.skV�hodn� Slovensko | Kore¨ponden�n� semin r z matematiky STROMKore¨ponden�n� semin r STROM je organizovan� z PF UPJ� v Ko¨iiah skupinounad¨enov, v��¨inou b�val�h rie¨ite�ov semin ra. Je pokra�ovate�om najstar¨ieho ko-re¨ponden�n�ho semin ra v b�valom �eskoslovensku. Jednotliv� s�rie b�vaj£ tematikyzameran�, t�my v¨ak �asto b�vaj£ netradi�n� a niekedy sa obsahovo l¡¨ia od £loh v MO.S£stredenia s najm� "v�hodoslovenskou\ £�as�ou maj£ takmer neprekonate�ne dru�n£atmosf�ru. STROMPF UPJ�Jesenn  5040 01 Ko¨iee-mail: strom�upjs.skKore¨ponden�n� semin r z programovania | KSPNa rozdiel od predh dzaj£ih KS, je KSP s£�a�ou v programovan¡. V¨etky jehos£�a�n� £lohy s£, podobne ako na MIO, praktik�. KSP je organizovan� zanietenouskupinkou ¨tudentov MFF UK v Bratislave, ktor¡ maj£ z rove¤ na starosti v¨etkyostatn� s£�a�e v programovan¡ od COFAX-u a� po MO{P. S£stredenia b�vaj£ miernenetradi�ne na jar a na jese¤. KSPKVI MFF UKMlynsk  Dolina842 48 Bratislavae-mail: ksp�ksp.skURL: http://www.ksp.skAk ste sa rozhodli do niektor�ho zo semin rov zapoji�, najrozumnej¨ie je po�iada�o zaslanie £loh prvej s�rie v polovii septembra alebo konom janu ra.
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