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1. Ked lubovolné prvocislo vydelime tridsiatimi, bude zvyskom cislo 1 alebo prvocislo.
Dokatzte. (Vojtech Balint)

Riesenie. Lubovolné prvodislo p sa da napisat v tvare p = 30a + z, kde a je celé
nezaporné a z € {1,2,...29} je zvySok po deleni ¢isla p tridsiatimi (ked p je prvodislo,
mozeme nulovy zvysok z vyludit).

Ak p je prvocislo mensie ako 30, zrejme z = p je tiez prvocislo.

Predpokladajme teda, Zze p je prvocislo vicésie ako 30, t.j. a = 1. Pripustme,
ze zvysok z nie je ani ¢islo 1 ani prvocislo a ozna¢me ¢ jeho najmensi prvociselny
delitel. Zrejme ¢®> < z < 30 < 72, odkial ¢ < 7, ¢iZe q € {2,3,5}. Kedze ¢islo 30 je
delitelné dvoma, tromi aj piatimi, je delitelné prvocislom q. Takze aj ¢islo p = 30a + z
je prvocislom ¢ delitelné. Nemoze to teda byt prvodislo.

Iné riesenie. Vyjadrime ¢islo p v tvare p = 30a+ z. Keby bolo zvyskom z niektoré

ako 2, takze by nebolo prvocislom. Keby bolo zvyskom niektoré z cisel 9, 15, 21, 27,
bolo by p delitelné tromi a pritom vicsie ako 3 a nemohlo by byt prvocislom. Nakoniec

.....

prvodislo.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za vylucenie vSetkych devétnastich zvyskov (zlozenych ¢isel a nuly)
dajte 6 bodov. Za vyjadrenie ¢isla p v tvare p = 30a + z, kde a je celé nezdporné a z € {0,1,...,29},
dajte 1 bod; 2 body za postreh, ze kazdé zlozené ¢islo mensie ako 30 je delitelné dvoma, tromi alebo
piatimi a dalsie 3 body za spravne dokoncenie dokazu.

2. Urcte vsetky dvojice (a,b) redlnych ¢isel, pre ktoré magi rovnice
2>+ (Ba+br+4a=0, 2>+ (3b+a)r+4b=0
spolocény redlny korer. (Jaroslav Svréek)
Riesenie. Nech x( je spolo¢ny koren oboch rovnic. Potom plati
x3 + (3a+b)xg +4a =0, x5+ (3b+a)wg+4b=0.
Od¢itanim tychto rovnic dostaneme (2a —2b)xg+4(a—b) = 0, odkial po tprave ziskame
(a —b)(zo+2)=0.

Rozoberieme dve moznosti:

Ak a = b, majui obidve dané rovnice rovnaky tvar z? + 4ax + 4a = 0. Aspon
jeden koreii (samozrejme spolo¢ny) existuje prave vtedy, ked je diskriminant 16a% — 16a
nezaporny, teda a € (—o0,0) U (1, 00).

Ak g = —2, dostaneme z prvej aj z druhej rovnice 4 — 2a — 2b = 0, teda b = 2 —a.
Dosadenim do zadania dostaneme rovnice

2+ (2a+2)r+4a=0, 2°+(6—2a)r+8—4a=0,
ktoré maju pri fubovolnej hodnote parametra a spolo¢ény koren —2.

Zaver. Dané rovnice maju aspoii jeden spolo¢ny koren pre vsetky dvojice (a,a),

kde a € (—00,0) U (1,00), a pre vsetky dvojice tvaru (a,2 — a), kde a je Iubovolné.

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Za odvodenie podmienky (a — b)(xzo + 2) = 0 dajte 2 body, 2 body za
spravny rozbor moznosti @ = b, 2 body za najdenie riesenia b = 2 — a.



3. V rovine su dané dve rovnobezky p a q, bod A na priamke p a bod M leZiaci
vnutri pasu medzi priamkami p a q. Zostrojte kosostvorec alebo Stvorec ABCD tak,
aby strana AB leZala na priamke p, strana CD na priamke q a aby uhlopriecka BD
prechddzala bodom M. (Jaromir Sims3a)

RieSenie. Zo zhodnosti trojuholnikov ABM a CBM (sus) vyplyva |[CM| = |AM]|;
preto musi bod C' lezat na kruznici so stredom M a polomerom |AM]| (obr.1). Uh-
lopriecky kosostvorca (Stvorca) st na seba kolmé, preto body B a D lezia na kolmici
vedenej bodom M na priamku AC.

Obr. 1

Konstrukcia. Zostrojime kruznicu k so stredom M a polomerom |AM|. Priesec¢nik
tejto kruznice s priamkou ¢ je bod C. Bodom M vedieme kolmicu na priamku AC.
Jej priese¢niky s priamkami p a ¢ st body B a D (obr.2). Zostrojeny Stvoruholnik ma
zrejme vsetky pozadované vlastnosti.

bodu A, nema kruznica k s priamkou ¢ spolo¢ny bod a tiloha nema riesenie.

Ak mé bod M rovnaku vzdialenost od priamky ¢ ako od bodu A, mé kruznica k
s priamkou ¢ jediny spolo¢ny bod C'. Pokial bod M nelezi na osi pasu medzi rovno-
bezkami p a ¢, nie je priamka AC kolma na p, preto kolmica vedend bodom M na
priamku AC nie je s priamkou p rovnobezna a tloha méa jedno rieSenie. Pokial ale
bod M lezi na osi pasu (je to teda priese¢nik osi pasu s kolmicou vedenou bodom A na
priamku p), nemé tloha rieSenie.

Ak je vzdialenost bodu M od priamky ¢ mensia ako jeho vzdialenost od bodu A,
pretina kruznica k priamku ¢ v dvoch bodoch. Pokial bod M lezi na osi pasu medzi
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rovnobezkami p a ¢, lezi jeden z priese¢nikov na kolmici vedenej bodom A na priamku p
a uloha m4a jedno riesenie; ak bod M na osi pasu nelezi, ma tuloha dve rieSenia.

Iné rieSenie. Priesec¢nik S uhlopriec¢ok kosostvorca (Stvorca) ABCD musi lezat
na osi pasu medzi rovnobezkami p a q.

Ak lezi bod M na osi pasu, musi platit S = M; bod C je potom prieseénik priamok
AS a q, B a D st priesecniky kolmice na priamku AC vedentt bodom M s priamkami
paq. Ak AM 1 p, nema uloha rieSenie, inak mé jedno riesenie.

Ak bod M nelezi na osi pasu, je uhol ASM pravy. Preto je bod S priese¢nikom
osi pasu s Téalesovou kruznicou nad priemerom AM. Body C, B, D potom najdeme
podobne ako je uvedené vyssie. Podla poctu spolo¢nych bodov osi pasu a Talesovej
kruznice ma potom uloha dve riesenia, jedno riesenie alebo nema ziadne rieSenie.

Iné riesenie. Bod M lezi na osi uhla ADC, preto ma od priamok AD a ¢ rovnakt
vzdialenost. Priamka AD je teda dotycnicou kruznice, ktord mé stred M a dotyka sa
priamky gq.

Konstrukcia. Zostrojime kruznicu h so stredom M, ktord sa dotyka priamky ¢q. Vr-
chol D hladaného kosostvorca (Stvorca) je priese¢nik priamky ¢ s doty¢nicou kruznice h
prechadzajicou bodom A. Body B a C potom uz najdeme lahko.

Diskusia. Ak ma bod M od bodu A mensiu vzdialenost ako od priamky ¢, nepre-
chadza bodom A Ziadna doty¢nica kruznice h a tloha nemé rieSenie.

Ak ma bod M od bodu A rovnaku vzdialenost ako od priamky ¢, lezi bod A na
kruznici h a prechddza nim jedna dotyc¢nica tejto kruznice. Pokial pritom bod M lezi
na osi pasu medzi rovnobezkami p a ¢, je touto dotyc¢nicou priamka p, ktord priamku ¢
nepretina, a tloha nemé rieSenie. Pokial ale bod M na osi pasu nelezi, dotycnica je
s priamkou ¢ réznobezné a tloha méa jedno riesenie.

Ak méa bod M od bodu A vicsiu vzdialenost ako od priamky ¢, existuju dve
doty¢nice kruznice h prechadzajice bodom A. Pokial pritom bod M lezi na osi pasu,
je jednou z doty¢nic priamka p a tloha mé jedno rieSenie; pokial bod M na osi pasu
nelezi, st obidve dotyc¢nice s ¢ réznobezné a tloha ma dve rieSenia.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov.

Pri postupe ako v prvom rieseni dajte 2 body za néjdenie bodu C, 2 body za zostrojenie bodov
B a D a dva body za uplnu diskusiu.

Pri postupe ako v druhom rieseni za poznatok, ze bod S lezi na osi pasu, dajte 1 bod; za vyrieSenie
ulohy pre pripad, ked M lezi na osi pasu, dajte 2 body (z toho 1 bod za diskusiu); za vyrieSenie Glohy
pre pripad, ked M na osi pasu nelezi, dajte 3 body (z toho 1 bod za diskusiu).

Pri postupe ako v tretom rieseni dajte 3 body za zostrojenie bodu D, 1 bod za dokoncenie
konstrukcie a 2 body za diskusiu.

Dékaz spravnosti konstrukcie je pri vSetkych troch uvedenych rieseniach natolko zrejmy, ze moze
chybat v inak tplnych rieseniach ohodnotenych 6 bodmi.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.



