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O priebehu 46. ro�n¡ka matematickej olympi dyMatematick  olympi da (MO) je s£�a�ou �iakov z kladn�ch a stredn�ch ¨k�l. Jejvyhlasovate�om je Ministerstvo ¨kolstva Slovenskej republiky v spolupr ci s Jednotouslovensk�ch matematikov a fyzikov. 46. ro�n¡k MO riadila Slovensk  komisia matema-tickej olympi dy (SK MO) { b�val  �stredn  komisia MO. Jednotliv� kol  odbornea organiza�ne zabezpe�ovali okresn� a krajsk� komisie MO (KK MO). Cie�om s£�a�e jevyh�ad vanie �iakov talentovan�ch v matematike, preb£dzanie a podpora ich z ujmuo ¤u, rozv¡janie ich matematick�ch schopnost¡ a ich usmer¤ovanie a vedenie k samos-tatnej tvorivej �innosti. Vyvrcholen¡m s£�a�e je pr¡prava na £spe¨n£ reprezent ciuSlovenskej republiky a £�as� v medzin rodn�ch s£�a�iach, najm� na Medzin rodnejmatematickej olympi de (MMO) a Medzin rodnej olympi de v informatike (MOI).V ¨kolskom roku 1996/1997 sa uskuto�nil u� 46. ro�n¡k MO, preto�e matematick olympi da na Slovensku je pokra�ovate�om rovnakej s£�a�e z b�val�ho �eskoslovenska.Aj v tomto ro�n¡ku mala spolo�n� £lohy s MO v �eskej republike. Po prv� raz sav¨ak uskuto�nila v podmienkach nov�ho £zemnospr vneho usporiadania Slovenska.S pote¨en¡m mo�no kon¨tatova�, �e prebehla vo v¨etk�ch 79 novovytvoren�ch okresoch,a tie� vo v¨etk�ch 8 krajoch Slovenskej republiky. Slovensk  komisia MO v tomtoro�n¡ku pracovala v novom zlo�en¡. Na n vrh �stredn�ho v�boru Jednoty slovensk�chmatematikov a fyzikov vymenovala na trojro�n� funk�n� obdobie predsedu SK MOministerka ¨kolstva a splnomocnila ho vymenovan¡m �al¨¡ch �lenov slovenskej komisie.Person lne obsadenie SK MO v 46. ro�n¡ku s£�a�e bolo tak�to:doc. RNDr. Vladislav Rosa, CSc. z MFF UK Bratislava, predseda SK MO.Predsedn¡ctvo SK MO tvorili:doc. RNDr. Vojtech B lint, CSc., FDS �U �ilina, podpredseda SK MO,RNDr. Pavol �ernek, CSc., MFF UK Bratislava, tajomn¡k pre odborn� ot zky,RNDr. Monika Kr llov , MFF UK Bratislava, tajomn¡k pre organiza�n� ot zky,�lenovia:PhDr. Oto Klostermann, z stupca M� SR,Mgr. Viera Kraj�ovi�ov , z stupca IUVENTY,RNDr. Andrej Blaho, CSc., MFF UK Bratislava, gestor kateg¢rie P,RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra,doc. RNDr. Tom ¨ Hecht, CSc., EDUXE Bratislava,Richard Koll r, MFF UK Bratislava,Prof. RNDr. Jozef Morav�¡k, CSc., SF �U �ilina.�lenmi predsedn¡ctva s£ �alej predsedovia krajsk�ch komisi¡:doc. RNDr. Vojtech B lint, CSc., FDS �U �ilina,RNDr. Jaroslava Brinckov , CSc., FHPV UMB Bansk  Bystrica,Mgr. Milan Demko, PedF PU Pre¨ov,PaedDr. Hubert Gun r, Gymn zium Tren�¡n,



2 47. ro�n¡k matematickej olympi dydoc. RNDr. Pavol H¡c, CSc., FPV TU Trnava,RNDr. Vladim¡r Jodas, MC Bratislava,RNDr. Bo�ena Mihal¡kov , CSc., PF UPJ� Ko¨ice,Prof. RNDr. Ondrej �ediv�, CSc., FPV UKF Nitra.SK MO �alej tvorili:RNDr. Juraj Bal zs, FPV UPJ� Ko¨ice,RNDr. Milota Hilkov , Z� Jilemnick�ho, Rev£ca,RNDr. Anton Hn t, Gymn zium Michalovce,Mgr. Jozef M�sz ros, Gymn zium s vyu�. jaz. ma�. Galanta,RNDr. Dagmar Mikul ¨ov , Gymn zium Tren�¡n,doc. RNDr. L'udov¡t Niepel, CSc., MFF UK Bratislava,RNDr. Dana Smutn , FPHV UMB Bansk  Bystrica,Tom ¨ Vina©, MFF UK Bratislava,Mgr. Dagmar Vongrejov , Z� Moskovsk  �ilina.V priebehu 46. ro�n¡ka MO sa uskuto�nilo jedno plen rne zasadnutie SK MO a trizasadnutia predsedn¡ctva SK MO. Zamerali sa na zabezpe�enie s£�a�e v nov�ch £zem-nospr vnych podmienkach, vznik nov�ch okresn�ch a krajsk�ch komisi¡ MO, ich spo-lupr cu s nov�mi org nmi ¨t tnej spr vy v ¨kolstve, �nan�n� pokrytie s£�a�e, �al¨ieaktivity (kore¨ponden�n� semin re, s£stredenia a pod.), ako aj na pokra�ovanie v par-tnerskej spolupr ci s �eskou �st©edn¡ komis¡ MO pri pr¡prave s£�a�n�ch £loh a term¡-novom zabezpe�ovan¡ prebiehaj£ceho i bud£ceho ro�n¡ka MO. V �lohovej komisii MOboli garantmi jednotliv�ch kateg¢ri¡:kateg¢ria A: doc. RNDr. Jarom¡r �im¨a, CSc.kateg¢ria B: RNDr. Pavol �ernek, CSc. a doc. RNDr. Tom ¨ Hecht, CSc.,kateg¢ria C: doc. RNDr. Leo Bo�ek, CSc.Za zadan¡m ka�dej s£�a�nej £lohy v �al¨om texte je v z tvorke uveden� meno autora(resp. navrhovate�a) £lohy. Hostite�om pri oboch zasadnutiach £lohov�ch komisi¡ bolav tomto ro�n¡ku �esk  strana.Organiz cia s£�a�e zostala v 46. ro�n¡ku MO zachovan : pre �iakov z kladn�ch ¨k�lbola rozdelen  do piatich kateg¢ri¡ Z4 { Z8 ur�en�ch �iakom 4. a� 9. ro�n¡ka Z� a od-povedaj£cich ro�n¡kov osemro�n�ch gymn zi¡. Pre �iakov stredn�ch ¨k�l a im zodpove-daj£cich ro�n¡kov viacro�n�ch gymn zi¡ bola s£�a� organizovan  v ¨tyroch kateg¢ri ch:C, B, A a P. Kateg¢ria C bola ur�en  pre ¨tudentov prv�ch ro�n¡kov, kateg¢ria B pre¨tudentov druh�ch ro�n¡kov a kateg¢ria A pre ¨tudentov tret¡ch a ¨tvrt�ch ro�n¡kovstredn�ch ¨k�l. Kateg¢ria P, zameran  na £lohy z programovania a matematickejinformatiky bola ur�en  �iakom v¨etk�ch ro�n¡kov stredn�ch ¨k�l. Talentovan¡ �iacimohli po s£hlase svojho u�ite�a matematiky s£�a�i� aj vo vy¨¨ej ako prisl£chaj£cejvekovej kateg¢rii. T�kalo sa to aj �iakov Z�, ktor¡ tie� mohli s£�a�i� v niektorej zkateg¢ri¡ A, B ,C a P. Prv� kolo MO sa uskuto�nilo vo v¨etk�ch kateg¢ri ch ako ¨kolsk�kolo. Druh� kolo sa uskuto�nilo pre kateg¢rie Z4 { Z8 ako okresn� kolo, pre ostatn�kateg¢rie ako krajsk� kolo. Tretie kolo sa uskuto�nilo iba v kateg¢rii Z8 ako krajsk�kolo a v kateg¢ri ch A a P ako celo¨t tne kolo. V kateg¢rii A bolo do tohoto kolapozvan�ch 41 najlep¨¡ch a v kateg¢rii P 26 najlep¨¡ch rie¨ite�ov z druh�ch k�l s£�a�epr¡slu¨nej kateg¢rie pod�a poradia zostaven�ho po koordin cii bodov�ho hodnotenia.



O priebehu 46. ro�n¡ka matematickej olympi dy 3V tomto kole je s£�a� rozdelen  do dvoch dn¡. V kateg¢rii A rie¨ia s£�a�iaci ka�d�de¤ tri £lohy v �asovom limite 4 hodiny, v kateg¢rii P v rovnakom limite prv� de¤ triteoretick� a druh� de¤ dve praktick� £lohy.Celo¨t tne kolo 46. ro�n¡ka MO sa uskuto�nilo v Ko¨iciach v d¤och 20.{23.4.1997(kateg¢ria A) a 23.{26.4.1997 (kateg¢ria P). Na zabezpe�en¡ s£�a�e vr tane spolo-�ensk�ho programu a z¡skania sponzorsk�ch vecn�ch darov pre £spe¨n�ch rie¨ite�ovsa okrem Centra vo�n�ho �asu a IUVENTY obetavo podie�ali �lenovia krajskej komisiematematickej olympi dy v Ko¨iciach, a najm� pracovn¡ci a ¨tudenti Pr¡rodovedeckejfakulty UPJ� v Ko¨iciach. Na £spe¨nom priebehu celo¨t tneho kola m  mimoriadnuz sluhu predsedn¡�ka KK MO RNDr. Bo�ena Mih likov  z PF UPJ� v Ko¨iciach.Desa� naj£spe¨nej¨¡ch rie¨ite�ov tretieho kola MO kateg¢rie A prijalo pozvaniena v�berov� s£stredenie pred 38.Medzin rodnou matematickou olympi dou, ktor� sakonalo v d¤och 27.4.{2.5.1997 na MFF UK v Bratislave. Na z klade v�sledkov to-hoto s£stredenia, v�sledkov predch dzaj£cich k�l MO a s prihliadnut¡m na £spe¨nos�v kore¨ponden�nom semin ri SK MO bolo na konci s£stredenia vybran� ¨es��lenn�dru�stvo na reprezent ciu SR na MMO v Argent¡ne. Tento v�ber absolvoval e¨tejedno (pr¡pravn�) s£stredenie v d¤och 23.{27.6.1997 na Zochovej chate a z rove¤ n sreprezentoval na tre�om ro�n¡ku medzi¨t tneho stretnutia s �eskou republikou, ktor�sa konalo v d¤och 16.{19.6.1997 v B¡lovci. Medzi¨t tnemu stretnutiu ako aj MMO s£v tejto ro�enke venovan� samostatn� kapitoly. V�berov� s£stredenie pre 12 najlep¨¡chrie¨ite�ov v kateg¢rii P sa uskuto�nilo v d¤och 8.{14.6.1997 na MFF UK v Bratislave.Treba poznamena�, �e s£stredenie bolo prisp�soben� netradi�n�mu term¡nu konaniaMOI, ktor  prebehla a� na prelome novembra a decembra v Juhoafrickej republike.Tejto s£�a�i je tie� venovan  samostatn  kapitola. V r mci n ro�n�ho s£stredenia, ktor�pribli�ovalo podmienky medzin rodnej s£�a�e, £�astn¡ci ka�d� de¤ dopoludnia tvoriliprogramy, ktor� v ten ist� de¤ ve�er aj spolo�ne vyhodnocovali. Na z klade dosiahnu-t�ch v�sledkov a s prihliadnut¡m na £spe¨nos� v druhom a tre�om kole kateg¢rie Pschv lila SK MO zlo�enie ¨tvor�lenn�ho dru�stva, ktor� reprezentovalo SR na MOIa ¨tvor�lenn� dru�stvo, ktor� n s reprezentovalo na Stredoeur¢pskej olympi de v infor-matike, ktor  sa konala v j£li v Po�sku. Pred MOI sa pre reprezenta�n� dru�stvo konaloe¨te jedno pr¡pravn� s£stredenie v d¤och 17.{21.11.1997 na MFF UK v Bratislave.Ako u� bolo spomenut�, s£�as�ou celoro�nej pr¡pravy na MO s£ aj r�zne kore¨pon-den�n� semin re (KS) a s£stredenia na okresnej a krajskej £rovni. Aj v tomto ro�n¡kuprebiehalo nieko�ko KS s celoslovenskou p�sobnos�ou a to:Bratislavsk� kore¨ponden�n� matematick� semin r (BKMS),Stredoslovensk� kore¨ponden�n� semin r (SSS),Ko¨ick� kore¨ponden�n� semin r (STROM),Kore¨ponden�n� semin r z programovania (KSP).Kontaktn� adresy, zadania a v�sledky t�chto kore¨ponden�n�ch semin rov boli uverej-nen� v predch dzaj£cej ro�enke MO. Op�� prebiehal u� tret¡ ro�n¡k obnoven�ho KS SKMO, ktor� bol ur�en� predov¨etk�m pre ¨tudentov bojuj£cich o £�as� na MMO. Tejtos£�a�i je tie� venovan  samostatn  kapitola. Pri tejto pr¡le�itosti by sme radi po�akovaliMatematicko-fyzik lnej fakulte UK v Bratislave za tradi�n£ priestorov£ a materi lnupomoc pri organizovan¡ viacer�ch kore¨ponden�n�ch semin rov.



V�sledky celo¨t tneho kola, kateg¢ria A
V¡�azi1. Viera R¦�I�KOV� 3 G Ve�k  Okru�n  �ilina 7 7 7 7 7 7 422. Peter SVR�EK 3 G Ve�k  Okru�n  �ilina 7 6 7 7 7 7 413. Miroslav DUD�K 4 G Trebi¨ov 5 7 5 7 7 3 344. Vladim¡r MARKO 4 G J. Hronca Bratislava 5 7 0 7 7 7 335. Krist¡na �ERNEKOV� 2 G Gr�sslingov  Bratislava 5 7 1 6 7 5 316. Peter BOD�K 3 G Po¨tov  Ko¨ice 4 7 0 7 7 5 307. Martin SLEZIAK 4 G Ru�omberok 5 6 0 7 7 4 298. Peter NOVOTN� 2 G Ve�k  Okru�n  �ilina 7 4 7 0 7 3 28J n �PAKULA 3 G Po¨tov  Ko¨ice 1 6 7 3 7 4 2810. Vladim¡r ZAJAC 1 G Gr�sslingov  Bratislava { 7 7 7 2 2 25�al¨¡ £spe¨n¡ rie¨itelia11. �tefan GA�PAR 3 G P£chov 5 5 5 0 7 2 24Peter KOZ�K 2 G Su�any 6 4 0 3 7 4 24J n RUSZ 4 G Trebi¨ovsk  Ko¨ice 7 5 0 3 7 2 2414. Zuzana RJA�KOV� 4 G Vranov nad Top�ou 6 5 0 3 7 2 2315. Michal BAJCSY 4 G Gr�sslingov  Bratislava 5 0 1 7 7 2 22Martina GANC�ROV� 3 G Gr�sslingov  Bratislava 5 4 7 0 6 0 22Ondrej VACEK 4 G J.G.Tajovsk�ho B.Bystrica 5 3 3 3 7 1 2218. Daniel NAGAJ 3 G Bardejov 5 5 7 0 2 2 2119. Peter JACKO 3 G Po¨tov  Ko¨ice 1 4 6 3 6 0 20Franti¨ek KARDO� 3 G Alejov  Ko¨ice 5 7 3 0 3 2 20Andrea MESIAROV� 4 G Gr�sslingov  Bratislava 5 5 4 3 0 3 20Ostatn¡ rie¨itelia22. Slavom¡r NEM��K 3 G Kon¨tant¡na Pre¨ov 5 7 0 3 2 2 19Pavol NOVOTN� 3 G Ve�k  Okru�n  �ilina 1 1 0 7 7 3 1924. R¢bert LEN��� 3 G P rovsk  Nitra 1 3 1 3 7 3 1825. Richard KR��OVI� 2 G J. Hronca Bratislava 1 7 0 3 6 0 1726. Mari n IVAN�O 4 G Gr�sslingov  Bratislava 6 4 0 3 0 3 16Juraj KOLES�R 4 G Gr�sslingov  Bratislava 0 3 4 3 2 4 1628. Mari n KLEIN 3 G Po¨tov  Ko¨ice 5 3 4 0 2 1 15



V�sledky celo¨t tneho kola, kateg¢ria A 529. Milo¨ KOPA 4 G J.G.Tajovsk�ho B.Bystrica 5 0 1 3 3 2 14Jozef LADICK� 4 G Nov� Mesto nad V hom 7 4 0 { 2 1 14Ivan LUKN�R 4 G J.G.Tajovsk�ho B.Bystrica 0 4 4 3 2 1 14Andrej MELOC�K 3 G Gr�sslingov  Bratislava 5 4 3 0 0 2 14Peter VAR�A 3 G Ve�k  Okru�n  �ilina 5 { { 7 2 0 1434. J n KOV��IK 3 G Gr�sslingov  Bratislava 0 3 3 7 0 0 1335. Peter SLOSAR��K 4 G Gr�sslingov  Bratislava 0 4 4 3 0 1 1236. Andrej ZAJ��EK 3 G P rovsk  Nitra 1 { 4 3 1 0 937. Tom ¨ F�RBER 4 G Gr�sslingov  Bratislava 3 0 0 3 2 0 8Ladislav KOV�R 4 G Gr�sslingov  Bratislava 0 4 0 3 1 0 839. Martin GUZI 3 G Kon¨tant¡na Pre¨ov 4 0 0 0 2 0 640. Peter HARI� 4 G P£chov 0 3 0 0 2 0 5Vladim¡r KOZ�K 3 G Su�any { 1 0 0 2 2 5�spe¨nos� jednotliv�ch £loh je zaznamenan  v tabu�ke.Po�et Spolu �¡slo £lohybodov 1: 2: 3: 4: 5: 6:7 bodov 52 5 9 7 11 17 36 bodov 11 3 3 1 1 3 05 bodov 25 16 5 2 0 0 24 body 22 2 10 6 0 0 43 body 37 1 6 4 18 2 62 body 23 0 0 0 0 12 111 bod 19 6 2 4 0 2 50 bodov 57 8 6 17 11 5 10Priemer 3; 33 3; 66 4; 05 2; 56 3; 24 4; 12 2; 24



V�sledky celo¨t tneho kola, kateg¢ria P
V¡�azi1. Miroslav DUD�K 4 G Trebi¨ov 8 9 10 6 10 432. J n RUSZ 4 G Trebi¨ovsk , Ko¨ice 3 10 10 7 7 373. Richard KR��OVI� 2 G J. Hronca, Bratislava 7 10 10 8 0 354. J n SVORE¥ 4 G D. Tatarku, Poprad 1 10 10 6 4 315. Peter VASI� 4 G Michalovce 2 10 8 8 2 306. Vladim¡r MARKO 4 G J. Hronca, Bratislava 9 9 10 0 0 28�al¨¡ £spe¨n¡ rie¨itelia7. Vladim¡r KOUTN� 2 G J. Hronca, Bratislava 4 4 6 8 5 278. Stanislav FUNIAK 4 G Su�any 0 10 3 8 5 26Rolland BOTT 3 G ma�. Dunajsk  Streda 1 7 10 8 0 2610. Martin HAJDUCH 4 G Pova�sk  Bystrica 5 2 10 6 2 25Martin VA���EK 4 G J. Hrnoca, Bratislava 3 7 10 1 4 2512. D vid P�L 2 G Bratislava, J. Hronca 1 8 10 5 0 2413. Rastislav KRIVO�-BELLU� 4 G Po¨tov , Ko¨ice 0 7 10 4 2 2314. Zuzana RJA�KOV� 4 G Vranov nad Top�ou 1 8 10 0 3 22Ostatn¡ rie¨itelia15. R¢bert MACHO 4 G Prievidza 7 6 2 4 2 2116. Michal MATOU�EK 3 G Hlinsk , �ilina 3 2 5 10 0 20Juraj FRIVOLT 4 G ma�. Galanta 1 5 8 0 6 20Pavol �IBRITA 4 G Golianova, Nitra 4 2 10 4 0 2019. Peter NOV�K 4 G Golianova, Nitra 5 2 7 3 0 1720. Tom ¨ KEZES 2 G Nov� Z mky 1 5 4 4 0 1421. Peter BOD�K 3 G Po¨tov , Ko¨ice 2 7 4 0 0 13Mat£¨ MIHA��K 4 G Kon¨tant¡nova, Pre¨ov 5 4 4 0 0 1323. Peter NOVOTN� 4 G Prievidza 0 3 5 2 0 10Zsolt BENES 3 G ma�. Dunajsk  Streda 1 2 6 1 0 1025. Katar¡na VOZ�ROV� 4 G J. Hronca, Bratislava 0 3 4 0 0 7Peter PAVLISKO 3 G Ko¨ice { �aca 4 1 2 0 0 7



V�sledky krajsk�ch k�lZ ka�d�ho kraja a z ka�dej z kateg¢rii A, B, C, P a Z8 s£ uveden¡ v¨etci £spe¨n¡ rie¨itelia,pr¡p. aspo¤ prv�ch 10 £spe¨n�ch rie¨ite�ov. V kateg¢riach B, C, Z8, ak nie je uveden�inak, s£ v¨etci �iaci ¨tudentmi 2., resp. 1., resp. 8. ro�n¡kov. Gymn zia so zameran¡mna matematiku, ¨tudijny odbor 01 s£ tieto:Gymn zium Gr�sslingov , Bratislava,Gymn zium P rovsk , Nitra,Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina,Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica,Gymn zium Alejov , Ko¨ice,Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice. Kraj BratislavaKateg¢ria A1.{2. Mari n IVAN�O 4, Gymn zium Gr�sslingov Vladim¡r MARKO 4, Gymn zium J.Hronca3. Andrej MELOC�K 3, Gymn zium Gr�sslingov 4.{6. Krist¡na �ERNEKOV� 2, Gymn zium Gr�sslingov Andrea MESIAROV� 4, Gymn zium Gr�sslingov Vladim¡r ZAJAC 1, Gymn zium Gr�sslingov 7. Richard KR��OVI� 2, Gymn zium J.Hronca8.{9. Juraj KOLES�R 4, Gymn zium Gr�sslingov Ladislav KOV�R 4, Gymn zium Gr�sslingov 10. Tom ¨ F�RBER 4, Gymn zium Gr�sslingov Kateg¢ria B1. Zuzana SLOSAR��KOV� Gymn zium Gr�sslingov 2.{3. Krist¡na �ERNEKOV� Gymn zium Gr�sslingov David P�L Gymn zium J.Hronca4. Richard KR��OVI� Gymn zium J.Hronca5.{6. Pavol JUR�A Gymn zium Gr�sslingov Michal KADLIC Gymn zium Gr�sslingov 



8 47. ro�n¡k matematickej olympi dy7.{8. Alena KOV�ROV� Gymn zium Gr�sslingov Martin �OVIC Gymn zium Gr�sslingov 9.{10. Tom ¨ BUJ¥�K Gymn zium J.HroncaMartin POTO�N� Gymn zium J.HroncaKateg¢ria C1.{6. Peter MACH Gymn zium J.HroncaMiriam MARU�IAKOV� Gymn zium B¡likovaMiroslav MAS�R Gymn zium Gr�sslingov Jozef �EV��K Gymn zium Gr�sslingov Hana TICH� Gymn zium Gr�sslingov Vladim¡r ZAJAC Gymn zium Gr�sslingov 7.{9. Dana JE�OV� Gymn zium Gr�sslingov Michal POKORN� 8, Gymn zium Gr�sslingov Martin ��CHA 8, Gymn zium Gr�sslingov 10.{13. Peter �IRKA Gymn zium Gr�sslingov Ondrej HRDLI�KA Gymn zium J.HroncaPeter M�JEK Gymn zium J.HroncaPavol �AFA��K Gymn zium Gr�sslingov Kateg¢ria Z81. Jana SZOLGAYOV� Gymn zium Gr�sslingov 2.{4. Tom ¨ HAJAS Z� Ko¨ick Katar¡na QUITTNEROV� Gymn zium B¡likovaMichal TVARO�EK Z� Ko¨ick 5. Michal SOT�K Gymn zium Gr�sslingov 6.{9. Hana BAJTO�OV� Gymn zium VazovovaMichal POKORN� Gymn zium Gr�sslingov Martin ��CHA Gymn zium Gr�sslingov Juraj �VEC Gymn zium B¡likova10.{11. Tom ¨ FARKA� Gymn zium B¡likovaMartin RO�KO Z� SenecKateg¢ria P1. Richard KR��OVI� 2, Gymn zium J.Hronca2. Martin VA���EK 4, Gymn zium J.Hronca3. Katar¡na VOZ�ROV� 4, Gymn zium J.Hronca4.{6. Vladim¡r KOUTN� 2, Gymn zium J.HroncaVladim¡r MARKO 4, Gymn zium J.HroncaDavid P�L 2, Gymn zium J.Hronca



V�sledky krajsk�ch k�l 9Kraj NitraKateg¢ria A1. Andrej ZAJI�EK 3, Gymn zium P rovsk , Nitra2. R¢bert LEN��� 3, Gymn zium P rovsk , Nitra3. Juraj STAN��K 3, Gymn zium Levice4.{5. Juraj HU�EK 4, Gymn zium P rovsk , NitraJ n SOMOR��K 3, Gymn zium P rovsk , Nitra6. Jozef BUDINSK� 3, Gymn zium �ahy7.{8. Andrea BOR�INOV� 4, Gymn zium P rovsk , NitraIstv n J�MBOR 4, SP�E Nov� Z mky9.{12. Ivana BUDINSK� 4, Gymn zium �ahyJ n KO�ENEK 3, Gymn zium P rovsk , NitraJ n MAZAN 4, Gymn zium Kom rnoJ n PINT�R 4, Gymn zium P rovsk , NitraKateg¢ria B1. Peter HUSZ�R Gymn zium ma�. Kom rno2. Daniel HET�NYI Gymn zium P rovsk , Nitra3. Zolt n HAL�SZ Gymn zium ma�. Kom rno4.{5. Ondrej KORP�S Gymn zium ma�. Kom rnoRoman �VEC Gymn zium P rovsk , Nitra6. J n SZENDI Gymn zium ma�. Kom rno7.{8. Guszt v P�LOS Gymn zium ma�. Kom rnoBe ta STEHL�KOV� Gymn zium Nov� Z mkyKateg¢ria C1.{3. Ladislav �CS Gymn zium Nov� Z mkyKatalin FEH�R Gymn zium ma�. Kom rnoKeve KURUCZ Gymn zium ma�. Kom rno4.{6. Endre KURUCZ 8, Gymn zium ma�. Kom rnoBarbora HALME�OV� Gymn zium P rovsk , NitraFilip V�TEK Gymn zium P rovsk , Nitra7.{8. Zuzana K�KELOV� Gymn zium �a�aJarmila �KULAV�KOV� Gymn zium Kom rno9.{11. Michal BUGO� Gymn zium �uranyZolt n H�DER Gymn zium ma�. Kom rnoBal zs KESZEGH Gymn zium ma�. Kom rno



10 47. ro�n¡k matematickej olympi dyKateg¢ria Z81. Marek KARVAJ Z� N bre�n , Nov� Z mky2.{3. Monika BABIAKOV� Gymn zium P rovsk , NitraMilo¨ MED��K Gymn zium P rovsk , Nitra4. Lenka KOVA�OVSK� Gymn zium P rovsk , Nitra5.{6. Sl vka �URI�OV� Gymn zium P rovsk , NitraIvan KI�AC Z� Horn� Obdokovce7.{9. Martina �ERVEN�KOV� Z� �eliezovce�ubo¨ FAZEKA� Z� Robotn¡cka, Zlat� MoravcePeter JUH�SZ Z� Ime�10. Gabriel VIMI Z� ma�. DiakovceKateg¢ria P1. Tom ¨ KEZES 2, Gymn zium Nov� Z mky2.{3. Peter NOV�K 4, Gymn zium Golianova, NitraPavol �BIRITA 4, Gymn zium Golianova, NitraKraj TrnavaKateg¢ria A1. Matej KUB�K 4, Gymn zium Pie¨�any2. Michal ULICK� 3, Gymn zium Hviezdoslavova, Trnava3.{4. Zdenka GA�OV� 4, Gymn zium Skalica�ubom¡r KRAJ�OVI� 4, Gymn zium Holl�ho, Trnava5.{6. Juraj MR�Z 4, Gymn zium Holl�ho, TrnavaViktor SZAB� 4, Gymn zium ma�. Dunajsk  Streda7.{8. Roman KAPUSTA 3, Gymn zium Pie¨�anyAndr s P�LFFY 3, Gymn zium ma�. �amor¡n9. Zuzana BURSK� 3, Gymn zium SkalicaKateg¢ria B1. G bor N�METH Gymn zium Dunajsk  Streda2.{4. Lenka KLE�TINCOV� Gymn zium HlohovecMilo¨ MRVA Gymn zium Hviezdoslavova, TrnavaMikul ¨ VALLO Gymn zium A. Merici, Trnava



V�sledky krajsk�ch k�l 11Kateg¢ria C1.{2. R¢bert CSOKA Gymn zium Dunajsk  StredaPeter SID� Gymn zium Dunajsk  Streda3. Tom ¨ JUH�SZ Gymn zium �amor¡n4. Adri n MOLN�R Gymn zium Dunajsk  Streda5.{8. Michaela BU�KOV� Gymn zium HlohovecAdela KO�ANOV� Gymn zium Hviezdoslavova, TrnavaTom ¨ ME��� Gymn zium SenicaLili na S�KEOV� Gymn zium �amor¡n9.{14. Juraj DZIF��K Gymn zium HlohovecJozef HAVRAN Gymn zium GalantaMarek KUCHTA Gymn zium SkalicaMichal SEDL�K Gymn zium Pie¨�anyKatar¡na SEK��OV� Gymn zium Pie¨�anyAnnam ria TAK�TS Gymn zium �amor¡nKateg¢ria Z81. Kamil CHOVANEC Z� F ndlyho, Sere�2.{3. Jana KR�TKA Z� Mojm¡rova, Pie¨�anyZuzana VA¥OV� II. Z�, Hol¡�4. Miloslav HOL�BEK II. Z�, Senica5.{6. Juraj NE�AS II. Z�, Hol¡�Peter STULLER Z� Jilemnick�ho, Dunajsk  Streda7.{9. Benedikt GA�L Gymn zium ma�. GalantaRoman JUR�� II. Z� Hol¡�Pavol S�KEN�K Z� Holubyho, Pie¨�any10.{11. Andrea HESKOV� Z� GbelyBe ta LOSONSZKA Z� Ve�k� MederKateg¢ria P1. Juraj FRIVOLT 4, Gymn zium ma�. Galanta2.{3. Roland BOTT 3, Gymn zium ma�. Dunajsk  StredaZsolt BENES 3, Gymn zium ma�. Dunajsk  StredaKraj Tren�¡nKateg¢ria A1. Jozef LADICK� 4, Gymn zium Nov� Mesto nad V hom



12 47. ro�n¡k matematickej olympi dy2. �tefan GA�PAR 3, Gymn zium P£chov3.{4. Martin HAJDUCH 4, Gymn zium Pova�sk  BystricaPeter HARI� 4, Gymn zium P£chov5.{6. R¢bert MACHO 4, Gymn zium PrievidzaPeter VALO 4, Gymn zium Pova�sk  Bystrica7. Andrea KMOTORKOV� 3, Gymn zium B novce nad BebravouKateg¢ria B1. Zuzana DZUR�KOV� Gymn zium Prievidza2. Lenka BRE�OV� Gymn zium Tren�¡n3. M ria �I�MANCOV� Gymn zium Prievidza4.{5. Barbora GULEJOV� Gymn zium PrievidzaMichal HAN��EK Gymn zium Tren�¡nKateg¢ria C1.{3. Martin PASTVA Gymn zium PrievidzaPeter PRAVDA Gymn zium PrievidzaMiroslav Z�ME�N�K Gymn zium Nov� Mesto nad V hom4.{5. Anna FRANEKOV� Gymn zium Partiz nskeAndrej MINAROVI� Gymn zium Partiz nske6.{7. Michal TOM��K Gymn zium PrievidzaPetra KOSAROV� Gymn zium Tren�¡n8. Mari n ERTE Gymn zium Prievidza9.{11. Katar¡na BEHULIAKOV� Gymn zium Pova�sk  BystricaPavol HRIADEL Gymn zium B novce nad BebravouJuraj SUCH�R Gymn zium Dubnica nad V homKateg¢ria Z81. Juraj �ARINAY Z� Doln� Hony, Tren�¡n2.{4. Peter �ERM�K Z� Hviezdoslavova, Nov  DubnicaTom ¨ KULICH Z� Rastislavova, PrievidzaMichaela N�MCOV� Gymn zium Partiz nske5. J n MAZANEC Gymn zium Prievidza6. Tom ¨ SEDLIA�IK Z� Ve�k  okru�n , Partiz nske7. Gabriela �EV��KOV� Z� Temat¡nska, Nov� Mesto nad V hom8.{9. M ria BENDOV� Gymn zium PrievidzaMartin STRAPKO Z� Komensk�ho, P£chov10.{11. Zuzana SIVANICOV� Z� Komensk�ho, B novce nad BebravouVladim¡r TUR�EK Z� Kl tova Nov  Ves



V�sledky krajsk�ch k�l 13Kateg¢ria P1. Martin HAJDUCH 4, Gymn zium Pova�sk  Bystrica2. R¢bert MACHO 4, Gymn zium Prievidza3. Peter NOVOTN� 4, Gymn zium PrievidzaKraj �ilinaKateg¢ria A1.{2. Pavol NOVOTN� 3, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaPeter NOVOTN� 2, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina3.{4. Viera R¦�I�KOV� 3, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaPeter SVR�EK 3, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina5. Martin SLEZIAK 4, Gymn zium Ru�omberok6.{9. Peter KOZ�K 2, Gymn zium Su�anyVladim¡r KOZ�K 3, Gymn zium Su�anyPeter VAR�A 3, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaMichal ZORKOVSK� 4, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina10. Jozef KNAP 4, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaKateg¢ria B1.{2. Peter KOZ�K Gymn zium Su�anyIvan PILI� Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina3. Peter NOVOTN� Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina4. Vladim¡r KOZ�K Gymn zium Su�any5.{6. Rastislav �IMON�K Gymn zium MartinJozef �KORUPA Gymn zium Liptovsk� Mikul ¨7.{8. Marcela KO��KOV� Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaMiroslava M��KOV� Gymn zium MartinKateg¢ria C1.{2. Peter KOZ�K Gymn zium Su�anyMartin TROJ�K Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina3. Boris BALKO Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina4.{5. D ¨a CHL�DEKOV� Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaJaroslav �OLT�S Gymn zium Liptovsk� Hr dok6. Martin RENTKA Gymn zium N mestovo7. Michal MU��K Gymn zium Su�any8.{9. Franti¨ek DEBN�R Gymn zium Liptovsk� Hr dok



14 47. ro�n¡k matematickej olympi dyL'ubo¨ OBLUK Gymn zium Martin10. Radoslav FULEK Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaKateg¢ria Z81. Michal BUTEK Z� Hliny V., �ilina2.{5. L'ubo¨ KLANICA Z� Ga¨tanov , �ilinaEva KOMPANOV� Z� J.Matu¨ku, Doln� Kub¡nL'udov¡t MRAV�K Z� Moskovsk , �ilinaMichal PE�TA Z� Bobrovec6. Jozef JUR��EK Z� Moskovsk , �ilina7.{9. Daniela KRAJ�OV� Z� Martinsk , �ilinaJuraj LA��UTH Z� Nemocni�n  II., D.Kub¡nBranislav MIKUL�� Gymn zium Martin10.{12. Michaela BURAN�KOVA Z� Tom ¨kova, MartinAndrea HEGLASOV� Z� Moskovsk , �ilinaAndrej KUNO� Z� �iarska, Liptovsk� Mikul ¨Kateg¢ria P1. Stanislav FUNIAK 4, Gymn zium Su�any2. Michal MATOU�EK 3, Gymn zium Hlinsk , �ilinaKraj Bansk  BystricaKateg¢ria A1. Milo¨ KOPA 4, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaIvan LUKN�R 4, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica3.{5. Marek HY�KO 4, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaMartin SAMUEL��K 4, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaOndrej VACEK 4, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica6.{7. Pavol ZAJAC 3, Gymn zium Komensk�ho, Bansk  BystricaJ n �URI� 4, Gymn zium Rimavsk  Sobota8.{9. Vladislav GADO��K 3, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaMartin STA¥O 2, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica10. J n RYS 3, Gymn zium KremnicaKateg¢ria B1.{2. Alena TEPLI�ANOV� Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaJuraj TUREK Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica3. Katar¡na STAJAN�OV� Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica



V�sledky krajsk�ch k�l 154. Martin STA¥O Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica5. Marian KR�TKY Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica6. Irena MA�OV� Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica7. Jana PIGO�OV� Gymn zium Bansk  �tiavnicaKateg¢ria C1.{2. J£lia LACKOV� Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaOndrej SUCH� Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica3. J n ORAVEC Z� Radva¤, Bansk  Bystrica4.{6. Michal KOR�EK Gymn zium ZvolenDu¨an LACIKA Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaJ£lius LANGA Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica7.{9. Peter HARMADY Gymn zium Rimavsk  SobotaPeter CHRTIANSKY Gymn zium Lu�enecRoman NEDELA Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica10. Andrej �IERNY Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaKateg¢ria Z81. J n ORAVEC Z� Radva¤, Bansk  Bystrica2. Tom ¨ LIPT�K Z� Torna�a3. Zuzana CIENIKOV� III. Z� Zvolen4.{7. Jakab GERGELY Z� VinicaZolt n MICS Z� VinicaJ n PIGO� Z� Bansk  �tiavnicaTom ¨ PO�AI Z� Bansk  �tiavnica8.{9. J n HANZL�K IV. Z� DetvaStanislav SEKERE� III. Z� Detva10.{12. Juraj BEDN�R Z� Moyzesovo n m., Bansk  BystricaMartin MATEJKA Z� Radva¤, Bansk  BystricaRadoslav PERVAN Z� Hviezdoslavova, Rev£caKraj Ko¨iceKateg¢ria A1.{2. Franti¨ek KARDO� 3, Gymn zium Alejov , Ko¨iceJ n �PAKULA 3, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice3. Peter JACKO 3, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice4. J n RUSZ 4, Gymn zium Trebi¨ovsk , Ko¨ice5.{6. Peter BOD�K 3, Gymn zium Po¨tov , Ko¨iceMiroslav DUD�K 4, Gymn zium Trebi¨ov



16 47. ro�n¡k matematickej olympi dy7. Mari n KLEIN 3, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice8.{9. Martin HRI¥�K 2, Gymn zium Alejov , Ko¨iceRastislav KRIVO�-BELLU� 4, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice10.{11. Martin BERTA 4, Gymn zium MichalovceMat£¨ MEDO 3, Gymn zium Po¨tov , Ko¨iceKateg¢ria B1. Martin HRI¥�K Gymn zium Alejov , Ko¨ice2. Petra FENC�KOV� Gymn zium Alejov , Ko¨ice3. Eduard SEMAN Gymn zium Michalovce4.{7. Peter ANDRA�INA Gymn zium Alejov , Ko¨icePeter MIH�K Gymn zium Alejov , Ko¨iceJozef MI�KUF Gymn zium Po¨tov , Ko¨iceJ n SENKO SP�E Ko¨ice8. Vladim¡r LAKATO� Gymn zium MichalovceKateg¢ria C1.{6. Marek JENDREJ Gymn zium Po¨tov , Ko¨iceTom ¨ JUR�K Gymn zium Po¨tov , Ko¨iceAnna KORDULIAKOV� Gymn zium Alejov , Ko¨iceMiroslava SOT�KOV� Gymn zium Javorov , Spi¨sk  Nov  VesMichal VA�KO Gymn zium Alejov , Ko¨iceZuzana VARGOV� Gymn zium Alejov , Ko¨ice7.{8. Tom ¨ ANDRA�INA Gymn zium Alejov , Ko¨iceR¢bert BURSA Gymn zium Alejov , Ko¨ice9. Martin VITIK�� Gymn zium �kolsk , Spi¨sk  Nov  Ves10. Peter ��RSKY Gymn zium Alejov , Ko¨iceKateg¢ria Z81. Luk ¨ FERENC Z� sv. Cyrila a Metoda, Spi¨sk  Nov  Ves2.{4. Peter HRU�OVSK� Z� Ing. Ko�ucha, Spi¨sk  Nov  VesKamil KNAP Z� Dr bova, Ko¨icePeter TAM�� Gymn zium Alejov , Ko¨ice5.{7. Drahoslav HRE¥O VI. Z�, MichalovceLucia JARO�OV� Gymn zium Alejov , Ko¨iceZuzana VL�KOV� Gymn zium Alejov , Ko¨ice8.{11. Ivan DOVICA Z� park Angel¡num, Ko¨iceSilvia �URI�OV� VI. Z� MichalovceJ n UHR�N VIII. Z� MichalovceTom ¨ TOPERCER Z� Letanovce



V�sledky krajsk�ch k�l 17Kateg¢ria P1. Miroslav DUD�K 4, Gymn zium Trebi¨ov2. J n RUSZ 4, Gymn zium Trebi¨ovsk , Ko¨ice3. Peter BOD�K 3, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice4. Rastislav KRIVO�-BELLU� 4, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice5. Peter PAVLISKO 4, Gymn zium Ko¨ice { �aca6. Peter VASI� 4, Gymn zium Michalovce7. Michal KO�CUN 3, Gymn zium Alejov , Ko¨ice8. Peter ULI�IANSKY 4, Gymn zium Alejov , Ko¨ice9. Martin BERTA 4, Gymn zium Michalovce10. Marianna POLACK� 3, Gymn zium Trebi¨ovKraj Pre¨ovKateg¢ria A1. Daniel NAGAJ 3, Gymn zium Bardejov2.{3. Martin GUZI 3, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ovZuzana RJA�KOV� 4, Gymn zium Vranov nad Top�ou4.{5. Cyril ADAMU��IN 3, Gymn zium BardejovSlavom¡r NEM��K 3, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov6.{7. Miroslav DOBIS 4, Gymn zium Popradsk� n bre�ie, PopradMartin JUR��K 4, Gymn zium Popradsk� n bre�ie, Poprad8.{9. Marek REVICK� 4, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ovMari n VR�BEL 2, Gymn zium D.Tatarku, Poprad10.{11. Lucia MR�ZOV� 3, Gymn zium Popradsk� n bre�ie, PopradJ n SVORE¥ 4, Gymn zium D.Tatarku, PopradKateg¢ria B1. Michal FORI�EK Gymn zium Popradsk� n bre�ie, Poprad2. Mari n VR�BEL Gymn zium D.Tatarku, Poprad3. Martin LANG Gymn zium Popradsk� n bre�ie, Poprad4.{5. Peter BREJ��K Gymn zium Popradsk� n bre�ie, PopradPavol KOVAL��K Gymn zium Popradsk� n bre�ie, Poprad6. Karol �ISARIK Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov7. Peter GAJDO� Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov8.{9. Stanislav �IMO Gymn zium D.Tatarku, PopradLucia �IVICK� Gymn zium Ke�marok10.{14. Eduard KUP�O Gymn zium D.Tatarku, Poprad



18 47. ro�n¡k matematickej olympi dyPeter KUPSK� SP�E Pre¨ovPeter MOLN�R Gymn zium Vranov nad Top�ouViera POLOHOV� Gymn zium J.A.Raymana, Pre¨ovMichal ���EK Gymn zium Popradsk� n bre�ie, PopradKateg¢ria C1. Alexandra SAXOV� Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov2.{4. Helena HOVANCOV� Gymn zium Popradsk� n bre�ie, PopradJuraj LACA Gymn zium Svidn¡kZuzana OLEK��KOV� Gymn zium D.Tatarku, Poprad5.{7. Martin ARVAY OA Pre¨ovSlavom¡r KATU���K Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ovJaroslava VERNARCOV� Gymn zium Popradsk� n bre�ie, Poprad8.{9. Milo¨ �ERN�K Gymn zium Ke�marokIgor TK�� Gymn zium Humenn�10.{14. Igor GOMBO� 8, Gymn zium Ke�marokStanislav KA���K Gymn zium LipanyMartin KO�ALKO Gymn zium Popradsk� n bre�ie, PopradIvana KUP�IHOV� Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ovSlavom¡r MI�KOVEC Gymn zium Popradsk� n bre�ie, PopradKateg¢ria Z81. Martin KOMARA Gymn zium Sabinov2. Erika H�NSCHOV� BGymn zium Poprad3.{6. Peter BANDA Z� Mirka Ne¨pora, Pre¨ovMarta BELI�OV� Z� Mirka Ne¨pora, Pre¨ovIgor GOMBO� Gymn zium Ke�marokL'udmila HOSTOV� Z� �ev�enkova, Bardejov7.{8. R��ena MORONGOV� Gymn zium Ke�marokM rio OLEXI��K Z� �tudentsk , Snina9.{13. Jana ONDTKOV� Z� �ev�enkov , BardejovMiroslav PICH Z� Centr lna, Svidn¡kMartin ZIM�NY Gymn zium D.Tatarku, Poprad�tefan ZORI��K Gymn zium Ke�marokKateg¢ria P1. Zuzana RJA�KOV� 4, Gymn zium Vranov nad Top�ou2. J n SVORE¥ 4, Gymn zium D.Tatarku, Poprad3. Mat£¨ MIHA�AK 4, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov4. Marek REVICK� 4, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov5. Juraj HORV�TH 4, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov



Zadania s£�a�n�ch £lohKateg¢ria CC { I { 1�¡slo 4 896 je delite�n� ako svoj¡m prv�m dvoj�¡sl¡m (48), tak aj svoj¡m posledn�mdvoj�¡sl¡m (96). Ko�ko je ¨tvorcifern�ch �¡sel s touto vlastnos�ou, ktor� s£ naviacdelite�n� 17-timi? (J. �im¨a)C { I { 2Ka�d  strana konvexn�ho ¨tvoruholn¡ka ABCD je dvoma bodmi rozdelen  na trizhodn� £se�ky (obr. 1). Uk �te, �e ¨tvoruholn¡kyKLMN a PQRS maj£ rovnak� obsah.(J. Zhouf)
A BCD K LMN P QRS�Obr. 1C { I { 3V pravouhlom trojuholn¡ku ABC je K stred prepony AB a bodM le�¡ na odvesne ACtak, �e jAM j = 2jMCj. Dok �te, �e uhly MKC a ABM s£ zhodn�. (Prevzat  £loha)C { I { 4Na dvore sa hrali Karol, Miro a Jaro. Karol si myslel dve dvojcifern� �¡sla. Mirovi prezra-dil ich rozdiel. Ten spr vne na¨iel v¨etk�ch dev�� tak�ch dvoj¡c. Jarovi Karol prezradils£�in oboch �¡sel. Jaro spr vne ur�il v¨etk�ch osem dvoj¡c s uveden�m s£�inom. Ktor��¡sla si Karol myslel? (P. �ernek)



20 47. ro�n¡k matematickej olympi dyC { I { 5V pravidelnom trojbokom ihlane ABCV je d��ka bo�nej hrany jAV j = 5cm, d��kahrany podstavy jABj = 4p3 cm. Body K, L, M s£ p�ty kolm¡c veden�ch vn£torn�mbodom X podstavy ABC na bo�n� hrany AV , BV , CV . Ako je potrebn� voli� bod X,aby gu�ov  plocha prech dzaj£ca bodmi K, L, M a X mala �o najmen¨¡ priemer?Vypo�¡tajte tento priemer. (P. Leischner)C { I { 6N jdite v¨etky trojice cel�ch �¡sel x, y, z, pre ktor� plat¡ x+ yz = y+xz = z+xy = 6.(J. Zhouf)C { S { 1Os preponyAB pravouhl�ho trojuholn¡kaABC pretne odvesnuAC v bodeM , pre ktor�plat¡ jAM j = 2jCM j. Ur�te ve�kosti uhlov trojuholn¡ka ABC. (P.Leischner)C { S { 2Karol po�iadal Mira: "Mysli si dve r�zne dvojcifern� �¡sla a prezra� mi ich s£�et.\ Ke�sa tak stalo, Karol spr vne zistil, �e existuj£ pr ve ¨tyri tak� dvojice (na porad¡ �¡selv dvojici nez le�¡). Miro �alej Karolovi napovedal, �e v��¨ie z oboch �¡sel je prvo�¡slo.Ur�te v¨etky dvojice �¡sel, ktor� si Miro mohol myslie�. (J.�im¨a)C { S { 3N jdite v¨etky ¨tvorice prirodzen�ch �¡sel, pre ktor� plat¡: S£�et s£�inu ka�d�ch dvoch�¡sel zo ¨tvorice so s£�inom zost vaj£cich dvoch �¡sel je rovn� 51. (J.Zhouf)C { II { 1V ¨tvorcifernom �¡sle s£ rovnak� prv� dve �¡slice, a tie� posledn� dve �¡slice. Ur�te toto�¡slo, ak viete, �e je druhou mocninou prirodzen�ho �¡sla. (�S MO)C { II { 2Dan� je pravouhl� trojuholn¡k ABC. Na prepone AB zostrojte bod X a na odvesne BCbod Y tak, aby bolo mo�n� ¨tvoruholn¡ku AXYC op¡sa� aj vp¡sa� kru�nicu.(P.Leischner)



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 21C { II { 3Janko s Marienkou po�iadali svoju mami�ku, aby si zvolila dve r�zne dvojcifern� �¡sla.Mami�ka potom Jankovi prezradila ich rozdiel a Marienke ich s£�et. Janko spr vnezistil, �e pr ve 63 tak�ch dvoj¡c d va dan� rozdiel. Aj Marienka na¨la spr vne v¨etk�ch40 dvoj¡c s dan�m s£�tom. Ktor� �¡sla mami�ka zvolila? (J.�im¨a)C { II { 4Vo ¨tvorci ABCD je R stred strany CD a Q priese�n¡k uhloprie�kyBD s priamkouAR.Na strane BC zvo�te bod P tak, aby £se�ka PQ rozdelila lichobe�n¡k ABCR na dva¨tvoruholn¡ky s rovnak�m obsahom. (J.�vr�ek)Kateg¢ria BB { I { 1Pre ktor� prirodzen� �¡sla n mo�no v pravidelnom n-uholn¡ku n js� uzavret£ lomen£�iaru zlo�en£ z n uhloprie�ok n-uholn¡ka tak, aby prech dzala v¨etk�mi vrcholmin-uholn¡ka, a aby ka�d� dve z t�chto uhloprie�ok mali spolo�n� bod? (P. Hlin�n�)B { I { 2N jdite v¨etky kvadratick� funkcie, ktor� zobrazia interval h2; 5i na interval h15; 27i,a ktor�ch graf prech dza po�iatkom s£radnicov�ho syst�mu. (P. �ernek)B { I { 3Ko�ko 24-miestnych prirodzen�ch �¡sel, ktor�ch dekadick� z pis obsahuje 22 ci�er 1a dve cifry 2, je delite�n�ch siedmimi? (T. Hecht)



22 47. ro�n¡k matematickej olympi dyB { I { 4V obore re lnych �¡sel rie¨te s£stavu rovn¡cx + y + z = 3;1x + 1y + 1z = 0;xy + yz + zx = yx + zy + xz : (J. �im¨a)B { I { 5V rovnobe�n¡ku ABCD ozna�me E a F po rade stredy str n BC a CD. Ve�terovnobe�ku s priamkou BD, ktor  pret¡na obvod ¨tvoruholn¡ka v bodoch K, L tak,aby £se�ka KL bola rozdelen  £se�kami AE, AC, AF na ¨tyri zhodn� £seky.(J. Zhouf)B { I { 6Nad stranami ostrouhl�ho trojuholn¡ka ABC s£ zvonku zostrojen� polkru�nice.Ozna�me po rade K, L, M priese�n¡ky pred��en�ch v�¨ok trojuholn¡ka z vrcholovA, B, C s t�mito polkru�nicami. Dok �te, �e obrazec AMBKCL tvor¡ pl ¨� ¨tvorstena(trojbok�ho ihlanu s podstavou ABC). (P. Leischner)B { S { 1Ak je p��cifern� �¡slo 6AB73 delite�n� �¡slom 99, tak je delite�n� aj �¡slom 19. Dok �te.(P.�ernek)B { S { 2Rovnica x3+ax2+ bx+ c = 0, kde a, b a c s£ cel� �¡sla, m  kore¤ x = 1�p2. Dok �te,�e potom plat¡ a � 2b+ 5c = 0. (P.�ernek)B { S { 3Dan� je rovnobe�n¡k ABCD s d��kami str n a = jABj, b = jBCj a uhlom � = j<)DABj.Pop¡¨te kon¨trukciu priamky, ktor  del¡ rovnobe�n¡k na dva ¨tvoruholn¡ky, ktor�mmo�no vp¡sa� kru�nicu. Preve�te diskusiu o po�te rie¨en¡ vzh�adom na a, b a �.(P.�ernek)



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 23B { II { 1V obore re lnych �¡sel rie¨te s£stavu rovn¡c3x + 14 = y2 + z2;3y + 14 = z2 + x2;3z + 14 = x2 + y2: (P.�ernek)B { II { 2Ur�te, pre ktor� re lne �¡sla p m  funkcia f(x) = x3 � px2 + 1997 na intervale h0; 1iminimum v bode x = 1. (P.�ernek)B { II { 3Nech ABCD je lichobe�n¡k (AB k CD), ktor�ho uhloprie�ky s£ navz jom kolm�.Dok �te nerovnos� jABj+ jCDj < jBCj+ jDAj. (J.�vr�ek)B { II { 4U�ite� nap¡sal na tabu�u ¨tyri navz jom r�zne nenulov� �¡slice. �iaci mali s�¡ta� v¨etkytie trojcifern� �¡sla vytvoren� z �¡slic na tabuli, v ktor�ch sa �iadna �¡slica neopakuje.Jankovi vy¨iel nespr vny v�sledok 12 497, preto�e s¡ce �¡sla spr vne s�¡tal, ale na jednozabudol. Ktor� �¡slo to bolo? Ak� ¨tyri �¡slice boli nap¡san� na tabuli? (P.�ernek)Kateg¢ria AA { I { 1Pre ka�d� prirodzen� �¡slo k ozna�me nk s£�in prv�ch k prvo�¡sel(napr. n3 = 2 � 3 � 5 = 30). Zistite, pre ktor� �¡sla k je mo�n� zlomok3nk � 1nkkr ti� �¡slom v��¨¡m ako 2. (R. Koll r)



24 47. ro�n¡k matematickej olympi dyA { I { 2N jdite v¨etky dvojice mnoho�lenovf(x) = x2 + ax + b; g(x) = x2 + cx+ d;ktor� sp�¤aj£ tieto podmienky:(1) Ka�d� z mnoho�lenov f , g m  dva r�zne re lne korene.(2) Ak je s �ubovo�n� kore¤ f , potom aj g(s) je kore¤ f .(3) Ak je s �ubovo�n� kore¤ g, potom aj f(s) je kore¤ g. (J. �im¨a)A { I { 3V �ubovo�nom trojuholn¡ku ABC ozna�me a, b, c d��ky jeho str n a ta, tb, tc d��ky jeho�a�n¡c obvykl�m sp�sobom. Zistite, �i je niektor  z nerovnost¡a < b+ c2 ; ta > tb + tc2d�sledkom druhej, alebo �i dokonca nejde o dve ekvivalentn� nerovnosti. (J. �im¨a)A { I { 4Do dan�ho kruhov�ho odseku s£ vp¡san� kru�nice k1, k2. Kru�nica k1 sa dot�ka obl£kaodseku v bode A a z kladne odseku v bode B. Kru�nica k2 sa dot�ka obl£ka odsekuv bode C a z kladne odseku v bode D.a) Dok �te, �e body A, B, C, D le�ia na jednej kru�nici.b) Uva�ujme v¨etky tak� dvojice kru�n¡c k1, k2, ktor� sa navy¨e vz jomne dot�kaj£.Ak� £tvar vyplnia body ich dotyku? (J. Zhouf)A { I { 5Vo vn£tri pravideln�ho ¨tvorstenaABCD s£ dan� body E, F tak, �e �iadne ¨tyri z bodovA, B, C, D, E, F nele�ia v jednej rovine. �tvorsten ABCD je bezo zvy¨ku rozrezan�na nieko�ko men¨¡ch ¨tvorstenov, ktor�ch vrcholy tvoria mno�inu fA;B;C;D;E;Fg.Ur�te v¨etky mo�n� po�ty men¨¡ch ¨tvorstenov, na ktor� sa d  dan� ¨tvorsten uveden�msp�sobom rozreza�. (P. Hlin�n�)A { I { 6Ka�d  z uhloprie�ok pravideln�ho n-uholn¡ka (n = 5) je ofarben  jednou z dvochfarieb (modrou alebo �ervenou). Je povolen� postupn� prefarbovanie uhloprie�ok tak,



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 25�e v ka�dom kroku vyberieme jeden vrchol a zmen¡me farby v¨etk�ch uhloprie�ok,ktor� z neho vych dzaj£ (z modrej na �erven£ a naopak). Rozhodnite, �i mo�no v�dyuhloprie�ky prefarbi� tak, aby existovalaa) lomen  �iara,b) uzavret  lomen  �iarazlo�en  iba z modr�ch uhloprie�ok a prech dzaj£ca ka�d�m vrcholom n-uholn¡ka pr veraz. (J. Kratochv¡l)A { S { 1Ur�te v¨etky dvojice prvo�¡sel p a q, pre ktor� plat¡ 5p = 6+ 7q. (J.�im¨a)A { S { 2Dan  je tetiva UV kru�nice k. Ozna�me L1 a L2 priese�n¡ky osi £se�ky UV s kru�ni-cou k. Do kruhov�ho odseku vymedzen�ho tetivou UV a obl£kom UL1V s£ vp¡san� dvekru�nice dot�kaj£ce sa obl£ka aj tetivy a pret¡naj£ce sa v dvoch r�znych bodoch Ma N . Dok �te, �e priamka MN prech dza bodom L2. (P.Hlin�n�)A { S { 3Dok �te, �e ak pre re lne �¡sla a, b, c plat¡ a+ b + c = 1, tak2(a2 + b2 + c2) + ab + bc+ ca = 1: (R.Koll r)A { II { 1Ak je s£�et 5n + 3n + 1 prvo�¡slo, potom je prirodzen� �¡slo n delite�n� dvan stimi.Dok �te. (J.�im¨a)A { II { 2Ur�te, pre ktor� ve�kosti uhla DAB mo�no do koso¨tvorca ABCD vp¡sa� dve kru�nicek1(S1; r1) a k2(S2; r2) s t�mito vlastnos�ami: Kru�nice k1 a k2 maj£ vonkaj¨¡ dotyk,r2 = 2r1, kru�nica k1 sa dot�ka ramien uhla DAB, kru�nica k2 sa dot�ka ramienuhla BCD a obidve kru�nice le�ia v danom koso¨tvorci. (J.Zhouf)



26 47. ro�n¡k matematickej olympi dyA { II { 3Postupnos� �¡sel (an)1n=1 je de�novan  rekurentne:a1 = 2;an = 2(n+ an�1) pre ka�d� n = 2.Dok �te, �e nerovnos� an 5 2n+2 plat¡ pre ka�d� prirodzen� �¡slo n. (J.Kratochv¡l)A { II { 4N jdite mnohosten s najmen¨¡m po�tom vrcholov tak�, �e �iadne tri jeho steny nemaj£rovnak� po�et hr n. (J.Kratochv¡l)A { III { 1Ozna�me strany a uhly trojuholn¡ka ABC obvykl�m sp�sobom. Dok �te, �e z rovnosti� = 3� vypl�va (a2�b2)(a�b) = bc2. Rozhodnite, �i tie� naopak z rovnosti (a2 � b2)(a�� b) = bc2 vypl�va � = 3�. (J.�im¨a)A { III { 2Ka�d  strana aj uhloprie�ka pravideln�ho n-uholn¡ka, kde n = 3 je nep rne, je ofarben bu� modrou, alebo �ervenou farbou. Je povolen� prefarbova� tieto £se�ky len tak, �ev ka�dom kroku vyberieme jeden vrchol a zmen¡me farby v¨etk�ch £se�iek, ktor� z nehovych dzaj£ (z modrej na �erven£ a naopak). Dok �te, �e ka�d� za�iato�n� ofarbeniemo�no t�mto postupom zmeni� tak, aby nakoniec z ka�d�ho vrcholu vych dzal p rnypo�et modr�ch £se�iek. Dok �te tie�, �e tak�to v�sledn� ofarbenie je jednozna�ne ur�en�za�iato�n�m ofarben¡m. (J.Kratochv¡l)A { III { 3�tvorsten ABCD je bezo zvy¨ku rozdelen� na p�� konvexn�ch mnohostenov tak, �e�iadna jeho stena nie je rozdelen  a prienik ka�d�ch dvoch z piatich vzniknut�chmnohostenov je bu� spolo�n� vrchol, alebo spolo�n  hrana, alebo spolo�n  stena. Ak�je najmen¨¡ mo�n� s£�et po�tov stien t�chto piatich mnohostenov? (P.Hlin�n�)A { III { 4Dok �te, �e existuje rast£ca postupnos� (an)1n=1 prirodzen�ch �¡sel tak , �e pre ka�d�prirodzen� �¡slo k = 2 postupnos� (k + an)1n=1 obsahuje len kone�ne ve�a prvo�¡sel.



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 27Rozhodnite, �i existuje rast£ca postupnos� (an)1n=1 prirodzen�ch �¡sel tak , �epre ka�d� cel� �¡slo k = 0 postupnos� (k + an)1n=1 obsahuje len kone�ne ve�a prvo�¡sel.(R.Koll r)A { III { 5Pre ka�d� prirodzen� �¡slo n = 2 ur�te najv��¨iu hodnotu v�razuVn = sinx1 cosx2 + sinx2 cosx3 + : : :+ sinxn�1 cosxn + sinxn cosx1;kde x1, x2,: : : , xn s£ �ubovo�n� re lne �¡sla. (J.�vr�ek)A { III { 6Dan� je rovnobe�n¡k ABCD tak�, �e ABD je ostrouhl� trojuholn¡k a j<)BADj = 45�.Vo vn£tri str n rovnobe�n¡ka mo�no r�znymi sp�sobmi vybra� body K 2 AB, L 22 BC,M 2 CD a N 2 DA tak, aby KLMN bol tetivov� ¨tvoruholn¡k, ktor�ho op¡san kru�nica m  rovnak� polomer ako obidve kru�nice op¡san� trojuholn¡komANK a CLM .N jdite mno�inu priese�n¡kov uhloprie�ok v¨etk�ch tak�ch ¨tvoruholn¡kov KLMN .(J.�im¨a)



Rie¨enia s£�a�n�ch £lohKateg¢ria CC { I { 1Ak m  �¡slo n vlastnosti zadan� v £lohe, potom dvojcifern� �¡slo A zlo�en� z prv�chdvoch �¡slic �¡sla n del¡ dvojcifern� �¡slo C zlo�en� z posledn�ch dvoch �¡slic �¡sla n,teda C = kA, kde k je prirodzen�. �alej �¡slo C = kA del¡ �¡slo n = 100A + C, tak�edel¡ �¡slo 100A. Teda k del¡ �¡slo 100. Preto sa m��e k rovna� len niektor�mu z �¡sel 1,2, 4, 5. Keby bolo k = 10, nebolo by �¡slo C = kA dvojcifern�. Nutne sa teda n rovn niektor�mu z �¡sel 101A, 102A, 104A alebo 105A.Z koe�cientov 101, 102, 104, 105 je len �¡slo 102 delite�n� 17. Ak je teda k = 2, m��eby� A �ubovo�n� �¡slo, ktor�ho dvojn sobok je tie� dvojcifern�, tak�e 10 5 A 5 49, toje 40 mo�nost¡. Pre ostatn� hodnoty k mus¡ by� A delite�n� �¡slom 17, tak�e pre k == 1 m��e by� A = 17, 34, 51, 68, 85 (5 mo�nost¡), pre k = 4 alebo 5 mus¡ by� A = 17(2 mo�nosti). V�sledok: �¡sel s dan�mi vlastnos�ami je pr ve 47, s£ to �¡sla 1 785, 1 768,1 717, 3 434, 5 151, 6 868, 8 585 a 1 020, 1 122, 1 224, : : : , 4 896, 4 998.C { I { 2�tvoruholn¡k KLMN dostaneme zo ¨tvoruholn¡ka ABCD odobrat¡m trojuholn¡kovNAK, KBL, LCM ,MDN , ¨tvoruholn¡k PQRS odobrat¡m trojuholn¡kov SAP , PBQ,QCR, RDS (obr. 2). Pritom trojuholn¡ky KBL, PBQ maj£ rovnak� obsah, preto�ejBLj = 12 jBQj, jBKj = 2jBP j. Podobne pre �al¨ie dvojice trojuholn¡kov.
A K P BLQCMRDN S�Obr. 2



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria C 29C { I { 3Ozna�me N stred £se�ky AM , KN je stredn  prie�ka v trojuholn¡ku ABM , pretoj<)ABM j = j<)AKN j (obr. 3). C AB KM N�Obr. 3�alej je jKCj = jKAj (kru�nica op¡san  trojuholn¡kuABC m  stred v bode K). Trojuholn¡k AKN je obrazomtrojuholn¡ka CKM v osovej s£mernosti pod�a osi £se�ky AC,preto j<)AKN j = j<)CKM j, a teda j<)ABM j = j<)CKM j.In� rie¨enie. Najprv zostroj¡me obrazy`B0,K 0 bodovB,Kv osovej s£mernosti pod�a priamky AC a potom �a�nicev trojuholn¡kuABB0. �a�niceB0K, BK 0 sa pretn£ v bodeM .�se�ka CK je strednou prie�kou v trojuholn¡ku ABB0.C { I { 4Miro poznal rozdiel m oboch �¡sel, mohli to teda by� �¡sla 10 +m, 10 alebo 11 +m,11 at�. a� 99, 99 �m. Tak�ch dvoj¡c je 99 � (9 +m) = 90 �m. Vieme, �e ich bolodev��, tak�e m = 81. Karol si teda myslel niektor£ z t�chto dvoj¡c: (91; 10), (92; 11),(93; 12), (94; 13), (95; 14), (96; 15), (97; 16), (98; 17), (99; 18). Ak spo�¡tame pre ka�d£z t�chto dvoj¡c s£�in oboch �¡sel, tak len v pr¡pade (96; 15) sa d  tento s£�in nap¡sa�e¨te �al¨¡mi siedmimi sp�sobmi ako s£�in dvoch dvojcifern�ch �¡sel: 96 � 15 = 90 � 16 == 80 � 18 = 72 � 20 = 60 � 24 = 48 � 30 = 45 � 32 = 40 � 36. Karol si myslel �¡sla 96; 15.C { I { 5Preto�e XK je kolm� na V K, le�¡ bod K na T lesovej kru�nici nad priemerom XV .Podobne pre L a M , v¨etky tri body K, L, M le�ia preto na gu�ovej ploche s prieme-romXV . Aby bol tento priemer �o najmen¨¡, mus¡ by�X p�ta kolmice vedenej bodom Vna rovinu ABC, tak�e X spl�va s �a�iskom trojuholn¡ka ABC. Je preto jAXj = 23 jAP j,kde P je p�ta v�¨ky v trojuholn¡ku ABC, tak�e jAXj = 23 � 12 jABjp3 = 4 cm, jV Xj = 3cm. C { I { 6Od�¡tan¡m druhej a tretej rovnice od prvej dostaneme nutn� podmienky (x � y)(1 �� z) = 0, (x� z)(1� y) = 0, tak�e bu� je x = y = z, alebo x = y = 1, alebo x = z = 1,alebo y = z = 1. Ak je x = y = z, mus¡ e¨te plati� x(x + 1) = 6, preto x = 2 alebox = �3. Ak je x = y = 1, je nutne z = 5. Rie¨en¡m s£ pr ve tieto usporiadan� trojice:(2; 2; 2), (�3;�3;�3), (1; 1; 5), (1; 5; 1) a (5; 1; 1).C { S { 1Preto�e jBM j = jAM j = 2jCM j, v pravouhlom trojuholn¡ku BMC (obr. 4) plat¡j<)BMCj = 60�, j<)MBCj = 30�. Potom j<)BMAj = 120�, a preto v rovnoramennom



30 47. ro�n¡k matematickej olympi dytrojuholn¡ku ABM plat¡ j<)MABj = j<)MBAj = 30�. Ve�kosti uhlov v trojuholn¡-ku ABC s£ 30�, 60�, 90�.
C AB M60� 30�30��Obr. 4 A BCSMN�Obr. 5In� rie¨enie. Ozna�me S stred prepony AB a N stred £se�ky AM (obr. 5). Preto�ejAM j = 2jCM j, je jAN j = jMN j = jMCj, tak�e £se�ky MN a AC maj£ spolo�n£os. Preto�e jASj = jCSj (T lesov  kru�nica nad priemerom AB), le�¡ na tejto osi ajbod S. Preto tie� jSM j = jSN j. Z rove¤ v¨ak jAN j = jNM j = jNSj (T lesov  kru�nicanad priemerom AM), tak�e trojuholn¡k MNS je rovnostrann�. Z toho vypl�va, �ej<)BACj = 30� a j<)ABCj = 60�.In� rie¨enie. Z podobnosti trojuholn¡kov ASM a ACB vypl�vajASjjAM j = jACjjABj :Pri obvyklom ozna�en¡ a = jBCj, b = jCAj a c = jABj str n trojuholn¡ka ABC plat¡jASj = c2 , jAM j = 23b. Potom z predch dzaj£cej rovnosti dost vame3c4b = bc; �i�e bc = p32 :Z pravouhl�ho trojuholn¡ka ABC v¨ak potom vypl�va j<)BACj = 30� a j<)ABCj = 60�.C { S { 2Ozna�me s s£�et myslen�ch �¡sel. Potom dvojice �¡sel, ktor� si mohol Miro myslie�,m��eme nap¡sa� do st�pcov (s£ 4 mo�nosti):10 s � 10 10 s � 10 99 s� 99 99 s � 9911 s � 9 11 s � 9 98 s� 98 98 s � 98... ... ... ... ... ... ... ...x x + 1 x x + 2 x + 1 x x + 2 x



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria C 31V na¨om pr¡pade bud£ v ka�dom st�pci ¨tyri dvojice:10 17 10 18 99 92 99 9111 16 11 17 98 93 98 9212 15 12 16 97 94 97 9313 14 13 15 96 95 96 94Vzh�adom na podmienku v zadan¡ si mohol Miro myslie� 4 dvojice �¡sel (4 rie¨enia):(17; 10), (17; 11), (97; 94) a (97; 93).C { S { 3Ozna�me h�adan� prirodzen� �¡sla m, n, r a s. S£�asne mus¡ plati�mn+ rs = 51;mr + ns = 51;ms+ nr = 51:Od�¡tan¡m prv�ch dvoch rovn¡c vyjde (m � s)(n � r) = 0, tak�e m = s alebo n = r,a od�¡tan¡m posledn�ch dvoch rovn¡c vyjde (m � n)(r � s) = 0, tak�e m = n alebor = s. To znamen , �e tri z uva�ovan�ch �¡sel s£ rovnak�. �alej je zrejm�, �e z troch�¡sel a a jedn�ho �¡sla b m��eme zostavi� jedin� tak� s£�et a2 + ab = a(a + b) = 51.�¡slo 51 m  dva r�zne rozklady na s£�in dvoch �¡sel, 51 = 3 � 17 = 1 � 51, tak�e mus¡by� (zrejme a < a+ b) bu� a = 3, b = 14, alebo a = 1, b = 50.Rie¨en¡m £lohy s£ dve ¨tvorice prirodzen�ch �¡sel (3; 3; 3; 14) a (1; 1; 1; 50).C { II { 1�¡slo 1 000a + 100a + 10b + b = 11(100a + b) m  by� druhou mocninou, preto mus¡by� �¡slo 100a + b delite�n� �¡slom 11 a podiel 111(100a + b) = 9a + 111 (a + b) mus¡ by�druhou mocninou prirodzen�ho �¡sla. Vzh�adom na to, �e a a b (a 6= 0) s£ �¡slice, mus¡by� a + b = 11, a preto�e 9a+ 1 m  by� druhou mocninou, vyjde a = 7. H�adan� �¡sloje 7 744 = 882. C { II { 2 C AB XY�Obr. 6Najprv zostroj¡me kru�nicu k vp¡san£ do trojuholn¡ka ABC (obr. 6). T  bude potomtie� kru�nicou vp¡sanou h�adan�mu ¨tvoruholn¡ku AXYC, tak�e £se�ka XY mus¡ by�doty�nicou k tejto kru�nici. Preto�e uhol ACB je prav�, je ¨tvoruholn¡kAXYC tetivov�pr ve vtedy, ke� je aj uhol Y XA prav� (j<) Y XAj + j<) Y CAj = �). Zostroj¡me tedadoty�nicu ku kru�nici k, ktor  je kolm  na preponu AB a pret¡na odvesnu BC. Jejpriese�n¡ky s AB a BC s£ h�adan� body X a Y .C { II { 3Janko poznal rozdiel oboch �¡sel, pri�om vieme, �e existuje pr ve 63 dvoj¡c dvojcifern�ch�¡sel s t�mto rozdielom. Usporiadajme jednotliv� dvojice tak, aby na prvom mieste bolo



32 47. ro�n¡k matematickej olympi dyv��¨ie z oboch �¡sel, a dvojice zora�me tak, aby �¡sla na prv�ch, a teda aj na druh�chmiestach klesali. Prv  dvojica m  na prvom mieste �¡slo 99, posledn  dvojica m na druhom mieste �¡slo 10. Je ich 63, preto prv  dvojica m  na druhom mieste �¡slo 72(9 + 63). Janko teda vedel, �e mami�ka zvolila jednu z dvoj¡c (99; 72); (98; 71); : : :,(38; 11); (37; 10), rozdiel v ka�dej dvojici je 27. Ak si mami�ka myslela �¡sla 27 + ma m, potom dvojice s rovnak�m s£�tom 27 + 2m s£ (14 +m; 13 +m), (15 +m; 12 ++m), : : : , (27+m;m), (28+m;m� 1), (29+m;m� 2), : : : Marienka vedela, �e ich jepr ve 40, tak�e posledn  mo�n  dvojica musela by� (53 +m;m� 26). V �al¨ej dvojiciu� mus¡ by� bu� prv� �¡slo trojcifern�, teda 54+m = 100, m = 46 a mami�ka si myslela�¡sla 27 + 46 = 73 a 46, alebo mus¡ by� druh� �¡slo u� jednocifern�, teda m � 27 = 9a ide o dvojicu (63; 36). �loha m  dve rie¨enia.C { II { 4
A B

CD PQ RS S4S 4S	Obr. 7
Ozna�me S obsah trojuholn¡ka RDQ (obr. 7), rovnak�obsah m  aj trojuholn¡k RCQ, obsah trojuholn¡ka ABQje 4S (preto�e jABj = 2jDRj, s£ trojuholn¡ky ABQa RDQ podobn� s koe�cientom 2) a trojuholn¡k QBC m obsah 4S (zo s£mernosti pod�a osi BD). Obsah ¨tvoruhol-n¡ka ABCR je 9S, preto mus¡me bod P zvoli� tak, abyobsah trojuholn¡ka PQB bol 12S, teda jBP j = 18 jBCj.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 33Kateg¢ria BB { I { 1Dok �eme, �e h�adan£ uzavret£ lomen£ �iaru mo�no n js� v�dy v pravidelnom (2n ++ 1)-uholn¡ku (n = 2), a �e je nemo�no n js� v pravidelnom 2n-uholn¡ku (n = 2).Uva�ujme teda na za�iatok (2n + 1)-uholn¡k a ozna�me jeho vrcholy po radeA0; A1; : : : ; A2n. �alej nech pre k > 2n plat¡ Ak � Ai, kde i 2 f0; 1; : : : ; 2ng je zvy¨ok�¡sla k po delen¡ �¡slom 2n+1. Uva�ujme uzavret£ lomen£ �iaru A0AnA2n : : : A(2n+1)n,spojen� s£ v�dy vrcholy, ktor�ch indexy sa l¡¨ia o n. Zrejme pre n = 2 je ka�d £se�ka AknA(k+1)n uhloprie�ka, rovnako je zrejm�, �e v¨etky body tejto lomenej �iarys£ navz jom r�zne (a� na prv� a posledn�). Ak by toti� platilo kn � ln (mod 2n+1),0 5 k; l 5 2n, tak k � l (mod 2n+ 1), preto�e �¡sla n a 2n+ 1 s£ nes£delite�n�.Ka�d  z uveden�ch uhloprie�ok rozde�uje v¨etky vrcholy (2n + 1)-uholn¡ka s v�-nimkou svojich koncov�ch bodov do dvoch skup¡n. Vo vn£tri oboch t�chto skup¡n saindexy bodov l¡¨ia najviac o n�1, z �oho potom vypl�va, �e �ubovo�n� dve uhloprie�kyuva�ovanej lomenej �iary sa pret¡naj£ (vzdialenos� susedn�ch vrcholov v nej je v�dypr ve n).Teraz dok �eme, �e pre pravideln� 2n-uholn¡k (n = 2) h�adan  lomen  �iara ne-existuje. Ozna�me jeho vrcholy A1; A2; : : : ; A2n. Nech A1Ak je jedna z uhloprie�oktvoriacich h�adan£ lomen£ �iaru. Nech druh  uhloprie�ka (patriaca lomenej �iare)vych dzaj£ca z vrcholu A1 vedie do bodu Al a druh  vych dzaj£ca z vrcholu Ak nechvedie do vrcholu Am. Ak by l < k < m, potom by sa tieto dve uhloprie�ky nepret¡nali(rovnako v pr¡pade l > k > m), preto zrejme musia le�a� "na jednej strane\, �i�ebu� m; l 2 A = f2; 3; : : : ; k � 1g alebo m; l 2 B = fk + 1; k + 2; : : : ; 2ng. Bez ujmyna v¨eobecnosti nech m a l patria do A. Pokra�ujme v lomenej �iare z bodu Al, zrejmedruh� koniec tejto uhloprie�ky mus¡ le�a� v B, inak by t to uhloprie�ka nepret¡nalauhloprie�ku A1Ak. Z koncov�ho vrcholu vedieme op�� uhloprie�ku do A at�. �asommus¡me skon�i� vo vrchole Am, a to tak, �e nav¨t¡vime postupne v¨etky vrcholy mno-�¡n A aj B. Ke��e v¨ak sa t to �as� lomenej �iary za�¡na aj kon�¡ v mno�ine A a jejvrcholy le�ia striedavo v mno�in ch A a B mus¡ A obsahova� o jeden vrchol viac ako B.Preto je po�et vrcholov cel�ho 2n-uholn¡ka rovn� jAj+ jBj+2 (vrcholy A1 a Ak), �o jezrejme nep rne �¡slo. B { I { 2Funkciu budeme h�ada� v tvare f(x) = ax2+bx+c. Ke��e jej graf prech dza po�iatkoms£radn¡c, c = 0. Preto f(x) = ax2 + bx pre vhodn� kon¨tanty a; b.Presk£mame najprv mo�nosti, ke� je f(x) na intervale h2; 5i monot¢nna, a teda bu�a) f(2) = 15; f(5) = 27 ak je tam rast£ca, alebob) f(2) = 27; f(5) = 15 ak je tam klesaj£ca.



34 47. ro�n¡k matematickej olympi dyRie¨me najprv pr¡pad a). Dostaneme dve line rne rovnice 4a + 2b = 15 a 25a ++ 5b = 27. Rie¨en¡m tejto s£stavy je a = � 710 a b = 8910 . E¨te mus¡me overi�, �i jeskuto�ne f(x) na intervale h2; 5i monot¢nna. Sta�¡ zrejme zisti�, �i nenadob£da svojextr�m (maximum) na tomto intervale. V na¨om pr¡pade sa zrejme extr�m nach dzav bode 8914 , ktor� je mimo uva�ovan�ho intervalu.Pr¡pad b). Obdobne ako v a) dostaneme funkciu �72x2 + 412 x, ktor  nadob£damaximum v bode 4114 , ktor� v¨ak tentokr t je v intervale h2; 5i, a hodnota funkciev ¤om je v��¨ia ako 27, teda t to funkcia nevyhovuje zadan�m podmienkam.Nech teraz f(x) nie je na intervale h2; 5i monot¢nna. Z tvaru kvadratickej funkcievypl�va, �e f(x) men¡ svoju monot¢nnos� len v bode extr�mu, teda v na¨om pr¡padebude bod � b2a le�a� intervale h2; 5i. Ke��e y-ov  s£radnica vrchola paraboly je � b24a ,tak bu� � b24a = 27; a < 0 (1) alebo � b24a = 15 pre a > 0, �o v¨ak zrejme nem��e by�minimum.Minimum sa nadob£da na kraji intervalu, nast va teda pr ve jedna z nasleduj£cichmo�nost¡ a) f(2) = 15; 4a+ 2b = 15; (2)b) f(5) = 15; 25a+ 5b = 15; (3)V pr¡pade a) vyjadr¡me z (2) v�raz 4a a dosad¡me do (1). Dostaneme kvadratick£rovnicu b2�54b+405 = 0, ktor  m  dva korene b = 9; b = 45. V jednotliv�ch pr¡padochdost vame kvadratick� funkcie:f(x) = �754 x2 + 45x; f(x) = �34x2 + 9x:Preto�e ani jedna z nich nem  extr�m v h2; 5i, nevhovuj£ zadan�m podmienkam.V pr¡pade b) obdobne dost vame kvadratick£ rovnicu 5b2�108b+324 = 0, ktor  m dva korene b = 18; b = 185 . V jednotliv�ch pr¡padoch tentokr t dost vame kvadratick�funkcie: f(x) = �3x2 + 18x; f(x) = � 325x2 + 185 x:Op�� over¡me, �i tieto funkcie nadob£daj£ svoj extr�m v h2; 5i. Tentokr � vyhovuje lenprv  funkcia.Takto sme dostali v¨etky mo�n� rie¨enia, kvadratick� funkcie:f(x) = � 710x2 + 8910x; f(x) = �3x2 + 18x:



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 35B { I { 3�¡slo 111 : : : 111| {z }24 je delite�n� siedmimi, preto 24-miestne �¡slo, ktor� m  na m-tom a n-tom mieste dvojku a inde jednotky d va po delen¡ siedmimi tak� ist� zvy¨ok ako �¡slo10m�1 + 10n�1. Utvorme tabu�ku zvy¨kov mocn¡n �¡sla 10 po delen¡ siedmimi:k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 910k (mod 7) 1 3 2 6 4 5 1 3 2 6Vid¡me, �e zvy¨ky sa za�¡naj£ opakova� s peri¢dou 6, tak�e mocniny desiatky, ktor�chexponenty sa l¡¨ia o n sobok 6, maj£ rovnak� zvy¨ky. Nasleduj£ca tabu�ka ukazuje, akovoli� m � 1 resp. n � 1 modulo 6, ke� chceme, aby �¡slo s dvojkami na m-tom miestea n-tom mieste bolo delite�n� 7.m� 1 0 1 2 3 4 5n� 1 3 4 5 0 1 2Jeden exponent m��no v�dy voli� �ubovo�ne, druh� m  potom ur�en� zvy¨ok modu-lo 6. Ke��e 1 5m;n 5 24, m me 24 � 42 = 48 mo�nost¡.B { I { 4Ozna�me rovnice x + y + z = 3; (1)1x + 1y + 1z = 0; (2)xy + yz + zx = yx + zy + xz : (3)Uva�ujme rovnicu (3). Po jej £prave na spolo�n�ho menovate�a, vyn soben¡ a prenesen¡v¨etk�ch �lenov na jednu stranu rovnice dostaneme(x � z)xz + (z � y)zy + (y � x)yx = 0;�o d va �alej (y � x)(x � z)(z � y) = 0:Bez ujmy na v¨eobecnosti nech x = y. Po dosaden¡ do (1) a (2) dost vame s£stavu:2x + z = 3 (4) 2x + 1z = 0 (5)Po vyjadren¡ z z (5) a dosaden¡ do (4) m me x = y = 2; z = �1. Vzh�adom na ekviva-lentnos� pou�it�ch £prav s£ zrejme t to usporiadan  trojica a jej permut cie [2;�1; 2]a [�1; 2; 2] jedin�mi rie¨eniami s£stavy.



36 47. ro�n¡k matematickej olympi dyB { I { 5Ozna�me bodyX;Y; S; V a Z ako na obr. 8. �alej ozna�me x pomer d��ok £se�iek jFKjjFDj .Ke��e DS a AF s£ �a�nice trojuholn¡ka ADC, plat¡ jDZj = 23 jDSj. Z podobnostitrojuholn¡kov FXK a FZD m me jKXj = x � jZDj = 23 � x � jDSj. Z podobnostitrojuholn¡kov CSD a CYK m me zase jKY j = 1 + x2 � jDSj. Pod�a zadania m  plati�jKY j = 2 � jKXj, teda 4x3 = 1 + x2 , z �oho x = 35.
A B CD EFK LST1 T2VX YZ Z 0�Obr. 8Zrejme tie� x = jELjjEBj , z �oho okam�ite vypl�va, �e AE del¡ £se�ku Y L v rovnakompomere ako AF £se�ku KY . Na prevedenie kon¨trukcie si u� sta�¡ uvedomi�, �e jKY j == jY Lj. �al¨ie kroky s£ zrejm�.In� rie¨enie. Preto�e jKXj = jXY j, je tie� jT1Zj = jZSj (a podobne jT2Z 0j == jZ 0Sj). Bod T1 je teda stred DZ. Bod K mo�no dosta� ako priese�n¡k priamky AT1s CD. B { I { 6 ABC WLa cb1 b2x
�Obr. 9

Ozna�meW p�tu v�¨ky na stranuAC v trojuholn¡kuABC.�alej ozna�me jBCj = a; jACj = b; jABj = c; jCW j = b1a jWAj = b2. Nech x = jCLj (obr. 9). Z Pytagorovej vetypre trojuholn¡ky CWB a BWA plat¡:a2 � b21 = c2 � b22a2 � c2 = b21 � b22Ak teraz pou�ijeme vz�ah b1 + b2 = b, tak dostaneme b1 = a2 � c2 + b22b .Z Euklidovej vety �alej m mex =pb1b =sa2 � c2 + b22 :



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 37Ak �alej zavedieme ozna�enie pod�a obr. 10, zo symetrie potom zrejmex0 =sa2 � c2 + b22 ; tak�e x = x0: (1)Cyklickou z menou tie� y = y0 (2) a z = z0 (3). Navy¨e s£ uhly pri vrcholoch K;La M prav�, tak�e ich s£�et je men¨¡ ako 360�. Av¨ak rovnosti (1), (2) a (3) spoluso s£�tom uhlov men¨¡m ako 360� s£ zrejme posta�uj£cou podmienkou, aby obrazecAMBKCL tvoril pl ¨� ¨tvorstena. ABCK MLxx0 y y0 zz0W U
Obr. 10In� rie¨enie. Ak ozna�¡me U priese�n¡k CM a AB, potom s£ trojuholn¡ky ACUa ABW podobn�, lebo maj£ dva rovnako ve�k� uhly. Z toho jCAjjAU j = jBAjjAW j . Odtia��alej jACj � jAW j = jBAj � jAU j. Z Euklidov�ch viet v trojuholn¡koch ACL a ABMpotom okam�ite jALj2 = jAM j2, �i�e z = z0. Obdobne ostatn� rovnosti. �al¨¡ postupje rovnak� ako v prvom rie¨en¡. B { S { 1Najprv n jdeme v¨etky �¡sla tvaru 6AB73, ktor� s£ delite�n� 99-timi. Potom uk �eme,�e v¨etky tieto �¡sla s£ delite�n� 19-timi (uk �e sa, �e tak�to �¡slo je len jedno).�¡slo 6AB73 m��eme zap¡sa� ako6AB73 = 60 073 + 1000 �A+ 100 �B = 60073 + 100 � (10 �A +B):Toto �¡slo je delite�n� 99-mi pr ve vtedy, ke� je delite�n� 99-mi �¡slo 10 � A + B + 79,preto�e60 073 + 100 � (10 �A +B) = 99 � (606 + (10 �A+B)) + 10 �A+B + 79:�¡slo 10 � A + B + 79 je prirodzen� �¡slo z intervalu h79; 178i. Ak m  by� delite�n�99-timi, mus¡ zrejme by� rovn� 99, �o nast va len v pr¡pade A = 2 a B = 0. Vtedy v¨ak6AB73 = 62 073 = 19 � 3 267, a t�m je tvrdenie v zadan¡ dok zan�.



38 47. ro�n¡k matematickej olympi dyB { S { 2Po dosaden¡ �¡sla x = 1�p2 do danej rovnice a jednoduchej £prave dost vame(5 + 2a+ b) � p2 = 7 + 3a+ b+ c:Potom mus¡ plati�: (5 + 2a+ b) = 0; 7 + 3a+ b+ c = 0:(Ak by 5+2a+b 6= 0, tak �¡slop2 je rovn� podielu dvoch cel�ch �¡sel, �i�e je racion lne,to v¨ak nie je pravda.) Z t�chto dvoch rovn¡c vyjadr¡me b a c pomocou a: b = �5� 2aa c = �2� a. Potoma� 2b + 5c = a � 2 � (�5� 2a) + 5 � (�2� a) = 0:T�m je tvrdenie dok zan�. B { S { 3Najprv predpokladajme, �e h�adan  priamka p pretne proti�ahl� strany AB a CD, a topo rade v bodoch E a F . �alej ozna�me jABj = jCDj = a, jBCj = jDAj = b, jEF j = c,jDF j = y a jEBj = x (obr. 11).
A B CD E Fb bca� x xy a� yp�Obr. 11�tvoruholn¡k je doty�nicov� (vp¡san� do kru�nice) pr ve vtedy, ke� m  rovnak�obidva s£�ty d��ok proti�ahl�ch str n. Preto b + c = a � x + y (¨tvoruholn¡k AEFD)a b + c = x + a � y (¨tvoruholn¡k EBCF ). Odtia� x = y a c = a � b. Ke��e je ka�d�rovnobe�n¡k stredovo s£mern�, tak bod S { stred EF { je priese�n¡k uhloprie�ok BDa AC. Odtia� vypl�va kon¨trukcia:1. kru�nica k; k�S; a � b2 �; S je stred AC;2. body E, F ; E 2 k \AB, F 2 k \ CD;3. priamka p; p = !EF .Po�et rie¨en¡ z vis¡ od po�tu priese�n¡kov kru�nice k so stranou AB (bez bodov Aa B). Ur�me ich po�et v z vislosti na parametroch ABCD. Ozna�me preto vzdialenos�



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 39priamok AB a CD ako v, v = b sin�. Z trojuholn¡kov�ch nerovnost¡ pre trojuholn¡-ky ABC a ABD m me a� b < jBDj, a� b < jACj. Preto m��u nasta� len tri pr¡pady:� Kru�nica k m  so stranou AB jedin� priese�n¡k. To nast va pr ve vtedy, ke�v = jEF j = a� b, teda a = b+ b sin�. Vtedy m  £loha pr ve jedno rie¨enie.� Kru�nica k m  so stranou AB dva priese�n¡ky. To nast va pr ve vtedy, ke� v << jEF j = a� b, �i�e a > b+ b sin�. Vtedy m  £loha pr ve dve rie¨enia (nie ¨tyri, lebopriamka p mus¡ prech dza� bodom S).� Kru�nica k nem  so stranou AB �iaden priese�n¡k. To nast va pr ve vtedy, ke�v > jEF j = a� b, teda a < b+ b sin�. Vtedy nem  £loha �iadne rie¨enie.Ak priamka p pret¡na strany AD a BD, v¨etky £vahy mo�no previes� analogicky.Zrejme oba pr¡pady nem��u nasta� s£�asne.Diskusia.�loha m  pr ve jedno rie¨enie, ak a = b � (1 + sin�) alebo b = a � (1 + sin�).�loha m  pr ve dve rie¨enia, ak a > b � (1 + sin�) alebo b > a � (1 + sin�).V ostatn�ch pr¡padoch £loha nem  rie¨enie.In� rie¨enie. Nech k1 je kru�nica, ktor  sa dot�ka str n AB, AD a BC, k2 kru�nicadot�kaj£ca sa str n AB,BC a CD. H�adan  priamka p je spolo�n  doty�nica kru�n¡ck1(S1; r1) a k2(S2; r2) (r�zna od AB a CD). Jej kon¨trukcia m��e by� nasleduj£ca: bo-dom S1 vediem doty�nicu ku kru�nici k3(S2; r1+r2) a potom t£to doty�nicu posuniemev smere na ¤u kolmom o vzdialenos� r1 (smerom k bodu S2). T to priamka sa zrejmebude dot�ka� oboch kru�n¡c k1 a k2.B { II { 1Od�¡tan¡m prvej rovnice od druhej a druhej rovnice od tretej dostaneme po £prave(x � y)(3 + x + y) = 0; (y � z)(3 + y + z) = 0:Z t�chto dvoch rovn¡c vypl�va, �e mus¡ plati� x = y alebo 3 + x + y = 0, a z rove¤y = z alebo 3+ y+ z = 0. Prebrat¡m jednotliv�ch mo�nost¡ zist¡me, �e m��u nasta� lennasleduj£ce dva pr¡pady: bu� sa v¨etky tri �¡sla x, y a z navz jom rovnaj£, alebo s£ dvez nich rovnak� (bez ujmy na v¨eobecnosti napr. x = y); tretie �¡slo potom vypo�¡tamezo vz�ahu z = �y � 3. Ostatn� rie¨enia dostaneme permut ciou takto n jdenej trojice(x; y; z).� Ak x = y = z, tak je dan  s£stava ekvivalentn  s (jedinou) kvadratickou rovnicou2x2 � 3x � 14 = 0 s kore¤mi x1 = 72 a x2 = �2. Odtia� vych dzaj£ dve rie¨enia:x = y = z = 72 a x = y = z = �2.� Ak x = y a z = �y � 3, tak je dan  s£stava ekvivalentn  s (jedinou) kvadratickourovnicou 2y2 +3y � 5 = 0 s kore¤mi y1 = �52 a y2 = 1. Odtia� vych dzaj£ dve rie¨eniax = y = � 52 , z = �12 a x = y = 1, z = �4 a permut ciou trojice (x; y; z) dostaneme�al¨ie ¨tyri rie¨enia x = z = � 52 , y = �12 ; x = z = 1, y = �4; y = z = � 52 , x = �12 ;y = z = 1, x = �4.



40 47. ro�n¡k matematickej olympi dyV¨etk�ch osem n jden�ch rie¨en¡ sp�¤a dan� rovnice (sk£¨ka nie je potrebn , pre-to�e z uveden�ho postupu vidno, �e n jden� trojice x, y a z danej s£stave skuto�nevyhovuj£). B { II { 2Zrejme sta�¡ sk£ma� funkciu g(x) = x3�px2, preto�e nadob£da svoje minim  na ka�domintervale v rovnak�ch bodoch ako dan  funkcia f(x). Funkcia g(x) m  na intervale h0; 1iminimum v bode 1, pr ve vtedy ke� pre v¨etky x z tohoto intervalu plat¡ g(x) = g(1),�i�e x3 � px2 = 1� p. Po £prave dost vame ekvivalentn£ nerovnos�x3 � 1 = p(x2 � 1); (1)ktor£ m��eme upravi� na tvar(1� x)�x2 + x + 1� p(x + 1)� 5 0:Vzh�adom na to, �e pre �¡slo x = 1 je nerovnos� (1) splnen  trivi lne, m��emepre x 2 h0; 1) vydeli� posledn£ nerovnos� dvoj�lenom 1 � x a dostaneme ekvivalentn£podmienku q(x) = x2 + (1 � p)x+ 1� p 5 0:Preto�e q(x) je kvadratick  funkcia s kladn�m koe�cientom pri x2 (jej grafom jeparabola "obr ten  nahor\), plat¡ nerovnos� q(x) 5 0 pre v¨etky x 2 h0; 1), pr veke� s£�asne plat¡ q(0) 5 0 a q(1) 5 0, t.j. pr ve ke� 1� p 5 0 a 3 � 2p 5 0. Spolu takvych dza jedin  (nutn  aj posta�uj£ca) podmienka p = 32 .In� rie¨enie. Po odvoden¡ nerovnosti (1) m��eme postupova� aj nasleduj£co.Pre �¡slo x = 1 je nerovnos� trivi lne splnen , pre x 2 h0; 1) m��eme nerovnos� vydeli�z porn�m dvoj�lenom x2 � 1, tak�e vyjdep = x3 � 1x2 � 1 = x2 + x + 1x + 1 = x+ 1x + 1 (2)pre v¨etky x 2 h0; 1i. Uk �eme, �e funkcia h(x) = x + 1x + 1 je na tomto intervalerast£ca.Pokia� toti� x = 0 a " > 0, plat¡ h(x + ") > h(x), preto�ex + " + 1x + "+ 1 > x + 1x+ 1 ; �o po £prave d va 1 < (x + "+ 1)(x + 1):T to nerovnos� v¨ak vzh�adom na vo�bu x a " plat¡, a preto�e v¨etky £pravy boliekvivalentn�, dok zali sme, �e funkcia h(x) je rast£ca dokonca na intervale h0;1).Nerovnos� (2) je splnen  pre v¨etky x 2 h0; 1), pr ve ke� plat¡ pre x = 1, t.j. pr ve ke�p = 32 . Rie¨en¡m s£ v¨etky re lne �¡sla p z intervalu 
32 ;1�.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 41In� rie¨enie. Po uh dnut¡ v�sledku p = 32 sta�¡ uk za�, �e pre tak�to p nerovnos�(1) plat¡ (pre x 2 h0; 1i). Na to v¨ak sta�¡ overi� nerovnos� x2 + x+ 1x+ 1 5 32 , �o jevzh�adom na pr¡pustn� hodnoty x ekvivalentn� s nerovnos�ou 2x2 � x � 1 5 0, �i�e(x � 1)(2x + 1) 5 0, �o zjavne plat¡.Pozn mka. Mo�no postupova� aj pomocou dif. po�tu. Z prvej a druhej deriv ciemo�no nahliadnu�, �e na intervale h0; 1i nadob£da funkcia f(x) len dva extr�my: v bodex = 0 a v bode x = 2p3 . Z toho potom mo�no us£di�, �e vyhovuj£ pr ve �¡sla p = 32 .B { II { 3Zave�me ozna�enie pod�a obr. 12. Bez ujmy na v¨eobecnosti m��eme predpoklada�,�e jABj > jCDj. Potom z podobnosti trojuholn¡kov ABE a CDE vypl�va, �e x1 > x2a y1 > y2.
A BCD Ex1 x2y1y2�Obr. 12

Zrejme jABj = px21 + y21, jBCj = px22 + y21, jCDj == px22 + y22 a jDAj = px21 + y22, tak�e dokazovan  ne-rovnos� prejde do tvaruqx21 + y21 +qx22 + y22 <qx22 + y21 +qx21 + y22 :Po umocnen¡ a �ahkej £prave dostaneme nerovnos�qx21 + y21 �qx22 + y22 <qx21 + y22 �qx22 + y21 ;�o mo�no upravi� na 0 < (x21 � x22)(y21 � y22):Posledn  rovnos� ale vzh�adom na predpoklady na za�iatku rie¨enia plat¡. Ke��e v¨etkyvykonan� £pravy boli ekvivalentn�, tvrdenie je dok zan�.
A BCDF GS�Obr. 13 A BCD EK L�Obr. 14In� rie¨enie. Ve�me bodom C rovnobe�ky CF k DA a CG k DB (obr. 13). �alejozna�me S stred AG. Preto�e j<)ACGj = 90�, jBGj = jCDj a jFCj = jADj, tak jABj++ jCDj = jAGj = 2jCSj, jADj + jBCj = jCF j + jCBj. Sta�¡ teda dok za�, �e 2jCSj << jCF j + jCBj. Ke��e jAF j = jCDj = jBGj, tak S je aj stred £se�ky FB, a tak CS



42 47. ro�n¡k matematickej olympi dyje �a�nica v trojuholn¡ku FBC. Preto ak trojuholn¡k FBC dopln¡me na rovnobe�n¡kFHBC, tak z trojuholn¡kovej nerovnosti dostanemejCF j+ jCBj = jHBj+ jCBj > 2jCSj:T�m je tvrdenie dok zan�.In� rie¨enie. Pre d��ku £se�ky KL sp jaj£cu stredy ramien AD a BC �ubovo�n�holichobe�n¡ka (obr. 14) plat¡ zn my vzorecjKLj = 12 (jABj + jCDj):Bod E nem��e le�a� na £se�ke KL, preto�e inak by bolo jAEj = jECj a jBEj == jEDj, �o by znamenalo, �e ABCD je rovnobe�n¡k, a preto z predch dzaj£cej rovnostivypl�va jABj+ jCDj = 2jKLj < 2 (jKEj+ jLEj) == 2jKEj+ 2jLEj = jADj+ jBCj(posledn  rovnos� vypl�va z toho, �e KE, resp. LE s£ polomery T lesov�ch kru�n¡cnad priemermi AD, resp. BC, na ktor�ch bod E v pr¡pade kolm�ch uhloprie�ok le�¡).T�m je d�kaz ukon�en�. B { II { 4Ozna�me si �¡slice A;B;C a D. �iaci mali s�¡ta� 24 �¡sel. Ka�d  �¡slica sa v t�chto�¡slach nach dza ¨es�kr t na prvom, ¨es�kr t na druhom a ¨es�kr t na tre�om mieste.Preto je s£�et S v¨etk�ch t�chto �¡sel rovn� S = 6 �111 �(A+B+C+D). Janko zabudolna jedno trojcifern� �¡slo, ktor� ur�ite neprevy¨uje 987. Preto platia nerovnosti12 497 < S 5 12 497 + 987;�i�e 12 497 < 666 � (A +B + C +D) 5 13 484:Odtia� 19 5 A +B + C +D 5 20. M��u nasta� dva pr¡pady:� A+B +C +D = 19, potom S = 12654 a ch�baj£ce �¡slo je 157. �tvrt  �¡slica jeteda 6.� A+B +C +D = 20, potom S = 13320 a ch�baj£ce �¡slo je 823. �tvrt  �¡slica jeteda 7.�loha m  preto dve rie¨enia. Bu� boli na tabuli nap¡san� �¡slice 1, 5, 6 a 7 a Jankozabudol na �¡slo 157, alebo to boli �¡slice 2, 3, 7 a 8 a Janko zabudol na �¡slo 823.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 43Kateg¢ria AA { I { 1Preto�e 36 d va po delen¡ 7 zvy¨ok 1 a 6 j nk pre k = 2, plat¡ 7 j 3nk � 1 pre k = 2.Na druhej strane, 7 j nk pre k = 4, tak�e pre v¨etky k = 4 mo�no dan� zlomok kr ti��¡slom 7. Samostatne sa presved�¡me, �e pre k = 2; 3 mo�no zlomok kr ti� len �¡slom 2.A { I { 2Ozna�me x1, x2 korene polyn¢mu f a y1, y2 korene polyn¢mu g. Pod�a zadania m plati� g(x1); g(x2) 2 fx1; x2g a f(y1); f(y2) 2 fy1; y2g:V �al¨om rozl¡¨ime 3 mo�nosti pre hodnoty g(xi):� G1: g(x1) = g(x2). Bez ujmy na v¨eobecnosti m��eme predpoklada� g(x1) == g(x2) = x1. Potom ale kvadratick� polyn¢m g(x) � x1 m  korene x1, x2, a jeteda g(x)�x1 = f(x) (pokia� maj£ normovan� kvadratick� troj�leny spolo�n� dvar�zne korene, zhoduj£ sa ich koe�cienty).� G2: g(x1) = x1, g(x2) = x2. V tomto pr¡pade m  kvadratick� polyn¢m g(x) � xkorene x1, x2, a je teda g(x) � x = f(x).� G3: g(x1) = x2, g(x2) = x1. V tomto pr¡pade m  kvadratick� polyn¢m g(x)+x�� x1 � x2 korene x1, x2, a je teda g(x) + x� x1 � x2 = f(x).Podobne pre hodnoty f(yi) rozl¡¨ime 3 mo�nosti:� F1: f(y1) = f(y2), a teda f(x)�y1 = g(x) (op�� bez ujmy na v¨eobecnosti m��emepredpoklada� f(y1) = f(y2) = y1).� F2: f(y1) = y1; f(y2) = y2, a teda f(x) � x = g(x).� F3: f(y1) = y2; f(y2) = y1, a teda f(x) + x� y1 � y2 = g(x).V pr¡padoch G1, F1 sa polyn¢my f a g l¡¨ia o kon¨tantu (pre koe�cienty teda plat¡a = c), v ostatn�ch pr¡padoch sa line rne �leny f a g l¡¨ia, pri�om a = c+1 v pr¡padochG3 a F2, a a = c� 1 v pr¡padoch G2 a F3. Tieto tri mo�nosti teraz pre¨etr¡me.G1{F1: Pod�a G1 je g(x) � f(x) = x1, pod�a F1 je g(x)� f(x) = �y1. M me tedax1 = �y1:�alej pre korene kvadratick�ch troj�lenov plat¡x1 + x2 = �a = �c = y1 + y2;a teda y2 = x1 + x2 � y1 = 2x1 + x2:



44 47. ro�n¡k matematickej olympi dyZ Vi�etov�ch vz�ahov pre koe�cienty kvadratick�ho troj�lena dost vamex1x2 = b = d+ y1 = y1y2 + y1 = y1(y1 + 1) = �x1(2x1 + x2 + 1);alebo x1(2x1 + 2x2 + 1) = 0:Je teda bu� x1 = 0, alebo x2 = �x1 � 12 .V prvom pr¡pade potom je y1 = 0, x2 = � �ubovo�n� a y2 = x2, �o vedie k rie¨eniuf(x) = g(x) = x2 � �x; � 6= 0:(Podmienka � 6= 0 zaru�uje r�znos� kore¤ov troj�lenov. Ako f , tak g maj£ korene 0a �, pri�om f(0) = f(�) = g(0) = g(�) = 0 je op�� kore¤ f aj g.)V druhom pr¡pade je x1 = � �ubovo�n�, x2 = ��� 12 , y1 = ��, y2 = �� 12 , odkia�m me druh� rie¨enief(x) = x2 + x2 � �2 � �2 ; g(x) = x2 + x2 � �2 + �2 ; � 6= �14 :(Podmienka � 6= �14 je op�� kv�li r�znosti kore¤ov troj�lenov. Dosaden¡m sa �ahkopresved�¡me, �e g(�) = g(�� � 12 ) = � a f(��) = f(� � 12 ) = ��, a teda f a gvyhovuj£ po�iadavk m £lohy.)G2{F3: Z G2 vypl�va g(x) = f(x)+x, z F3 vypl�va g(x) = f(x)+x�y1�y2, a tedac = �y1 � y2 = 0. �al¨ie rie¨enie je tedaf(x) = x2 � x + d; g(x) = x2 + d; d < 0:(Podmienka d < 0 zaru�uje, �e ako f , tak g maj£ dva r�zne re lne korene. Korene gs£ y1;2 = �p�d, korene f s£ x1;2 = 12 �1�p1� 4d� a dosaden¡m sa mo�no �ahkopresved�i�, �e g(xi) = xi, f(yi) = y3�i pre i = 1; 2.)G3{F2: Tento pr¡pad je symetrick� s predch dzaj£cim a d va ¨tvrt� rie¨enief(x) = x2 + b; g(x) = x2 � x + b; b < 0:A { I { 3Uk �eme, �e v¨eobecne plat¡ implik ciaa < b + c2 =) ta > tb + tc2 ;zatia� �o obr ten  implik cia plati� nemus¡.Druh� tvrdenie potvrdzuje pr¡klad zn meho pravouhl�ho trojuholn¡ka so stranamia = 4, b = 3, c = 5 a ta = p13 := 3;606, tb = 12p73 := 4;272, tc = 2;5.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 45Aby sme dok zali uveden£ implik ciu, predpokladajme, �e 2a < b+ c, a vysvetl¡me,pre�o plat¡ nerovnos�12p2b2 + 2c2 � a2 > 14�p2a2 + 2c2 � b2 +p2a2 + 2b2 � c2� (1)(vyu�ili sme zn me vzorce pre d��ky �a�n¡c). Po n soben¡ ¨tyrmi, umocnen¡ na druh£a algebraickej £prave dostaneme ekvivalentn£ nerovnos�p(4a2 + 4c2 � 2b2)(4a2 + 4b2 � 2c2) < 7(b2 + c2) � 8a2: (2)Pod�a nerovnosti medzi aritmetick�m a geometrick�m priemerom plat¡p(4a2 + 4c2 � 2b2)(4a2 + 4b2 � 2c2) 55 (4a2 + 4c2 � 2b2) + (4a2 + 4b2 � 2c2)2 = 4a2 + b2 + c2:Preto miesto (2) sta�¡ overi� silnej¨iu nerovnos�4a2 + b2 + c2 < 7(b2 + c2)� 8a2; alebo 4a2 < 2(b2 + c2):To je ale �ahk�: z predpokladu 2a < b+ c toti� vypl�va4a2 < (b + c)2 = 2(b2 + c2) � (b� c)2 5 2(b2 + c2):T�m je d�kaz hotov� a cel  £loha vyrie¨en .Pozn mka. Inou mo�nos�ou rie¨enia je vyu�i� zn mu nerovnos� px+py2 5 qx+y2na d�kaz po�adovanej nerovnosti (1), �¡m sa vyhneme pracnej¨iemu umoc¤ovaniuodmocn¡n. A { I { 4a) Nech k je cel  kru�nica n ¨ho odseku, S jej stred,M stred jej obl£ka "dop�¤aj£ceho\obl£k uva�ovan�ho odseku (obr. 15). Kru�nice k1 a k s£ rovno�ahl� so stredomA, pritomv tejto rovno�ahlosti bodu B odpoved  bod M (presnej¨ie | doty�nici UV kru�nice k1v bode B zodpoved  doty�nica kru�nice k v bode M), tak�e body A, B, M le�iana priamke. Podobne odvod¡me, �e body C, D, M le�ia na priamke.Ozna�me K (L) priese�n¡k priamky MS s obl£kom (z klad¤ou) odseku (obr. 16).Z podobnosti pravouhl�ch trojuholn¡kov BLM a KAM vypl�va jBM j � jAM j = jLM j �� jKM j. Obdobne plat¡ jCM j � jDM j = jLM j � jKM j. Preto jBM j � jAM j = jCM j � jDM ja pod�a vety o mocnosti bodu ku kru�nici le�ia body A, B, C, D na jednej kru�nici.b) Ozna�me T spolo�n� bod dotyku kru�n¡c k1 a k2 (nutne ide o vonkaj¨¡ dotyk).Uk �eme, �e priamkaMT je spolo�nou doty�nicou kru�n¡c k1 a k2. Ak by to tak nebolo,nech T1 (T2) je druh� priese�n¡k priamky MT s kru�nicou k1 (k2). Mocnos� bodu M



46 47. ro�n¡k matematickej olympi dy
SKLMU VA B CD kk1 k2�Obr. 15

T
MU VA B CD kk1 k2t�Obr. 16ku kru�nici k1 je jMAj � jMBj = jMT j � jMT1j, podobne ku k2 je jMCj � jMDj = jMT j �� jMT2j a pod�a rovnosti jMAj � jMBj = jMCj � jMDj z �asti a) je jMT1j = jMT2j,teda T1 = T2 = T a MT je spolo�nou doty�nicou oboch kru�n¡c k1, k2.Preto jMT j2 = jMCj � jMDj = jLM j � jKM j, �o znamen , �e bod T le�¡ na obl£kukru�nice t so stredom M a polomerom pjLM j � jKM j vn£tri odseku.Pre £plnos� je treba doda�, �e kru�nica t prech dza krajn�mi bodmi U; V z kladneodseku (vypl�va to napr¡klad z Euklidovej vety o odvesne pre trojuholn¡ky MKUa MKV ), a �e mo�n� polohy bodu T vyplnia cel� vn£tro obl£ka t medzi U a V ,�o je vidie� zo spojitosti, ale je potrebn� uvies� kon¨trukciu:Pre dan� bod T le�iaci na obl£ku kru�nice t vn£tri odseku vyu�ijeme pri kon-¨trukcii kru�nice k1 rovno�ahlos� so stredom A (uva�ovan£ v �asti a) rie¨enia), ktor priamku MT zobrazuje na doty�nicu kru�nice k rovnobe�n£ s MT . Tak�to doty�niceexistuj£ pr ve dve s bodmi dotyku T1, T2 a pod�a uva�ovanej rovno�ahlosti body Aa C z¡skame ako druh� priese�n¡ky TT1 a TT2 s kru�nicou k. Potom je u� �ahk� obekru�nice k1, k2 zostroji�. A { I { 5V¨imnime si najprv stenu ABC, t  nem��e by� rozrezan  (lebo vn£tri nej nem��eby� vrchol), preto mus¡ by� medzi men¨¡mi ¨tvorstenmi ¨tvorsten typu ABCX, kde Xje E alebo F . To ist� plat¡ aj pre ostatn� steny, teda pri rozrez van¡ dan�ho ¨tvorstenamusia vznikn£� (okrem in�ch) ¨tyri ¨tvorsteny ABCX1, ABDX2, ACDX3, BCDX4,kde X1;X2;X3;X4 2 fE;Fg.�alej uk �eme, �e £se�ka EF nem��e cel  le�a� v niektorom z vy¨¨ie spom¡nan�ch¨tvorstenov. Obidva vrcholy E aj F toti� musia by� vrcholmi aspo¤ jedn�ho z t�chto¨tvorstenov. Preto pokia� by napr¡kladEF bola obsiahnut  vo ¨tvorstene ABCE, muselby bod F le�a� v niektorej stene, napr. ABE, a body A, B, E, F by le�ali v rovine. Tov¨ak pod�a zadania nie je mo�n�.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 47�se�ka EF preto mus¡ by� hranou �al¨¡ch ¨tvorstenov typu EFYZ, kde Y;Z 22 fA;B;C;Dg, a toto s£ jedin� ¨tvorsteny, ktor� ju obsahuj£. Tak� ¨tvorsteny musiaby� aspo¤ tri, aby vyplnili cel� priestor "okolo\ £se�ky EF . Na druhej strane m��uby� najviac 4 tak� ¨tvorsteny, preto�e ka�d� dva susedn� z nich s£ od seba "odrezan�\jedn�m zo ¨tyroch trojuholn¡kov EFA, EFB, EFC alebo EFD.
A BCD EF� A BCD EF"� � �  !' & % $ #Obr. 17In� typy ¨tvorstenov ako vy¨¨ie diskutovan� zrejme vznikn£� nem��u, preto s£ dvemo�nosti, ako dan� ¨tvorsten po�adovan�m sp�sobom rozreza� | na 7 �i na 8 men¨¡ch¨tvorstenov. Obe mo�nosti mo�no v�dy realizova�, ako je vidie� z obr. 17 | v�avo jerozrezanie na 7 ¨tvorstenov ABCE, ABEF , ACEF , BCEF , ACFD, ABFD, BCFD,vpravo na 8 ¨tvorstenov ABCE, ABDE, ACDF , BCDF , ACEF , BCEF , ADEF ,BDEF . Pre lep¨iu predstavu s£ na obr. 17 n �rtky "sklada�iek\ t�chto rozrezan¡.A { I { 6a) Odpove� je �NO. NechX1X2 : : :Xn je lomen  �iara zlo�en  z uhloprie�ok n-uholn¡ka(teda X1;X2; : : : ;Xn s£ vrcholy n-uholn¡ka, av¨ak nie nutne v tomto porad¡). Tak£to



48 47. ro�n¡k matematickej olympi dy�iaru mo�no �ahko zostavi�, napr¡klad takto: Nech A1; A2; : : : ; An s£ (v tomto porad¡)vrcholy n-uholn¡ka. Polo�meX1X2 : : :Xn = A1A3A5 : : : An�1A2A4 : : : An pre n p rne;X1X2 : : :Xn = A1A3A5 : : : AnA2A4 : : : An�1 pre n nep rne.Uk �eme, �e uhloprie�ky mo�no prefarbi� tak, �e v¨etky uhloprie�ky XiXi+1, i == 1; 2; : : : ; n� 1, s£ modr�:Prv� d�kaz | existen�n�. Uv �me prefarbenie, ktor� obsahuje najdlh¨iu mo�n£s£visl£ �iaru X1X2 : : :Xk zlo�en£ iba z modr�ch uhloprie�ok. Tvrd¡me, �e nutne k == n. Keby toti� bolo k < n, bola by uhloprie�ka XkXk+1 �erven  a po n slednomprefarben¡ uhloprie�ok vych dzaj£cich z bodu Xk+1 by sme dostali ofarbenie, v ktoromby v¨etky uhloprie�ky tvoriace lomen£ �iaru X1X2 : : :Xk+1 boli modr�. To by bol spors maxim lnos�ou k.Druh� d�kaz | algoritmick�. Priamo pop¡¨eme sp�sob, ako po�adovan� prefarbenien js�.1. i := 1.2. Pokia� je uhloprie�ka XiXi+1 �erven , prefarbi v¨etky uhloprie�ky vych dzaj£cez bodu Xi+1.3. i := i+ 1.4. Pokia� i < n cho� na 2., inak KONIEC.Indukciou pod�a i sa �ahko over¡, �e po preveden¡ 2. kroku s£ v�dy v¨etky uhloprie�kyXjXj+1, 1 5 j 5 i, modr�. Teda po skon�en¡ algoritmu je cel  lomen  �iaraX1X2 : : :Xnzlo�en  iba z modr�ch £se�iek.b) Odpove� je NIE. Jednoduch� protipr¡klad tvor¡ n = 5 so v¨etk�mi uhloprie�kamiofarben�mi na �erveno. �ahko sa presved�¡me, �e po ka�dom prefarben¡ ostane nep rnypo�et �erven�ch £se�iek (1, 3 alebo 5). Preto�e v¨ak ka�d  uzavret  lomen  �iara mus¡obsahova� v¨etk�ch p�� uhloprie�ok, po�adovan� prefarbenie neexistuje.A { S { 1Z rovnice je vidie�, �e 5p � 6 mus¡ by� delite�n� �¡slom 7. V¨imnime si zvy¨ky �¡sel 5kpo delen¡ �¡slom 7: k 1 2 3 4 5 6 7 : : :5k 5 4 6 2 3 1 5 : : :5k � 6 6 5 0 3 4 2 6 : : :Vid¡me, �e sa zvy¨ky opakuj£ s peri¢dou 6 a jedin� pr¡pad, ke� 7j5k�6, je pre k = 6n+3.Preto aj p mus¡ by� tvaru 6n+3 pre vhodn� n. To ale znamen , �e p je delite�n� tromi.A preto�e p je z rove¤ prvo�¡slo, jedin  mo�nos� je p = 3. Potom vych dza q = 17, �oje prvo�¡slo.Rie¨en¡m £lohy je jedin  dvojica prvo�¡sel p = 3 a q = 17.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 49A { S { 2Rie¨enie priamo vych dza z rie¨enia podobnej £lohy dom ceho kola: Ozna�me S stredkru�nice k; A a C po rade body dotyku kru�n¡c k1 a k2 s k, a B, D po rade bodydotyku kru�n¡c k1 a k2 s UV (obr. 18). Kru�nice k1, k s£ rovno�ahl� so stredom A,pritom v tejto rovno�ahlosti bodu B zodpoved  bod L2 (a doty�nici UV kru�nice k1v bode B zodpoved  doty�nica kru�nice k v bode L2), tak�e body A, B, L2 le�iana priamke. Podobne odvod¡me, �e body C, D, L2 le�ia na priamke.
SL1LL2U VA B CDMN kk1 k2

(Obr. 18Ozna�me L priese�n¡k priamky L2S s £se�kou UV . Z podobnosti pravouhl�ch troju-holn¡kov BLL2 a L1AL2 vypl�va jBL2j � jAL2j = jLL2j � jL1L2j. Obdobne plat¡ jCL2j ��jDL2j = jLL2j�jL1L2j. Preto jBL2j�jAL2j = jCL2j�jDL2j. (Doposia� sme len zopakovalirie¨enie £lohy dom ceho kola.)Teraz ve�me bodom L2 priamku L2M a dok �me, �e t to priamka prech dza aj bo-dom N . Ozna�me po rade N1 a N2 druh� priese�n¡ky priamky L2M s kru�nicami k1a k2. Pokia� je priamka L2M n hodou doty�nicou niektorej z kru�n¡c k1 �i k2 v bodeM ,potom polo�¡me N1 =M �i N2 =M .Pod�a vety o mocnosti bodu L2 ku kru�nici k1 je jAL2j � jBL2j = jML2j � jN1L2j,podobne pre kru�nicu k2 je jCL2j�jDL2j = jML2j�jN2L2j. Z £vahy v prvej �asti rie¨eniapotom vypl�vajML2j � jN1L2j = jAL2j � jBL2j = jCL2j � jDL2j = jML2j � jN2L2j;teda jN1L2j = jN2L2j a nutne N1 = N2. To znamen , �e bod N1 = N2 je spolo�n�mbodom kru�n¡c k1 a k2, a mus¡ by� N1 = N2 = N . Preto priamka ML2 prech dzabodom N .



50 47. ro�n¡k matematickej olympi dyA { S { 3Vzh�adom na podmienku a+ b+ c = 1 m me dok za� nerovnos�2(a2 + b2 + c2) + (ab + bc+ ca) = (a + b+ c)2;ktor  je ekvivalentn  s nerovnos�oua2 + b2 + c2 � ab � bc � ca = 0;a t  je ekvivalentn  s nerovnos�ou12�(a � b)2 + (b � c)2 + (c� a)2� = 0:Posledn  nerovnos� plat¡ pre ka�d£ trojicu a, b, c, preto plat¡ aj dokazovan  nerovnos�.In� rie¨enie. Ak si vyjadr¡me c = 1 � a � b a dosad¡me do �avej strany danejnerovnosti, dostaneme L = 3(a2 + b2)� 3(a + b) + 3ab + 2 == 3(a2 + ab � a) + 3b2 � 3b+ 2 == 3�a+ b2 � 12�2 + 94b2 � 32b+ 54 == 3�a+ b2 � 12�2 + 14(3b� 1)2 + 1;�o je pre ka�d� dve �¡sla a, b v��¨ie alebo rovn� 1.In� rie¨enie. Zo zrejmej nerovnosti 0 5 (a � b)2 + (b � c)2 + (c � a)2 rozp¡san¡modvod¡me nerovnos�(a + b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc+ 2ca 5 3(a2 + b2 + c2):(T to nerovnos� je z rove¤ jednoduch�m d�sledkom Cauchyho nerovnosti a nerovnostimedzi aritmetick�m a kvadratick�m priemerom.) V na¨om pr¡pade je (a + b + c)2 == 1, tak�e 3(a2 + b2 + c2) = 1. Ke� k poslednej nerovnosti znovu pri�¡tame rovnos�(a + b+ c)2 = 1, vyjde 4(a2 + b2 + c2) + 2(ab + bc+ ca) = 2, teda2(a2 + b2 + c2) + (ab + bc+ ca) = 1:A { II { 1Zrejme Sn = 5n + 3n + 1 = 9 pre ka�d� prirodzen� n. Z tabuliek zvy¨kov mocn¡n 5na 3n po delen¡ �¡slami 3, 5 a 7 zist¡me, �e 3 j Sn pre ka�d� n = 2k +1, 5 j Sn pre ka�d�n = 4k + 2 a 7 j Sn pre ka�d� n = 6k + 2 a ka�d� n = 6k + 4. Preto ak je Sn prvo�¡slo,



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 51nem��u po delen¡ �¡sla n dvan stimi vyjs� zvy¨ky 1, 3, 5, 7, 9, 11, ani zvy¨ky 2, 6, 10,ani zvy¨ky 2, 4, 8, 10, tak�e toto delenie vyjde bezo zvy¨ku.(Dodajme pre zauj¡mavos�, �e �¡slo S12 = 244 672 067 je prvo�¡slo.)A { II { 2Ozna�me T bod dotyku oboch kru�n¡c, T le�¡ na £se�ke AC. Kru�nice k1, k2 s£rovno�ahl� so stredom T , a ke��e t to rovno�ahlos� z rove¤ prev dza priamkuAB na CDa priamku BC na DA, s£ jAT j a jCT j v rovnakom pomere ako polomery kru�n¡c, tedajCT j = 2jAT j (obr. 19). Ozna�me �alej j<)DABj = j<)BCDj = �.Sta�¡ teda skon¨truova� kru�nice k1 a k2 tak, aby sa dot�kali po rade str n rov-nobe�n¡ka AB;AD a BC;CD a prech dzali bodom T . To je v¨ak zn ma £loha (d sa rie¨i� pomocou rovno�ahlosti, pr¡padne pomocou v�po�tu uhlov), ktor  m  v�dypr ve jedno rie¨enie. Potrebujeme v¨ak e¨te zaru�i�, aby obidve kru�nice le�ali vovn£tri koso¨tvorca. Hrani�n  situ cia pre tento pr¡pad je nazna�en  na obr. 20, kdesa kru�nica k2 dot�ka v¨etk�ch ¨tyroch str n koso¨tvorca. Zrejme pre v¨etky hodnoty� v��¨ie ne� t to hrani�n  hodnota vyjde k2 vo vn£tri koso¨tvorca, a naopak pre v¨etkymen¨ie hodnoty � kru�nica k2 pretne strany AB a AD a zadaniu £lohy nevyhovuje.Zost va u� len ur�i� t£to medzn£ hodnotu uhla �.
A BCD T k1 k2�)Obr. 19 A B CDT S2Pk1 k2�=2U S1*Obr. 20Ak ozna�¡me V priese�n¡k kru�nice k1 s uhloprie�kou AC (r�zny od T ), U dotykov�bod k1 a AP , vzdialenos� jAV j = x a polomery kru�n¡c k1; k2 po rade r1; r2, potomr2 = 2r1. Z podobnosti trojuholn¡kov AS2P a AS1U vypl�vajS1U jjAS1j = jPS2jjAS2j ; �i�e r1r1 + x = r2r2 + x+ 2r1 :Z toho x = 2r1, preto z pravouhl�ho trojuholn¡ka AS2P dost vame sin �2 = 13 .Rie¨en¡m £lohy s£ v¨etky � z intervalu (0; �), pre ktor� je sin �2 = 13 , alebo � 22 h2 arcsin 13 ; �). A { II { 3Sk£man¡m prv�ch �lenov postupnosti rozdielov 2n+2 � an uh dneme, �e 2n+2 � an == 2n+4. Odtia� u� �ahko vypl�va dokazovan  nerovnos�. Rovnos� dok �eme indukciou.



52 47. ro�n¡k matematickej olympi dyPre n = 1 je to jasn�: 23 � a1 = 8� 2 = 6 = 2 � 1 + 4.�alej m��eme p¡sa� 2n+3 � an+1 = 2n+3 � 2(n+ 1 + an) = 2(2n+2 � an � n� 1) == 2(2n+ 4� n� 1) = 2(n+ 1) + 4. T�m je overen� induk�n� krok, a teda aj tvrdenie£lohy. A { II { 4
-Obr. 21

�tvorsten | teleso s najmen¨¡m po�tom vrcholov |£lohe zrejme nevyhovuje. Preto h�adan� mnohostenmus¡ ma� aspo¤ 5 stien. Preto�e �iadne tri jeho stenynemaj£ rovnak� po�et hr n, jedna z t�chto stien mus¡by� aspo¤ p��uholn¡k, teda mus¡ ma� aspo¤ 5 susedn�chstien, a celkove teda mus¡ ma� h�adan� mnohosten naj-menej 6 stien. To ale znamen , �e dve jeho steny s£najmenej p��uholn¡kov�. Tieto dve steny maj£ spolo�n�nanajv�¨ 2 vrcholy, a preto mnohosten mus¡ ma� celkomaspo¤ 2� 5� 2 = 8 vrcholov.Obr zok 21 ukazuje mnohosten s �smymi vrcholmi, ktor� vyhovuje podmienkam£lohy. A { III { 1Ak � = 3�, tak 
 = � � 4�, tak�e pod�a s¡nusovej vety plat¡a = K sin 3�; b = K sin�; c = K sin4�; (1)kde K je kladn� �¡slo. Preto v prvej �asti rie¨enia sta�¡ overi� identitu(sin2 3� � sin2 �)(sin 3� � sin�) = sin� sin2 4�: (2)Pod�a zn mych goniometrick�ch vz�ahov plat¡(sin 3� � sin�)2 = (2 cos 2� sin�)2 = 4cos2 2� sin2 �;sin3� + sin� = 2 sin 2� cos�;a odtia� pre �av£ stranu rovnosti (2) dost vame(sin2 3� � sin2 �)(sin 3� � sin�) = (4 cos2 2� sin2 �) � (2 sin 2� cos�) == (2 sin� cos�) � (2 sin 2� cos 2�) � 2 sin� cos 2� == sin 2� � sin4� � 2 sin� cos 2� = sin� sin2 4�:Tak sme dok zali, �e (2) plat¡ pre ka�d� �.Teraz vysvetl¡me, pre�o opa�n  implik cia neplat¡. Funkcia s¡nus m  peri¢du 360�,tak�e strany trojuholn¡ka ABC s£ tvaru (1) aj v pr¡pade, ke� plat¡ � = 3� � 360�



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 53(a 
 = 540� � 4�), napr. pokia� � = 15�, � = 125� a 
 = 40�. Pre trojuholn¡k s tak�mivn£torn�mi uhlami plat¡ (ako sme dok zali) rovnos� (a2�b2)(a�b) = bc2 napriek tomu,�e � 6= 3�. A { III { 2Nazvime vrcholy n-uholn¡ka nasledovne:p rny { ak z neho vych dza p rny po�et modr�ch £se�iek (teda aj p rny po�et�erven�ch);nep rny { ak z neho vych dza nep rny po�et modr�ch £se�iek (a nep rny po�et�erven�ch).Susedom vrcholu n-uholn¡ka nazvime ka�d� �al¨¡ vrchol n-uholn¡ka, s ktor�m jespojen� £se�kou, teda ka�d� jeho �al¨¡ vrchol. Po�et nep rnych vrcholov v za�iato�nomofarben¡ je zrejme p rny, preto�e do po�tu modr�ch £se�iek vych dzaj£cich z vrcholovn-uholn¡ka je ka�d  modr  £se�ka zapo�¡tan  dvakr t (ke��e n je nep rne, po�etp rnych vrcholov je potom nep rny).�alej si uvedom¡me, �e v�sledok prefarbovania nez vis¡ od poradia vrcholov, pod�aktor�ch prefarbujeme, ale len od toho, ko�kokr t pod�a ktor�ho vrcholu prefarbujeme(sta�¡ uv �i�, �e vlastne z le�¡ len na po�te prefarben¡ ka�dej £se�ky a nie na porad¡prefarbovania). Ke��e farba ka�dej £se�ky z vis¡ len od parity po�tu zmien jej ofarbenia,nem  zmysel v �iadnom vrchole prefarbova� £se�ky viac ako raz. Preto�e n je nep rne,p rny vrchol zostane aj po jeho prefarben¡ p rny a nep rny zostane nep rny. Na dru-hej strane, pri prefarbovan¡ ka�d�ho vrcholu po�et modr�ch £se�iek vych dzaj£cichzo v¨etk�ch jeho susedov zmen¡ paritu, a teda v¨etky ostatn� p rne vrcholy sa zmeniana nep rne, k�m v¨etky nep rne sa zmenia na p rne.Preto na dosiahnutie ofarbenia, pri ktorom bud£ v¨etky vrcholy p rne, potrebujemeprefarbi� nep rny po�et susedov ka�d�ho nep rneho vrcholu a p rny po�et susedovka�d�ho p rneho vrcholu. �ubovo�n� dva p rne resp. nep rne vrcholy teda musia ma�rovnak£ paritu po�tu prefarben�ch susedov, teda bu� prefarb¡me obidva alebo anijeden. Preto mo�no dosiahnu� potrebn� ofarbenie len tak, �e prefarb¡me bu� v¨etkyp rne vrcholy, v¨etky nep rne vrcholy, alebo £plne v¨etky vrcholy (u� sme dok zali,�e p rnych vrcholov je nep rny po�et a nep rnych je p rny po�et). Z t�chto mo�nost¡vyhovuj£ prv� dve. Ak napr¡klad prefarb¡me v¨etky nep rne vrcholy, ka�d� p rny vrcholm  p rny po�et prefarben�ch susedov (nep rne vrcholy), �i�e zostane p rny, a ka�d�nep rny vrchol m  nep rny po�et prefarben�ch susedov (nep rne vrcholy okrem neho),�i�e sa zmen¡ na p rny. Podobn£ £vahu mo�no pou�i� aj ke� prefarb¡me v¨etky p rnevrcholy.V druhej �asti zrejme sta�¡ uk za�, �e �iadne ofarbenie, v ktorom s£ v¨etky vrcholyp rne, nemo�no prefarbi� na in� tak�to ofarbenie. Na z klade £vah z prvej �asti vieme,�e sa to d  dosiahnu� len tak, �e prefarb¡me v¨etky p rne alebo v¨etky nep rne vrcholy.K�m v prvom pr¡pade prefarb¡me v¨etky vrcholy, a teda dostaneme p�vodn� ofarbenie,v druhom pr¡pade neprefarb¡me ni�. Preto je v�sledn� ofarbenie len s p rnymi vrcholmijednozna�ne ur�en� za�iato�n�m ofarben¡m.



54 47. ro�n¡k matematickej olympi dyIn� rie¨enie. Znovu si najprv uvedom¡me, �e v�sledok prefarbovania nez vis¡ od po-radia vrcholov, pod�a ktor�ch prefarbujeme, ale len od toho, ko�kokr t pod�a ktor�hovrcholu prefarbujeme. Ak s£ A1; A2; : : : ; An vrcholy dan�ho n-uholn¡ka, ozna�me pipo�et preveden�ch prefarben¡ vzh�adom na vrchol Ai a p = nPi=1 pi ich celkov� s£�et.�se�ka AiAj zmen¡ farbu, pr ve ke� prevedieme prefarbenie vzh�adom k jedn�muz vrcholov Ai alebo Aj . Vo v�slednom prefarben¡ teda £se�ka AiAj zmen¡ farbu, pr veke� pi + pj � 1 (mod 2). Po�et modr�ch £se�iek vych dzaj£cich z vrcholu Ai m vo v�slednom ofarben¡ rovnak£ paritu ako v po�iato�nom ofarben¡, pr ve ke�Xj 6=i(pi + pj) = (n� 1)pi +Xj 6=i pj � p� pi � 0 (mod 2):Uk �eme, �e ka�d� po�iato�n� ofarbenie mo�no prefarbi� tak, aby z ka�d�ho vrcholavych dzal p rny po�et modr�ch £se�iek: Budeme postupne prefarbova� n-uholn¡k vzh�a-dom k t�m vrcholom, z ktor�ch v p�vodnom ofarben¡ vych dzal nep rny po�et modr�ch£se�iek (bude teda pi = 1, pokia� v p�vodnom ofarben¡ vych dzal z vrcholu Ai nep rnypo�et modr�ch £se�iek, pi = 0 v opa�nom pr¡pade).Ozna�me ai po�et modr�ch £se�iek vych dzaj£cich z vrcholu Ai, potom nPi=1 ai jerovn� dvojn sobku celkov�ho po�tu modr�ch £se�iek, �i�e nep rnych ai je p rny po�et.Pre pr ve pop¡san� prefarbovanie je pi = 1 pre p rny po�et vrcholov Ai a p == nPi=1pi je p rne. Pre vrchol Ai, z ktor�ho v p�vodnom ofarben¡ vych dzal p rny po�etmodr�ch £se�iek, je pi = 0, teda parita po�tu modr�ch £se�iek z neho vych dzaj£cichsa po prefarben¡ nezmen¡. Pre vrchol Ai, z ktor�ho v p�vodnom ofarben¡ vych dzalnep rny po�et modr�ch £se�iek, v¨ak je pi = 1, tak�e p� pi � 1 (mod 2), t.j. nep rnypo�et modr�ch £se�iek z neho vych dzaj£cich sa po prefarben¡ zmen¡ na p rny, �o smechceli dosiahnu�.Keby sa niektor� po�iato�n� ofarbenie dalo prefarbi� na dve r�zne ofarbenia, v kto-r�ch by z ka�d�ho vrcholu vych dzal p rny po�et modr�ch £se�iek, bolo by tie�mo�n� jedno z t�chto "p rnych\ ofarben¡ prefarbi� na druh�. Uk �eme, �e to nejde.Predpokladajme teda, �e m me ofarbenie �, v ktorom z ka�d�ho vrcholu vych dzap rny po�et modr�ch £se�iek. Predpokladajme �alej, �e po prefarben¡, pri ktorom vo�ivrcholu Ai prefarbujeme pi-kr t (i = 1; 2; : : : ; n), dostaneme in� ofarbenie 
, v ktoromop�� z ka�d�ho vrcholu vych dza p rny po�et modr�ch £se�iek. Je teda p � pi � 0(mod 2), pre ka�d� i = 1; 2; : : : ; n, a teda pi � pj (mod 2), alebo pi + pj � 0 (mod 2)pre ka�d� i; j = 1; 2; : : : ; n. Potom ale �iadna £se�ka po prefarben¡ nezmenila farbu.Ofarbenia � a 
 s£ teda toto�n�, �i�e ku ka�d�mu ofarbeniu existuje jedin�, ktor�z neho mo�no dosta� pop¡san�m sp�sobom, a v ktorom z ka�d�ho vrcholu vych dzap rny po�et modr�ch £se�iek. A { III { 3Preto�e ka�d� mnohosten m  aspo¤ ¨tyri steny, h�adan� najmen¨¡ s£�et mus¡ by�aspo¤ 5 � 4 = 20. Pokia� by bol pr ve 20, museli by sme dan� ¨tvorsten rozdeli�



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 55na 5 ¨tvorstenov. Uk �eme sporom, �e za podmienok v zadan¡ to nie je mo�n�. (V d�kazeje mo�n� odvola� sa na rie¨enie £lohy tohtoro�n�ho dom ceho kola, je v¨ak potrebn�da� si pozor na korektnos� £vah.)Pripus�me teda, �e ¨tvorsten ABCD je rozdelen� za podmienok v zadan¡ na 5 ¨tvor-stenov T1, T2, T3, T4, T5. Steny dan�ho ¨tvorstena deli� nemo�no, preto ka�d  z nich jez rove¤ stenou (pr ve) jedn�ho zo ¨tvorstenov T1; : : : ; T5. Pod�a Dirichletovho princ¡pupotom niektor� z nich, povedzme T1, nem  s ABCD �iadnu spolo�n£ stenu. To v¨akznamen , �e T1 obsahuje nanajv�¨ dva z bodov A, B, C, D | predpokladajme, �e T1neobsahuje vrcholy C, D.
A B CDE F/Obr. 22

Preto�e dan� ¨tvorsten je rozdelen� bezo zvy¨ku, ¨tvorsten T1 mus¡ ma� ka�d£ svojustenu spolo�n£ s niektor�m zo zvy¨n�ch ¨tvorstenov T2, T3, T4,T5 (so �iadnym samozrejme nem��e ma� spolo�n� steny dve). Akje teda T2 = BCDX ¨tvorsten obsahuj£ci stenu BCD dan�ho¨tvorstena, mus¡ T1 bez oh�adu na to, ktor£ stenu m  s T2 spo-lo�n£, obsahova� vrchol C alebo D, a to je spor s predpokladom.�al¨¡m d�le�it�m poznatkom je, �e s£�et po�tov stien z¡ska-n�ch mnohostenov je p rny. Vypl�va to z toho, �e v s£�te ka�d£zo ¨tyroch stien ¨tvorstena ABCD zapo�¡tame pr ve raz (ne-mo�no ju deli�) a ka�d£ z �al¨¡ch stien pr ve dvakr t (za ka�d�z dvoch mnohostenov, ktor�m je spolo�n ). Preto tento s£�etmus¡ by� tvaru 4 + 2k = 2(k + 2), tak�e sa nerovn  21.Minim lna hodnota sk£man�ho s£�tu je 22, pr¡slu¨n� rozde-lenie (na tri ¨tvorsteny ACDE, BCDF a EFCD a dva ¨tvorbok� ihlany ABFEDa ABFEC) je na obr. 22. A { III { 4Sta�¡ zvoli� postupnos� an = (n!)3. Pre k = 2 rovnako ako pre k = 0 tvrdenieo postupnosti (k + an) zrejme plat¡, pre k = 1 sta�¡ vyu�i� vz�ah x3 + 1 = (x ++ 1)(x2 � x + 1). A { III { 5Ak odhadneme zhora ka�d� s�¡tanec s£�tu Vn pod�a nerovnosti ab 5 12 (a2 + b2), ktor zrejme plat¡ pre �ubovo�n� re lne �¡sla a, b, dostaneme odhadVn 5 sin2 x1 + cos2 x22 + sin2 x2 + cos2 x32 + : : :+ sin2 xn + cos2 x12 = n2 :Sk£man� v�raz nadob£da najv��¨iu hodnotu 12n, lebo ako �ahko nahliadneme,pre hodnoty x1 = x2 = : : : = xn = 14� vyjde Vn = 12n.A { III { 6Predpokladajme, �e body K, L,M , N vyhovuj£ predpokladom £lohy (obr. 23). Z vlast-nost¡ obvodov�ch uhlov v zhodn�ch kru�niciach op¡san�ch trojuholn¡komAKN a CLM



56 47. ro�n¡k matematickej olympi dya ¨tvoruholn¡ku KLMN vypl�va, �e ka�d� z uhlov KLN , KMN , LKM a LNM m rovnak£ ve�kos� ako zhodn� uhly rovnobe�n¡ka pri vrcholoch A a C, t.j. 45�. Preto s£trojuholn¡ky SKL a SMN (S je priese�n¡k uhloprie�ok KM a LN) rovnoramenn�,pravouhl� a rovno�ahl� pod�a stredu S. V rovno�ahlosti, v ktorej bodu K zodpoved bod M a bodu L bod N , sa priamka AB zobraz¡ na priamku CD, lebo K 2 AB, M 22 CD a AB k CD; rovnako tak sa priamka BC zobraz¡ na priamku DA, tak�e prienikAB \BC sa zobraz¡ na prienik CD\DA, alebo bod B prejde do bodu D. To znamen ,�e bod S je vn£torn�m bodom £se�ky BD. (Dodajme, �e ka�d� uva�ovan� ¨tvoruholn¡kKLMN je rovnoramenn� lichobe�n¡k s navz jom kolm�mi uhloprie�kami.)A B CD SK LMN�Obr. 23 A B CD SK LMNP QU V�Obr. 24Zvo�me teraz naopak �ubovo�n� vn£torn� bod S £se�ky BD a uk �me, �e je priese�n¡-kom uhloprie�ok niektor�ho z uva�ovan�ch ¨tvoruholn¡kovKLMN . Prelo�me zvolen�mbodom S "prie�ky\ PQ k AB a UV k BC ako na obr. 24. Zhodn� trojuholn¡kyUBS a QSB s£ podobn� s trojuholn¡kom ABD, tak�e s£ to ostrouhl� trojuholn¡kys najmen¨¡mi vn£torn�mi uhlami 45� pri vrcholoch U a Q. Preto je jSBj < jUBja jSBj < jBQj, tak�e kru�nica k(S; jSBj) pret¡na £se�ku BU vo vn£tornom bode,ktor� ozna�¡me K, a £se�ku BQ vo vn£tornom bode, ktor� ozna�¡me L. Pod�a vetyo obvodovom a stredovom uhle plat¡j<)KSLj = 360� � 2 � j<)KBLj = 360� � 2 � 135� = 90�;tak�e zhodn� uhly SKL a SLK maj£ ve�kos� 45�. Vn£torn� body M a N £se�iek DVa DP ur�¡me ako obrazy bodov K a L v rovno�ahlosti so stredom S, v ktorej B 7!7! D (a Q 7! P a U 7! V ). Z vlastnost¡ obvodov�ch uhlov vypl�va, �e takto zostrojen�¨tvoruholn¡kKLMN m  potrebn� vlastnosti, lebo ka�d� z uhlov vyzna�en�ch na obr. 23m  pod�a kon¨trukcie naozaj ve�kos� 45�.Odpove�. H�adan  mno�ina je £se�ka BD bez krajn�ch bodov.



Pr¡pravn� s£stredenia pred MMOPred medzin rodnou matematickou olympi dou (MMO) sa ka�doro�ne kon  jednov�berov� a jedno pr¡pravn� s£stredenie pre najlep¨¡ch rie¨ite�ov tretieho kola kateg¢-rie A. Po prvom z nich SK MO vyberie 6 najlep¨¡ch ¨tudentov do reprezenta�n�hodru�stva Slovenska a ur�¡ dvoch n hradn¡kov. Druh� s£stredenie je zameran� na pr¡p-ravu ¨es��lenn�ho reprezenta�n�ho dru�stva.Na v�berovom s£streden¡ pred MMO sa z£�astnilo 10 s£�a�iacich, naj£spe¨nej¨¡chrie¨ite�ov tretieho kola MO kateg¢rie A. S£stredenie sa konalo v d¤och 27.4.{2.5.1997v Bratislave. S£�a�iaci boli ubytovan¡ v priestoroch EKOIUVENTY a s£�a�ili na MFFUK. Ka�d� de¤ ¨tudenti rie¨ili monotematick£ s�riu troch a� piatich £loh, pri rovna-k�ch podmienkach ako na MMO. V poobed¤aj¨¡ch hodin ch sa konal spolo�n� rozbor£loh s lektorom. Na konci s£stredenia sa z¡skan� body za jednotliv� dni s�¡taj£ a sprihliadnut¡m na v�sledky tretieho kola MO a in� v�sledky (predch dzaj£ca £�as� naMMO, v�sledky kore¨ponden�n�ho semin ra SK MO) je vybran� ¨es��lenn� dru�stvona MMO.V�sledky s£stredenia:1. Vladim¡r Marko 46,75 6. Viera R��i�kov  29,752. Peter Novotn� 45,5 7. Martin Sleziak 27,253. Peter Koz k 42,75 8. Vladim¡r Zajac 26,54. Miroslav Dud¡k 41,75 9. Peter Bod¡k 22,255. J n �pakula 35 10. Krist¡na �ernekov  19,25�lohy zad vali lektori z Bratislavy:Richard Koll r, MFF UK, £lohy 1 { 4 (Nerovnosti),Martin Niepel, MFF UK, 5 { 8 (Planimetria),RNDr. Pavol �ernek, CSc., MFF UK, 9 { 11 (Kombinatorika),doc. RNDr. J n �i�m r, CSc., MFF UK, 12 { 15 (Stereometria),Prof. Pavel Kostyrko, DrSc., MFF UK, 16 { 19 (Funkcie),Prof. Ivan Korec, DrSc., M� SAV, 20 { 23 (Te¢ria �¡sel).Pre vybran� dru�stvo sa organizovalo e¨te jedno pr¡pravn� s£stredenie v d¤och 23.{27. 6. 1997 v zariaden¡ IUVENTY na Zochovej chate. Toto s£stredenie bolo zameran�viac na vedomostn£ pr¡pravu ¨tudentov a jeho obsahom boli predn ¨ky na vybran�t�my. Lektormi boli:Richard Koll r, MFF UK Bratislava (Nerovnosti),RNDr. Pavol �ernek, CSc., MFF UK Bratislava (Kombinatorika),doc. RNDr. J n �i�m r, CSc., MFF UK Bratislava (Geometria),Prof. Ivan Korec, DrSc., M� SAV Bratislava (Te¢ria �¡sel).



58 47. ro�n¡k matematickej olympi dyZadania s£�a�n�ch £loh v�berov�ho s£stredenia pred MMO1. N jdite v¨etky re lne �¡sla c s vlastnos�ou: Pre ka�d£ dvojicu re lnych �¡sel a; bexistuje dvojica tak�ch re lnych �¡sel x; y z intervalu h0; 1i, �e plat¡jxy � ax � byj = c:2. Dok �te, �e pre ka�d� tri nez porn� re lne �¡sla x; y; z plat¡8(x3 + y3 + z3)2 = 9(x2 + yz)(y2 + xz)(z2 + xy):Plat¡ t to nerovnos� aj bez podmienky nez pornosti �¡sel x; y; z ? Svoje tvrdeniezd�vodnite.3. Dok �te, �e pre ka�d� prirodzen� �¡slo n, n = 2 plat¡:n � npn+ 1� 1� < 1 + 12 + : : :+ 1n < n�1� 1npn� :4. Dan� je polyn¢m f(x) s celo�¡seln�mi koe�cientami. V troch r�znych cel�ch�¡slach a1; a2 a a3 plat¡ jf(a1)j = jf(a2)j = jf(a3)j = 1. Dok �te, �e f(x) nem �iaden celo�¡seln� kore¤.5. Dan� je trojuholn¡k ABC so stranami a > b > c a v ¤om �ubovo�n� bod O.Ozna�me P , Q a R po rade priese�n¡ky priamok AO, BO a CO po radeso stranami trojuholn¡ka BC, AC a AB. Dok �te, �e plat¡ jOP j + jOQj ++ jORj < a.6. Vo vn£tri str nAB;BC;CD aDA rovnobe�n¡kaABCD sa po rade nach dzaj£body K;L;M a N . Dok �te, �e obsah ¨tvoruholn¡ka KLMN sa rovn  poloviciobsahu rovnobe�n¡ka ABCD pr ve vtedy, ke� niektor  z jeho uhloprie�ok jerovnobe�n  s niektorou zo str n rovnobe�n¡ka ABCD.7. V trojuholn¡ku ABC plat¡ jABj = jACj + 12 jBCj. Na strane BC je dan� bodtak, �e jBP j = 14 jBCj. Dok �te, �e 2j<)APCj = j<)ACBj.8. V rovnoramennom trojuholn¡ku ABC (jABj = jBCj) ozna�¡me D priese�n¡kosi uhla ACB so stranou AB. Priamka kolm  na CD a prech dzaj£ca cez stredkru�nice op¡sanej trojuholn¡ku ABC pret¡na BC v bode E. Priese�n¡k rovno-be�ky s CD vedenej bodom E so stranou AB ozna�¡me F . Dok �te, �e jBEj == jFDj.9. V rovine je dan�ch 1998 bodov A1; A2; : : : ; A1998, z ktor�ch �iadne tri ne-le�ia na jednej priamke. N jdite najmen¨ie prirodzen� �¡slo n s vlastnos-�ou: Ak zvol¡me �ubovo�n�ch n £se�iek, ktor�ch koncov� body s£ v bodochA1; A2; : : : ; A1998, tak sa medzi nimi n jdu tak� tri, ktor� tvoria strany jedn�hotrojuholn¡ka.10. Dan  je ¨achovnica 2000�2000 ¨tvor�ekov. Fig£rka F sa m��e v jednom krokuposun£� o jedno pol¡�ko jedn�m z troch sp�sobov nakreslen�ch na obr. 25.Fig£rku sme na za�iatku postavili na pol¡�ko (156; 743). Je mo�n�, aby pre¨lapo�as 3 999 999 krokov cel£ ¨achovnicu?



Pr¡pravn� s£stredenia pred MMO 59F�Obr. 25 XYZ�Obr. 2611. Dan� s£ body A;B. Ur�te mno�inu bodov C, pre ktor� m  trojuholn¡kABC jeden z uhlov rovn� 10� a d  sa pokry� ¨tyrmi rovnak�mi kruhmi akona obr. 26 pre trojuholn¡k XYZ.12. Dan� je ¨tvorsten ABCD. Jeho vrcholmi prech dzaj£ rovnobe�ky (r�znobe�neso v¨etk�mi stenami), ktor� pret¡naj£ roviny stien proti�ahl�ch k vrcholom v bo-doch A1, B1, C1 a D1. Ur�te pomer objemov ¨tvorstenov ABCD a A1B1C1D1.13. Vn£tri konvexn�ho mnohostena je dan�ch k disjunktn�ch g£� (k 2 N, k > 1),z ktor�ch �iadne dve nemaj£ rovnak� polomery. Dok �te, �e existuje rozkladmnohostena na konvexn� mnohosteny, z ktor�ch ka�d� obsahuje pr ve jednugu�u.14. Z kladne zrezan�ho ¨tvorbok�ho ihlana ABCDA0B0C"D\ s£ rovnobe�n¡kyABCD a A0B0C 0D0 (ABCD k A0B0C 0D0). Priamka m pret¡na priamky AB0,BC 0 a CD0. Ur�te v¨etky polohy, ktor� m��e ma� priamka m k priamke DA0.Svoje tvrdenie zd�vodnite.15. Konvexn� n-sten (n 2 N, n = 4) je rovnobe�ne premietnut� do roviny. Ur�te,ak� je najv��¨¡ mo�n� po�et str n priemetu. Svoje tvrdenie zd�vodnite.16. Nech N0 je mno�ina cel�ch nez porn�ch �¡sel. Zistite, �i existuje funkciaf : N0 ! N0 tak , �e s£�asne plat¡:a) pre ka�d� b 2 N0 existuje nekone�ne ve�a a 2 N0 tak, �e f(a) = b;b) pre ka�d� n 2 N0 plat¡ f(f(n2)) = f(f(n)) + f(f(0)).17. Nech f : h0; 1i ! R je nez porn  funkcia, f(1) = 1 a pre ka�d� x1 = 0, x2 = 0tak�, �e x1 + x2 5 1 plat¡ f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2). Dok �te, �e f(x) 5 2xpre ka�d� x 2 h0; 1i.18. Ur�te najmen¨ie mo�n� A tak, aby pre ka�d£ kvadratick£ funkciu f(x) = ax2++ bx + c sp�¤aj£cu jf(x)j 5 1 pre v¨etky 0 5 x 5 1, bola splnen  nerovnos�f 0(0) 5 A.19. Rast£ca funkcia f : N! R sp�¤a f(m �n) = f(m)+f(n) pre �ubovo�n£ dvojicupr¡pustn�ch hodn�t. Dok �te, �e existuje re lne �¡slo p > 1 tak, �e f(n) = logp npre ka�d� prirodzen� �¡slo n.20. N jdite �o najviac dvojstredov�ch ¨tvoruholn¡kov s vrcholmi v mre�ov�chbodoch roviny. (�tvoruholn¡k sa naz�va dvojstredov�, ak m  vp¡san£ i op¡san£kru�nicu. Mre�ov� body roviny s£ body s celo�¡seln�mi s£radnicami.)



60 47. ro�n¡k matematickej olympi dy21. Nech F (n) znamen  n-t� �¡slo Fibonacciovej postupnosti (teda F (0) = 0,F (1) = 1 a F (n + 2) = F (n + 1) + F (n) pre n = 0). N jdite po�et rie¨en¡rovnice F (x) + F (y) + F (z) = F (u) + F (v);pre ktor� plat¡ ; 0 5 x 5 y 5 z 5 1000, ; 0 5 u 5 v 5 1000.22. N jdite v¨etky n = 3, pre ktor� existujea) v rovine b) v priestorepravideln� n-uholn¡k s vrcholmi v mre�ov�ch bodoch.23. Nech �¡slo N vznikne nap¡san¡m dekadick�ch z pisov �¡sel od 105 do 8:105v�¡tane v �ubovo�nom porad¡ (ale ka�d�ho pr ve raz). Dok �te, �e �¡slo N nie jea) vy¨¨ou ako druhou mocninou prirodzen�ho �¡sla;b) vy¨¨ou ako prvou mocninou prirodzen�ho �¡sla.



3. �eskoslovensk� stretnutieB¡lovec, 16.{ 19. j£na 1997V tomto ro�n¡ku MO sa u� po tret¡kr t konala medzi¨t tna s£�a� medzi najlep¨¡mirie¨ite�mi z �eskej a Slovenskej republiky. Po prvom ro�n¡ku v mekke �eskej matema-tickej olympi dy Jev¡�ku a minuloro�nej s£�a�i v �iline tentokr t s£�a� prebiehala op��v �R, v priestoroch gymn zia so zameran¡m na matematiku v severomoravskomB¡lovci.Organiza�n�m ved£cim podujatia bol doc. RNDr. Jaroslav �vr�ek, CSc., z UniversityPalack�ho v Olomouci.Napriek tomu, �e je t to s£�a� azda najd�le�itej¨ou previerkou pripravenosti s£�a�ia-cich dru�stiev pred medzin rodnou matematickou olympi dou, jedn�m z jej najv��¨¡chpr¡nosov je stretnutie a spriatelenie sa ¨tudentov z dvoch historicky sp�t�ch kraj¡n.Ke��e pr¡buznos� jazykov organiz torov a oboch s£�a�iacich dru�stiev odstra¤uje ja-zykov£ bari�ru, nie je potrebn� preklada� ani zadania ani rie¨enia s£�a�iach do in�chjazykov, je teda mo�n� s£�a� ve�mi r�chlo vyhodnoti�. Preto je jej organiz cia rovnak ako v pr¡pade tretieho kola kateg¢rie A, s jedin�m rozdielom: �as na rie¨enie £loh jerovnak� ako na medzin rodnej olympi de, teda ¨tyri a pol hodiny. V�sledky s£�a�e s£v tabu�ke.Aj touto s£�a�ou d vaj£ najvy¨¨ie org ny MO v oboch republik ch najavo svojz ujem o vz jomn£ spolupr cu a �al¨ie pokra�ovanie v spolo�nom organizovan¡ MO.Na�alej teda naozaj pokra�uje dlhoro�n  trad¡cia MO v �eskoslovensku, tak ako medziorganiz tormi, tak aj medzi s£�a�iacimi.V tomto ro�n¡ku bolo v tejto s£�a�i prv�kr t £spe¨nej¨ie slovensk� dru�stvo, napriektomu, �e tento vynikaj£ci v�sledok nesk�r na MMO nepotvrdilo. Na druhej strane,v tradi�nom volejbalovom stretnut¡ prv�kr t zv¡�azilo dru�stvo �eskej republiky. Mo�nopr ve tento fakt pomohol s£perom k pomerne dobr�mu umiestneniu na MMO v Argen-t¡ne.Por. Meno Ro�n¡k, �kola 1. 2. 3. 4. 5. 6. S£�et1. Vladim¡r Marko 4 G J. Hronca, Bratislava 7 7 7 7 7 7 422. Miroslav Dud¡k 4 G Trebi¨ov 7 6 7 7 7 7 413.{5. Libor Barto 3 G Hellichova, Praha 7 3 5 7 7 7 36Pavel Podbrdsk� 3 G t©. Kpt. Jaro¨e, Brno 7 5 5 5 7 7 36Petr Zima 3 G n m.dr.E.Bene¨e, Kladno 7 2 7 6 7 7 366. Peter Koz k 2 G Su�any 7 6 4 0 7 7 317.{8. Viera R��i�kov  3 G V. Okru�n , �ilina 0 1 7 7 7 7 29J n �pakula 3 G Po¨tov , Ko¨ice 7 7 1 2 7 5 299. Peter Novotn� 2 G V. Okru�n , �ilina 7 0 4 2 7 7 2710.{11. Jan Sp�v k 4 G Hellichova, Praha 7 4 4 5 4 1 25Jan Vyb¡ral 4 G M.Kopernika, B¡lovec 7 0 6 0 7 5 2512. Luk ¨ Vok©¡nek 2 G t©. Kpt. Jaro¨e, Brno 0 0 1 5 7 7 20



62 47. ro�n¡k matematickej olympi dyZadania £loh 3. �eskoslovensk�ho stretnutia�loha �.1Dan� je rovnostrann� trojuholn¡k ABC. Na jeho stran ch AB a AC s£ zvolen�po rade body K a L tak, �e jBKj = jALj. Ozna�me P priese�n¡k £se�iek BL a CK.Ur�te pomer jAKj : jBKj, ak viete, �e £se�ky AP a CK s£ navz jom kolm�.(P.Ka¤ovsk�)�loha �.2V danej spolo�nosti viac ako ¨iestich �ud¡ si ka�d� �len dopisuje s pr ve tromi �al¨¡mi.Dok �te, �e t£to spolo�nos� mo�no rozdeli� do dvoch nepr zdnych skup¡n tak, aby sika�d� �len dopisoval s aspo¤ dvomi �lenmi tej skupiny, do ktorej s m patr¡.(J.Kratochv¡l)�loha �.3N jdite v¨etky funkcie f : R! R tak�, �e rovnos�f�f(x) + y� = f(x2 � y) + 4f(x)yplat¡ pre v¨etky dvojice re lnych �¡sel x, y. (P. Ka¤ovsk�)�loha �.4Je mo�n� v priestore rozmiestni� 100 gul¡, z ktor�ch �iadne dve nemaj£ spolo�n�vn£torn� bod, a to tak, aby sa ka�d  z nich dot�kala aspo¤ tretiny ostatn�ch?(P.Hlin�n�)�loha �.5S£�et nieko�k�ch cel�ch �¡sel (niektor� z nich m��u by� rovnak�) sa rovn  �¡slu 1 492.Zistite, �i sa s£�et ich siedmych mocn¡n m��e rovna�a) �¡slu 1 996, b) �¡slu 1 998. (J.�im¨a, J.Mesz ros)�loha �.6V istom jazyku s£ len dve p¡smen  A a B. Pre slov  tohoto jazyka plat¡:1) Jedin� slovo d��ky 1 je A.2) L'ubovo�n  skupina p¡smen X1X2X3 : : :XnXn+1, kde Xi 2 fA;Bg pre ka�d�index i, tvor¡ slovo d��ky n + 1, pr ve ke� obsahuje aspo¤ jedno p¡smeno A,a pritom nie je tvaru X1X2 : : :XnA, kde X1X2 : : :Xn je slovo d��ky n.Dok �te, �e existuje pr ve �3 9951 997�� 1 slov, ktor� neza�¡naj£ dvojicou p¡smen AAa s£ zlo�en� z 1 998 p¡smen A a rovnak�ho po�tu p¡smen B. (J.Aragorn Te¨¡nsk�)



3. �eskoslovensk� stretnutie, rie¨enia 63Rie¨enia £loh 3. �eskoslovensk�ho stretnutia�loha 1.
A B

C
KL MPQR�Obr. 27

Zostrojme bod M 2 BC tak, aby jBKj = jALj = jCM j. V oto�en¡ o 120�, vktorom A 7! B 7! C ( 7! A), plat¡ tie� M 7! L 7! K ( 7! M), a teda rovnako AM 7!7! BL 7! CK ( 7! AM). Preto £se�ky AM , BLa CK ohrani�uj£ rovnostrann� trojuholn¡k PQR(obr. 27). Ozna�me d = jPQj. Z pravouhl�ch troju-holn¡kov APQ a BQR (s uhlom ve�kosti 60� pri vr-chole Q resp. R) dost vame jAP j = dp3 a jBRj == 2d, tak�e jBP j = d. Preto�e pozn me vn£torn�uhly trojuholn¡kov APK a BPK pri spolo�nomvrchole P , m��eme ur�i� pomer ich obsahov:S(APK)S(BPK) = 12dp3 � jPKj � sin90�12d � jPKj � sin60� = 2:Obidva trojuholn¡ky v¨ak maj£ spolo�n£ v�¨kuz vrcholu P , preto je ur�en� pomer rovn� h�adan�-mu pomeru jAKj : jBKj.�loha 2.Situ ciu pop¡¨eme grafom s n = 7 vrcholmi, ktor� bud£ zodpoveda� jednotliv�m�lenom spolo�nosti; hranami spoj¡me pr ve tie dvojice vrcholov, ktor� zodpovedaj£dvojiciam �lenov, ktor¡ si dopisuj£. (V priebehu rie¨enia budeme vrcholy postupneozna�ova� �¡slami 1; 2; : : : ; n.) Preto�e z ka�d�ho vrcholu vych dzaj£ pr ve tri hrany,iste v na¨om grafe existuj£ kru�nice; nech K je t  z nich, ktor  m  najkrat¨iu mo�n£d��ku d, 3 5 d 5 n. (Ak je kru�n¡c d��ky d viac, vyberieme �ubovo�n£ z nich). Nech(1; 2; : : : ; d; 1) je cyklick� poradie vrcholov na kru�nici K, a nech okrem hr n (1; 2)a (1; d) vych dza z vrcholu 1 e¨te hrana (1; x). Vrchol x na kru�nici K nele�¡, inak byv grafe existovala kru�nica krat¨ia ako K, a to kru�nica (1; 2; : : : ; x � 1; x; 1). Preto jed < n, tak�e mno�iny vrcholov K a L = fd+1; d+2; : : : ; ng tvoria rozdelenie mno�inyv¨etk�ch vrcholov na dve nepr zdne podmno�iny. Kedy toto rozdelenie nevyhovujepodmienke zo zadania (hovorme �alej "nie je vyhovuj£ce\)? Len vtedy, ke� existuje"kritick�\ vrchol a 2 L, z ktor�ho ved£ aspo¤ dve hrany, povedzme (a; b) a (a; c),do vrcholov na kru�nici K (obr. 28). Vtedy m��eme "premosten¡m\ kru�nice K cestou(b; a; c) dosta� dve nov� kru�nice n ¨ho grafu; s£�et ich d��ok je zrejme d+4, �o v pr¡paded = 5 vedie k sporu (d��ka jednej z nov�ch kru�n¡c je men¨ia ako d). Preto zost vapos£di� pr¡pady, ke� d = 3, alebo d = 4.(i) d = 3. Ak nie je vy¨¨ie pop¡san� rozdelenie na skupinyK a L vyhovuj£ce, budemek skupine f1; 2; 3g vrcholov kru�nice K postupne prid va� "kritick�\ vrcholy zo sku-pinyL, pok�m tak� bud£ existova�. S oh�adom na �ubov��u pri �¡slovan¡ vrcholov to mus¡prebieha� a skon�i� najnesk�r tak, ako vidie� na obr. 29. (Pln�m kr£�kom zn zor¤ujeme



64 47. ro�n¡k matematickej olympi dyab cK�Obr. 28 1 23 1 234 1 2345�Obr. 29pr ve tie vrcholy, pri ktor�ch s£ u� zakreslen� v¨etky tri hrany, ktor� z nich vych dzaj£.)Rozdelenie vrcholov na skupinu f1; 2; 3; 4; 5g a jej (nepr zdny) doplnok u� mus¡ by�vyhovuj£ce, lebo obidve skupiny sp ja pr ve jedna hrana (z vrcholu 5).(ii) d = 4. Ak nie je rozdelenie na skupiny K a L vyhovuj£ce, budeme op�� prid va�k skupine vrcholov kru�nice K "kritick�\ vrcholy zo skupiny L. S oh�adom na �ubov��upri �¡slovan¡ vrcholov a na predpoklad, �e v grafe neexistuje kru�nica d��ky 3, dopl¤o-vanie mus¡ prebieha� a skon�i� najnesk�r tak, ako vid¡te na obr. 30. (Vyu�¡vame aj to,1 234 1 234 5 1 234 56 1 234 56 7�Obr. 30�e n 6= 6, v pr¡pade n = 6 by sme toti� po pridan¡ vrcholu 6 a hrany (2; 6) dostaligraf, pre ktor� vyhovuj£ce rozdelenie neexistuje. Ide o tzv. £pln� bipartitn� graf K3;3.)Rozdelenie vrcholov na skupinu f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g a jej doplnok u� mus¡ by� vyhovuj£ce,lebo obidve skupiny sp ja pr ve jedna hrana (odtia� mimochodom vypl�va, �e aj druh skupina je nepr zdna, t.j. �e n > 7).�loha 3.Najprv dosad¡me do danej rovnice y = �f(x) a dostanemef(0) = f�x2 + f(x)� � 4�f(x)�2: (1)Dosaden¡m y = x2 �alej f�f(x) + x2� = f(0) + 4f(x)x2 (2)



3. �eskoslovensk� stretnutie, rie¨enia 65a s�¡tan¡m oboch rovnost¡ (1) a (2) dostaneme4f(x)x2 � 4�f(x)�2 = f(x)�f(x) � x2� = 0: (3)Z tejto rovnosti vypl�va jednak f(0) = 0, jednak f(x) = x2 pre ka�d� x, pre ktor�f(x) 6= 0. �ahko sa presved�¡me, �e danej rovnici vyhovuj£ nasleduj£ce dve rie¨enia:f(x) = 0 (x 2 R) a f(x) = x2 (x 2 R): (4)Teraz predpokladajme, �e existuje e¨te in� rie¨enie f . Potom by muselo existova�x0 6= 0, pre ktor� f(x0) = 0, a z rove¤ y0 6= 0 tak�, �e f(y0) 6= 0 (a teda pod�a (3)f(y0) = y20). Ale dosaden¡m x = 0 do p�vodnej rovnice m me f(y) = f(�y), tak�em��eme predpoklada�, �e y0 > 0. Ak dosad¡me do danej rovnice x = x0, y = �y0,dostaneme 0 6= y20 = f(�y0) = f(x20 + y0) = (x20 + y0)2 > y20 :To je spor. In� rie¨enia ako (4) dan  rovnica nem .�loha 4.Nie je to mo�n�. Predpokladajme, �e tak� rozmiestnenie existuje. Ozna�meK0 jednuz gul¡ najmen¨ieho polomeru r0 a S0 jej stred. Ka�d£ z najmenej 33 gul¡ dot�kaj£cichsa gule K0 vhodnou rovno�ahlos�ou zmen¨¡me tak, aby jej polomer bol r0 a pritom ostalzachovan� p�vodn� bod dotyku s gu�ou K0. Zmen¨en� gule bud£ teda le�a� v guli Kso stredom S0 a polomerom 3r0. Rovnako ako p�vodn� gule, nemaj£ ani zmen¨en� gule�iaden spolo�n� vn£torn� bod Pre objem V (K) gule K v¨ak plat¡ V (K) = 33V (K0) == 27V (K0). Gu�a K teda nem��e obsahova� 34 gul¡ s objemom V (K0), z ktor�ch �iadnedve nemaj£ spolo�n� vn£torn� bod. To je v¨ak spor.�loha 5.a) �no, vhodn� pr¡klad objav¡me, ke� si v¨imneme, �e plat¡1 996� 1 492 = 504 = 4 � 126 = 4 � (27 � 2):Preto vyhovuj£cu skupinu �¡sel zostav¡me zo ¨tyroch dvojok a 1 484 (= 1 492 � 4 �� 2) jedni�iek.b) Nie. Na¨e tvrdenie dok �eme pomocou delite�nosti �¡slom 7, ktor�m je delite�n�rozdiel a7�a pre ka�d� cel� �¡slo a (pod�a malej Fermatovej vety). Odtia� toti� vypl�va,�e s£�et siedmych mocn¡n �ubovo�nej skupiny cel�ch �¡sel d va po delen¡ siedmymirovnak� zvy¨ok ako s£�et ich prv�ch mocn¡n. �¡slo 1 998� 1 492 = 506 v¨ak siedmymidelite�n� nie je. (Rovnako mo�no argumentova� aj pomocou delite�nosti tromi.)�loha 6.Najprv ur�me, kedy tvor¡ dan  skupina W = X1X2 : : :Xn (zlo�en  z p¡smen A, B)slovo uva�ovan�ho jazyka. Nech p = 0 je po�et p¡smen A, ktor�mi skupina W kon�¡,presnej¨ie, je tvaru W = X1X2 : : :Xn�pAA : : : A| {z }p-kr t , kde v pr¡pade p < n nutne Xn�p == B. Indukciou pod�a �¡sla p sa �ahko overia dve pravidl :



66 47. ro�n¡k matematickej olympi dy� Ak nie je medzi X1; : : : ;Xn�p �iadne A (ako v pr¡pade p = n), potom W je slovo,pr ve ke� je �¡slo p nep rne. (Skupina X1X2 : : : Xn�p nie je toti� slovo.)� Ak je naopak medzi X1; : : : ;Xn�p aspo¤ jedno A, potom W je slovo, pr ve ke� je�¡slo p p rne. (Skupina X1X2 : : :Xn�p je toti� slovo.)�alej pre stru�nos� ozna�me k = 1998 (k je teda p rne). Pod�a predch dzaj£cehopopisu s£ v¨etky slov W, zlo�en� z k p¡smenA, k p¡smenB a neza�¡naj£ce dvojicouAA,jedn�ho z nasleduj£cich tvarov:a)W = AB : : :B AA : : : A| {z }2j-kr t , kde j 2 f0; 1; : : : ; k2 �1g. Pre ka�d� tak� j prv� tri bodkyv z pise W ozna�uj£ �ubovo�n� poradie k � 2 p¡smen B a k � 2j � 1 p¡smen A; t�chtoporad¡ je pr ve �2k�2j�3k�2 �.b) W = B : : : B AA : : : A| {z }2j-kr t , kde j 2 f0; 1; : : : ; k2 � 1g. Pre ka�d� tak� j prv� tri bodkyv z piseW ozna�uj£ �ubovo�n� poradie k�2 p¡smen B a k�2j p¡smen A; t�chto porad¡je pr ve �2k�2j�2k�2 �.Ak spo�¡tame v¨etky po�ty zisten� v �astiach a) a b), dostaneme po�et v¨etk�chsk£man�ch slov:2k�2Xj=k�1� jk � 2� = 2k�2Xj=k�2� jk � 2�� 1 = �2k � 1k � 1 �� 1 = �3 9951 997�� 1;pri tom sme vyu�ili zn mu identitu�dd�+�d+ 1d �+�d+ 2d �+ : : : +�Dd� = �D + 1d+ 1�; D = d;ktor£ mo�no �ahko overi� indukciou pod�a �¡sla D (pri pevnom d), alebo peknoukombinatorickou £vahou: V¨etky (d + 1)-prvkov� podmno�iny mno�iny f0; 1; : : : ;Dgrozdel¡me do skup¡n pod�a ich najv��¨ieho prvku, �¡sla M (d 5 M 5 D); pr ve �Md �tak�ch podmno�¡n m  toti� za najv��¨¡ prvok �¡slo M . T�m je £loha vyrie¨en .



38. Medzin rodn  matematick  olympi daV d¤och 18. a� 31. j£la 1997 sa v Mar del Plata v Argent¡ne, po prv� raz v hist¢riina juhoamerickom kontinente, uskuto�nila medzin rodn  matematick  olympi da. S£-�a�ilo spolu 460 ¨tudentov z 82 kraj¡n, celkov� po�et £�astn¡kov, vr tane ved£cichv�prav, organiz torov a koordin torov, prev�¨il �¡slo 800.Medzin rodn  matematick  olympi da (MMO) je s£�a�ou jednotlivcov. Ka�d  z£-�astnen  krajina na ¤u vysiela reprezenta�n� dru�stvo zlo�en� z najviac ¨iestich s£-�a�iacich, sprev dzan� dvoma ved£cimi. Slovensk� dru�stvo tento rok tvorili MiroslavDud¡k zo 4 .ro�n¡ka Gymn zia v Trebi¨ove, Peter Koz k z 2. ro�n¡ka Gymn zia v Su-�anoch, Vladim¡r Marko zo 4. ro�n¡ka Gymn zia J.Hronca v Bratislave, Peter Novotn�z 2. ro�n¡ka Gymn zia Ve�k  Okru�n  v �iline, Viera R��i�kov  z 3. ro�n¡ka Gymn ziaVe�k  Okru�n  v �iline a J n �pakula z 3. ro�n¡ka Gymn zia Po¨tov  v Ko¨iciach.Ved£cim deleg cie bol RNDr. Pavol �ernek, Csc. a z stupcom ved£ceho RichardKoll r, obaja z MFF UK v Bratislave.Pravidl  s£�a�e s£ ve�mi podobn� pravidl m n ¨ho celo¨t tneho kola. S£�a�¡ sa dvadni, ¨tudenti dostan£ ka�d� de¤ 3 £lohy v ich rodnom jazyku, na ich vyrie¨enie maj£4,5 hodiny. Po skon�en¡ s£�a�e rie¨enia prezr£ ved£ci pr¡slu¨nej krajiny a svoj n vrhhodnotenia pod�a vopred pripraven�ch bodovac¡ch sch�m obhajuj£ pred koordin tormi.V�sledky slovensk�ho dru�stva uv dza nasleduj£ca tabu�ka (�U { �estn� uznanie,z¡skavaj£ t¡ s£�a�iaci, ktor¡ nez¡skaj£ �iadnu cenu, ale z¡skaj£ aspo¤ za jednu z £lohhodnotenie 7 bodov): Meno 1 2 3 4 5 6 s£�et cenaMiroslav Dud¡k 4 0 0 6 7 3 20 3.Peter Koz k 5 0 1 4 2 0 12 {Vladim¡r Marko 7 7 7 7 0 3 31 2.Peter Novotn� 1 7 0 7 1 0 16 3.Viera R��i�kov  2 2 0 4 1 0 9 {J n �pakula 0 1 0 7 0 0 8 �UDru�stvo Slovenska skon�ilo v neo�ci lnom porad¡ kraj¡n na 36. mieste, �i�e najhor¨iev hist¢rii MMO. Naj£spe¨nej¨ie bolo dru�stvo �¡ny, napriek tomu, �e jej najlep¨¡reprezentant z¡skal "iba\ 38 bodov. Poradie �al¨¡ch kraj¡n je v tabu�ke.Spolu bolo udelen�ch 39 prv�ch, 70 druh�ch a 122 tret¡ch cien. Pln� po�et bodov (42)z¡skali tento rok ¨tyria s£�a�iaci, po jednom z Ir nu, Rumunska, USA a Vietnamu.Jeden z nich { Ciprian Manolescu z Rumunska, z¡skal pln� po�et bodov u� po tret¡kr tza sebou, �o je skuto�ne obdivuhodn� v�kon. Na¨e dru�stvo, tak ako minul� rok,prekvapilo. Tentokr t v¨ak ve�mi zl�m v�konom. Po 17. mieste v Indii sa o�ak val ur�itelep¨¡ v�sledok ako 36. miesto napr. za Braz¡liou, Mexikom a Loty¨skom. Neuspeli smev £loh ch s klasick�mi t�mami, planimetria a te¢ria �¡sel, av¨ak v zlo�itej kombinatoric-kej £lohe, naj�a�¨ej £lohe tohtoro�nej MMO, sme obst li aj s n¡zkym bodov�m ziskom



68 47. ro�n¡k matematickej olympi dynadpriemerne. Napriek miernemu ne£spechu, n ¨mu naj£spe¨nej¨iemu olympionikovi,Vladim¡rovi Markovi, u¨la tentokr t zlat  medaila len o k£sok, hranica bola 35 bodov.Bronzov£ medailu v¨ak z¡skal e¨te len druh k Peter Novotn�, a ke��e okrem neho bolv dru�stve e¨te jeden druh k a dvaja tretiaci, Slovensko vyslalo na MMO najmlad¨iedru�stvo v hist¢rii. Na bud£ci rok sa u� od sk£sen�ho dru�stva bude o�ak va� priazni-vej¨¡ v�sledok. T¡m �eskej republiky, ktor� minul� rok sklamal (28.), a nad ktor�m smetento rok v�razne zv¡�azili v medzi¨t tnom stretnut¡, podal ve�mi dobr� v�kon a skon�ilna 18. mieste, ke� Pavel Podbrdsk� z¡skal zlat£ medailu.Okrem premi�ry v Ju�nej Amerike mala olympi da aj in� pr¡vlastky, medzi in�miaj najstarostlivej¨ie pripraven . Stovky organiz torov u� pred olympi dou simulovalipriamo na mieste r�zne situ cie, �o napokon viedlo k £plne bezprobl�mov�mu priebehuMMO. Autobusy odch dzali s minim lnym me¨kan¡m, neboli probl�my s informova-nos�ou. N mietky neboli po minuloro�nej sk£senosti v Indii skuto�ne skoro �iadne.Dru�stvo Slovenska po dlhej a n ro�nej ceste cez Viede¤, Amsterdam, Sao Pauloa Buenos Aires �akal na letisku sprievodca, u� d�chodca Just¡n Dud ¨, p�vodomSlov k. Ke��e hovoril v�borne po slovensky, dozvedeli sme sa od neho mnoho o �ivotev Argent¡ne, aj to, �o sme za kr tky �as pobytu spozna� nemohli. Samotn¡ argent¡n�anias£ ve�mi temperamentn¡. V letovisku Mar del Plata, napriek tomu, �e bola v skuto�nostizima, bol v uliciach �ivot v ka�d£ denn£ aj no�n£ hodinu (teplota sa pohybovala okolo20� C). Na kr snych pl �ach a pe¨ej z¢ne bolo aj o tretej hodine rannej mno�stvo�ud¡, vr tane rodi�ov s mal�mi de�mi, pred vala sa cukrov  vata, zmrzlina, obchodya re¨taur cie boli otvoren�. �pln� protiklad no�n�ho �ivota u n s. Krajina okolo Mardel Plata ve�mi pripom¡na n ¨ �itn� ostrov: siahodlh� polia, dobytok. Nav¨t¡vili smeaj miestnu mini Zoo, morsk� akv rium s t�ran�mi tule¤mi a plameniakmi tras£cimisa od zimy. Mesto Mar del Plata je argent¡nske rekrea�n� stredisko, ktor� m  v zimepol mili¢na obyvate�ov, ale v lete s£ ich tam viac ako dva mili¢ny. V¨etci sa stretaj£poobede na pl �i pop¡jaj£c neodmyslite�n� mat� podobn� siln�mu zelen�mu �aju.Av¨ak stredisko olympi dy bolo priamo v hoteli, v ktorom b�vali ¨tudenti. Mno�stvozauj¡mavost¡ pripravili organiz tori s£�a�iacim priamo pod nos. Hracie automaty, po-�¡ta�ov� hry, ping-pongov� stoly, biliard, stoln� hry, ve�k£ puzzle (pr ve v jej skladan¡sa vyznamenalo na¨e dru�stvo), ve�ern� kino, diskot�ky, folkov� koncert a aj odv �nedivadlo, to v¨etko sa dalo n js� v pomerne luxusnom hoteli priamo v centre Mar delPlata. D�le�itou s£�as�ou a aj poslan¡m olympi dy je stret vanie sa ¨tudentov z r�znychkraj¡n. �tudenti, ako aj ved£ci, si vz jomne vymie¤aj£ mno�stvo suven¡rov. Tento rokdokonca zriadili organiz tori ¨peci lnu miestnos�, kde ka�d  krajina mohla prezentova�materi ly o svojej krajine, a z rove¤ spozn va� ostatn�. Pre v¨etk�ch £�astn¡kov zor-ganizovali popoludnie hier vo ve�kej ¨portovej hale. V tradi�n�ch aj menej tradi�n�chdiscipl¡nach si merali vz jomne sily ¨tudenti z cel�ho sveta. Na¨i najm� s rivalmi z �eskejrepubliky, �ia� aj tu sme �ahali za krat¨¡ povraz.Olympi da bola ve�mi £spe¨n , prejavil sa obrovsk� kus pr ce, ktor£ odviedli dom ci.Pred organiz torov nasleduj£cich ro�n¡kov postavili vysok£ latku. Bud£cu MMO us-poriada Tchaj-wan, nasleduj£ Rumunsko (jubilejn� 40. ro�n¡k), Ju�n  K¢rea, USA,Japonsko a Filip¡ny.



38. Medzin rodn  matematick  olympi da 69V�sledky medzin rodnej matematickej olympi dyKrajina Po�. �iakov Body 1.cena 2.cena 3.cena PoradieAlb nsko 3 15 0 0 0 71.{72.Al�¡rsko 4 3 0 0 0 82.Argent¡na 6 94 0 0 3 37.{38.Arm�nsko 6 97 0 0 3 34.{35.Austr lia 6 187 2 3 1 9.Azerbajd�an 6 56 0 0 1 55.Bielorusko 6 140 0 2 4 17.Belgicko 6 88 0 0 3 41.{42.Bosna a Hercegovina 5 45 0 0 1 62.Bol¡via 3 13 0 0 0 74.Braz¡lia 6 117 0 1 4 26.Bulharsko 6 191 2 3 1 7.{8.Cyprus 3 5 0 0 0 80.�esko 6 139 1 2 2 18.�¡na 6 223 6 0 0 1.D nsko 6 53 0 0 1 57.{59.Est¢nsko 6 64 0 0 2 53.{54.Filip¡ny 2 14 0 0 0 73.F¡nsko 6 97 0 0 4 34.{35.Franc£zsko 6 105 1 0 1 32.{33.Gr�cko 6 75 0 1 0 45.Gruz¡nsko 6 109 0 1 3 28.Guatemala 6 7 0 0 0 79.Holandsko 6 94 0 2 0 37.{38.Hong Kong 6 106 0 0 5 30.{31.Chile 6 28 0 0 0 66.Chorv tsko 6 121 0 1 4 24.India 6 146 0 3 3 15.Indon�zia 6 44 0 0 0 63.Ir n 6 217 4 2 0 3.Island 6 48 0 1 0 60.{61.Izrael 6 124 0 1 5 22.{23.�rsko 6 21 0 0 0 68.Japonsko 6 163 1 3 1 12.JAR 6 93 1 0 2 39.Juhosl via 6 125 0 2 3 20.{21.



70 47. ro�n¡k matematickej olympi dyKrajina Po�. �iakov Body 1.cena 2.cena 3.cena PoradieJu�n  K¢rea 6 164 1 4 1 11.Kanada 6 107 0 2 2 29.Kazachstan 6 73 0 0 1 46.{47.Kirgistan 3 11 0 0 0 75.Kolumbia 6 112 0 0 6 27.Kuba 6 91 0 1 2 40.Kuvajt 4 8 0 0 0 76.{78.Litva 6 67 0 1 1 51.Loty¨sko 6 124 0 1 4 22.{23.Macao 6 55 0 0 0 56.Maced¢nsko 6 73 0 0 3 46.{47.Ma�arsko 6 219 4 2 0 2.Malajzia 6 19 0 0 0 69.{70.Maroko 6 48 0 0 0 60.{61.Mexiko 6 105 0 1 3 32.-33.Moldavsko 3 53 0 0 2 57.{59.Mongolsko 6 106 1 0 3 30.{31.Nemecko 6 161 1 3 2 13.Nov� Z�land 6 71 0 0 2 48.{49.N¢rsko 6 79 0 0 3 44.Paraguay 6 8 0 0 0 76.{78.Peru 6 64 0 0 2 53.{54.Po�sko 6 125 0 2 2 20.{21.Portoriko 6 8 0 0 0 76.{78.Portugalsko 6 15 0 0 0 71.{72.Rak£sko 6 86 1 0 1 43.Rumunsko 6 191 2 3 1 7.{8.Rusko 6 202 3 2 1 4.{5.Sigap£r 6 88 0 0 4 41.{42.Slovensko 6 96 0 1 2 36.Slovinsko 6 70 0 0 2 50.�panielsko 6 39 0 0 0 64.�vaj�iarsko 5 53 0 0 2 57.{59.�v�dsko 6 128 1 0 3 19.Taliansko 6 71 0 0 1 48.{49.



38. Medzin rodn  matematick  olympi da 71Krajina Po�. �iakov Body 1.cena 2.cena 3.cena PoradieThajsko 6 66 0 0 1 52.Tchaj-wan 6 148 0 4 2 14.Trinidad a Tobago 6 30 0 0 0 65.Turecko 6 119 0 1 4 25.Ukrajina 6 195 3 3 0 6.Uruguay 6 19 0 0 0 69.{70.USA 6 202 2 4 0 4.{5.Uzbekistan 3 23 0 0 0 67.Ve�k  Brit nia 6 144 1 2 2 16.Venezuela 3 4 0 0 0 81.Vietnam 6 183 1 5 0 10.



72 47. ro�n¡k matematickej olympi dyZadania £loh MMO1. Body roviny s celo�¡seln�mi s£radnicami s£ vrcholmi jednotkov�ch ¨tvorcov. Tieto¨tvorce s£ zafarben� striedavo �iernou a bielou farbou (ako na ¨achovnici). Pre �ubovo�n£dvojicu kladn�ch cel�ch �¡sel m a n uva�ujme pravouhl� trojuholn¡k, ktor�ho vrcholymaj£ celo�¡seln� s£radnice, a ktor�ho odvesny d��ok m a n le�ia pozd�� str n ¨tvorcov.Nech S1 je celkov� obsah �iernej �asti trojuholn¡ka a S2 celkov� obsah jeho bielej �asti.Ozna�me f(m;n) = jS1 � S2j.a) Vypo�¡tajte f(m;n) pre v¨etky kladn� cel� �¡sla m a n, ktor� s£ obe p rne aleboobe nep rne.b) Dok �te, �e f(m;n) 5 12 maxfm;ng pre v¨etky m a n.c) Uk �te, �e neexistuje �iadna kon¨tanta C tak , �e f(m;n) < C pre v¨etky m a n.2. Trojuholn¡k ABC m  najmen¨¡ uhol pri vrchole A. Body B a C rozdelia kru�nicutrojuholn¡ku op¡san£ na dva obl£ky. Nech U je vn£torn� bod obl£ka medzi bodmi Ba C, ktor� neobsahuje bod A. Osi £se�iek AB a AC pret¡naj£ priamku AU po radev bodoch V a W . Priamky BV a CW sa pret¡naj£ v bode T . Dok �te, �e jAU j == jTBj+ jTCj.3. Nech x1; x2; : : : ; xn s£ re lne �¡sla sp�¤aj£ce podmienky:jx1 + x2 + � � �+ xnj = 1 a jxij 5 n+ 12 pre i = 1; 2; : : : ; n:Dok �te, �e existuje poradie y1; y2; : : :; yn �¡sel x1; x2; : : :; xn tak�, �ejy1 + 2y2 + � � �+ nynj 5 n+ 12 :4. Matica n� n (¨tvorcov  tabu�ka s n riadkami a n st�pcami), ktorej v¨etky prvky s£z mno�iny S = f1; 2; : : : ; 2n�1g, sa vol  strieborn  matica, ak pre ka�d� i = 1; : : : ; njej i-ty riadok a i-ty st�pec obsahuj£ dohromady v¨etky prvky S. Dok �te, �ea) neexistuje �iadna strieborn  matica pre n = 1997;b) strieborn� matice existuj£ pre nekone�ne ve�a hodn�t n.5. N jdite v¨etky dvojice (a; b) cel�ch �¡sel a = 1, b = 1, ktor� sp�¤aj£ rovnicuab2 = ba:6. Pre ka�d� kladn� cel� �¡slo n ozna�me f(n) po�et sp�sobov vyjadrenia �¡sla n v tvares£�tu mocn¡n �¡sla 2 s nez porn�mi cel�mi exponentami. Vyjadrenia, ktor� sa l¡¨ia ibaporad¡m s�¡tancov, pova�ujeme za rovnak�. Napr¡klad f(4) = 4, preto�e �¡slo 4 m��emevyjadri� nasleduj£cimi ¨tyrmi sp�sobmi: 4; 2 + 2; 2 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 1. Dok �te, �epre ka�d� cel� �¡slo n = 3 plat¡ 2n2=4 < f(2n) < 2n2=2:



38. Medzin rodn  matematick  olympi da 73Rie¨enia £loh MMO�loha 1. Rie¨enie pod�a Vladim¡ra Marka.a) Dopl¤me dan� trojuholn¡k na obd��nik. Ke��em a n maj£ rovnak£ paritu, zrejmeaj pol¡�ko v �avom hornom rohu m  rovnak£ farbu ako pol¡�ko v pravom dolnom rohu.Po�ahky sa nahliadne, �e aj cel� vzniknut� obd��nik bude stredovo s£mern�, vr taneofarbenia (�ierne pol¡�ko sa zobraz¡ na �ierne a biele na biele). Potom v¨ak zrejmef(m;n) = 12 jS01 � S02j, kde S01 a S02 s£ po rade obsahy �iernej a bielej plochy v celomobd��niku. Preto� f(m;n) = 0 ak m � n � 0 (mod 2), lebo vtedy S01 = S02;� f(m;n) = 12 ak m � n � 1 (mod 2), lebo vtedy jS01 � S02j = 1.
n m�Obr. 31 n n1ABC�Obr. 32 C AC

BPi QiRiSiTiUi�Obr. 33b) Bez ujmy na v¨eobecnosti predpokladajme, �e n = m. Rozde�me trojuholn¡kna p sy ¨¡rky dva kolmo na dlh¨iu odvesnu tak, �e za�neme deli� od druhej odvesny(obr. 31). (Pre nep rne n zostane e¨te zvy¨ok ¨¡rky 1.)Vy¨rafovan� �asti v jednotliv�ch p soch s£ osovo s£mern�, ale s opa�n�m ofarben¡m.Preto rozdiel jS1 � S2j nem��e prev�¨i� s£�et obsahov nevy¨rafovan�ch �ast¡. Ka�d z nich m  zrejme obsah mn . Pre p rne n je p sov ¨¡rky dva spolu n2 a �iaden zvy¨ok,�i�e s£�et obsahov nevy¨rafovan�ch �ast¡ je spolu n2 � mn = m2 . Pre nep rne n je p sov¨¡rky dva len n� 12 a zvy¨ok m  obsah m2n . Preto je v tomto pr¡pade s£�et obsahovnevy¨rafovan�ch �ast¡ n� 12 � mn + m2n = m2 .



74 47. ro�n¡k matematickej olympi dyZ toho vypl�va, �e jS1�S2j 5 12m, z �oho okam�ite dost vame po�adovan� tvrdenief(m;n) 5 12 maxfm;ng. (Z d�kazu �ahko vypl�va, �e dokonca f(m;n) 5 12 minfm;ng.)c) Polo�me m = n + 1 pre �ubovo�n� kladn� p rne n. V �asti a) sme uk zali, �ef(n; n) = 0. Preto f(m;n) mo�no vypo�¡ta� ako jS01 � S02j, kde S01 a S02 s£ po radeobsahy �iernej a bielej plochy vo vy¨rafovanom trojuholn¡ku, ktor� vznikne z p�vodn�hopravouhl�ho trojuholn¡ka s odvesnami n a n + 1 odobran¡m pravouhl�ho rovnoramen-n�ho trojuholn¡ka s odvesnami n (obr. 32). Situ cia v i-tom st�pci z�ava je podrobnej¨ienakreslen  na obr. 33. Zrejme plat¡jTiUij = n+ 1� in ; jSiUij = n+ 1� in+ 1 ; jSiQij = in+ 1 ; jRiQij = in :Potom f(m;n) = ����� nXi=1 (S4PiQiUi � S4SiTiUi � S4SiRiQi )����� :V¨etky tieto obsahy mo�no �ahko spo�¡ta�. Po dosaden¡ a £prav chf(m;n) = ����� nXi=1�12 � 12 n+ 1� in+ 1 � n+ 1� in � 12 in+ 1 in������ == �����12n� 12 nXi=1 (n+ 1� i)2n(n+ 1) � 12 nXi=1 i2n(n+ 1) ����� :Ak v prvej sume zavedieme substit£ciu j = n+ 1� i, zist¡me, �enXi=1 (n + 1� i)2n(n+ 1) = nXi=1 i2n(n+ 1) ;teda f(m;n) = �����12n� nXi=1 i2n(n+ 1) ����� = ����12n� 1n(n + 1) n(n+ 1)(2n+ 1)6 ���� = n� 16 :Preto zrejme pre rast£ce p rne n rastie hodnota f(n + 1; n) nad v¨etky medze.�loha 2.Ozna�me U 0 obraz bodu U v osovej s£mernosti pod�a osi strany AB (obr. 34). Zrejmeaj bod U 0 le�¡ na kru�nici op¡sanej trojuholn¡ku ABC a jAU j = jBU 0j, teda sta�¡dok za�, �e jTCj = jTU 0j, t.j. �e trojuholn¡k U 0TC je rovnoramenn� so z klad¤ou U 0C.Ozna�me j<)CABj = � a j<)BAU j = '. Z vety o obvodovom uhle plat¡ j<)CU 0T j = �.Z rovnoramenn�ho trojuholn¡ka ABV dost vame j<)AV Bj = � � 2j<) V ABj = � � 2'.



38. Medzin rodn  matematick  olympi da 75Podobne z trojuholn¡ka ACW m me j<)AWCj = � � j<)CAW j = � � 2�+ 2'. Potompre uhly trojuholn¡ka VWT plat¡ j<)WV T j = � � j<)AV Bj = 2', j<)V WT j = � ��j<)AWCj = 2��2' a napokon j<)WTV j = ��j<)TWV j� j<) TVW j = ��2�. Pretoj<)U 0TCj = � � 2�. Potom ale v trojuholn¡ku U 0CT plat¡ j<)U 0CT j = � � j<)CU 0T j �� j<)U 0TCj = �, �i�e je naozaj rovnoramenn�.
A BC UU 0 VW T
�Obr. 34V pr¡pade, �e uhol � je ostr�, mo�no previes� v¨etky spom¡nan� £vahy.�loha 3. Rie¨enie pod�a Vladim¡ra Marka.Bez ujmy na v¨eobecnosti nech nXi=1 xi = 1 (pre nXi=1 xi = �1 sta�¡ v¨etky xi pre-n sobi� �¡slom �1 a £loha sa pretransformuje na p�vodn£ so s£�tom 1). Teraz ur�me"priemern£\ hodnotu Sp s£�tu nXi=1 iyi, kde (y1; y2; : : : ; yn) je �ubovo�n  permut cia(x1; x2; : : : ; xn), t.j. y 2 �(x) { spo�¡tame s£�et t�chto hodn�t pre v¨etky mo�n�permut cie a predel¡me t£to hodnotu ich po�tom (zrejme n!).Sp = Xy2�(x) nXi=1 iyin! :Ke��e ka�d� xi sa vyskytne na konkr�tnej j-tej poz¡cii pr ve (n � 1)!-kr t, pretoSp = nXi=1 nXj=1(n� 1)!jxin! = �n+12 �(n� 1)! nXi=1 xin! = n+ 12 nXi=1 xi = n+ 12 :Z toho vypl�va, �e bu� s£ v¨etky s£�ty nXi=1 iyi rovn� n+ 12 , alebo existuj£ z rove¤ s£�ty



76 47. ro�n¡k matematickej olympi dyv��¨ie aj men¨ie ako n+ 12 . Aby sme dok zali tvrdenie zo zadania, potrebujeme dok za�,�e existuje tak  permut cia y, pre ktor£ nXi=1 iyi je z intervalu h�n+ 12 ; n+ 12 i. V prvompr¡pade (ak s£ v¨etky tieto s£�ty rovn� n+ 12 ) je to zrejm�, sk£majme preto druh£mo�-nos� (existuj£ v��¨ie aj men¨ie). Uva�ujme teraz tak£ permut ciu y, �e S0 = nXi=1 iyi >> n+ 12 a druh£ permut ciu z tak£, �e S2 = nXi=1 izi < n+ 12 . Je zrejm�, �e z permut ciey sa d  dosta� k permut cii z postupnou v�menou susedn�ch �¡sel v permut ci ch.Pri takejto v�mene (y1; : : : ; yk�1; yk; yk+1; : : : ; yn) na (y1; : : : ; yk�1; yk+1; yk; : : : ; yn)sa s£�et S0 zmen¡ na S1 takto:S1 = y1 + : : : + (k � 1)yk�1 + kyk+1 + (k + 1)yk + (k + 2)yk+2 + : : :+ nyn == S0 + yk � yk+1:Vzh�adom na to, �e jykj 5 n+ 12 a jyk+1j 5 n+ 12 , je v�raz jyk�yk+1j 5 n+1. Preto sapo�as pop¡sanej v�meny zmen¡ s£�et S0 nanajv�¨ o n+1. Toto plat¡ pre ka�d£ v�menuv prechode od permut cie y k permut cii z. Teda ak sa m  zmeni� hodnota tohtos£�tu z S0 > n+ 12 na S2 < n+ 12 , mus¡ sa tento s£�et dosta� aspo¤ raz do intervaluh�n+ 12 ; n+ 12 i. V tej chv¡li v¨ak aktu lna permut cia sp�¤a podmienku zo zadania£lohy, �¡m je tvrdenie dok zan�.�loha 4.a) Tvrdenie dok �eme sporom. Predpokladajme, �e pre prirodzen� �¡slo n, n > 1existuje strieborn  matica A typu n � n. Nech x je pevne zvolen� prvok z mno�inyf1; 2; : : : ; 2n � 1g ktor� nele�¡ na uhloprie�ke A (zrejme tak� existuje). Zjednotenie i-teho st�pca a i-teho riadku budeme �alej naz�va� i-ty kr¡�. Prvok x sa mus¡ nach dza�v ka�dom takomto kr¡�i pr ve raz. Ak x je v A v i-tom riadku a j-tom st�pci, potom Apatr¡ aj i-temu aj j-temu kr¡�u, t.j. jeden v�skyt �¡sla x v A zabezpe�uje jeho £�as�v dvoch kr¡�och. Ke��e v¨ak n = 1997 je nep rne �¡slo, muselo by sa x v A nach dza�pr ve 19972 -kr t, �o v¨ak samozrejme nie je mo�n�.b) Pop¡¨eme rekurentn� postup na n jdenie striebornej matice typu 2n�2n. Pre n == 1 nech A = � 1 23 1�



38. Medzin rodn  matematick  olympi da 77T to matica je zrejme strieborn . Pre n = 4 ich je nieko�ko, napr¡kladA = 0B@ 1 2 5 63 1 7 54 6 1 27 4 3 11CA ; B =0B@ 1 2 4 53 1 6 77 5 1 36 4 2 11CA :Nech teraz A je strieborn  matica typu n� n. Potom skon¨truujme strieborn£ maticutypu 2n� 2n nasleduj£cim sp�sobom:D = �A UV A� ;kde U je matica typu n�n, ktor  vznikne z A pripo�¡tan¡m 2n ku ka�d�mu jej prvku a Vje matica, ktor  vznikne z U nahraden¡m ka�d�ho jej diagon lneho prvku �¡slom 2n.Dok �eme, �e aj matica D je strieborn . Uva�ujme i-ty kr¡� v matici D. Nech i 55 n, opa�n� pr¡pad sa prever¡ analogicky. Tento kr¡� sa sklad  z i-teho kr¡�a A, i-tehoriadku U a i-teho st�pca V . Ale i-ty kr¡� A obsahuje (na z klade predpokladu o A) �¡slaf1; 2; : : : ; 2n� 1g a i-ty riadok U spolu s i-tym st�pcom V spolu obsahuj£ v�aka na¨ejkon¨trukcii �¡sla f2n; 2n+ 1; : : : ; 4n+ 1g. T�m je tvrdenie dok zan�.�loha 5. Rie¨enie pod�a Miroslava Dud¡ka.Pre a = 1 m me 1b2 = b1, teda b = 1. Pre b = 1 podobne a12 = 1a, �i�e a = 1.Preto m��eme �alej predpoklada�, �e a > 1 a b > 1. V prvo�¡seln�ch rozkladoch a a bsa zrejme bud£ nach dza� rovnak� prvo�initele. Nech tedaa = p�11 � p�22 � : : : � p�nn ; b = p�11 � p�22 � : : : � p�nn :Pod�a zadania m  plati�p�1�b21 � : : : � p�n�b2n = ab2 = ba = p�1�a1 � : : : � p�n�an :Preto mus¡ pre ka�d� i = 1; 2; : : : ; n plati�a � �i = �i � b2;�i�e pomer �i�i je kon¨tantn� a rovn� racion lnemu �¡slu k,k = �i�i = b2a = p2�1��11 � : : : � p2�n��nn : (1)Teda �i � k = �i, preto 2�i � �i = �i � (2k � 1), pre i = 1; : : : ; n. Pretok = p�1�(2k�1)1 � : : : � p�n�(2k�1)n = a2k�1: (2)



78 47. ro�n¡k matematickej olympi dyV¨etky tieto exponenty (�i � (2k � 1)) s£ cel� �¡sla, a ke��e v¨etky �i s£ kladn�, ichznamienko z vis¡ len od znamienka 2k � 1. Rozoberieme nieko�ko pr¡padov.� Ak 2k � 1 = 0, tak potom z (2) vypl�va k = a0 = 1, �o zrejme nem��e nasta�.� Ak 2k � 1 > 0, tak rozdiely 2�i � �i s£ kladn� cel� �¡sla, preto je na z klade (1)�¡slo k kladn� cel� �¡slo. Z (2) potom pre k = 1 dost vame nepr¡pustn� a = 1,pre k > 1 v¨ak plat¡ a2k�1 = ak > k (pre a = 2). Preto tak� rie¨enie neexistuje.� Ak 2k � 1 < 0, tak rozdiely 2�i � �i s£ z porn� cel� �¡sla, preto je na z klade(1) �¡slo k prevr tenou hodnotou kladn�ho cel�ho �¡sla. Nech teda q = 1k . �alejz rovnosti �i � k = �i vypl�va a = bq . Potom dan  rovnica prejde do tvaru bq�b2 == bbq , teda q � b2 = bq , �i�e bq�2 = q. Pre q = 1 dost vame nepr¡pustn� b = 1,pre q = 2 dost vame 2 = b0 = 1, �o ned va �iadne rie¨enie. Pre q = 3 dost vame3 = b1, dopo�¡tame a = 27, pre q = 4 dost vame 4 = b2, teda b = 2, dopo�¡tamea = 16. Pre q > 4 a b = 2 je bq�2 = 2q�2 > q (posledn  nerovnos� pre q = 5 plat¡a pre �al¨ie q sa jednoducho dok �e matematickou indukciou).V¨etky rie¨enia danej rovnice s£ a = b = 1, a = 27; b = 3 a a = 16; b = 2.�loha 6.Ak n = 2k+1 je �ubovo�n� nep rne cel� �¡slo v��¨ie ako 1, potom ka�d  reprezent cia�¡sla n v danom tvare m  aspo¤ jednu "1\ (20) ako jeden zo s�¡tancov. Jej vynechan¡mdostaneme vyjadrenie �¡sla 2k. Naopak jej pridan¡m dostaneme z ka�dej reprezent cie�¡sla 2k reprezent ciu �¡sla 2k + 1, teda zrejme pre ka�d� prirodzen� k plat¡f(2k + 1) = f(2k): (1)�alej, ak n = 2k je �ubovo�n� prirodzen� �¡slo, tak ka�d� vyjadrenie �¡sla n v zadanomtvare je jedn�ho z nasleduj£cich typov: bu� obsahuje aspo¤ jednu "1\ v svojom z pise,alebo nie. V prvom pr¡pade zmazan¡m jednej z nich dostaneme vyjadrenie �¡sla 2k� 1,a teda po�et t�chto vyjadren¡ je pr ve f(2k�1). V druhom pr¡pade (�iaden s�¡tanec nieje rovn� "1\) m��eme v¨etky s�¡tance predeli� dvomi a dostaneme tak ka�d� vyjadrenie�¡sla k zadan�m sp�sobom. T�chto vyjadren¡ je preto pr ve f(k). Tieto £vahy ved£k rekurentn�mu vzorcu f(2k) = f(2k � 1) + f(k): (2)Oba tieto vzorce platia pre v¨etky prirodzen� k. Ke��e m��eme dode�nova� f(0) = 1a f(1) = 1, vzorce (1) a (2) jednozna�ne ur�uj£ hodnoty funkcie f . Navy¨e je z ichtvaru vidie�, �e funkcia f je neklesaj£ca. Spojen¡m (1) a (2) dost vamef(2k) � f(2k � 2) = f(k) pre k = 1; 2; 3; : : : :S�¡tan¡m t�chto rovn¡c pre k = 1; 2; : : : ; n dost vamef(2n) = f(0) + f(1) + : : :+ f(n) pre n = 1; 2; 3; : : : : (3)



38. Medzin rodn  matematick  olympi da 79Teraz najprv dok �eme horn� odhad zo zadania. V (3) s£ v¨etky s�¡tance men¨iealebo rovn� ako posledn� z nich. Ke��e 2 = f(2) 5 f(n), pre n = 2, dost vamepre ka�d� n = 2 f(2n) = 2 + (f(2) + : : :+ f(n)) 5 2 + (n� 1)f(n) 55 f(n) + (n � 1)f(n) = nf(n)Preto f(2n) 5 2n�1f(2n�1) 5 2n�1 � 2n�2 � f(2n�2) 55 2n�1 � 2n�2 � 2n�3 � f(2n�3) 55 : : : 5 2(n�1)+(n�2)+:::+1 � f(2) = 2n(n�1)=2 � 2:Ke��e v¨ak o�ividne 2n(n�1)=2 � 2 < 2n2=2 pre n = 3, horn� odhad je dok zan�.Pri d�kaze doln�ho odhadu najprv dok �eme, �e plat¡f(b + 1)� f(b) = f(a + 1)� f(a) (4)pre a = b = 0 prirodzen� �¡sla rovnakej parity. Toti�, ak a aj b s£ obe p rne, potomz (1) vypl�va, �e na oboch stran ch (4) s£ nuly. Ak a aj b s£ obe nep rne, potom z (2)dost vame: f(b + 1) � f(b) = f( b+12 ) a f(a + 1) � f(a) = f(a+12 ) a potom nerovnos�(4) plat¡, lebo f je neklesaj£ca.Uva�ujme prirodzen� �¡sla r = k = 1, r p rne, a nahra�me v (4) �¡sla a a b v�razmia = r � j a b = r + j pre j = 0; 1; : : : ; k � 1. S�¡tan¡m takto z¡skan�ch nerovnost¡dost vame nerovnos�: f(r + k)� f(r) = f(r + 1)� f(r � k + 1):Ke��e r je p rne, plat¡ f(r + 1) = f(r), a tedaf(r + k) + f(r � k + 1) = 2f(r) pre k = 1; : : : ; r.S�¡tan¡m t�chto nerovnost¡ pre k = 1; : : : ; r dostanemef(1) + f(2) + : : :+ f(2r) = 2rf(r):Z (3) vypl�va, �e �av  strana poslednej nerovnice je rovn  f(4r) � 1, pretof(4r) = 2rf(r) + 1 > 2rf(r)pre ka�d� prirodzen� �¡slo r, r = 2. Ak polo�¡me r = 2m�2 m mef(2m) > 2m�1f(2m�2): (5)



Aby r = 2m�2 bolo p rne, predpokladajme, �em > 2, av¨ak (5) zrejme plat¡ aj prem == 2.Napokon nech n = 1. Ak l je prirodzen� �¡slo, pre ktor� plat¡ 2l 5 n, potom pou�it¡m(5) pre m = n; n� 1; : : : ; n� 2l + 2 dostanemef(2n) > 2n�1 � f(2n�2) > 2n�1 � 2n�3 � f(2n�4) >> : : : > 2(n�1)+(n�3)+:::+(n�2l+1) � f(2n�2l) = 2j(n�l) � f(2n�2l):Teraz ak n je p rne, vo�me l = n2 ; ak n je nep rne vo�me l = n�12 . Z¡skane nerovnostimaj£ tvar:f(2n) > 2n2=4 � f(20) = 2n2=4 pre n p rne,f(2n) > 2(n2�1)=4 � f(21) = 2(n2�1)=4 � 2 > 2n2=4 pre n nep rne.T�mto sme dok zali doln� odhad pre n > 2 (pre n = 1 trivi lne plat¡).
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Zadania s£�a�n�ch £lohKateg¢ria PP { I { 1Nap¡¨te a odla�te program na rie¨enie hry "15\! V tejto hre je v ¨tvorcovej ta-bu�ke 4� 4 ulo�en�ch 15 ¨tvorcov�ch kamienkov ozna�en�ch �¡slami 1; 2; : : : ; 15, jednopol¡�ko je pr zdne. Povolen�m krokom je presunutie kamienka na susedn� pr zdnepol¡�ko. Povolen� krok je jednozna�ne ur�en� poradov�m �¡slom pol¡�ka, na ktoromst l pres£van� kamienok pred krokom. Pol¡�ka maj£ poradov� �¡sla 1 a� 16, pri�om�¡slujeme po riadkoch od �av�ho horn�ho rohu. V zn zornenom pr¡klade sa zo situ cieA dostaneme do situ cie B krokom 6.7 12 9 314 15 101 8 13 511 6 2 4 7 12 9 314 15 101 8 13 511 6 2 4situ cia A situ cia B�loha. Na za�iatku hry s£ kamienky rozlo�en� n hodne. ��elom hry je povolen�mikrokmi dosiahnu� koncov£ situ ciu K, v ktorej s£ kamienky usporiadan� vzostupnepod�a �¡sel a pr zdne pol¡�ko je v pravom dolnom rohu:1 2 3 45 6 7 89 10 11 1213 14 15Vstup. V ¨ program by mal{ zo s£boru "P-I-1.INP\ na�¡ta� po�iato�n£ situ ciu ako postupnos� �¡sel kamienkovoddelen�ch medzerami (pri�om napr¡klad situ ciu A popisuje vstupn  postupnos�"7 12 9 3 14 15 0 10 1 8 13 5 11 6 2 4\, kde znak 0 ozna�uje pr zdne po-l¡�ko).V�stup.{ ak koncov  situ cia je povolen�mi krokmi nedosiahnute�n , do s£boru "P-I-1.OUT\vyp¡sa� spr vu "Nema riesenie\;{ ak koncov  situ cia je povolen�mi krokmi dosiahnute�n :{ do s£boru "P-I-1.OUT\ vyp¡sa� (ak£ko�vek) postupnos� povolen�ch krokov, ktor�ved£ ku koncovej situ cii K;



2 46. ro�n¡k matematickej olympi dy{ zn zorni� postupnos� krokov ved£cu ku koncovej situ cii pomocou semigra�kyalebo v gra�ckom re�ime. Toto zn zornenie by malo by� interakt¡vne krokovate�n�,napr¡klad po ka�dom stla�en¡ medzern¡ka by sa mal na obrazovke vykona� jedenkrok postupnosti. P { I { 2Hovor¡me, �e mno�ina bodovM v rovine je schodovit , ak pre ka�d£ dvojicu (x1; y1),(x2; y2) jej bodov plat¡x1 6= x2; pri�om ak x1 < x2 ; potom y1 > y2:To znamen , �e ak body mno�iny M usporiadame pod�a prvej s£radnice, dostaneme"klesaj£cu postupnos� druh�ch s£radn¡c\.Hovor¡me, �e dve nepr zdne disjunktn� mno�iny bodov A, B v rovine s£ separova-te�n� (oddelite�n�), ak existuje priamka, ktor  rozdel¡ rovinu na dve polroviny tak, �esa v ka�dej polrovine nach dzaj£ len body jednej z t�chto mno�¡n, pri�om separuj£capriamka m��e obsahova� body nanajv�¨ z jednej z nich.�loha. S£ zadan� dve nepr zdne disjunktn� schodovit� mno�iny bodovA aB. Vytvorte(�o najefekt¡vnej¨¡) algoritmus a nap¡¨te program, ktor� zist¡, �i mno�iny bodov A, Bs£ separovate�n�, a ak s£ separovate�n�, n jde separuj£cu priamku.Vstup. Vstupn� s£bor "P-I-2.INP\ obsahuje riadok s dvoma cel�mi kladn�mi �¡s-lamim a n ur�uj£cimi po rade po�ty prvkov mno�¡nA a B. Potom nasledujem riadkov,z ktor�ch ka�d� obsahuje dve re lne �¡sla { s£radnice bodov mno�iny A a n riadkovrovnak�ho form tu obsahuj£cich s£radnice bodov mno�iny B. Zoznamy bodov A aj Bs£ usporiadan� vzostupne pod�a hodn�t prvej s£radnice. M��ete predpoklada�, �e vstupje zadan� korektne.V�stup. V�stupom programu (z pis do s£boru "P-I-2.OUT\) je riadok obsahuj£citri re lne �¡sla a, b a c oddelen� medzerami, ktor� s£ koe�cientmi v¨eobecnej rovniceniektorej separuj£cej priamky ax + by + c = 0. Ak separuj£ca priamka neexistuje,v�stupom je trojica �¡sel "0 0 0\. P { I { 3Orient-expres prech dza n (n < 100) r�znymi ¨t tmi (o�¡slujeme ich od 1 po n).Ka�d� ¨t t m  svoju vlastn£ menu (tie� ich o�¡slujeme: ¨t t k nech m  menu k) a tietomeny s£ medzi sebou vo�ne zamenite�n�. V ¨t te k m��eme nakupova� in� meny, ale lenza menu k. Cestujeme zo ¨t tu i do ¨t tu j (i < j), potrebujeme teda nak£pi� menu j.Kladn� re lne �¡sloK(i;j) ur�uje, ko�ko jednotiek meny j dostaneme pri priamej v�meneza jednu jednotku meny i. Niekedy s£ ale v�hodnej¨ie nepriame obchody: zameni�menu i za l a potom menu l za j (i < l < j), pr¡p. i za l, l za m a m za j (i < l < m << j) a podobne.Predpokladajme napr¡klad, �e cestujeme zo ¨t tu 1 do 3 a meny ¨t tov 1, 2 a 3 s£vony, tugriky a dongy. Ak za 1 von dostaneme 1,50 tugrikov alebo 1,25 dongov a za 1



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 3tugrik dostaneme 0,90 dongov, je v�hodnej¨ie zameni� vony najprv za tugriky a potomza dongy (za sto vonov takto dostaneme 135 dongov namiesto 125 dongov, ktor� mo�noz¡ska� priamou v�menou).�loha. Nap¡¨te a odla�te program, ktor� po na�¡tan¡ tabu�ky v�menn�ch kurzov Kdok �e odpoveda� na ot zky typu "ak� je najv�hodnej¨¡ (priamy alebo nepriamy)v�menn� kurz pri ceste zo ¨t tu i do ¨t tu j?\.Vstup. Vstupom programu (v s£bore "P-I-3.INP\) je� kladn� cel� �¡slo n (n < 100) { po�et ¨t tov,� n(n�1)2 kladn�ch re lnych �¡sel { v�menn� kurzy:K(1;2) K(1;3) K(1;4) : : : K(1;n)K(2;3) K(2;4) : : : K(2;n). . . ...K(n�1;n)� kladn� cel� �¡slo p { po�et vstupn�ch dvoj¡c ("ot zok\), ktor� bud£ nasledova�,� p dvoj¡c cel�ch �¡sel i; j (1 5 i < j 5 n) { po�iato�n� a koncov� ¨t ty ciest.V�stup. V�stupom programu (s£bor "P-I-3.OUT\) bude p kladn�ch re lnych �¡sel:najv�hodnej¨ie v�menn� kurzy pre jednotliv� cesty. Re lne �¡sla sta�¡ vypisova� s pres-nos�ou na dve desatinn� miesta.Pr¡klad vstupu a zodpovedaj£ceho v�stupu:P-I-3.INP: 4 1.50 1.25 2.20 0.90 1.30 1.55 3 1 2 1 3 1 4P-I-3.OUT: 1.50 1.35 2.20 P { I { 4U�ebn� text.Kombina�n� obvod pozost va zo vstupov obvodu (ozna�en�ch I1, I2, : : : , In), z hra-diel (ozna�en�ch H1, H2, : : : , Hk) a z v�stupov obvodu (ozna�en�ch O1, O2, : : : , Om).Ka�d� hradlo m  jeden alebo viac vstupov ozna�en�ch x1, x2, : : : , xp a jeden v�stupozna�en� z. Ka�d� vstup hradla Hi je napojen� bu� na niektor� vstup obvodu alebona v�stup niektor�ho in�ho hradla Hj, j < i. Ka�d� v�stup obvodu Oi je napojen� nav�stup niektor�ho hradla.Vstupy a v�stupy obvodu, ako aj vstupy a v�stupy hradiel m��u by� v logick�chstavoch 0 (false) a 1 (true). V�po�et obvodu je taktovan�: ak vstupy hradlaH s£ v �ase tv logick�ch stavoch x1[t], x2[t], : : : , xp[t] v�stup H bude v �ase t + 1 v logickom stavez[t + 1] ur�enom vstupmi a typom hradla. Ak je na tento v�stup napojen� napr¡kladvstup x0 hradla H 0, bude v �ase t + 1 vstup x0 v logickom stave z[t + 1] { t.j. logick�stav sa po spojniciach ¨¡ri bez zdr�ania.Budeme pou�¡va� tri typy hradiel: NAND, NOR (v £lohe P-I-4 s dvoma, v £loh chP-II-4 a P-III-3 s viacer�mi vstupmi) a NOT (s jedn�m vstupom). Z vislos� v�stupu



4 46. ro�n¡k matematickej olympi dyt�chto troch typov hradiel na vstupoch popisuj£ nasleduj£ce tabu�ky (uv dzame pr¡-klady hradiel NAND a NOR s dvoma a troma vstupmi):x1[t] x2[t] z[t+ 1]0 0 10 1 11 0 11 1 0 x1[t] z[t+ 1]0 11 0 x1[t] x2[t] z[t+ 1]0 0 10 1 01 0 01 1 0NAND NOT NORx1[t] x2[t] x3[t] z[t+ 1]0 0 0 10 0 1 10 1 0 10 1 1 11 0 0 11 0 1 11 1 0 11 1 1 0 x1[t] x2[t] x3[t] z[t+ 1]0 0 0 10 0 1 00 1 0 00 1 1 01 0 0 01 0 1 01 1 0 01 1 1 0NAND NORTo znamen , �e hradlo typu NAND m  v�stupn£ hodnotu 0 pr ve vtedy, ak v¨etkyjeho vstupy maj£ hodnotu 1. Hradlo typu NOR m  v�stupn£ hodnotu 1 pr ve vtedy,ak v¨etky jeho vstupy maj£ hodnotu 0.Vstupom v�po�tu je n-tica logick�ch stavov vstupov obvodu I1, I2, : : : , In. Logick�stav vstupov obvodu sa po�as v�po�tu nemen¡. Hradl  postupne reaguj£ na logick�stavy svojich vstupov a menia stavy svojich v�stupov. Samozrejme, ak sa v �ase tust lia (t.j. �alej sa nemenia) logick� stavy vstupov hradla, od �asu t + 1 sa ust li ajjeho v�stup. Po kone�nom �ase sa ust lia aj logick� stavy v�stupov obvodu. V�sledkomv�po�tu je m-tica logick�ch stavov v�stupov obvodu O1, O2, : : : , Om.V pr¡pade obvodu na obr zku v�avo (hradl  H1, H2 typu NAND s£ ozna�en� &,hradlo H3 typu NOR je ozna�en� 1, logick� stavy vstupov obvodu s£ 0; 1; 1; 1) budeod �asu t = 1 logick� stav v�stupu H1 rovn� 1 a logick� stav v�stupu H2 rovn� 0. Od�asu t = 2 bude logick� stav v�stupu hradla H3 rovn� 0, �o je aj v�sledkom v�po�tu.&& 1bb bI1I2I3I4 O1H1H2 H3 &1 1bb bI1I2 O1H1H2 H31 bO2H4r r



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 5V obvode vpravo vystupuj£ aj hradl H3, H4 typu NOT (s£ ozna�en� 1, rovnako akoNOR { maj£ ale len jeden vstup). Po dvoch taktoch (v �ase t = 2) sa v�stupy obvoduust lia a v�sledkom bude "utrieden� vstup\: naO1 bude men¨¡ a naO2 v��¨¡ z logick�chstavov vstupov obvodu. Chovanie tohto obvodu by sme mohli pop¡sa� tabu�kou:I1 I2 O1 O20 0 0 00 1 0 11 0 0 11 1 1 1S£�a�n� £lohy.Vstup. Nap¡¨te program, ktor� zo vstupn�ho s£boru na�¡ta{ tri �¡sla { po�et vstupov obvodu (n), po�et hradiel (k) a po�et v�stupov obvodu (m),{ popis kombina�n�ho obvodu vo vhodnom form te, ktor� sami navrhnete,{ �¡slo p ud vaj£ce po�et vstupn�ch n-t¡c n£l a jednotiek,{ p vstupn�ch n-t¡c n£l a jednotiek { vstupy kombina�n�ho obvodu.V�stup. Do v�stupn�ho s£boru potom vyp¡¨e{ p v�stupn�ch m-t¡c n£l a jednotiek { v�sledky v�po�tu obvodu so zadan�mi vstup-n�mi n-ticami.�loha. Navrhnite kombina�n� obvod s dvoma vstupmi (I1 = x, I2 = y) a dvomav�stupmi (O1 = c, O2 = s) tak, aby realizoval s�¡tanie dvoch jednobitov�ch �¡sel: 2 �� c+ s = x+ y. To znamen , �e v�stup s bude obsahova� paritu s£�tu a v�stup c budeobsahova� prenos (carry). Obvod nakreslite a pop¡¨te aj vo vstupnom form te pre v ¨program. P { II { 1Hrac¡ pl n pozost va z 2n pol¡�ok umiestnen�ch v jednom rade ved�a seba (n = 3).Na ka�dom pol¡�ku sa nach dza modr� alebo �erven� kamienok, celkov� po�et modr�cha �erven�ch kamienkov je rovnak� (n).Cie�om hry je usporiada� kamienky: v �avej polovici hracieho pl nu maj£ by� �erven�,v pravej polovici modr� kamienky. Povolenou oper ciou v hre je obr tenie poradiatroch alebo ¨tyroch susedn�ch kamienkov, t.j. zmena abc ! cba, resp. abcd ! dcba,kde abc (abcd) s£ susedn� kamienky na hracom pl ne. Oper ciu m��eme jednozna�neur�i� pomocou dvoch �¡sel: poz¡cie p naj�avej¨ieho pol¡�ka menen�ho £seku a d��ky lmenen�ho £seku (1 5 p 5 2n� l+1, l = 3; 4). Rie¨en¡m hry je postupnos� dvoj¡c (p; l),ktor  po�iato�n£ situ ciu prevedie na usporiadan£.Vstup. Nap¡¨te program, ktor� na�¡ta zo vstupn�ho s£boru P-II-1.INP{ �¡slo n (3 5 n 5 1000) { po�et modr�ch resp. �erven�ch kamienkov (v prvom riadkus£boru);{ po�iato�n£ situ ciu { postupnos� 2n znakov m (reprezentuje modr� kamienok) a c(�erven� kamienok) v druhom riadku s£boru.



6 46. ro�n¡k matematickej olympi dyV�stup. Do v�stupn�ho s£boru P-II-1.OUT potom vyp¡¨e postupnos� dvoj¡c �¡selp l (krokov rie¨enia v tvare pop¡sanom vy¨¨ie; ka�d£ dvojicu na samostatn� riadok)ukon�en£ riadkom obsahuj£cim dve nuly. Vyp¡san  postupnos� predstavuje rie¨eniezadanej hry.Pozn mky: Uvedomte si, �e ka�d  po�iato�n  situ cia je rie¨ite�n . V ¨ programnemus¡ n js� optim lne rie¨enie (tzn. d��ka vygenerovanej postupnosti nemus¡ by�najmen¨ia mo�n ), sna�te sa v¨ak n js� efekt¡vny algoritmus.P { II { 2Nech A je postupnos� bodov A[1]; A[2]; : : : ; A[n] (n = 1), kde bod A[i] m  celo�¡seln�s£radnice (A[i]:x;A[i]:y). Tak to postupnos� sa naz�va schodovit , ak pre ka�d� imen¨ieako n plat¡: A[i]:x < A[i + 1]:x; A[i+ 1]:x�A[i]:x 5 2;A[i+ 1]:y < A[i]:y; A[i]:y �A[i + 1]:y 5 2a vzdialenos� medzi bodmi A[i + 1] a A[i] je men¨ia ako 2p2.Robot sa m��e pohybova� po ceste ur�enej bodmi schodovitej postupnosti, pri�omt to cesta za�¡na v bode A[1], pokra�uje cez body A[2]; : : : ; A[n�1] a kon�¡ v bode A[n],pri�om medzi ka�d�mi dvoma bodmi postupnosti sa robot pohybuje po £se�ke.Z cesty robota mo�no odstr ni� £se�ku A[i � 1]A[i] tak, �e body A[i] a� A[n]posunieme tak, aby sa bodA[i] dostal do boduA[i�1] (v¨etky body pos£vame o rovnak£vzdialenos� v x-ovom aj y-ovom smere). Bod A[i � 1] potom vyl£�ime z postupnosti.V¨imnite si, �e vzniknut  postupnos� je takisto schodovit , pri�om po�et bodov sazmen¨il o jedna.�loha. Dan� s£ dve schodovit� postupnosti A (jAj = n) a B (jBj = m). Robot RA sapohybuje po ceste ur�enej postupnos�ouA a robot RB po ceste ur�enej postupnos�ouB.N jdite �o najefekt¡vnej¨¡ algoritmus, ktor� ur�¡ najmen¨ie po�ty £se�iek, ktor� jepotrebn� odstr ni� z ciest robotov RA, RB tak, aby sa oba roboty (za predpokladu,�e sa zo svojich po�iato�n�ch bodov za�n£ pohybova� naraz rovnakou r�chlos�ou)pohybovali s£be�ne (t.j. ich vz jomn  poloha je st le rovnak ) a skon�ili v tom istom�ase v poslednom bode pr¡slu¨ne upraven�ch schodovit�ch postupnost¡.P { II { 3Orient-expres prech dza n (n < 100) r�znymi ¨t tmi. Budeme pou�¡va� ozna�e-nie a pravidl  pre n kup mien v jednotliv�ch ¨t toch zaveden� v £lohe P-I-3 (pozrina strane 2).Niektor� zo ¨t tov sa rozhodli podporova� turizmus (samozrejme nie svojich vlast-n�ch ob�anov), a preto cestuj£ceho, ktor� vyst£pi z Orient-expresu, aby si vymenilpeniaze, na nieko�ko dn¡ zdr�ia. Nez porn� cel� �¡slo T [i] ur�uje, ko�ko dn¡ mus¡ str vi�turista v ¨t te i, ak si tam vymenil peniaze (n klady na pobyt v �al¨om neuva�ujeme



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 7a pre jednoduchos� budeme predpoklada�, �e cestuj£ci na medzistaniciach vystupuj£len za £�elom v�meny pe¤az¡). Po uplynut¡ T [i] dn¡ pokra�uje cestuj£ci v ceste (Orient-expres jazd¡ denne). �iadny cestuj£ci nie je ochotn� obetova� viac ne� ur�it� po�et dn¡(nanajv�¨ 10) na "turistick� pobyt\ na medzistaniciach.Predpokladajme napr¡klad, �e cestujeme zo ¨t tu 1 do 3 a meny ¨t tov 1, 2 a 3 s£vony, tugriky a dongy. Ak za 1 von dostaneme 1,50 tugrikov alebo 1,25 dongov a za 1tugrik dostaneme 0,90 dongov, je v�hodnej¨ie zameni� vony najprv za tugriky a potomza dongy (za sto vonov takto dostaneme 135 dongov namiesto 125 dongov z¡skate�n�chpriamou v�menou). Ak ov¨em T [2] je 5 a m��eme si dovoli� zdr�anie nanajv�¨ tri dni,druh  mo�nos� neprich dza do £vahy (v¨imnite si, �e T [1] a T [3] nehr  v tejto £vahe�iadnu £lohu).�loha. Nap¡¨te program, ktor� po na�¡tan¡ tabu�ky v�menn�ch kurzov K a tabu�kyzdr�an¡ T dok �e odpoveda� na ot zky typu "ak� je najv�hodnej¨¡ (priamy alebo ne-priamy) v�menn� kurz pri ceste zo ¨t tu i do ¨t tu j, ak sme ochotn¡ str vi� nanajv�¨ kdn¡ turistikou?\.Vstup. Vstupom programu (v s£bore P-II-3.INP) je� kladn� cel� �¡slo n (n < 100) { po�et ¨t tov;� n(n�1)2 kladn�ch re lnych �¡sel { v�menn� kurzyK(1;2) K(1;3) K(1;4) : : : K(1;n)K(2;3) K(2;4) : : : K(2;n). . . ...K(n�1;n)� n nez porn�ch cel�ch �¡sel { zdr�ania T [1]; T [2]; : : : ; T [n];� kladn� cel� �¡slo p { po�et vstupn�ch troj¡c ("ot zok\), ktor� bud£ nasledova�;� p troj¡c cel�ch �¡sel i; j; k (1 5 i < j 5 n; k 5 10) { po�iato�n� a koncov� ¨t ty ciesta maxim lne zdr�ania.V�stup. V�stupom programu (v s£bore P-II-3.OUT) bude p kladn�ch re lnych �¡-siel: najv�hodnej¨ie v�menn� kurzy pre jednotliv� cesty. Re lne �¡sla sta�¡ vypisova�s presnos�ou na dve miesta za desatinnou bodkou.Pozn mka: Pri rie¨en¡ nemus¡te bra� oh�ad na obmedzenie ve�kost¡ pol¡ dan� nie-ktor�mi preklada�mi programovac¡ch jazykov.P { II { 4Zadanie tejto £lohy vych dza zo ¨tudijn�ho textu zaraden�ho pred £lohou P-I-4, pozrina strane 3 . Hradl  typu NAND a NOR m��u ma� ale tentokr t (narozdiel od £lohyP-I-4) viac ne� dva vstupy { bli�¨ie pozri spom¡nan� ¨tudijn� text.�loha. Va¨ou £lohou je navrhn£� a pop¡sa� kombina�n� obvod so 4 vstupmi a 7v�stupmi na ovl danie LED-displeja pre zn zornenie �¡siel 0 a� 9:



8 46. ro�n¡k matematickej olympi dyVstupy obvodu ozna�¡me x0, x1, x2, x3 a v�stupy y0, y1, y2, y3, y4, y5, y6. Vstupyobvodu budeme interpretova� ako bin rny z pis �¡siel 0 a� 9 (x3 je najv�znamnej¨¡ bit):x3 x2 x1 x0 v�znam0 0 0 0 00 0 0 1 10 0 1 0 2... ... ... ... ...1 0 0 1 9Bin rne z pisy �¡siel v��¨¡ch ako 9 n s nebud£ zauj¡ma� a v�stupy obvodu pre tietovstupy m��u by� �ubovo�n�.V�stupy obvodu zodpovedaj£ segmentom displeja, kdey0 ovl da horn� vodorovn� segment,y1 ovl da �av� horn� zvisl� segment,y2 ovl da prav� horn� zvisl� segment,y3 ovl da stredn� vodorovn� segment,y4 ovl da �av� doln� zvisl� segment,y5 ovl da prav� doln� zvisl� segment,y6 ovl da doln� vodorovn� segment.Presn� chovanie obvodu m��eme pop¡sa� tabu�kou, kde 0 znamen  "nesvieti\, 1 "svieti\a ? je "�ubovo�n  hodnota\ (0 alebo 1).x3x2x1x0 y0 y1 y2 y3 y4 y5 y60000 1 1 1 0 1 1 10001 0 0 1 0 0 1 00010 1 0 1 1 1 0 10011 1 0 1 1 0 1 10100 0 1 1 1 0 1 00101 1 1 0 1 0 1 10110 1 1 0 1 1 1 10111 1 0 1 0 0 1 01000 1 1 1 1 1 1 11001 1 1 1 1 0 1 1in� ? ? ? ? ? ? ?Obvod m��ete pop¡sa� �ubovo�n�m sp�sobom, ktor� jednozna�ne ur�¡ hradl  obvodu:ich typ (vstup xi, NAND, NOR, NOT, v�stup yi) a napojenie ich vstupov (napr¡kladobr zok).



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 9P { III { 1S£ dan� s£radnice n modr�ch a n �erven�ch bodov v rovine. �iadne tri z t�chtobodov nele�ia na jednej priamke a v¨etky s£ navz jom r�zne.�loha. Nap¡¨te �o najefekt¡vnej¨¡ algoritmus, ktor� n jde n £se�iek tak�ch, �e ka�d z nich m  jeden koncov� bod v �ervenom bode a druh� v modrom bode a �iadne dve£se�ky nemaj£ ani jeden spolo�n� bod. V pr¡pade, �e rie¨enie neexistuje, algoritmuso tom vyp¡¨e vhodn£ spr vu. P { III { 2Nech A je postupnos� bodov A[1]; A[2]; : : : ; A[n] (n = 1), kde bod A[i] m  celo�¡seln�s£radnice (A[i]:x;A[i]:y). Tak to postupnos� sa naz�va schodovit , ak pre ka�d� imen¨ieako n plat¡: A[i]:x < A[i + 1]:x; A[i+ 1]:x�A[i]:x 5 2;A[i+ 1]:y < A[i]:y; A[i]:y �A[i + 1]:y 5 2a vzdialenos� medzi bodmi A[i + 1] a A[i] je men¨ia ako 2p2.Dan� je po�iato�n� bod S s celo�¡seln�mi s£radnicami (S:x; S:y) a koncov� bod Kso s£radnicami (K:x;K:y).�loha. Nap¡¨te �o najefekt¡vnej¨¡ algoritmus, ktor� ur�¡ schodovit£ postupnos� s naj-men¨¡m mo�n�m po�tom bodov tak£, �e jej prv�m bodom bude S a posledn�mbodom K. (Ak teda postupnos� bude ma� n bodov, potom A[1] = S a A[n] = K.)V pr¡pade, �e tak to postupnos� neexistuje, algoritmus o tom vyp¡¨e vhodn£ spr vu.D�le�itou s£�as�ou rie¨enia je d�kaz, �e mno�ina, ktor£ n jde v ¨ algoritmus, m skuto�ne najmen¨¡ mo�n� po�et bodov.P { III { 3Zadanie tejto £lohy vych dza zo ¨tudijn�ho textu zaraden�ho pred £lohou P-I-4,strana 3 . Hradl  typu NAND a NOR m��u ma� ale tentokr t (narozdiel od £lohyP-I-4) viac ne� dva vstupy { bli�¨ie pozri spom¡nan� ¨tudijn� text.�loha. Va¨ou £lohou je navrhn£� a pop¡sa� kombina�n� obvody s 8 vstupmi x1, x2,: : : , x8 a jedn�m v�stupom pre nasleduj£ce funkcie:� parita { v�stupn  hodnota je 1 pr ve vtedy, ak medzi vstupn�mi hodnotami jep rny po�et jedni�iek,� majorita { v�stupn  hodnota je 1 pr ve vtedy, ak medzi vstupn�mi hodnotami jeaspo¤ 5 jedni�iek,� aspo¤2 { v�stupn  hodnota je 1 pr ve vtedy, ak medzi vstupn�mi hodnotami s£aspo¤ 2 jedni�ky.



10 46. ro�n¡k matematickej olympi dyP { III { 4Hrac¡ pl n je p s pol¡�ok o�¡slovan�ch z�ava doprava �¡slami 0; 1; 2, at�. Na niektor�chpol¡�kach hracieho pl nu je umiestnen� kamienok, celkov� po�et kamienkov je od 1po 4. Poradov� �¡slo kamienka je po�et kamienkov, ktor� le�ia na pl ne na�avo od neho.Prv� kamienok z�ava m  teda poradov� �¡slo 0 a posledn� k � 1. Ka�d£ situ ciu hrymo�no pop¡sa� po�tom kamienkov a �¡slami pol¡�ok, na ktor�ch s£ jednotliv� kamienkyumiestnen�. M��ete predpoklada�, �e �iaden kamienok nebude na pol¡�ku s �¡slomv��¨¡m ako 231 � 1. Koncov  situ cia je situ cia, v ktorej sa kamienky nach dzaj£na pol¡�kach 0; 1; : : : k � 1.Hru hraj£ dvaja hr �i, ktor¡ striedavo �ahaj£ kamienkami. V jednom �ahu je povo-len� posun£� jeden z kamienkov o �ubovo�n� po�et pol¡�ok pri dodr�an¡ nasleduj£cichpodmienok:� kamienky sa pos£vaj£ do�ava,� na ka�dom pol¡�ku je v�dy nanajv�¨ jeden kamienok,� po�et kamienkov, ktor� s£ na�avo od pos£van�ho kamienka sa posunut¡m nezmen¡.V koncovej situ cii teda nie je mo�n� spravi� �al¨¡ �ah a hra kon�¡. Vyhr va hr �, ktor�urobil posledn� krok. M��ete predpoklada�, �e na za�iatku hra nie je v koncovej situ cii.�loha. Nap¡¨te program (�alej ozna�ovan� ako hr �), ktor� bude hra� t£to hru, a tov�dy ako za�¡naj£ci hr � (prv� na �ahu). Druh�ho hr �a bude zastupova� kni�nicapop¡san  ni�¨ie (�alej ozna�ovan  ako protivn¡k), ktor£ pou�ijete vo va¨om programe.Va¨ou £lohou bude nap¡sa� program, ktor� �o naj£spe¨nej¨ie hr  proti �ubovo�n�muprotihr �ovi (t.j. proti ka�dej kni�nici sp�¤aj£cej uveden� popis).Kni�nice s£ ulo�en� v s£boroch HRA C.LIB (pre C/C++) pr¡padne HRA P.TPU(pre PASCAL). Kni�nica obsahuje nieko�ko funkci¡, resp. proced£r s nasleduj£cimihlavi�kami:/* C/C++ */#ifdef cplusplusextern "C" f#endif#define MAXKAM 4typedef long THraciPlan[MAXKAM];void inicializuj(int* pocetKamienkov, THraciPlan hraciPlan);void mojKrok(int kamienok, long dlzkaKroku);void tvojKrok(int* kamienok, long* dlzkaKroku);#ifdef cplusplusg#endiffPascalginterfaceconst MAXKAM = 4;type THraciPlan = array[0..MAXKAM-1] of longint;



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 11procedure inicializuj(var pocetKamienkov : integer;var hraciPlan : THraciPlan);procedure mojKrok(kamienok: integer; dlzkaKroku : longint);procedure tvojKrok(var kamienok: integer;var dlzkaKroku : longint);Funkcia inicializuj inicializuje hru a vr ti po�iato�n£ situ ciu hry. V parametripocetKamienkov vr ti po�et kamienkov na hracom pl ne a v poli hraciPlan vr tipoz¡cie kamienkov, pri�om hraciPlan[i] je poz¡cia kamienka s poradov�m �¡slom i,pre i = 0; 1; : : : ; pocetKamienkov� 1, hodnoty ostatn�ch prvkov po�a s£ nede�novan�.Pomocou funkcie mojKrok oznamujete protihr �ovi svoj krok. V parametri kamienokodovzd vate poradov� �¡slo pos£van�ho kamienka a v parametri dlzkaKroku po�etpol¡�ok, o ktor� pos£vate zvolen� kamienok.Pomocou funkcie tvojKrok z¡skate naopak s£perov �ah, pri�om v�znam argumentovje tak� ist� ako vo funkcii mojKrok.V ¨ program na za�iatku svojho behu zavol  funkciu inicializacia a potomstriedavo vol  funkcie mojKrok a tvojKrok, pri�om za�¡na funkciou mojKrok. M��etepredpoklada�, �e protivn¡k hr  korektne. Ak hr � sprav¡ v¡�azn� �ah, t.j. �ah, po ktoromnastane koncov  situ cia, funkcia mojKrok ukon�¡ program. Ak naopak protivn¡k svojimnasleduj£cim �ahom zv¡�az¡, funkcia tvojKrok ukon�¡ program.Ak v ¨ program nedodr�¡ op¡san� poradie volania proced£r alebo zad  nepovolen�krok ako argument funkcie mojKrok, v ¨ program prehr va. Takisto je zak zan� ukon�i�program pred koncom hry.Pozn mky:{ Na sk£¨ku m te k dispoz¡cii jedn�ho protihr �a. Tento protihr � na�¡tava po�iato�n£poz¡ciu zo s£boru HRA.IN (tento s£bor obsahuje po�et kamienkov a ich poz¡cie).{ V ¨ program m��e by� testovan� aj s in�mi protihr �mi.P { III { 5V starovekom meste Kuru archoel¢govia objavili zvl ¨tny trezor. Pozost val zo ¨ty-roch dver¡. Dvere sa museli otvori� v spr vnom porad¡, lebo inak cel£ miestnos� zalialavoda. Na ka�d�ch dver ch bolo vytesan� nejak� zviera. Na stene archeol¢govia rozl£¨tilitext, ktor�ho preklad do sloven�iny znie:Ako prv� otvor dvere, na ktor�ch je bu� lev alebo orol.Ako druh� otvor dvere, na ktor�ch je bu� had alebo ¨korpi¢n.Ako tretie otvor dvere, na ktor�ch je bu� orol alebo had.Ako druh� otvor dvere, na ktor�ch je bu� lev alebo had.Ak predpoklad me, �e v¨etky tieto tvrdenia s£ pravdiv�, m��eme ur�i� poradieotv rania dver¡. Z druh�ho a ¨tvrt�ho tvrdenia vypl�va, �e ako druh� treba otvori�dvere, na ktor�ch je had. Z tretieho tvrdenia a z faktu, �e had je na druh�ch dver ch,vypl�va, �e orol je na tret¡ch dver ch. Z prv�ho tvrdenia a z faktu, �e orol je na tret¡chdver ch vypl�va, �e lev je na prv�ch dver ch. Pre ¨korpi¢na ostali ¨tvrt� dvere.



12 46. ro�n¡k matematickej olympi dy�loha. Nap¡¨te �o najefekt¡vnej¨¡ program, ktor� bude rie¨i� tak�to typ hlavolamov. Jedan� po�et dver¡ n (1 5 n 5 1 000). Na ka�d�ch dver ch je vytesan� in� zviera, pri�omtieto zvierat  ozna�¡me �¡slami od 1 po n. �alej je dan� �¡slo m (1 5 m 5 1 000) a mtvrden¡, pri�om ka�d� tvrdenie m��e by� jedn�ho z dvoch tvarov:� "Ako i-te treba otvori� dvere, na ktor�ch je zviera j\, kde 1 5 i; j 5 n. Toto tvrdeniebudeme k¢dova� trojicou �¡sel 1 i j.� "Ako i-te treba otvori� dvere, na ktor�ch je bu� zviera j alebo zviera k\, kde 1 55 i; j; k 5 n, j 6= k. Toto tvrdenie budeme k¢dova� ¨tvoricou �¡sel 2 i j k.Rie¨enie hlavolamu je tak� poradie otv rania dver¡, v ktorom sa ka�d� dvere vyskytuj£pr ve raz, a ktor� sp�¤a v¨etky zadan� tvrdenia.Vstup. Vstupn� s£bor obsahuje nieko�ko hlavolamov. Prv� riadok s£boru obsahujepo�et hlavolamov v s£bore. Pre ka�d� hlavolam vstupn� s£bor obsahuje blok £dajov.V prvom riadku bloku sa nach dzaj£ �¡sla n a m. Ka�d� z �al¨¡ch m riadkov obsahujek¢d jedn�ho tvrdenia. Jednotliv� bloky £dajov s£ oddelen� v�dy jedn�m pr zdnymriadkom.V�stup. Pre ka�d� hlavolam vyp¡¨te do v�stupn�ho s£boru jeden riadok, ktor� budeobsahova�:{ text "Neexistuje riesenie\, ak hlavolam nem  ani jedno rie¨enie,{ text "Viacero rieseni\, ak hlavolam m  viac ako jedno rie¨enie,{ rie¨enie hlavolamu (t.j. �¡sla zvierat vytesan�ch na dver ch v takom porad¡ ako trebadvere otv ra�; za sebou id£ce �¡sla odde�te pr ve jednou medzerou), ak hlavolam m pr ve jedno rie¨enie.



Rie¨enia s£�a�n�ch £lohKateg¢ria PP { I { 1Najprv sa pok£sime odpoveda� na ot zku, kedy £loha nem  rie¨enie. Po z¡skan¡ ur�it�chpraktick�ch sk£senost¡ s hrou zist¡me, �e ka�d£ po�iato�n£ situ ciu S dok �eme previes�na situ ciuK = 1; 2; : : : ; 13; 14; 15; 0 alebo N = 1; 2; : : : ; 13; 15; 14; 0, kde 0 predstavujepr zdne pol¡�ko. Po �al¨¡ch sk£senostiach z¡skame presved�enie (podporen� aj prv�mpr¡kladom v zadan¡ £lohy), �e situ cia N je nerie¨ite�n . To ale znamen  tie� nerie-¨ite�nos� po�iato�nej situ cie S. Inak by sme N vyrie¨ili prevodom na S ("sp�tn�mchodom\ { zopakovan¡m prevodu S na N v opa�nom porad¡) a n sledn�m prevodom Sna K. Ak teda budeme ma� algoritmus, ktor� �ubovo�n£ po�iato�n£ situ ciu S prevediebu� na K, alebo na N , budeme vedie� rozhodn£� o rie¨ite�nosti S { sta�¡ sa pozrie�, �isme skon�ili v K alebo v N .Rie¨ite�n� a nerie¨ite�n� situ cie sa dokonca daj£ matematicky charakterizova�. T tocharakteriz cia n m poskytne d�kaz nerie¨ite�nosti N , a t�m d  £vah m v predch dza-j£com odstavci pevn� z klad.Zavedieme najprv pojem po�et inverzi¡ danej situ cie S. Vyp¡¨eme si �¡sla kamien-kov S za sebou, ale vynech me 0 (pr zdne pol¡�ko). Pre situ ciu A uveden£ v zadan¡by sme dostali postupnos� 7, 12, 9, 3, 14, 15, 10, 1, 8, 13, 5, 11, 6, 2, 4. Inverzia je tak dvojica (i; j) �lenov tejto postupnosti, �e i predch dza v postupnosti j, a pritom i > j.Napr¡klad 12 a 9 tvor¡ inverziu v postupnosti A, ktor  m  spolu6 + 10 + 7 + 2 + 9 + 9 + 6 + 0 + 4 + 5 + 2 + 3 + 2 + 0 + 0 = 65 inverzi¡:�al¨¡m �¡slom, ktor� n s bude zauj¡ma�, je �¡slo riadku (1 a� 4), v ktorom sa nach dzapr zdne pol¡�ko (pre A je to 2). Charakteristikou C(A) situ cie A nazveme s£�et t�chtodvoch �¡sel (po�tu inverzi¡ a �¡sla riadku pr zdneho pol¡�ka). V¨imnite si, �e C(A) == 65 + 2 = 67, C(K) = 0 + 4 = 4 a C(N) = 1 + 4 = 5. �o sa stane s charakteristikou,ke� prejdeme povolen�m krokom zo situ cie S do S0? Rozl¡¨ime dva pr¡pady:{ krok vodorovn�m smerom (do�ava alebo doprava): ani jeden zo s�¡tancov sa nezmen¡,teda C(S) = C(S0).{ krok zvisl�m smerom (hore alebo dole): �¡slo riadku sa zmen¡ o 1. Po�et inverzi¡ sazmen¡ o 1 alebo o 3 (dok �te!).Celkovo teda C(S) patr¡ do rovnakej zvy¨kovej triedy po delen¡ dvoma ako C(S0).In�mi slovami povedan�, parita charakteristiky sa povolen�mi krokmi nezmen¡. Akm  za�iato�n  situ cia nep rnu charakteristiku, ur�ite sa ned  previes� na koncov£situ ciu K, a preto je nerie¨ite�n . Nerie¨ite�n  je teda aj situ cia N , rovnako akov¨etky situ cie, ktor� sa na ¤u daj£ previes� postupnos�ou povolen�ch krokov.



14 46. ro�n¡k matematickej olympi dyTeraz uvedieme algoritmus, ktor� �ubovo�n£ po�iato�n£ situ ciu prevedie bu� na K,alebo na N { presnej¨ie na nerie¨ite�n£ situ ciuN 0 = (1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 15; 13; 14; 12; 0); C(N 0) = 5 + 4 = 9 :My¨lienka algoritmu je jednoduch : postupne dostaneme na svoje miesto kamienky 1, 2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 13, 10, 14, 11 a 0 (pr zdne pol¡�ko na poz¡ciu 16). Pokia� je po skon�en¡kamienok 15 na svojom mieste, je aj 12 v poriadku a m me K, inak sme dospeli k N 0.Pre ka�d� kamienok (napr. k), ktor� chceme takto dosta� na miesto, de�nujeme cyklus{ cyklick£ postupnos� susedn�ch poz¡ci¡ obsahuj£cu{ cie�ov£ poz¡ciu pre kamienok k{ poz¡ciu, na ktorej kamienok k pr ve le�¡{ pr zdnu poz¡ciu.Kamienky budeme pres£va� po tomto cykle, dokia� sa kamienok nedostane na svojemiesto (toto e¨te upresn¡me nesk�r). M��eme dokonca predp¡sa�, kde m  skon�i�pr zdne pol¡�ko. Budeme pos£va� kamienky po cykle (ur�enom kamienkomKtor�) tak,�e sa Ktor� dostane na poz¡ciu Kam a poz¡cia NP (Nechaj Pr zdnu) ostane pr zdna.Cykly z sadne obch dzaj£ poz¡cie, ktor�m u� algoritmus pridelil spr vny kamienok.Jednotliv� cykly vyzeraj£ nasledovne (uv dzame ich v smere putovania pr zdnehopol¡�ka):Ktor� Kam NP cyklus d��ka1 1 2 1,2,3,4,8,12,16,15,11,7,6,10,14,13,9,5,1 162 2 3 2,3,7,8,12,16,15,11,10,14,13,9,5,6,2 143 3 8 3,4,8,12,16,15,11,10,14,13,9,5,6,7,3 144 8 12 5,6,7,8,12,16,15,11,10,14,13,9,5 125 5 6 5,6,7,8,12,16,15,11,10,14,13,9,5 126 6 7 6,7,11,12,16,15,14,13,9,10,6 107 7 12 7,8,12,16,15,14,13,9,10,11,7 108 12 16 9,10,11,12,16,15,14,13,9 89 9 14 9,13,14,15,16,12,11,10,9 813 14 15 10,11,12,16,15,14,10 610 10 15 10,14,15,16,12,11,10 614 15 16 11,15,16,12,11 411 11 16 11,12,16,15,11 4Mus¡me e¨te vysvetli� dva problematick� body.� Potom, �o sme dostali kamienok 1 na poz¡ciu 1 (a poz¡cia 2 je pr zdna), m��e sasta�, �e kamienok 2 je na poz¡cii 4, teda mimo druh� cyklus. To vyrie¨ime uplatnen¡mkrokov 3, 4, 8 (kamienok 2 sa ocitne na poz¡cii 3 a poz¡cia 8 ostane pr zdna). Obdobn�probl�m je aj s kamienkom 6.� Druh� probl�m sa t�ka umiestenia "rohov�ch\ kamienkov 4, 8, 13 a 14 { pr ve pre neje Ktor� 6= Kam v tabu�ke. Ke� u� sme umiestnili kamienky 1, 2 a 3, �iadny cyklus



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 15obch dzaj£ci poz¡cie 1, 2 a 3 neprech dza poz¡ciou 4. Preto kamienok 4 neumiest-¤ujeme na poz¡ciu 4 priamo (pokia�, samozrejme, e¨te na nej nele�¡), ale poz¡ciu 8a poz¡ciu 12 nech me pr zdnu { pozri cyklus pre kamienok 4. Potom mechanickyuplatn¡me postupnos� jeden stich krokov z¡skan£ sk£¨an¡m, ktor  dostane 4 na svojemiesto, pri�om do�asne premiestni aj kamienok 3. Podobne postupujeme v pr¡pade 8,13 a 14.Program najprv vypo�¡ta postupnos� krokov ved£cu naK (pr¡p.N 0), ulo�¡ ju do po�aa over¡, �i je po�iato�n  situ cia rie¨ite�n . Ak  no, obnov¡ vopred ulo�en£ po�iato�n£situ ciu a predvedie (krokovan¡m po opakovanom stla�en¡ kl vesu) n jden� rie¨enie.Na dokon�enie popisu algoritmu e¨te potrebujeme odhadn£� po�et krokov rie¨enia,aby sme mohli nade�nova� pole na ulo�enie jednotliv�ch krokov n jden�ho rie¨enia.Pozrime sa najprv na prev dzanie jedn�ho cyklu d��ky d. Rozmiestnenie kamienkovv tomto cykle sa behom prev dzania men¡, ale v¨etk�ch mo�n�ch rozmiestnen¡ je d(d�� 1), lebo rozmiestnenie je ur�en� polohou kamienka Ktor� a polohou pr zdnehopol¡�ka. To znamen , �e pri prev dzan¡ cyklu sa vykon  nanajv�¨ d(d � 1) krokov.Z tabu�ky teda ur�¡me, �e celkov� po�et krokov ulo�en�ch do po�a je16 � 15 + 2 � 14 � 13 + 2 � 12 � 11 + 2 � 10 � 9 + 2 � 8 � 7 + 2 � 6 � 5 + 2 � 4 � 3 = 1254 :K tomuto �¡slu e¨te mus¡me pripo�¡ta� korekciu pre kamienky 2 a 6 (spolu 6 krokov)a 4 o¨etrenia rohov�ch kamienkov po jeden stich krokoch (spolu 44 krokov), �o spolud va 1 304 krokov. P { I { 2Nech A[1]; A[2]; : : : ; A[m] s£ body prvej mno�iny, B[1]; B[2]; : : : ; B[n] s£ body druhejmno�iny, m;n = 1. Na s£radnice bodov t�chto mno�¡n sa budeme odvol va� pomocoubodkovej not cie, t.j. A[k]:x je x-ov  s£radnica a A[k]:y je y-ov  s£radnica bodu A[k].Pokia� m = 1 a z rove¤ n = 1, rozl¡¨ime dva pr¡pady:{ body A[1] a B[1] s£ toto�n�, teda mno�iny nie s£ separovate�n�,{ body A[1] a B[1] s£ r�zne, potom mno�iny s£ separovate�n�, napr¡klad priamkukolm£ na £se�ku A[1]B[1] a prech dzaj£cu stredom tejto £se�ky.Bez ujmy na v¨eobecnosti �alej predpokladajme, �e m > 1 (inak je mo�n� mno�inyprezna�i�). Z kladn� my¨lienky postupu rie¨enia zhrnieme v nasleduj£cich krokoch:{ Vytvor¡me konvexn� obal mno�iny A. V�aka ¨peci lnemu tvaru mno�iny je to jed-noduch¨ie ako vo v¨eobecnom pr¡pade. T to �as� algoritmu vy�aduje line rny �asvzh�adom na po�et bodov mno�iny A, t.j. O(m).{ Zist¡me polohu bodu B[1] vo�i konvexn�mu obalu mno�iny A. Ak bod B[1] le�¡v konvexnom obale mno�iny A, potom mno�iny A a B nie s£ separovate�n�. Pokia�bod B[1] nele�¡ vn£tri konvexn�ho obalu mno�iny A, potom u� pozn me jedenbod mno�iny B, ktor� nele�¡ vn£tri. Z rove¤ ur�¡me polohu bodu B[1] vzh�adomk priamke ur�enej bodmi A[1] a A[m]. Pokia� bod B[1] le�¡ v kladnej polrovine, potomv pr¡pade, �e mno�iny s£ separovate�n�, o�ak vame v¨etky body mno�iny B v tejto



16 46. ro�n¡k matematickej olympi dypolrovine, inak analogicky uva�ujeme o z pornej polrovine. T to �as� algoritmuvy�aduje line rny �as vzh�adom na po�et bodov mno�iny A, t.j. O(m).{ Tento a �al¨ie kroky prev dzame len ke� bod B[1] nele�¡ v konvexnom obale mno-�inyA. Vytvor¡me konvexn� obal mno�inyB. Tento krok algoritmu vy�aduje line rny�as vzh�adom k po�tu bodov mno�iny B, t.j. O(n).{ Pokia� B[1] le�¡ v kladnej polrovine ur�enej priamkou A[1]A[m], potom uva�ujemehorn£ �as� konvexn�ho obalu mno�iny A a doln£ �as� konvexn�ho obalu mno�iny B,inak analogicky naopak. Ak uveden� dvojice mnohouholn¡kov maj£ spolo�n� bod,potom mno�iny A a B nie s£ separovate�n�, inak s£ separovate�n�. T to �as� algo-ritmu vy�aduje line rny �as vzh�adom k po�tu vrcholov v oboch mnohouholn¡koch,t.j. O(m+n). Jedn�m prechodom takto vzniknutej postupnosti bodov zist¡me mo�n�priese�n¡ky £se�iek (v�aka usporiadaniu bodov pod�a x-ov�ch s£radn¡c).{ Predpokladajme na�alej, �e B[1] le�¡ v kladnej polrovine ur�enej priamkouA[1]A[m].Ak s£ mno�iny separovate�n�, potom pod�a vy¨¨ie uveden�ch predpokladov o�ak -vame, �e mno�ina B bude cel  v kladnej polrovine a mno�ina A v z pornej polrovineh�adanej priamky p. Zvo�me priamku p : ax + by + c = 0 kolm£ na priamku ur�en£bodmi A[1] a B[1]. Zrejme plat¡, �e body A[1] a B[1] s£ separovan� spr vne. �al¨iekroky bud£ spo�¡va� vo vhodnej adapt cii tejto priamky. Prechodom v¨etk�mi bodmioboch mno�¡n (sta�ia len body odpovedaj£cich �ast¡ konvexn�ho obalu) dostanemespr vne nastaven£ priamku. Ak je �al¨¡ sk£man� bod zaraden� spr vne, ni� sa nedeje.Ak je bod v nespr vnej polrovine, je potrebn� upravi� polohu priamky. To mo�noprevies� pomocou nasleduj£ceho pravidla: Nech bod C je zaraden� nespr vne, potomda := 2 � eta � k � C:x;db := 2 � eta � k � C:y;dc := 2 � eta � k;kde k = 1 pre body mno�iny B, k = �1 pre body mno�iny A, eta je kon¨tanta,0 < eta < 1. Nov  rovnica priamky m  potom tvar(a + da)x + (b + db)y + (c+ dc) = 0 :Tento krok vy�aduje line rny �as vzh�adom na po�et bodov oboch mno�¡n,teda O(m + n). P { I { 3Zo zadania £lohy je zrejm�, �e bude vhodn� spo�¡ta� si najlep¨ie "nepriame\ v�menn�kurzy dopredu (f za predspracovania { zlo�itos� z vis¡ od N , ale nie od P ). Prog-ram potom m��e �ahko odpoveda� na ot zky (zlo�itos� z vis¡ od P , ale nie od N).Zavedieme preto (trojuholn¡kov£) tabu�ku najlep¨¡ch nepriamych v�menn�ch kurzovT [I; J ] (1 5 I < J 5 N), ktor  bude v�sledkom predspracovania. Najprv pop¡¨eme, �ovlastne znamen , �e "najlep¨¡ nepriamy v�menn� kurz medzi menami I a J je T [I; J ]\



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 17a pok£sime sa n js� vz�ahy medzi prvkami T [I; J ] na¨ej tabu�ky, ktor� n m umo�niavytvori� algoritmus.V�menou budeme naz�va� postupnos� V = (I0; I1; : : : ; Ih) mien s vlastnos�ou I0 << I1 < : : : < Ih, h = 1. T to v�mena realizuje (nepriamy) prevod meny I0 na menu Ihprostredn¡ctvom mien I1; : : : ; Ih�1 (pre h = 1 m me samozrejme priamy prevod).Za jednu jednotku meny I0 dostaneme po v�mene V zrejmeK[I0; I1] �K[I1; I2] � : : : �K[Ih�1; Ih]jednotiek meny Ih { nazvime toto �¡slo hodnotou H(V ) v�meny V .Najlep¨¡ v�menn� kurz T [I; J ] medzi menami I a J teraz m��eme pop¡sa� akomaxim lnu hodnotu spomedzi hodn�t v¨etk�ch v�men realizuj£cich prevod meny Ina menu J : T [I; J ] = max fH(V ); V = (I0; I1; : : : ; Ih); I = I0; J = Ihg :Z kladn�m pozorovan¡m pre rie¨enie £lohy je nasleduj£ce tvrdenie (princ¡p optima-lity podv�men): Ak nejak  v�mena realizuje najlep¨¡ v�menn� kurz (nepriamy prevod)medzi menami I a J a v tejto v�mene bola pou�it  mena M (I < M < J), potomv�mena I na M , resp. M na J , musela by� tie� optim lna { pou�it¡m lep¨ej v�menyby sme vylep¨ili aj v�menu I na J . Form lne zap¡san� teda plat¡:Nech v�mena V = (I; : : : ;M; : : : ; J) m  optim lnu hodnotu H(V ) = T [I; J ].Ozna�me si V1 = (I; : : : ;M), V2 = (M; : : : ; J). Potom T [I;M ] = H(V1) a T [M;J ] == H(V2), �i�e tieto "podv�meny\ s£ optim lne a samozrejme H(V ) = H(V1) �H(V2).My¨lienka algoritmu by teraz u� mala by� jasn  { budeme ur�ova� najlep¨ie v�menn�kurzy medzi menami I a J postupne pre J�I = 1; 2; 3; : : : ;N�1. Hodnoty pre J�I = 1s£ samozrejme priame kurzy K[I; J ]. Ke� u� pozn me hodnoty T [I; J ] pre J � I < Q,ur�¡me T [I; J ] pre J � I = Q ako minim lnu hodnotu spomedzi hodn�tK[I; J ]; T [I; I + 1] � T [I + 1; J ];T [I; I + 2] � T [I + 2; J ]; : : : ; T [I; J � 1] � T [J � 1; J ] :Spr vnos� tohoto postupu zaru�uje princ¡p matematickej indukcie a vy¨¨ie uveden�princ¡p optimality podv�men.Programm��eme vylep¨i� e¨te t�m, �e miesto dvoch tabuliekK a T budeme pou�¡va�len jednu { dvojrozmern� pole Kurzy. V tomto poli bud£ na za�iatku zap¡san� hodnotyz tabu�ky K a postupne ich budeme nahradzova� vypo�¡tan�mi hodnotami z tabu�ky T .Prvky T po�¡tame po uhloprie�kach v tomto porad¡:T [1; 2]; T [2; 3]; : : : ; T [N � 1;N ];T [1; 3]; T [2; 4]; : : : ; T [N � 2;N ];T [1; 4]; T [2; 5]; : : : ; T [N � 3;N ];: : : ; T [1;N ]:



18 46. ro�n¡k matematickej olympi dyPri v�po�te hodnoty T [I; J ], ktor  sa potom ulo�¡ do Kurzy[I; J ], pou�ijeme hodnotyT [I;M ] a T [M;J ], ulo�en� v poli Kurzy[I;M ], resp. Kurzy[M;J ] a hodnotu K[I; J ]ulo�en£ v Kurzy[I; J ]. P { I { 4T to £loha nie je algoritmicky pr¡li¨ n ro�n . Sta�¡ si uvedomi�, �e potrebujeme lenvypo�¡ta� hodnoty v�stupov hradiel H1 a� Hk (tie u� jednozna�ne ur�uj£ hodnotyv�stupov obvodu) a na to sta�¡ jedin� "prechod\ usporiadanou mno�inou hradielH1;H2; : : : ;Hk, lebo hodnota v�stupu hradla z vis¡ len od hodn�t vstupov obvodupr¡p. od hodn�t v�stupov hradiel s men¨¡m poradov�m �¡slom. Presnej¨ie:{ hodnotu v�stupu hradla Hi, (1 5 i 5 k) ur�uje typ hradla (NAND, NOR, NOT)a dvojice hodn�t jeho vstupov. Ka�d� vstup hradla Hi je pritom bu� vstupomobvodu (I1; I2; : : : ; In), alebo v�stupom hradla Hj , j < i.{ hodnota v�stupu obvodu Oi, (1 5 i 5 m) sa rovn  bu� hodnote niektor�ho vstupuobvodu (I1; I2; : : : ; In), alebo hodnote v�stupu niektor�ho hradla (H1;H2; : : : ;Hk).Zlo�itos� algoritmu je zrejme line rna vzh�adom na n+ k +m.Zauj¡mavej¨ia je ot zka vn£tornej reprezent cie obvodu a form tu textov�ho popisuobvodu. Pekn� (ale pre dan� £�ely zbyto�ne komplikovan�) rie¨enie by sme mohli zap¡sa�objektov�mi jazykov�mi prostriedkami. Uvedieme tu jednoduch¨ie rie¨enie v jazykuTurbo Pascal, ktor� objektov� rysy jazyka nepou�¡va.Vn£torn  reprezent cia obvodu:Jednotliv� hradl  budeme reprezentova� z znamom, cel� obvod bude ulo�en� akopole t�chto z znamov. Z znam typu Hradlo obsahuje typ hradla (okrem NAND, NORa NOT tie� "falo¨n�\ hradl  typu IN a OUT { vstupy a v�stupy obvodu), indexyVstup1, Vstup2 do po�a hradiel ur�uj£ce vstupy hradla a polo�ku V ystup s mo�n�mihodnotami 0, 1 pre hodnotu v�stupu hradla. Pre hradl  typu IN je hodnota indexovVstup1, Vstup2 nezauj¡mav  a nastavuje sa na 0. Pre hradl  typu OUT hodnota indexuVstup1 ur�uje "napojenie\ dan�ho v�stupu obvodu, polo�ka Vstup2 sa nepou�¡va.Chovanie hradiel popisuje pole CH, ktor� pre ka�d� typ hradla (NAND, NORa NOT) obsahuje tabu�ku pr¡slu¨nej boolovskej funkcie. Logick� hodnoty m��emereprezentova� typom 0::1 (a nie boolean), ako je to obvykl� v logick�ch obvodoch.Aby sme nemuseli rozli¨ova� hradl  s jedn�m a s dvoma vstupmi, v¨etky pova�ujemeza dvojvstupov�, pri�om druh� vstup hradla typu NOT je stoto�nen� s jeho prv�mvstupom { v�po�et v�stupnej hodnoty to neovplyvn¡.Form t popisu obvodu:Popis obvodu za�¡na trojicou �¡sel N , K, M na samostatnom riadku ud vaj£cichpo rade po�et vstupov, hradiel a v�stupov obvodu. Nasleduj£ popisy K hradiel a po-tom M v�stupov (vstupy sa �alej nepopisuj£). Popis hradla a v�stupu je tvaru:NAND vstup1 vstup2NOR vstup1 vstup2NOT vstup1OUT vstup1;



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 19kde vstup1 a vstup2 m  jeden z dvoch mo�n�ch tvarov:{ Ii (1 5 i 5 N) { dan� vstup je i-tym vstupom obvodu,{ Hi (1 5 i 5 K) { dan� vstup je v�stupom i-teho hradla.V popise sa m��u vyskytova� medzery, tabul tory a znaky konca riadku na �ubovo�nommieste (okrem "k�£�ov�ch slov\ NAND, NOR, NOT, OUT). Popis mus¡ vyhovova�podmienkam £lohy: v popise i-teho hradla sa nesmie vyskytn£� odvolanie na hradloHj ,pre ktor� j = i.Rie¨enie �asti b):Je jasn�, �e v�stup c sa d  spo�¡ta� ako NOT (x NAND y). V¨imnite si, �ec OR (x NOR y) je presne NOT s, teda s vypo�¡tame ako c NOR (x NOR y). Uv -dzame e¨te sch�mu a z pis v navrhnutom form te popisu obvodu.2 4 2NAND I1 I2NOR I1 I2NOT H1NOR H2 H3OUT H4OUT H3 &1 1bb bI1I2 O1H1H2 H31 bO2H4r r r
P { II { 1D�le�itou charakteristikou situ cie hry je po�et inverzi¡: dvoj¡c kamienkov modr�{�erven�, kde modr� kamienok (budeme ho zna�i� m) je na�avo od �erven�ho ka-mienka (c). Je jasn�, �e po�et inverzi¡ koncovej situ cie je 0 (lebo v¨etky �erven�kamienky s£ na�avo od modr�ch). Maxim lny po�et inverzi¡ (n2) nast va pri situ ciimm: : :m| {z }n cc : : : c| {z }n :Ak urob¡me krok v hre (obr tenie poradia troch alebo ¨tyroch susedn�ch kamienkov),zmen¡me len vz jomn� poradie obr ten�ch kamienkov a inverzie medzi nimi a ostatn�mikamienkami ostan£ zachovan�. Preto celkov� po�et inverzi¡ sa zmen¨¡ (pr¡p. zv��¨¡)nanajv�¨ o 4. Ak m me situ ciu s p inverziami, potrebujeme aspo¤ p4 krokov na to,aby sme ju previedli na koncov£. V najhor¨om pr¡pade to znamen  kvadratick� po�etkrokov �n24 �.Nech p je poz¡cia prv�ho �erven�ho kamienka (po�¡tame z�ava), na�avo od ktor�hoje modr� kamienok. Tak£to dvojicu kamienkov (mc) nazveme prechodovou dvojicou,



20 46. ro�n¡k matematickej olympi dypoz¡ciu p nazveme prechodom. N ¨ algoritmus spo�¡va v tom, �e n jdeme poz¡ciu p,potom pomocou jedn�ho alebo najviac dvoch �ahov zn¡�ime po�et inverzi¡ aspo¤ o 1(vych dza teda zn¡�enie inverzie aspo¤ o 12 na �ah, a teda po�et �ahov bude kvadratick�)a op�� n jdeme nov£ poz¡ciu prechodu. V pr¡pade, �e u� neexistuje prechodov  dvojica,dosiahli sme koncov£ situ ciu.Pod�a toho, ak� kamienky s£ v susedstve prechodovej dvojice, je potrebn� rozl¡¨i�nieko�ko situ ci¡. Pri ka�dej z nich ur�¡me, ak� krok je treba vykona� a od ktor�ho miestatreba za�a� h�ada� nov£ prechodov£ poz¡ciu. Nech funkcia UrobKrok (p; k) realizuje krok(p; k). Prechod zn zorn¡me znakom j umiestnen�m medzi prechodov£ dvojicu (mjc).Okraj hracieho pl nu zn zorn¡me znakom h, resp. i a miesto, kde je potrebn� za�a�h�ada� nov£ prechodov£ dvojicu ozna�¡me znakom �.cmjcc ! ccc� UrobKrok(p � 1; 3)hmjcc ! hcc� UrobKrok(p � 1; 3)cmjcmc ! cc � cm UrobKrok(p � 1; 4)hmjcmc ! hc � cm UrobKrok(p � 1; 4)cmjcmm ! cmmmc ! ccmm� UrobKrok(p; 3); UrobKrok(p � 1; 4)hmjcmm ! hmmmc ! hcmm� UrobKrok(p; 3); UrobKrok(p � 1; 4)mmmjcc ! �ccmm UrobKrok(p � 2; 4)cmmjcc ! cccm� UrobKrok(p � 2; 4)hmmjcc ! hccm� UrobKrok(p � 2; 4)mmmjcm ! �cmmm UrobKrok(p � 2; 3)cmmjcm ! ccm �m UrobKrok(p � 2; 3)hmmjcm ! hcm �m UrobKrok(p � 2; 3)mmmjci ! �cmmi UrobKrok(p � 2; 3)cmmjci ! ccm�i UrobKrok(p � 2; 3)hmmjci ! hcm�i UrobKrok(p � 2; 3)Starostliv� sledovanie poz¡cie nov�ho prechodu zabezpe�¡, aby nielen po�et krokovhry, ale aj �asov  zlo�itos� algoritmu bola kvadratick . Ke��e v najhor¨om pr¡pade m��eby� aj po�et potrebn�ch �ahov kvadratick�, tento algoritmus je asymptoticky optim lny.Nov  prechodov  dvojica v¨ak niekedy m��e by� ve�mi vzdialen  a pri jej h�adan¡je potrebn� pozrie� a� r dovo n kamienkov (nazvime t£to situ ciu dlh� h�adanie).Ka�d� dlh� h�adanie sa za�¡na v situ cii c�, cm�, alebo cmm� na poz¡cii � a pokra�ujecez nieko�ko modr�ch kamienkov, k�m nen jde �erven�. M me teda pr¡pad tvarucmmmm: : :m| {z }j c ;kde j = 3). Prechod v takomto pr¡pade n jdeme pomocou O(j) krokov. Pri �al¨¡chzhruba j2 �ahoch sa n jden� �erven� kamienok za�ne s�ahova� do�ava cez j modr�ch



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 21kamienkov a po�et inverzi¡ sa postupne zn¡�i zhruba o j. Po�as t�chto �ahov n jdemepoz¡ciu �al¨ej prechodovej dvojice v kon¨tantnom �ase. To znamen , �e dlh�mu h�adaniu(O(j) krokov programu) m��eme priradi� n sledn� zn¡�enie po�tu inverzi¡ o O(j) v �aseO(j), �o ukazuje, �e celkov� po�et krokov programu str ven�ch v dlh�ch h�adaniachje O(n2). P { II { 2Z dan�ho bodu m��e robot pokra�ova� troma smermi, ozna�me ich a, b, c. Prechodompo prvej ceste a zaznamenan¡m typu smeru pre ka�d£ £se�ku dostaneme re�azec Archarakterizuj£ci cestu. Analogicky z¡skame re�azec Br. Oba prechody je mo�n� urobi�v line rnom �ase O(n), resp. O(m).Probl�m sa tak redukuje na ur�ovanie d��ky najdlh¨ej spolo�nej podpostupnostidvoch re�azcov. Algoritmus m  zlo�itos� O(mn) a je zalo�en� na nasleduj£com prin-c¡pe: Budeme postupne po�¡ta� hodnoty matice SP, kde SP[i; j] bude obsahova� d��kunajdlh¨ej spolo�nej podpostupnosti pre podre�azce Ar [1] : : : Ar[i] a Br[1] : : : Br[j].Ak chceme vypo�¡ta� d��ku najdlh¨ej spolo�nej podpostupnosti dvojice podre�azcovAr[1] : : : Ar[i], Br[1] : : : Br[j], potrebujeme pozna� hodnoty SP[i� 1; j � 1], SP[i; j � 1]a SP[i � 1; j]. Pri v�po�te budeme rozli¨ova�, �i sa prvky Ar [i] a Br[j] rovnaj£ alebonie. Ak plat¡ Ar [i] = Br[j], potom SP[i; j] = SP[i� 1; j� 1]+1. Ak plat¡ Ar[i] 6= Br[j],potom SP[i; j] = maxfSP[i; j � 1]; SP[i� 1; j]g.Cel� v�po�et je potrebn� urobi� pre i = 1; : : : ;m a j = 1; : : : ; n. Pomocn� hodnoty,ak je niektor� z podre�azcov pr zdny, je potrebn� stanovi� na nulu. Po ur�en¡ d��kynajdlh¨ej spolo�nej podpostupnosti Ar a Br z¡skame h�adan� po�ty jej odpo�¡tan¡mod d��ok ciest. P { II { 3Rie¨enie tejto £lohy je podobn� rie¨eniu £lohy P-I-3. Jedin� rozdiel je v tom, �epre ka�d£ dvojicu ¨t tov (i; j), kde i < j, ur�¡me 11 �¡sel: optim lne v�menn� kurzypri maxim lnom zdr�an¡ 0; 1; 2; : : : ; 10 dn¡. My¨lienka algoritmu je jednoduch : akcestujeme z i do j a m me povolen� zdr�anie k dn¡, optim lny kurz dosiahneme akomaximum nasleduj£cich �¡sel:� optim lny kurz z i do j bez medzistan¡c (a teda bez zdr�ania),� maximum z kurzov z¡skate�n�ch so zast vkou v medzistanici l pre v¨etky medzista-nice l (i < l < j) a pre v¨etky mo�n� "rozklady\ zdr�ania k na tri nez porn� �asti:zdr�anie medzi i a l, zdr�anie v l (hodnota T [l]) a zdr�anie medzi l a j.Po�et rozkladov �¡sla k je zhora ohrani�en� kon¨tantou (lebo maxim lne mo�n�zdr�anie je 10), a preto je �asov  zlo�itos� cel�ho algoritmu O(n3).P { II { 4Jedna mo�nos�, ako vytvori� preh�adn� obvod na rie¨enie £lohy, je rozlo�i� obvodna dve �asti:



22 46. ro�n¡k matematickej olympi dy� dekod�r, ktor� zo 4 vstupov x0, x1, x2, x3 vytvor¡ 10 medziv�stupov z0, z1, : : : , z9,kde je zi m  hodnotu 0 (false) vtedy a len vtedy, ak x3x2x1x0 tvor¡ bin rny z pis�¡sla i (zvolili sme false a nie true z d�vodu lep¨ej v�zby na kod�r).� kod�r, ktor� bude realizova� funkcie typu "�av� horn� segment m  svieti�, akx3x2x1x0 tvor¡ bin rny z pis �¡sla 0, 4, 5, 6, 8 alebo 9\. Inak povedan� to zna-men , �e y1 = z0 _ z4 _ z5 _ z6 _ z8 _ z9 = :(z0 ^ z4 ^ z5 ^ z6 ^ z8 ^ z9) == NAND (z0; z4; z5; z6; z8; z9), teda kod�r zo vstupov z0, z1, : : : , z9 vytvor¡ v�stupyy0, y1, y2, y3, y4, y5, y6 len s pou�it¡m hradiel typu NAND (preto boli medziv�sledky"negovan�\).Dekod�r: Za�neme t�m, �e vytvor¡me neg cie x0, x1, x2, x3 vstupov x0, x1, x2, x3,teda 4 hradl  typu NOT : H1 = NOT (I1) = x0H2 = NOT (I2) = x1H3 = NOT (I3) = x2H4 = NOT (I4) = x3Nasleduj£cich 10 hradiel typu NAND so 4 vstupmi vytvor¡ po�adovan� v�stupy z0,z1, : : : , z9: H5 = NAND (H1;H2;H3;H4)= :(x0 ^ x1 ^ x2 ^ x3) = z0H6 = NAND (I1;H2;H3;H4) = :(x0 ^ x1 ^ x2 ^ x3) = z1H7 = NAND (H1; I2;H3;H4) = :(x0 ^ x1 ^ x2 ^ x3) = z2H8 = NAND (I1; I2;H3;H4) = :(x0 ^ x1 ^ x2 ^ x3) = z3H9 = NAND (H1;H2; I3;H4) = :(x0 ^ x1 ^ x2 ^ x3) = z4H10 = NAND (I1;H2; I3;H4) = :(x0 ^ x1 ^ x2 ^ x3) = z5H11 = NAND (H1; I2; I3;H4) = :(x0 ^ x1 ^ x2 ^ x3) = z6H12 = NAND (I1; I2; I3;H4) = :(x0 ^ x1 ^ x2 ^ x3) = z7H13 = NAND (H1;H2;H3; I4) = :(x0 ^ x1 ^ x2 ^ x3) = z8H14 = NAND (I1;H2;H3; I4) = :(x0 ^ x1 ^ x2 ^ x3) = z9Kod�r: Sedem hradiel kod�ra realizuje funkcie jednotliv�ch segmentov displeja tak,ako sme pop¡sali vy¨¨ie. V¨etky hradl  s£ typu NAND , maj£ 4 a� 9 vstupov spomedziH5; : : : ;H14:H15 = NAND (H5;H7;H8;H10;H11;H12;H13;H14) =y0H16 = NAND (H5;H9;H10;H11;H13;H14) =y1H17 = NAND (H5;H6;H7;H8;H9;H12;H13;H14) =y2H18 = NAND (H7;H8;H9;H10;H11;H13;H14) =y3H19 = NAND (H5;H7;H11;H13) =y4H20 = NAND (H5;H6;H8;H9;H10;H11;H12;H13;H14) =y5H21 = NAND (H5;H7;H8;H10;H11;H13;H14) =y6P { III { 1Pre ka�d£ mno�inuA obsahuj£cu n modr�ch a n �erven�ch bodov sp�¤aj£cu zadanie,existuje rie¨enie. D�kazom bude algoritmus, ktor� pre ka�d£ tak£to mno�inu zostroj¡rie¨enie v �ase O(n2).



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 23Usporiadajme najprv body mno�iny A do postupnosti (x1; y1), (x2; y2), : : : ,(x2n; y2n) tak, �e pre i < j plat¡ xi 5 xj , a ak xi = xj , potom yi < yj . Toto jemo�n� spravi� v �ase O(n logn).Potom rozdel¡me postupnos� A na k disjunktn�ch s£visl�ch nepr zdnych £sekov tak,aby v ka�dom £seku bol rovnak� po�et �erven�ch a modr�ch bodov, ale v �iadnom krat-¨om £seku za�¡naj£com na tom istom mieste nie. �seky si budeme uklada� v zoznameZ. T£to �as� v�po�tu je mo�n� vykona� v �ase O(n) jedn�m prechodom postupnosti A.V ka�dom £seku je rovnak� po�et �erven�ch a modr�ch bodov, preto £lohu vyrie¨imezvl ¨� pre ka�d� £sek. Konvexn� obaly jednotliv�ch £sekov sa neprekr�vaj£ a £se�kysp jaj£ce dva body z jedn�ho £seku le�ia vn£tri konvexn�ho obalu tohto £seku. Preto sa£se�ky sp jaj£ce body v r�znych £sekoch nebud£ pret¡na� a rie¨enie pre cel£ mno�inuA dostaneme jednoducho spojen¡m rie¨en¡ pre jednotliv� £seky.Spracov vame teda postupne jednotliv� £seky zo zoznamu Z (v�dy vyberieme jeden£sek U zo zoznamu). �ahko mo�no uk za�, �e prv� a posledn� bod £seku maj£ r�znufarbu. Prv� a posledn� bod £seku s£ ur�ite vrcholy mnohouholn¡ka tvoriaceho konvexn�obal bodov £seku, a teda v tomto mnohouholn¡ku existuj£ ur�ite aj dva za sebou id£cevrcholy, ktor� maj£ r�znu farbu. Nech U 0 je £sek, ktor� vznikne z U odstr nen¡m t�chtodvoch vrcholov. Konvexn� obal U 0 nem  �iaden spolo�n� bod s £se�kou sp jaj£coudva odstr nen� body. Preto ak n jdeme rie¨enie U 0 a prid me k nemu t£to £se�ku,dost vame rie¨enie pre U . Postupujeme teda nasledovne: zostroj¡me konvexn� obal U ,n jdeme na ¤om dva susedn� body r�znej farby, tieto spoj¡me £se�kou a vyhod¡mez U . Zo zvy¨n�ch bodov op�� vytvor¡me £seky rovnak�m sp�sobom ako z p�vodnejpostupnosti bodov a zarad¡me ich do Z. Takto sme celkov� po�et bodov zn¡�ili o 2,a teda po n tak�chto krokoch u� bude zoznam Z pr zdny a n jden� £se�ky tvoriarie¨enie £lohy.Konvexn� obal mno�iny m bodov usporiadanej pod�a x-ovej s£radnice je mo�n�spravi� v �ase O(m) nasleduj£cim algoritmom: naj�avej¨¡ a najpravej¨¡ bod mno�iny(ozna�me ich L a P ) s£ iste vrcholy konvexn�ho obalu. Ostatn� body mno�iny rozdel¡mena dve skupiny pod�a toho, �i le�ia pod alebo nad priamkou LP . Teraz m��eme zvl ¨�n js� horn£ �as� konvexn�ho obalu a zvl ¨� jeho doln£ �as�.Doln£ �as� konvexn�ho obalu budeme h�ada� tak, �e budeme postupne z�ava dopravaprid va� jednotliv� body le�iace pod priamkou LP do zoznamu vrcholov konvexn�hoobalu. V�dy ke� prid me �al¨¡ bod, skontrolujeme, �i posledn� tri body v zoznamenetvoria nekonvexn� uhol. Ak tvoria, predposledn� bod zoznamu je potrebn� zo zo-znamu vyhodi� a op�� skontrolova� posledn� tri body v zozname. To rob¡me dovtedy,k�m uhol na konci zoznamu nebude konvexn�, alebo k�m v zozname nezostan£ ibadva body. Potom m��eme prida� �al¨¡ bod. Takto postupujeme, a� k�m nespracujemev¨etky body v danej polrovine, vr tane bodu P . Horn  �as� konvexn�ho obalu sa vytvor¡analogicky.Ka�d� vrchol prid me do z sobn¡ka pr ve raz a najviac raz ho odtia� odstr nime.Obidve oper cie vy�aduj£ �as O(1), a preto konvexn� obal m bodov je mo�n� zostroji�v �ase O(m). Ke� m me zostrojen� konvexn� obal, je mo�n� v �ase O(n) n js� dvojicususedn�ch vrcholov r�znej farby, odstr ni� ich z po�a a zo zvy¨n�ch bodov £seku vytvori�nov� £seky.



24 46. ro�n¡k matematickej olympi dySpracovanie jedn�ho £seku teda vieme vykona� v �ase O(n). Spracovan¡m ka�d�ho£seku spoj¡me £se�kou jednu dvojicu bodov. Ke��e potrebujeme posp ja� n dvoj¡cbodov, v�sledn� �as je O(n2). P { III { 2Predpokladajme, �e m me dan£ �ubovo�n£ schodovit£ postupnos� S = A[1], A[2],: : : , A[n] = K. Pod�a zadania sa vektor A[i]A[i + 1], 1 5 i < n mus¡ zhodova�s jedn�m z vektorov �!a = (2;�1), �!b = (1;�1), alebo �!c = (1;�2). Tak�e po-stupnos� A[1]; A[2]; : : : ; A[n] je jednozna�ne ur�en  bodom S a postupnos�ou vektorovv1; v2; : : : ; vn, kde vi 2 f�!a ;�!b ;�!c g. Ke��e s�¡tanie vektorov je komutat¡vne, �ubovo�n permut cia prvkov postupnosti v1; v2; : : : ; vn je reprezent ciou vyhovuj£cej schodovitejpostupnosti za�¡naj£cej bodom S a kon�iacej bodom K. Sta�¡ si teda pam�ta� po�etvektorov �!a , �!b a �!c v postupnosti (vi)ni=1.Ak by sa v postupnosti (vi)ni=1nach dzali aspo¤ tri vektory �!b , vedeli by sme ichnahradi� kombin ciou vektorov �!a ;�!c , a tak zn¡�i� po�et bodov n jdenej schodovitejpostupnosti. Minim lna schodovit  postupnos� teda obsahuje najviac dva vektory �!b .Zrejme ak K:x � S:x < 2(S:y � K:y) alebo S:y � K:y < 2(K:x � S:x), rie¨enieneexistuje. V opa�nom pr¡pade rie¨enie v�dy existuje.Predstavme si obd��nik SV KW , pri�om hrany SV , KW s£ vodorovn� a SW , KVzvisl�. M��u nasta� tri pr¡pady:� jSV j > jSW j { v schodovitej postupnosti sa mus¡ nach dza� aspo¤ jeden vektor�!a . Posunieme bod S v smere �!a do bodu S0 a h�ad me minim lnu schodovit£postupnos� pre body S0 aK. T to bude spolu s bodom S tvori� minim lnu schodovit£postupnos� pre body S a K.� jSV j < jSW j { analogicky predo¨l�mu pr¡padu, ale bod S posunieme o vektor �!c .� jSV j = jSW j { obd��nik SVKW je ¨tvorcom. Ak jSV j = 3, budeme S namiestopos£vania o vektor �!b pos£va� o vektory �!a a �!c (u� sme uk zali, �e je to najv�-hodnej¨ie). Toto pravidlo nem��eme pou�i�, ak jSV j 5 2. Vtedy mus¡me postupnos�zakon�i� "schodmi\ { vektormi �!b .P { III { 3Funkcia parita: Na rie¨enie tejto £lohy vyu�ijeme obvod, ktor� sme zostavili u� v I.kole (pozri obr zok na strane 19). Obvod mal dva vstupy I1, I2 a dva v�stupy c, s,pri�om platilo, �e 2c+s = I1+I2. Tento obvod vyu�ijeme na s�¡tanie v¨etk�ch vstupovmodulo 2 takto: najprv s�¡tame vstupy po dvojiciach, �¡m dost vame ¨tyri s£�ty dvoj¡cmodulo 2 a ¨tyri zvy¨kov� bity. Zvy¨kov� bity n s �alej nebud£ zauj¡ma�, dvojice s£�tovop�� s�¡tame t�m ist�m sp�sobom. Dostaneme dva s£�ty modulo 2 (prv�ch ¨tyrocha druh�ch ¨tyroch bitov), ktor� op�� s�¡tame. V�sledok mus¡me e¨te znegova�, ke��en ¨ obvod d va v pr¡pade p rneho po�tu jedni�iek medzi vstupmi v�sledok 0.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 25
���
� � ��I1I2I3I5I7I4I6I8 1 bcs O1

Funkcie majorita, aspo¤2: Zostavme najprv pomocn� obvod (budeme ho ozna�o-va� Tk, kde k je po�et jeho vstupov), ktor� dostane k vstupov n£l alebo jednotieka na v�stupoch ich vr ti utrieden� (t.j. najprv v¨etky nuly a potom v¨etky jednotky).Obvod T2 bol uveden� ako pr¡klad v ¨tudijnom texte (pozri str. 3). Pok£sme sa terazzostroji� obvod T4. Pomocou troch obvodov T2 vieme zo vstupn�ch ¨tyroch bitov(I1; : : : ; I4) z¡ska� najmen¨¡ { vezmeme men¨¡ z I1, I2 a men¨¡ z I3, I4 a pomocou�al¨ieho obvodu T2 ich porovn me. Podobne vieme n js� najv��¨¡ bit. Zost vaj£ dvabity, ktor� pomocou jedn�ho obvodu T2 mo�no utriedi�. (V�sledn� obvod je na obr zkuv�avo.) Zostroji� obvod T8 pomocou obvodov T4 teraz u� nebude probl�m. Sta�¡ zopa-kova� predch dzaj£ci postup, teraz v¨ak u� uva�ujeme dvojice bitov (obr zok vpravo).T2T2 T2I1I4 T2I2I3 T2 O1O2O3O4 T4T4 T4I1I8 T4I4I5 T4 O1O4O5O8I2I3I6I7 O2O7O6O3P�vodne po�adovan� obvody zostroj¡me teraz pomocou obvodu T8: sta�¡ vybra�pr¡slu¨n� v�stup tohto obvodu { v pr¡pade majority to budeO4 a v pr¡pade aspo¤2 O7.P { III { 4Sta�¡ sa zaobera� hrou so 4 kamienkami. Ostatn� pr¡pady je toti� mo�n� previes�na tento nasledovne: roz¨¡rime hrac¡ pl n z�ava o 4�pocetKamienkov pol¡�ok, na ktor�



26 46. ro�n¡k matematickej olympi dyumiestnime kamienky, ktor� sa u� samozrejme nepohn£. Jednotliv� situ cie v hrebudeme charakterizova� hodnotami m1 a m2, pri�om pre poz¡cie kamienkov x, y, u,v (x < y < u < v) de�nujeme m1 = y � x� 1, m2 = v � u� 1.Platia nasleduj£ce tvrdenia:1. Ak m1 6= m2, hr �, ktor� je na �ahu, m��e urobi� krok, ktor�m postav¡ druh�hohr �a do situ cie m1 =m2.D�kaz: Hr � na �ahu m��e urobi� krok d��ky jm1 �m2j kamienkom na poz¡cii y (akm1 > m2) alebo kamienkom na poz¡cii v (ak m1 < m2).2. Ak m1 = m2, hr �, ktor� je na �ahu nem��e zabr ni� v�hre druh�ho hr �a.D�kaz: Pou�ijeme matematick£ indukciou vzh�adom na s£�et S = x + y + u + v.Ak sme v koncovej situ cii (t.j. S = 6 pre pr¡pad so ¨tyrmi kamienkami), hr �,ktor� je na �ahu, nem��e �aha�, a preto prehral. V nekoncovej situ cii, v ktorej plat¡m1 = m2, hr �, ktor� je na �ahu svojim �ahom poru¨¡ platnos� tejto podmienky.Druh� hr � m��e odpoveda� �ahom pod�a bodu 1, a t�m zasa postavi� prv�ho hr �ado situ cie m1 =m2, pri�om s£�et poz¡ci¡ kamienkov S sa zn¡�il a pod�a induk�n�hopredpokladu hr � na �ahu nem��e zabr ni� svojej prehre.Z dok zan�ch tvrden¡ vypl�va, �e pri m1 6= m2 m  hr �, ktor� je na �ahu, vyhr vaj£custrat�giu, v opa�nom pr¡pade nem��e vyhra�, ak spoluhr � neurob¡ chybu.P { III { 5Situ ciu m��eme reprezentova� ako graf G, ktor�ho vrcholy bud£ rozdelen� do dvochdisjunktn�ch mno�¡n. V mno�ine A bud£ vrcholy zodpovedaj£ce poradov�m �¡slamdver¡ a v mno�ine B vrcholy zodpovedaj£ce jednotliv�m dver m. Vrchol u 2 A a vrcholv 2 B bud£ spojen� hranou v pr¡pade, ak dan� podmienky nezakazuj£, aby dvere v boliotvoren� ako u-te v porad¡. P rovanie v grafe je tak  podmno�ina hr n, �e �iadne dvez nich nemaj£ spolo�n� vrchol. P rovanie M pokr�va vrchol grafu v, ak nejak  hranazM vych dza z vrcholu v. �lohou je teda vlastne n js� p rovanie, ktor� bude pokr�va�v¨etky vrcholy z A. Ked�e jAj = jBj a v¨etky hrany ved£ iba z A do B, znamen  to,�e tak�to p rovanie pokr�va aj v¨etky vrcholy z B.Stupe¤ vrcholu v z mno�iny A m��e by� 0, 1, 2 (ak sa na v vz�ahuje nejak podmienka), alebo n (ak sa na v nevz�ahuje �iadna podmienka). Ak m  niektor�vrchol stupe¤ 0, �iadne rie¨enie £lohy neexistuje. Ak existuje vrchol v 2 A, z ktor�hovych dza jedin  hrana (do vrcholu u 2 B), potom ka�d� rie¨enie £lohy mus¡ obsahova�hranu uv. Ak teda z grafu odstr nime vrcholy u a v a v¨etky hrany z nich vych dzaj£ce,novovzniknut� graf bude ma� rovnak� po�et rie¨en¡ ako ten p�vodn� (ak zade�nujeme,�e graf s 0 vrcholmi m  pr ve jedno rie¨enie). Takto m��eme postupne odstra¤ova�vrcholy stup¤a 1 z mno�iny A, pri�om v¨ak treba d va� pozor na to, �e odstr nen¡mjedn�ho tak�ho vrcholu m��u vznikn£� �al¨ie.Sta�¡ teda uva�ova� pr¡pad, ke� n > 1 a ka�d� vrchol mno�iny A m  stupe¤ aspo¤ 2.Nech A0 je podmno�ina mno�iny A obsahuj£ca iba vrcholy so stup¤om 2 a nech G0je podgraf grafu G s vrcholmi A0 [ B a v¨etk�mi hranami grafu G, ktor� id£ z A0do B. Ak existuje p rovanie pokr�vaj£ce v¨etky vrcholy mno�iny A0, potom existuje ajp rovanie pokr�vaj£ce v¨etky prvky mno�iny A, preto�e na vrcholy z mno�iny A n A0



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 27sa nevz�ahuje �iadna podmienka, a preto ich m��eme �ubovo�ne sp rova� so zvy¨n�mivrcholmi mno�iny B. Z rove¤ v¨ak plat¡, �e ak jA n A0j > 1, potom £loha iste nem pr ve jedno rie¨enie. Ak jA n A0j 2 f0; 1g, potom m  £loha pr ve to�ko rie¨en¡, ko�koexistuje p rovan¡ v G0 pokr�vaj£cich mno�inu A0.Zost va teda u� iba vyrie¨i� probl�m, ko�ko existuje v grafeG0 p rovan¡ pokr�vaj£cichmno�inuA0. Ak A0 = ; existuje pr ve jedno p rovanie po�adovan�ch vlastnost¡, v opa�-nom pr¡pade nem��e existova� jedin� tak� p rovanie. Nech existuje nejak� p rovaniepokr�vaj£ce mno�inuA0. Vytvor¡me cestu obsahuj£cu striedavo hrany obsiahnut� v p -rovan¡ a hrany, ktor� v p rovan¡ nie s£. Za�neme v nejakom vrchole v0 2 B pokrytomp rovan¡m a z tohto vrcholu budeme pokra�ova� po hrane obsiahnutej v p rovan¡do vrcholu v1 2 A0. Odtia� m��eme pokra�ova� jedine po druhej hrane z neho id£cejdo nejak�ho vrcholu v2 2 B. Odtia� znovu po hrane z p renia at�. Skon�¡me vtedy, ke�pr¡deme do vrcholu v 2 B stup¤a 1, alebo ak sa vr time do niektor�ho vrcholu, v ktoromsme u� boli. V prvom pr¡pade je mo�n� vytvori� nov� p rovanie tak, �e hrany le�iacena ceste, ktor� v p�vodnom p rovan¡ neboli, tam zarad¡me a tie, ktor� v p�vodnomp rovan¡ boli, odstr nime. V druhom pr¡pade �as� cesty vytv ra kru�nicu, na tejtokru�nici tie� m��eme vymeni� hrany rovnak�m sp�sobom a z¡ska� nov� p rovanie. Tedaak existuje jedno p rovanie pokr�vaj£ce mno�inu A0, potom ur�ite existuj£ aspo¤ dvetak�to p rovania.V pr¡pade, �e A0 6= ;, sta�¡ zisti�, �i v�bec nejak� p rovanie existuje. Ak v mno�ine Bexistuje vrchol v, ktor� je spojen� hranou iba s jedin�m vrcholom u 2 A0, potom akexistuje p rovanie pokr�vaj£ce A0, existuje aj tak� p rovanie pokr�vaj£ce A0, ktor�obsahuje hranu uv (vezmeme �ubovo�n� p rovanie pokr�vaj£ce A0, odstr nime z nehohranu obsahuj£cu u a prid me hranu uv). Teda m��eme z grafu odstr ni� vrcholy ua v a v¨etky hrany z nich id£ce a �alej postupne odstra¤ova� �al¨ie vrcholy mno�iny Bspojen� s jedin�m vrcholommno�inyA0 (op�� n m odstr nen¡m jedn�ho m��u vznikn£��al¨ie tak�to vrcholy).Nech A00 je mno�ina vrcholov obsahuj£ca vrcholy z A0, ktor� neboli odstr nen�v procese op¡sanom vy¨¨ie a B0 nech je podmno�ina mno�iny B obsahuj£ca vrcholy,ktor� s£ spojen� hranou s nejak�m vrcholom z A00. Ke��e sme odstr nili vrcholy, ktor�boli spojen� iba s jedn�m vrcholom z A0, ka�d� vrchol z B0 je spojen� s aspo¤ dvomavrcholmi z A00. S£�asne v¨ak ka�d� vrchol z A00 je spojen� pr ve s dvoma vrcholmi z B0.Po�et hr n id£cich z A00 do B0 mus¡ by� rovnak�, ako po�et hr n id£cich z B0 do A00,a preto jA00j = jB0j. Ak jA00j > jB0j, potom iste neexistuje p rovanie pokr�vaj£cemno�inu A00. Ak jA00j = jB0j, potom ka�d� vrchol mno�iny B0 m  stupe¤ pr ve 2.Nech G00 je podgraf grafu G0 s vrcholmi A00 [ B0 a v¨etk�mi hranami grafu G0, ktor�id£ z A00 do B0. V¨etky komponenty s£vislosti grafu G00 s£ teda kru�nice, v ktor�ch sastriedaj£ vrcholy z A00 a vrcholy z B0. P rovanie v tomto grafe vytvor¡me jednoduchotak, �e na ka�dej takejto kru�nici striedavo jednu hranu zarad¡me do p rovania a druh£nie.Na z klade t�chto £vah je mo�n� nap¡sa� algoritmus, ktor� bude rie¨i� £lohuv �ase O(n). Pre ka�d� vrchol si budeme pam�ta� zoznam hr n, ktor� z neho vy-ch dzaj£. Vrcholov, na ktor� sa nevz�ahuje �iadna podmienka, m��e by� a� O(n),pri�om z ka�d�ho vych dza n hr n. U� vytvorenie takejto ¨trukt£ry by vy�adovalo



28 46. ro�n¡k matematickej olympi dy�as O(n2), pri t�chto vrcholoch si nebudeme pam�ta� zoznam hr n, iba ich po�et. Ka�d hrana sa vyskytuje v dvoch zoznamoch (pre oba svoje koncov� vrcholy). Ak tieto dvav�skyty prepoj¡me, je mo�n� v �ase O(1) vymaza� dan£ hranu z obidvoch zoznamov.Potom sledujeme jednotliv� podmienky uveden� v predch dzaj£cich £vah ch, a ke� jeto potrebn�, odstra¤ujeme vrcholy stup¤a 1 (pri�om si udr�iavame z sobn¡k n jden�cha dosia� nespracovan�ch vrcholov stup¤a 1). Odstr ni� z grafu m��eme najviac O(n)hr n, ka�d£ v �ase O(1), tak�e celkov� algoritmus m  line rnu �asov£ zlo�itos�.



�tvrt  stredoeur¢pska olympi da v informatikeV d¤och 17. { 24. j£la 1997 sa v meste Nowy Sacz v Po�sku konala 4. stredoeur¢pskaolympi da v informatike. Na podujat¡ sa z£�astnilo 54 s£�a�iacich zo 14 kraj¡n sveta,konkr�tne: Bielorusko, Est¢nsko, Holandsko, Chorv tsko, Juhosl via, Litva, Loty¨sko,Ma�arsko, Nemecko, Po�sko, Rumunsko, Slovensko, Ukrajina a USA. Dru�stvo �eskejrepubliky sa tohto roku na olympi de, �ia�, nez£�astnilo vzh�adom k povod¤ovej situ- cii. Podujatie sa konalo pod z ¨titou prezidenta republiky Alexandra Kwasniewskehoa za v�raznej �nan�nej podpory po�sk�ho ministerstva ¨kolstva.Slovensko na s£�a�i reprezentovali ¨tyria s£�a�iaci, ktor¡ boli vybrat¡ na z kladev�sledkov celo¨t tneho kola a v�berov�ho s£stredenia: Vladim¡r Koutn�, Richard Kr -�ovi�, D vid P l, v¨etci z 2. ro�n¡ka Gymn zia J. Hronca v Bratislave a J n Svore¤zo 4. ro�n¡ka Gymn zia D. Tatarku v Poprade. Ved£cou slovensk�ho dru�stva bolaBronislava Brejov  z MFF UK v Bratislave. Na z klade pozvania z po�skej strany sanavy¨e olympi dy z£�astniliMartin P l a Tom ¨ Vina© (obaja z MFF UK v Bratislave)ako �lenovia poroty.Samotn  s£�a� pozost vala z dvoch s£�a�n�ch dn¡. Ka�d� s£�a�n� de¤ s£�a�iaci rie¨ilitri pr¡klady v �asovom limite 5 hod¡n. Rie¨enia boli hodnoten� u� tradi�n�m sp�sobom {{ kontrolou v�stupov programov pre zadan� vstupn� d ta, pri�om bol stanoven� �asov�limit pre beh programu. Ka�d� de¤ bolo mo�n� z¡ska� 100 bodov.Spolu bolo udelen�ch 28 medail¡, z toho 5 zlat�ch, 9 strieborn�ch a 14 bronzov�ch.Na¨i s£�a�iaci dosiahli nasleduj£ce v�sledky:Por. Meno 1. de¤ 2. de¤ S£�et Medaila9. J n Svore¤ 70 68 138 strieborn 24. Vladim¡r Koutn� 51 53 104 bronzov 43. Richard Kr �ovi� 40 28 68 {45. D vid P l 37 22 59 {Slovensko sa v celkovom neo�ci lnom hodnoten¡ kraj¡n umiestnilo na siedmom mies-te. O nie�o hor¨ie v�sledky ako po minul� roky boli zapr¡�inen� t�m, �e na t£to s£�a� bolivybran¡ s£�a�iaci ni�¨¡ch ro�n¡kov, ktor¡ nemaj£ e¨te �iadne sk£senosti s medzin rod-n�mi s£�a�ami. ��as� na tomto podujat¡ bola pre nich pr¡pravou pre ich pravdepodobn�£�inkovanie na Medzin rodnej olympi de z informatiky v bud£cich rokoch.Pre £�astn¡kov bolo okrem samotnej s£�a�e pripraven� mno�stvo �al¨¡ch programov,ako napr¡klad v�lety do mesta Krakow a do historickej so�nej bane Wieliczka, prehliadkamesta Sacz, plavba na pltiach po Dunajci, alebo rozl£�kov  party.Cel� podujatie, ako odborn  tak aj neodborn  �as�, bolo ve�mi dobre zorganizovan�.Kvalitn  pr¡prava sa prejavila hlavne v a� prekvapuj£co hladkom priebehu vyhodno-covacieho procesu. S£�a�n� £lohy boli ve�mi dobre vybran� a svojou £rov¤ou mierneprevy¨ovali £rove¤ be�n£ na podujatiach tohto druhu. Nesporn�m pr¡nosom bolo aj



30 46. ro�n¡k matematickej olympi dypozvanie pomerne ve�k�ho po�tu hos�uj£cich kraj¡n (Bielorusko, Est¢nsko, Holandsko,Juhosl via, Litva, Loty¨sko, Nemecko, Ukrajina a USA).Bud£ci ro�n¡k Stredoeur¢pskej olympi dy v informatike sa zaviazalo zorganizova�Chorv tsko. D£fame, �e tentokr t nebude potrebn� h�ada� n hradn� rie¨enie v inejkrajine, ako tomu bolo pred dvoma rokmi. Bronislava Brejov , Tom ¨ Vina©Zadania £loh 4. Stredoeur¢pskej olympi dy v informatike1. Jasky¤a (48 bodov)V Bytelande sa nach dza ve�a jask�¤. V¨etky jaskyne v Bytelande maj£ tieto vlastnosti:{ V¨etky siene a chodby jaskyne s£ na tej istej £rovni.{ �iadne dve chodby sa nekri�uj£.{ Niektor� zo sien¡ sa nach dzaj£ na vonkaj¨om okruhu. Tieto budeme naz�va� von-kaj¨ie siene.{ V¨etky ostatn� siene le�ia vo vn£tri vonkaj¨ieho okruhu a budeme ich naz�va�vn£torn� siene.{ Jasky¤a m  vchod, ktor� vedie do jednej z vonkaj¨¡ch jask�¤.{ Z ka�dej siene ved£ pr ve tri chodby do troch in�ch, navz jom r�znych sien¡. Ak jesie¤ vonkaj¨ia, dve z jej chodieb ved£ do dvoch vonkaj¨¡ch sien¡ susediacich s ¤ouna vonkaj¨om okruhu. Tretia chodba vedie do niektorej vn£tornej siene.{ Chodby sp jaj£ce vonkaj¨ie siene budeme naz�va� vonkaj¨ie chodby. Ostatn� chodbybudeme naz�va� vn£torn� chodby.{ Medzi ka�d�mi dvoma sie¤ami sa d  prejs� tak, �e pou�ijeme iba vn£torn� chodby.Existuje pr ve jedna tak to cesta, ak navy¨e predpoklad me, �e m��eme nav¨t¡vi�ka�d£ sie¤ nanajv�¨ raz.{ Nie cez v¨etky chodby je rovnako �a�k� prejs�. Chodby s£ rozdelen� do dvoch skup¡n:�ahko a �a�ko prechodn�.Rozhodlo sa, �e v¨etky jaskyne bud£ spr¡stupnen� pre verejnos�. Aby bol zabezpe-�en� plynul� a bezpe�n� prechod cez jaskyne, n v¨tevn¡ci musia prech dza� jaskynecestou, ktor  je vopred vyzna�en  a nav¨t¡vi� ka�d£ sie¤ pr ve raz. V�nimkou z tohtopravidla je vstupn  sie¤, v ktorej ka�d  prehliadka za�¡na aj kon�¡, t£to sie¤ nav¨t¡vian v¨tevn¡ci pr ve dvakr t. Trasa prehliadky mus¡ by� vhodn  pre priemern�ho n v¨tev-n¡ka, a teda mus¡ obsahova� najmen¨¡ mo�n� po�et �a�ko prechodn�ch chodieb.�loha. Nap¡¨te program, ktor�:{ na�¡ta popis jaskyne z textov�ho s£boru CAV.IN;{ n jde trasu cez jasky¤u, ktor  za�¡na aj kon�¡ vo vstupnej sieni tak, aby n v¨tevn¡civideli ka�d£ sie¤ iba raz a ktor  obsahuje najmen¨¡ mo�n� po�et �a�k�ch chodieb;{ vyp¡¨e v�sledok do textov�ho s£boru CAV.OUT.Vstup. Na prvom riadku textov�ho s£boru CAV.IN sa nach dzaj£ dve cel� �¡sla n a koddelen� jedinou medzerou. Cel� �¡slo n (3 < n 5 500) ur�uje po�et v¨etk�ch sien¡v jaskyni a k (k 5 3) je po�et v¨etk�ch vonkaj¨¡ch sien¡ jaskyne. Siene s£ o�¡slovan�



�tvrt  stredoeur¢pska olympi da v informatike, zadania 31od 1 po n. Sie¤ �¡slo 1 je vstupn , siene 1; 2; : : : ; k s£ vonkaj¨ie siene. Nemusia sa v¨akna vonkaj¨om okruhu vyskytova� v tomto porad¡.Nasleduj£cich 3n2 riadkov obsahuje popisy jednotliv�ch chodieb. Ka�d� popis pozos-t va z troch cel�ch �¡sel a; b; c, ka�d� dve z nich s£ oddelen� jedinou medzerou. �¡sla aa b ozna�uj£ siene na koncoch pr¡slu¨nej chodby; �¡slo c je 0 alebo 1, kde 0 znamen ,�e chodba je �ahko a 1, �e chodba je �a�ko prechodn .V�stup. V ¨ programm  na prv� riadok textov�ho s£boru CAV.OUT vyp¡sa� postupnos�n cel�ch �¡sel oddelen�ch medzerami (jedna medzera medzi ka�d�mi dvoma �¡slami).Postupnos� mus¡ za�¡na� �¡slom 1 (vstupn  sie¤). Nasleduj£cich n� 1 cel�ch �¡sel bud£po sebe nasleduj£ce siene na n jdenej trase.2. Hexadecim lne �¡sla (30 bodov)Z kladom hexadecim lnej s£stavy je �¡slo 16. Na z pis �¡sel v tejto s£stave sa pou�¡va16 �¡slic 0; 1; : : : ; 9; A;B;C;D;E;F . Ve�k� p¡smen  A; : : : ; F ozna�uj£ cifry 10; : : : ; 15v tomto porad¡. Napr¡klad hexadecim lne �¡slo CF2 m  hodnotu 12 � 162 + 15 � 16 ++ 2 = 3314 v desiatkovej s£stave. Nech X je mno�ina v¨etk�ch kladn�ch cel�ch �¡sel,ktor�ch hexadecim lny z pis m  najviac osem ci�er a �iadna cifra sa v tomto z piseneopakuje. Najv�znamnej¨ia cifra v takomto z pise nie je nula. Najv��¨¡m prvkommno�iny X je �¡slo s hexadecim lnym z pisom FEDCBA98, druh� najv��¨ie je �¡sloFEDCBA97, tretie je FEDCBA96 a tak �alej.�loha. Nap¡¨te program, ktor�:{ na�¡ta kladn� �¡slo n z textov�ho s£boru HEX.IN, n nepresiahne po�et prvkov X;{ n jde n-t� najv��¨¡ prvok mno�iny X;{ zap¡¨e v�sledok do textov�ho s£boru HEX.OUT.Vstup. Prv� riadok s£boru obsahuje cel� �¡slo n v desiatkovej s£stave.V�stup. V ¨ program m  do prv�ho riadku textov�ho s£boru HEX.OUT vyp¡sa� n-t�najv��¨¡ prvok mno�iny X v hexadecim lnom z pise.3. Celo�¡seln� intervaly (22 bodov)Celo�¡seln� interval [a; b], a < b, je mno�ina v¨etk�ch za sebou id£cich cel�ch �¡selod a po b vr tane.�loha. Nap¡¨te program, ktor�:{ na�¡ta po�et intervalov a ich popisy z textov�ho s£boru INT.IN;{ n jde najmen¨¡ po�et prvkov v mno�ine obsahuj£cej aspo¤ dve r�zne cel� �¡slaz ka�d�ho intervalu;{ zap¡¨e v�sledok do textov�ho s£boru INT.OUT.Vstup. Prv� riadok textov�ho s£boru INT.IN obsahuje po�et intervalov n, 1 5 n 55 10 000. Ka�d� z nasleduj£cich n riadkov obsahuje dve cel� �¡sla a, b oddelen� jedinoumedzerou, 0 5 a < b 5 10 000, ur�uj£ce za�iatok a koniec intervalu.V�stup. V ¨ program m  zap¡sa� jedno cel� �¡slo do prv�ho riadku textov�ho s£boruINT.OUT; toto �¡slo m  ur�ova� minim lny po�et prvkov mno�iny obsahuj£cej aspo¤dve rozli�n� cel� �¡sla z ka�d�ho intervalu.



32 46. ro�n¡k matematickej olympi dy4. O domin ch (40 bodov)Domino je tehli�ka ve�kosti palca, ktorej vrchn  �as� je rozdelen  na dva ¨tvorce.Ka�d� z t�chto ¨tvorcov je bu� pr zdny, alebo obsahuje jednu a� ¨es� bodiek. Na stoleje nieko�ko dom¡n polo�en�ch ved�a seba:� � � �Po�et bodiek vo vrchnom riadku je 6+1+1+1 = 9 a po�et bodiek v spodnom riadkuje 1+5+3+2 = 11. Rozdiel medzi vrchn�m a spodn�m riadkom je 2. Vo v¨eobecnostirozdiel riadkov je absol£tna hodnota rozdielu medzi pr¡slu¨n�mi dvoma s£�tami. Ka�d�domino m��eme oto�i� o 180 stup¤ov tak, aby vrchn  strana ostala oto�en  hore.Ak� je najmen¨¡ po�et oto�en¡ potrebn�ch na dosiahnutie minim lneho rozdieluriadkov? (V pr¡pade na obr zku sta�¡ oto�i� posledn� domino na dosiahnutie rozdielu 0.V tomto pr¡pade je teda odpove� 1.)�loha. Nap¡¨te program, ktor�:{ na�¡ta po�et dom¡n a ich popisy z textov�ho s£boru DOM.IN;{ vypo�¡ta najmen¨¡ po�et oto�en¡ potrebn�ch na dosiahnutie minim lneho rozdieluriadkov;{ zap¡¨e v�sledok do textov�ho s£boru DOM.OUT.Vstup. Prv� riadok textov�ho s£boru DOM.IN obsahuje cel� �¡slo n, 1 5 n 5 1 000.Toto �¡slo ud va po�et dom¡n polo�en�ch na stole.Ka�d� z nasleduj£cich n riadkov obsahuje dve cel� �¡sla a, b oddelen� jedinoumedzerou, 0 5 a; b 5 6. �¡sla a a b uveden� v riadku i + 1 vstupn�ho s£boru, 1 55 i 5 n, ur�uj£ po�ty bodiek vo vrchnom a spodnom ¨tvorci i-teho domina na stole.V�stup. V ¨ program m  do prv�ho riadku textov�ho s£boru DOM.OUT vyp¡sa� jedin�cel� �¡slo. Toto �¡slo m  ur�ova� najmen¨¡ po�et oto�en¡ potrebn�ch na dosiahnutieminim lneho rozdielu riadkov.5. Prechod cez rieku (30 bodov)Ob�ania krajiny Byteland miluj£ v¨etky ¨porty, v ktor�ch je logick� uva�ovanierovnako d�le�it� ako fyzick� schopnosti. Jedn�m z t�chto ¨portov je prechod cez riekuHex { naj¨ir¨iu rieku v Bytelande. V rieke sa nach dza n kolov o�¡slovan�ch 1; 2; : : : ; n(z�ava doprava) v rade tiahn£com sa z jedn�ho brehu na druh�. Vzdialenosti medzit�mito kolmi, ako aj vzdialenos� kolu 1 a �av�ho brehu, alebo kolu n a prav�ho brehus£ rovnak�. �lohou ob�anov je prejs� z jedn�ho brehu rieky na druh� tak, �e z �av�hobrehu presko�ia na niektor� k�l, potom pr¡padne na �al¨¡ at�., a� nakoniec na prav�breh rieky.V �ase 0 stoj¡ ob�an na �avom brehu rieky Hex. Jeho cie�om je dosiahnu� prav� brehrieky najr�chlej¨ie, ako je to mo�n�. V ka�dom okamihu je ka�d� k�l bu� nad vodoualebo pod vodou a ob�an stoj¡ bu� na niektorom kole alebo na jednom z brehov rieky.Ob�an m��e st � na kole iba ak je k�l nad vodou, tak�to k�l sa naz�va dostupn�.



�tvrt  stredoeur¢pska olympi da v informatike, zadania 33Ka�d� k�l je v �ase 0 pod vodou, potom zostane a �asov�ch jednotiek nad vodou, b�asov�ch jednotiek pod vodou, a �asov�ch jednotiek nad vodou, b �asov�ch jednotiekpod vodou at�. Kon¨tanty a a b s£ de�novan� zvl ¨� pre ka�d� k�l. Napr¡klad k�l,pre ktor� a = 2 a b = 3, bude pod vodou v �ase 0, nad vodou v �ase 1 a 2, pod vodouv �ase 3, 4, 5 at�.V �ase t+1 si ob�an m��e vybra� �ubovo�n� dostupn� k�l alebo breh vo vzdialenostinajviac 5 kolov od jeho poz¡cie v �ase t, alebo m��e zosta� na brehu alebo na p�vodnomkole (ak bude dostupn� v �ase t+1). Napr¡klad z kolu 5 je mo�n� dosiahnu� �ubovo�n�z kolov 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 alebo �av� breh.�loha. Nap¡¨te program, ktor�:{ na�¡ta po�et blokov d t z textov�ho s£boru RIV.IN (ka�d� blok obsahuje £pln£ sadud t pre £lohu);{ pre ka�d� blok{ na�¡ta po�et kolov a popis ich spr vania;{ vypo�¡ta najkrat¨¡ �as, za ktor� sa m��e ob�an dosta� na prav� breh, ak je prav�breh dosiahnute�n�;{ zap¡¨e v�sledok do textov�ho s£boru RIV.OUT.Vstup. Prv� riadok vstupn�ho s£boru RIV.IN obsahuje po�et blokov d t x, 1 5 x 55 5. Nasleduj£ce riadky s£boru tvoria x blokov. Prv� blok za�¡na na druhom riadkuvstupn�ho s£boru, ka�d� �al¨¡ blok za�¡na priamo po predch dzaj£com bloku.Prv� riadok ka�d�ho bloku obsahuje po�et kolov n, 5 < n 5 1 000.Ka�d� z nasleduj£cich n riadkov bloku obsahuje dve cel� �¡sla a; b oddelen� jedinoumedzerou, 1 5 a; b 5 5. �¡sla v i + 1-vom riadku bloku (1 5 i 5 n) popisuj£ spr vaniekolu i.V�stup. Pre k-ty blok, 1 5 k 5 x, zap¡¨te do k-teho riadku textov�ho s£boru RIV.OUTcel� �¡slo, ur�uj£ce najkrat¨¡ �as, za ktor� sa m��e ob�an dosta� na prav� breh aleboslovo NO, ak nie je mo�n� op¡san�m sp�sobom prav� breh dosiahnu�.6. Streleck  s£�a� (30 bodov)Vitajte v Bytelande na v�ro�nej streleckej s£�a�i. Ka�d� s£�a�iaci bude strie�a�na cie� tvoren� obd��nikovou mrie�kou. Cie� pozost va z r � c ¨tvorcov umiestnen�chdo r riadkov a c st�pcov. Ka�d� ¨tvorec je ofarben� bielou alebo �iernou. V ka�dom st�pcis£ pr ve dva biele ¨tvorce a r � 2 �iernych ¨tvorcov. Riadky s£ zhora dole ozna�en��¡slami 1; : : : ; r a st�pce s£ z�ava doprava ozna�en� �¡slami 1; : : : ; c. Ka�d� strelec m  cv�strelov.S�ria c v�strelov je korektn , ak v ka�dom st�pci je zasiahnut� pr ve jeden biely¨tvorec a neexistuje riadok, v ktorom by nebol zasiahnut� �iadny biely ¨tvorec. Pom��testrelcovi n js� korektn£ s�riu v�strelov, ak nejak  existuje.�loha. Nap¡¨te program, ktor�:{ na�¡ta z textov�ho s£boru SHO.IN po�et blokov d t (ka�d� blok obsahuje £pln£ sadud t pre £lohu);{ pre ka�d� blok{ na�¡ta rozmery cie�a a rozlo�enie bielych ¨tvorcov;



34 46. ro�n¡k matematickej olympi dy{ zist¡, �i existuje korektn  s�ria v�strelov a ak  no, n jde jednu z nich;{ zap¡¨e v�sledok do textov�ho s£boru SHO.OUT.Vstup. Prv� riadok vstupn�ho s£boru SHO.IN obsahuje po�et blokov d t x, 1 5 x 55 5. Nasleduj£ce riadky s£boru tvoria x blokov. Prv� blok za�¡na na druhom riadkuvstupn�ho s£boru, ka�d� �al¨¡ blok za�¡na priamo za predch dzaj£cim.Prv� riadok ka�d�ho bloku obsahuje dve cel� �¡sla r a c oddelen� jedinou medzerou,2 5 r 5 c 5 1 000. Tieto �¡sla ur�uj£ po�et riadkov a st�pcov (v tomto porad¡). Ka�d�z nasleduj£cich c riadkov v bloku obsahuje dve cel� �¡sla oddelen� jedinou medzerou.�¡sla v (i + 1)-vom riadku bloku (1 5 i 5 c) ozna�uj£ riadky obsahuj£ce biele ¨tvorcev i-tom st�pci.V�stup. Pre i-ty blok (1 5 i 5 x) m  v ¨ program vyp¡sa� do i-teho riadku s£boruSHO.OUT bu� postupnos� c �¡sel riadkov (susedn� �¡sla s£ oddelen� jednou medzerou)tvoriacich korektn£ s�riu v�strelov na biele ¨tvorce v st�pcoch 1; 2; : : : ; c, alebo slovo NO,ak tak  s�ria neexistuje.



9. Medzin rodn  olympi da v informatikeV d¤och 30. novembra a� 7. decembra 1997 sa konala v Kapskom meste (Juhoafrick republika) 9. Medzin rodn  olympi da v informatike (MOI). S£�a�e sa z£�astnilo 229s£�a�iacich zo 61 kraj¡n sveta.Slovensk� dru�stvo bolo zostaven� na z klade v�sledkov celo¨t tneho kola Matema-tickej olympi dy kateg¢rie P a v�berov�ho s£stredenia, ktor� sa konalo v d¤och 8. { 14.j£na 1997 na Matematicko-fyzik lnej fakulte Univerzity Komensk�ho v Bratislave.V�sledky v�berov�ho s£stredenia:1. Miroslav Dud¡k 402,5 7. J n Rusz 277,32. Stanislav Funiak 400,6 8. Peter Vasil 253,23. Richard Kr �ovi� 343,1 9. Vladim¡r Koutn� 251,44. Martin Hajduch 341,0 10. D vid P l 229,45. Vladim¡r Marko 298,5 11. Martin Va¨¡�ek 228,06. J n Svore¤ 297,1 12. Roland Bott 195,5Slovensko teda na s£�a�i reprezentovali Miroslav Dud¡k z Gymn zia v Trebi¨ove,Stanislav Funiak z Gymn zia v Su�anoch, Martin Hajduch z Gymn zia v Pova�skejBystrici a Richard Kr �ovi� z Gymn zia J. Hronca v Bratislave. Ved£cou deleg ciebola RNDr. Gabriela Andrejkov  z Pr¡rodovedeckej fakulty Univerzity P. J. �af rikav Ko¨iciach, z stupcom ved£ceho bol Tom ¨ Vina© z Matematicko-fyzik lnej fakultyUniverzity Komensk�ho v Bratislave.Samotn  s£�a� bola rozdelen  do dvoch s£�a�n�ch dn¡, pri�om ka�d� de¤ s£�a�iacirie¨ili 3 £lohy v �istom �ase 5 hod¡n. Oproti minul�m ro�n¡kom MOI boli s£�a�n�pr¡klady odli¨n�ho charakteru. V¨etky boli orientovan� na pou�itie heuristick�chmet¢d,pri�om sa hodnotilo sk¢re n jden�ho rie¨enia oproti sk¢re najlep¨ieho rie¨enia n jde-n�ho vzorov�m programom. Na s£�a�iach MOI je tak�to syst�m hodnotenia pomerneneobvykl�.Zadania £loh neboli ve�mi dobre pripraven�. Na zasadnutiach veden¡ dru�stiev predjednotliv�mi s£�a�n�mi d¤ami museli by� p�vodn� formul cie v�razne upravovan�,aby ich bolo mo�n� na s£�a�i pou�i�. Toto viedlo nesk�r k technick�m probl�mompri vyhodnocovan¡.Aj napriek tejto situ cii dosiahlo na¨e dru�stvo v�born� v�sledky, a to konkr�tne:Por. Meno Po�et bodov Medaila15. Miroslav Dud¡k 384 zlat 26. Stanislav Funiak 358 strieborn 39. Martin Hajduch 335 strieborn 46. Richard Kr �ovi� 311 strieborn V neo�ci lnom hodnoten¡ kraj¡n sa Slovensko umiestnilo na 2. mieste za Ruskom(1 zlat  a 3 strieborn� medaily) a pred �¡nou (1 zlat , 2 strieborn� a 1 bronzov 



36 46. ro�n¡k matematickej olympi dymedaila), Po�skom (2 zlat� a 2 bronzov� medaily) a D nskom (2 zlat� a 1 strieborn medaila).Okrem s£�a�e organiz tori pripravili mno�stvo �al¨ieho programu (exkurzie, ve-�ery venovan� kult£re Ju�nej Afriky a Portugalska (bud£ci organiz tor MOI), de¤medzin rodnej spolupr ce (pod z ¨titou �rmy Microsoft) a in�. Tento program spolus otv rac¡m a z vere�n�m ceremoni lom bol ve�mi dobre pripraven� a vytvoril v�born�podmienky pre nadviazanie medzin rodn�ch kontaktov ako medzi s£�a�iacimi, tak ajmedzi ved£cimi deleg ci¡.Po�as MOI'97 sa tie� konalo zasadnutie v�boru Stredoeur¢pskej olympi dy v infor-matike (CEOI). �lenovia v�boru rozhodli, �e �al¨¡ ro�n¡k CEOI sa bude kona� v Zadare(Chorv tsko) v d¤och 20. { 27. m ja 1998.MOI'98 sa bude kona� v d¤och 5.{ 12. septembra 1998 v meste Set£bal v Portugalsku.RNDr. Gabriela Andrejkov , Tom ¨ Vina©Zadania £loh 8. medzin rodnej olympi dy v informatike1. Prieskumn� modul MarsuPo�as bud£cej misie pristane na Marse modul, ktor� bude obsahova� nieko�ko pries-kumn�ch vozidiel MEV (mal� elektrick� vozidlo). Modul vylo�¡ v¨etky vozidl  na povrchMarsu na mieste prist tia. Z tohoto miesta sa potom vozidl  bud£ pres£va� k vysiela�ke,ktor  prist la ne�aleko. Po�as presunu k vysiela�ke odoberaj£ vozidl  vzorky horn¡n.Ka�d£ vzorku horniny mo�no odobra� iba raz. Odoberie ju prv� vozidlo, ktor� k nejdoraz¡. Vzorku nemo�no odobra� druh�kr t, av¨ak in� MEV m��e poz¡ciou, kde savzorka nach dzala, prejs�.Vozidl  nem��u prech dza� nebezpe�n�m ter�nom. S£ zostrojen� tak, �e sa m��upres£va� len na juh a na v�chod po ceste ved£cej pol¡�kami mrie�ky od modulu k vy-siela�ke. Na jednom pol¡�ku mrie�ky m��e by� v rovnakom �ase aj viacero vozidielMEV.Upozornenie: Ak vozidlo MEV nem��e pokra�ova� v korektnom pohybe a nedosiahloe¨te vysiela�ku, jeho vzorky s£ de�nit¡vne straten�.Povrch plan�ty medzi modulom a vysiela�kou je reprezentovan� pomocou mrie�kyP � Q. Modul sa v�dy nach dza na poz¡cii (1; 1) a vysiela�ka na poz¡cii (P;Q). Typyter�nu s£ nasledovn�: 0 { vo�n� ter�n, 1 { nebezpe�n� ter�n, 2 { ter�n so vzorkou.ModulSJ VZ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Riadok 10 0 0 0 0 1 1 0 0 0: : : : : : : : :0 1 0 0 2 0 1 1 0 00 1 0 1 0 0 1 1 0 0 Riadok QVysiela�ka



9. Medzin rodn  olympi da v informatike, zadania 37�loha. N jdite popis pohybu vozidiel s maxim lnym sk¢re. Sk¢re z vis¡ od po�tuzozbieran�ch a k vysiela�ke prinesen�ch vzoriek, ako aj od po�tu vozidiel MEV, ktor�dorazili k vysiela�ke.Vstup. Vstupn� s£bor je zadan� nasledovne: V prvom riadku sa nach dza cel� �¡sloPocetVozidiel men¨ie ako 1 000, ozna�uj£ce po�et MEV, ktor� boli dovezen� modu-lom. Hodnota P v druhom a Q v tre�om riadku vstupn�ho s£boru ozna�uj£ ve�kos�mrie�ky. Ka�d� z nasleduj£cich Q riadkov obsahuje P medzerami oddelen�ch cel�ch�¡sel z intervalu [0; 2], reprezentuj£cich typy ter�nu na jednom riadku mrie�ky povrchu,po�inaj£c riadkom 1 a kon�iac riadkom Q. Pritom P ani Q neprekro�ia 128.V�stup. Postupnos� riadkov reprezentuj£ca pohyb vozidiel MEV k vysiela�ke. Ka�d�riadok obsahuje �¡slo vozidla a �¡slicu 0 resp. 1, kde 0 znamen  posun na juh a 1 posunna v�chod.V�po�et sk¢re. Sk¢re z vis¡ od po�tu zozbieran�ch vzoriek prinesen�ch k vysiela�kea od po�tu vozidiel MEV, ktor� k vysiela�ke dorazili. Sk¢re = (po�et zozbieran�cha k vysiela�ke donesen�ch vzoriek + po�et vozidiel MEV, ktor� dorazili k vysiela�ke �po�et vozidiel, ktor� nedorazili) vyjadren� percentu lne vzh�adom na maxim lne mo�n�sk¢re pre dan� vstup.2. Hra HexHex je strategick  hra pre dvoch hr �ov, ktor  sa hr  na hracom pl ne rovnobe�n¡-kov�ho tvaru N � N , pozost vaj£ceho zo ¨es�uholn¡kov�ch pol¡�ok (hexovnica). Tvarpre N = 6 je uveden� na obr zku:
� Riadok 1

/St�lpec 1
{ Hr �mi s£ v ¨ program a vyhodnocovacia kni�nica.{ V ¨ program za�¡na.{ Hr �i sa striedaj£ v kladen¡ hrac¡ch kame¤ov (hexovn¡�kov) na hexovnicu.{ Hexovn¡�ek m��e by� umiestnen� na �ubovo�n� vo�n� pol¡�ko na hexovnici.{ Dve pol¡�ka hexovnice s£ susedn�, pr ve ak maj£ spolo�n£ hranu.



38 46. ro�n¡k matematickej olympi dy{ Dva hexovn¡�ky (toho ist�ho hr �a), ktor� sa nach dzaj£ na susedn�ch pol¡�kachhexovnice s£ spojen�.{ Spojitos� je tranzit¡vna (a komutat¡vna): ak je hexovn¡�ek hex1 spojen� s hexov-n¡�kom hex2 a hex2 je spojen� s hexovn¡�kom hex3, potom hex3 je spojen� s hex1a hex1 je spojen� s hex3.�loha.� Vytvorte program, ktor� hr  hru Hex.� Cie�om prv�ho hr �a (v ¨ program) je spoji� niektor� z va¨ich hexovn¡�kov v st�pci1 s niektor�m z va¨ich hexovn¡�kov v st�pci N .� Cie�om druh�ho hr �a (vyhodnocovac¡ program) je spoji� jeden z jeho hexovn¡�kovv riadku 1 s niektor�m z jeho hexovn¡�kov v riadku N .� Ak v ¨ program hr  optim lne, v�dy vyhr .Vstup a v�stup. V ¨ program nesmie �¡ta� a zapisova� �iadne s£bory. V ¨ programnesmie o�ak va� vstup z kl vesnice a nesmie vypisova� na obrazovku. Program z¡skav¨etky vstupn� £daje pomocou funkci¡ v kni�nici HexLib. Kni�nica bude vytv ra�v�stupn� s£bor HEX.OUT; tento v�stup ignorujte.Na za�iatku v ¨mu programu bude zadan  hexovnica, na ktorej m��e by� u� ulo-�en�ch nieko�ko hexovn¡�kov, reprezentuj£cich stav hry tak�, �e prv� hr � m��e st levyhra�. V ¨ program na zistenie stavu hexovnice mus¡ pou�i� funkcie GetMax a LookAt-Board.Na za�iatku patr¡ v ¨mu programu aj vyhodnocovacej kni�nici rovnak� po�et hexov-n¡�kov.Obmedzenie.{ Ve�kos� hexovnice bude v�dy od 1 po 20.{ V ¨ program mus¡ ukon�i� hru do 200 �ahov. Cel  hra mus¡ by� ukon�en  do 40sek£nd. Je zaru�en�, �e vyhodnocovacia kni�nica ukon�¡ spracovanie v¨etk�ch �ahovspolu do 20 sek£nd.Popis kni�nice. K dispoz¡cii m te kni�nicu HexLib, ktor£ mus¡te prilinkova� k v ¨muprogramu.Nasleduje popis funkci¡ v kni�nici HexLib (v porad¡ Pascal, C/C++):function LookAtBoard (row, column:integer):integer; int LookAtBoard(introw; int column);vr ti:�1 ak row < 1 alebo row > N alebo column < 1 alebo column > N ,0 ak sa na pol¡�ku nenach dza �iadny hexovn¡�ek,1 ak sa na pol¡�ku nach dza v ¨ hexovn¡�ek,2 ak sa na pol¡�ku nach dza hexovn¡�ek patriaci kni�nici.



9. Medzin rodn  olympi da v informatike, zadania 39procedure PutHex(row, column:integer); void PutHex(int row, int column);umiestni v ¨ hexovn¡�ek na pol¡�ko ur�en� row a column, ak toto pol¡�ko nie jeobsaden�.function GameIsOver:integer; int GameIsOver(void);vr ti jedno z nasleduj£cich cel�ch �¡sel:0 ak hra nie je ukon�en ,1 ak ka�d  poz¡cia je obsaden ,2 ak v ¨ program vyhral,3 ak vyhrala kni�nica.procedure MakeLibMove; void MakeLibMove(void);umo�n¡ kni�nici vypo�¡ta� �al¨¡ �ah a umiestni jej hexovn¡�ek na hexovnicu. Zmenyna hexovnici zist¡te pomocou LookAtBoard a in�ch funkci¡.function GetRow:integer; int GetRow(void);vr ti �¡slo riadku, na ktor� bol kni�nicou umiestnen� posledn� hexovn¡�ek alebo �1,ak doteraz nebol umiestnen� �iadny hexovn¡�ek. T to funkcia v�dy vr ti t£ ist£hodnotu, a� k�m v ¨ program nezavol  MakeLibMove znovu.function GetColumn:integer; int GetColumn(void);vr ti �¡slo st�pca, na ktor� bol kni�nicou umiestnen� posledn� hexovn¡�ek alebo �1,ak doteraz nebol umiestnen� �iadny hexovn¡�ek. T to funkcia v�dy vr ti t£ ist£hodnotu, a� k�m v ¨ program nezavol  MakeLibMove znovu.function GetMax:integer; int GetMax(void);vr ti ve�kos� hexovnice N .3. Jedovat� iShongololoiShongololo je v re�i Zulu meno pre zvl ¨tnu stono�ku. iShongololo je dlh�, leskl�a �ierne �l nkovan� zvieratko s mnoh�mi no�i�kami. �iv¡ sa "ovoc¡m\, ktor� pre £�elytohto pr¡kladu budeme pova�ova� za kv der s celo�¡seln�mi rozmermi L (d��ka), W(¨¡rka), H (v�¨ka).�loha. Vytvorte program, ktor� ur�¡ maxim lny po�et blokov zjeden�ch zvieratkomiShongololo bez poru¨enia pravidiel. Program mus¡ ur�i� �innosti tak, ako ich iShongo-lolo bude postupne vykon va� pri po�ieran¡ ovocia.iShongololo sa na za�iatku nach dza mimo ovocia. Prv� blok, ktor� iShongololomus¡ zjes�, je 1; 1; 1, a potom sa mus¡ posun£� dovn£tra tohoto bloku. Zastav¡ sa, ke�u� nemo�no �iadne �al¨ie bloky zjes� pod�a pravidiel a nem��e sa viac posun£�.Obmedzenia.{ iShongololo zaber  pr ve jeden pr zdny blok.



40 46. ro�n¡k matematickej olympi dy{ iShongololo m��e zjes� naraz iba jeden kompletn� blok.{ iShongololo sa nem��e dvakr t posun£� na to ist� miesto (t.j. posun£� sa nasp��alebo kri�ova� svoju cestu).{ iShongololo sa nem��e posun£� do nezjeden�ho bloku, ani mimo ovocia.{ iShongololo sa m��e pos£va� do alebo zjes� iba tie bloky, s ktor�mi m  blok, v ktoromsa nach dza, spolo�n£ stenu. Navy¨e m��e zjes� iba tie bloky, ktor� nemaj£ �iadnein� steny susedn� s u� zjeden�mi (pr zdnymi) blokmi.Vstup. V ¨ program dostane na vstup tri cel� �¡sla, ktor� ozna�uj£ d��ku L, ¨¡rku Wa v�¨ku H kv dra. Ka�d� z �¡sel L, W , H sa nach dza na samostatnom riadku. V¨etkytri �¡sla bud£ od 1 do 32 (vr tane).V�stup. V�stup pozost va z riadkov, ktor� za�¡naj£ p¡smenom E (zjedz { eat) alebo M(posu¤ sa { move). Za t�mto p¡smenom nasleduj£ tri cel� �¡sla, ktor� reprezentuj£zjeden� blok alebo blok, do ktor�ho sa iShongololo presunul.Hodnotenie. Celkov� sk¢re je percentu lnym vyjadren¡m po�tu zjeden�ch blokovvzh�adom k autormi £lohy n jden�mu najvy¨¨iemu po�tu zjeden�ch blokov.4. Rozpozn vanie znakov�loha. Nap¡¨te program na rozpoznanie postupnosti jedn�ho alebo viacer�ch znakovv obraze, ktor� sa nach dza v s£bore IMAGE.DAT s pou�it¡m fontov, ktor� sa nach dzaj£v s£bore FONT.DAT.Ka�d� ide lny obraz znaku m  20 riadkov po 20 �¡slic. Ka�d  �¡slica je 0 alebo 1(pozri pr¡klad obrazu znaku v s£bore FONT.DAT alebo IMAGE.DAT).S£bor FONT.DAT obsahuje reprezent cie 27 ide lnych obrazov znakov v tomto porad¡:�abcdefghijklmnopqrstuvwxyz,kde � reprezentuje medzeru.S£bor IMAGE.DAT obsahuje jeden alebo nieko�ko potenci lne pokazen�ch obrazovznakov. Obraz znaku m��e by� pokazen� nasleduj£cimi sp�sobmi:{ najviac jeden riadok m��e by� zdvojen� (a k¢pia sa nach dza bezprostredne za ori-gin lom){ najviac jeden riadok m��e by� vynechan�{ niektor� 0 m��u by� zmenen� na 1{ niektor� 1 m��u by� zmenen� na 0. �iadny obraz znaku nem  s£�asne zdvojen�aj vynechan� riadok. Vo vstupn�ch £dajoch pre vyhodnocovanie v �iadnom obrazeznaku nie je zmenen�ch viac ne� 30% n£l a jedni�iek.{ v pr¡pade zdvojenia riadku, jeden alebo oba v�sledn� riadky m��u by� pokazen�,a toto pokazenie m��e by� pre oba riadky r�zne.Pokazen� obraz znaku rozpozn te tak, �e vyberiete obraz tak�ho znaku z fontu, ktor�vy�aduje najmen¨¡ celkov� po�et zmien jedni�iek na nuly a naopak, aby ste z¡skali



9. Medzin rodn  olympi da v informatike, zadania 41pokazen� obraz. Uva�ujte aj o mo�nosti vypustenia alebo zdvojenia riadku. Dobrenavrhnut� program by mal rozpozna� v¨etky znaky v d tach, ktor� bud£ pou�it�pri vyhodnocovan¡. Pre d ta, pou�it� pri vyhodnocovan¡, existuje jednozna�n� rie¨enie.Spr vne rie¨enie pou�ije v¨etky £daje poskytnut� vo vstupnom s£bore IMAGE.DAT.Vstup. Na za�iatku oboch vstupn�ch s£borov sa nach dza cel� �¡slo N , (19 5 N 55 1 200), ktor� ur�uje po�et riadkov za n¡m nasleduj£cich. Ka�d� riadok d t m  ¨¡rku20 �¡slic. Medzi jednotliv�mi �¡slicami sa nenach dzaj£ �iadne odde�uj£ce medzery.Font je pop¡san� v s£bore FONT.DAT, ktor� m  v�dy 541 riadkov a m��e sa l¡¨i�pre ka�d� vstup, ktor� bude pou�it� pri vyhodnocovan¡.V�stup. Program vytvor¡ s£bor IMAGE.OUT, ktor� bude obsahova� re�azec rozpozna-n�ch znakov v tvare jedn�ho riadku ASCII textu. Okrem rozpoznan�ch znakov v�stupnesmie obsahova� �iadny odde�uj£ci znak. Ak v ¨ program nerozpozn  niektor� znak,na odpovedaj£cu poz¡ciu vo v�stupnom s£bore zap¡¨e znak ?.Pr¡klad vstupu. V �avom st�pci sa nach dza pr¡klad �asti s£boru FONT.DAT (znak a).V pravom st�pci sa v s£bore IMAGE.DAT (bez prv�ho riadku) nach dza pokazen� znak a).00000000000000000000 0000000000000000000000000000000000000000 0000000000000000000000000000000000000000 0000000000000000000000000011100000000000 0000001110000000000000000111111011000000 0010011101101100000000001111111001100000 0000111111100110000000001110001100100000 0000111000110010000000001100001100010000 0000110000110001000000001100000100010000 0000110000010001000000000100000100010000 0000010000010001000000000010000000110000 0000001000000011000000000001000001110000 0000111101111111000000001111111111110000 0000111111111111000000001111111111110000 0000111111111100000000001111111111000000 0000100001000000000000001000000000000000 0000000000000000000000000000000000000000 0000000000000100000000000000000000000000 0000000000000000000000000000000000000000 0000000000000000000000000000000000000000FONT.DAT IMAGE.DAT5. Ukladanie kontajnerovSpolo�nos� Neptune Cargo Company m  v prev dzke sklad sl£�iaci na skladovaniekontajnerov. Tento sklad prij¡ma kontajnery na uschovanie a neskor¨ie vyzdvihnutie.



42 46. ro�n¡k matematickej olympi dyKontajnery prich dzaj£ do skladu ka�d£ hodinu a zost vaj£ tam kladn� celo�¡seln�po�et hod¡n. Pri uschovan¡ kontajnera je v jeho dokument cii obsiahnut� predpokla-dan� �as, kedy bude vyzdvihnut�. Prv� kontajner je uschovan� v �ase 1. Skuto�n��as, v ktorom bude kontajner vyzdvihnut�, sa l¡¨i od predpokladan�ho �asu nanajv�¨o 5 hod¡n. V tejto £lohe je �as meran� v hodin ch a nepresiahne hodnotu 150.Sklad m  tvar kv dra s d��kou X, ¨¡rkou Y a v�¨kou Z. Ka�d� kontajner je kocka1�1�1. Kontajnery s£ ukladan� na in� kontajnery alebo na podlahu �eriavom. �eriavsa m��e pohybova� len nad dan�m £lo�n�m priestorom. Uschov va do¤ a vyzdvihujez neho kontajnery a niekedy ich preusporiadava vo vn£tri £lo�n�ho priestoru. M��emanipulova� iba s kontajnermi, ktor� s£ na vrchu ktor�hoko�vek st�pca kontajnerov.Pres£vanie kontajnera z jednej poz¡cie na in£ je v�dy pova�ovan� za jeden presun�eriava. V¨etky presuny �eriava sa vykon vaj£ medzi ulo�eniami resp. vyzdvihnutiamikontajnerov a vykon vaj£ sa okam�ite.�loha. Nap¡¨te program s dobrou strat�giou na uschov vanie, skladovanie a vyzdviho-vanie kontajnerov. Dobr  strat�gia je tak , ktor  minimalizuje celkov� po�et posunut¡,ktor� �eriav vykon .Ke� sa sklad napln¡, v ¨ programmus¡ odmietnu� ulo�enie �al¨¡ch kontajnerov. V pr¡-pade, �e sklad je skoro pln�, sa v ¨ program m��e sta� menej efekt¡vnym, alebo m��eby� v�bec neschopn� pokra�ova�. M��e teda odmietnu� ulo�enie �al¨ieho kontajnerakedyko�vek.Vstup. V ¨ program bude spolupracova� so simula�n�m modulom, ktor� bude po-skytova� £daje, a do ktor�ho bude v ¨ program oznamova� �innosti a posiela� spr vy.Do v ¨ho programu mus¡te prilinkova� kni�nicu StackLib. Po�as ladenia v ¨ho progra-mu bude kni�nica vraca� hodnoty pre jeden mal� konkr�tny vstup.Sklad je pri spusten¡ v ¨ho programu pr zdny a jeho rozmery X, Y a Z neprekro�iahodnotu 32.V ¨ program m��e hocikedy vola� nasleduj£ce funkcie:int GetX(); function GetX:integer; { vr ti d��ku £lo�n�ho priestoru (cel� �¡slo).int GetY(); function GetY:integer; { vr ti ¨¡rku £lo�n�ho priestoru (cel� �¡slo).int GetZ(); function GetZ:integer; { vr ti v�¨ku £lo�n�ho priestoru (cel� �¡slo).Ka�d� kontajner je jednozna�ne identi�kovan� kladn�m cel�m �¡slom. Nasleduj£cefunkcie poskytuj£ inform cie o postupnosti �innost¡ (uschovanie a vyzdvihnutie kontaj-nera). Po�iadavky na uschovanie prich dzaj£ v�dy presne v cel£ hodinu a po�iadavkyna vyzdvihnutie v�dy medzi dvoma cel�mi hodinami. Pre £�ely predpokladan�ho�asu uschovania ka�d  po�iadavka na uschovanie znamen  uplynutie jednejhodiny �asu.



9. Medzin rodn  olympi da v informatike, zadania 43int GetNextContainer(); function GetNextContainer:integer;Vr ti �¡slo kontajnera, ktor� m  by� najbli�¨ie uschovan� alebo vyzdvihnut�. Aknie s£ �iadne �al¨ie po�iadavky na vyzdvihnutie alebo uschovanie kontajnera, vr tifunkcia hodnotu 0, �o znamen , �e v ¨ programm  ukon�i� �innos�, a to aj v pr¡pade,�e nejak� kontajnery e¨te zostali v sklade.int GetNextAction(); function GetNextAction:integer;Vr ti cel� �¡slo, ktor� reprezentuje najbli�¨iu po�adovan£ �innos�: 1 { uschova� nov�kontajner, 2 { vyzdvihn£� kontajner.int GetNextStorageTime(); function GetNextStorageTime:integer;Vr ti v hodin ch (absol£tne od za�iatku behu programu) predpokladan� �as vyzdvih-nutia kontajnera. T to hodnota je poskytovan  pre pl novanie vo va¨om programe;skuto�n  po�iadavka na vyzdvihnutie m��e pr¡s� o nie�o sk�r alebo nesk�r (nanajv�¨v¨ak o 5 hod¡n). Hodnota funkcie GetNextStorageTime m  v�znam iba v pr¡pade,�e funkcia GetNextAction vr ti hodnotu 1.Nez le�¡ na porad¡ volania vy¨¨ieuveden�ch troch funkci¡. Po sebe nasleduj£ce volaniaGetNextContainer, GetNextAction a GetNextStorageTime vr tia v�dy inform ciuo tom istom kontajneri, a� k�m tento nebude odmietnut�, uschovan� alebo vyzdvihnut�(od tohto momentu vy¨¨ieuveden� funkcie bud£ vraca� inform ciu o �al¨om kontajneri).V�stup. Ke� v ¨ program z¡ska potrebn£ inform ciu o �al¨om kontajneri, pou�itenasleduj£ce funkcie na manipul ciu s £lo�n�m priestorom:int MoveContainer(int x1, int y1, int x2, int y2);function MoveContainer(x1,y1,x2,y2:integer):integer;Vezme kontajner, ktor� sa nach dza na vrchu st�pika kontajnerov na poz¡cii (x1; y1)a polo�¡ ho na vrch st�pika kontajnerov na poz¡cii (x2; y2). Vr ti 1, ak oper ciu mo�novykona�, 0, ak oper ciu nemo�no vykona�.void RefuseContainer(); procedure RefuseContainer();Odmietne uschova� kontajner.void StoreArrivingContainer(int x, int y);procedure StoreArivingContainer(x,y:integer);Ulo�¡ kontajner, ktor� je potrebn� uschova�, na vrchol st�pika kontajnerov na poz¡cii(x; y).void RemoveContainer(int x, int y);procedure RemoveContainer(x,y:integer);Vyzdvihne kontajner z vrcholu st�pika kontajnerov na poz¡cii (x; y) zo skladu.



44 46. ro�n¡k matematickej olympi dyAk v ¨ program nem��e vykona� po�adovan£ �innos�, mus¡ skon�i�. Nespr vne krokys£ kni�nicou ignorovan� a nemaj£ �iadny efekt na stav simul cie ani na hodnotenie.Od v ¨ho programu sa nevy�aduje �iadny v�stupn� s£bor. Kni�nica, s ktorou v ¨program spolupracuje, bude vypisova� log s£bor �innost¡. Tento s£bor bude pou�¡van�na vyhodnocovanie.�asovanie. V ¨ program dostane inform ciu o �al¨ej po�iadavke na uschovanie alebovyzdvihnutie kontajnera. Potom, ak je to potrebn�, m��e pomocou �eriava pres£va�a postupne uschov va�, vyzdvihova�, alebo odmieta� kontajnery.Hodnotenie. Program bude testovan� pomocou nieko�k�ch vstupov a pre ka�d�vstup bude hodnoten  jeho v�konnos� oproti n m zn memu najefekt¡vnej¨iemu rie¨eniupou�it¡m nasleduj£cich ukazovate�ov:� Celkov� po�et presunov �eriava vo va¨om programe.� Penaliz cia 5 presunov za ka�d� odmietnut� kontajner.� Penaliz cia 5 presunov za ka�d� neuschovan� a nevyzdvihnut� kontajner (akprogram skon�¡ norm lne pred t�m, ne� s£ v¨etky oper cie vykonan�).� Celkov� sk¢re bude vypo�¡tan� vzh�adom k najlep¨iemu zn memu rie¨eniu.� Ak program vykon  viac ako dvojn sobok nutn�ch oper ci¡, je hodnoten� 0 bodmi.6. Popisovanie m pPredstavte si, �e ste asistentom kartografa a dostali ste za £lohu zap¡sa� men  miestdo novej mapy.Mapa je reprezentovan  mrie�kou 1 000�1 000 pol¡�ok. Ka�d� mesto zaber  na mapepr ve jedno pol¡�ko. Men  miest maj£ by� umiestnen� na mape do obd��nikov, ktor�pozost vaj£ z pol¡�ok mrie�ky. Tieto obd��niky nazvime popiskami.Mesto so ¨tyrmi mo�n�mi umiestneniami popisky:Umiestnenie popisiek mus¡ sp�¤a� nasleduj£ce obmedzenia:{ popiska mesta sa mus¡ nach dza� v jednej zo ¨tyroch poz¡ci¡ vzh�adom na mesto tak,ako je to nakreslen� na obr zku vy¨¨ie;{ popisky sa nesm£ prekr�va�;{ popisky nesm£ prekr�va� mest ;{ popisky sa musia cel� nach dza� na mape.Ka�d  popiska obsahuje v¨etky p¡smen  z n zvu mesta a jednu medzeru. Pre ka�d�mesto bude dan  ¨¡rka a v�¨ka p¡smen jeho n zvu; medzera m  tak£ ist£ ve�kos� akop¡smeno.



9. Medzin rodn  olympi da v informatike, zadania 45�� CL ea rn eg sa �� � P a a r l � � reprezentuje medzeru� reprezentuje poz¡ciu mestaSt�pce s£ o�¡slovan� z�ava doprava, pri�om naj�avej¨¡ st�pec m  �¡slo 0. Riadky s£o�¡slovan� zdola nahor, pri�om najspodnej¨¡ riadok m  �¡slo 0. Na obr zku je zobrazen spodn  �av  �as� mapy pre mest  Langa (na poz¡cii (0; 3)), Ceres (na poz¡cii (6; 1)) a Pa-arl (na poz¡cii (7; 3)). V¨etky popisky s£ spr vne umiestnen�, aj ke� toto umiestnenienie je jedin� mo�n�.�loha. V ¨ program na�¡ta rozmiestnenie miest na mape, za ktor�m nasleduj£ rozmeryp¡smen a meno mesta. Programm  rozmiestni� na mape najv��¨¡ mo�n� po�et popisiekmiest, pri�om neporu¨¡ vy¨¨ieuveden� obmedzenia. Do v�stupn�ho s£boru programvyp¡¨e rozmiestnenie popisiek, ktor� boli na mapu umiestnen�.Vstup. Vstupn� s£bor za�¡na riadkom obsahuj£cim cel� �¡slo N , ktor� vyjadruje po�etmiest na mape. Pre ka�d� mesto sa �alej v s£bore nach dza riadok obsahuj£ci �¡seln�£daje popisuj£cehorizont lnu s£radnicu X polohy mesta, vertik lnu s£radnicu Y polohy mesta, celo-�¡selnu ¨¡rku W p¡smen v mene mesta, celo�¡selnu v�¨ku H p¡smen v mene mesta asamotn� meno mesta, ktor� je v�dy jednoslovn�.Jednotliv� £daje s£ odde�ovan� medzerou, po�et miest je nanajv�¨ 1 000 a �iadne menomesta nem  viac ne� 200 znakov.V�stup. V ¨ program vytvor¡ v�stupn� s£bor s N riadkami. Ka�d� riadok budeobsahova� horizont lnu a vertik lnu s£radnicu (v tomto porad¡) polohy �av�ho hor-n�ho pol¡�ka popisky mesta (tieto �¡sla bud£ oddelen� medzerou). Ak v ¨ programneumiestnil popisku pre mesto, na v�stup zap¡¨e -1 -1.Riadky musia by� vo v�stupnom s£bore v tom istom porad¡, v akom sa mest nach dzali vo vstupnom s£bore.Hodnotenie. Hodnotenie je percentu lnym vyjadren¡m po�tu va¨im programomumiestnen�ch popisiek vzh�adom k rie¨eniu organiz torov. Ak niektor  popiska poru¨¡obmedzenia, program z¡skava 0 bodov, rovnako, ako v pr¡pade, ak umiestnenie popiskynes£hlas¡ so skuto�n�m menom pr¡slu¨n�ho mesta.



Kore¨ponden�n� semin r SK MOV 46. ro�n¡ku matematickej olympi dy SK MO prebiehal pre naj£spe¨nej¨¡ch olym-pionikov predch dzaj£ceho ro�n¡ka MO zo Slovenska kore¨ponden�n� semin r SK MO.Po minuloro�nej zmene n zvu semin ra z KS �V MO na KS �K MO sa jeho n zovzmenil na teraj¨¡ KS SK MO. Tento kore¨ponden�n� semin r vznikol u� v 24. ro�n¡kuMO preto, aby bolo umo�nen� venova� individu lnu starostlivos� aj t�m ¨tudentom,ktor¡ nenav¨tevovali triedy so zameran¡m na matematiku. V s£�asnosti, preto�e existujeve�k� mno�stvo in�ch matematick�ch kore¨ponden�n�ch semin rov (napr¡klad kraj-sk�ch, ktor�m je venovan  samostatn  kapitola), a preto�e po�et ¨k�l zo zameran¡mna matematiku st£pol, semin r SK MO sa zameriava na zlep¨enie pr¡pravy v¨etk�ch¨tudentov, ktor¡ preuk zali svoje schopnosti v predch dzaj£cich ro�n¡koch MO. Ke��e£lohy tohoto semin ra svojou n ro�nos�ou prevy¨uj£ ak£ko�vek in£ matematick£ s£�a�pre stredo¨kol kov, semin r sa st va d�le�itou s£�as�ou pr¡pravy aj na medzin rodn£matematick£ olympi du. V 44. ro�n¡ku MO bol KS SK MO prv�kr t zorganizovan�samostatne na Slovensku. Pozost va tradi�ne z piatich s�ri¡, v ka�dej je zadan�ch sedempr¡kladov. Do rie¨enia sa v tomto ro�n¡ku zapojilo spolu 40 ¨tudentov zo v¨etk�chkrajov. Medzi desiatimi naj£spe¨nej¨¡mi rie¨ite�mi boli v¨etci 6 �lenovia slovenskejdeleg cie na MMO, z nich piati skon�ili na prv�ch ¨iestich miestach.Kore¨ponden�n� semin r viedol Richard Koll r a opravovanie zabezpe�ovali ¨tudentia pracovn¡ci MFF UK (v¨etko b�val¡ olympionici).Celkov� poradie KS SK MO 1997/981. Peter Koz k, 2 Gymn zium Su�any, 69 bodov;2. Peter Novotn�, 2 Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina, 57; 5 bodu;3. J n �pakula, 3 Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice, 56 bodov;4. Pavol Novotn�, 3 Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina, 52 bodov;5. Miroslav Dud¡k, 4 Gymn zium Trebi¨ov, 49; 5 bodu;6. Viera R��i�kov , 3 Gymn zium Ve�k  Okru�n , 48; 5 bodu;7. Peter Svr�ek, 3 Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina, 47; 5 bodu;8. Peter Bod¡k, 3 Gymn zium Po¨tov  Ko¨ice, 38 bodov.Uv dzame v¨etky pr¡klady tohto ro�n¡ka s£�a�e spolu s rie¨eniami, preva�ne ¨tudent-sk�mi. Pr¡klady boli vyberan� z pr¡kladov zo jury MMO a z n rodn�ch olympi d, �iin�ch s£�a�¡ t�chto kraj¡n: India, Bielorusko, Ma�arsko, Izrael, Kanada, Japonsko.



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, zadania 47Zadania s£�a�n�ch £loh KS SK MOPrv  s�ria1.1 Mno�inaM je takou podmno�inou mno�iny f1; 2; 3; : : : ; 15g, �e s£�in �iadnychtroch r�znych prvkov M nie je druhou mocninou prirodzen�ho �¡sla. Ur�tenajv��¨¡ mo�n� po�et prvkov tejto mno�iny.1.2 Nech a; b a c s£ kladn� re lne �¡sla, pre ktor� plat¡ abc = 1. Dok �te, �e plat¡aba5 + b5 + ab + bcb5 + c5 + bc + cac5 + a5 + ca 5 1:Kedy nast va rovnos�?1.3 Do ¨tvor�ekov ¨achovnice 5 � 5 dvaja hr �i striedavo vpisuj£ po jednom pri-rodzenom �¡sle. Prv� hr � vpisuje �¡slo 1, druh� �¡slo 0. Ke� zaplnia cel£¨achovnicu, spo�¡taj£ s£�et �¡sel v ka�dom z deviatich mo�n�ch ¨tvorcoch 3�3.Ozna�meAmaximum t�chto s£�tov. Prv� hr � sa sna�¡ v tejto hre dosiahnu� �onajv��¨iu hodnotu A. Ak£ najv��¨iu hodnotu A m��e zaru�i�, nez visle na hres£pera?1.4 Dan  je funkcia f , f : R! h�1; 1i tak , �e pre ka�d� x 2 R plat¡:f �x + 1342�+ f(x) = f �x + 16�+ f �x+ 17� :Dok �te, �e f je periodick  funkcia.1.5 Dan� je lichobe�n¡k ABCD s BCkAD. Ozna�me po rade M;P a Q stredystr n CD;MA a MB. Priese�n¡k DP a CQ ozna�me N . Dok �te, �e bod Nle�¡ vn£tri trojuholn¡ka ABM .1.6 Nech n; p; q s£ prirodzen� �¡sla. pre ktor� n > p+ q. Nech x0; x1; : : : ; xn s£ cel��¡sla sp�¤aj£ce nasleduj£ce podmienky:a) x0 = xn = 0;b) pre ka�d� cel� �¡slo i, 1 5 i 5 n je bu� xi � xi�1 = p, alebo xi � xi�1 = �q.Uk �te, �e existuje dvojica indexov (i; j) tak , �e i < j, (i; j) 6= (0; n) a xi = xj .1.7 Nech ABCDEF je konvexn� ¨es�uholn¡k tak�, �e AB je rovnobe�n� s DE, BCje rovnobe�n� s EF a CD je rovnobe�n� s AF . Ozna�me RA, RC a RE po radepolomery kru�n¡c op¡san�ch trojuholn¡kom FAB, BCD a DEF a nech p jeobvod dan�ho ¨es�uholn¡ka. Dok �te, �e plat¡ RA +RC +RE = p2 :



48 46. ro�n¡k matematickej olympi dyDruh  s�ria2.1 Pre ka�d� prirodzen� �¡slo n ozna�me S(n) najv��¨ie prirodzen� �¡slo s nasledu-j£cou vlastnos�ou: pre ka�d� prirodzen� �¡slo k 5 S(n) m��eme �¡slo n2 nap¡sa�ako s£�et k ¨tvorcov prirodzen�ch �¡sel.a) Dok �te, �e S(n) 5 n2 � 14 pre n = 4.b) N jdite prirodzen� �¡slo n, pre ktor� S(n) = n2 � 14.c) Dok �te, �e existuje nekone�ne ve�a prirodzen�ch �¡sel n, pre ktor�S(n) = n2 � 14.2.2 Dok �te, �e spomedzi 101 obd��nikov so stranami kladnej celo�¡selnej d��kyneprevy¨uj£cej 100 mo�no vybra� tri A;B a C tak�, �e A sa vojde do B a B savojde do C. (Obd��niky musia ma� jednu stranu umiestnen£ vodorovne.)2.3 Dan  je kru�nica k, jej doty�nica l a na l bod M . N jdite geometrick� miestobodov P s nasleduj£cou vlastnos�ou: Na priamke l existuj£ body Q a R tak�,�e M je stred QR a k kru�nica vp¡san  trojuholn¡ku PQR.2.4 Pre trojicu bodov P;Q a R le�iacich v tej istej rovine ozna�me m(PQR) mini-mum z d��ok v�¨ok trojuholn¡ka PQR (ak s£ P;Q a R koline rne, m(PQR) == 0). V rovine s£ dan� s£ tri body A;B a C. Dok �te, �e pre �ubovo�n� bod Xtejto roviny plat¡:m(ABC) 5 m(ABX) +m(AXC) +m(XBC):2.5 Na nekone�nej ¨achovnici mo�no hra� nasleduj£cu hru: Na za�iatku je v niekto-rom zo ¨tvorcov n�n umiestnen�ch n2 mydiel (v ka�dom pol¡�ku jedno). V jed-nom �ahu m��e mydlo presko�i� vo vodorovnom alebo zvislom smere cez mydlona susednom pol¡�ku a premiestni� sa na vo�n� miesto hne� za t�mto pol¡�kom.Po tomto �ahu presko�en� mydlo odlo�¡me pre� zo ¨achovnice. N jdite tie n,pre ktor� sa hra m��e skon�i� len s jedn�m mydlom na ¨achovnici.2.6 V trojuholn¡ku ABC ozna�me priese�n¡ky os¡ uhlov � a 
 s proti�ahl�mistranami po rade D a E. Ur�te uhly trojuholn¡ka ABC, ak j<)BDEj = 24�a j<)CEDj = 18�.2.7 V¨imnime si, �e �¡slo 122 = 144 sa kon�¡ na dve ¨tvorky. Ur�te d��ku naj-dlh¨ieho bloku rovnak�ch nenulov�ch �¡slic, na ktor� sa m��e kon�i� ¨tvorecprirodzen�ho �¡sla. Tretia s�ria3.1 N jdite v¨etky prirodzen� �¡sla a a b pre ktor� plat¡�a2b �+ �b2a � = �a2 + b2ab �+ ab :(Symbolom bxc ozna�ujeme doln£ cel£ �as� �¡sla x.)



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, zadania 493.2 V ostrouhlom trojuholn¡ku ABC plat¡ jBCj > jCAj. Ozna�me O stred jeho op¡-sanej kru�nice,H jeho ortocentrum a F p�tu jeho v�¨ky CH. �alej ozna�me Ppriese�n¡k kolmice na priamku OF v bode F so stranou CA. Dok �te, �ej<)FHP j = j<)BACj.3.3 Nech a1; a2; : : : ; an, (n = 3), s£ re lne �¡sla z intervalu h2; 3i a nech s je ichs£�et. Dok �te, �ea21 + a22 � a23a1 + a2 � a3 + a22 + a23 � a24a2 + a3 � a4 + : : :+ a2n + a21 � a22an + a1 � a2 5 2s� 2n :3.4 Strany dvoch obd��nikov s£ po rade fa; bg a fc; dg, kde a < c 5 d < b a ab < cd.Dok �te, �e prv� obd��nik mo�no umiestni� do druh�ho pr ve vtedy, ke�(b2 � a2)2 5 (bd � ac)2 + (bc� ad)2 :3.5 Na kru�nici s£ vyzna�en� ¨tyri cel� �¡sla. V ka�dom kroku naraz vymen¡meka�d� z �¡sel rozdielom tohto �¡sla a susedn�ho �¡sla v smere hodinov�ch ru�i�iek(teda �¡sla a, b, c a d bud£ nahraden� �¡slami a� b, b� c, c� d a d� a). Mo�nodosiahnu�, aby sme po 1997 tak�chto krokoch dostali na kru�nici ¨tyri �¡sla a,b, c a d tak, �e �¡sla jbc� adj, jac� bdj a jab � cdj s£ v¨etky prvo�¡sla?3.6 Nech P (x) je polyn¢m s re lnymi koe�cientami, P (x) = ax3 + bx2 + cx + d.Dok �te, �e ak jP (x)j 5 1 pre ka�d� x, jxj 5 1, takjaj+ jbj+ jcj+ jdj 5 7:3.7 Nech k;m a n s£ prirodzen� �¡sla, pre ktor� plat¡ 1 < n 5 m � 1 5 k.Ur�te najv��¨iu mohutnos� podmno�iny S mno�iny f1; 2; : : : ; kg, v ktorej s£�et�iadnych n r�znych prvkov ned va s£�et men¨¡ ako m.�tvrt  s�ria4.1 Dve muchy F aM lietaj£ vo vn£tri miestnosti tvaru kocky s rozmermi 10 m �10 m � 10 m. Na za�iatku s£ muchy F aM po rade v �ubovo�n�ch bodoch Aa B kocky. Po nejakom �ase je F v bode B aM v bode A.a) Dok �te, �e v nejakom �ase bola vzdialenos� medzi F aM men¨ia ako 15metrov.b) Zistite, �i si mohli muchy vymeni� miesta tak, aby vzdialenos� medzi nimibola po cel� �as pr ve 14 metrov (pre �ubovo�n£ za�iato�n£ polohu).4.2 Polyn¢my P (x) a Q(x) s re lnymi koe�cientami maj£ce aspo¤ jeden re lnykore¤ sp�¤aj£ pre v¨etky re lne �¡sla x rovnos�P (1 + x +Q(x)2) = Q(1 + x + P (x)2):Dok �te, �e P (x) � Q(x).



50 46. ro�n¡k matematickej olympi dy4.3 Nech O je stred vp¡sanej kru�nice trojuholn¡ka ABC a P;Q a R s£ po rade�a�isk  trojuholn¡kov BOC, AOC a AOB. Dok �te, �e stred vp¡sanej kru�nicetrojuholn¡ka PQR a �a�isko trojuholn¡ka ABC s£ toto�n�.4.4 Do ¨tvoruholn¡ka ABCD je vp¡san  kru�nica k. Body K;L;M a N s£ po radedotykov� body tejto kru�nice so stranami AB, BC, CD a DA ¨tvoruholn¡kaABCD. Pred��enia str nDA a CB sa pret¡naj£ v bode S a pred��enia str n BAa CD sa pret¡naj£ v bode P . Dok �te, �e ak body S, K a M le�ia na jednejpriamke, potom aj body P , N a L le�ia na jednej priamke.4.5 Dan�ch je ¨es� £se�iek tak, �e ka�d  trojica z nich m��e by� trojicou str nnejak�ho trojuholn¡ka. Dvaja hr �i hraj£ s t�mito £se�kami hru s nasleduj£cimipravidlami:V ka�dom �ahu si ka�d� hr � vezme jednu £se�ku. Za�¡na prv� hr � a �alej sav �ahoch striedaj£ a� k�m nezoberie druh� hr � posledn£ £se�ku. Vyhr va tenz nich, ktor� m��e z £se�iek posklada� trojuholn¡k s v��¨¡m obsahom. Dok �te,�e pre prv�ho hr �a existuje neprehr vaj£ca strat�gia.4.6 Pre prirodzen� �¡sla m a n plat¡ m(m+ 2) = 2n(n+ 2). Dok �te, �e plat¡nXk=0bk � p2c = mXk=0$k � p22 % :(Symbolom bxc ozna�uje doln£ cel£ �as� �¡sla x.)4.7 Zistite, �i existuje prirodzen� �¡slo n, n > 1, sp�¤aj£ce nasleduj£cu podmienku:Mno�ina prirodzen�ch �¡sel sa d  rozlo�i� na n nepr zdnych podmno�¡n tak, �eak vyberieme �ubovo�n� s£�et n�1 �¡sel z n�1 �ubovo�n�ch r�znych podmno�¡n,tak tento s£�et patr¡ zost vaj£cej n-tej podmno�ine.Piata s�ria5.1 Rovnica x4 + ax3 + 2x2 + bx + 1 = 0s re lnymi koe�cientami a; b m  aspo¤ jeden re lny kore¤. N jdite najmen¨iumo�n£ hodnotu s£�tu a2 + b2.5.2 Dan� je prirodzen� �¡slo n, n > 2, tak�, �e n2 mo�no zap¡sa� ako rozdiel tret¡chmocn¡n dvoch za sebou id£cich prirodzen�ch �¡sel. Dok �te, �e n je s£�tomdvoch ¨tvorcov. N jdite aspo¤ jedno tak� �¡slo n.5.3 Nech r1; r2; : : : ; rm s£ kladn� racion lne �¡sla, pre ktor� plat¡ mXk=1 rk = 1.De�nujme funkciu f predpisomf(n) = n� mXk=1brknc pre ka�d� prirodzen� �¡slo n.



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, zadania 51Ur�te najmen¨iu a najv��¨iu mo�n£ hodnotu f(n) (maxn f(n), minn f(n)) vzh�a-dom na r1; : : : ; rm. (Symbolom bxc ozna�ujeme doln£ cel£ �as� �¡sla x.)5.4 Trojuholn¡k ABC je rovnoramenn� (jABj = jACj). Ozna�me D priese�n¡k osiuhla ABC so stranou AC. Ur�te ve�kos� uhla BAC, ak plat¡ jBCj = jBDj ++ jADj.5.5 Dan� je pravideln� ¨tvorsten. Ozna�me ' ve�kos� najv��¨ieho zo ¨iestich uhlov,ktor� zvieraj£ jeho hrany s vodorovnou rovinou. Ur�te najmen¨iu mo�n£ hod-notu ' pre v¨etky mo�n� polohy ¨tvorstena vzh�adom na horizont lnu rovinu.5.6 Dan� je re lne �¡slo x, x > 1, ktor� nie je cel�. Ozna�mean = bxn+1c � xbxnc; n = 1; 2; : : :Dok �te, �e postupnos� �¡sel fang nie je periodick . (Symbolom bxc ozna�ujemedoln£ cel£ �as� �¡sla x.)5.7 Na stran ch AB a BC dan�ho trojuholn¡ku ABC s£ dan� po rade body X a Ntak, �ejAXj � jBN j = 2 � jBXj � jCN j a j<)BNXj = j<)ANCj:Zistite, ak£ ve�kos� m��e ma� uhol ACB.



52 46. ro�n¡k matematickej olympi dyRie¨enia s£�a�n�ch £loh KS SK MOPrv  s�ria1.1 (Miroslav Dud¡k) Najprv uk �eme, �e zM mus¡me vyl£�i� aspo¤ 5 prvkov. Budemepostupova� sporom. Predpokladajme teda, �e sta�¡ vyl£�i� 4 prvky alebo menej.Z troj¡c 1, 4, 9; 2, 3, 6; 8, 7, 14; 12, 5, 15 mus¡me vyl£�i� po jednom prvku (s£disjunktn� a s£�in �¡sel v ka�dej z nich je druh  mocnina). Na z klade predpokladuteda z ka�dej z nich vyl£�ime pr ve jeden prvok a okrem nich u� nem��eme vyl£�i��iaden in�. Ke��e nemo�no vyl£�i� �¡slo 10, treba vyl£�i� jedno z �¡sel 6, 15 (preto�e10 � 6 � 15 = 302).Z 1, 4, 9 ur�ite ostan£ dva prvky. �ubovo�n� z nich vyn soben� s 3 � 12, resp. 2 � 8v¨ak d va druh£ mocninu. Teda mus¡me vyl£�i� aspo¤ jeden z 2, 8 aj z 3, 12. V t�chtodvojiciach sa nenach dza ani 7 ani 14. Mus¡me teda vyl£�i� 8 (inak by bolo trebavyl£�i� 7 alebo 14, �o by spolu s 1, resp. 4, resp. 9 d valo aspo¤ 5 vyl£�en�ch). Teda 2isto nemo�no vyl£�i�. V dvojiciach 2, 8 a 3, 12 sa nenach dzaj£ ani �¡sla 5, 10, t.j. ajtieto bud£ v h�adanej podmno�ine. Av¨ak 2 � 5 � 10 = 102, �o je spor s predpokladom.Teraz uk �eme, �e sta�¡ vyl£�i� 5 prvkov. Bud£ to napr. prvky 1, 2, 3, 8, 15. Ostalan m teda podmno�ina N = f4; 5; 6; 7; 9; 10; 11; 12; 13; 14g. To, �e t to podmno�inavyhovuje podmienkam £loh sa u� �ahko over¡.H�adan� po�et prvkov je preto 10.1.2 Plat¡ a5 + b5 = (a + b)(a4 � a3b + a2b2 � ab3 + b4) == (a + b) �(a � b)2(a2 + ab + b2) + a2b2� == a2b2(a + b);rovnos� nast va pr ve vtedy, ke� a = b. Tento d�kaz sa d  urobi� aj nasledovne:a5 + b5 � a3b2 � a2b3 = 0;a3(a2 � b2) + b3(b2 � a2) = 0;(a3 � b3)(a2 � b2) = 0:v¨etky £pravy boli ekvivalentn� a posledn  nerovnos� je pre dvojicu kladn�ch re lnych�¡sel trivi lna.Preto aba5 + b5 + ab 5 aba2b2(a+ b) + ab = 1ab(a + b) + 1 == 1ab(a + b+ c) = c(a + b+ c) :



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 53Potom vzh�adom na cyklick£ z menuaba5 + b5 + ab+ bcb5 + c5 + bc+ cac5 + a5 + ca 5 c(a + b+ c)+ a(a + b + c)+ b(a+ b+ c) = 1;�o bolo treba dok za�. Rovnos� zrejme nast va pr ve vtedy, ke� a = b = c = 1.1.3 Najprv pop¡¨eme strat�giu prv�ho hr �a (�alej H1) zaru�uj£cu A = 6 nez vislena hre s£pera.1.�ah: "1\ ! C3 (obr. 1). Bez ujmy na v¨eobecnosti druh� hr � vp¡¨e "0\ do jedn�hozo ¨tvor�ekov A1, A2, A3, B2 alebo B3 (pozri vy¨rafovan� £tvar na obr. 1).2.�ah: "1\ ! D3. Hr � H2 je teraz n£ten� vp¡sa� "0\ do ¨tvorca 3�3 s �av�m horn�mrohom v C5 (�alej budeme tak�to ¨tvorec ozna�ova� SC5). Inak by toti� H1 �ahkona zvy¨n�ch sedem pol¡�ok v tomto ¨tvorci vp¡sal aspo¤ ¨tyri "1\, �¡m by v ¤om z¡skalaspo¤ ¨es� "1\. Analogick  je situ cia aj v ¨tvorci SC3 (obr. 1). Ke��e jedin� vo�n�pol¡�ko v prieniku t�chto ¨tvorcov je E3, potom druh� hr � mus¡ �aha� "0\ ! E3.3.�ah: "1\ ! C4. V ka�dom zo ¨tvorcov SB5, SB4, SC5, SC4 s£ teraz tri "1\ a najviacjedna "0\ (obr. 2). Pokia� by H2 nevp¡sal "0\ do hociktor�ho z t�chto ¨tvorcov, H1 byna zvy¨n�ch aspo¤ p�� vo�n�ch miest po�ahky vp¡sal aspo¤ tri "1\, �¡m by v tomto¨tvorci bolo aspo¤ ¨es� "1\. Preto H2 mus¡ nap¡sa� "0\ do pol¡�ka, ktor� je prienikomv¨etk�ch ¨tyroch spom¡nan�ch ¨tvorcov. Preto H2 mus¡ �aha� "0\ ! D4.4.�ah: "1\ ! E4. Teraz u� H2 o�ividne nezabr ni A = 6. H1 toti� ur�ite nez vislena hre H2 obsad¡ aspo¤ tri z pol¡�ok C5, D5, E5, C2, D2 a E2, �o znamen , �e aspo¤do jedn�ho zo ¨tvorcov SC5 alebo SC4 dop¡¨e aspo¤ dve "1\ k teraj¨¡m ¨tyrom (obr. 3).12345 A B C D E1 1gObr. 1 12345 A B C D E1 11 0gObr. 2 12345 A B C D E1 11 100� � �� � �gObr. 3 12345 A B C D EhObr. 4Preto A = 6. Nemo�no v¨ak zaru�i� aj A = 7 ? Nemo�no, preto�e H2 m��e hra� tak,aby A bolo najviac 6.Rozde�me si ¨achovnicu 5�5 na 12 disjunktn�ch obd��nikov 2�1 a jeden ¨tvor�ek 1��1 (obr. 4). Ak H1 vp¡¨e do �ubovo�n�ho pr zdneho obd��nika "1\, H2 vp¡¨e do druh�ho¨tvor�eka toho ist�ho obd��nika "0\. Pokia� H1 vp¡¨e "1\ do stredn�ho ¨tvor�eka alebodo obd��nika, kde je u� jedna "0\, vp¡¨e H2 "0\ do �ubovo�n�ho pr zdneho pol¡�ka.Po ukon�en¡ hry bude takto ur�ite v ka�dom obd��niku pr ve jedna "0\. Ke��e v¨akka�d� z deviatich ¨tvorcov 3� 3 obsahuje aspo¤ tri cel� obd��niky, s£ v ka�dom aspo¤tri "0\, teda maxim lne ¨es� "1\, teda A 5 6.T�mto sme dok zali A = 6.



54 46. ro�n¡k matematickej olympi dy1.4 Prep¡¨eme si funkcion lnu rovnicu do in�ho tvaru:f �x+ 16 + 17�� f �x + 17� = f �x + 16�� f(x) :Ak si de�nujeme nov£ funkciu g(x) = f �x+ 16�� f(x), dost vame rovnos�:g�x + 17� = g(x) :Teda g(x) je periodick  s peri¢dou 17 a nech n je �ubovo�n� cel� �¡slo. Potom zrejmeg(y + n) = g(y) pre v¨etky x 2 R. Teraz u� iba upravujeme:f(x + n+ 1)� f(x + n) == �f(x + n+ 1) � f �x + n+ 56��+�f �x+ n+ 56�� f �x + n+ 46��++�f �x + n+ 46�� f �x+ n+ 36��+�f �x + n+ 36�� f �x + n+ 26��++�f �x + n+ 26�� f �x+ n+ 16��+�f �x + n+ 16�� f(x + n)� == g�x+ n+ 56�+ g�x+ n+ 46�+ g�x+ n+ 36�++ g�x + n+ 26�+ g�x+ n+ 16�+ g(x + n) == g�x+ 56�+ g�x+ 46�+ g�x + 36�+ g�x + 26�+ g�x+ 16�+ g(x) = h(x)Dok zali sme teda, �e f(x + n + 1) � f(x + n) = h(x), a to pre v¨etky n 2 Z. Akby h(x) bolo r�zne od 0, do¨li by sme k sporu { funk�n� hodnoty f(x) by u� neboliv intervale h�1; 1i (plat¡ toti� f(x + n) = f(x) + n � h(x), �o pre nenulov� h(x) rastiedo nekone�na). Preto nevyhnutne mus¡ plati� f(x+n+1)� f(x+n) = 0, �o nie je ni�in� ako to, �e funkcia f(x) je periodick  s peri¢dou 1.1.5 Uveden� tvrdenie neplat¡. Zrejme sta�¡ n js� aspo¤ jeden kontrapr¡klad. Zvo�mes£radnice bodov nasledovne: A = [0; 1], B = [0; 0], C = [4; 0], D = [1; 1], �alej M == [2; 5; 0; 5], P = [1; 25; 0; 75], Q = [1; 25; 0; 25]. S£radnice bodu N = [1; 8; 0; 2] �ahko



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 55spo�¡tame ako prienik dvoch priamok (obr. 5). Bod N je pod priamkou BM , �i�e mimotrojuholn¡ka ABM . AB CD MPQ NiObr. 51.6 (Vladim¡r Marko) Ak p a q nie s£ nes£delite�n�, m��eme p, q aj xi, i = 0; 1; : : : ; nvydeli� najv��¨¡m spolo�n�m delite�om �¡sel p a q a prevedieme cel� probl�m na rie¨enies p; q nes£delite�n�mi.Teraz u� m��eme predpoklada�, �e p; q s£ nes£delite�n�. Ak posledn� �len postup-nosti xn vznikol k-n sobn�m pripo�¡tan¡m �¡sla p a l-n sobn�m odpo�¡tan¡m �¡sla q,potom 0 = xn = kp� lq, kde k+ l = n. Teda trivi lne qjk a pjl. Nech k = k0q a l = l0p.Potom xn = (k0 � l0)pq, �i�e k0 = l0. Z toho n = k + l = k0(p + q).�alej ozna�me fi = xi � xi�p�q pre i = p+ q; p+ q +1; : : : ; n. Ak niektor� z t�chtofi = 0, potom xi = xi�p�q a tvrdenie zrejme plat¡. Preto m��eme predpoklada�, �ev¨etky fi 6= 0. �len fp+q mo�no nap¡sa� v tvare fp+q = (q � ap+q)p � (p + ap+q)q,pre vhodn� cel� �¡slo ap+q (preto�e q � an + p + an = q + p). Toto po £prave d vafp+q = �ap+q(p + q). Ke��e fp+q 6= 0, potom aj ap+q 6= 0. �alejfi = fi�1 + xi � xi�1 � xi�p�q + xi�p�q�1; pre i = p+ q + 1; : : : ; n:M��u preto nasta� len tri mo�nostifi = fi�1 � (p + q); fi = fi�1; fi = fi�1 + (p+ q):Ke��e v¨ak vieme, �e fp+q je tvaru �ap+q(p+q), potom aj ka�d� fi = �ai(p+q), pre i == p+q; : : : ; n. Predch dzaj£ce tri mo�nosti sa menia na ai = ai�1+c, kde c 2 f�1; 0; 1g.Zrejme s£ v¨etky ai 6= 0. Potom v¨ak musia ma� st le rovnak� znamienko. Rovnak�znamienko maj£ potom aj v¨etky fi, �o ale znamen , �e xn = fp+q + f2(p+q) + : : : ++fk0(p+q), kde ka�d� �len s£�tu m  rovnak� znamienko. To je v¨ak spor s predpokladomxn = 0. Preto mus¡ existova� nejak� vhodn� i tak�, �e xi = xi�p�q . Ke��e n�p�q 6= 0,je t to dvojica indexov r�zna od (0; n).In� rie¨enie. (Viera R��i�kov )Pre jednoduchos� op�� uv �me pr¡pad p; q nes£delite�n�. Uva�ujme nasleduj£cutabu�ku:{ do �av�ho doln�ho rohu umiestnime �¡slo 0;{ do pol¡�ka vzdialen�ho o k pol¡ vpravo a o l pol¡ hore od �av�ho doln�ho rohuumiestnime �¡slo kp� lq.



56 46. ro�n¡k matematickej olympi dyPostupnos� x0; x1; : : : ; xn si mo�no predstavi� v tejto tabu�ke ako lomen£ �iaruvych dzaj£cu z �av�ho doln�ho rohu ved£cu do nejak�ho pol¡�ka, v ktorom je nula(okrem pol¡�ka v (q + 1)-vom st�pci a (p + 1)-vom riadku { preto�e n > p+ q). V¨etkynuly v tabu�ke zrejme le�ia na jednej priamke, prech dzaj£cej �av�m doln�m rohom.�alej si m��eme v¨imn£�, �e v tabu�ke sa v�dy periodicky opakuje podtabu�ka, ktorej�av� doln� roh a prav� horn� roh ohrani�uj£ dve za sebou id£ce nuly. Prv  tak topodtabu�ka m  �av� doln� roh v �avom dolnom rohu celej tabu�ky a prav� horn� rohv pol¡�ku v (q + 1)-vom st�pci a (p+ 1)-vom riadku (v pr¡pade p a q nes£delite�n�ch).Teraz postupujme nasledovne. V tabu�ke zazna�ujeme �leny postupnosti xi pohybomv�dy bu� vpravo alebo nahor. Pri prechode na nov� pol¡�ko v�dy v tabu�ke pre¨krtnemev¨etky pol¡�ka, na ktor�ch s£ �¡sla rovnak�, ako je �¡slo na novom pol¡�ku. Na d�kaztvrdenia v zadan¡ potrebujeme dok za�, �e v�dy, ke� chceme lomen£ �iaru ukon�i�v pol¡�ku s nulou, mus¡me aspo¤ raz vst£pi� na pre¨krtnut� pol¡�ko. Ke��e lomen �iara nem��e skon�i� v prvej podtabu�ke, mus¡ ju raz nadobro opusti�. Bez ujmyna v¨eobecnosti nech ju opust¡ pod �al¨ou podtabu�kou (mohla aj nad ¤ou). To v¨akznamen , �e v ka�dom st�pci podtabu�ky je u� vy¨krtnut� aspo¤ jedno pol¡�ko. Potomv¨ak nem��e existova� lomen  �iara neprech dzaj£ca pre¨krtnut�m pol¡�kom ved£cado pol¡�ka s nulou, preto�e nula sa nach dza v�dy a� v najvy¨¨om riadku ka�dejpodtabu�ky a je (ak u� nebola vy¨krtnut  nula v (q + 1)-vom st�pci a (p + 1)-vomriadku { potom je h�adan  dvojica indexov (0; p + q)) "odrezan \ od aktu lnej polohynepreru¨enou lomenou �iarou ved£cou pod ¤ou. Preto sa v postupnosti nutne mus¡nach dza� dvojica �lenov s rovnakou hodnotou r�zna od dvojice (x0; xn).1.7 Ozna�me po rade a; b; c; d; e a f d��ky str n AB;BC;CD;DE;EF a FA. Ke��ezo zadania vypl�va, �e proti�ahl� uhly ¨es�uholn¡ka s£ zhodn�, ozna�me ich nasledovne:' = j<)FABj = j<)CDEj,  = j<)ABCj = j<)DEF j a ! = j<)BCDj = j<)EFAj (obr. 6).Uva�ujme body P;Q;R; S tak, aby AP ? BC, AS ? EF , DQ ? BC, DR ? EFa z rove¤ P , Q le�ali na priamke BC a R, S na priamke EF . Potom PQRS jepravouholn¡k a jBF j = jPSj = jQRj. Preto 2jBF j = jPSj+ jQRj, �i�e2jBF j = (a sin + f sin!) + (c sin! + d sin ): (1)A B C DEF
P Q

RSjObr. 6



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 57Cyklickou z menou dost vame �alej2jDBj = (c sin'+ b sin ) + (e sin + f sin'); (2)2jFDj = (e sin! + d sin') + (a sin'+ b sin!): (3)Pre polomery kru�n¡c op¡san�ch trojuholn¡kom FAB, BCD a DEF plat¡RA = jBF j2 sin' ; RC = jDBj2 sin! ; RE = jFDj2 sin : (4)Odtia� po dosaden¡ za RA; RB a RC z (3) a potom za jBF j, jDBj a jFDj z (1), (2)a (3): 4(RA +RC +RE) == a� sin sin' + sin'sin �+ b� sin sin! + sin!sin �+ c� sin!sin' + sin'sin!�++d� sin'sin + sin sin'�+ e� sin sin! + sin!sin �+ f � sin'sin! + sin!sin'� :Po vyu�it¡ zn mej nerovnosti xy + yx = 2;pre kladn� �¡sla x a y dost vame4(RA +RC +RE) = 2(a + b+ c+ d+ e + f) = 2P;a teda RA +RC +RE = P2 , �o bolo treba dok za�.Pozn mka. Rovnos� plat¡, ak ' =  = ! a z rove¤ BF ? BC, : : : ; teda pr vevtedy, ke� je ¨es�uholn¡k pravideln�.Druh  s�ria2.1 (J n �pakula)a) Dok �eme sporom, �e neexistuje n 2 N tak�, �e S(n) = n2 � 13.Nech tak� n existuje. V¨imnime si z pis n2 ako s£�et n2 � 13 ¨tvorcov. Nech n2 ��13�k z nich je jednotiek. Potom pomocou k ¨tvorcov (r�znych od 1) mus¡me zap¡sa��¡slo n2 � (n2 � 13 � k) = k + 13. Po�ahky sa over¡, �e pre k = 1; 2; 3; 4 sa to ned .Pre k = 5 v¨ak plat¡ 4k > k + 13, ale s£�et k ¨tvorcov r�znych od 1 (ka�d� ¨tvorec jeaspo¤ 4) je najmenej 4k, �o je spor.



58 46. ro�n¡k matematickej olympi dyb) Rie¨en¡m je n = 13, �i�e S(13) = 132� 14 = 155. V¨imnime si najprv mno�inu H�¡sel (¨tvorcov) f1; 4; 16; 25; 49; 64; 100; 121; 169g. Pre �¡sla z tejto mno�iny platia nasle-duj£ce vz�ahy: 4 = 1 + 1 + 1 + 1; 64 = 16 + 16 + 16 + 16;16 = 4 + 4 + 4 + 4; 100 = 25 + 25 + 25 + 25;25 = 16 + 4 + 4 + 1; 121 = 100 + 16 + 4 + 1;49 = 16 + 16 + 16 + 1; 169 = 100 + 49 + 16 + 4:Z t�chto rovnost¡ vypl�va, �e ka�d� �¡slo z mno�iny H n f1g vieme nap¡sa� ako s£�et¨tyroch �¡sel z H. Preto vieme aj �¡slo 169 zap¡sa� ako s£�et 4; 7; 11; : : : ; 3k+1; : : : ; 169¨tvorcov z H (k�m nem me sam� jednotky m��eme �ubovo�n� s�¡tanec rozp¡sa� akos£�et ¨tyroch �al¨¡ch).Ke��e navy¨e platia aj rovnosti169 = 144 + 16 + 9; 144 = 100 + 36 + 4 + 4; 36 = 25 + 9 + 1 + 1;vieme 169 nap¡sa� aj ako s£�et 3; 6; 9; : : : ; 3k + 3; : : : ; 153 ¨tvorcov (169 = 144 + 16 ++ 9 = 100 + 36 + 16 + 9 + 4 + 4 = (9 + 9) + 100 + 25 + 16 + 4 + 4 + 1 + 1 = : : : , kde�¡sla 100; 25; 16 a 4 s£ u� z mno�iny H).Napokon z rovnost¡169 = 144 + 25; 144 = 100 + 36 + 4 + 4; 36 = 25 + 9 + 1 + 1a predch dzaj£cich dost vame, �e 169 sa d  nap¡sa� aj ako s£�et 2; 5; : : : ; 3k+2; : : : ; 161¨tvorcov (169 = 144+25 = 100+36+25+4+4 = 9+100+25+25+4+4+1+1= : : : ,kde �¡sla 100; 25 a 4 s£ u� z mno�iny H).Z toho u� vypl�va, �e 169 sa d  nap¡sa� ako s£�et 1; 2; : : : ; 155 ¨tvorcov, a z �asti a)vypl�va, �e sa ned  nap¡sa� ako s£�et 156 ¨tvorcov, a preto S(13) = 155.c) Uk �eme, �e rie¨en¡m �asti b) s£ aj v¨etky �¡sla n tvaru n = 2k � 13, k = 0; 1; : : : .T�m dok �eme tvrdenie c).Mno�inu H0 vo�me nasleduj£coH0 = f1; 2 � 2m; 5 � 2m; 7 � 2m; 11 � 2m; 13 � 2m;m = 0; 1; 2; : : : g:Platia rovnosti: (2 � 2m)2 = 4m + 4m + 4m + 4m;(5 � 2m)2 = 16 � 4m + 4 � 4m + 4 � 4m + 4m;(7 � 2m)2 = 16 � 4m + 16 � 4m + 16 � 4m + 4m;(11 � 2m)2 = 100 � 4m + 16 � 4m + 4 � 4m + 4m;(13 � 2m)2 = 100 � 4m + 49 � 4m + 16 � 4m + 4 � 4m:



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 59Op�� ka�d� �¡slo zH0nf1g vieme nap¡sa� ako s£�et ¨tyroch �¡sel zH0. Pou�it¡m rozkladov(13 � 2m)2 = 9 � 4 � 4m + 4 � 4m + 9 � 4m;(9 � 2m)2 = 36 � 22(m�1) = 25 � 4m�1 + 9 � 4m�1 + 4m�1 + 4m�1;(13 � 2m)2 = 9 � 4 � 4m + 25 � 4mpre m = 0; 1; : : : dost vame £plne rovnako ako v �asti b), �e �¡slo n = 13 � 2k m��emezap¡sa� postupne� ako s£�et 1; 4; 7; : : : ; n2 ¨tvorcov,� ako s£�et 3; 6; 9; : : : ; n2 � 16 ¨tvorcov (na konci bude 9 + 9 + (n2 � 18) � 1),� ako s£�et 2; 5; 8; : : : ; n2 � 8 ¨tvorcov (na konci bude 9 + (n2 � 9)� 1).Teda n = 13 �2k sa d  nap¡sa� ako s£�et 1; 2; : : : ; n2�14 ¨tvorcov. Pod�a a) nemo�nopou�i� pr ve n2 � 13 ¨tvorcov, �i�e S(13 � 2k) = (13 � 2k)2 � 14.2.2 Ozna�me si a vi po rade ¨¡rku a v�¨ku i-teho obd��nika (i = 1; 2; : : : ; 100) tak, abysi = vi pre ka�d� i. Roztrie�me teraz obd��niky nasledovne: obd��nik d me do triedy kpr ve vtedy, ke� si � vi = 2k alebo si � vi = 2k + 1, k = 0; 1; : : : ; 49. Spolu tedam me pr ve 50 tried. (Ak si predstav¡me tieto obd��niky ako mre�ov� body v rovinea stoto�n¡me obd��nik i s mre�ov�m bodom (si; vi), tak m me 101 mre�ov�ch bodovv trojuholn¡ku s vrcholmi (0; 0), (100; 0) a (100; 100), body m��u le�a� aj na prepone.Tento trojuholn¡k sme triedami rozdelili na 50 pruhov priamkami sp jaj£cimi body(2k; 0) a (100; 100 � 2k), k = 1; 2; : : : ; 49.) Ke��e m me 101 obd��nikov v 50 triedach,jedna z tried obsahuje aspo¤ 3 obd��niky. Nech s£ ozna�en� X , Y a Z po rade pod�arast£cej ¨¡rky (sX 5 sY 5 sZ ). Ak sa nejak� dve ¨¡rky zhoduj£, ozna�¡me ich pod�arast£cej v�¨ky.Najprv dok �eme, �e X mo�no umiestni� do Y. Ak by toti� n hodou vX > vY , potommus¡ by� sX = sY , aby mohli X a Y by� v tej istej triede (ak sY > sX , potom sa �¡slasY � vY a sX � vX l¡¨ia najmenej o dve, preto�e v¨etky d��ky aj ¨¡rky s£ celo�¡seln�),�o je spor so syst�mom n ¨ho ozna�enia. Rovnak�m sp�sobom sa uk �e, �e Y mo�noumiestni� po�adovan�m sp�sobom do Z. T�m je zadan� tvrdenie dok zan�.2.3 Nech body P;Q a R vyhovuj£ zadaniu. Zave�me ozna�enie ako na obr. 7. Najprvuk �eme, �e trojuholn¡ky SMP a SMV maj£ rovnak� obsah. Plat¡:SSAP + SSAQ + SSVR = 12SPQR = SPQM : (1)Vypl�va to z toho, �e body A;B a V s£ dotykov� body kru�nice k s jednotliv�mistranami trojuholn¡ka PQR a z toho, �e PM je �a�nica tohto trojuholn¡ka.Bod M je stred QR, a preto plat¡ :SSQV + SSMV = SSMR:Teda aj SSQV + 2SSMV = SSMR + SSMV = SSVR:



60 46. ro�n¡k matematickej olympi dyDosaden¡m do (1) dostaneme rovnos�:SSAP + SSAQ + SSQV + 2SSMV = SPQM = SSAP + SSAQ + SSQV + SSMV + SSMP :A BMPQ RS V knObr. 7Dok zali sme, �e obsahy trojuholn¡kov SMV a SMP s£ rovnak�. Nako�ko maj£ tietotrojuholn¡ky spolo�n£ z klad¤u SM , s£ vzdialenosti bodov P a V od priamky SMrovnak�. Ke��e ka�d  v�¨ka trojuholn¡ka mus¡ by� v��¨ia ako dvojn sobok polomeruvp¡sanej kru�nice a bod P mus¡ le�a� v polrovine QRS, bod P le�¡ na polpriamkerovnobe�nej s polpriamkou MS (rovnakej orient cie) za�¡naj£cej v bode W . Bod Wle�¡ na kru�nici k tak, �e £se�ka VW je jej priemer.Po�ahky sa presved�¡me, �e v¨etky body tejto polpriamky vyhovuj£ zadaniu { sp�t-n�m postupom skon¨truujeme body Q;R;A a B; uk �eme, �e SSMP = SSMV , a �e Mje stred QR.2.4 Ak body A;B a C le�ia na jednej priamke, potom m(ABC) = 0, teda pre ka�d�bod X roviny dan  nerovnos� trivi lne plat¡.Preto m��eme predpoklada�, �e body A;B a C nele�ia na jednej priamke. Rozde�merovinu na 7 �ast¡ (oblast¡) R0; : : : ; R6 ako na obr. 8. Rozoberieme nieko�ko pr¡padovv z vislosti na polohe bodu X.AB CR0R1R2R3 R4 R5R6oObr. 8
A

B CXpObr. 9



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 61Pr¡pad 1. Nech bod X le�¡ v oblasti R0, �i�e vo vn£tri trojuholn¡ka ABC (obr. 9).M��eme bez ujmy na v¨eobecnosti predpoklada�, �e jBCj = jACj a jBCj = jABj. Pretoje najkrat¨ou v�¨kou v trojuholn¡ku ABC v�¨ka na stranu BC. V¨imnime si, �e v¨etkyvzdialenosti jAXj, jBXj a jCXj s£ krat¨ie ako jBCj. �alej pre obsahy trojuholn¡kovplat¡ SABC = SBXC+SCXA+SAXB. Predelen¡m tejto rovnosti v�razom jBCj2 a pou�it¡mtoho, �e BC je najdlh¨ou stranou trojuholn¡kov CXA a AXB, dost vame nerovnos� (1).Pr¡pad 2. Nech bod X le�¡ na jednej zo str n trojuholn¡ka ABC. Ak X patr¡ obvodutrojuholn¡ka ABC, m��eme nerovnos� (1) dok za� tak isto ako v prvom pr¡pade. Pretopredpokladajme, �e X le�¡ na pred��en¡ jednej zo str n, napr. BC (obr. 10). Potomm(ABC) 5 m(AXB). (To mo�no dok za� pre¨etren¡m viacer�ch pr¡padov pre 4ABC:ak je najkrat¨ia v�¨ka trojuholn¡ka ABC v�¨ka na stranu AC alebo AB, tvrdenieje zrejm�; ak je to v�¨ka na stranu BC, potom pre uhly plat¡ j<)CABj > j<)ABCja j<)CABj > j<)BCAj, z �oho vypl�va, �e vzdialenos� bodu B od priamky AX je v��¨iaako vzdialenos� bodu A od priamky BC.) Plat¡ tie� m(BXC) = 0. Tedam(ABC) 5 m(AXB) 5m(BXC) +m(CXA) +m(AXB):Pr¡pad 3. Nech X le�¡ v jednej z oblast¡ R1; R3 alebo R5, napr. R1 (obr. 11).PotomA le�¡ vn£tri trojuholn¡kaBXC, �i�e op��m(BXC) = m(ABC). Z toho okam�itevypl�va (1). AB C XqObr. 10 AB C
X
rObr. 11 AB CX YsObr. 12Pr¡pad 4. Napokon nech X le�¡ v �ubovo�nej zost vaj£cej oblasti, napr. R2 (obr. 12).Ozna�me Y priese�n¡k £se�iek AB a CX. Potom pre trojuholn¡k CYA a bod X nast vapr¡pad 2, �i�e m(CYA) 5m(AXC) a m(BYC) 5m(BXC). Z tohom(ABC) 5 m(AYB) +m(BYC) +m(CYA) 5 m(AXB) +m(BXC) +m(CXA);preto�e m(AYB) = 0 5 m(AXB).Pre¨etrili sme v¨etky mo�n� pr¡pady polohy bodu X, tvrdenie £lohy je dok zan�.2.5 (Pavol Novotn�) Najsk�r dok �eme sporom, �e pre �¡sla n delite�n� tromi sa hranem��e skon�i� s jedn�m mydlom na ¨achovnici. O�¡slujme pol¡�ka tromi �¡slami: 1,2 a 3 tak, aby v�dy nad ka�dou jednotkou bola dvojka, nad ka�dou dvojkou trojka,nad ka�dou trojkou jednotka a vpravo od jednotky trojka, vpravo od trojky dvojka



62 46. ro�n¡k matematickej olympi dya napokon vpravo od dvojky jednotka (prv£ jednotku m��eme zatia� zvoli� �ubovo�ne).Potom vo ¨tvorci s mydlami so stranou n = 3k, k = 1; 2; : : : je rovnak� po�et pol¡o�¡slovan�ch ka�d�m z �¡sel 1, 2 a 3. S£�et v¨etk�ch �¡sel pol¡ s mydlami je teda (1 ++ 2 + 3) � n23 = 2n2, �i�e p rny. Jednoducho sa uk �e, �e ka�d� mo�n� �ah zachov vaparitu s£�tu �¡sel, na ktor�ch s£ umiestnen� mydl  (sta�¡ preveri� 6 situ ci¡). Ak m teda na konci zosta� pr ve jedno mydlo, mus¡ by� na poli s �¡slom 2. �achovnicu v¨akm��eme o�¡slova� rovnak�m sp�sobom, len prv£ jednotku zvol¡me na pol¡�ku, ktor� m teraz �¡slo 2. Potom pou�it¡m rovnak�ch £vah mo�no dok za�, �e pol¡�ko, na ktoromzostane posledn� mydlo mus¡ ma� aj v tomto o�¡slovan¡ �¡slo 2, to v¨ak nie je mo�n�.Teraz dok �eme (n jdeme postup), �e pre ka�d� prirodzen� �¡slo n nedelite�n� tromisa hra m��e skon�i� s jedn�m mydlom. Najprv zist¡me, �e hra sa tak m��e skon�i�pre n = 1 a n = 2 (�ahko sa n jde postupnos� �ahov). Nasleduj£cou postupnos�ou�ahov dok �eme zo ¨achovnice odstr ni� tri mydl , ktor� le�ia ved�a seba (v jednomriadku alebo st�pci) tak, aby ostatn� mydl  zostali na svojich miestach (obr. 13):t u v wObr. 13Teda, na tak�to odstr nenie troch mydiel ved�a seba sme potrebovali len to, abypri prvom (resp. tre�om) mydle le�alo jedno mydlo a na jeho opa�nej strane bolo vo�n�pol¡�ko. Sta�¡ u� len uk za�, �e ka�d� ¨tvorec n�n vieme dosta� zo ¨tvorca 2�2 a troj¡csusedn�ch poli�iek sp�¤aj£cich predch dzaj£ce podmienky. Pod�a obr. 14 vieme taktovytvori� ¨tvorce 4� 4 a 5� 5.x yObr. 14Obdobn�m sp�sobom, ako sme dostali zo ¨tvorca 2 � 2 ¨tvorec n � n, zrejmedostaneme aj z ka�d�ho ¨tvorcam�m ¨tvorec (m+3)�(m+3). Potom vy¨¨ie pop¡sanoupostupnos�ou �ahov odstr nime najprv trojice susedn�ch kame¤ov (smerom dovn£tra),a napokon ¨tvorec 2� 2.2.6 (Peter Bod¡k, Peter Koz k, Pavol a Peter Novotn� a J n �pakula)Ozna�me S priese�n¡k os¡ CE a BD (obr. 15) a uhly trojuholn¡ka ABC ako zvy�ajne.Potom zrejme j<)BSCj = 138� a z trojuholn¡ka BSC dost vame �2 + 
2 = 84�, �i�e � =



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 63= 96�. Pou�it¡m s¡nusov�ch viet pre trojuholn¡ky ESD, DSA a ASE dost vamejDSj = jESj � sin28�sin24� ; jASj = jDSj � sin�84� � �2�sin48� ; jASj = jESj � sin�42� + �2�sin48� :Spojen¡m t�chto vz�ahov a vyl£�en¡m d��ok £se�iek dost vame goniometrick£ rovnicusin18� � sin�84� � �2� = sin 24� � sin�42� + �2�:Teraz sta�¡ rozp¡sa� v�razy sin�84� � �2 � a sin�42� + �2� pod�a s£�tov�ch vzorcova po £prave dostaneme rovnicu:cos �2 �(sin 84� �sin 18��sin 42� �sin24�) = sin �2 �(cos 84� �sin 18�+cos 42� �sin 24�): (1)
A CB SD E18� 24�zObr. 15Vyjadren¡m tangensu uhla �2 a spo�¡tan¡m (napr. pomocou kalkula�ky) hodnoty v�razudost vame � = 12�, a potom 
 = 72�. Pravda, na presn� ur�enie by bolo potrebn� go-niometrick� v�raz bu� zjednodu¨i� pomocou s£�tov�ch vz�ahov, alebo vy�¡sli� hodnotysin12� a cos 12�, pomocou ktor�ch u� vieme spo�¡ta� v¨etky �¡seln� hodnoty v (1)a overi�, �e � = 12� je rie¨en¡m. Potom z monot¢nnosti oboch str n v (1) (vzh�adomna �) zist¡me, �e je to naozaj jedin� rie¨enie.In� rie¨enie. Najprv ur�¡me uhol � ako v prvom rie¨en¡. Ozna�me E0 a D0 po radeobrazy bodov E a D v osov�ch s£mernostiach po rade pod�a BD a CE (zrejme obidvabody le�ia na BC). �alej ozna�me T priese�n¡k BD a ED0 a spojme TE0, DD0 a DE0(obr. 16).
A CB SE DE0 D0T{Obr. 16



64 46. ro�n¡k matematickej olympi dyZo symetrie j<)CED0j = j<)CEDj = 18� a j<)BDE0j = j<)BDEj = 24�. Pretoj<)BTEj = j<)TDEj+ j<) TEDj = 24� + 36� = 60�:Podobne zo symetrie j<)BTE0j = j<)BTEj = 60�, �i�e j<)E0TD0j = 180� � (j<)BTEj ++ j<)BTE0j) = 60�. Teda TE0 je osou uhla BTD0. Ke��e DD0 je kolm� ja CE, plat¡j<)EDD0j = 72�. Preto j<)D0DE0j = j<)EDD0j � j<)EDE0j = 24�, teda aj DE0 jeosou uhla TDD0 . Z toho vypl�va, �e E0 je stredom kru�nice prip¡sanej k strane TD0trojuholn¡ka TDD0 . �i�e j<)TD0E0j = j<)DD0Cj. Alej<) TD0E0j+ j<)DD0Cj = 180�� j<)ED0Dj = j<)DED0j+ j<)EDD0j = 36� +72� = 108�:Tak�e j<)DD0Cj = 54�; a tie� j<)CDD0j. Potom z trojuholn¡ka CDD0 dost vamej<)DCD0j = 72�. Preto � = 72� a 
 = 12�.2.7 (Pavol �ern�) Ke��e 122 = 144, vieme, �e d��ka najdlh¨ieho bloku je aspo¤ 2.Preto sk£sme n js� blok d��ky aspo¤ 3.Druh� mocniny d vaj£ po delen¡ �smimi zvy¨ky 0, 1 alebo 4:(2k)2 = 4k2 � 0; 4 (mod 8) a (2k + 1)2 = 4k(k + 1) + 1 � 1 (mod 8):Preto ak vyu�ijeme skuto�nos�, �e 8 del¡ 1 000, m��eme vyl£�i� pr¡pady 111, 222, 333,555, 666 a 999. Ostali len bloky 444, 777 a 888. Av¨ak �iaden ¨tvorec cel�ho �¡slanekon�¡ �¡slicou 7 ani 8, a preto je jedin�m mo�n�m kandid tom blok 444. Sk£¨an¡mnahliadneme, �e 382 = 1444, �i�e blok d��ky 3 existuje pr ve jeden.Teraz e¨te uk �eme, �e blok d��ky 4 u� neexistuje. Z predch dzaj£ceho je zrejm�, �ejedin�m kandid tom je blok 4444. Zrejme mus¡ ¡s� o ¨tvorec p rneho �¡sla, a preto s£pr¡pustn� len dve mo�nosti zvy¨kov po delen¡ 16-timi:(4k)2 = 16k2 � 0 (mod 16) a (4k + 2)2 = 16k(k + 1) + 4 � 4 (mod 16):Av¨ak �¡slo 10 000 je delite�n� 16-timi a �¡slo 4444 d va po delen¡ zvy¨ok 12. Pretonem��e ma� �iaden ¨tvorec tvar 10 000k + 4444.Najdlh¨¡ mo�n� blok m  d��ku 3 a je to blok 444.Tretia s�ria3.1 Predpokladajme, �e �¡sla a; b s£ rie¨en¡m zadanej rovnice. Bez ujmy na v¨eobecnostipredpokladajme, �e a = b. Uvedomme si platnos� vz�ahu bx+ 1c > x = bxc > x � 1.Jeho pou�it¡m dost vame nerovnos�a2b + b2a = �a2b �+ �b2a � = �a2 + b2ab �+ ab > a2 + b2ab + ab � 1:



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 65Po pren soben¡ nerovnosti �¡slom ab a n sledn�ch £prav ch m me:a3 + b3 > a2 + b2 + a2b2 � ab;(a2 � b)(a � b2) = a3 + b3 � a2b2 � ab > a2 � 2ab + b2 = (a � b)2 = 0:Nako�ko a = b, plat¡ a2� b = 0. S£�in �¡sel (a2� b); (a� b2) m��e by� kladn� iba vtedy,ak je kladn� (a � b2). Teda a > b2.Fakt, �e �¡slo a je v��¨ie ako b2 znamen  aj to, �e �b2a � = 0. �¡sla a; b preto musiavyhovova� aj rovnici �a2b � = �a2 + b2ab �+ ab:Op�tovn�m pou�it¡m vz�ahov medzi cel�mi �as�ami �¡sel dostaneme nerovnos� :a2b � 1 < �a2b � = �a2 + b2ab � + ab 5 a2 + b2ab + ab:Pren soben¡m ab dostaneme nerovnos� a3 < a2b2 + a2 + b2 + ab.Ak by bolo a = b2 + 2, platila by aj nasleduj£ca nerovnos�a3 = a2(b2 + 2) = a2b2 + a2 + a(b2 + 2) > a2b2 + a2 + a + ab2 > a2b2 + a2 + b2 + abLen�e t to nerovnos� je v rozpore s u� dok zanou nerovnos�ou, teda predpoklad a == b2+2 je nespr vny. Nakoniec sme dostali pre rie¨enie (a; b) podmienku b2+2 > a > b2,ktorej vyhovuj£ iba dvojice tvaru (b2 + 1; b).�ahko sa presved�¡me, �e spom¡nan� dvojice rie¨ia zadan£ rovnicu (pre b = 2)�b4 + 2b2 + 1b �+ � b2b2 + 1� = b3 + 2b = �b2(b2 + 1) + (2b2 + 1)(b2 + 1)b �+ (b2 + 1)b;a pre b = 1 dost vame �41�+ �12� = 4 = �4 + 12 �+ 2:Rie¨en¡m zadanej rovnice s£ usporiadan� dvojice �¡sel v tvare (n2 + 1; n) a (n; n2 + 1).3.2 Ozna�me uhly trojuholn¡ka ako oby�ajne �; �; 
. �alej si v¨imnime, �e bod Ole�¡ vn£tri trojuholn¡ka ABC, preto�e je ostrouhl� a j<)OCBj = 90� � � < 90� � � == j<)FCBj (preto�e jBCj > jCAj). To znamen , �e O le�¡ vn£tri trojuholn¡ka BCFa kolmica na OF prech dzaj£ca bodom F pret¡na £se�ku AC. To znamen , �e P le�¡na strane AC.Nech E je p�ta v�¨ky BH a Y a Z po rade stredy str n AC a AB (obr. 17). Nech Rje p�ta kolmice z bodu H na PF . Teda HR ? FP . Potom Y je stred kru�nice op¡sanejtrojuholn¡ku AFC a j<)FYAj = 2jACF j = 2(90���) = 180��2�. �tvoruholn¡k OFPY



66 46. ro�n¡k matematickej olympi dyje tetivov� (j<)PFOj = j<)OY P j = 90�), �o d va j<)OPF j = j<)OY F j = 2� � 90�.Z podobnosti pravouhl�ch trojuholn¡kov OZF a HRF m mejOZjjOF j = jHRjjHF j : (1)A
B CEF HO PR YZ�Obr. 17

A
B CEF HNO PQ R YZ�Obr. 18Teraz ur�me vzdialenos� OZ z pravouhl�ho trojuholn¡ka OZA. Ke��e z vety o stre-dovom a obvodovom uhle vypl�va j<)ZOAj = 
, potom jOZj = jABj2 tg 
 . Teraz zrejmez trojuholn¡ka BEC m me jECj = jBCj cos
. No a ke��e j<)HCEj = 90� � �, potomz trojuholn¡ka HCE pre jHCj plat¡: jHCj = jECjcos(90� � �) = jBCj cos
sin� . Zo s¡nusovejvety �alej jBCjjABj = sin�sin 
 ;a preto jHCj = jBCj � cos 
sin� = jABj � cos 
sin 
 = jABj � cotg 
 = 2jOZj: (2)Podobne sa uk �e, �e jHBj = 2jOY j. Ke��e z podobnosti trojuholn¡kov BHF a CHEvypl�va jHBjjHCj = jHF jjHEj ;dosaden¡m (2) do (1) dost vamejHRj:jOF j = jHF j:jOZj = 12 jHF j:jHCj = 12 jHEj:jHBj = jHEj:jOY j;teda jHRjjHEj = jOY jjOF j :



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 67Potom j<)FOY j = j<)RHEj, z toho vypl�va, �e trojuholn¡ky RHE a YOF s£ podobn�,a teda j<)HERj = j<)OFY j. Z tetivov�ch ¨tvoruholn¡kov HEPR a OYPF dost vamej<)HPRj = j<)OPY j. Teda j<)HPEj = j<)OPF j = 2� � 90�. Napokon z trojuhol-n¡ka HPC m me j<)FHP j = (2� � 90�) + (90� � �) = �.In� rie¨enie. D�kaz, �e P le�¡ na AC sme urobili v predch dzaj£com rie¨en¡. Nech Yje stred strany AC. Preto�e trojuholn¡k AFC je pravouhl� s prav�m uhlom pri vrcho-le F , stredom kru�nice jemu op¡sanej je bod Y . Odtia� j<) Y FCj = 90� � �. Tak�e abysme uk zali, �e j<)FHP j = j<)BACj, sta�¡ dok za�, �e FY ? HP .Preto�e j<)OFP j = j<)OY P j = 90�, body F;P; Y a O le�ia na kru�nici. Nech je tokru�nica k1 so stredom Q, ktor� je aj stredom £se�ky OP . V trojuholn¡ku ABC uva-�ujme kru�nicu deviatich bodov (Feuerbachovu kru�nicu) k2, ktor  prech dza bodmi Fa Y a jej stred N je aj stredom OH (obr. 18). (To vieme z vlastnost¡ Eulerovejpriamky: body O;H;N spolu s �a�iskom T trojuholn¡ka ABC le�ia na jednej priamkev porad¡ O;T;N a H a zn me s£ aj pomery vzdialenost¡ medzi nimi.) Kru�nice k1 a k2prech dzaj£ bodmi F a Y , ich spolo�nou chord lou je priamka FY . To znamen , �e FYje kolm  na NQ (spojnicu stredov t�chto dvoch kru�n¡c). Ale NQ je strednou prie�kou,a teda je rovnobe�n  s HP . Odtia� dost vame FY ? HP , �o sme chceli dok za�.3.3 Pre potreby tohto rie¨enia ozna�me an+1 = a1 a an+2 = a2. NechAi = a2i + a2i+1 � a2i+2ai + ai+1 � ai+2 = ai + ai+1 + ai+2 � 2aiai+1ai + ai+1 � ai+2 :Ke��e (ai � 2)(ai+1 � 2) = 0, plat¡ aj �2aiai+1 5 �4(ai + ai+1 � 2) aAi 5 ai + ai+1 + ai+2 � 4�1 + ai+2 � 2ai + ai+1 � ai+2� :Preto�e 1 = 2 + 2� 3 5 ai + ai+1 � ai+2 5 3 + 3� 2 = 4, plat¡:Ai 5 ai + ai+1 + ai+2 � 4�1 + ai+2 � 24 � = ai + ai+1 � 2:S�¡tan¡m tejto nerovnosti pre i = 1; 2; : : : ; n dost vamenXi=1Ai 5 2s� 2n:3.4 (Peter Lupe¤) Evidentne obd��nik so stranami fa; bg sa d  do obd��nika so stra-nami fc; dg umiestni� pr ve vtedy, ke� existuje � 2 h0; 12�i tak�, �e plat¡ (obr. 19):a: cos�+ b: sin� 5 c;a: sin�+ b: cos� 5 d:



68 46. ro�n¡k matematickej olympi dyPolo�me x = cos�; y = sin�. Potom dost vame ekvivalentn� podmienky:x = 0; y = 0; ax + by 5 c; bx + ay 5 d; x2 + y2 = 1:
K L MM
P Q

RS a b cd
���Obr. 19 K LMO xy dbcb�Obr. 20T to s£stava sa d  elegantne rie¨i�, ke� si ju geometricky interpretujeme (obr. 20).Prv�m ¨tyrom nerovniciam vyhovuj£ body ¨tvoruholn¡ka KMLO (kde K = �0; cb�,M = hbd�acb2�a2 ; bc�adb2�a2 i, L = �db ; 0�, O = [0; 0]). Aby sa dal prv� obd��nik vp¡sa� do dru-h�ho, mus¡ e¨te plati� aj piata podmienka (x2 + y2 = 1), �i�e mus¡ existova� nepr zdnyprienik medzi ¨tvoruholn¡kom KMLO a ¨tvr�kru�nicou. Preto�e cb < 1; db < 1, prienikexistuje pr ve vtedy, ke� bod M nele�¡ vn£tri kruhu, �i�e pr ve vtedy, ke��bd� acb2 � a2�2 +�bc� adb2 � a2�2 = 1;�o nast va pr ve vtedy, ke�(bd� ac)2 + (bc� ad)2 = �b2 � a2�2; �o bolo treba dok za�.3.5 (Viera R��i�kov ) Pre paritu ¨tyroch �¡sel na za�iatku m me len nieko�ko mo�nost¡(stavy, ktor� dostaneme oto�en¡m s£ zrejme identick�): v¨etky ¨tyri �¡sla p rne PPPP ,jedno z �¡sel nep rne NPPP , dve susedn� �¡sla nep rne NNPP , dve nesusedn� �¡slanep rne NPNP , tri �¡sla nep rne NNNP a napokon v¨etky �¡sla nep rne NNNN .Je zrejm�, �e ak s£ v¨etky ¨tyri �¡sla na kru�nici v nejakom okamihu p rne, ostan£p rnymi aj po ka�dom �al¨om kroku. Jednoducho dok �eme, �e ka�d� mo�n� stav sapo p r krokoch zmen¡ na stav PPPP .Stav PPPP je trivi lny. Stav NPPP sa postupne transformuje na NNPP , potomna NPNP , a ten na NNNN , ktor� po jednom kroku prejde na PPPP . T�mto smeteda hne� vyrie¨ili aj stavy NNPP , NPNP a NNNN .Zost vaj£ci stav { NNNP { sa po jednom kroku transformuje na NNPP , ktor�,ako u� vieme, sa po troch �al¨¡ch krokoch zmen¡ na stav PPPP .



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 69Takto sme dok zali, �e v ka�dom pr¡pade bud£ po 1997 krokoch na kru�nici len p rne�¡sla. Potom s£ ale v¨etky tri v�razy jbc � adj, jac � bdj a jab � cdj delite�n� ¨tyrmi,a teda dokonca �iaden z nich nem��e by� prvo�¡slom.In� rie¨enie. (Peter Koz k a Peter a Pavol Novotn�)Ak s£ na za�iatku na kru�nici nap¡san� �¡sla a; b; c a d, tak po prvom kroku dostanemepo rade �¡sla a� b; b� c; c� d a d� a. Vo v�po�te pokra�ujeme �alej a� po ¨tvrt� krok:a b c da� b b� c c� d d� aa � 2b + c b� 2c+ d c� 2d+ a d� 2a+ ba � 3b+ 3c� d b� 3c+ 3d� a c� 3d+ 3a� b d� 3a+ 3b � c2a� 4b+ 6c� 4d 2b� 4c+ 6d� 4a 2c� 4d+ 6a� 4b 2d� 4a+ 6b � 4cOp�� si v¨imneme, �e v¨etky ¨tyri �¡sla s£ u� po ¨tyroch krokoch p rne, �i�e pou�it¡mrovnak�ch £vah ako v predch dzaj£com rie¨en¡ zist¡me, �e v¨etky ¨tyri sk£man� v�razymusia by� delite�n� ¨tyrmi.3.6 Dosaden¡m �¡sel x = 1;�1; 12 ;�12 do polyn¢mu dostaneme podmienkyja + b+ c+ dj 5 1; (1)j � a + b� c+ dj 5 1; (2)ja+ 2b+ 4c+ 8dj 5 8; (3)j � a+ 2b� 4c+ 8dj 5 8: (4)Tieto nerovnice si m��eme predstavi� ako hrani�n� nadroviny ¨tvorrozmern�ho rovno-be�nostenu. Maximum s£�tu jaj + jbj + jcj+ jdj sa zrejme nadob£da v jeho vrcholoch.Preto sta�¡ n js� jeho vrcholy, �o znamen  rie¨i� 16 s£stav line rnych rovn¡c so ¨tyrminezn mymi. Ich vyrie¨en¡m a overen¡m podmienky jaj + jbj + jcj+ jdj 5 7 pre vrcholy,over¡me platnos� zadan�ho tvrdenia.Mo�no postupova� aj inak. Z prv�ch dvoch nerovnost¡ dost vame2jb + dj 5 j(b+ d) + (a + c)j+ j(b + d)� (a + c)j 5 2 ) jb+ dj 5 1:Ak b+d = 0, potom z (2), a+ c = (b+d)�1, na druhej strane z (1) a+ c 5 1� (b+d).Preto jb+ dj+ ja + cj 5 jb + dj+ j1� (b + d)j = (b + d) + 1� (b + d) = 1: (5)Rovnako aj v pr¡pade b+ d 5 0 dostaneme rovnak£ nerovnos�.Potom jaj � jcj = jaj � j � cj 5 ja+ cj;



70 46. ro�n¡k matematickej olympi dyz �oho pomocou (5) jb + dj+ jaj � jcj 5 jb+ dj+ ja + cj 5 1: (6)Podobne z nerovnost¡ (3) a (4) dostaneme2jb+ 4dj+ 4jcj � jaj = j2b+ 8dj+ j4cj � jaj 5 8: (7)Pren soben¡m (6) �¡slom 5 a (7) �¡slom 2 a s�¡tan¡m nerovnost¡ dost vame3jaj+ 3jcj+ 4jb+ 4dj+ 5jb + dj 5 21: (8)Vzh�adom na dokazovan£ nerovnos� n m teda sta�¡ dok za� u� len nerovnos�3jbj+ 3jdj 5 4jb + 4dj+ 5jb+ dj; (9)lebo spojen¡m (8) a (9) dost vame3(jaj+ jbj+ jcj+ jdj) 5 21:Nerovnos� (9) plat¡ pre d = 0 trivi lne. Ak d 6= 0, polo�me x = bd . Sta�¡ n m terazdok za�, �e funkcia f(x) = 4jx+ 4j+ 5jx + 1j � 3jxj � 3je nez porn  pre v¨etky re lne �¡sla x. To sa v¨ak �ahko uk �e, sta�¡ uva�ova� f(x)na ¨tyroch disjunktn�ch intervaloch (�1;�4i, (�4;�1i, (�1; 0i a (0;1):�1 < x 5 �4 : f(x) = �5(x + 1)� 4(x + 4) + 3x� 3 = �6(x + 4) = 0;�4 < x 5 �1 : f(x) = �5(x + 1) + 4(x + 4) + 3x� 3 = 2(x + 4) = 0;�1 < x 5 0 : f(x) = 5(x + 1) + 4(x + 4) + 3x � 3 = 12x+ 18 = 0;0 < x <1 : f(x) = 5(x + 1) + 4(x + 4)� 3x � 3 = 6x+ 18 = 0:T�m je zadan  nerovnos� dok zan .3.7 (Viera R��i�kov ) Ak je v podmno�ine S s£�et najmen¨¡ch n prvkov v��¨¡ aleborovn� m, tak to plat¡ pre v¨etky jej n-prvkov� podmno�iny a naopak, ak to plat¡pre v¨etky tieto podmno�iny, plat¡ to aj pre n najmen¨¡ch prvkov.Ak S obsahuje z prvkov tak, �e sp�¤a podmienku, aj podmno�ina mno�iny f1; : : : ; kgobsahuj£ca jej z najv��¨¡ch prvkov sp�¤a dan£ podmienku, lebo s£�et najmen¨¡ch n prv-kov nem men¨¡. Sta�¡ n m teda uva�ova� len tak�to podmno�iny. Potomm  S najv��¨iumohutnos� pr ve vtedy, ke� S = fk; k � 1; k � 2; : : : ; xg, pri�om plat¡m 5 x + (x + 1) + (x+ 2) + : : : + (x + n� 1) = 12(2x + n� 1)n;m > (x � 1) + x + (x+ 1) + : : : + (x + n� 2) = 12(2x + n� 3)n:



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 71Teda S m  najv��¨iu mohutnos� pr ve vtedy, ke�12 �2mn + 1� n�+ 1 > x = 12 �2mn + 1� n� :(Mohutnos� S je k � x + 1, �o je najv��¨ie pr ve vtedy, ke� x je najmen¨ie.) Ke�mohutnos� S ozna�¡me h, potom h = k � x + 1 je najv��¨ie pr ve vtedy, ke�k � 12 �2mn + 1� n� < h 5 k � 12 �2mn + 1� n�+ 1;teda pr ve vtedy, ke� h = �k � 12 �2mn + 1� n�+ 1� :�tvrt  s�ria4.1 (Juraj F�ldes)a) Ozna�me v1 a v2 po rade v�¨ky (vzdialenosti od podlahy { jednej steny kocky)bodov A a B. Vezmime si rozdiel v�¨ok m£ch. Na za�iatku je v1� v2 a na konci je v2�� v1. To znamen , �e v niektorom momente bude rozdiel ich v�¨ok rovn� nule (preto�emuchy sa pohybuj£ spojito, teda aj ich v�¨ky a aj rozdiel ich v�¨ok sa men¡ spojito), �oznamen , �e v tom momente bud£ v rovnakej v�¨ke, a teda bud£ le�a� v jednej rovinerovnobe�nej s podlahou. Bud£ le�a� vo ¨tvorci (mysl¡me t�m vn£tri alebo na stran ch)so stranou 10 m (obr. 21). Ale maxim lna vzdialenos� dvoch bodov vo ¨tvorci je d��kajeho uhloprie�ky, �o je v na¨om pr¡pade 10p2 < 15. Teda v tomto momente bude ajvzdialenos� m£ch men¨ia ako 15 m.5 7p245p2�Obr. 21 A A0B B0 CDOS�Obr. 22b) Ak je po�iato�n  vzdialenos� m£ch jABj = 14m, uk �eme, �e odpove� je  no (inakje zrejme nie). Nech teda jABj = 14m, Ozna�me S stred £se�ky AB. Najprv posunieme£se�ku AB v posunut¡, v ktorom sa bod S zobraz¡ na stred kocky O. Dostaneme tak£se�ku A0B0 (jA0B0j = 14m). Uk �eme �e £se�ky AA0; BB0 le�ia v kocke (mysl¡ sat�m na povrchu alebo vn£tri), obr. 22. Kocka je teleso s£mern� pod�a stredu O, tedaak A;B le�ia v kocke, potom aj body C;D s£merne zdru�en� s A;B pod�a stredu O



72 46. ro�n¡k matematickej olympi dyle�ia v kocke. Ale zrejme A0 je stred AD a B0 je stred BC. Z konvexnosti kocky potomvypl�va, �e £se�ky AA0; BB0 le�ia v kocke.Nech muchy lietaj£ st le navz jom rovnakou r�chlos�ou. Nech me ich najprv prele-tie� doA0; B0. Teraz si vezmime gu�ov£ plochuG(O; 7m). Ozna�me � jej prienik s kockou(potom A0; B0 2 �). Zrejme G nepret¡na �iadnu hranu kocky (priemet G do roviny stenykocky je zn zornen� na obr. 21, kde v��¨ia kru�nica zn zor¤uje "obrys\gu�ovej plochy G, a men¨ia jej prienik so stenou kocky), a teda � je "s£visl \ mno�inabodov, �i�e po � sa d  dosta� z ka�d�ho jej bodu do ka�d�ho in�ho jej bodu. Teda ajz A0 do B0. Nech me touto cestou letie� muchu F a mucha M bude letie� stredovos£merne pod�a O s muchou F (bude letie� po �, lebo � je zrejme stredovo s£mern pod�a stredu O a ich vzdialenos� bude zrejme v�dy pr ve 14 m). No a potom u� muchypreletia do bodov B a A, �o je zrejme mo�n� (pozri za�iatok).4.2 Najprv uk �eme, �e polyn¢m P (x) � Q(x) m  aspo¤ jeden re lny kore¤, �i�eexistuje tak� re lne �¡slo t, pre ktor� P (t) = Q(t).Nech u a v s£ po rade korene P (x) a Q(x), �i�e P (u) = 0 a Q(v) = 0. Ak u = v jevy¨¨ie uveden� tvrdenie zrejm�. Preto nech u 6= v, bez ujmy na v¨eobecnosti u < v. PreR(x) = P 2(x) �Q2(x)plat¡ R(u) 5 0 a R(v) = 0. Zo spojitosti polyn¢mu R(x) vypl�va existencia tak�ho s,s 2 hu; vi, pre ktor� plat¡ P 2(s) = Q2(s). Ozna�me t = 1 + s+Q2(s). Zo zadania plat¡P (t) = P (1 + s +Q2(s)) = Q(1 + s+ P 2(s)) = Q(1 + s +Q2(s)) = Q(t):Takto sme dok zali existenciu aspo¤ jedn�ho spolo�n�ho bodu polyn¢mov P (x)a Q(x). �alej ozna�me t1 = t a ti+1 = 1 + ti +Q2(ti):Matematickou indukciou pod�a i dok �eme, �e pre ka�d� i 2 N plat¡ P (ti) = Q(ti).1� Pre i = 1 sme tvrdenie u� dok zali.2� Predpokladajme, �e tvrdenie plat¡ pre i = k. PotomP (tk+1) = P (1 + tk +Q2(tk)) = Q(1 + tk + P 2(tk)) = Q(1 + tk +Q2(tk)) = Q(tk+1):Preto m  polyn¢m P (x) � Q(x) nulov£ hodnotu pre x = ti, i = 1; 2; : : : Po�ahkynahliadneme, �e plat¡ ti+1 = 1 + ti + Q2(ti) > ti, a preto m  polyn¢m P (x) � Q(x)nekone�ne ve�a kore¤ov, �i�e je nulov�. Teda P (x) � Q(x).4.3 Ozna�me SC; SB; SA stredy str n AB;BC;CA a T �a�isko trojuholn¡ka ABC(obr. 23). Zrejme trojuholn¡k SASBSC je obrazom trojuholn¡ka ABC v rovno�ahlostiso stredom T a koe�cientom � 12 (zapisujeme H(T;�12 )(4ABC !4SASBSC). Ke��ejOP jjOSAj = jOQjjOSBj = jORjjOSC j = 23 ;potom taktie� H(O; 23 )(4SASBSC) !4PQR).



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 73Ak ozna�¡me Z = H(T;�12 )�H(O; 23 ) zlo�enie rovno�ahlost¡ (pri�om ako prv  sa vykon  t v�avo), tak Z(4ABC !4PQR). Nech S je stred vp¡sanej kru�nice trojuholn¡ku PQR.Potom plat¡ Z(O ! S). Vezmime teraz bod O0 tak�, �e H(T;�12 )(O ! O0). Zjavne O0le�¡ na polpriamke �!OT a naviac jO0Oj = 32 jTOj, �i�e jTOj = 23 jO0Oj. Potom v¨akH(O; 23 )(O0 ! T ), z �oho T � S. T�m je tvrdenie dok zan�.
A BC O PQ R SASB SC�Obr. 23Pozn mka. V ¨peci lnom pr¡pade ak T � O, s£ body O aO0 v oboch rovno�ahlostiachsamodru�n�, �i�e aj S � O � T .4.4 (Vladim¡r Marko) Ozna�me a = jAKj = jAN j; b = jBKj = jBLj; c = jCLj == jCM j; d = jDM j = jDN j; s = jSN j = jSLj; p = jPKj = jPM j. Pou�it¡mMenelaovej vety pre trojuholn¡kAPD a koline rne bodyK;M;S (le�ia na !AP , !PD; !AD)dost vame (obr. 24):

A BCD K LMN P
S
�Obr. 24jKAjjKP j � jMP jjMDj � jSDjjSAj = 1 =) ap � pd � s� ds+ a = 1 : (1)Pou�it¡m Menelaovej vety pre trojuholn¡k BPC a koline rne body K;M;S (le�iana  !BP ,  !PC; !BC) dost vame:jKBjjKP j � jMP jjMCj � jSCjjSBj = 1 =) bp � pc � s� cs+ b = 1 : (2)



74 46. ro�n¡k matematickej olympi dyOzna�me P 0 priese�n¡k  !NL a  !AB, P 00 priese�n¡k  !NL a  !CD, nech p0 = jP 0Kj; p00 == jP 00M j. Pou�it¡m Menelaovej vety pre trojuholn¡k ABS a body N;L;P 0 m me:jNAjjNSj � jLSjjLBj � jP 0BjjP 0Aj = 1 =) as � sb � p0 � bp0 + a = 1 : (3)Pou�it¡m Menelaovej vety pre trojuholn¡k CDS a body N;L;P 00 m me:jNDjjNSj � jLSjjLCj � jP 00CjjP 00Dj = 1 =) ds � sc � p00 � cp00 + d = 1 : (4)Potom z (1) a (2) dostaneme 2ada � d = s = 2bcb� c , �o po £prav ch d va 2cdd� c = 2aba� b .Z (3) a (4) dost vame p0 = 2aba � b ; p00 = 2cdd� c . Vid¡me, �e p0 = p00, a teda aj P 00 � P 0 �� P , �o sme mali dok za�.Pozn mka. Treba e¨te uk za�, �e a� d 6= 0 a d� c 6= 0 (t�mito v�razmi sme delili).Len�e ak by bolo a = d, potom jAN j = jDN j a KM k AD a neexistoval by bod S.Rovnako v pr¡pade b = c.4.5 (Miroslav Dud¡k) Tvrdenie dok �eme sporom. Nech tak  strat�gia neexistuje.Ozna�me D dan£ mno�inu £se�iek. Existencia vyhr vaj£cej strat�gie form lne zap¡san je ekvivalentn  s tvrden¡m, �e8D : 9a 2 D : 8a0 2 D n fag : 9b 2 D n fa; a0g : 8b0 2 D n fa; a0; bg :9c 2 D n fa; a0; b; b0g : 8c0 2 D n fa; a0; b; b0; cg : S(a; b; c) = S(a0; b0; c0);kde S(a; b; c) je obsah trojuholn¡ka so stranami a; b a c. Preto je neg cia tohto tvrdenianasleduj£ca:9D : 8a 2 D : 9a0 2 D n fag : 8b 2 D n fa; a0g : 9b0 2 D n fa; a0; bg :8c 2 D n fa; a0; b; b0g : 9c0 2 D n fa; a0; b; b0; cg : S(a; b; c) < S(a0; b0; c0);teda existencia vyhr vaj£cej strat�gie pre druh�ho hr �a (pre konkr�tnu mno�inu D).Ozna�me hr �ov po rade H1 a H2. �alej nech P (a) je £se�ka a0, ktor£ by si bralv druhom �ahuH2, ak byH1 bral v prvom �ahu a, �alej P (a; b) £se�ku b0, ktor£ by �ahalv ¨tvrtom �ahu H2, keby boli postupne �ahan� a; P (a); b, a napokon P (a; b; c) £se�ku,ktor£ by �ahal v poslednom �ahu H2, keby boli postupne �ahan� a; P (a); b; P (a; b); c.Zrejme P (a; b; c) je jedin� prvok mno�iny D n fa; b; c; P (a); P (a; b)g. K sporu d�jdemetak, �e uk �eme, �e H1 m��e docieli� koncov£ situ ciu, v ktorej bude ma� £se�ky P (a),P (a; b) a P (a; b; c) (pri�om pod�a predpokladu existuje v¡�azn  strat�gia preH2, kde H1�ah  £se�ky a; b a c).Nech H1 �ah  v prvom �ahu P (u1), pri�om u1 je �ubovo�n  £se�ka z D. Potom m  H2dve mo�nosti (pod�a svojej v¡�aznej strat�gie):



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 75� �ah  u1; potom nech �alej H1 �ah  P (u1; u2), pri�om u2 je �ubovo�n� z D nn fu1; P (u1)g.� �ah  u2, u2 2 Dnfu1; P (u1)g; potom nech H1 �ah  P (u1; u2), zrejme P (u1; u2) 6=6= P (u1) a P (u1; u2) 6= u2.Po t�chto troch �ahoch m  teda prv� hr � P (u1) a P (u1; u2) a H2 m  u1 alebo u2.Op�� s£ dve mo�nosti:� H2 �ah  u2, resp. u1; potomH1 �ah  �ubovo�n£ £se�ku, lebo pre dve zvy¨n� £se�kyu3; u4 v D plat¡ P (u1; u2; u3) = u4 a z rove¤ P (u1; u2; u4) = u3.� H2 �ah  u3, u3 =2 fu1; u2g; potom H1 �ah  P (u1; u2; u3), ktor  iste nebola e¨tevytiahnut  (je to t  £se�ka, ktor  je r�zna od zvy¨nej u1 pr¡p. u2).Na konci hry m  teda H1 £se�ky P (u1); P (u1; u2) a P (u1; u2; u3). Na druhejstrane H2 m  zvy¨n� £se�ky, �i�e u1; u2; u3. Ke��e sme v¨ak predpokladali, �eS(u1; u2; u3) < S(P (u1); P (u1; u2); P (u1; u2; u3)), dost vame spor. Preto pre H1 v�dyexistuje vyhr vaj£ca strat�gia.In� rie¨enie. (Pavol �ern�)Hra m��e ma� �63�2! = 10 r�znych priebehov. Existuje teda 10 neprehr vaj£cich troj¡c£se�iek. Ozna�me £se�ky po rade u1; : : : ; u6 tak, aby P (u1) = P (ui), pre i = 2; : : : ; 6,kde P (ui) je po�et v�skytov £se�ky ui v neprehr vaj£cich trojiciach. Rozoberieme tripr¡pady.a) P (u1) = 7;b) P (u1) = 6 a P 0(u2) 5 3 alebo P (u1) = 5 a P 0(u2) 5 2;c) P (u1) = 6 a P 0(u2) = 4 alebo P (u1) = 5 a P 0(u2) = 4 alebo P (u1) = 5 a P 0(u2) == 3.(u2 je £se�ka, ktor  sa naj�astej¨ie vyskytuje v neprehr vaj£cich trojiciach v kom-bin cii s u1 a P 0(u2) je po�et t�chto v�skytov.) Ke��e spolu s u1 a u2 m��u by�v neprehr vaj£cich trojiciach nanajv�¨ ¨tyri in� £se�ky, plat¡ P 0(u2) 5 4. �alej na 30miest v neprehr vaj£cich trojiciach umiest¤ujeme 6 £se�iek, preto pod�a Dirichletovhoprinc¡pu plat¡ P (u1) = 5. Z toho okam�ite vidie�, �e pr¡pady a), b) a c) predstavuj£v¨etky mo�nosti.a) P (u1) = 7. Vezmime si tie neprehr vaj£ce trojice, v ktor�ch je u1 a nie u2. S£aspo¤ tri (7�4 = 3). V t�chto trojiciach je aspo¤ ¨es� miest, na ktor� umiest¤ujeme¨tyri zvy¨n� £se�ky, preto pod�a Dirichletovho princ¡pu existuje £se�ka u3, ktor je tam aspo¤ dvakr t. Nevyhr vaj£ca strat�gia pre prv�ho hr �a je potom:{ prv� �ah (H1) u1, potom dva pr¡pady:i) druh� �ah (H2) u2, potom tret¡ �ah (H1) u3 a ostan£ aspo¤ dve neprehr vaj£cetrojice, v ktor�ch je u1, u3 a nie u2. Hr �H2 m��e svojim �ahom zru¨i� nanajv�¨jednu a �ah H1 povedie k druhej.ii) druh� �ah (H2) nie je u2, napr. u4, potom tret¡ �ah (H1) je u2 a op�� ostali aspo¤dve neprehr vaj£ce trojice obsahuj£ce u1 a u2 a nie u4 (P 0(u2) = P 0(u3) = 2)a �alej mo�no postupova� ako v i).b) Mo�no postupova� podobne ako v a), existuje tak� u3, �e P 0(u3) = 2 a strat�giaje rovnak  ako v a).



76 46. ro�n¡k matematickej olympi dyc) Najprv pr¡pady P (u1) = 6 a P 0(u2) = 4 alebo P (u1) = 5 a P 0(u2) = 4. Existuj£aspo¤ 4 nevyhr vaj£ce trojice obsahuj£ce u1. Tieto nevyhr vaj£ce trojice u� zrej-me neobsahuj£ u2 (v¨etky kombin cie u1 a u2 { ¨tyri { s£ u� vo vyhr vaj£cichtrojiciach). Im odpovedaj£ce neprehr vaj£ce trojice u2 u� obsahova� musia, z tohoP (u2) = 4 + P 0(u2) = 8, �o je spor, preto�e P (u1) = P (u2), teda tak�to pr¡padnem��e nasta�. Pre P (u1) = 5 a P 0(u2) = 3 dostaneme obdobn� spor.4.6 (Peter Svr�ek) Dokazovan  identita je ekvivalentn  s t�m, �e dve vy¨rafovan�oblasti na obr. 25 obsahuj£ rovnak� po�et mre�ov�ch bodov (mre�ov� body na x-ovejosi nepo�¡tame).
mnp2 n x

y y = xp2y = xp2
�Obr. 25Z geometrickej interpret cie okam�ite vych dza, �enXk=0bk � p2c = Xi=1i<np2 n� $ ip2%! :(Mre�ov� body v prvej oblasti s�¡tame nie po st�pcoch, ale po riadkoch ako doplnokpo�tu mre�ov�ch bodov v obd��niku k bodom nad grafom.)Teraz sa pok£sime stanovi� presn£ hranicu, pokia� s�¡tame v sume. Dok �eme, �eXi=1i<np2 n� $ ip2%! = m�1Xi=1  n� $ ip2%! :Sta�¡ dok za� m�1 < np2 < m. Z dan�ho vz�ahu 2(n+2)n = (m+2)m po pripo�¡tan¡dvojky na obe strany dostaneme2(n+ 1)2 = 2(n+ 2)n+ 2 =m2 + 2m+ 2; �i�e n =sm(m+ 2) + 22 � 1:



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 77Potom np2 = p2 sm(m+ 2)2 + 1� 1! =p(m+ 1)2 + 1�p2 < m:Posledn£ nerovnos� sme dostali z nerovnostim2 + 2m+ 2 = (m+ 1)2 + 1 < (m +p2)2 = m2 + 2p2m+ 2:E¨te dok �eme, �em� 1 < np2 = p2 sm(m+ 2)2 + 1� 1! =p(m+ 1)2 + 1�p2:Plat¡ m� 1 +p2 <p(m+ 1)2 + 1;m2 + 2(p2� 1)m+ 3� 2p2 < m2 + 2m+ 2;preto�e 2(p2� 1) < 2 a 3� 2p2 < 2 a umocnenie bola ekvivalentn  £prava.Obdobn�m sp�sobom uk �eme, �e n = $ mp2%, �i�en 5 mp2 < n+ 1:Preto n� $ mp2% = 0, a tedanXk=0 jk � p2k = m�1Xi=1  n� $ ip2%! = mXi=1  n� $ ip2%! :Preto je dokazovan  identita ekvivalentn  s identitoumXi=1 $ ip2% = mXi=1  n� $ ip2%! ;�i�e mXi=1 n = 2 � mXi=1 $ ip2% :To v¨ak zrejme na z klade obr. 25 plat¡, preto�e priamka y = xp2 neprech dza �iadnymmre�ov�m bodom, a preto obsahuje vy¨rafovan  �as� presne polovicu mre�ov�ch bodovvo vn£tri obd��nika n�m, ktor� obsahuje pr ve mXi=1 n mre�ov�ch bodov.



78 46. ro�n¡k matematickej olympi dy4.7 (Vladim¡r Marko) Dok �eme, �e tak� prirodzen� �¡slo n neexistuje.Pre n = 2 je s£�et n� 1 �¡sel len jedno �¡slo, ktor� zrejme patr¡ len do tej mno�iny,v ktorej je, a teda toto n nevyhovuje.Pre n = 3 budeme postupova� sporom. Nech sa d  mno�ina N rozdeli� na n podmno-�¡n sp�¤aj£cich dan£ podmienku. Potom medzi t�mito mno�inami (pod�a Dirichletovhoprinc¡pu) existuje mno�ina A, ktor  obsahuje aspo¤ dve �¡sla z mno�iny f1; 2; : : : ; n++1g, zrejme je rozdiel medzi t�mito dvomi �¡slami nanajv�¨ n. Rozl¡¨ime dva pr¡pady:� Existuje tak  mno�ina A, �e rozdiel medzi niektor�mi jej prvkami je men¨¡ ako n,ozna�me tieto �¡sla x a x + d, d < n. Vezmime teraz �ubovo�n£ in£ mno�inu Ba jej �ubovo�n� prvok y. Potomy 2 B ) y + d 2 B [ A: (1)Ak by toti� y + d 2 C, C * A [ B, potom by sme vzali s£�et S �ubovo�n�ch n �� 3 �¡sel z mno�¡n in�ch ako A;B; C (pr¡padne pre n = 3 m me S = 0), potomS + x + (y + d) m  patri� B a S + (x + d) + y m  patri� C, �o je spor, leboS + (x + d) + y = S + x+ (y + d).Teraz vezmime mno�inuA tak, �e najmen¨¡ rozdiel medzi jej dvomi prvkami d jenajmen¨¡ zo v¨etk�ch mno�¡n rozkladu mno�inyN. Potom �¡sla x+1; x+2; : : : ; x++ d � 1 musia patri� r�znym mno�in m r�znym od A. �¡sla x + d + 1; x + d ++2; : : : ; x+2d� 1 pod�a u� dok zan�ho tvrdenia (1) patria bu� A, �o vzh�adomna minimalitu d nie je mo�n�, alebo tej istej mno�ine, ktor  obsahuje �¡slo o dmen¨ie. Preto dvojice (x+ 1; x+ d+ 1), (x+ 2; x+ d+ 2) a� (x+ d� 1; x+ 2d��1) patria do jednej mno�iny. Teraz v¨ak zrejme m��eme mno�inu A0 obsahuj£cudvojicu (x + 1; x+ d+ 1) zvoli� za po�iato�n£ a rovnakou £vahou dostaneme, �edvojica prvkov (x + 1 + (d � 1); x + d + 1 + (d � 1)) = (x + d; x + 2d) patr¡ tejistej mno�ine, �i�e aj x + 2d 2 A. Dvojicu prvkov (x + d; x + 2d) m��eme terazzvoli� za (x0; x0 + d) at�. Postupne dost vame, �e v mno�ine A le�ia v¨etky prvkyx; x+d; x+2d; : : : ; x+kd; : : : , prvky x+1; x+d+1; x+2d+1; : : : ; x+kd+1; : : :v �al¨ej mno�ine at�.Tvrdenie (1) zrejme plat¡ aj naopak (�ahko sa obr tia £vahy), �i�ey + d 2 B ) y 2 A [ Ba cel£ predch dzaj£cu £vahu mo�no roz¨¡ri� aj na �¡sla men¨ie ako x a dost vamerozklad N nie na n ale na d, d < n mno�¡n, �o je spor.� Neexistuje mno�ina A s �¡slami x; x + d, d < n. Ke��e sme v¨ak u� dok zali, �ed 5 n, potom pou�it¡m £vah ako v predch dzaj£com pr¡pade dostaneme rozkladmno�iny N na zvy¨kov� triedy modulo n, �i�e v jednotliv�ch mno�in ch bud£ �¡slad vaj£ce ten ist� zvy¨ok po delen¡ �¡slom n. Potom ak s�¡tame po jednom �¡slez ka�dej mno�iny a s£�et ozna�¡me S, zrejmeS � nXi=1 i (mod n):



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 79�¡slo S � 1 mus¡ patri� zvy¨kovej triede obsahuj£cej 1, �i�e S � 1 � 1 (mod n)a podobne S � 2 � 2 (mod n). Tak v¨ak dost vame, �e z rove¤ 2 � S � 4(mod n), �o nie je mo�n�, lebo 2 � 4 (mod n) len pre n 5 2. Op�� dost vamespor.Tvrdenie je teda dok zan�, h�adan� rozklad neexistuje.Piata s�ria5.1 (Peter Koz k) Predpokladajme, �e x je kore¤om danej rovnice, teda pre x plat¡:x4 + ax3 + 2x2 + bx + 1 = 0:O�ividne x 6= 0, a teda plat¡ax2 + b = �x4 + 2x2 + 1x = � (x2 + 1)2x :Potom z Cauchyho nerovnostij�!u j2 � j�!v j2 = �!u � �!v alebo (u21 + u22) � (v21 + v22) = (u1v1 + u2v2)2:pre vektory (u1; u2) = �!u = (a; b) a (v1; v2) = �!v = (x2; 1) dost vame:(a2 + b2) � (x4 + 1) = (ax2 + b)2 = (x2 + 1)4x2 :Z toho (v�raz x4 + 1 je zrejme v�dy kladn�)a2 + b2 = (x2 + 1)4x2(x4 + 1) : (1)Teraz dok �eme, �e plat¡ (x2 + 1)4x2(x4 + 1) = 8;pre ka�d� re lne �¡slo x r�zne od 0. Ekvivalentn�mi £pravami tejto nerovnosti postupnedost vame (x2 + 1)4 = 8x2(x4 + 1);x8 � 4x6 + 6x4 � 4x2 + 1 = 0;(x2 � 1)4 = 0;�o zrejme plat¡ pre ka�d� x 2 R. Spolu s (1) potom m me a2+b2 = 8. Na druhej strane,rovnica x4 + 2x3 + 2x2 + 2x+ 1 = 0 m  re lny kore¤ x = �1, a pre ¤u a = b = 2, �i�ea2 + b2 = 8. To znamen , �e h�adan  minim lna hodnota s£�tu a2 + b2 je 8.



80 46. ro�n¡k matematickej olympi dy5.2 (Viera R��i�kov ) Nech n2 = a3� (a� 1)3 pre nejak� a 2 N, a > 1. Jednoduchou£pravou dost vame 3a2�3a+1�n2 = 0. Z toho potom a = 3 +p12n2 � 36 . Preto�e aje prirodzen� �¡slo, mus¡ by� 12n2 � 3 ¨tvorec. Plat¡ 12n2 � 3 = 3(2n � 1)(2n + 1).Najv��¨¡ spolo�n� delite� �¡sel 2n� 1 a 2n+1 je 1, preto�e s£ obe nep rne a ich rozdielje 2. Ak je teda �¡slo 3(2n � 1)(2n + 1) druhou mocninou prirodzen�ho �¡sla, potomjedno z �¡sel 2n � 1 a 2n + 1 je tie� druhou mocninou a druh� z t�chto �¡sel je rovn�trojn sobku druhej mocniny prirodzen�ho �¡sla. Preto�e s£ obe �¡sla 2n � 1 nep rne,m��u nasta� dva pr¡pady:1) Plat¡ 2n� 1 = (2m� 1)2 pre nejak� prirodzen� �¡slo m. Potom2n� 1 = 4m2 � 4m+ 1; �i�e n = 2m2 � 2m+ 1 =m2 + (m� 1)2:2) Plat¡ 2n�1 = 3 �(2m�1)2 pre nejak� prirodzen� �¡slom. Potom 2n+1 = 3 �(2m�� 1)2 + 2, a z rove¤ m  by� 2n+ 1 ¨tvorcom. Len�e �iaden ¨tvorec prirodzen�ho�¡sla ned va po delen¡ tromi zvy¨ok 2, a teda tento pr¡pad nenast va.T�m sme dok zali, �e vyhovuj£ce n je v�dy s£�tom dvoch ¨tvorcov po sebe id£cichprirodzen�ch �¡sel. Pr¡klady tak�ch n s£ napr.132 = 83 � 73; 13 = 22 + 32; 1812 = 1053 � 1043; 181 = 92 + 102:5.3 (R¢bert Macho) Uvedomme si, �e funkcia f nadob£da len celo�¡seln� hodnoty.Zaoberajme sa najprv minimom. Zrejme pre ka�d� n 2 N plat¡:f(n) = n� mXk=1 brknc = n� mXk=1 rkn = 0 :To znamen , �e minimum funkcie f bude nez porn�. �alej uk �eme, �e je rovn� 0(pre �ubovo�n� r1; r2; : : : ; rm sp�¤aj£ce podmienky zadania). Polo�me rk = pkqk , kdepk; qk 2 N, (pk; qk) = 1, pre k = 1; 2; : : : ;m. �alej ozna�me N = nsn (q1; q2; : : : ; qm)(najmen¨¡ spolo�n� n sobok) a nech N = qksk, sk 2 N, pre k = 1; 2; : : : ;m. Potomzrejme rk = pkskN , pri�om mXk=1pksk = N . �alej plat¡:f(N) = N � mXk=1jpkskN �Nk = N � mXk=1 bpkskc = N � mXk=1pksk = N �N = 0 :T�m sme uk zali, �e minimum funkcie f je rovn� 0 pre ka�d� r1; r2; : : : ; rm sp�¤aj£cepodmienky zadania.Zaoberajme sa teraz maximom. Ke��e 8x 2 R : bxc > x� 1, tak8n 2 N : f(n) = n� mXk=1 brknc < n� mXk=1(rkn� 1) = n� n � mXk=1 rk +m =m:



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 81Preto 8n 2 N : f(n) 5 m� 1. Uk �eme, �e pre �ubovo�n� r1; r2; : : : ; rm existuje n 2 Ntak�, �e f(n) = m � 1, a teda m � 1 je maximum funkcie f . Sta�¡ zvoli� n = N � 1.Potom f(N � 1) = N � 1� mXk=1 jpkskN � (N � 1)k = N � 1� mXk=1 bpksk � rkc == N � 1� mXk=1(pksk � 1) = N � 1�N +m = m� 1 :Teda maximum funkcie f je rovn� m � 1 pre �ubovo�n� r1; r2; : : : ; rm sp�¤aj£cepodmienky zadania.5.4 Ozna�me 
 = j<)ABCj = j<)ACBj. Zrejme 
 2 (0�; 90�). Potom pre ve�kostiostatn�ch uhlov plat¡: j<)CBDj = j<)DBAj = 12
; j<)BACj = 180� � 2
; j<)BDCj == 180� � 32
 (obr. 26). Zo s¡nusovej vety pre trojuholn¡ky ABD a BDC dost vame:jADj = jBDj � sin 12
sin 2
 a jBCj = jBDj � sin 32
sin 
 :AB CD
2
2 
180� � 32
180� � 2
�Obr. 26Dosad¡me tieto vz�ahy do jBCj = jBDj + jADj a £pravami dost vame:jBDj � sin 32
sin 
 = jBDj + jBDj � sin 12
sin 2
 ;2 � sin 32
 � cos 
 = sin 2
 + sin 12
;sin 52
 � sin 2
 = 0; a teda 2 � sin 14
 � cos 94
 = 0 :Pou�ili sme vzorce pre s£�et a rozdiel dvoch s¡nusov. Rie¨eniami poslednej rovnice s£
 = 4k � 180� = k � 720� a 
 = 49 (90� + l � 180�) = 40� + l � 80�;kde k; l 2Z. Ke��e 
 2 (0�; 90�), jedin�m rie¨en¡m je 
 = 40�, a teda j<)BACj = 180��� 2
 = 100�. Sk£¨kou sa �ahko presved�¡me o spr vnosti v�sledku.



82 46. ro�n¡k matematickej olympi dy5.5 Ozna�me A1A2A3A4 dan� pravideln� ¨tvorsten. Nech jA1A2j = 1. Ulo�me ho tak,aby le�al nad vodorovnou rovinou � (v jednom pevne zvolenom polpriestore ur�enomtouto rovinou). Nech B1; B2; B3 a B4 s£ po rade kolm� priemety bodov A1; A2; A3 a A4do roviny �. Ozna�me vi = jAiBij pre i = 1; 2; 3; 4. Bez ujmy na v¨eobecnosti nech v1 55 v2 5 v3 5 v4, a nech 'ij , i 6= j je ve�kos� uhla, ktor� zviera hrana AiAj s rovinou �(obr. 27). Potom sin'ij = jvi � vj jjAiAj j = jvi � vj j :Zrejme 'ij 2 h0�; 90�i (pre 1 5 i < j 5 4). Preto�e funkcia s¡nus je na tomto intervalerast£ca, tak 'ij je maxim lne pr ve vtedy, ke� je maxim lne jvi�vj j, a to je maxim lnepre i = 1; j = 4. Teda ' = '14. Pre jednoduchos� zvo�me v1 = 0, �i�e A1 = B1 2 �.Uk �eme, �e najmen¨ia mo�n  hodnota 'min = 45�. T to hodnota sa nadob£dav pr¡pade, ke� A2 2 �; �!A3A4 k �. Vtedy je jv4 � v1j rovn� vzdialenosti priamok  �!A1A2a  �!A3A4. �ahko mo�no ur�i�, �e t to vzdialenos� je p22 , a teda sin' = p22 , �o d va' = 45�.
Bi Bj �Ai Aj'ij�Obr. 27 S kp qrrd�Obr. 28 A1 A4S ��' d�Obr. 29Teraz sporom uk �eme, �e ' = 45�. Uva�ujme polohu ¨tvorstenaA1A2A3A4 (pri kto-rej 0 = v1 5 v2 5 v3 5 v4) tak£, �e ' < 45�, �i�e v4 � v1 < p22 . Vezmime si terazrovinu � rovnobe�n£ s � tak£, �e A4 2 � a ozna�me S stred A1A4. �alej vezmimerovinu 
 kolm£ na �!A1A4 tak£, �e S 2 
. Ozna�me p; q prieniky roviny 
 s rovinami �; �.Potom zrejme A2; A3 2 
 (preto�e jA1A3j = jA4A3j; jA1A2j = jA4A2j a 
 je mno�inabodov s rovnakou vzdialenos�ou od bodov A1; A4), jSA2j = jSA3j = p32 (d��ka �a�nicev rovnostrannom trojuholn¡ku), a teda body A2; A3 le�ia na kru�nici k �S; r = p32 �v rovine 
. Naviac body A2A3 le�ia medzi rovinami �; �, a teda v rovine 
 le�ia medzipriamkami p; q (situ cia v rovine 
 je na obr. 28). Vzdialenos� d = jS pj = jS qj m��emeur�i� z obr. 29 :tg' = djASj = d12 = 2d; teda d = 12tg' < 12tg 45� = 12 :Vyu�ili sme rast£cos� funkcie tg x na intervale h0�; 45�i. Potom body A2; A3 le�iana zjednoten¡ kru�nicov�ch obl£kov vyzna�en�ch na obr. 28 (�alej len obl£kov). Zrejmenem��u le�a� na tom istom obl£ku, lebo potom by bolo jA2A3j 5 2d < 1, �o by bol



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 83spor. Teda le�ia na r�znych obl£koch a potom (tetiva je t�m krat¨ia, �¡m men¨¡ uhol juur�uje): jA2A3j = 2pr2 � d2 = 2r34 � d2 > 2r34 � 14 = 2r12 = p2 > 1 ;�o je spor. T�m sme uk zali, �e najmen¨ia mo�n  hodnota ' je 'min = 45�.5.6 (Miroslav Dud¡k) Tvrdenie budeme dokazova� sporom. Nech je postupnos� fangperiodick  s peri¢dou p (na za�iatok zvo�me p ako najmen¨iu peri¢du).Potom an = an+p, pre ka�d� prirodzen� �¡slo n, teda�xn+1�� x � bxnc = �xn+p+1�� x � �xn+p� ;�o po jednoduchej £prave d va�xn+p+1�� �xn+1� = x � ��xn+p�� bxnc� : (1)V�raz bxn+sc � bxnc je zrejme pre dostato�ne ve�k� s kladn� pre v¨etky n 2 N. Ke��evz�ah (1) plat¡ aj pre ka�d� n sobok peri¢dy p, m��me (pr¡padn�m prechodom k jejn sobkom) bez ujmy na v¨eobecnosti predpoklada�, �e bxn+pc � bxnc > 0 pre ka�d�n 2 N. Potom x = �xn+p+1�� �xn+1�bxn+pc � bxnc 2 Q ;�i�e x je racion lne �¡slo, ktor� mo�no zap¡sa� v z kladnom tvare x = rq , kde r; q 2 N,(r; q) = 1. Ak potom bxn+pc � bxnc = A � qa, q - A, a 2 N, tak zrejme q 6= 1, preto�ex =2Z.Polo�me teraz vo vz�ahu (1) n =m+ 1. Dost vame�xm+p+2�� �xm+2� = x � ��xm+p+1�� �xm+1�� = x2 � ��xm+p�� bxmc� :Posledn£ rovnos� sme dostali z (1) polo�en¡m n = m. Matematickou indukciou mo�noteraz jednoducho dok za�, �e�xm+p+k�� �xm+k� = xk � ��xm+p�� bxmc� = xk �A � qa;kde k je �ubovo�n� prirodzen� �¡slo. Pre k = a+ 1 m me�xm+p+a+1�� �xm+a+1� = xa+1 �A � qa = pa+1qa+1 �A � qa = A � pa+1q :Rozdiel cel�ch �¡sel �xm+p+a+1� a �xm+a+1� mus¡ v¨ak by� cel�, teda qjA � pa+1, �ov¨ak nie je mo�n�, a dost vame spor. Postupnos� fang teda nem��e by� periodick .5.7 (Viera R��i�kov , Pavol Novotn�, Keszegh Bal zs)



Zo zadan�ho vz�ahu jAXj � jBN j = 2 � jBXj � jCN j dost vamejAXjjBXj = 2 � jCN jjBN j ; �i�e jAXj+ jBXjjBXj = 2 � jCN j+ jBN jjBN j ;teda jABjjBXj = 2 � jCN j+ jBN jjBN j :Ozna�me teraz M bod na polpriamke �!BC, pre ktor� plat¡ jBM j = 2jCN j + jBN j.Potom plat¡ jABjjBXj = jBM jjBN j : A BC NM X�Obr. 30Preto s£ £se�ky AM a XN rovno�ahl� zo stredomrovno�ahlosti v B a teda aj rovnobe�n�. Pre uhly potomplat¡ j<)AMBj = j<)XNBj. Zo zadania �alej j<)BNXj == j<)ANCj, teda j<)AMBj = j<)ANCj. Trojuholn¡kANM je preto rovnoramenn� a plat¡ jAM j = jAN j.Ke��e jBM j = 2jCN j + jBN j, zrejme aj jCM j = jCN j.Potom je ale AC v�¨kou a z rove¤ �a�nicou v rovnora-mennom trojuholn¡ku ANM , teda j<)ACBj = 90�.
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