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O priebehu 46. rocnika matematickej olympiady

Matematicka olympiada (MO) je stfazou ziakov zakladnych a strednych skol. Jej
vyhlasovatelom je Ministerstvo skolstva Slovenskej republiky v spolupraci s Jednotou
slovenskych matematikov a fyzikov. 46.ro¢nik MO riadila Slovenska komisia matema-
tickej olympiddy (SK MO) — byvalé Ustrednéa komisia MO. Jednotlivé kol4 odborne
a organizacne zabezpecovali okresné a krajské komisie MO (KK MO). Cielom sttaze je
vyhladavanie Ziakov talentovanych v matematike, prebtidzanie a podpora ich zaujmu
o nu, rozvijanie ich matematickych schopnosti a ich usmernovanie a vedenie k samos-
tatne] tvorivej c¢innosti. Vyvrcholenim sttaze je priprava na Uspesnu reprezentaciu
Slovenskej republiky a tc¢ast v medzinarodnych sutaziach, najma na Medzinarodne;j
matematickej olympiade (MMO) a Medzinarodnej olympiade v informatike (MOI).
V gkolskom roku 1996/1997 sa uskutoénil uz 46.roénik MO, pretoze matematicka
olympiada na Slovensku je pokracovatelom rovnakej stitaze z byvalého Ceskoslovenska.
Aj v tomto roéniku mala spolo¢né ulohy s MO v éeskej republike. Po prvy raz sa
vsak uskutoénila v podmienkach nového tzemnospravneho usporiadania Slovenska.
S potesenim mozno konstatovat, ze prebehla vo vsetkych 79 novovytvorenych okresoch,
a tiez vo vSetkych 8 krajoch Slovenskej republiky. Slovenska komisia MO v tomto
roéniku pracovala v novom zlozeni. Na navrh Ustredného vyboru Jednoty slovenskych
matematikov a fyzikov vymenovala na trojro¢né funkéné obdobie predsedu SK MO
ministerka skolstva a splnomocnila ho vymenovanim dalsich ¢lenov slovenskej komisie.
Personalne obsadenie SK MO v 46. ro¢niku sutaze bolo takéto:

doc. RNDr. Viadislav Rosa, CSc. z MFF UK Bratislava, predseda SK MO.
Predsednictvo SK MO tvorili:

doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc., FDS ZU Zilina, podpredseda SK MO,

RNDr. Pavol éernek, CSec., MFF UK Bratislava, tajomnik pre odborné otazky,

RNDr. Monika Krallova, MFF UK Bratislava, tajomnik pre organizacné otazky,
¢lenovia:

PhDr. Oto Klostermann, zastupca MS SR,

Mgr. Viera Krajéovicova, zastupca IUIVENTY,

RNDr. Andrej Blaho, CSc., MFF UK Bratislava, gestor kategorie P,

RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra,

doc. RNDr. Tomas Hecht, C'Sc., EDUXE Bratislava,

Richard Kollar, MFF UK Bratislava,

Prof. RNDr. Jozef Moravcik, CSe., SF ZU Zilina.

Clenmi predsednictva st dalej predsedovia krajskych komisii:

doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., FDS ZU Zilina,

RNDr. Jaroslava Brinckova, CSc., FHPV UMB Banska Bystrica,

Mgr. Milan Demko, PedF PU Presov,

PaedDr. Hubert Gunar, Gymnéazium Trenéin,
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doc. RNDr. Pavol Hic, CSc., FPV TU Trnava,

RNDr. Viadimir Jodas, MC Bratislava,

RNDr. Bozena Mihalikova, CSe., PF UPJS Kosice,

Prof. RNDr. Ondrej gedivgj, CSec., FPV UKF Nitra.

SK MO dalej tvorili:

RNDr. Juray Balazs, FPV UPJS Kosice,

RNDr. Milota Hilkova, ZS Jilemnického, Revtca,

RNDr. Anton Hnat, Gymnazium Michalovce,

Mygr. Jozef Mészaros, Gymnazium s vyud. jaz. mad. Galanta,

RNDr. Dagmar Mikuldsova, Gymnazium Trenéin,

doc. RNDr. L'udovit Niepel, CSc., MFF UK Bratislava,

RNDr. Dana Smutna, FPHV UMB Banska Bystrica,

Tomas Vinar, MFF UK Bratislava,

Mgr. Dagmar Vongrejova, 7S Moskovska Zilina.

V priebehu 46. roé¢nika MO sa uskutoé¢nilo jedno plenarne zasadnutie SK MO a tri
zasadnutia predsednictva SK MO. Zamerali sa na zabezpecenie sutaze v novych tizem-
nospravnych podmienkach, vznik novych okresnych a krajskych komisii MO, ich spo-
luprédcu s novymi organmi statnej spravy v skolstve, finanéné pokrytie sttaze, dalsie
aktivity (korespondenéné seminére, stistredenia a pod.), ako aj na pokrac¢ovanie v par-
tnerskej spolupraci s ¢eskou Ustiedn{ komisi MO pri priprave sutaznych tloh a termi-
novom zabezpecovani prebiehajiceho i budiceho roénika MO. V U'lohovej komisii MO
boli garantmi jednotlivych kategorii:

kategoria A: doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSe.

kategoria B: RNDr. Pavol éernek, CSec. a doc. RNDr. Tomas Hecht, CSec.,

kategoria C: doc. RNDr. Leo Bocek, CSc.

Za zadanim kazdej sttaznej tlohy v dalsom texte je v zatvorke uvedené meno autora
(resp. navrhovatela) tlohy. Hostitelom pri oboch zasadnutiach tlohovych komisii bola
v tomto roc¢niku ¢eska strana.

Organizacia sutaze zostala v 46. ro¢niku MO zachovana: pre ziakov zakladnych skol
bola rozdelena do piatich kategorii Z4 — Z8 urcenych ziakom 4. az 9. ro¢nika ZS a od-
povedajucich roénikov osemrocénych gymnézii. Pre ziakov strednych skol a im zodpove-
dajtcich ro¢nikov viacroénych gymnazii bola sttaz organizovana v styroch kategoriach:
C, B, A a P. Kategoria C bola ur¢ena pre studentov prvych roc¢nikov, kategéria B pre
studentov druhych ro¢nikov a kategoria A pre studentov tretich a stvrtych rocénikov
strednych skol. Kategoria P, zamerana na ulohy z programovania a matematickej
informatiky bola urcend Ziakom vsetkych roénikov strednych $kol. Talentovani Ziaci
mohli po sithlase svojho ucitela matematiky sttazit aj vo vyssej ako prislichajicej
vekovej] kategorii. Tykalo sa to aj ziakov ZS, ktori tiez mohli sttazit v niektorej z
kategorii A, B ,C a P. Prvé kolo MO sa uskutoé¢nilo vo vsetkych kategoriach ako skolské
kolo. Druhé kolo sa uskutoé¢nilo pre kategorie Z4 — Z8 ako okresné kolo, pre ostatné
kategorie ako krajské kolo. Tretie kolo sa uskutoé¢nilo iba v kategorii Z8 ako krajské
kolo a v kategoriach A a P ako celostatne kolo. V kategorii A bolo do tohoto kola
pozvanych 41 najlepsich a v kategérii P 26 najlepsich riesitelov z druhych kol siitaze
prislusnej kategorie podla poradia zostaveného po koordinacii bodového hodnotenia.
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V tomto kole je sttaz rozdelena do dvoch dni. V kategorii A riesia sutaziaci kazdy
den tri tlohy v ¢asovom limite 4 hodiny, v kategoérii P v rovnakom limite prvy den tri
teoretické a druhy den dve praktické ilohy.

Celostatne kolo 46.roc¢nika MO sa uskutoc¢nilo v Kosiciach v dhoch 20.-23.4.1997
(kategéria A) a 23.-26.4.1997 (kategéria P). Na zabezpedeni sutaze vratane spolo-
¢enského programu a ziskania sponzorskych vecnych darov pre tspesnych riesitelov
sa okrem Centra volného ¢asu a IUVENTY obetavo podielali ¢lenovia krajskej komisie
matematickej olympiady v Kosiciach, a najméa pracovnici a $tudenti Prirodovedecke;]
fakulty UPJS v Kogiciach. Na uspesnom priebehu celostatneho kola ma mimoriadnu
zasluhu predsednicka KK MO RNDr. BozZena Mihalikova z PF UPJS v Kogiciach.

Desat najuspesnejsich riesitelov treticho kola MO kategorie A prijalo pozvanie
na vyberové sustredenie pred 38. Medzinarodnou matematickou olympiadou, ktoré sa
konalo v dhoch 27.4.-2.5.1997 na MFF UK v Bratislave. Na zaklade vysledkov to-
hoto sustredenia, vysledkov predchadzajicich kol MO a s prihliadnutim na tspesnost
v koresponden¢énom seminari SK MO bolo na konci ststredenia vybrané sestélenné
druzstvo na reprezentaciu SR na MMO v Argentine. Tento vyber absolvoval este
jedno (pripravné) sustredenie v diioch 23.-27.6.1997 na Zochovej chate a zéroven nas
reprezentoval na tretom roéniku medzistatneho stretnutia s Ceskou republikou, ktoré
sa konalo v dioch 16.-19.6.1997 v Bilovci. Medzistatnemu stretnutiu ako aj MMO sua
v tejto roc¢enke venované samostatné kapitoly. Vyberové sustredenie pre 12 najlepsich
riesitelov v kategorii P sa uskutoénilo v dioch 8.-14.6.1997 na MFF UK v Bratislave.
Treba poznamenat, Ze ststredenie bolo prisposobené netradiénému terminu konania
MOI, ktora prebehla az na prelome novembra a decembra v Juhoafrickej republike.
Tejto sttazi je tiez venovana samostatna kapitola. V ramei naroéného sustredenia, ktoré
priblizovalo podmienky medzinarodnej sitaze, Gicastnici kazdy den dopoludnia tvorili
programy, ktoré v ten isty den vecer aj spolo¢ne vyhodnocovali. Na zaklade dosiahnu-
tych vysledkov a s prihliadnutim na tspesnost v druhom a tretom kole kategorie P
schvalila SK MO zloZenie stvorclenného druzstva, ktoré reprezentovalo SR na MOI
a stvorclenné druzstvo, ktoré nas reprezentovalo na Stredoeurdpskej olympiade v infor-
matike, ktora sa konala v jili v Polsku. Pred MOI sa pre reprezentac¢né druZstvo konalo
este jedno pripravné stustredenie v diioch 17.-21.11.1997 na MFF UK v Bratislave.

Ako uz bolo spomenuté, sicastou celoro¢nej pripravy na MO st aj rozne korespon-
denéné seminare (KS) a stistredenia na okresnej a krajskej trovni. Aj v tomto roéniku
prebiehalo niekolko KS s celoslovenskou posobnostou a to:

Bratislavsky korespondencny matematicky semindr (BKMS),

Stredoslovensky korespondenény semindr (SSS),

Kosicky korespondenény semindr (STROM),

Korespondenény semindr z programovania (KSP).

Kontaktné adresy, zadania a vysledky tychto korespondenénych seminarov boli uvere;j-
nené v predchadzajicej rocenke MO. Opat prebiehal uz treti roénik obnoveného KS SK
MO, ktory bol urceny predovsetkym pre studentov bojujicich o tcast na MMO. Tejto
stutazi je tieZ venovana samostatna kapitola. Pri tejto prileZitosti by sme radi podakovali
Matematicko-fyzikalnej fakulte UK v Bratislave za tradi¢nt priestorovit a materialnu
pomoc pri organizovani viacerych korespondenénych seminarov.
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Vysledky celostatneho kola, kategoria A

Viera RUZICKOVY
Peter SVRCEK
Miroslav DUDIK
Vladimir MARKO
Kristina CERNEKOVY
Peter BODIK

Martin SLEZIAK
Peter NOVOTNY

Jan SPAKULA
Vladimir ZAJAC

Stefan GASPAR
Peter KOZYK

Jan RUSZ

Zuzana RJASKOVY
Michal BAJCSY
Martina GANCYROVY
Ondrej] VACEK
Daniel NAGAJ

Peter JACKO
Frantisek KARDOS
Andrea MESTAROVY

Slavomir NEMSYK
Pavol NOVOTNY
Roébert LENCYS
Richard KRYLOVIC
Marian IVANCO
Juraj KOLESYR
Marian KLEIN

Vitazi
3 G Velki Okruzna Zilina
3 G Velki Okruzna Zilina
4 G Trebisov
4 G J. Hronca Bratislava
2 G Grosslingova Bratislava
3 G Postova Kosice
4 G Ruzomberok
2 G Velki Okruzna Zilina
3 G Postova Kosice
1 G Grosslingova Bratislava

Dalsi uspesni riesitelia
3 G Puchov

2 G Sucany

4 G Trebisovska Kosice

4 G Vranov nad Toplou

4 G Grosslingova Bratislava
3 G Grosslingova Bratislava

4 G J.G.Tajovského B.Bystrica

3 G Bardejov
3 G Postova Kosice
3 G Alejova Kosice

4 G Grosslingova Bratislava

Ostatni riesitelia

3 G Konstantina Presov

3 G Velki Okruzna Zilina

3 G Parovska Nitra

2 G J. Hronca Bratislava

4 G Grosslingova Bratislava
4 G Grosslingova Bratislava
3 G Postova Kosice
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VYSLEDKY CELOSTATNEHO KOLA, KATEGORIA A

Milos KOPA 4 G J.G.Tajovského B.Bystrica 5 0
Jozef LADICKY 4 G Nové Mesto nad Vahom 7 4
Ivan LUKNYR 4 G J.G.Tajovského B.Bystrica 0 4
Andrej MELOCIK 3 G Grosslingova Bratislava 5 4
Peter VARSA 3 G Velkd Okruzna Zilina 5 —
Jén KOVYCIK 3 G Grosslingova Bratislava 03
Peter SLOSARCIK 4 G Grosslingova Bratislava 0 4
Andrej ZAJICEK 3 G Parovska Nitra 1 -
Tomés FARBER 4 G Grosslingova Bratislava 30
Ladislav KOVYR 4 G Grosslingova Bratislava 0 4
Martin GUZI 3 G Konstantina Presov 40
Peter HARIS 4 G Ptchov 0 3
Vladimir KOZYK 3 G Sucany 1
[’Jspeénost’ jednotlivych dloh je zaznamenana v tabulke.
Poéet |Spolu Cislo ulohy
bodov 1. 2. 3. 4. d. 6.
7 bodov| 52 5 9 7 11 17 3
6 bodov| 11 3 3 1 1 3 0
5 bodov| 25 16 5 2 0 0 2
4 body 22 2 10 6 0 0 4
3 body 37 1 6 4 18 2 6
2 body 23 0 0 0 0 12 1 11
1 bod 19 6 2 4 0 2 5
0 bodov | &7 8 6 17 | 11 5 10
Priemer| 3,33 |3,66|4,05|2,56(3,24|4,12|2,24
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Vysledky celostatneho kola, kategoria P

Miroslav DUDIK
Jén RUSZ

Richard KRYLOVIC
Jan SVOREN

Peter VASIL
Vladimir MARKO

Vitazi
4 G Trebisov
4 G Trebisovska, Kosice
2 G J. Hronca, Bratislava
4 G D. Tatarku, Poprad

4 G Michalovce
4 G J. Hronca, Bratislava

Dalsi uspesni riesitelia

Vladimir KOUTNY
Stanislav FUNTAK

Rolland BOTT

Martin HAJDUCH

Martin VASICEK

David PYL

Rastislav KRIVOS-BELLUS
Zuzana RJASKOVY

Rébert MACHO
Michal MATOUSEK
Juraj FRIVOLT
Pavol ZIBRITA
Peter NOVYK
Tom#s KEZES
Peter BODIK

Matis MIHAT YK
Peter NOVOTNY
Zsolt BENES
Katarina VOZYROVY
Peter PAVLISKO

2 G J. Hronca, Bratislava
4 G Sucany

3 G mad. Dunajska Streda
4 G Povazska Bystrica

4 G J. Hrnoca, Bratislava
2 G Bratislava, J. Hronca
4 G Postova, Kosice

4 G Vranov nad Toplou

Ostatni riesitelia

4 G Prievidza

3 G Hlinska, Zilina

4 G mad. Galanta

4 G Golianova, Nitra

4 G Golianova, Nitra

2 G Nové Zamky

3 G Postova, Kosice

4 G Konstantinova, Presov
4 G Prievidza

3 G mad. Dunajska Streda
4 G J. Hronca, Bratislava
3 G Kogice — Saca
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Vysledky krajskych kol

Z kazdého kraja a z kazdej z kategorii A, B, C, P a Z8 st uvedeni vSetci tspesni riesitelia,
prip. aspon prvych 10 tspesnych riesitelov. V kategériach B, C, Z8, ak nie je uvedené
inak, st vsetel ziaci Studentmi 2., resp. 1., resp. 8. rocnikov. Gymnazia so zameranim
na matematiku, studijny odbor 01 su tieto:

Gymnazium Grosslingova, Bratislava,
Gymnazium Parovska, Nitra,

Gymndazium Velkd Okruzn4, Zilina,
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica,
Gymnazium Alejova, Kosice,

Gymnazium Postova, Kosice.

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

1.-2. Marian IVANCO 4, Gymnazium Grosslingova
Vladimir MARKO 4, Gymnazium J.Hronca
3. Andrej MELOCIK 3, Gymnéazium Grosslingova
4.-6. Kristina CERNEKOVY 2, Gymnéazium Grosslingova
Andrea MESIAROVY 4, Gymnazium Grosslingova
Vladimir ZAJAC 1, Gymnazium Grosslingova
7. Richard KRYLOVIC 2, Gymnézium J.Hronca
8.-9. Juraj KOLESYR 4, Gymnazium Grosslingova
Ladislav KOVYR 4, Gymnazium Grosslingova
10. Tomas FARBER 4, Gymnazium Grosslingova

KATEGORIA B

1. Zuzana SLOSARCIKOVY Gymnazium Grosslingova
2.-3. Kristina CERNEKOVY Gymnazium Grosslingova

David PYL Gymnazium J.Hronca
4. Richard KRYLOVIC Gymnazium J.Hronca
5.—6. Pavol JURCA Gymnazium Grosslingova

Michal KADLIC Gymnazium Grosslingova
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10.-11.
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. Alena KOVYROVY

Martin ZOVIC

. Tomas BUINYK

Martin POTOCNY

Peter MACH

Miriam MARUSIAKOVY
Miroslav MASYR

Jozef SEVCIK

Hana TICHY

Vladimir ZAJAC

. Dana JEZOVY

Michal POKORNY
Martin SYCHA
Peter CIRKA
Ondrej HRDLICKA
Peter MYJEK
Pavol SAFARIK

. Jana SZOLGAYOVY

Tomas HAJAS

Katarina QUITTNEROVY

Michal TVAROZEK

. Michal SOTYK
. Hana BAJTOSOVY

Michal POKORNY
Martin SYCHA
Juraj SVEC
Tomés FARKAS
Martin ROSKO

Richard KRYLOVIC
Martin VASICEK
Katarina VOZYROVY
Vladimir KOUTNY
Vladimir MARKO
David PYL

MATEMATICKE]J OLYMPIA/DY

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium J.Hronca
Gymnazium J.Hronca

KATEGORIA C

Gymnazium J.Hronca
Gymnazium Bilikova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
8, Gymnéazium Grosslingova
8, Gymnéazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium J.Hronca
Gymnazium J.Hronca
Gymnazium Grosslingova

KATEGORIA Z8

Gymnazium Grosslingova
ZS Kogickd

Gymnazium Bilikova

ZS Kogickd

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Vazovova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Bilikova
Gymnazium Bilikova

7S Senec

KATEGORIA P

2, Gymnézium J.Hronca
4, Gymnazium J.Hronca
4, Gymnazium J.Hronca
2, Gymnézium J.Hronca
4, Gymnazium J.Hronca
2, Gymnézium J.Hronca
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Andrej ZAJICEK
Rébert LENCYS
Juraj STANCIK
Juraj HUCEK
Jén SOMORCIK
Jozef BUDINSKY

. Andrea BORCINOVY

Istvan JYMBOR

. Ivana BUDINSKY

Jin KORENEK
Jin MAZAN
Jin PINTYR

Peter HUSZYR
Daniel HETYNYT
Zoltan HALYSZ
Ondrej KORPYS
Roman SVEC
Jén SZENDI

. Gusztav PYLOS

Beata STEHLIKOVY

. Ladislay YCS

Katalin FEHYR
Keve KURUCZ

. Endre KURUCZ

Barbora HALMESOVY
Filip VITEK

. Zuzana KUKELOVY
Jarmila SKULAVIKOVY
. Michal BUGOS

Zoltin HYDER
Balazs KESZEGH

Kraj Nitra

KATEGORIA A

3, Gymnazium Parovska, Nitra
3, Gymnazium Parovska, Nitra
3, Gymnéazium Levice

4, Gymnazium Péarovska, Nitra
3, Gymnazium Parovska, Nitra
3, Gymnézium Sahy

4, Gymnazium Péarovska, Nitra
4, SPSE Nové Zamky

4, Gymnazium éahy

3, Gymnazium Parovska, Nitra
4, Gymnazium Komarno

4, Gymnazium Péarovska, Nitra

KATEGORIA B

Gymnéazium mad. Komérno
Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnéazium mad. Komérno
Gymnéazium mad. Komérno
Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnéazium mad. Komérno
Gymnéazium mad. Komérno
Gymnazium Nové Zamky

KATEGORIA C

Gymnazium Nové Zamky
Gymnéazium mad. Komérno
Gymnéazium mad. Komérno
8, Gymnazium mad. Komérno
Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymndazium Sala
Gymnazium Komarno
Gymnazium Surany
Gymnéazium mad. Komérno
Gymnéazium mad. Komérno
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KATEGORIA Z8

. Marek KARVAJ ZS Nabrezna, Nové Zamky

. Monika BABIAKOVY Gymnazium Péarovska, Nitra
Milog MEDRIK Gymnazium Péarovska, Nitra

. Lenka KOVACOVSKY Gymnazium Péarovska, Nitra

. Slévka DURISOVY Gymnazium Péarovska, Nitra
Ivan KISAC ZS Horné Obdokovee

. Martina CERVENYKOVY  ZS Zeliezovce
Lubos FAZEKAS ZS Robotnicka, Zlaté Moravce
Peter JUHYSZ 7S Imel

. Gabriel VIMI 7S mad. Diakovee

KATEGORIA P

. Tomas KEZES 2, Gymnézium Nové Zamky
. Peter NOVYK 4, Gymnazium Golianova, Nitra
Pavol ZBIRITA 4, Gymnazium Golianova, Nitra
Kraj Trnava

KATEGORIA A

. Matej KUBIK 4, Gymnazium Piestany
. Michal ULICKY 3, Gymnéazium Hviezdoslavova, Trnava
. Zdenka GAZOVY 4, Gymnazium Skalica

Lubomir KRAJCOVIC 4, Gymnazium Hollého, Trnava
. Juraj MRYZ 4, Gymnazium Hollého, Trnava

Viktor SZABO 4, Gymnazium mad. Dunajska Streda
. Roman KAPUSTA 3, Gymnézium Piestany

Andras PYLFFY 3, Gymnazium mad. Samorin
. Zuzana BURSKY 3, Gymnéazium Skalica

KATEGORIA B

. G&bor NYMETH Gymnazium Dunajska Streda
. Lenka KLESTINCOVY Gymnazium Hlohovec
Milos MRVA Gymnazium Hviezdoslavova, Trnava

Mikuléds VALLO Gymnazium A. Merici, Trnava



10.-11.
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Rébert CSOKA
Peter SIDO

Tom#s JUHYSZ
Adrizn MOLNYR
Michaela BUCKOVY
Adela KOCANOVY
Tom#s MECIR
Lilidna SUKEOVY

. Juraj DZIFCYK

Jozel HAVRAN
Marek KUCHTA
Michal SEDLYK
Katarina SEKYCOVY
Annaméria TAKYTS

. Kamil CHOVANEC
. Jana KRYTKA

Zuzana VANOVY
Miloslav HOLUBEK

. Juraj NECAS

Peter STULLER

. Benedikt GAYL

Roman JURYS
Pavol SUKENIK
Andrea HESKOVY
Beata LOSONSZKA

. Juraj FRIVOLT
. Roland BOTT

Zsolt BENES

. Jozef LADICKY

KATEGORIA C

Gymnazium Dunajska Streda
Gymnazium Dunajska Streda
Gymnazium Samorin
Gymnazium Dunajska Streda
Gymnazium Hlohovec

Gymnazium Hviezdoslavova, Trnava

Gymnazium Senica
Gymnazium Samorin
Gymnazium Hlohovec
Gymnazium Galanta
Gymnazium Skalica
Gymnazium Piestany
Gymnazium Piestany
Gymnazium Samorin

KATEGORIA Z8

7S Fandlyho, Sered

ZS Mojmirova, Piestany
IL. ZS, Hol{¢

I1. ZS, Senica

IL. ZS, Hol{¢

ZS Jilemnického, Dunajska Streda
Gymnazium mad. Galanta
II. ZS Holi¢

ZS Holubyho, Piestany

ZS Gbely

ZS Velky Meder

KATEGORIA P

4, Gymnazium mad. Galanta

3, Gymnézium mad. Dunajska Streda
3, Gymnézium mad. Dunajska Streda

Kraj Trenéin

KATEGORIA A

4, Gymnazium Nové Mesto nad Vahom

11
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2. Stefan GASPAR

Martin HAJDUCH
Peter HARIS

. Rébert MACHO

Peter VALO
Andrea KMOTORKOVY

Zuzana DZURYKOVY
Lenka BRESOVY
Méria CICMANCOVY
Barbora GULEJOVY
Michal HANYCEK

Martin PASTVA
Peter PRAVDA
Miroslay ZYMECNIK

. Anna FRANEKOVY

Andrej MINAROVIC

. Michal TOMCIK

Petra KOSAROVY

8. Marian ERTE

. Katarina BEHULIAKOVY

Pavol HRIADEL
Juraj SUCHYR

. Juraj SARINAY

Peter CERMYK
Tomas KULICH
Michaela NEMCOVY
Jén MAZANEC
Tomés SEDLIACIK
Gabriela SEVCIKOVY
Méria BENDOVY
Martin STRAPKO

. Zuzana SIVANICOVY

Vladimir TURCEK

3, Gymnéazium Puachov

4, Gymnazium Povazska Bystrica

4, Gymnazium Ptachov

4, Gymnazium Prievidza

4, Gymnazium Povazska Bystrica

3, Gymnézium Banovce nad Bebravou

KATEGORIA B

Gymnazium Prievidza
Gymnazium Trené¢in
Gymnazium Prievidza
Gymnazium Prievidza
Gymnazium Trené¢in

KATEGORIA C

Gymnazium Prievidza

Gymnazium Prievidza

Gymnazium Nové Mesto nad Vahom
Gymnazium Partizanske
Gymnazium Partizanske
Gymnazium Prievidza

Gymnazium Trené¢in

Gymnazium Prievidza

Gymnazium Povazska Bystrica
Gymnazium Banovee nad Bebravou
Gymnazium Dubnica nad Vdhom

KATEGORIA Z8

7S Dolné Hony, Tren¢in

ZS Hviezdoslavova, Nova Dubnica

ZS Rastislavova, Prievidza

Gymnazium Partizanske

Gymnazium Prievidza

ZS Velké okruzné, Partizanske

ZS Tematinska, Nové Mesto nad Vahom
Gymnazium Prievidza

ZS Komenského, Puchov

ZS Komenského, Banovce nad Bebravou

7S Klatova Nova Ves
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KATEGORIA P

. Martin HAJDUCH
. Roébert MACHO
. Peter NOVOTNY

4, Gymnazium Povazska Bystrica
4, Gymnazium Prievidza
4, Gymnazium Prievidza

Kraj Zilina

KATEGORIA A
. Pavol NOVOTNY 3, Gymnazium Velka Okru’na, Zilina
Peter NOVOTNY
. Viera RUZICKOVY
Peter SVRCEK
. Martin SLEZIAK
. Peter KOZYK
Vladimir KOZYK
Peter VARSA
Michal ZORKOVSKY
. Jozef KNAP

2, Gymnézium Velkd Okruind, Zilina
3, Gymnézium Velkéd Okruin4, Zilina
3, Gymnézium Velkéd Okruin4, Zilina
4, Gymnazium Ruzomberok

2, Gymnézium Sucany

3, Gymnézium Sucany

3, Gymnézium Velkéd Okruin4, Zilina
4, Gymnézium Velkd Okruzna, Zilina
4, Gymnézium Velkd Okruzna, Zilina

KATEGORIA B

© =13

Peter KOZYK

Tvan PILIS

Peter NOVOTNY
Vladimir KOZYK
Rastislav SIMONIK
Jozef SKORUPA

. Marcela KOZYKOVY

Miroslava MUCKOVY

Peter KOZYK
Martin TROJYK
Boris BALKO

. Dasa CHLYDEKOVY

Jaroslav SOLTYS
Martin RENTKA
Michal MUSYK
Frantisek DEBNYR

Gymnazium Sucany

Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Sucany

Gymnazium Martin

Gymnazium Liptovsky Mikulas
Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Martin

KATEGORIA C

Gymnazium Sucany

Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Liptovsky Hradok
Gymnazium Namestovo
Gymnazium Sucany

Gymnazium Liptovsky Hradok
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Lubos OBLUK Gymnazium Martin
10. Radoslav FULEK Gymnazium Velka Okru’na, Zilina
KATEGORIA Z8
1. Michal BUTEK ZS Hliny V., Zilina
2.-5. Lubos KLANICA ZS Gastanova, Zilina
Eva KOMPANOVY ZS J.Matusku, Dolny Kubin
Ludovit MRAVIK ZS Moskovska, Zilina
Michal PESTA ZS Bobrovec
6. Jozef JURICEK ZS Moskovska, Zilina
7.-9. Daniela KRAJCOVY 7S Martinsk4, Zilina
Juraj LASSUTH ZS Nemocni¢na II., D.Kubin
Branislav MIKULY'S Gymnazium Martin
10.-12. Michaela BURANIKOVA ZS Tomaskova, Martin
Andrea HEGLASOVY ZS Moskovska, Zilina
Andrej KUNOS ZS Ziarska, Liptovsky Mikulas
KATEGORIA P
1. Stanislav FUNTAK 4, Gymnazium Sucany
2. Michal MATOUSEK 3, Gymnazium Hlinska, Zilina
Kraj Banska Bystrica
KATEGORIA A
1. Milos KOPA 4, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Ivan LUKNYR 4, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
3.-5. Marek HYCKO 4, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Martin SAMUELCIK 4, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Ondrej VACEK 4, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
6.—7. Pavol ZAJAC 3, Gymnéazium Komenského, Banska Bystrica
Jan DURIS 4, Gymnazium Rimavskd Sobota
8.-9. Vladislav GADOSIK 3, Gymnézium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Martin STANO 2, Gymnézium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
10. Jan RYS 3, Gymnézium Kremnica
KATEGORIA B
1.-2. Alena TEPLICANOVY Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Juraj TUREK Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
3. Katarina STAJANCOVY Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica



VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL

4. Martin STANO Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
5. Marian KRYTKY Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
6. Irena MATOVY Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
7. Jana PIGOSOVY Gymnazium Banska Stiavnica
KATEGORIA C
1.-2. Jalia LACKOVY Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Ondrej SUCHY Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
3. Jan ORAVEC ZS Radvail, Bansk4 Bystrica
4.-6. Michal KORCEK Gymnazium Zvolen
Dusan LACIKA Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Julius LANGA Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
7.—9. Peter HARMADY Gymnazium Rimavska Sobota
Peter CHRTIANSKY Gymnazium Lucenec
Roman NEDELA Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
10. Andrej CIERNY Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica

15

KATEGORIA Z8

ZS Radvan, Banska Bystrica
7S Tornala

I11. ZS Zvolen

7S Vinica

7S Vinica

7S Banska Stiavnica

7S Banska Stiavnica

IV. ZS Detva

I11. ZS Detva

ZS Moyzesovo nam., Banska Bystrica
ZS Radvan, Banska Bystrica

ZS Hviezdoslavova, Revica

1. Jan ORAVEC
2. Tom#as LIPTYK
3. Zuzana CIENIKOVY
7. Jakab GERGELY
Zoltdn MICS
Jan PIGOS
Tomas POCAI
8.-9. Jan HANZLIK
Stanislav SEKERES
10.-12. Juraj BEDNYR
Martin MATEJKA
Radoslav PERVAN

Kraj Kosice

KATEGORIA A

1.-2. Frantisek KARDOS
Jan SPAKULA

3. Peter JACKO

4. Jan RUSZ

6. Peter BODIK
Miroslav DUDIK

3, Gymnézium Alejova, Kosice

3, Gymnazium Postova, Kosice

3, Gymnazium Postova, Kosice

4, Gymnazium Trebisovska, Kosice
3, Gymnazium Postova, Kosice

4, Gymnazium Trebisov
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Maridn KLEIN

. Martin HRINYK

3, Gymnazium Postova, Kosice
2, Gymnéazium Alejova, Kosice

Rastislav KRIVOS-BELLUS 4, Gymnazium Postova, KoSice

. Martin BERTA

Matas MEDO

Martin HRINYK
Petra FENCIKOVY
Eduard SEMAN
Peter ANDRASINA
Peter MIHOK

Jozef MISKUF

Jan SENKO
Vladimir LAKATOS

Marek JENDREJ
Tomas JURIK

Anna KORDULIAKOVY
Miroslava SOTYKOVY

Michal VATKO
Zuzana VARGOVY

. Tom#s ANDRASINA

Roébert BURSA

. Martin VITIKYC
. Peter ZYRSKY

. Luka$ FERENC
. Peter HRUSOVSKY

Kamil KNAP
Peter TAMYS

. Drahoslav HRENO

Lucia JAROSOVY
Zuzana VLCKOVY

. Ivan DOVICA

Silvia DURISOVY
Jén UHRIN
Tomas TOPERCER

4, Gymnazium Michalovce
3, Gymnazium Postova, Kosice

KATEGORIA B

Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnazium Michalovece
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
SPSE Kogice

Gymnazium Michalovece

KATEGORIA C

Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnazium Javorova, Spisska Nova Ves
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnazium Skolské, Spisska Nova Ves
Gymnazium Alejova, Kosice

KATEGORIA Z8

7S sv. Cyrila a Metoda, Spisska Nova Ves
ZS Ing. Kozucha, Spisska Nova Ves

ZS Drabova, Kosice

Gymnazium Alejova, Kosice

VI. ZS, Michalovee

Gymnazium Alejova, Kosice

Gymnazium Alejova, Kosice

ZS park Angelinum, Kosice

VI. ZS Michalovce

VIIL ZS Michalovee

7S Letanovee
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Miroslav DUDIK
Jan RUSZ
Peter BODIK

KATEGORIA P

4, Gymnazium Trebisov
4, Gymnazium Trebisovska, Kosice
3, Gymnazium Postova, Kosice

Rastislav KRIVOS-BELLUS 4, Gymnazium Postova, KoSice

Peter PAVLISKO
Peter VASIL

Michal KOLCUN
Peter ULICIANSKY
Martin BERTA
Marianna POLACKY

. Daniel NAGAJ
. Martin GUZI

Zuzana RJASKOVY

. Cyril ADAMUSCIN

Slavomir NEMSYK

. Miroslav DOBIS

Martin JURCYK

. Marek REVICKY

Marian VRYBEL

. Lucia MROZOVY

Jin SVOREN

Michal FORISEK
Marién VRYBEL
Martin LANG
Peter BREJCYK
Pavol KOVALCIK
Karol CISARIK
Peter GAJDOS
Stanislav SIMO
Lucia ZIVICKY

. Eduard KUPCO

4, Gymnazium Kosice — Saca
4, Gymnazium Michalovce

3, Gymnézium Alejova, Kosice
4, Gymnazium Alejova, Kosice
4, Gymnazium Michalovce

3, Gymnézium Trebisov

Kraj Presov

KATEGORIA A

3, Gymnézium Bardejov

3, Gymnéazium Konstantinova, Presov

4, Gymnazium Vranov nad Toplou

3, Gymnézium Bardejov

3, Gymnéazium Konstantinova, Presov

4, Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad
4, Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad
4, Gymnazium Konstantinova, Presov

2, Gymnéazium D.Tatarku, Poprad

3, Gymnézium Popradské nébrezie, Poprad
4, Gymnazium D.Tatarku, Poprad

KATEGORIA B

Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad
Gymnazium D.Tatarku, Poprad
Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad
Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad
Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad
Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium D.Tatarku, Poprad
Gymnazium Kezmarok

Gymnazium D.Tatarku, Poprad

17



18

10.-14.

ks W

47. ROONIK

Peter KUPSKY
Peter MOLNYR
Viera POLOHOVY
Michal ZYCEK

. Alexandra SAXOVY

Helena HOVANCOVY
Juraj LACA
Zuzana OLEKSYKOVY

. Martin ARVAY

Slavomir KATUSCYK
Jaroslava VERNARCOVY

. Milos CERNYK

Igor TKYC

Igor GOMBOS
Stanislav KASCYK
Martin KOSALKO
Ivana KUPCIHOVY
Slavomir MISKOVEC

Martin KOMARA
Erika HONSCHOVY
Peter BANDA
Marta BELISOVY
Igor GOMBOS
Ludmila HOSTOVY

. Rtzena MORONGOVY

Mério OLEXICYK

. Jana ONDTKOVY

Miroslavy PICH
Martin ZIMYNY
Stefan ZORICYK

Zuzana RJASKOVY
Jén SVOREN
Matas MIHATAK
Marek REVICKY
Juraj HORVYTH

MATEMATICKE]J OLYMPIA/DY

SPSE Presov

Gymnéazium Vranov nad Toplou
Gymnazium J.A . Raymana, Presov
Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad

KATEGORIA C

Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad
Gymnazium Svidnik

Gymnazium D.Tatarku, Poprad

OA Presov

Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad
Gymnazium Kezmarok

Gymnazium Humenné

8, Gymnazium KeZzmarok

Gymnazium Lipany

Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad
Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad

KATEGORIA Z8

Gymnazium Sabinov
BGymnazium Poprad

7S Mirka Nespora, Presov
7S Mirka Nespora, Presov
Gymnazium Kezmarok

ZS Sevéenkova, Bardejov
Gymnazium Kezmarok

ZS étudentské, Snina

ZS Sevéenkové, Bardejov
ZS Centralna, Svidnik
Gymnazium D.Tatarku, Poprad
Gymnazium Kezmarok

KATEGORIA P

4, Gymnazium Vranov nad Toplou
4, Gymnazium D.Tatarku, Poprad
4, Gymnazium Konstantinova, Presov
4, Gymnazium Konstantinova, Presov
4, Gymnazium Konstantinova, Presov



Zadania safaznych aloh

KATEGORIA C

C-1-1

Cislo 4896 je delitelné ako svojim prvym dvojéislim (48), tak aj svojim poslednym
dvojéislim (96). Kolko je stvorcifernych éisel s touto vlastnostou, ktoré st naviac
delitelné 17-timi?

(J. giméa)

C-1-2
Kazda strana konvexného stvoruholnika ABCD je dvoma bodmi rozdelena na tri

zhodné usecky (obr. 1). Ukdzte, Ze Stvoruholniky K LM N a PQRS majt rovnaky obsah.
(J. Zhouf)

/
A K P B
Obr. 1

C-1-3

V pravouhlom trojuholniku ABC' je K stred prepony AB a bod M lezi na odvesne AC
tak, ze |AM| = 2|MC|. Dokaite, ze uhly MKC a ABM st zhodné.
(Prevzatd tloha)

C-1-4

Na dvore sa hrali Karol, Miro a Jaro. Karol si myslel dve dvojciferné ¢isla. Mirovi prezra-
dil ich rozdiel. Ten spravne nasiel vsetkych devat takych dvojic. Jarovi Karol prezradil
suc¢in oboch ¢isel. Jaro spravne urcil vsetkych osem dvojic s uvedenym stc¢inom. Ktoré
¢isla si Karol myslel?

(P. Cern ek)
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C-1-5

V pravidelnom trojbokom ihlane ABCV je d¥ka boénej hrany |AV| = 5em, d¥ka
hrany podstavy |AB| = 4v/3cm. Body K, L, M su pity kolmic vedenych vnttornym
bodom X podstavy ABC na boéné hrany AV, BV, C'V. Ako je potrebné volit bod X,
aby gulova plocha prechadzajica bodmi K, L, M a X mala ¢o najmensi priemer?
Vypoéitajte tento priemer.

(P. Leischner)
C-1-6

Najdite vsetky trojice celych ¢isel x, y, z, pre ktoré plati t + yz = y+ 2z = z + 2y = 6.
(J. Zhouf)

C-S-1

Os prepony AB pravouhlého trojuholnika A BC' pretne odvesnu AC' v bode M, pre ktory
plati |[AM| = 2|C M]|. Uréte velkosti uhlov trojuholnika ABC.
(P.Leischner)

C-S-2

Karol poziadal Mira: ,Mysli si dve rozne dvojciferné ¢isla a prezrad mi ich stcet.” Ked
sa tak stalo, Karol spravne zistil, Ze existuji prave styri také dvojice (na poradi ¢isel
Urcte vsetky dvojice ¢isel, ktoré si Miro mohol mysliet.

(J.gimsva)
C-S-3
Najdite vsetky Stvorice prirodzenych ¢isel, pre ktoré plati: Stcet stic¢inu kazdych dvoch
¢isel zo Stvorice so stic¢inom zostavajucich dvoch ¢isel je rovny 51.
(J.Zhout)
C-1I1-1

V stvorcifernom ¢isle st rovnaké prvé dve cislice, a tiez posledné dve éislice. Uréte toto
¢islo, ak viete, Ze je druhou mocninou prirodzeného éisla.

(CS MO)
C-1I-2

Dany je pravouhly trojuholnik ABC'. Na prepone AB zostrojte bod X a na odvesne BC
bod Y tak, aby bolo mozné stvoruholniku AXYC opisat aj vpisat kruznicu.
(P.Leischner)
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C-1I1-3

Janko s Marienkou poziadali svoju mamicku, aby si zvolila dve rozne dvojciferné ¢isla.
Mamicka potom Jankovi prezradila ich rozdiel a Marienke ich sucet. Janko spravne
zistil, Ze prave 63 takych dvojic dava dany rozdiel. Aj Marienka nasla spravne vsetkych
40 dvojic s danym stc¢tom. Ktoré ¢isla mamicka zvolila?

(J. giméa)

C-11-4

Vo stvorci ABC D je R stred strany C'D a @) prieseénik uhlopriecky BD s priamkou AR.
Na strane BC zvolte bod P tak, aby tsecka P(Q rozdelila lichobeznik ABC R na dva

stvoruholniky s rovnakym obsahom.

(J. S vréek)

KATEGORIA B

B-1I-1

Pre ktoré prirodzené ¢isla n mozno v pravidelnom n-uholniku néjst uzavrett loment
claru zlozent z n uhlopriecok n-uholnika tak, aby prechadzala vsetkymi vrcholmi
n-uholnika, a aby kazdé dve z tychto uhlopriecok mali spoloé¢ny bod?

(P. Hlinény)

B-1-2

N4jdite vsetky kvadratické funkcie, ktoré zobrazia interval (2,5) na interval (15,27),
a ktorych graf prechadza pociatkom stradnicového systému.

(P. Cern ek)

B-1-3

Kolko 24-miestnych prirodzenych ¢isel, ktorych dekadicky zapis obsahuje 22 cifier 1
a dve cifry 2, je delitelnych siedmimi?
(T. Hecht)
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B-1-4

V obore realnych ¢isel rieste ststavu rovnic

r+y+z=3,

1 1 1

S+ I+ =0,

r oy oz

T Yy oz Yy oz
y oz ox x Yy oz

(J. giméa)
B-1-5

V rovnobeiniku ABCD oznaé¢me E a F po rade stredy stran BC a CD. Vedte
rovnobezku s priamkou BD, ktora pretina obvod stvoruholnika v bodoch K, L tak,

aby tusecka KL bola rozdelena tseckami AE, AC, AF na styri zhodné tseky.
(J. Zhouf)

B-1-6

Nad stranami ostrouhlého trojuholnika ABC st zvonku zostrojené polkruznice.
Oznacme po rade K, L, M priesecniky pred¥enych vysok trojuholnika z vrcholov
A, B, C s tymito polkruznicami. Dokazte, ze obrazec AM BKC'L tvori plast stvorstena

(trojbokého ihlanu s podstavou ABC).
(P. Leischner)

B-S-1

Ak je patciferné ¢islo 6ABT3 delitelné ¢islom 99, tak je delitelné aj ¢islom 19. Dokazte.
(P.Cernek)

B-S-2

Rovnica 2% + az? + bz +¢ =0, kde a, b a ¢ st celé &sla, mé korent # = 1 —+/2. Dokéite,

ze potom plati a — 2b + 5¢ = 0.
(P.Cernek)

B-S-3

Dany je rovnobeinik ABC D s dYkami strén a = [AB|, b = |BC| auhlom o = |{DAB].
Popiste konstrukciu priamky, ktora deli rovnobeznik na dva stvoruholniky, ktorym
mozno vpisat kruznicu. Prevedte diskusiu o poc¢te rieseni vzhladom na a, b a a.

(P. Cern ek)
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B-1II-1
V obore realnych ¢isel rieste ststavu rovnic

3:1;—|—14:y2—|—22,
Sy + 14 = 2% 4 22,
3Z—|—14::1;2—|—y2.

(P.C'ernek)
B-1I-2

Uréte, pre ktoré redlne &sla p ma funkeia f(x) = 2® — pa? 4+ 1997 na intervale (0,1)
minimum v bode = = 1.

(P.C'ernek)
B-1I-3

Nech ABCD je lichobeinik (AB || CD), ktorého uhlopriecky st navzajom kolmé.
Dokazte nerovnost |AB| + |CD| < |BC| + |DA].
(J.Svrcek)
B-1I -4
Ucitel napisal na tabulu $tyri navzajom rozne nenulové ¢islice. Ziaci mali séitat vsetky
tie trojciferné ¢isla vytvorené z ¢islic na tabuli, v ktorych sa ziadna ¢islica neopakuje.
Jankovi vysiel nespravny vysledok 12497, pretoze sice ¢isla spravne séital, ale na jedno

zabudol. Ktoré ¢islo to bolo? Aké styri ¢islice boli napisané na tabuli?

(P. Cern ek)

KATEGORIA A

A-1-1

Pre kazdé prirodzené ¢islo k oznaéme nj suéin prvych k& prvodisel
(napr. ng = 2-3-5 = 30). Zistite, pre ktoré ¢isla k je mozné zlomok

3nk — 1

ng

kratit éislom vaésim ako 2.

(R. Kollar)
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A-1-2
Néjdite vSetky dvojice mnohoclenov
flz) = 2?2 +ax+b, g(x) ::1;2—|—c:1;—|—d,

ktoré spY,'lajﬁ tieto podmienky:
(1) Kazdy z mnohodlenov f, g méa dva rozne realne korene.
(2) Ak je s Iubovolny koren f, potom aj g(s) je koren f.
(3) Ak je s Iubovolny koren g, potom aj f(s) je koren g.
(J. giméa)

A-1I-3

V Tubovolnom trojuholniku ABC oznacéme a, b, ¢ d‘%ky jeho stran a t,, tp, t. d‘%ky jeho
taznic obvyklym sposobom. Zistite, ¢i je niektora z nerovnosti

b+ ¢ ty + t.
ta
2 7 - 2

a <

dosledkom druhej, alebo ¢i dokonca nejde o dve ekvivalentné nerovnosti.

(J. giméa)
A-T1-4

Do daného kruhového odseku st vpisané kruznice ky, ko. Kruznica ky sa dotyka obltuka
odseku v bode A a zédkladne odseku v bode B. KruZnica ks sa dotyka oblika odseku
v bode C' a zakladne odseku v bode D.
a) Dokazte, ze body A, B, C, D leZia na jednej kruZnici.
b) Uvazujme vsetky také dvojice kruznic ky, ka, ktoré sa navyse vzajomne dotykaja.
Aky Gtvar vyplnia body ich dotyku?
(J. Zhouf)

A-I-5

Vo vnutri pravidelného stvorstena ABCD st dané body E, F tak, ze ziadne styri z bodov
A, B, C, D, E, F nelezia v jednej rovine. Stvorsten ABCD Jje bezo zvysku rozrezany
na niekolko mensich $tvorstenov, ktorych vrcholy tvoria mnozinu {A, B,C, D, E, F}.
Urcte vsetky mozné pocty mensich stvorstenov, na ktoré sa da dany stvorsten uvedenym
sposobom rozrezat.

(P. Hlinény)
A-1-6

Kazda z uhlopriecok pravidelného n-uholnika (n = 5) je ofarbena jednou z dvoch
farieb (modrou alebo ¢ervenou). Je povolené postupné prefarbovanie uhlopriecok tak,
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7e v kazdom kroku vyberieme jeden vrchol a zmenime farby vsSetkych uhlopriecok,
ktoré z neho vychadzaji (z modrej na ¢erventi a naopak). Rozhodnite, ¢i mozno vidy
uhlopriecky prefarbit tak, aby existovala

a) lomend éiara,

b) uzavretd lomena ¢iara
zloZzend iba z modrych uhloprie¢ok a prechadzajica kazdym vrcholom n-uholnika prave
raz.

(J. Kratochvil)
A-S-1
Urcte vsetky dvojice prvocisel p a ¢, pre ktoré plati 57 = 6 + 7q. 5
(J.Simsa)
A-S-2
Dana je tetiva UV kruznice k. Ozna¢me Ly a L, priesecniky osi tusecky UV s kruzni-

cou k. Do kruhového odseku vymedzeného tetivou UV a oblikom U L1V st vpisané dve

kruznice dotykajtce sa oblika aj tetivy a pretinajice sa v dvoch roznych bodoch M
a N. Dokazte, ze priamka M N prechadza bodom Ls.

(P.Hlinény)
A-S-3
Dokazte, ze ak pre realne ¢isla a, b, ¢ plati a +b+ ¢ =1, tak
2(@2 +b° —|—cz)—|—ab—|—bc—|—caz 1.
(R.Kollar)

A-1I-1

Ak je stcet 5™ 4+ 3™ + 1 prvodislo, potom je prirodzené ¢islo n delitelné dvanastimi.
Dokazte.
(J.Simsa)

A—-1II-2

Urcte, pre ktoré velkosti uhla DAB mozno do kosostvorca ABCD vpisat dve kruznice
E1(S1,7r1) a ko(S2,72) s tymito vlastnostami: Kruznice k1 a ks maju vonkajsi dotyk,
ro = 2ry, kruznica k; sa dotyka ramien uhla DAB, kruznica ky sa dotyka ramien
uhla BCD a obidve kruznice lezia v danom kosostvoreci.

(J.Zhout)
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A-—-1I-3

Postupnost éisel (a, )52, je definovand rekurentne:
a) = 2,
anp =2(n+ a,—1) pre kazdé n = 2.

Dokéazte, ze nerovnost a, < 2772 plati pre kazdé prirodzené ¢islo n.

(J.Kratochvil)
A-1I -4

Néjdite mnohosten s najmensim poc¢tom vrcholov taky, Ze Ziadne tri jeho steny nemaja
rovnaky pocet hran.

(J.Kratochvil)
A-TI1IT-1

Oznacme strany a uhly trojuholnika ABC' obvyklym sposobom. Dokazte, ze z rovnosti
a = 38 vyplyva (a* —b*)(a—b) = bc?. Rozhodnite, ¢ tiez naopak z rovnosti (a* — b%)(a—
—b) = bc? vyplyva a = 30.

(J.gimsva)

A—-1II1 -2

Kazda strana aj uhlopriecka pravidelného n-uholnika, kde n = 3 je neparne, je ofarbend
bud modrou, alebo ¢ervenou farbou. Je povolené prefarbovat tieto tisecky len tak, Ze
v kazdom kroku vyberieme jeden vrchol a zmenime farby vSetkych useciek, ktoré z neho
vychadzaji (z modrej na Cervent a naopak). Dokdzte, Ze kazdé zaéiatoéné ofarbenie
mozno tymto postupom zmenit tak, aby nakoniec z kazdého vrcholu vychadzal parny
pocet modrych tseciek. Dokazte tiez, ze takéto vysledné ofarbenie je jednoznacéne uréené
zaciatoénym ofarbenim.

(J.Kratochvil)
A—1IT -3

Stvorsten ABCD je bezo zvysku rozdeleny na pat konvexnych mnohostenov tak, ze
ziadna jeho stena nie je rozdelend a prienik kazdych dvoch z piatich vzniknutych
mnohostenov je bud spolo¢ny vrchol, alebo spoloénda hrana, alebo spolo¢na stena. Aky
je najmens$i mozny stcet pocétov stien tychto piatich mnohostenov?

(P.Hlinény)
A-1II -4

Dokazte, Ze existuje rastiica postupnost (a,)i%, prirodzenych ¢isel taka, ze pre kazdé
prirodzené ¢islo k 2 2 postupnost (k + a,,)52, obsahuje len koneéne vela prvoéisel.
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Rozhodnite, & existuje rastiica postupnost (a,)5L, prirodzenych ¢isel taka, Ze

pre kazdé celé &islo k 2 0 postupnost (k 4 a,, )22, obsahuje len koneéne vela prvoéisel.

(R.Kollar)
Pre kazdé prirodzené éislo n = 2 uréte najvacsiu hodnotu vyrazu
Vi =sinxy cosxy + sinxg cosxy + ...+ sinx,—q cOS Ty, + sinx, cosxy,

kde x1, xa,..., T, st lubovolné realne ¢isla.

(J.gvréek)
A-1IIT-6

Dany je rovnobeznik ABCD taky, ze ABD je ostrouhly trojuholnik a |[{BAD| = 45°.
Vo vnutri stran rovnobeznika mozno roznymi sposobmi vybrat body K € AB, L €
€ BC, M € CD a N € DA tak, aby KLMN bol tetivovy stvoruholnik, ktorého opisana
kruznica ma rovnaky polomer ako obidve kruznice opisané trojuholnikom ANK a C'LM.
Néjdite mnozinu priese¢nikov uhlopriecok vsetkych takych stvoruholnikov K LM N.
(J.gimsva)



Riesenia sufaznych aloh

KATEGORIA C

C-1-1

Ak ma ¢islo n vlastnosti zadané v lohe, potom dvojciferné ¢islo A zlozené z prvych
dvoch éislic ¢isla n deli dvojciferné ¢islo C' zloZzené z poslednych dvoch ¢islic éisla n,
teda C' = kA, kde k je prirodzené. f)alej ¢islo C = kA deli ¢islo n = 1004 + C, takze
deli ¢islo 100A. Teda k deli ¢islo 100. Preto sa méze k rovnat len niektorému z ¢isel 1,
2, 4, 5. Keby bolo k 2 10, nebolo by éislo C' = kA dvojciferné. Nutne sa teda n rovna
niektorému z ¢isel 1014, 1024, 1044 alebo 105A.

Z koeficientov 101, 102, 104, 105 je len ¢islo 102 delitelné 17. Ak je teda k = 2, moze
byt A Tubovolné &islo, ktorého dvojnéasobok je tieZ dvojciferny, takze 10 < A < 49, to
je 40 moZnosti. Pre ostatné hodnoty k musi byt A delitelné ¢islom 17, takZze pre k =
= 1 moze byt A = 17, 34, 51, 68, 85 (5 moznosti), pre k = 4 alebo 5 musi byt A = 17
(2 moZnosti). Vysledok: Cisel s danymi vlastnostami je prave 47, st to ¢isla 1785, 1768,
1717, 3434, 5151, 6868, 8585 a 1020, 1122, 1224, ..., 4896, 4998.

C-1-2

Stvoruholnik KLMN dostaneme zo itvoruholnika ABC'D odobratim trojuholnikov
NAK, KBL, LCM, MDN, stvoruholnik PQRS odobratim trojuholnikov SAP, PBQ),
QCR, RDS (obr.2). Pritom trojuholniky K BL, PB(@ maji rovnaky obsah, pretoZe
|BL| = |BQ)|, |BK| = 2|BP|. Podobne pre dalsie dvojice trojuholnikov.
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cC-1-3

Oznacme N stred usecky AM, KN je stredna priecka v trojuholniku ABM, preto
|SABM| = |4 AKN| (obr.3).

Dalej je |KC| = |KA| (kruinica opisana trojuholniku B
ABC ma stred v bode K). Trojuholnik AKN je obrazom

trojuholnika C KM v osovej simernosti podla osi tsecky AC, S
preto |[SAKN| = |qCKM]|, a teda |SABM| = |[SCKM|.
Iné riesenie. Najprv zostrojime obrazy‘B’, K’ bodov B, K
v osovej stmernosti podla priamky AC a potom faznice C M N A
v trojuholniku ABB'. Taynice B'K, BK' sa pretnt v bode M. Obr. 3

Usetka CK je strednou prieckou v trojuholniku ABB’.
C-1—-4

Miro poznal rozdiel m oboch ¢isel, mohli to teda byt ¢isla 10 + m, 10 alebo 11 + m,
11 atd. az 99, 99 — m. Takych dvojic je 99 — (9 + m) = 90 — m. Vieme, Ze ich bolo
devit, takze m = 81. Karol si teda myslel niektora z tychto dvojic: (91,10), (92,11),
(93,12), (94,13), (95,14), (96,15), (97,16), (98,17), (99,18). Ak spoéitame pre kazda
z tychto dvojic stiéin oboch éisel, tak len v pripade (96,15) sa d& tento siéin napisat
este dalsimi siedmimi sposobmi ako sti¢in dvoch dvojcifernych ¢éisel: 96 - 15 =90 - 16 =

=80-18=72-20=60-24 =48 30 = 45-32 = 40 - 36. Karol si myslel ¢isla 96, 15.
C-1-5

Pretoze X K je kolmé na VK, lezi bod K na Talesovej kruznici nad priemerom XV.
Podobne pre L a M, vetky tri body K, L, M leZia preto na gulovej ploche s prieme-
rom X V. Aby bol tento priemer ¢o najmensi, musi byt X pata kolmice vedenej bodom V
na rovinu ABC, takZe X splyva s taziskom trojuholnika ABC'. Je preto |[AX| = §|AP|,
kde P je pata vysky v trojuholniku ABC, takZze |[AX| = % %|AB|\/§ =4dcm, |[VX|=3

CIIl.
C-1-6

Odéitanim druhej a tretej rovnice od prvej dostaneme nutné podmienky (z — y)(1 —
—z)=0,(x—2)(1 —y) =0, takie bud je x =y = z, alebo x =y = 1, alebo x = z = 1,
alebo y = z = 1. Ak je + = y = z, musi este platit x(x + 1) = 6, preto @ = 2 alebo
xr = —3. Ak je x = y = 1, je nutne z = 5. Riesenim st prave tieto usporiadané trojice:

(2,2,2), (=3,-3,-3), (1,1,5), (1,5,1) a (5,1,1).
C-S-1

Pretoze |BM| = |AM| = 2|CM|, v pravouhlom trojuholniku BMC (obr.4) plati
|<SBMC| = 60°, |[SMBC| = 30°. Potom |[{BMA| = 120°, a preto v rovnoramennom
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trojuholniku ABM plati [SMAB| = |[SMBA| = 30°. Velkosti uhlov v trojuholni-
ku ABC st 30°, 60°, 90°.

B

A S B
Obr. 4 Obr.5

Iné riesenie. Oznacme S stred prepony AB a N stred tsecky AM (obr.5). Pretoze
|AM| = 2|CM]|, je |AN| = |MN| = |MC]|, takze tse¢ky MN a AC majt spoloéni
os. Pretoze |AS| = |CS| (Télesova kruZnica nad priemerom AB), leZi na tejto osi aj
bod S. Preto tiez |SM| = |SN|. Zaroven vsak |AN| = |[NM| = |NS| (Talesova kruZnica
nad priemerom AM), takZe trojuholnik MNS je rovnostranny. Z toho vyplyva, ze
|4 BAC| =30° a |[<ABC| = 60°.

Iné riesenie. Z podobnosti trojuholnikov ASM a ACB vyplyva

|AS| B |AC|
|AM|  |AB|

Pri obvyklom oznaceni a = |BC|, b = |CA| a ¢ = |AB]| stran trojuholnika ABC' plati
|AS| = £, |[AM| = 2b. Potom z predchédzajicej rovnosti dostdvame

3¢ b s b V3

- Clze - = —.

FTS c 2
Z pravouhlého trojuholnika ABC vsak potom vyplyva | BAC| = 30° a | ABC| = 60°.
C-S-2

Oznacme s stucet myslenych ¢isel. Potom dvojice ¢isel, ktoré si mohol Miro mysliet,

mozeme napisat do st¥pcov (st 4 moznosti):

10 s—10 10 s—10 99 s —99 99 s —99
11 s—-9 11 s—-9 98 s — 98 98 s —98

z z+1 z z 4+ 2 z+1 z T+ 2 z
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V nasom pripade budu v kazdom stif)ci styri dvojice:

10 17 10 18 99 92 99 91
11 16 11 17 98 93 98 92
1215 1216 97 94 97 93
13 14 13 15 96 95 96 94

Vzhladom na podmienku v zadani si mohol Miro mysliet 4 dvojice ¢isel (4 rieSenia):

(17, 10), (17, 11), (97, 94) a (97, 93).

C-S-3
Oznaéme hladané prirodzené ¢isla m, n, r a s. Sicasne musi platit
mn +rs =51,
mr 4+ ns = 51,
ms + nr = 51.

Odéitanim prvych dvoch rovnic vyjde (m — s)(n —r) = 0, takie m = s alebo n = r,
a odéitanim poslednych dvoch rovnic vyjde (m — n)(r — s) = 0, takie m = n alebo
r = s. To znamena, ze tri z uvazovanych ¢isel st rovnaké. f)alej je zrejmé, ze z troch
¢isel a a jedného &sla b modzeme zostavit jediny taky stéet a® + ab = a(a + b) = 51.
Cislo 51 mé dva rozne rozklady na stcin dvoch éisel, 51 = 3 - 17 = 1 - 51, takze musi
byt (zrejme a < a +b) bud a = 3, b = 14, alebo a = 1, b = 50.

RieSenim tlohy st dve $tvorice prirodzenych éisel (3,3,3,14) a (1,1, 1,50).

C-1I-1

Cislo 1000a + 100a + 10b + b = 11(100a 4 b) ma byt druhou mocninou, preto musi
byt ¢islo 100a + b delitelné ¢islom 11 a podiel 11—1(10()@ +b) =9a+ ﬁ(a + b) musi byt
druhou mocninou prirodzeného ¢isla. Vzhladom na to, Ze a a b (a # 0) s &islice, musi
byt a + b = 11, a pretoze 9a + 1 ma byt druhou mocninou, vyjde a = 7. Hladané ¢islo
je 7744 = 882,

C-1I-2

Najprv zostrojime kruznicu k vpisant do trojuholnika ABC (obr.6). bude potom
tiez kruZnicou vpisanou hladanému Stvoruholniku AXYC, takze isecks
dotyénicou k tejto kruznici. Pretoze uhol ACB je pravy, je stvoruholni

prave vtedy, ked je aj uhol Y XA pravy ([<YXA| 4+ |9YCA| = ).
priese¢niky s AB a BC st hladané body X a Y.
C-1I1-3 Obr. 6

Janko poznal rozdiel oboch ¢isel, pricom vieme, Ze existuje prave 63 dvojic dvojcifernych
¢isel s tymto rozdielom. Usporiadajme jednotlivé dvojice tak, aby na prvom mieste bolo
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.....

miestach klesali. Prva dvojica ma na prvom mieste ¢islo 99, posledna dvojica ma
na druhom mieste ¢islo 10. Je ich 63, preto prva dvojica ma na druhom mieste ¢islo 72
(9 + 63). Janko teda vedel, Ze mamicka zvolila jednu z dvojic (99,72), (98,71),...,
(38,11), (37,10), rozdiel v kazdej dvojici je 27. Ak si mamicka myslela éisla 27 + m
a m, potom dvojice s rovnakym siétom 27 4+ 2m sa (14 +m, 13 + m), (15 + m, 12 +
+m), ..., (274+m,m), (284+m,m—1), (29+m,m —2), ... Marienka vedela, Ze ich je
prave 40, takze poslednd mozna dvojica musela byt (53 + m,m — 26). V dalsej dvojici
uZ musi byt bud prvé ¢islo trojciferné, teda 54 +m = 100, m = 46 a mamicka si myslela
¢isla 27 4 46 = 73 a 46, alebo musi byt druhé ¢islo uz jednociferné, teda m — 27 = 9
a ide o dvojicu (63, 36). Uloha m4 dve riefenia.

C-11-4

Oznaéme S obsah trojuholnika RD@Q (obr.7), rovnaky D i ¢
obsah ma aj trojuholnik RC'@), obsah trojuholnika ABQ S S
je 4S5 (pretoze |AB| = 2|DR|, st trojuholniky ABQ
a RD(@) podobné s koeficientom 2) a trojuholnik QBC ma Q
obsah 45 (zo stmernosti podla osi BD). Obsah stvoruhol- N
nika ABCR je 95, preto musime bod P zvolit tak, aby J
obsah trojuholnika PQB bol 15, teda |BP| = £|BC/|. 45 O\

Obr. 7
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KATEGORIA B

B-1I-1

Dokazeme, ze hladani uzavret loment éiaru mozno najst vzdy v pravidelnom (2n +
+ 1)-uholniku (n 2 2), a Ze je nemo’no najst v pravidelnom 2n-uholniku (n = 2).
Uvazujme teda na zaciatok (2n + 1)-uholnik a oznaéme jeho vrcholy po rade
Ag, Ay, ..., Aoy, f)alej nech pre k > 2n plati Ay, = A;, kde i € {0,1,...,2n} je zvysok
¢isla k po deleni éislom 2n + 1. Uvazujme uzavreti loment ¢iaru Ao A, A2y - .. A2n+t1)n;
spojené st vidy vrcholy, ktorych indexy sa lifia o n. Zrejme pre n = 2 je kazdé
tsecka AgpA(r41)n uhlopriecka, rovnako je zrejmé, Ze vietky body tejto lomenej éiary
st navzajom rozne (a7 na prvy a posledny). Ak by totiz platilo kn = In (mod 2n + 1),
0 < k,l £2n, tak k =1 (mod 2n 4 1), pretoze ¢isla n a 2n + 1 st nestdelitelné.
Kazdé z uvedenych uhlopriecok rozdeluje vsetky vrcholy (2n + 1)-uholnika s vy-
nimkou svojich koncovych bodov do dvoch skupin. Vo vnttri oboch tychto skupin sa
indexy bodov lisia najviac o n — 1, z ¢oho potom vyplyva, ze lubovolné dve uhlopriecky
uvazovanej lomenej ¢iary sa pretinaji (vzdialenost susednych vrcholov v nej je vidy

prave n).
Teraz dokéZeme, Ze pre pravidelny 2n-uholnik (n = 2) hladand lomena ¢iara ne-
existuje. Oznac¢me jeho vrcholy Ay, As, ..., As,. Nech A1 Ay je jedna z uhlopriecok

tvoriacich hladani loment ¢iaru. Nech druhd uhlopriecka (patriaca lomenej é¢iare)
vychadzajica z vrcholu Ay vedie do bodu A; a druha vychadzajtca z vrcholu A nech
vedie do vrcholu A,,. Ak by | < k < m, potom by sa tieto dve uhlopriecky nepretinali
(rovnako v pripade [ > k > m), preto zrejme musia lezat ,na jednej strane®, ¢ize
bud m,l € A ={2,3,... ,k —1} alebo m,l € B={k+1,k+2,....,2n}. Bez uyymy
na vSeobecnosti nech m a [ patria do A. Pokra¢ujme v lomenej ¢iare z bodu A;, zrejme
druhy koniec tejto uhlopriecky musi lezat v B, inak by tato uhlopriecka nepretinala
uhlopriecku Aj Aj. Z koncového vrcholu vedieme opat uhlopriecku do A atd. Casom
musime skoné¢it vo vrchole A,,, a to tak, Ze navstivime postupne vsetky vrcholy mno-
7in A aj B. KedZe viak sa tato ¢ast lomenej ¢iary zafina aj konéi v mnozine A a jej
vrcholy leZia striedavo v mnozinach A a B musi A obsahovat o jeden vrchol viac ako 5.
Preto je pocet vrcholov celého 2n-uholnika rovny |A| + |B| 42 (vrcholy Ay a Ag), ¢o je
zrejme neparne c¢islo.

B-1-2

Funkciu budeme hladaf v tvare f(x) = ax? +bx +c. KedZe jej graf prechadza podiatkom
stradnic, ¢ = 0. Preto f(z) = ax? + bz pre vhodné konstanty a, b.
Presktimame najprv moznosti, ked je f(x) na intervale (2,5) monoténna, a teda bud
a) f(2) =15, f(5) =27 ak je tam rastica, alebo
b) f(2) =27, f(5) =15 ak je tam klesajica.



34 47. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Riesme najprv pripad a). Dostaneme dve linearne rovnice 4a + 2b = 15 a 25a +
. , . , . 7 89 . , ch e
+ 5b = 27. Riesenim tejto sustavy je a = 10 ab= 10" Este musime overit, ¢1 je

skutoéne f(x) na intervale (2,5) monoténna. Staéi zrejme zistit, ¢i nenadobtida svoj
extrém (maximum) na tomto intervale. V nasom pripade sa zrejme extrém nachadza

89 . . o
v bode 7R ktory je mimo uvazovaného intervalu.

7 41
Pripad b). Obdobne ako v a) dostaneme funkciu —5:1;2 + 5% ktora nadobuda

maximum v bode 7% ktory vsak tentokrat je v intervale (2,5), a hodnota funkcie

.....

Nech teraz f(x) nie je na intervale (2,5) monoténna. Z tvaru kvadratickej funkecie

vyplyva, Ze f(x) meni svoju monoténnost len v bode extrému, teda v nasom pripade
2

bude bod ~5, lezat intervale (2,5). KedZe y-ova stradnica vrchola paraboly je ~ 1’
a a
bZ 2
tak bud da = 27,a < 0 (1) alebo Pl 15 pre a > 0, ¢o vsak zrejme nemoze byt
a a
minimuim.

Minimum sa nadobtida na kraji intervalu, nastava teda prave jedna z nasledujacich
moznosti

a) f(2) = 15; 4a+ 2b = 15; (2)
b) f(5) = 15; 25a + 5b = 15; (3)

V pripade a) vyjadrime z (2) vyraz 4a a dosadime do (1). Dostaneme kvadratickt
rovnicu b* — 54b+405 = 0, ktord ma dva korene b = 9;b = 45. V jednotlivych pripadoch
dostavame kvadratické funkecie:

75 3
flz) = _sz + 45z flz) = _sz + 9.
PretoZe ani jedna z nich nemé extrém v (2,5), nevhovuju zadanym podmienkam.
V pripade b) obdobne dostdvame kvadratickd rovnicu 56 — 1086+ 324 = 0, ktord méa

18
dva korene b = 18;b = = V jednotlivych pripadoch tentokrat dostavame kvadratické

funkeie:
3 18
x) = —3z% 4+ 18z; 1) = ——a’ 4+ —u.
Opét overime, ¢ tieto funkcie nadobtdaji svoj extrém v (2, 5). Tentokrat vyhovuje len
prva funkcia.
Takto sme dostali vSetky mozné riesenia, kvadratické funkcie:

7 89

- N — 2
Tk Tk flz) 3x° + 18x.

fla) = —752° +
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B-1I-3

Cislo 111...111 je delitelné siedmimi, preto 24-miestne ¢islo, ktoré ma na m-tom a n-
—_—

24
tom mieste dvojku a inde jednotky déava po deleni siedmimi taky isty zvysok ako ¢islo

10m~! + 10", Utvorme tabulku zvyskov mocnin éisla 10 po deleni siedmimi:

k 0f1]2]3]4]5]6 7 [8]9
10¥ (mod 7)[1 [3 |2 |6 [4 |5 [1 (3|26

Vidime, ze zvysky sa zacinaju opakovat s periodou 6, takze mocniny desiatky, ktorych
exponenty sa lifia o nasobok 6, maji rovnaké zvysky. Nasledujiica tabulka ukazuje, ako
volit m — 1 resp. n — 1 modulo 6, ked chceme, aby ¢islo s dvojkami na m-tom mieste

a n-tom mieste bolo delitelné 7.

m—1101]1 (2|3 |4 |5
n—1 |3 (|4 |5 |0 |1 |2

Jeden exponent mozno vZdy volit lubovolne, druhy ma potom urcéeny zvySok modu-
4-4

= 48 moznosti.

lo 6. KedZe 1 < m,n < 24, mame

B-1-14
Oznadme rovnice

r4y+z=3, (1)
1 1 1

424220 2
Lty =0 (2)
T z z x

tyy 2y 2.7 (3)
y oz r oy oz

UvaZzujme rovnicu (3). Po jej Giprave na spoloéného menovatela, vynasobeni a preneseni
vsetkych ¢lenov na jednu stranu rovnice dostaneme

(x —2)ez+ (2 —y)zy + (y — x)yx =0,

¢o dava dalej
(y —2)(z = 2)(z —y) = 0.

Bez ujmy na vseobecnosti nech x = y. Po dosadeni do (1) a (2) dostavame ststavu:
2 1
2 =3 (4 —+-=0 (5
cHi=3 (@) 24io0 @)
Po vyjadreni z z (5) a dosadeni do (4) mame © = y = 2,z = —1. Vzhladom na ekviva-

lentnost pouZitych Gprav st zrejme tato usporiadana trojica a jej permutacie [2, —1, 2]
a [—1,2,2] jedinymi rieSeniami ststavy.
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B-1-5

|F K|
|FD[
KedZe DS a AF st taznice trojuholnika ADC, plati |[DZ| = 2|DS|. Z podobnosti

Oznacme body X,Y, S,V a Z ako na obr. 8. f)alej oznacme x pomer dYok tisediek

2
trojuholnikov FXK a FZD méme |[KX| = « - |ZD| = 3 % |DS|. Z podobnosti

1

trojuholnikov C'SD a CY K mame zase |KY| = e |DS|. Podla zadania ma platit
4 1 3
|IKY|=2-|KX]|, teda ?:1; = %, z ¢oho v = 5

Obr.8

|EL|
|EB|’

pomere ako AF isecku KY. Na prevedenie konstrukeie si uz staéi uvedomit, ze |KY'| =

Zrejme tiez x = z ¢oho okamzite vyplyva, ze AE deli tsecku Y L v rovnakom

— |Y'L|. Daldie kroky st zrejmé.

Iné riesenie. Pretoze |[KX| = |XY|, je tiez [T1Z| = |ZS| (a podobne |T2Z'| =
= |Z'S|). Bod Tj je teda stred DZ. Bod K moZno dostat ako prieseénik priamky ATy
s CD.

B-1-6 L
|
Oznacme W patu vysky na stranu AC' v trojuholniku ABC'. :
Dalej ozna¢me |BC| = a,|AC| = b,|AB| = ¢,|CW]| = b by | by
a |[WA| = by. Nech @ = |CL| (obr.9). Z Pytagorovej vety W:‘

pre trojuholniky CW B a BW A plati:
a? — b3 =c* b2

2 2 __ 12 2

a? — % + b2
2b '
Z Euklidovej vety dalej mame B

[ 2 2 2
:1;:\/?: a CQ-I-b‘ Obr.9

Ak teraz pouZijeme vztah by + by = b, tak dostaneme by =
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Ak dalej zavedieme oznacenie podla obr. 10, zo symetrie potom zrejme

a2 — 2 112
= %, takze z = 2’. (1)

Cyklickou zamenou tiez y =y’ (2) a z = 2’ (3). Navyse st uhly pri vrcholoch K, L
a M pravé, takZe ich stéet je mensi ako 360°. Avsak rovnosti (1), (2) a (3) spolu
so suctom uhlov mensim ako 360° st zrejme postacujicou podmienkou, aby obrazec
AMBKCL tvoril plast stvorstena.

Obr. 10
Iné riesenie. Ak oznac¢ime U prieseénik CM a AB, potom si trojuholniky ACU
c4]_ B4 Odtial
|AU| — |AW]|
dalej |AC| - |AW| = |BA| - |AU|. Z Euklidovyjch wviet v trojuholnikoch ACL a ABM
potom okamzite |AL|? = |AM|?, &ze z = 2. Obdobne ostatné rovnosti. Dals{ postup
je rovnaky ako v prvom rieseni.

a ABW podobné, lebo maji dva rovnako velké uhly. Z toho

B-S-1

Najprv najdeme vietky ¢isla tvaru 6 A B73, ktoré st delitelné 99-timi. Potom ukéZeme,
ze vsetky tieto ¢isla st delitelné 19-timi (ukéze sa, ze takéto ¢islo je len jedno).
Cislo 6A B73 mozeme zapisat ako

6AB73 =60073+1000-A+100-B =60073+100-(10- A + B).

Toto ¢islo je delitelné 99-mi prave vtedy, ked je delitelné 99-mi ¢islo 10 - A + B + 79,
pretoze

60073 +100- (10- A+ B) = 99 - (606 + (10 - A+ B)) +10- A+ B + 79.

Cislo 10 - A + B 4 79 je prirodzené &slo z intervalu (79, 178). Ak mé byt delitelné
99-timi, musi zrejme byt rovné 99, ¢o nastava len v pripade A = 2 a B = 0. Vtedy vsak

6AB73 =62073 =19-3267, a tym je tvrdenie v zadani dokazané.
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B-S-2
Po dosadeni &sla @ = 1 — /2 do danej rovnice a jednoduchej Gprave dostdvame
(5+2a+b)-V2=T+3a+b+ec

Potom musi platit:

(5+2a+0b)=0; 7T4+3a+b+c=0.
(Ak by 5+2a+b # 0, tak ¢islo v/2 je rovné podielu dvoch celych &sel, e je racionalne,
to vsak nie je pravda.) Z tychto dvoch rovnic vyjadrime b a ¢ pomocou a: b = =5 — 2a
a c¢=—2— a. Potom

a—2b+bc=a—-2-(-5—-2a)+5-(-2—a)=0.
Tym je tvrdenie dokazané.
B-S-3
Najprv predpokladajme, Ze hladana priamka p pretne protilahlé strany AB a CD, a to

po rade v bodoch E a F. Dalej oznatme |AB| = |CD| = a, |BC| = |DA| = b, |EF| = ¢,
|DF| =y a |EB| = x (obr. 11).

p
D vy F/ a-y ¢

A a—z /E z B
Obr. 11

Stvoruholnik je dotyénicovy (vpisany do kruZnice) prave vtedy, ked ma rovnaké
obidva stéty d¥ok protilahlych stran. Preto b+c=a—z +y (8tvoruholnik AEFD)
ab+c=2x+a—y (Stvoruholnik EBCF). Odtial @ = y a ¢ = a — b. KedZe je kazdy
rovnobeznik stredovo stmerny, tak bod S — stred EF — je priese¢nik uhlopriecok BD
a AC. Odtial vyplyva konstrukcia: a—b

1. kruznica k; k (S; 5 ); S je stred AC;
2. body E, F; E€ kNAB, F € kN (CD;
3. priamka p; p = ﬁ
Pocet rieSeni zavisi od poétu prieseénikov kruZnice k so stranou AB (bez bodov A
a B). Uréme ich podet v zavislosti na parametroch ABCD. Oznaéme preto vzdialenost
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priamok AB a CD ako v, v = bsina. Z trojuholnikovych nerovnosti pre trojuholni-
ky ABC a ABD méame a —b < |BD|, a — b < |AC|. Preto mozu nastat len tri pripady:

e KruZnica & méa so stranou AB jediny priesenik. To nastava prave vtedy, ked
v=|EF|=a-—>b, teda a = b+ bsina. Vtedy m4 tloha prave jedno riesenie.

e KruZnica k ma so stranou AB dva priesetniky. To nastava prave vtedy, ked v <
< |EF|=a—=b, ¢&ize a > b+ bsina. Vtedy ma tloha prave dve rieSenia (nie $tyri, lebo
priamka p musi prechiddzat bodom S).

e KruZnica k& nemé so stranou AB Ziaden priesecnik. To nastava prave vtedy, ked
v>|EF|=a-0, teda a < b+ bsina. Vtedy nemé tloha Ziadne riesenie.

Ak priamka p pretina strany AD a BD, vsetky tvahy mozno previest analogicky.
Zrejme oba pripady nemozu nastat stic¢asne.

Diskusia.

Uloha m4 prave jedno riegenie, ak a = b - (1 +sina) alebob=a- (14 sina).
Uloha mé prave dve rieSenia, ak a > b- (1 4+ sina) alebo b > a - (1 + sin a).
V ostatnych pripadoch tloha nema riesenie.

Iné riesenie. Nech ky je kruznica, ktord sa dotyka stran AB, AD a BC', ks kruZnica
dotykajtca sa stran AB,BC a C'D. Hladana priamka p je spolo¢na doty¢nica kruznic
E1(S1,7r1) a ka(S2,r2) (rozna od AB a CD). Jej konstrukcia moze byt nasledujtica: bo-
dom 7 vediem dotyénicu ku kruznici ks(S2, 71 +1r2) a potom tito dotyénicu posunieme
v smere na hu kolmom o vzdialenost r1 (smerom k bodu S3). Tato priamka sa zrejme
bude dotykat oboch kruznic ky a ks.

B-1II-1
Od¢itanim prvej rovnice od druhej a druhej rovnice od tretej dostaneme po uprave
(z—y)B+a+y) =0, (y—2)3+y+2)=0.
Z tychto dvoch rovnic vyplyva, ze musi platit * = y alebo 3 + = + y = 0, a zaroven
y = z alebo 3+ y+ z = 0. Prebratim jednotlivych moznosti zistime, ze mozu nastat len

nasledujiice dva pripady: bud sa vsetky tri ¢isla z, y a 2 navzajom rovnaju, alebo st dve
z nich rovnaké (bez ujmy na vseobecnosti napr. = y); tretie éislo potom vypoéditame

zo vztahu z = —y — 3. Ostatné riesenia dostaneme permutaciou takto najdenej trojice
(x,y,2).

e Ak v =y = z, tak je dand ststava ekvivalentnd s (jedinou) kvadratickou rovnicou
22?2 — 3z — 14 = 0 s korenmi z; = % a rvo = —2. Odtial vychadzaji dve rieSenia:
x:y:Z:%ax:y:Z:—Q.

e Ak v =y a z = —y — 3, tak je dana ststava ekvivalentnd s (jedinou) kvadratickou
rovnicou 2y? + 3y — 5 = 0 s korefimi y; = —g a yo = 1. Odtial vychadzaji dve riesenia
=y = —g, z = —% ax =y =1,z = —4a permutaciou trojice (z,y,z) dostaneme
dalsie Styri riesenia ¥ = z = —g, y = —%; r=z=1y=—-4y==z= —g, x = —%;

y=z=1 o= —4.
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Vsetkych osem najdenych rieseni spY,'la dané rovnice (sktiska nie je potrebna, pre-
toze z uvedeného postupu vidno, ze najdené trojice x, y a z danej ststave skutoéne
vyhovuju).

B-1II-2

Zrejme staéi skimat funkeiu g(x) = 23 —pa?, pretoZe nadobtida svoje minimé na kazdom
intervale v rovnakych bodoch ako dana funkcia f(x). Funkcia g(#) mé na intervale (0, 1)
minimum v bode 1, prave vtedy ked pre vSetky = z tohoto intervalu plati g(x) = g(1),

3

¢ize 22 — px? 2 1 — p. Po tprave dostavame ekvivalentnt nerovnost

=12 p(a® —1), (1)

ktortt mozeme upravit na tvar
(1—:1;)(:1;2—|—:1;—|—1—p(:1;—|—1)> < 0.

Vzhladom na to, ze pre ¢éislo @ = 1 je nerovnost (1) splnend trividlne, mozeme
pre @ € (0,1) vydelit poslednti nerovnost dvojélenom 1 — z a dostaneme ekvivalentna
podmienku

gx) =2 +(1-plr+1-p=0.

2 (jej grafom je

parabola ,obratend nahor), plati nerovnost ¢(x) < 0 pre vietky = € (0,1), prave
ked sti¢asne plati ¢(0) < 0 a g(1) £ 0, t.j. prave ked 1 — p £ 0 a 3 — 2p < 0. Spolu tak
vychadza jedind (nutnd aj postacujica) podmienka p = %

Pretoze ¢(x) je kvadratickd funkecia s kladnym koeficientom pri «

Iné riesenie. Po odvodeni nerovnosti (1) moéZeme postupovat aj nasledujico.
Pre ¢islo # = 1 je nerovnost trividlne splnend, pre x € (0,1) moZeme nerovnost vydelit
zapornym dvojélenom z? — 1, takze vyjde

:1:3—1_:1;2—|—:1;—|—1_ 1

— = 2
2 —1 x+1 :E—I_:z;—l—l (2)

P2

pre vietky x € (0,1). Ukazeme, ze funkcia h(z) = = + ] je na tomto intervale
T

rastuca.
Pokial totiz x 2 0 a e > 0, plati h(x + &) > h(z), pretoze

r+e+ + ¢o po uprave dava l<(z4e+1)(x+1).

r+e+1 x+1’
Tato nerovnost vsak vzhladom na volbu x a e plati, a pretoze vSetky tpravy boli
ekvivalentné, dokézali sme, ze funkcia h(x) je rastica dokonca na intervale (0,00).
Nerovnost (2) je splnena pre vietky a € (0,1), prave ked plati pre + = 1, t.j. prave ked

p = % Riesenim st vsetky realne ¢isla p z intervalu <3

2:9)-
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PSRV , . 3o . :
Iné riesenie. Po uhadnuti vysledku p = 5 sta¢i ukazat, Ze pre takéto p nerovnost

2
. +ar+1 3 .
(1) plati (pre @ € (0, 1)). Na to vsak sta¢i overit nerovnost % < 3 ¢o je
x

vzhladom na pripustné hodnoty z ekvivalentné s nerovnostou 222 —z — 1 < 0, ¢éize
(x — 1)(2z + 1) £ 0, ¢o zjavne plati.

Poznamka. Mozno postupovat aj pomocou dif. poc¢tu. Z prvej a druhej derivéacie
mozno nahliadnut, Ze na intervale (0, 1) nadobtda funkcia f(z) len dva extrémy: v bode

3

x=0avbode z = Ep Z toho potom moZno usidit, Ze vyhovuji prave &isla p 2> —.

B-1II-3

Zavedme oznadenie podla obr.12. Bez ujmy na vseobecnosti mozeme predpokladat,
7e |AB| > |CD|. Potom z podobnosti trojuholnikov ABE a CDE vyplyva, ze x1 > x2

a yi > ya.
Zrejme |AB| = /2% +y?, |BC| = /a5 + vy}, |CD| = D o
= \/(E% ‘I’y% a |DA| = \/(E% -I_y%, takée dOkaZOVELIlE,L ne- '

rovnost prejde do tvaru O

x%+y%+\/x%+y§< v+ yi +y/2] i

Po umocneni a lahkej iprave dostaneme nerovnost T Y1

ey +yi-aJes +ys < afx s/ 25 + g,

¢o mozno upravit na

0 < (21 — 23)(yi —v3). Obr. 12
Posledna rovnost ale vzhladom na predpoklady na zaciatku riefenia plati. Kedze vietky
vykonané upravy boli ekvivalentné, tvrdenie je dokazané.

A G A B

Obr. 13 Obr. 14
Iné rieSenie. Vedme bodom C rovnobezky CF || DA a CG || DB (obr. 13). Dalej
oznacme S stred AG. Pretoze |JACG| =90°, |BG| = |CD| a |[FC| = |AD|, tak |AB| +
+ |CD| = |AG| = 2|CS|, |AD| + |BC| = |CF| + |CB|. Stadi teda dokazat, ze 2|CS| <
< |CF| 4+ |CB|. Kedze |AF| = |CD| = |BG], tak S je aj stred tse¢ky FB, a tak CS
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je taznica v trojuholniku FBC'. Preto ak trojuholnik FBC doplnime na rovnobeznik
FHBC, tak z trojuholnikove] nerovnosti dostaneme

|CF| + |CB| = |HB| + |CB| > 2|CS].

Tym je tvrdenie dokazané.
Iné riesenie. Pre d¥ku tsecky K L spajajicu stredy ramien AD a BC Iubovolného
lichobeznika (obr. 14) plati znamy vzorec

KL| = (AB| +|CD)).

Bod E nemodze lezat na tsecke K L, pretoze inak by bolo |AE| = |EC| a |BE| =
= |ED)|, ¢o by znamenalo, ze ABC D je rovnobeznik, a preto z predchadzajicej rovnosti
vyplyva

|AB| + |CD| = 2|KL| < 2(|KE| + |LE|) =
= 9|KE|+2|LE| = |AD| + |BC|

(posledna rovnost vyplyva z toho, 7e K E, resp. LE st polomery Talesovych kruznic
nad priemermi AD, resp. BC, na ktorych bod E v pripade kolmych uhlopriec¢ok lezi).
Tym je dokaz ukonceny.

B-1I-4

Oznacme si ¢islice A, B,C a D. Ziaci mali séitat 24 &sel. Kazda éslica sa v tychto
¢islach nachadza sestkrat na prvom, Sestkrat na druhom a Sestkrat na trefom mieste.
Preto je stucet S vsetkych tychto éisel rovny S = 6-111-(A+ B+ C + D). Janko zabudol

na jedno trojciferné ¢islo, ktoré urcite neprevysuje 987. Preto platia nerovnosti
12497 < S < 12497 + 987,

Cize

12497 < 666 - (A + B+ C + D) < 13484.

Odtial 19 < A+ B + C + D £ 20. Mozu nastat dva pripady:
o A+ B4+ C+ D =19, potom § = 12654 a chybajuice ¢islo je 157. Stvrta slica Je
teda 6.
o A+ B+ C+ D =20, potom S = 13320 a chybajtice ¢islo je 823. Stvrta slica Je
teda 7.

Uloha mé4 preto dve riesenia. Bud boli na tabuli napisané ¢islice 1, 5, 6 a 7 a Janko
zabudol na ¢islo 157, alebo to boli ¢islice 2, 3, 7 a 8 a Janko zabudol na ¢islo 823.
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KATEGORIA A

A-1-1

Pretoze 3% déva po deleni 7 zvySok 1 a 6 | ng pre k = 2, plati 7 | 3" — 1 pre k > 2.
Na druhej strane, 7 | ng pre k = 4, takze pre vietky k& = 4 moZno dany zlomok kratit
¢islom 7. Samostatne sa presvedéime, ze pre k = 2,3 mozno zlomok kratit len ¢islom 2.

A-1I-2

Oznalme 1, T3 korene polynému f a yi, y2 korene polynému g. Podla zadania ma
platit
g(x1),g(x2) € {22} a flyn), fly2) € {yr, 02}

V dalsom rozlisime 3 moznosti pre hodnoty g(z;):

e Gl: g(x1) = g(x2). Bez ujmy na vSeobecnosti moZzeme predpokladat g(xy) =
= ¢g(x2) = 1. Potom ale kvadraticky polyném g¢(z) — x1 ma korene 1, x2, a je
teda g(x)— a1 = f(x) (pokial maji normované kvadratické trojéleny spoloéné dva
rozne korene, zhoduji sa ich koeficienty).

o G2: g(x1) = 21, g(x3) = x3. V tomto pripade ma kvadraticky polynéom g(x) —
korene 11, 3, a je teda g(x) — x = f(x).

o G3: g(x1) = 3, g(x2) = x1. V tomto pripade méa kvadraticky polyném g(z)+ x —
— 11 — ¥ korene x1, x2, a je teda g(x) + v — 21 — 22 = f(x).

Podobne pre hodnoty f(y;) rozlisime 3 moznosti:

o F1: f(y1) = f(y2), ateda f(x)—y1 = g(x) (opat bez ujmy na vSeobecnosti mozeme
predpokladat f(y1) = f(y2) = y1).

o F2: f(y1) = y1, f(y2) = y2, a teda f(z) —z = g(2).

o F3: f(y1) =v2, f(y2) = 1, a teda f(z) + 2 —y1 — y2 = g(2).

V pripadoch G1, F1 sa polynémy f a g liSia o konstantu (pre koeficienty teda plati

a = ¢), v ostatnych pripadoch sa linedrne éleny f a g lisia, pricom a = ¢+ 1 v pripadoch
G3 aF2,aa=c—1v pripadoch G2 a F3. Tieto tri moznosti teraz presetrime.

G1-F1: Podla G1 je g(z) — f(x) = @1, podla F1 je g(x) — f(x) = —y1. Mame teda
r1 = =Y.
f)alej pre korene kvadratickych trojclenov plati
T+ T2 = —a= ==Yt Yo,

a teda
y2:$1—|—$2—y1 :21’1—|—$2.
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Z Vietovych vztahov pre koeficienty kvadratického trojclena dostavame
e =b=d4+y1 =iy +yi =iy +1) = —21(221 + 22 + 1),

alebo
1’1(21‘1 + 21’2 + 1) = 0.

Je teda bud 1 = 0, alebo 7o = —x1 — %

V prvom pripade potom je y; = 0, xo = 3 Iubovolné a ys = x2, ¢o vedie k rieseniu

fle) =g(x) =2* — Bz, B#0.

(Podmienka  # 0 zarucuje roznost korenov trojélenov. Ako f, tak ¢ maji korene 0

a 8, pricom £(0) = f(3) = 9(0) = g(8) = 0 je opif korets f aj g.)

V druhom pripade je x1 = a lubovolné, x5 = —a — %, Y1 = —Q, Y = o — %, odkial

mame druhé rieSenie

1

(a4
& 1z
5 O FE]

gle) =2t + = —a’+

fla) = + 5

x o
2 2

(Podmienka o # :I:i je opat kvoli roznosti korenov trojélenov. Dosadenim sa lahko
1

presvedéime, Ze g(a) = g(—a — %) = aa f(-a) = fla—35) = —a,ateda fag
vyhovujt poZiadavkam tlohy.)
G2-F3: Z G2 vyplyva g(«) = f(x)+x, z F3 vyplyva g(z) = f(x)+x—y1 —y2, a teda

c=—y —y2 =0. Dalgie riefenie je teda

flzy=2> -z +d, g(z)=2>+d, d<0.
(Podmienka d < 0 zarucuje, Ze ako f, tak g maji dva rozne realne korene. Korene g
su y1,2 = £V —d, korene f su x19 = % (1 ++/1— 4d> a dosadenim sa moZno lahko
presvedéit, Ze g(x;) = i, f(yi) = ys—i pre i = 1,2.)

G3-F2: Tento pripad je symetricky s predchadzajicim a dava stvrté riesenie

flz)=2>+0b, g(z)=2*—2+b, b<O.

A-1I-3

Ukazeme, ze vseobecne plati implikacia

b+ec ty + t.
= 1, >

a <
zatial ¢o obratena implikacia platit nemusi.
Druhé tvrdenie potvrdzuje priklad znameho pravouhlého trojuholnika so stranami

a=4,b=3c=5at, =13 = 3,606, t, = 1\/73 = 4,272, t. = 2,5.
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Aby sme dokazali uvedent implikaciu, predpokladajme, Ze 2a < b + ¢, a vysvetlime,
preco plati nerovnost

1 1
SV 42— > Z<\/2a2 122 02 + /2% + 207 — c2> (1)

(vyuzili sme znédme vzorce pre d¥ky taznic). Po nésobeni Styrmi, umocneni na druht
a algebraickej tuprave dostaneme ekvivalentnti nerovnost

V(4a? 4 4c2 — 202)(4a? + 4b? — 2¢2) < T(b? 4 ¢?) — 8a’. (2)

Podla nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom plati

V(402 + 4c? — 202)(4a? 4 4b2 — 2¢2) <
(4@2 + 4% — 262) + (4@2 + 4% — 202)
2

A

= 4a® + % + 2.
Preto miesto (2) staéi overit silnejSiu nerovnost
402 + 02 + % < 7(62 + cz) — 8a2, alebo  4a? < 2(62 + cz).
To je ale Tahké: z predpokladu 2a < b + ¢ totiz vyplyva
4a® < (b + 0)2 = 2(62 + cz) —(b— 0)2 < 2(62 + cz).

Tym je dokaz hotovy a cela tiloha vyriesena.

VIHVY < [zt

2 = 2
na dokaz poZzadovanej nerovnosti (1), ¢im sa vyhneme pracnej$iemu umocihovaniu

Poznamka. Inou moznostou riefenia je vyuZit znamu nerovnost

odmocnin.
A-T1-4

a) Nech k je celd kruznica nasho odseku, S jej stred, M stred jej oblika ,,dopY,iajﬁceho“
obltk uvazovaného odseku (obr. 15). Kruznice k1 a k st rovnolahlé so stredom A, pritom
v tejto rovnolahlosti bodu B odpoveda bod M (presnejsie — dotyénici UV kruznice kq
v bode B zodpoveda dotyénica kruznice k& v bode M), takze body A, B, M lezia
na priamke. Podobne odvodime, ze body C, D, M lezia na priamke.

Oznaéme K (L) prieseénik priamky MS s oblikom (zakladhou) odseku (obr.16).
Z podobnosti pravouhlych trojuholnikov BLM a K AM vyplyva |BM|-|AM| = |LM]|-
-|KM|. Obdobne plati |[CM|-|DM| = |LM|-|KM]|. Preto |BM|-|AM| = |CM|-|DM|
a podla vety o mocnosti bodu ku kruZnici lezia body A, B, C, D na jednej kruZnici.

b) Oznaéme T spoloény bod dotyku kruznic k1 a ky (nutne ide o vonkajsi dotyk).
Ukazeme, ze priamka MT je spolo¢nou dotyénicou kruznic ky a k. Ak by to tak nebolo,
nech Ty (T3) je druhy prieseénik priamky MT s kruznicou k1 (k2). Mocnost bodu M
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C
AR
/ |
U I D 1%
k k
M M
Obr. 15 Obr. 16

ku kruZznici kq je |MA|-|MB| = |MT|-|MTy|, podobne ku ky je |MC|-|MD| = |MT]|-
- |MTz| a podla rovnosti |MA| - |MB| = |MC|-|MD| z ¢asti a) je |MTy| = |MTs|,
teda Ty =T, =T a MT je spoloétnou dotyénicou oboch kruznic ky, ks.

Preto |MT|> = |[MC|- |MD| = |LM| - |KM]|, o znamend, 7e bod T leZ na obliku
kruZznice t so stredom M a polomerom /|LM| - | M| vottri odseku.

Pre tplnost je treba dodat, Ze kruznica t prechadza krajnymi bodmi U,V zédkladne
odseku (vyplyva to napriklad z Euklidovej vety o odvesne pre trojuholniky M KU
a MKV), a ze mo’né polohy bodu T vyplnia celé vnitro oblika ¢ medzi U a V,
¢o je vidiet zo spojitosti, ale je potrebné uviest konstrukeiu:

Pre dany bod T leziaci na obliku kruznice t vnutri odseku vyuZijeme pri kon-
Strukeii kruZnice kq rovnolahlost so stredom A (uvaZovant v ¢asti a) rieSenia), ktora
priamku MT zobrazuje na dotyénicu kruznice k rovnobezni s MT. Takéto dotyénice
existuji prave dve s bodmi dotyku 77, T5 a podla uvaZovanej rovnolahlosti body A
a C ziskame ako druhé priese¢éniky TT; a TT, s kruznicou k. Potom je uZ Tahké obe
kruznice ky, ks zostrojit.

A-I-5

Vsimnime si najprv stenu ABC, t4 nemoze byt rozrezana (lebo vnitri nej nemoze
byt vrchol), preto musi byt medzi mensimi $tvorstenmi $tvorsten typu ABCX, kde X
je E alebo F'. To isté plati aj pre ostatné steny, teda pri rozrezavani daného Stvorstena
musia vzniknat (okrem inych) Styri stvorsteny ABCXy, ABDX,, ACDX3, BCDX,,
kde X17X27X3,X4 € {E,F}

f)alej ukazeme, Ze tisecka EF nemoze cela lezat v niektorom z vyssie spominanych
stvorstenov. Obidva vrcholy E aj F' totiz musia byt vrcholmi aspon jedného z tychto
stvorstenov. Preto pokial by napriklad EF bola obsiahnutéa vo stvorstene ABCE, musel
by bod F' lezat v niektorej stene, napr. ABE, a body A, B, E, F by lezali v rovine. To
vsak podla zadania nie je mozné.
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Usetka EF preto musi byt hranou dalsich stvorstenov typu EFYZ, kde Y, Z €
€ {A,B,C, D}, a toto st jediné Stvorsteny, ktoré ju obsahuji. Také Stvorsteny musia
byt aspon tri, aby vyplnili cely priestor ,okolo“ usecky EF. Na druhej strane mozu
byt najviac 4 také stvorsteny, pretoze kazdé dva susedné z nich s od seba ,odrezané®

jednym zo styroch trojuholnikov EFA, EFB, EFC alebo EFD.

N c

([
ANV

A A

Obr. 17

Iné typy stvorstenov ako vyssie diskutované zrejme vzniknit nemozu, preto si dve
moznosti, ako dany stvorsten pozadovanym sposobom rozrezat — na 7 ¢1 na 8 mensich
Stvorstenov. Obe moZnosti mozno vzdy realizovat, ako je vidiet z obr.17 — vlavo je
rozrezanie na 7 Stvorstenov ABCE, ABEF, ACEF, BCEF, ACFD, ABFD, BCFD,
vpravo na 8 Stvorstenov ABCE, ABDE, ACDF, BCDF, ACEF, BCEF, ADEF,
BDEF. Pre lepsiu predstavu st na obr. 17 nacrtky ,skladaciek” tychto rozrezani.

A-1I-6

a) Odpoved je YNO. Nech X1 X5 ... X, je lomena ¢iara zlozena z uhlopriecok n-uholnika
(teda X7, Xs,...,X, st vrcholy n-uholnika, avsak nie nutne v tomto poradi). Takito
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¢iaru mozno lahko zostavit, napriklad takto: Nech A;, Ay, ..., A, st (v tomto poradi)
vrcholy n-uholnika. PoloZzme

X Xo. . . X, = A1 A3A5 .. A1 A A, ... A, pre n parne;
X Xo. . X, = A1 A3A5 ... A A A, ... A, pre n neparne.

Ukéazeme, ze uhlopriecky mozno prefarbit tak, ze vsetky uhlopriecky X, X;y11, ¢ =
=1,2,...,n— 1, st modré:

Prvy dokaz — existencny. Uvazme prefarbenie, ktoré obsahuje najdlhsiu moznua
suvisla élaru X1 X5 ... Xy zloZent iba z modrych uhloprie¢ok. Tvrdime, ze nutne k =
= n. Keby totiz bolo k& < n, bola by uhlopriecka X; X4+, ¢ervena a po naslednom
prefarbeni uhlopriec¢ok vychadzajucich z bodu X1 by sme dostali ofarbenie, v ktorom
by vsetky uhlopriecky tvoriace lomenu ¢iaru X7 X5 ... X1 boli modré. To by bol spor
s maximalnostou k.

Druhy dokaz — algoritmicky. Priamo popiseme sposob, ako pozadované prefarbenie
najst.
1. 2:=1.
2. Pokial je uhlopriecka X;X;41 Cervena, prefarbi vsetky uhlopriecky vychadzajice
z bodu X;41.
3. 1: =1+ 1.
4. Pokial 1 < n chod na 2., inak KONIEC.
Indukciou podla 7 sa lahko overi, Ze po prevedeni 2. kroku st vzdy vsetky uhlopriecky
X;Xjt1,1 £ 5 £ i, modré. Teda po skonceni algoritmu je cela lomend ¢lara X1 X, ... X,
zloZzend iba z modrych tseciek.

b) Odpoved je NIE. Jednoduchy protipriklad tvori n = 5 so vSetkymi uhloprie¢kami
ofarbenymi na ¢erveno. Lahko sa presvedéime, Ze po kaZdom prefarbeni ostane nepérny
pocet cervenych useéiek (1, 3 alebo 5). PretoZe vsak kazdé uzavreta lomend ¢iara musi
obsahovat vsetkych pat uhloprie¢ok, pozadované prefarbenie neexistuje.

A-S-1

7 rovnice je vidief, Ze 57 — 6 musi byt delitelné é¢islom 7. Véimnime si zvysky &isel 5%
po deleni ¢islom 7:

E 1 2 3 4 5 6 7
5 5 4 6 2 3 1 5
56 6 5 0 3 4 2 6

Vidime, Ze sa zvysky opakuju s periédou 6 a jediny pripad, ked 7|5% —6, je pre k = 6n+3.
Preto aj p musi byt tvaru 6n + 3 pre vhodné n. To ale znamena, Ze p je delitelné tromi.
A pretoze p je zaroven prvoéislo, jedind moznost je p = 3. Potom vychadza ¢ = 17, ¢o
je prvocislo.

Riesenim tulohy je jedind dvojica prvocisel p =3 a ¢ = 17.
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A-S-—-2

Riesenie priamo vychédza z riesenia podobnej ilohy domaceho kola: Oznac¢me S stred
kruznice k; A a C' po rade body dotyku kruznic ky a ky s k, a B, D po rade body
dotyku kruznic k1 a kg s UV (obr.18). KruZnice kq, k s rovnolahlé so stredom A,
pritom v tejto rovnolahlosti bodu B zodpoveda bod Ly (a dotyénici UV kruznice kq
v bode B zodpoveda dotyénica kruznice k v bode L3), takZze body A, B, Ly leiia
na priamke. Podobne odvodime, ze body C', D, Ly lezia na priamke.

L,

Obr. 18

Oznacme L priese¢nik priamky LS s tiseckou UV. Z podobnosti pravouhlych troju-
holnikov BLLy a Ly ALy vyplyva |BLg|- |ALs| = |LLs| - |L1Lz|. Obdobne plati |C L] -
|DLy| = |LLg|-|L1Lz|. Preto |BLy|-|AL3| = |C Ly|-|DLs|. (Doposial sme len zopakovali

rieSenie tlohy doméceho kola.)

Teraz vedme bodom Lo priamku Ly M a dokazme, ze tato priamka prechadza aj bo-
dom N. Ozna¢me po rade Ny a Ny druhé priesecniky priamky Lo M s kruznicami kq
a ko. Pokial je priamka Lo M nahodou dotyénicou niektorej z kruznic kq & ko v bode M,
potom polozime Ny = M ¢ Ny = M.

Podla vety o mocnosti bodu Ly ku kruZnici ky je |ALs| - |BLy| = |MLs| - |N1Ls|,
podobne pre kruznicu kg je |CLy|-|DLy| = |M Lg|-| N2 Ly|. Z Gvahy v prvej éasti rieSenia
potom vyplyva

|MLj| - |N1Ly| = |ALy| - |[BLa| = |C'Lo| - |DLy| = [MLy| - [N2Ls|,

teda |NyLz| = |NaLy| a nutne Ny = Ni. To znamend, %e bod Ny = N3 je spoloénym
bodom kruznic ki a ks, a musi byt Ny = Ny = N. Preto priamka M L, prechadza
bodom N.
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A-S-3
Vzhladom na podmienku a + b + ¢ = 1 mame dokazat nerovnost
2(@2 +b° —|—cz) + (ab+ bc + ca) 2 (a—l—b—l—c)2,
ktora je ekvivalentna s nerovnostou
az—l—bz—l—cz—ab—bc—caz(),

a ta je ekvivalentna s nerovnostou

[(a—b)z —I—(b—c)2 + (c—a)z] > 0.

N | —

Posledna nerovnost plati pre kazda trojicu a, b, ¢, preto plati aj dokazovana nerovnost.

Iné riesenie. Ak si vyjadrime ¢ = 1 — a — b a dosadime do Tavej strany dane]
nerovnosti, dostaneme

L=3 a—l—bz) 3(a+b)+ 3ab+2 =

a —|—ab—a)—|—3bz—3b—|—2—

3(
3(

1\2 5%

+ 5 + +4

<_|_b 1>2+1 3 1 ey
ats—35) il

.....

Iné riesenie. Zo zrejmej nerovnosti 0 < (a — 6)2 + (b — ¢)? 4+ (¢ — a)? rozpisanim

odvodime nerovnost

(a—l—b—l—c)2 =a? + b —|—cz—|—2ab—|—260—|—20a§ 3(@2 —I—bz—l—cz).
(Tato nerovnost je zaroven jednoduchym dosledkom Cauchyho nerovnosti a nerovnosti
medzi aritmetickym a kvadratickym priemerom.) V naSom pripade je (a + b+ ¢)* =

= 1, takZe 3(a* 4+ b* + ¢?) 2 1. Ked k poslednej nerovnosti znovu prié¢itame rovnost
(a +b+ 0)2 =1, vyjde 4(@2 + b+ cz) + 2(ab + be + ca) = 2, teda

2(@2 +b° —|—cz) + (ab+ be+ ca) 2 1.

A-1I-1

Zrejme S, = 5" + 3" +1 = 9 pre kazdé prirodzené n. Z tabuliek zvyskov mocnin 5"
a 3" po deleni ¢islami 3, 5 a 7 zistime, Ze 3 | S, pre kazdé n =2k 4+ 1,5 | S, pre kazdé
n=4k+2a 7|95, pre kazdé n = 6k + 2 a kazdé n = 6k + 4. Preto ak je S, prvodislo,
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nemozu po deleni ¢isla n dvanastimi vyjst zvysky 1, 3, 5, 7, 9, 11, ani zvysky 2, 6, 10,
ani zvysky 2. 4, 8, 10, takze toto delenie vyjde bezo zvysku.
(Dodajme pre zaujimavost, Ze ¢islo S5 = 244672067 je prvoéislo.)

A—-1II-2

Oznac¢me T bod dotyku oboch kruznic, T lezi na tsecke AC. Kruznice ki, ky st
rovnolahlé so stredom 7', a kedZe tato rovnolahlost zaroven prevadza priamku AB na CD
a priamku BC na DA, s |AT| a |CT| v rovnakom pomere ako polomery kruznic, teda
|CT| = 2|AT| (obr.19). Oznaéme dalej | DAB| = |{BCD| = «.

Stac¢i teda skonstruovat kruznice k; a kg tak, aby sa dotykali po rade stran rov-
nobeznika AB,AD a BC,CD a prechadzali bodom T'. To je vSak zndma tloha (da
sa riesit pomocou rovnolahlosti, pripadne pomocou vypoétu uhlov), ktora ma vzdy
prave jedno riesenie. Potrebujeme vsak este zarucit, aby obidve kruznice lezali vo
vnutri kosostvorca. Hrani¢na situacia pre tento pripad je naznacena na obr.20, kde
sa kruZnica ks dotyka vSetkych Styroch stran kosostvorca. Zrejme pre vsetky hodnoty
mensie hodnoty «a kruznica ks pretne strany AB a AD a zadaniu ulohy nevyhovuje.
Zostava uz len uré¢it tito medznt hodnotu uhla «.

D C
S pD
Um
& /2 T
(. A S, n C
kl kl
A B

S1 B

Obr. 19 Obr. 20

Ak oznadime V prieseénik kruZnice k; s uhloprieckou AC (rozny od T'), U dotykovy
bod ky a AP, vzdialenost |AV| = z a polomery kruZnic ky, ky po rade rq, 19, potom
ro = 2ry. Z podobnosti trojuholnikov AS; P a AS;U vyplyva

[S1U|  |PSs] ke reo ra
|A51| |A.52|7 T1—|—$ T2—|—$—|—2T1'
Z toho x = 2ry, preto z pravouhlého trojuholnika AS; P dostdvame sin § = %

Riesenim ulohy st vSetky a z intervalu (0,7), pre ktoré je sin § = %, alebo a €

€ (2arcsin %, 7).

A-1II-3

Sktimanim prvych ¢lenov postupnosti rozdielov 2772 — g,, uhadneme, Ze 2712 — q,, =
= 2n +4. Odtial uz lahko vyplyva dokazovana nerovnost. Rovnost dokaZeme indukciou.
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Pren =1jetojasné: 2> —aq; =8 —2=6=2-1+4.

Dalej moZeme pisat 2773 — a1 =213 —2(n 4+ 14 a,) = 22" —a, —n—1) =
=22n+4—n—1)=2(n+ 1)+ 4. Tym je overeny indukény krok, a teda aj tvrdenie
ulohy.

A-1I -4
Stvorsten — teleso s najmensim poc¢tom vrcholov —
tlohe zrejme mnevyhovuje. Preto hladany mmnohosten \
musi mat aspon 5 stien. PretoZze ziadne tri jeho steny
nemaju rovnaky pocet hran, jedna z tychto stien musi

byt aspon patuholnik, teda musi mat aspon 5 susednych
stien, a celkove teda musi mat hladany mnohosten naj-

menej 6 stien. To ale znamena, ze dve jeho steny su
najmenej patuholnikové. Tieto dve steny maji spolo¢né
nanajvys 2 vrcholy, a preto mnohosten musi mat celkom
aspon 2 x 5 — 2 = 8 vrcholov. Obr. 21

Obrazok 21 ukazuje mnohosten s o0smymi vrcholmi, ktory vyhovuje podmienkam
ulohy.

A-1III -1
Ak o = 33, tak v = ® — 43, takZe podla sinusovej vety plati
a=Ksin33, b=Ksinf, ¢= Ksindf, (1)
kde K je kladné ¢islo. Preto v prvej ¢asti riesenia staci overit identitu
(sin® 33 — sin? 8)(sin 33 — sin ) = sin Bsin” 443. (2)
Podla znamych goniometrickych vztahov plati

(sin33 —sin 3)? = (2cos23sin B)* = 4 cos” 23 sin” 3,
sin33 + sin 3 = 2sin 23 cos 3,

a odtial pre Tav(l stranu rovnosti (2) dostéavame

(sin® 38 — sin? 8)(sin 33 — sin B) = (4 cos® 2B sin? 3) - (2sin 23 cos 3) =
= (2sinfBcos3) - (2sin20F cos283) - 2sin B cos 23 =
= sin 20 - sin4f - 2sin 5 cos 23 = sin Fsin’ 473.

Tak sme dokazali, ze (2) plati pre kazdé f3.
Teraz vysvetlime, preco opa¢na implikacia neplati. Funkeia sinus mé periodu 360°,
takZe strany trojuholnika ABC st tvaru (1) aj v pripade, ked plati o = 35 — 360°
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(a v = 540° —44), napr. pokial a = 15°, 3 = 125° a v = 40°. Pre trojuholnik s takymi
vnitornymi uhlami plati (ako sme dokézali) rovnost (a* —b*)(a—b) = bc? napriek tomu,

ze a # 3.
A—-1II1 -2

Nazvime vrcholy n-uholnika nasledovne:

parny — ak z neho vychddza parny pocet modrych tsediek (teda aj parny pocet
cervenych);

nepdrny — ak z neho vychadza neparny pocet modrych tsediek (a neparny pocet
cervenych).

Susedom vrcholu n-uholnika nazvime kazdy dalsi vrchol n-uholnika, s ktorym je
spojeny useckou, teda kazdy jeho dalsi vrchol. Polet neparnych vrcholov v zadiatoénom
ofarbeni je zrejme parny, pretoze do po¢tu modrych tisec¢iek vychadzajicich z vrcholov
n-uholnika je kazda modra tusecka zapoéitana dvakrat (kedZe n je neparne, pocet
parnych vrcholov je potom neparny).

f)alej si uvedomime, ze vysledok prefarbovania nezavisi od poradia vrcholov, podla
ktorych prefarbujeme, ale len od toho, kolkokrat podla ktorého vrcholu prefarbujeme
(sta¢i uvazit, Ze vlastne zélezi len na poéte prefarbeni kazdej tsecky a nie na poradi
prefarbovania). KedZe farba kazdej isecky zavisi len od parity poétu zmien jej ofarbenia,
nema zmysel v ziadnom vrchole prefarbovat tsecky viac ako raz. Pretoze n je neparne,
parny vrchol zostane aj po jeho prefarbeni parny a neparny zostane neparny. Na dru-
hej strane, pri prefarbovani kazdého vrcholu pocet modrych tseciek vychadzajacich
zo vSetkych jeho susedov zmeni paritu, a teda vsetky ostatné parne vrcholy sa zmenia
na neparne, kym vsetky neparne sa zmenia na parne.

Preto na dosiahnutie ofarbenia, pri ktorom budu vsetky vrcholy parne, potrebujeme
prefarbit neparny pocet susedov kazdého neparneho vrcholu a parny pocet susedov
kazdého parneho vrcholu. Lubovolné dva péarne resp. neparne vrcholy teda musia mat
rovnaktl paritu pocétu prefarbenych susedov, teda bud prefarbime obidva alebo ani
jeden. Preto moZno dosiahnut potrebné ofarbenie len tak, Zze prefarbime bud vietky
parne vrcholy, vetky neparne vrcholy, alebo tplne vsetky vrcholy (uZ sme dokézali,
ze parnych vrcholov je neparny pocet a neparnych je parny pocet). Z tychto moznosti
vyhovuji prvé dve. Ak napriklad prefarbime vsetky neparne vrcholy, kazdy parny vrchol
ma parny pocet prefarbenych susedov (neparne vrcholy), ¢ize zostane parny, a kazdy
neparny vrchol mé nepérny pocet prefarbenych susedov (neparne vrcholy okrem neho),
¢ize sa zmeni na parny. Podobnil itvahu moZno pouZit aj ked prefarbime vsetky parne
vrcholy.

V druhej casti zrejme staci ukazat, ze Zziadne ofarbenie, v ktorom st vsetky vrcholy
parne, nemozno prefarbit na iné takéto ofarbenie. Na zaklade tivah z prvej ¢asti vieme,
7e sa to da dosiahnut len tak, Ze prefarbime vSetky parne alebo vSetky neparne vrcholy.
Kym v prvom pripade prefarbime vSetky vrcholy, a teda dostaneme povodné ofarbenie,
v druhom pripade neprefarbime ni¢. Preto je vysledné ofarbenie len s parnymi vrcholmi
jednoznacne urcéené zaciatocnym ofarbenim.
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Iné riesenie. Znovu si najprv uvedomime, ze vysledok prefarbovania nezavisi od po-
radia vrcholov, podla ktorych prefarbujeme, ale len od toho, kolkokrat podla ktorého
vrcholu prefarbujeme. Ak st Ay, Ao, ..., A, vrcholy daného n-uholnika, oznac¢me p;

n
pocet prevedenych prefarbeni vzhladom na vrchol A; a p = > p; ich celkovy stéet.
=1
Usecka A;A; zmeni farbu, prave ked prevedieme prefarbenie vzhladom k jednému
z vrcholov A; alebo A;. Vo vyslednom prefarbeni teda tsecka A; A; zmeni farbu, prave
ked p; + p; = 1 (mod 2). Poéet modrych tseéiek vychadzajucich z vrcholu A; ma
vo vyslednom ofarbeni rovnaki paritu ako v pociatoénom ofarbeni, prave ked

S pitp)=-1pi+ > pj=p—pi=0 (mod2).

JF1 JF1
Ukazeme, ze kazdé pociatoéné ofarbenie mozno prefarbit tak, aby z kazdého vrchola
vychadzal parny pocet modrych tisec¢iek: Budeme postupne prefarbovat n-uholnik vzhla-
dom k tym vrcholom, z ktorych v povodnom ofarbeni vychadzal neparny pocéet modrych
tseéiek (bude teda p; = 1, pokial v pévodnom ofarbeni vychédzal z vrcholu A; neparny
pocet modrych tseciek, p; = 0 v opac¢nom pripade).

n

Oznalme a; pocet modrych tsefiek vychadzajicich z vrcholu A;, potom Y a; je
rovné dvojnasobku celkového poétu modrych tseciek, ¢ize neparnych a; je pérnly E)O(V:et.
Pre prave popisané prefarbovanie je p; = 1 pre parny pocet vrcholov A; a p =

n
= > p; je parne. Pre vrchol A;, z ktorého v povodnom ofarbeni vychadzal parny pocet
mc;dl{ych useciek, je p; = 0, teda parita poc¢tu modrych useciek z neho vychadzajicich
sa po prefarbeni nezmeni. Pre vrchol A;, z ktorého v povodnom ofarbeni vychadzal
neparny pocet modrych useéiek, vsak je p; = 1, takZe p — p; = 1 (mod 2), t.j. neparny
pocet modrych tseciek z neho vychadzajicich sa po prefarbeni zmeni na parny, ¢o sme
cheeli dosiahnut.

Keby sa niektoré pociatoéné ofarbenie dalo prefarbit na dve rozne ofarbenia, v kto-
rych by z kazdého vrcholu vychadzal parny pocet modrych tseciek, bolo by tiez
mozné jedno z tychto ,parnych® ofarbeni prefarbit na druhé. Ukazeme, Ze to nejde.
Predpokladajme teda, Ze mame ofarbenie II, v ktorom z kazdého vrcholu vychadza
parny pocet modrych tise¢iek. Predpokladajme dalej, Ze po prefarbeni, pri ktorom vo¢éi
vrcholu A; prefarbujeme p;-krat (¢ = 1,2,... ,n), dostaneme iné ofarbenie §2, v ktorom
opat z kazdého vrcholu vychadza parny pocet modrych tseciek. Je teda p — p; = 0
(mod 2), pre kazdé « = 1,2,... ,n, a teda p; = p; (mod 2), alebo p; + p; = 0 (mod 2)
pre kazdé 1,5 = 1,2,...,n. Potom ale Ziadna tsecka po prefarbeni nezmenila farbu.
Ofarbenia II a {2 st teda totozné, ¢ize ku kazdému ofarbeniu existuje jediné, ktoré
z neho mozno dostat popisanym sposobom, a v ktorom z kazdého vrcholu vychadza
parny pocet modrych tseciek.

A-1IIT-3

PretoZe kaZdy mnohosten ma aspon styri steny, hladany najmensi sticet musi byt
asponn b -4 = 20. Pokial by bol prave 20, museli by sme dany Stvorsten rozdelit
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na 5 Stvorstenov. UkdZeme sporom, Ze za podmienok v zadani to nie je mozné. (V dokaze
je mozné odvolat sa na rieSenie tlohy tohtoro¢ného domaceho kola, je vsak potrebné
dat si pozor na korektnost tvah.)

Pripustme teda, ze stvorsten ABCD je rozdeleny za podmienok v zadani na 5 $tvor-
stenov Ty, Ty, T5, Ty, T5. Steny daného stvorstena delit nemozno, preto kazda z nich je
zaroven stenou (prave) jedného zo stvorstenov 11, ... , Ts. Podla Dirichletovho principu
potom niektory z nich, povedzme 77, nema s ABCD ziadnu spoloénu stenu. To vsak
znamena, ze Ti obsahuje nanajvys dva z bodov A, B, C', D — predpokladajme, ze T}
neobsahuje vrcholy C', D.

Pretoze dany $tvorsten je rozdeleny bezo zvysku, stvorsten T} musi mat kazda svoju
stenu spoloént s niektorym zo zvysnych stvorstenov Ty, T5, Ty,
Ts (so ziadnym samozrejme nemoze mat spoloéné steny dve). Ak
je teda Ty, = BCDX stvorsten obsahujuci stenu BCD daného
stvorstena, musi T} bez ohladu na to, ktori stenu ma s T spo-
lo¢n1, obsahovat vrchol C' alebo D, a to je spor s predpokladom.

D

Dalsim dolezitym poznatkom je, Ze sicet pocétov stien ziska-
nych mnohostenov je parny. Vyplyva to z toho, ze v stcte kazda A
zo $tyroch stien Stvorstena ABCD zapoéitame préve raz (ne-
mozno ju delit) a kazda z dalsich stien prave dvakrat (za kazdy
z dvoch mnohostenov, ktorym je spoloéna). Preto tento stéet B
musi byt tvaru 4 4+ 2k = 2(k + 2), takZe sa nerovna 21.
Minimalna hodnota sktimaného stcétu je 22, prislusné rozde- Obr. 22
lenie (na tri Stvorsteny ACDE, BCDF a EFCD a dva stvorboké ihlany ABFED
a ABFEC) je na obr. 22.

A-1I1 -4
Staéi zvolit postupnost a, = (n!)*. Pre k 2 2 rovnako ako pre k = 0 tvrdenie
o postupnosti (k + ay) zrejme plati, pre k = 1 staéi vyuZif vzfah 2% + 1 = (z +
+ 1)(:1;2 —xz+1).

A-1III -5

Ak odhadneme zhora kazdy séitanec siétu V,, podla nerovnosti ab < L(a* + b?), ktora
zrejme plati pre ubovolné realne ¢isla a, b, dostaneme odhad

Vv, < sin’ 71 + cos® @y T sin® 22 + cos® a3 N sin? z,, + cos? x _ E.
2 2 2 2
Sktimany vyraz nadobuda najvacsiu hodnotu %n, lebo ako lahko nahliadneme,
pre hodnoty xy =29 = ... =2, = in- vyjde V,, = %n
A-1III -6

Predpokladajme, Ze body K, L, M, N vyhovuju predpokladom tlohy (obr. 23). Z vlast-
nosti obvodovych uhlov v zhodnych kruzniciach opisanych trojuholnikom AKN a CLM
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a Stvoruholniku K LM N vyplyva, ze kazdy z uhlov KLN, KMN, LKM a LNM ma
rovnakt velkost ako zhodné uhly rovnobe’nika pri vrcholoch A a C| t.j. 45°. Preto st
trojuholniky SKL a SMN (S je prieseénik uhloprie¢ok KM a LN) rovnoramenné,
pravouhlé a rovnolahlé podla stredu S. V rovnolahlosti, v ktorej bodu K zodpoveda
bod M a bodu L bod N, sa priamka AB zobrazi na priamku CD, lebo K € AB, M €
€ CD a AB || CD; rovnako tak sa priamka BC zobrazi na priamku DA, takZe prienik
AB N BC sa zobrazi na prienik CD N DA, alebo bod B prejde do bodu D. To znamena,

ze bod S je vntutornym bodom tse¢ky BD. (Dodajme, Ze kazdy uvazovany stvoruholnik
KLMN je rovnoramenny lichobeZnik s navzajom kolmymi uhloprie¢kami.)

D M/\c D MV C
) W
» \

AN_ __T~—B A UL B

Obr. 23 Obr. 24

Zvolme teraz naopak lubovolny vntitorny bod S isecky BD a ukaZme, Ze je priesecni-
kom uhlopriecok niektorého z uvazovanych stvoruholnikov K LM N. Prelozme zvolenym
bodom S ,priecky* PQ || AB a UV || BC ako na obr.24. Zhodné trojuholniky
UBS a QQSB su podobné s trojuholnikom ABD, takze st to ostrouhlé trojuholniky
s najmens$imi vnitornymi uhlami 45° pri vrcholoch U a Q. Preto je |SB| < |UB|
a |SB| < |BQ)|, takze kruznica k(S,|SB|) pretina tse¢ku BU vo vntornom bode,
ktory oznad¢ime K, a tisecku B() vo vnitornom bode, ktory oznac¢ime L. Podla vety
o obvodovom a stredovom uhle plati

|9 KSL|=360° —2- [ KBL| = 360° —2-135° = 90°,

takZe zhodné uhly SKL a SLK maj velkost 45°. Vnitorné body M a N tseciek DV
a DP uréime ako obrazy bodov K a L v rovnolahlosti so stredom S, v ktorej B +
— D (aQ— PalUw— V). Zvlastnosti obvodovych uhlov vyplyva, Ze takto zostrojeny
stvoruholnik K LM N ma potrebné vlastnosti, lebo kazdy z uhlov vyznac¢enych na obr. 23
ma podla konstrukcie naozaj velkost 45°.

Odpoved. Hladana mnozina je tisec¢ka BD bez krajnych bodov.



Pripravné sustredenia pred MMO

Pred medzinadrodnou matematickou olympiadou (MMO) sa kaZdoroéne koné jedno
vyberové a jedno pripravné sistredenie pre najlepsich riesitelov tretieho kola kategd-
rie A. Po prvom z nich SK MO vyberie 6 najlepsich studentov do reprezentacného
druzstva Slovenska a urci dvoch nahradnikov. Druhé stustredenie je zamerané na prip-
ravu Sestélenného reprezentacného druzstva.

Na vyberovom ststredeni pred MMO sa zucastnilo 10 sutaziacich, najuspesnejsich
riesitelov tretiecho kola MO kategérie A. Ststredenie sa konalo v diioch 27.4.-2.5.1997
v Bratislave. Sttaziaci boli ubytovani v priestoroch EKOIUVENTY a satazili na MFF
UK. Kazdy den studenti riesili monotematickt sériu troch az piatich tloh, pri rovna-
kych podmienkach ako na MMO. V poobednajsich hodinach sa konal spolo¢ny rozbor
uloh s lektorom. Na koneci ststredenia sa ziskané body za jednotlivé dni séitaji a s
prihliadnutim na vysledky tretieho kola MO a iné vysledky (predchadzajica ti¢ast na
MMO, vysledky korespondenéného seminara SK MO) je vybrané Sestélenné druzstvo
na MMO.

Vysledky sustredenia:

1. Viadimir Marko 46,75 6. Viera Rizickovd 29,75
2. Peter Novotny 45,5 7. Martin Sleziak 27,25
3. Peter Kozak 42,75 8. Viadimir Zajac 26,5

4. Miroslav Dudik 41,75 9. Peter Bodik 22,25
5. Jan Spakula 35 10. Kristina Cernekovd 19,25

[,Jlohy zadavali lektori z Bratislavy:

Richard Kollar, MFF UK, dlohy 1 — 4 (Nerovnosti),

Martin Niepel, MFF UK, 5 — 8 (Planimetria),

RNDr. Pavol Cernek, CSc., MFF UK, 9 - 11 (Kombinatorika),
doc. RNDr. Jin Cizmdr, CSc., MFF UK, 12 - 15 (Stereometria),
Prof. Pavel Kostyrko, DrSc., MFF UK, 16 — 19 (Funkcie),

Prof. Ivan Korec, DrSc., MU SAV, 20 — 23 (Teéria éisel).

Pre vybrané druzstvo sa organizovalo este jedno pripravné sustredenie v dnoch 23.—
27. 6. 1997 v zariadeni IUVENTY na Zochovej chate. Toto ststredenie bolo zamerané
viac na vedomostnt pripravu studentov a jeho obsahom boli prednasky na vybrané

témy. Lektormi boli:
Richard Kollagr, MFF UK Bratislava (Nerovnosti),

RNDr. Pavol Cernek, CSc., MFF UK Bratislava (Kombinatorika),
doc. RNDr. Jin Cizmdr, CSc., MFF UK Bratislava (Geometria),
Prof. Ivan Korec, DrSc., MU SAV Bratislava (Tedria éisel).
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Zadania sutaznych tloh vyberového ststredenia pred MMO

. Najdite vSetky realne ¢isla ¢ s vlastnostou: Pre kazdu dvojicu realnych ¢isel a, b

existuje dvojica takych realnych ¢isel x,y z intervalu (0, 1), Ze plati

lzy — ax — by| = c.

. Dokézte, ze pre kazdé tri nezaporné redlne ¢isla x, y, z plati

82 +y” +2°) Z9(” +y2)(y” +w2)(+" + 2y).

Plati tato nerovnost aj bez podmienky nezapornosti ¢isel z,y, z 7 Svoje tvrdenie
zdovodnite.

. Dokézte, Ze pre kazdé prirodzené éislo n, n = 2 plati:

1 1 1
Yntl-1)<ld+4...+- 1——— .
n(Vn+l-1) <145+ —I-n<n< \/ﬁ>

. Dany je polyném f(x) s celoéiselnymi koeficientami. V troch réznych celych

¢islach a1, a2 a ag plati |f(a1)| = |f(az)| = |f(as)| = 1. Dokézte, ze f(x) nema
ziaden celoéiselny koren.

. Dany je trojuholnik ABC so stranami a > b > ¢ a v nom Iubovolny bod O.

Oznacme P, () a R po rade priesecniky priamok AQO, BO a CO po rade
so stranami trojuholnika BC, AC a AB. Dokazte, Ze plati |OP| + |0Q| +
+ |OR| < a.

. Vovnutristran AB, BC,CD a DA rovnobeznika ABC D sa po rade nachadzaja

body K, L, M a N. Dokazte, Ze obsah $tvoruholnika K LM N sa rovna polovici
obsahu rovnobe’nika ABC D prave vtedy, ked niektora z jeho uhlopriecok je
rovnobezna s niektorou zo stran rovnobeznika ABC'D.

. V trojuholniku ABC plati |[AB| = |AC| + $|BC]|. Na strane BC je dany bod

tak, ze |BP| = 1|BC|. Dokézte, ze 2|4 APC| = |[{ACB.

. V rovnoramennom trojuholniku ABC (|AB| = |BC|) oznaé¢ime D prieseénik

osi uhla AC'B so stranou AB. Priamka kolma na C'D a prechadzajica cez stred
kruznice opisanej trojuholniku ABC pretina BC' v bode E. Priese¢nik rovno-
bezky s C'D vedenej bodom E so stranou AB ozna¢ime F. Dokéazte, Ze |BE| =
= |FD|.

. V rovine je danych 1998 bodov Ay, As, ..., Ajg9s, z ktorych Ziadne tri ne-

leZia na jednej priamke. Najdite najmensie prirodzené ¢islo n s vlastnos-
tou: Ak zvolime Iubovolnych n tsediek, ktorych koncové body st v bodoch
Ay, As, ..., Ajges, tak sa medzi nimi najdu také tri, ktoré tvoria strany jedného
trojuholnika.

Dana je sachovnica 2000 x 2000 stvorcekov. Figurka F' sa moze v jednom kroku
posuntt o jedno policko jednym z troch sposobov nakreslenych na obr. 25.
Figtrku sme na zadiatku postavili na policko (156,743). Je mozné, aby presla
pocas 3999999 krokov celt sachovnicu?
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Obr. 25 Obr. 26

Dané st body A,B. Urcéte mnozinu bodov C, pre ktoré ma trojuholnik
ABC jeden z uhlov rovny 10° a da sa pokryt styrmi rovnakymi kruhmi ako
na obr. 26 pre trojuholnik XYZ.

Dany je stvorsten ABC D. Jeho vrcholmi prechadzaji rovnobezky (roznobeZne
so vSetkymi stenami), ktoré pretinaji roviny stien protilahlych k vrcholom v bo-

doch Ay, By, Cy a Dy. Uréte pomer objemov $tvorstenov ABCD a A B,C1D;.

Vnitri konvexného mnohostena je danych & disjunktnych gal (k € N, k& > 1),
z ktorych Ziadne dve nemaji rovnaké polomery. Dokazte, ze existuje rozklad
mnohostena na konvexné mnohosteny, z ktorych kazdy obsahuje prave jednu
gulu.

Zékladne zrezaného $tvorbokého ihlana ABCDA'B'C,D%“ st rovnobezniky
ABCD a A'B'C'D" (ABCD || A'B'C'D’). Priamka m pretina priamky AB’,
BC'" a CD'. Uréte vsetky polohy, ktoré moze mat priamka m k priamke DA’.
Svoje tvrdenie zdovodnite.

Konvexny n-sten (n € N, n 2 4) je rovnobeZne premietnuty do roviny. Uréte,
aky je najvacsi mozny pocet stran priemetu. Svoje tvrdenie zdovodnite.

Nech Ny je mnozina celych nezapornych ¢isel. Zistite, ¢ existuje funkcia
f:Nyg = Ny taka, ze sticasne plati:
a) pre kazdé b € Ny existuje nekoneéne vela a € Ny tak, ze f(a) = b;

b) pre kazdé n € Ny plati f(f(n?)) = f(f(n)) + f(£(0)).

Nech f: (0, 1) = R je nezaporna funkcia, f(1) = 1 a pre kazdé z; 20, 29 20
také, ze x1 + vy < 1 plati f(xy + 22) 2 f(x1) + f(22). Dokazte, ze f(x) < 2z
pre kazdé x € (0, 1).

Uréte najmensie mozné A tak, aby pre kazd kvadratickt funkeiu f(x) = ax? +
+ bz + ¢ spYiajicu |f(x)] £ 1 pre vSetky 0 £ = < 1, bola splnend nerovnost
F1(0) £ A.

Rasttica funkeia f : N — R spYia f(m-n) = f(m)+ f(n) pre lubovolnt dvojicu
pripustnych hodnot. Dokazte, ze existuje realne éislo p > 1 tak, ze f(n) = log, n
pre kazdé prirodzené ¢islo n.

Néjdite ¢o najviac dvojstredovych stvoruholnikov s vrcholmi v mreZzovych
bodoch roviny. (Stvoruholnik sa nazyva dvojstredovy, ak méa vpisant i opisant
kruznicu. Mrezové body roviny st body s celoéiselnymi stiradnicami.)
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Nech F(n) znamena n-té ¢islo Fibonacciovej postupnosti (teda F(0) = 0,
F(l)=1a F(n+2) = F(n+ 1)+ F(n) pre n = 0). Najdite pocet rieseni

rovnice

F(x) 4+ F(y) + F(z) = F(u) + F(v),
pre ktoré plati ; 0 S oz Sy < 2 <1000, ;0 S uw < v < 1000.
Najdite vietky n = 3, pre ktoré existuje
a) v rovine b) v priestore

pravidelny n-uholnik s vrcholmi v mrezovych bodoch.

Nech éislo N vznikne napisanim dekadickych zépisov éisel od 10° do 8.10°
véitane v lubovolnom poradi (ale kazdého prave raz). Dokézte, Ze éislo N nie je
a) vyssou ako druhou mocninou prirodzeného ¢isla;

b) vyssou ako prvou mocninou prirodzeného éisla.



3. ¢eskoslovenské stretnutie

BILOVEC, 16.— 19. JUNA 1997

V tomto ro¢niku MO sa uz po tretikrat konala medzistatna sitaz medzi najlepsimi
riesitelmi z éeskej a Slovenskej republiky. Po prvom roéniku v mekke ¢eskej matema-
tickej olympiady Jevicku a minuloroénej sutazi v Ziline tentokrat sttaz prebiehala opat
v CR, v priestoroch gymnazia so zameranim na matematiku v severomoravskom Bilovei.
Organizacnym vedtucim podujatia bol doc. RNDr. Jaroslav gvrcvek, CSec., z University
Palackého v Olomouci.

Napriek tomu, Ze je tato sitaz azda najdolezitejSou previerkou pripravenosti stutazia-
cich druzstiev pred medzinarodnou matematickou olympiadou, jednym z jej najvacsich
prinosov je stretnutie a spriatelenie sa studentov z dvoch historicky spatych krajin.
KedZe pribuznost jazykov organizatorov a oboch sttaZiacich druZstiev odstranuje ja-
zykovi bariéru, nie je potrebné prekladat ani zadania ani riesenia sutaziach do inych
jazykov, je teda mozné stitaz velmi rychlo vyhodnotit. Preto je jej organizacia rovnaka
ako v pripade tretieho kola kategorie A, s jedinym rozdielom: ¢as na riesenie uloh je
rovnaky ako na medzinarodnej olympiade, teda styri a pol hodiny. Vysledky sutaze sa
v tabulke.

Aj touto sutazou davaju najvyssie organy MO v oboch republikich najavo svoj
zaujem o vzajomnu spolupracu a dal$ie pokracovanie v spolo¢nom organizovani MO.
Nadalej teda naozaj pokracuje dlhoro¢na tradicia MO v éeskoslovensku, tak ako medzi
organizatormi, tak aj medzi sitaziacimi.

V tomto roéniku bolo v tejto sttazi prvykrat tspesnejsie slovenské druzstvo, napriek
tomu, Ze tento vynikajaci vysledok neskor na MMO nepotvrdilo. Na druhej strane,
v tradi¢nom volejbalovom stretnuti prvykrat zvitazilo druzstvo éeskej republiky. Mozno
prave tento fakt pomohol siperom k pomerne dobrému umiestneniu na MMO v Argen-
tine.

Por. | Meno Roc¢nik, Skola 1.12.]3.|4.]5.|6. | Sucet
1. Vladimir Marko |4 G J. Hronca, Bratislava LT\ T T 42
2. Miroslav Dudik |4 G Trebisov TL6 | 7|77 |7 41
3.-5. | Libor Barto 3 G Hellichova, Praha T35 7| 7|7 36
Pavel Podbrdsky |3 G tr. Kpt. Jarose, Brno 755|577 36
Petr Zima 3 G nam.dr.E.Benese, Kladno |7 |2 |7 |6 |7 |7 | 36
6. Peter Kozdk 2 G Sucany 71614107 |7 31
7.-8. | Viera Ruzickova |3 G V. Okruzna, Zilina 0112|7777 29
Jan Spakula 3 G Postova, Kosice T 12171529
9. Peter Novotny 2 G V. Okruzna, Zilina 71014127 |7 27
10.-11. | Jan Spévak 4 G Hellichova, Praha 714141541 25
Jan Vybiral 4 G M.Kopernika, Bilovec 7106|075 25
12. | Lukas Voktinek |2 G tr. Kpt. Jarose, Brno 0101|577 20
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Zadania dloh 3. ¢eskoslovenského stretnutia

Uloha ¢.1
Dany je rovnostranny trojuholnik ABC. Na jeho stranach AB a AC st zvolené
po rade body K a L tak, ze |BK| = |AL|. Oznac¢me P prieseénik tseéiek BL a CK.
Uréte pomer |AK|: |BEK|, ak viete, Ze ise¢ky AP a CK st navzajom kolmé.
(P.Katiovsky)
Uloha &.2
V danej spolo¢nosti viac ako siestich Iudi si kazdy ¢len dopisuje s prave tromi dal$imi.
Dokazte, Ze tiito spolo¢nost mozno rozdelit do dvoch neprazdnych skupin tak, aby si
kazdy ¢len dopisoval s aspon dvomi ¢lenmi tej skupiny, do ktorej sam patri.
(J.Kratochvil)
Uloha ¢.3
Najdite vsetky funkcie f : R — R také, Ze rovnost

F(f(@) +y) = f(z* —y) +4f(2)y

plati pre vsetky dvojice realnych ¢isel x, y.
(P. Kanovsky)
Uloha ¢.4
Je mozné v priestore rozmiestnit 100 guli, z ktorych Ziadne dve nemaju spoloc¢ny
vnutorny bod, a to tak, aby sa kazda z nich dotykala aspon tretiny ostatnych?
(P.Hlinény)
Uloha &.5
Stcet niekolkych celych éisel (niektoré z nich moézu byt rovnaké) sa rovné ¢islu 1492.
Zistite, ¢i sa sucet ich siedmych mocnin moze rovnat
a) ¢islu 1996, b) éislu 1998.
(J.giméa, J.Meszéros)
Uloha ¢.6
V istom jazyku st len dve pismena A a B. Pre slova tohoto jazyka plati:
1) Jediné slovo d¥ky 1 je A.
2) Lubovolna skupina pismen X1X3X5... X, X 41, kde X; € {A, B} pre kazdy
index 1, tvori slovo d‘%ky n + 1, prave ked obsahuje aspon jedno pismeno A,
a pritom nie je tvaru X1 X5 ... X, A, kde X1 X5 ...X,, je slovo d‘%ky n.
3995

1997

a su zlozené z 1998 pismen A a rovnakého poc¢tu pismen B.

Dokazte, ze existuje prave ( ) — 1 slov, ktoré nezac¢inaji dvojicou pismen AA

(J.Aragorn Tesinsky)
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Riesenia dloh 3. ceskoslovenského stretnutia

Uloha 1.

Zostrojme bod M € BC tak, aby |BK| = |AL| = |CM]|. V otoéeni o 120°, v
ktorom A — B — C (— A), plati tiez M — L — K (— M), a teda rovnako AM
— BL — CK (— AM). Preto tusetky AM, BL
a C'K ohrani¢uju rovnostranny trojuholnik PQR
(obr.27). Oznaéme d = |PQ)|. Z pravouhlych troju-
holnikov APQ a BQR (s uhlom velkosti 60° pri vr-
chole Q resp. R) dostavame |AP| = dv/3 a |BR| =
= 2d, takZe |BP| = d. PretoZe pozname vnttorné
uhly trojuholnikov APK a BPK pri spolo¢nom
vrchole P, mozZzeme urcit pomer ich obsahov:

S(APK)  $dV3-|PK|-sin90° )
S(BPK)  ld.|PK|-sin60°

Obidva trojuholniky vsak maji spoloént vysku

z vrcholu P, preto je uréeny pomer rovny hladané-
mu pomeru |[AK|: |BK|.

Uloha 2.

Situaciu popiseme grafom s n = 7 vrcholmi, ktoré budi zodpovedat jednotlivym
¢lenom spoloénosti; hranami spojime prave tie dvojice vrcholov, ktoré zodpovedaji
dvojiciam ¢lenov, ktori si dopisuji. (V priebehu rieSenia budeme vrcholy postupne
oznacovat ¢islami 1,2,... ,n.) PretoZe z kazdého vrcholu vychadzaji prave tri hrany,
iste v nasom grafe existuju kruznice; nech K je ta z nich, ktora ma najkratsiu moznu
d¥ku d, 3 < d < n. (Ak je kruznic d¥ky d viac, vyberieme Iubovolnt z nich). Nech
(1,2,...,d,1) je cyklické poradie vrcholov na kruznici K, a nech okrem hran (1,2)
a (1,d) vychadza z vrcholu 1 este hrana (1, ). Vrchol @ na kruZnici K neleZi, inak by
v grafe existovala kruZnica kratsia ako K, a to kruZnica (1,2,... 2 — 1,2, 1). Preto je
d < n, takZe mnoziny vrcholov K a L = {d+1,d+2,... ,n} tvoria rozdelenie mnoZiny
vsetkych vrcholov na dve neprazdne podmnoziny. Kedy toto rozdelenie nevyhovuje
podmienke zo zadania (hovorme dalej ,nie je vyhovujuce®)? Len vtedy, ked existuje
Lkriticky“ vrchol a € L, z ktorého vedt aspon dve hrany, povedzme (a,b) a (a,c),
do vrcholov na kruznici K (obr. 28). Vtedy moéZeme ,premostenim® kruznice A cestou
(b, a, ¢) dostat dve nové kruznice nasho grafu; stcet ich d¥ok je zrejme d+4, ¢o v pripade
d 2 5 vedie k sporu (d‘%ka jednej z novych kruznic je mensia ako d). Preto zostava
posudit pripady, ked d = 3, alebo d = 4.

(i) d = 3. Ak nie je vyssie popisané rozdelenie na skupiny I a L vyhovujice, budeme
k skupine {1,2,3} vrcholov kruznice K postupne pridavat ,kritické“ vrcholy zo sku-
piny L, pokym také budi existovat. S ohladom na lubovolu pri ¢islovani vrcholov to musi
prebiehat a skonéit najneskor tak, ako vidiet na obr.29. (Plnym kraZkom znéazoriujeme
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3 3
. .
1 4
1 2 1 2

Obr. 28 Obr. 29

prave tie vrcholy, pri ktorych st uz zakreslené vsetky tri hrany, ktoré z nich vychéadzaju.)
Rozdelenie vrcholov na skupinu {1,2,3,4,5} a jej (neprazdny) doplnok uz musi byt
vyhovujtce, lebo obidve skupiny spaja prave jedna hrana (z vrcholu 5).

(ii) d = 4. Ak nie je rozdelenie na skupiny K a L vyhovujice, budeme opét pridavat
k skupine vrcholov kruznice K, kritické“ vrcholy zo skupiny L. S ohladom na lubovolu
pri ¢islovani vrcholov a na predpoklad, Ze v grafe neexistuje kruznica d‘%ky 3, doplno-
vanie musi prebiehat a skonéit najneskor tak, ako vidite na obr.30. (VyuZivame aj to,

4 3 4 3 4 3
i 5 1 5 1

Obr. 30

4 3

ze n # 6, v pripade n = 6 by sme totiZz po pridani vrcholu 6 a hrany (2,6) dostali
graf, pre ktory vyhovujtce rozdelenie neexistuje. Ide o tzv. uplny bipartitny graf Ks 3.)
Rozdelenie vrcholov na skupinu {1,2,3,4,5,6,7} a jej doplnok uz musi byt vyhovujuce,
lebo obidve skupiny spédja prave jedna hrana (odtial mimochodom vyplyva, ze aj druhé
skupina je nepréazdna, t.j. Ze n > 7).

Uloha 3.
Najprv dosadime do danej rovnice y = — f(x) a dostaneme
2
F(0) = f(a® + fx)) = 4(f(2))". (1)
Dosadenim y = 22 dalej

F(f(x) +2®) = f(0) + 4f(x)a’ (2)
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a séitanim oboch rovnosti (1) a (2) dostaneme

af(x)e? —4(f(2))” = fx)(f(x) — 22) = 0. (3)

Z tejto rovnosti vyplyva jednak f(0) = 0, jednak f(x) = 2? pre kazdé z, pre ktoré
f(z) # 0. Lahko sa presvedéime, ze danej rovnici vyhovuji nasledujtce dve riesenia:

flz)=0(x € R) a f(z) = 2* (x € R). (4)

Teraz predpokladajme, Ze existuje este iné riesenie f. Potom by muselo existovat
xg # 0, pre ktoré f(xo) = 0, a zaroven yo # 0 také, ze f(yo) # 0 (a teda podla (3)
flyo) = y&). Ale dosadenim z = 0 do povodnej rovnice méme f(y) = f(—y), takZe
mozeme predpokladat, ze yo > 0. Ak dosadime do danej rovnice + = zg, ¥y = —yo,
dostaneme

0% yg = f(=yo) = (a5 +v0) = (25 +y0)* > uo.
To je spor. Iné riesenia ako (4) dana rovnica nema.

Uloha 4.

Nie je to mozné. Predpokladajme, Ze také rozmiestnenie existuje. Oznac¢me Ky jednu
z guli najmensieho polomeru rg a Sy jej stred. Kazda z najmene) 33 guli dotykajacich
sa gule Ky vhodnou rovnolahlostou zmensime tak, aby jej polomer bol ¢ a pritom ostal
zachovany povodny bod dotyku s gulou K. Zmensené gule buda teda lezat v guli K
so stredom Sy a polomerom 3rg. Rovnako ako povodné gule, nemaji ani zmensené gule
ziaden spoloény vntitorny bod Pre objem V(K) gule K viak plati V(K) = 3*V(Ky) =
= 27V (Kp). Gula K teda nemoze obsahovat 34 guli s objemom V (Ky), z ktorych ziadne
dve nemaju spolo¢ny vnatorny bod. To je vsak spor.

Uloha 5.

a) Yno, vhodny priklad objavime, ked si viimneme, %e plati
1996 — 1492 =504 =4-126 =4- (2" —2).

Preto vyhovujicu skupinu éisel zostavime zo $tyroch dvojok a 1484 (= 1492 — 4 -
- 2) jedniéiek.

b) Nie. Nase tvrdenie dokdZeme pomocou delitelnosti éislom 7, ktorym je delitelny
rozdiel a” —a pre kazdé celé &islo a (podla malej Fermatovej vety). Odtial totiz vyplyva,
7e stucet siedmych mocnin Iubovolnej skupiny celych ¢isel dava po deleni siedmymi
rovnaky zvysok ako stcet ich prvych mocnin. Cislo 1998 — 1492 = 506 viak siedmymi
delitelné nie je. (Rovnako mozno argumentovat aj pomocou delitelnosti tromi.)

Uloha 6.

Najprv uréme, kedy tvori dana skupina W = X1 X5 ... X,, (zloZend z pismen A, B)
slovo uvazovaného jazyka. Nech p 2 0 je polet pismen A, ktorymi skupina W kondi,
presnejsie, je tvaru W = X7 Xy ... X,,_p AA... A kde v pripade p < n nutne X,,_, =

p-krat
= B. Indukciou podla ¢isla p sa lahko overia dve pravidla:
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e Ak nie je medzi Xy,... ,X,_, Ziadne A (ako v pripade p = n), potom W je slovo,
prave ked je ¢éislo p neparne. (Skupina XX, ... X,_, nie je totiz slovo.)
e Ak je naopak medzi Xy,...,X,_, aspon jedno A, potom W je slovo, prave ked je
¢islo p parne. (Skupina XX, ... X,,_, je totiz slovo.)
Dalej pre struénost oznaéme k = 1998 (k je teda parne). Podla predchadzajiceho
popisu su vsetky slova W, zlozené z k pismen A, k pismen B a neza¢inajuce dvojicou AA,
jedného z nasledujicich tvarov:

~ k oy , s
a) W=AB...BAA...A kdejc€{0,1,...,5—1}. Pre kazdé také j prvé tri bodky

2j-krét
v zépise W oznacujt lubovolné poradie & — 2 pismen B a k — 25 — 1 pismen A; tychto
poradi je prave (2’“;3‘72_3).

~ k oy , - ;.
b)W=B...BAA... A kde j €{0,1,...,5 —1}. Pre kazdé také j prvé tri bodky

2j-krét
v zapise W oznacuju lubovolné poradie k —2 pismen B a k — 27 pismen A; tychto poradi
. fo (2k—25—2

je prave ( o )

Ak spoditame vsetky pocty zistené v Castiach a) a b), dostaneme poéet vSetkych
skiimanych slov:

2k—2 . 2k—2 .
2k — 1
J _ J - 1= 3995 Y
Z k—2 Z k—2 k—1 1997
j=k—1 j=k—2

pri tom sme vyuzili znamu identitu

(o) (D)en(2)- (1) o2

ktortt mozno lahko overit indukciou podla ¢isla D (pri pevnom d), alebo peknou
kombinatorickou tvahou: Vsetky (d 4 1)-prvkové podmnoziny mnoziny {0,1,... ,D}
rozdelime do skupin podla ich najvicsieho prvku, ¢éisla M (d £ M < D); prave (g)
takych podmnozin ma totiz za najvacsi prvok ¢islo M. Tym je tiloha vyriesena.



38. Medzinarodna matematicka olympiada

V dnoch 18. az 31. jula 1997 sa v Mar del Plata v Argentine, po prvy raz v historii
na juhoamerickom kontinente, uskutoc¢nila medzinarodna matematicka olympiada. Su-
tazilo spolu 460 studentov z 82 krajin, celkovy pocet ucastnikov, vratane veducich
vyprav, organizatorov a koordinatorov, prevysil ¢islo 800.

Medzinarodné matematickd olympiada (MMO) je stitazou jednotlivecov. Kazda za-
castnena krajina na nu vysiela reprezentacné druzstvo zlozené z najviac Siestich st-
taziacich, sprevadzané dvoma vediucimi. Slovenské druzstvo tento rok tvorili Miroslav
Dudik zo 4 .roénika Gymnazia v Trebisove, Peter Kozdk z 2.ro¢nika Gymnéazia v Su-
canoch, Viadimir Marko zo 4.ro¢nika Gymnazia J.Hronca v Bratislave, Peter Novotny
z 2.ro¢nika Gymnazia Velkd Okruzna v Ziline, Viera Rizickova z 3.roc¢nika Gymnézia
Velkéd Okruzné v Ziline a Jdn gpakula z 3.rocnika Gymnazia Postova v Kosiciach.
Vedtcim delegacie bol RNDr. Pavol éernek, Csec. a zastupcom veduceho Richard
Kollar, obaja z MFF UK v Bratislave.

Pravidla stitaze st velmi podobné pravidlam nasho celostatneho kola. Sttazi sa dva
dni, studenti dostant kazdy den 3 tlohy v ich rodnom jazyku, na ich vyrieSenie maja
4.5 hodiny. Po skonceni sttaze riesenia prezru veduci prislusnej krajiny a svoj navrh
hodnotenia podla vopred pripravenych bodovacich schém obhajuji pred koordinatormi.
Vysledky slovenského druZstva uvadza nasledujica tabulka ((VDU — Cestné uznanie,
ziskavaju ti sutaziaci, ktori neziskaji Ziadnu cenu, ale ziskaji aspon za jednu z tloh
hodnotenie 7 bodov):

Meno 11213 |4|5 |6 |stacet |cena
Miroslav Dudik 410 (0|6 |7 |3 20 | 3.
Peter Kozak 510 (1 (41210 12 | -
Vladimir Marko T\ T 710 |3 31 | 2.
Peter Novotny 1 /7101|7110 16 | 3.
Viera Ruzickova 21210141110 9 | -
Jén Spakula 0ol1lo]7]0]0 8 | CU

Druzstvo Slovenska skon¢ilo v neoficialnom poradi krajin na 36. mieste, ¢ize najhorsie
v historii MMO. Najaspesnejsie bolo druzstvo éiny, napriek tomu, Ze jej najlepsi
reprezentant ziskal ,iba* 38 bodov. Poradie dalsich krajin je v tabulke.

Spolu bolo udelenych 39 prvych, 70 druhych a 122 tretich cien. Plny poéet bodov (42)
ziskali tento rok styria sutaziaci, po jednom z Irdnu, Rumunska, USA a Vietnamu.
Jeden z nich — Ciprian Manolescu z Rumunska, ziskal plny pocet bodov uz po tretikrat
za sebou, ¢o je skutoéne obdivuhodny vykon. Nase druzstvo, tak ako minuly rok,
prekvapilo. Tentokrat vsak velmi zlym vykonom. Po 17. mieste v Indii sa o¢akaval uréite
lepsi vysledok ako 36. miesto napr. za Braziliou, Mexikom a Lotysskom. Neuspeli sme
v ulohach s klasickymi témami, planimetria a teoria ¢isel, avsak v zlozitej kombinatoric-
kej tlohe, najtazsej tlohe tohtoroénej MMO, sme obstali aj s nizkym bodovym ziskom
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nadpriemerne. Napriek miernemu netispechu, nasmu najaspesnejsiemu olympionikovi,
Viadimirovi Markouvs, usla tentokrat zlata medaila len o ktsok, hranica bola 35 bodov.
Bronzovii medailu viak ziskal este len druhak Peter Novotny, a kedZe okrem neho bol
v druzstve este jeden druhak a dvaja tretiaci, Slovensko vyslalo na MMO najmladsie
druzstvo v histérii. Na budtci rok sa uz od skiiseného druZstva bude oc¢akavat priazni-
vejsi vysledok. Tim éeskej republiky, ktory minuly rok sklamal (28.), a nad ktorym sme
tento rok vyrazne zvitazili v medzistatnom stretnuti, podal velmi dobry vykon a skon¢il
na 18. mieste, ked Pavel Podbrdsky ziskal zlat(i medailu.

Okrem premiéry v Juznej Amerike mala olympiada aj iné privlastky, medzi inymi
a] najstarostlivejsie pripravena. Stovky organizatorov uz pred olympiadou simulovali
priamo na mieste rozne situacie, ¢o napokon viedlo k tplne bezproblémovému priebehu
MMO. Autobusy odchadzali s minimalnym meskanim, neboli problémy s informova-
nostou. Namietky neboli po minuloroénej sktisenosti v Indii skuto¢ne skoro ziadne.

Druzstvo Slovenska po dlhej a narocnej ceste cez Vieden, Amsterdam, Sao Paulo
a Buenos Aires cakal na letisku sprievodca, uz dochodca Justin Dudas, povodom
Slovak. KedZe hovoril vyborne po slovensky, dozvedeli sme sa od neho mnoho o Zivote
v Argentine, aj to, co sme za kratky ¢as pobytu spoznat nemohli. Samotni argentincania
s velmi temperamentni. V letovisku Mar del Plata, napriek tomu, Ze bola v skutoénosti
zima, bol v uliciach Zivot v kazdd dennt aj noéni hodinu (teplota sa pohybovala okolo
20° C). Na krasnych plazach a pesej zéne bolo aj o tretej hodine rannej mnozstvo
Iudi, vratane rodi¢ov s malymi detmi, predavala sa cukrova vata, zmrzlina, obchody
a restauracie boli otvorené. U’plny protiklad no¢ného zivota u nas. Krajina okolo Mar
del Plata velmi pripomina nas Zitny ostrov: siahodlhé polia, dobytok. Navstivili sme
aj miestnu mini Zoo, morské akvarium s tyranymi tulenmi a plameniakmi trasticimi
sa od zimy. Mesto Mar del Plata je argentinske rekreaéné stredisko, ktoré ma v zime
pol miliéna obyvatelov, ale v lete st ich tam viac ako dva miliény. VSetci sa stretaji
poobede na plazi popijajic neodmyslitelné maté podobny silnému zelenému ¢aju.

Avsak stredisko olympiady bolo priamo v hoteli, v ktorom byvali studenti. MnozZstvo
zaujimavosti pripravili organizatori stitaziacim priamo pod nos. Hracie automaty, po-
¢itacové hry, ping-pongové stoly, biliard, stolné hry, velka puzzle (préve v jej skladani
sa vyznamenalo nase druzstvo), vecerné kino, diskotéky, folkovy koncert a aj odvazne
divadlo, to vsetko sa dalo najst v pomerne luxusnom hoteli priamo v centre Mar del
Plata. Dolezitou stcastou a aj poslanim olympiady je stretavanie sa studentov z roznych
krajin. Studenti, ako aj veduci, si vzajomne vymienaju mnozstvo suvenirov. Tento rok
dokonca zriadili organizatori $pecialnu miestnost, kde kazda krajina mohla prezentovat
materialy o svojej krajine, a zaroven spoznavat ostatné. Pre vsetkych tcastnikov zor-
ganizovali popoludnie hier vo velkej Sportovej hale. V tradi¢nych aj menej tradiénych
disciplinach si merali vzajomne sily studenti z celého sveta. Nasi najma s rivalmi z éeskej
republiky, Zial aj tu sme tahali za krat$i povraz.

Olympiada bola velmi Gispesnd, prejavil sa obrovsky kus prace, ktortt odviedli domaci.
Pred organizatorov nasledujtcich ro¢nikov postavili vysoka latku. Budicu MMO us-
poriada Tchaj-wan, nasleduji Rumunsko (jubilejny 40.ro¢nik), Juzna Korea, USA,
Japonsko a Filipiny.
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Vysledky medzinarodnej matematickej olympiady

Krajina Poé. ziakov |Body | l.cena |2.cena |3.cena |Poradie
Albansko 3 15 0 0 0 71.-72.
AlZirsko 4 3 0 0 0 82.
Argentina 6 94 0 0 3 37.-38.
Arménsko 6 97 0 0 3 34.-35.
Australia 6 187 2 3 1 9.
Azerbajdzan 6 56 0 0 1 55.
Bielorusko 6 140 0 2 4 17.
Belgicko 6 88 0 0 3 41.-42.
Bosna a Hercegovina 5) 45 0 0 1 62.
Bolivia 3 13 0 0 0 74.
Brazilia 6 117 0 1 4 26.
Bulharsko 6 191 2 3 1 7.-8.
Cyprus 3 5 0 0 0 80.
Cesko 6 139 1 2 2 18.
Cina 6 223 6 0 0 1.
Dansko 6 53 0 0 1 57.-59.
Estonsko 6 64 0 0 2 53.-54.
Filipiny 2 14 0 0 0 73.
Finsko 6 97 0 0 4 34.-35.
Francazsko 6 105 1 0 1 32.-33.
Grécko 6 75 0 1 0 45.
Gruzinsko 6 109 0 1 3 28.
Guatemala 6 7 0 0 0 79.
Holandsko 6 94 0 2 0 37.-38.
Hong Kong 6 106 0 0 5) 30.-31.
Chile 6 28 0 0 0 66.
Chorvatsko 6 121 0 1 4 24.
India 6 146 0 3 3 15.
Indonézia 6 44 0 0 0 63.
Iran 6 217 4 2 0 3.
Island 6 48 0 1 0 60.-61.
Izrael 6 124 0 1 5 22.-23.
Irsko 6 21 0 0 0 68.
Japonsko 6 163 1 3 1 12.
JAR 6 93 1 0 2 39.
Juhoslavia 6 125 0 2 3 20.-21.
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Krajina Poc¢. ziakov |Body |l.cena |2.cena |3.cena |Poradie
JuZna Korea 6 164 1 4 1 11.
Kanada 6 107 0 2 2 29,
Kazachstan 6 73 0 0 1 46.-47.
Kirgistan 3 11 0 0 0 75.
Kolumbia 6 112 0 0 6 27.
Kuba 6 91 0 1 2 40.
Kuvajt 4 8 0 0 0 76.—78.
Litva 6 67 0 1 1 51.
Lotyssko 6 124 0 1 4 22.-23.
Macao 6 959 0 0 0 56.
Macedonsko 6 73 0 0 3 46.-47.
Madarsko 6 219 4 2 0 2.
Malajzia 6 19 0 0 0 69.—70.
Maroko 6 48 0 0 0 60.-61.
Mexiko 6 105 0 1 3 32.-33.
Moldavsko 3 53 0 0 2 57.-59.
Mongolsko 6 106 1 0 3 30.-31.
Nemecko 6 161 1 3 2 13.
Novy Zéland 6 71 0 0 2 48.-49.
Norsko 6 79 0 0 3 44,
Paraguay 6 8 0 0 0 76.-78.
Peru 6 64 0 0 2 53.-54.
Polsko 6 125 0 2 2 20.-21.
Portoriko 6 8 0 0 0 76.-78.
Portugalsko 6 15 0 0 0 71.-72.
Rakusko 6 86 1 0 1 43.
Rumunsko 6 191 2 3 1 7.-8.
Rusko 6 202 3 2 1 4.-5.
Sigapur 6 88 0 0 4 41.-42.
Slovensko 6 96 0 1 2 36.
Slovinsko 6 70 0 0 2 50.
Spanielsko 6 39 0 0 0 64.
Svajciarsko 5 53 0 0 2 57.—959.
Svédsko 6 128 1 0 3 19.
Taliansko 6 71 0 0 1 48.-49.
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Krajina Poc¢. ziakov | Body |l.cena |2.cena |3.cena |Poradie
Thajsko 6 66 0 0 1 52.
Tchaj-wan 6 148 0 4 2 14.
Trinidad a Tobago 6 30 0 0 0 65.
Turecko 6 119 0 1 4 25.
Ukrajina 6 195 3 3 0 6.
Uruguay 6 19 0 0 0 69.—70.
USA 6 202 2 4 0 4.-5.
Uzbekistan 3 23 0 0 0 67.
Velka Britania 6 144 1 2 2 16.
Venezuela 3 4 0 0 0 81.
Vietnam 6 183 1 5) 0 10.
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Zadania 1lloh MMO

1. Body roviny s celoé¢iselnymi stradnicami st vrcholmi jednotkovych stvorcov. Tieto
Stvorce st zafarbené striedavo ¢iernou a bielou farbou (ako na Sachovnici). Pre Iubovolna
dvojicu kladnych celych ¢éisel m a n uvazujme pravouhly trojuholnik, ktorého vrcholy
maju celociselné sturadnice, a ktorého odvesny d¥ok m a n lezia pozd‘% stran stvorcov.
Nech S je celkovy obsah ¢iernej ¢asti trojuholnika a Sy celkovy obsah jeho bielej ¢asti.

Oznaéme f(m,n) = |S1 — Sz|.
a) Vypodéitajte f(m,n) pre vietky kladné celé ¢éisla m a n, ktoré st obe parne alebo

obe neparne.

b) Dokazte, ze f(m,n) £ — max{m,n} pre vietky m a n.

N —

c) Ukazte, Ze neexistuje ziadna konstanta C taka, ze f(m,n) < C pre vietky m a n.

2. Trojuholnik ABC mé najmensi uhol pri vrchole A. Body B a C' rozdelia kruznicu
trojuholniku opisant na dva obliky. Nech U je vnutorny bod oblika medzi bodmi B
a C, ktory neobsahuje bod A. Osi usec¢iek AB a AC pretinaja priamku AU po rade
v bodoch V' a W. Priamky BV a CW sa pretinaju v bode T. Dokazte, ze |AU| =
= |TB|+ |TC]|.

3. Nech xy,x3,..., 2, st realne ¢isla spY,'lajﬁce podmienky:
n-+1 )
|y + a4+ +a,| =1 a lz;| < 5 pre 1=1,2,...,n.
Dokazte, Ze existuje poradie y1, Y2, ..., yn Cisel x1,x9,..., 2, také, Ze
n-+1
[y1 +2y2 4 - A nya| = 5

4. Matica n x n (stvorcova tabulka s n riadkami a n stiﬁcami), ktorej vietky prvky st
z mnoziny S = {1,2,... ,2n—1}, sa vola strieborna matica, ak pre kazdé i = 1,... |n
jej -ty riadok a -ty st¥pec obsahuji dohromady vsetky prvky S. Dokazte, ze

a) neexistuje Ziadna strieborna matica pre n = 1997;

b) strieborné matice existuju pre nekoneéne vela hodnét n.

5. Najdite vSetky dvojice (a,b) celych ¢isel @ 2 1, b = 1, ktoré spY,'lajﬁ rovinicu
a” = b,

6. Pre kazdé kladné celé éislo n oznacéme f(n) pocet sposobov vyjadrenia éisla n v tvare

suctu mocenin ¢éisla 2 s nezapornymi celymi exponentami. Vyjadrenia, ktoré sa liSia iba

poradim séitancov, povazujeme za rovnaké. Napriklad f(4) = 4, pretoze ¢islo 4 mozeme

vyjadrit nasledujiicimi $tyrmi sposobmi: 4;24+2: 241+ 1; 1+ 14 1+ 1. Dokazte, ze

pre kazdé celé ¢islo n = 3 plati

2/t < f(2m) < 27 /2,



38. MEDZINARODNA MATEMATICKA OLYMPIADA 73

Riesenia uloh MMO

Uloha 1. Riesenie podla Viadimira Marka.

a) Dopliime dany trojuholnik na obd¥nik. Ked¥%e m an maju rovnaka paritu, zrejme
aj policko v Tavom hornom rohu ma rovnakt farbu ako policko v pravom dolnom rohu.
Polahky sa nahliadne, Ze aj cely vzniknuty obd¥nik bude stredovo stmerny, vratane
ofarbenia (¢ierne policko sa zobrazi na ierne a biele na biele). Potom vsak zrejme

1
f(m,n) = §|S{ — S|, kde S] a S) s po rade obsahy ¢iernej a bielej plochy v celom

obd¥niku. Preto
e f(m,n)=0ak m=n=0 (mod 2), lebo vtedy S| = S%;

1
e f(m,n)= 5 ak m=n =1 (mod 2), lebo vtedy |S] — 55| = 1.

B
1
A
n
/ /1P
C n Cc C
Obr. 31 Obr. 32 Obr. 33

b) Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, e n = m. Rozdelme trojuholnik
na pasy sirky dva kolmo na dlhs$iu odvesnu tak, Ze za¢neme delit od druhej odvesny
(obr.31). (Pre neparne n zostane este zvysok sirky 1.)

Vysrafované ¢asti v jednotlivych pasoch st osovo simerné, ale s opac¢nym ofarbenim.
Preto rozdiel |S; — S| nemodZe prevysit sicéet obsahov nevysrafovanych casti. Kazda

. , . m , . ; vs n “e v
z nich ma zrejme obsah —. Pre parne n je pasov sirky dva spolu 32 ziaden zvysok,
n

vewv /v v Id v so. n m m Id . 7

¢ize sucet obsahov nevysrafovanych casti je spolu s n o Pre neparne n je pasov
n

—1

a zvysok mé obsah . Preto je v tomto pripade stcet obsahov

sirky dva len

_|_

nevysrafovanych casti

SERCE

n—1 m
n

m
2n
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Z toho vyplyva, ze |S1 — S2| < 3 2 ¢oho okamzite dostavame pozadované tvrdenie

1 1
f(m,n) < 5 max{m,n}. (Z dokazu lahko vyplyva, Ze dokonca f(m,n) < 5 min{m,n}.)
¢) Polozme m = n + 1 pre lubovolné kladné parne n. V lasti a) sme ukazali, Ze

f(n,n) = 0. Preto f(m,n) mo’no vypoéitat ako |S] — 53|, kde S| a S} st po rade
obsahy ¢iernej a bielej plochy vo vysrafovanom trojuholniku, ktory vznikne z povodného
pravouhlého trojuholnika s odvesnami n a n + 1 odobranim pravouhlého rovnoramen-
ného trojuholnika s odvesnami n (obr.32). Situécia v i-tom stif)ci zlava je podrobnejsie
nakreslena na obr. 33. Zrejme plati

1 —2 1—2
T;U;| = ntloe LISy = ntloe L
n +1

? ?
19iQi| = |RiQi] = —.
n n

+1’

Potom
"

> (Sarqiu: — Sasimiv; — Sas:ri:)| -

=1

flm,n) =

Vsetky tieto obsahy mozno lahko spoéitat. Po dosadeni a tpravach
n

1 Iln+l—7 n+1—2 1 1 2
o =3 (55" —§n+15>‘—

=1

1 1 (n+1-0)? 1 i
- §n—§; n(n+1) _§;n(n—|—1)'

Ak v prvej sume zavedieme substiticiu 3 = n + 1 — 1, zistime, Ze

n n

(n—l—l—i)2_ 72
; n(n+1) _;n(n—|—1)7

teda

3

fim,n) =

—TL—

2n n(n+1) 6 6

1 1 n(n+1)(2n+1) n—1
nn—l—l '

=1
Preto zrejme pre rastice parne n rastie hodnota f(n + 1,n) nad vSetky medze.

Uloha 2

Oznaéme U’ obraz bodu U v osovej stimernosti podla osi strany AB (obr. 34). Zrejme
aj bod U’ lezi na kruZnici opisanej trojuholniku ABC a |AU| = |BU’|, teda stadi
dokazat, ze |TC| = |TU’|, t.j. ze trojuholnik U'TC je rovnoramenny so zakladnou U'C.

Oznaéme |[JCAB| = o a [ BAU| = ¢. Z vety o obvodovom uhle plati |[SCU'T| = a.
Z rovnoramenného trojuholnika ABV dostavame |[JAVB| =7 — 2|4V AB| =7 — 2¢.
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Podobne z trojuholnika ACW méame |[JAWC| =n — |[FCAW| =7 — 2a + 2¢. Potom
pre uhly trojuholnika VWT plati |[SWVT| = 7 — |[JAVB| = 2¢, [JVWT| = 7 —
— |SAWC| = 2a — 2¢ a napokon |[AWTV| =7 — |JTWV|— |[<TVW| = 1 — 2. Preto
|[SU'TC| = © — 2a.. Potom ale v trojuholniku U'CT plati |[QU'CT| = n — |[QCU'T| —

— |QU'TC| = a, ¢iZe je naozaj rovinoramenny.

Obr. 34
V pripade, Ze uhol « je ostry, mozno previest vsetky spominané uvahy.

Uloha 3. Riesenie podla Viadimira Marka.
n n
Bez uymy na vsSeobecnosti nech le = 1 (pre le = —1 stac¢i vSetky x; pre-
nasobit éislom —1 a tdloha sa pretransformuje na povodnt so sicétom 1). Teraz uréme

n
»priemernt® hodnotu S, stétu Ziyi, kde (y1,y2,... ,yn) je lubovolnd permutacia
=1
(x1,22,...,2n), t.j. y € w(x) — spoéitame sulet tychto hodnoét pre vsetky mozné
permutéacie a predelime tito hodnotu ich poétom (zrejme n!).

n
PDILT
_ yen(x) =1
S = n!
KedZe kazdé x; sa vyskytne na konkrétnej j-tej pozicii prave (n — 1)I-krat, preto
k13 n n
) SUIITTT IR

Sp:izljzl _ i—1 :ng—lzn:xi:n—l—l‘
i=1

n! n! 2

n-+1

n
Z toho vyplyva, ze bud si1 vietky stéty Z 1Y TOVINEé
=1

, alebo existuju zaroven suéty
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..... : v n+1 T . : . f e
vacsie aj mensie ako * . Aby sme dokazali tvrdenie zo zadania, potrebujeme dokazat,
n
. n+l n+1
7e existuje taka permutacia y, pre ktort Z iy je z intervalu (— —|2_ , —|2_ ). V prvom
=1
n-+1

pripade (ak st vSetky tieto suéty rovné ) je to zrejmé, skiimajme preto druht moz-

7

.....

=1
n+1 ) . Ny n+1 R , .
> + a druht permutaciu z taka, ze Sy = Z 12 < - . Je zrejmé, ze z permutacie
=1
y sa da dostat k permutacii z postupnou vymenou susednych ¢éisel v permutéciach.
Pri takejto Vymene (yh s o Yk—1,Yky Yk+1, - - - 7yn) na (y17 s Y1 Yk+1 Yk - - - 7yn)

sa sucet Sg zmeni na 57 takto:

Si=wn+...+k—=Dye—1 + kyg+1 + (E+ Dyr + (K 4+ 2)ypq2 + ... + ny, =
=50+ Yk — Yk+1-

n-+1 n-+1

5 @ [Yr+1] =
pocas popisanej vymeny zmeni sucet So nanajvys o n+ 1. Toto plati pre kazdt vymenu
v prechode od permutécie y k permutacii z. Teda ak sa ma zmenit hodnota tohto

1 1
nt na52<n+

Vzhladom na to, ze |yg| < ,je vyraz |yr —yr+1| < n+ 1. Preto sa

suétu z Sy >

, musi sa tento stcet dostat aspon raz do intervalu
< n+1 n+1
2 72

ulohy, ¢im je tvrdenie dokazané.

Uloha 4.

). V tej chvili vSak aktualna permutacia spY,'la podmienku zo zadania

a) Tvrdenie dokdZeme sporom. Predpokladajme, Ze pre prirodzené éislo n, n > 1
existuje strieborng matica A typu n x n. Nech = je pevne zvoleny prvok z mnoziny
{1,2,...,2n — 1} ktory neleZi na uhlopriecke A (zrejme taky existuje). Zjednotenie i-
teho stif)ca a i-teho riadku budeme dalej nazyvat i-ty kriz. Prvok x sa musi nachadzat
v kazdom takomto krizi prave raz. Ak = je v. A v i-tom riadku a j-tom stif)ci, potom A
patri aj i-temu aj j-temu krizu, t.j. jeden vyskyt ¢isla @ v A zabezpecuje jeho ucast
v dvoch krizoch. KedZe vsak n = 1997 je neparne ¢islo, muselo by sa x v A nachadzat

prave -krat, ¢o vSak samozrejme nie je mozné.

b) Popiseme rekurentny postup na néjdenie striebornej matice typu 2n x 2n. Pre n =

= 1 nech
1 2
=5 )
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Tato matica je zrejme striebornd. Pre n = 4 ich je niekolko, napriklad

W /= =1 Ot
=N Ot O

4
6
1
2

— W =1 Ot

2
1
5)
4

~N = W
= O = N
S =1 W

Nech teraz A je striebornd matica typu n x n. Potom skonstruujme strieborni maticu
typu 2n x 2n nasledujicim sposobom:

AU
D= (V A) ’
kde U je matica typu n xn, ktora vznikne z A pripoé¢itanim 2n ku kazdému jej prvkua V
je matica, ktora vznikne z U nahradenim kazdého jej diagonalneho prvku cislom 2n.
DokéZzeme, ze aj matica D je strieborna. Uvazujme i-ty kriz v matici D. Nech i <
< n, opa¢ny pripad sa preveri analogicky. Tento kriZ sa sklada z i-teho kriza A, i-teho
riadku U a i-teho stif)ca V. Ale i-ty kriz A obsahuje (na zaklade predpokladu o A) éisla
{1,2,...,2n — 1} a i-ty riadok U spolu s i-tym st¥eom V spolu obsahuji vdaka nagej
konstrukeii éisla {2n,2n 4+ 1,... ,4n + 1}. Tym je tvrdenie dokézané.

Uloha 5. Riesenie podla Miroslava Dudika.

Pre a = 1 méme 1°° = bl, teda b = 1. Pre b = 1 podobne al’ = 1%, ¢ize a = 1.
Preto mozeme dalej predpokladat, ze a > 1 a b > 1. V prvodiselnych rozkladoch a a b
sa zrejme bud nachadzat rovnaké prvocinitele. Nech teda

a=pitpyt.. o pan, b:pfl-p§2-...-pg".
Podla zadania ma platit

p?l'bQ Co -pi"'bQ — g = pe :pfl'a Co -pg"'a.
Preto musi pre kazdé + = 1,2,... ,n platit

a8 =a;- B,

. Bi . y . I .
¢ize pomer — je konstantny a rovny racionalnemu ¢islu &,
13

Bi b? 261 — —
k:a_Z:E:plﬁl alpiﬁn an‘ (1)
12

Teda o; - k = 3;, preto 20; — a; = o, - (2k — 1), pre i = 1,... ,n. Preto

- p?r(zk—l) A pgn~(2k—1) — a2k—1‘ (2)



78 47. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Vsetky tieto exponenty (o; - (2k — 1)) st celé éisla, a kedZze vSetky o; s kladné, ich
znamienko zavisi len od znamienka 2k — 1. Rozoberieme niekolko pripadov.

o Ak 2k — 1 =0, tak potom z (2) vyplyva k = a® = 1, éo zrejme nemdze nastat.

o Ak 2k — 1 > 0, tak rozdiely 283; — «; st kladné celé ¢isla, preto je na zéklade (1)
¢islo k kladné celé éislo. Z (2) potom pre k = 1 dostavame nepripustné a = 1,
pre k > 1 viak plati a?*=! > a* > k (pre a = 2). Preto také riegenie neexistuje.

o Ak 2k — 1 < 0, tak rozdiely 23; — «; st zaporné celé ¢isla, preto je na zaklade
(1) éislo k prevratenou hodnotou kladného celého ¢éisla. Nech teda g = % Dalej

z rovnosti «; - k = §; vyplyva a = b?. Potom dana rovnica prejde do tvaru beb” =
= "', teda ¢ - b? = b4, ¢ize b1"2 = ¢q. Pre ¢ = 1 dostavame nepripustné b = 1,
pre ¢ = 2 dostavame 2 = b = 1, ¢o nedava ziadne riesenie. Pre ¢ = 3 dostavame
3 = bl, dopoéitame a = 27, pre ¢ = 4 dostavame 4 = b%, teda b = 2, dopoécitame
a=16.Pre g >4ab=>2jebl™? 22172 > ¢ (poslednd nerovnost pre ¢ = 5 plati
a pre dalsie ¢ sa jednoducho dokéZe matematickou indukciou).

Vsetky riesenia danej rovnice sta=b=1,a=27,b=3 aa=16,b=2.

Uloha 6.

.....

¢isla n v danom tvare mé aspon jednu ,, 1% (2°) ako jeden zo séitancov. Jej vynechanim
dostaneme vyjadrenie ¢isla 2k. Naopak jej pridanim dostaneme z kazdej reprezentacie
¢isla 2k reprezentaciu ¢isla 2k + 1, teda zrejme pre kazdé prirodzené k plati

F(2k +1) = F(2). (1)

f)alej, ak n = 2k je lubovolné prirodzené ¢islo, tak kazdé vyjadrenie ¢isla n v zadanom
tvare je jedného z nasledujicich typov: bud obsahuje aspon jednu ,,1“ v svojom zapise,
alebo nie. V prvom pripade zmazanim jednej z nich dostaneme vyjadrenie ¢isla 2k — 1,
a teda pocet tychto vyjadreni je prave f(2k —1). V druhom pripade (ziaden séitanec nie
je rovny ,1“) moéZeme vsetky séitance predelit dvomi a dostaneme tak kazdé vyjadrenie
¢isla k zadanym sposobom. Tychto vyjadreni je preto prave f(k). Tieto tvahy veda
k rekurentnému vzorcu

F(2k) = f(2k = 1) + f(k). (2)
Oba tieto vzorce platia pre vSetky prirodzené k. KedZe mozeme dodefinovat f(0) = 1
a f(1) = 1, vzorce (1) a (2) jednoznaéne uréuji hodnoty funkcie f. NavySe je z ich
tvaru vidiet, Ze funkcia f je neklesajica. Spojenim (1) a (2) dostavame
f2k) — f(2k —2) = f(k) pre k=1,2.3,....

Sé¢itanim tychto rovnic pre k = 1,2,... ,n dostavame

f@Cn)=fO0)+f(1)+...4 f(n) pren=1,23,.... (3)
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Teraz najprv dokdZeme horny odhad zo zadania. V (3) s vSetky séitance mensie
alebo rovné ako posledny z nich. KedZze 2 = f(2) £ f(n), pre n = 2, dostavame
pre kazdé n = 2

F(20) = 24 (F(2) + ...+ f(n) £ 2+ (n = 1)f(n)
< f(n) + (n = 1)f(n) = nf(n)

Preto

FRn) S 2T S 20 2n L f(an ) <
g 2n—1 . 2n—2 . 2n—3 . f‘(2n—3) §
. § 2(n—1)—|—(n—2)—|—...—|—1 . f‘(2) — 2n(n—1)/2 . 2

HA

Ked¥e viak o¢ividne 2n(n=1)/2 .92  9n*/2 pre n = 3, horny odhad je dokazany.

Pri dokaze dolného odhadu najprv dokazeme, Ze plati

fo+1) = f(b) 2 fla+1) = f(a) (4)

pre a = b 2 0 prirodzené ¢isla rovnakej parity. Totiz, ak a aj b st obe parne, potom
z (1) vyplyva, %e na oboch stranach (4) st nuly. Ak a aj b st obe nepérne, potom z (2)
dostavame: f(b+ 1) — f(b) = f(b""Tl) a fla+1)— fla) = f( “'51) a potom nerovnost
(4) plati, lebo f je neklesajtca.

Uvazujme prirodzené éisla r 2 k 2 1, r parne, a nahradme v (4) ¢éisla a a b vyrazmi
a=r—jab=r4j7prej =0,1,... k— 1. Scitanim takto ziskanych nerovnosti
dostavame nerovnost:

Fo+8) = Fr) 2 flr+1) = F(r =k +1),
KedZe r je parne, plati f(r + 1) = f(r), a teda
fir+k)+f(r—k+1)=2f(r) prek=1,...,r.
Sé¢itanim tychto nerovnosti pre k = 1,... ,r dostaneme
FL) 4+ F2)+ ...+ f(2r) = 2rf(r).
Z (3) vyplyva, Ze lavéa strana poslednej nerovnice je rovna f(4r) — 1, preto
flar) 2 2rf(r) +1>2rf(r)
pre kazdé prirodzené éislo r, » 2 2. Ak polozime r = 2™ 2 méme

F2m) >2mTif2mTR). (3)



Aby r = 2™72 bolo parne, predpokladajme, Ze m > 2, aviak (5) zrejme plati aj pre m =
=2.
Napokon nech n = 1. Ak [ je prirodzené éislo, pre ktoré plati 21 < n, potom pouZitim

(5) pre m=n,n—1,... ,n— 2]+ 2 dostaneme

f‘(2n) > 2n—1 X f‘(2n—2) > 2n—1 X 2n—3 . f(2n—4) >
> ...> 2 F = A (=2 ) g gn=2ly — 9i(n=) L fgn=2h)

Teraz ak n je parne, volme [ = %; ak n je neparne volme [ = "T_l Ziskane nerovnosti

maja tvar:

f2r) > o /4 f2°%) = om/4 pre n parne,
f(2m) > p(n*=1)/4 f(2h) = 2(n* =)/t g 5 on?/4 pre n neparne.

Tymto sme dokazali dolny odhad pre n > 2 (pre n = 1 trivialne plati).
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Zadania safaznych aloh

KATEGORIA P

P-1I-1

Napiste a odladte program na riefenie hry ,,15“! V tejto hre je v Stvorcovej ta-
bulke 4 x 4 uloZenych 15 Stvorcovych kamienkov oznacenych ¢islami 1,2,... ,15, jedno
policko je prazdne. Povolenym krokom je presunutie kamienka na susedné prazdne
poli¢ko. Povoleny krok je jednoznacéne uréeny poradovym ¢islom policka, na ktorom
stal presuvany kamienok pred krokom. Policka maji poradové ¢isla 1 az 16, pricom
¢islujeme po riadkoch od lavého horného rohu. V znazornenom priklade sa zo situacie
A dostaneme do situacie B krokom 6.

71121 9| 3 71121 9| 3
14 |15 10 14 15 |10
1 8113 | &5 1 8113 | &5
11 6| 2| 4 11 6| 2| 4
situacia A situacia B

Uloha. Na zadiatku hry st kamienky rozlozené nédhodne. Utelom hry je povolenymi
krokmi dosiahnut koncovi situaciu I, v ktorej st kamienky usporiadané vzostupne
podla ¢isel a prazdne policko je v pravom dolnom rohu:

1] 2] 94
516 718
9 [10 [11 12
15 |14 |15

Vstup. Vas program by mal

— zo stuboru ,,P-I-1.INP“ nacitat poc¢iato¢nt situaciu ako postupnost ¢isel kamienkov
oddelenych medzerami (pricom napriklad situdciu A popisuje vstupna postupnost
,7 12 9 3 14 15 0 10 1 8 13 5 11 6 2 4%, kde znak 0 oznacuje prazdne po-
licko).

Vystup.

— ak koncova situdcia je povolenymi krokmi nedosiahnutelna, do siboru ,,P-I-1.0UT*
vypisat spravu ,Nema riesenie®;

— ak koncova situdcia je povolenymi krokmi dosiahnutelna:
— do stiboru ,,P-I-1.0UT* vypisat (akikolvek) postupnost povolenych krokov, ktoré

vedu ku koncovej situacii K;
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— znézornit postupnost krokov vedtcu ku koncovej situacii pomocou semigrafiky
alebo v grafickom rezime. Toto znazornenie by malo byt interaktivne krokovatelné,
napriklad po kazdom stlaceni medzernika by sa mal na obrazovke vykonat jeden
krok postupnosti.

P-1-2

Hovorime, Ze mnozina bodov M v rovine je schodovitd, ak pre kazda dvojicu (21, y1),
(x2,y2) jej bodov plati

r1 # x2, pricomak w1 <xzg, potom y; > yo.

To znamena, ze ak body mnoZiny M usporiadame podla prvej stiradnice, dostaneme
yklesajicu postupnost druhych stradnic®.

Hovorime, Ze dve neprazdne disjunktné mnoziny bodov A, B v rovine su separova-
telné (oddelitelné), ak existuje priamka, ktord rozdeli rovinu na dve polroviny tak, Ze
sa v kazdej polrovine nachéadzaji len body jednej z tychto mnozin, pricom separujica
priamka moze obsahovat body nanajvys z jednej z nich.

Uloha. St zadané dve neprazdne disjunktné schodovité mnoziny bodov A a B. Vytvorte
(o najefektivnejsi) algoritmus a napiste program, ktory zisti, ¢ mnoziny bodov A, B
si1 separovatelné, a ak st separovatelné, najde separujicu priamku.

Vstup. Vstupny stubor ,P-I-2.INP“ obsahuje riadok s dvoma celymi kladnymi ¢is-
lami m a n uréujtcimi po rade pocty prvkov mnozin A a B. Potom nasleduje m riadkov,
z ktorych kazdy obsahuje dve realne ¢isla — stradnice bodov mnoziny A a n riadkov
rovnakého formatu obsahujucich saradnice bodov mnoziny B. Zoznamy bodov A aj B
st1 usporiadané vzostupne podla hodnot prvej stradnice. MoZete predpokladat, Ze vstup
je zadany korektne.

Vystup. Vystupom programu (zapis do stiboru ,,P-I-2.0UT“) je riadok obsahujici
tri realne ¢isla a, b a ¢ oddelené medzerami, ktoré st koeficientmi vseobecnej rovnice
niektorej separujucej priamky ax + by + ¢ = 0. Ak separujica priamka neexistuje,
vystupom je trojica ¢isel ,,0 0 0.

P-1-3

Orient-expres prechddza n (n < 100) réznymi statmi (oéislujeme ich od 1 po n).
Kazdy stat ma svoju vlastnt menu (tieZ ich oéislujeme: $tat k& nech ma menu k) a tieto
meny st medzi sebou volne zamenitelné. V state k moZzeme nakupovat iné meny, ale len
za menu k. Cestujeme zo statu ¢ do statu j (1 < j), potrebujeme teda nakipit menu j.
Kladné realne ¢islo K; ;) urcuje, kolko jednotiek meny j dostaneme pri priamej vymene
za jednu jednotku meny i. Niekedy st ale vyhodnejsie nepriame obchody: zamenit
menu 7 za [ a potom menul za j (i <! < j),prip.izal,lzamamzaj (i<l<m<
< j) a podobne.

Predpokladajme napriklad, Ze cestujeme zo statu 1 do 3 a meny statov 1, 2 a 3 st
vony, tugriky a dongy. Ak za 1 von dostaneme 1,50 tugrikov alebo 1,25 dongov a za 1



ZADANIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA P 3

tugrik dostaneme 0,90 dongov, je vyhodnejsie zamenit vony najprv za tugriky a potom
za dongy (za sto vonov takto dostaneme 135 dongov namiesto 125 dongov, ktoré mozno
ziskat priamou vymenou).

Uloha. Napiste a odladte program, ktory po nacitani tabulky vymennych kurzov K
dokdze odpovedat na otazky typu ,aky je najvyhodnej$i (priamy alebo nepriamy)
vymenny kurz pri ceste zo statu ¢ do statu j57°.

Vstup. Vstupom programu (v stibore ,P-I-3.INP“) je

e kladné celé ¢islo n (n < 100) — polet statov,

° w kladnych redlnych ¢isel — vymenné kurzy:

Koo Kas Kag - Baw
Kz Kaay - Kew
K(n-1m)

e kladné celé ¢islo p — poéet vstupnych dvojic (,otazok®), ktoré buda nasledovat,

e p dvojic celych éisel 7,7 (1 £ 1< j < n) — pofiatoéné a koncové Staty ciest.
Vystup. Vystupom programu (stibor ,P-I-3.0UT“) bude p kladnych redlnych éisel:
najvyhodnejsie vymenné kurzy pre jednotlivé cesty. Realne ¢isla sta¢i vypisovat s pres-
nostou na dve desatinné miesta.

Priklad vstupu a zodpovedajticeho vystupu:
P-T-3.INP: 4 1.50 1.25 2.20 0.90 1.30 1.656 3121314
P-I-3.00T: 1.50 1.35 2.20

P-1-4
Ucebny text.
Kombinaény obvod pozostava zo vstupov obvodu (oznacenych I1, 12, ..., In), z hra-
diel (oznacenych H1, H2, ..., Hk) a z vystupov obvodu (oznacenych O1, 02, ..., Om).
Kazdé hradlo ma jeden alebo viac vstupov oznacenych x1, z2, ..., z, a jeden vystup

oznaceny z. Kazdy vstup hradla H: je napojeny bud na niektory vstup obvodu alebo
na vystup niektorého iného hradla Hj, 5 < 1. Kazdy vystup obvodu O: je napojeny na
vystup niektorého hradla.

Vstupy a vystupy obvodu, ako aj vstupy a vystupy hradiel mozu byt v logickych
stavoch 0 (false) a 1 (true). Vypodet obvodu je taktovany: ak vstupy hradla H st v ¢ase ¢
v logickych stavoch xq[t], z2[t], ..., zp[t] vystup H bude v ¢ase t + 1 v logickom stave
z[t + 1] uréenom vstupmi a typom hradla. Ak je na tento vystup napojeny napriklad
vstup 2’ hradla H', bude v ¢ase t + 1 vstup 2’ v logickom stave z[t + 1] — t.j. logicky
stav sa po spojniciach $iri bez zdrzania.

Budeme pouzivat tri typy hradiel: NAND, NOR (v tlohe P-I-4 s dvoma, v tlohéach
P-II-4 a P-III-3 s viacerymi vstupmi) a NOT (s jednym vstupom). Zavislost vystupu
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tychto troch typov hradiel na vstupoch popisuji nasledujice tabulky (uvadzame pri-
klady hradiel NAND a NOR s dvoma a troma vstupmi):

zy[t]  a2ft] | 2[t+ 1] zy[t]  a2lt] | 2[t+ 1]
0 0 1 0 0 1
0 1 1 IR 0 1 0
1 0 1 0 1 1 0 0
1 1 0 1 0 1 1 0

NAND NOT NOR
zylt]  woft]  asft] | z[t+ 1] zylt]  woft]  asft] | z[t+ 1]
0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 1 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 1 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 0
1 1 0 1 1 1 0 0
1 1 1 0 1 1 1 0
NAND NOR

To znamena, ze hradlo typu NAND ma vystupnt hodnotu 0 prave vtedy, ak vsetky
jeho vstupy maju hodnotu 1. Hradlo typu NOR ma vystupnt hodnotu 1 prave vtedy,
ak vsetky jeho vstupy maji hodnotu 0.

Vstupom vypoctu je n-tica logickych stavov vstupov obvodu 11, I2, ..., In. Logicky
stav vstupov obvodu sa pocas vypoétu nemeni. Hradla postupne reaguju na logické
stavy svojich vstupov a menia stavy svojich vystupov. Samozrejme, ak sa v case t
ustalia (t.j. dalej sa nemenia) logické stavy vstupov hradla, od ¢asu t + 1 sa ustéli aj
jeho vystup. Po konecnom ¢ase sa ustalia aj logické stavy vystupov obvodu. Vysledkom
vypoctu je m-tica logickych stavov vystupov obvodu O1, O2, ..., Om.

V pripade obvodu na obrazku vlavo (hradla H1, H2 typu NAND st oznacené &,
hradlo H3 typu NOR je oznacéené 1, logické stavy vstupov obvodu st 0,1,1,1) bude
od ¢asu t = 1 logicky stav vystupu H1 rovny 1 a logicky stav vystupu H2 rovny 0. Od
casu t = 2 bude logicky stav vystupu hradla H3 rovny 0, ¢o je aj vysledkom vypoctu.

H1 H1 H3
IL [ LI 1
01
o—— b——=
2 °_L H3
12 | ; |
01
o——=
H2 H2 H4

I3 [¢, I L1 1
| 02
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V obvode vpravo vystupuji aj hradla H3, H4 typu NOT (st oznaéené 1, rovnako ako
NOR — maju ale len jeden vstup). Po dvoch taktoch (v ¢ase t = 2) sa vystupy obvodu
ustalia a vysledkom bude ,,utriedeny vstup“: na O1 bude mensi a na O2 vacsi z logickych
stavov vstupov obvodu. Chovanie tohto obvodu by sme mohli popisat tabulkou:

n @01 02
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1

Sutazné tlohy.

Vstup. Napiste program, ktory zo vstupného stiboru nacita

— tri éisla — poéet vstupov obvodu (n), pocet hradiel (k) a pocet vystupov obvodu (m),
— popis kombina¢ného obvodu vo vhodnom formate, ktory sami navrhnete,

— ¢islo p udavajice pocet vstupnych n-tic nal a jednotiek,

— p vstupnych n-tic ntl a jednotiek — vstupy kombinaéného obvodu.

Vystup. Do vystupného stboru potom vypise
— p vystupnych m-tic nil a jednotiek — vysledky vypoétu obvodu so zadanymi vstup-
nymi n-ticami.

Uloha. Navrhnite kombinaény obvod s dvoma vstupmi (I1 = z, I2 = y) a dvoma
vystupmi (O1 = ¢, O2 = s) tak, aby realizoval sé¢itanie dvoch jednobitovych éisel: 2 -
¢+ s = +y. To znamena, ze vystup s bude obsahovat paritu sti¢tu a vystup ¢ bude
obsahovat prenos (carry). Obvod nakreslite a popiste aj vo vstupnom formate pre vas
program.

P-1I-1

Hraci plan pozostava z 2n polic¢ok umiestnenych v jednom rade vedla seba (n = 3).
Na kazdom policku sa nachadza modry alebo ¢erveny kamienok, celkovy pocet modrych
a Cervenych kamienkov je rovnaky (n).

Cielom hry je usporiadat kamienky: v lavej polovici hracieho planu maji byt ¢ervené,
v pravej polovici modré kamienky. Povolenou operéaciou v hre je obratenie poradia
troch alebo styroch susednych kamienkov, t.j. zmena abec — cba, resp. abed — dcba,
kde abc (abed) st susedné kamienky na hracom plane. Operaciu moéZeme jednoznacéne
uréit pomocou dvoch ¢éisel: pozicie p najlavejSieho poli¢ka meneného tseku a diéky )
meneného tseku (1 S p £ 2n—1+41, 1 = 3,4). Riesenim hry je postupnost dvojic (p, 1),
ktora pociatoént situaciu prevedie na usporiadant.

Vstup. Napiste program, ktory nacita zo vstupného suboru P-II-1.INP

— dslon (3 < n £1000) — poéet modrych resp. ¢ervenych kamienkov (v prvom riadku
stiboru);

— podiatoént situdciu — postupnost 2n znakov m (reprezentuje modry kamienok) a ¢

(erveny kamienok) v druhom riadku stuboru.
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Vystup. Do vystupného stiiboru P-II-1.0UT potom vypiSe postupnost dvojic éisel
p [ (krokov riesenia v tvare popisanom vyssie; kazda dvojicu na samostatny riadok)
ukoné¢ent riadkom obsahujicim dve nuly. Vypisand postupnost predstavuje rieSenie
zadanej hry.

Poznamky: Uvedomte si, ze kazda pociatocna situacia je riefitelna. Vas program
nemusi najst optimalne riesenie (tzn. dlzka vygenerovanej postupnosti nemusi byt
najmensia mozna), snazte sa vsak najst efektivny algoritmus.

P-1I-2

Nech A je postupnost bodov A[1], A[2],... , A[n] (n 2 1), kde bod A[i] ma celoéiselné
stradnice (A[i].x, A[i].y). Takdto postupnost sa nazyva schodovitd, ak pre kazdé i mensie
ako n plati:

Ali]l.a < A[i + 1.2, Ali + 1].x — Ali].x
Al + 1]y < A[i].y, Alil.y — At + 1]y

Y

2
2

A A

a vzdialenost medzi bodmi A[i + 1] a A[4] je mensia ako 2v/2.

Robot sa moze pohybovat po ceste urcenej bodmi schodovite] postupnosti, pricom
tato cesta zac¢ina v bode A[1], pokracuje cez body A[2],... , A[n—1] akonéi v bode A[n],
pricom medzi kazdymi dvoma bodmi postupnosti sa robot pohybuje po tsecke.

Z cesty robota moZno odstranit usecku A[i — 1]A[i] tak, Ze body A[i] az Aln]
posunieme tak, aby sa bod A[i] dostal do bodu A[i—1] (vsetky body postivame o rovnaki
vzdialenost v z-ovom aj y-ovom smere). Bod A[i — 1] potom vyltéime z postupnosti.
Vsimnite si, ze vzniknuta postupnost je takisto schodovita, pricom pocet bodov sa
zmensil o jedna.

Uloha. Dané stt dve schodovité postupnosti A (JA| = n) a B (|B| = m). Robot R4 sa
pohybuje po ceste urcenej postupnostou A a robot Rp po ceste urcenej postupnostou B.

Najdite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory uréi najmensie pocty useciek, ktoré je
potrebné odstranit z ciest robotov R4, Rp tak, aby sa oba roboty (za predpokladu,
Ze sa zo svojich poéiatoénych bodov zaéni pohybovat naraz rovnakou rychlostou)
pohybovali sibezne (t.]. ich vzdjomnéa poloha je stale rovnakd) a skonéili v tom istom
case v poslednom bode prislusne upravenych schodovitych postupnosti.

P-1I-3

Orient-expres prechadza n (n < 100) roznymi $tatmi. Budeme pouZivat oznade-
nie a pravidld pre nédkup mien v jednotlivych Statoch zavedené v tlohe P-I-3 (pozri
na strane 2).

Niektoré zo statov sa rozhodli podporovat turizmus (samozrejme nie svojich vlast-
nych obéanov), a preto cestujiceho, ktory vystipi z Orient-expresu, aby si vymenil
peniaze, na niekolko dni zdrzia. Nezaporné celé éislo T[i] uréuje, kolko dni musi stravit
turista v State ¢, ak si tam vymenil peniaze (naklady na pobyt v dalsom neuvaZujeme
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a pre jednoduchost budeme predpokladat, Ze cestujici na medzistaniciach vystupuji
len za Géelom vymeny penazi). Po uplynuti T[¢| dni pokracuje cestujtci v ceste (Orient-
expres jazdi denne). Ziadny cestujuci nie je ochotny obetovat viac nez uréity pocet dni
(nanajvys 10) na ,turisticky pobyt“ na medzistaniciach.

Predpokladajme napriklad, Ze cestujeme zo statu 1 do 3 a meny statov 1, 2 a 3 st
vony, tugriky a dongy. Ak za 1 von dostaneme 1,50 tugrikov alebo 1,25 dongov a za 1
tugrik dostaneme 0,90 dongov, je vyhodnejsie zamenit vony najprv za tugriky a potom
za dongy (za sto vonov takto dostaneme 135 dongov namiesto 125 dongov ziskatelnych
priamou vymenou). Ak ovSem T[2] je 5 a mozeme si dovolit zdrZzanie nanajvys tri dni,
druhéd moznost neprichddza do tvahy (vsimnite si, Ze T[1] a T[3] nehra v tejto tvahe
ziadnu tlohu).

Uloha. Napiste program, ktory po nacitani tabulky vymennych kurzov K a tabulky
zdrzani T dokéze odpovedat na otazky typu ,aky je najvyhodnejsi (priamy alebo ne-
priamy) vymenny kurz pri ceste zo Statu ¢ do $tatu j, ak sme ochotni stravit nanajvys k
dni turistikou?”.

Vstup. Vstupom programu (v sibore P-II-3.INP) je

e kladné celé ¢islo n (n < 100) — pocet Statov;
n(n—1)

5— kladnych realnych éisel — vymenné kurzy

Kap Las Bag - Ko
I&’(273) I((ZA) ce K(Z,n)
K(n-1,n)
e n nezapornych celych éisel — zdrZzania T[1], T[2],... ,T[n];

e kladné celé ¢islo p — poéet vstupnych trojic (,otazok®), ktoré buda nasledovat;

e p trojic celych éisel i, 7,k (1 £ 1< j < n,k < 10) — pocdiatoéné a koncové Staty ciest
a maximalne zdrzania.

Vystup. Vystupom programu (v sibore P-II-3.0UT) bude p kladnych realnych &i-

siel: najvyhodnejsie vymenné kurzy pre jednotlivé cesty. Redlne ¢isla staci vypisovat

s presnostou na dve miesta za desatinnou bodkou.

Pozndamka: Pri rieSeni nemusite brat ohlad na obmedzenie velkosti poli dané nie-
ktorymi preklada¢mi programovacich jazykov.

P-1I-4

Zadanie tejto wlohy vychadza zo studiyneho textu zaradencho pred wlohow P-1-4, pozri
na strane 3 . Hradld typu NAND a NOR mozu mat ale tentokrdt (narozdiel od wlohy
P-I-4) viac nez dva vstupy — blizsie pozri spominany studigny tewxt.

Uloha. Vagou tlohou je navrhnat a popisat kombinacny obvod so 4 vstupmi a 7
vystupmi na ovladanie LED-displeja pre znazornenie ¢isiel 0 az 9:
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_____

_____

Vstupy obvodu oznacime o, x1, 2, 3 a vystupy vo, y1, Y2, s, Y4, Ys, Y. Vstupy
obvodu budeme interpretovat ako binarny zapis éisiel 0 az 9 (3 je najvyznamnejsi bit):

x3 ®x9 Ty To Vyznam

0O 0 0 0 0

0 0 0 1 1
0 0 1
1 0 0 1 9

Binarne zapisy cisiel vacsich ako 9 nas nebuda zaujimat a vystupy obvodu pre tieto
vstupy mozu byt Iubovolné.

Vystupy obvodu zodpovedaju segmentom displeja, kde

Yo ovlada horny vodorovny segment,
y1 ovlada lavy horny zvisly segment,
y2 ovlada pravy horny zvisly segment,
y3 ovlada stredny vodorovny segment,
ys ovlada lavy dolny zvisly segment,
ys ovlada pravy dolny zvisly segment,
ys ovlada dolny vodorovny segment.

Presné chovanie obvodu moZeme popisat tabulkou, kde 0 znamena ,nesvieti“, 1 ,svieti®
a 7 je ,Jubovolnd hodnota“ (0 alebo 1).

L3ToaX1X0
0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001

me

<
()
N
—
N
[N~}
<
w
<
Ny
<
[V
[e2]

R R O, PO~ O R

N = = === O == O
B e i en B e s i e e R
NP P POk B = =
I e B e i = )
VO R OO0 OO
I i i e W e T N e S S e B S R S

Obvod mozZete popisat lubovolnym sposobom, ktory jednoznac¢ne uréi hradla obvodu:
ich typ (vstup x;, NAND, NOR, NOT, vystup y;) a napojenie ich vstupov (napriklad
obrazok).
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P-III -1

St dané suradnice n modrych a n ¢ervenych bodov v rovine. Ziadne tri z tychto
bodov nelezia na jednej priamke a vSetky st navzajom rozne.

Uloha. Napiste ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory najde n useciek takych, ze kazda
z nich ma jeden koncovy bod v ¢éervenom bode a druhy v modrom bode a ziadne dve
usecky nemaji ani jeden spoloény bod. V pripade, Ze rieSenie neexistuje, algoritmus
o tom vypise vhodnt spravu.

P-1III -2
Nech A je postupnost bodov A[1], A[2],... , A[n] (n 2 1), kde bod A[i] ma celoéiselné

stradnice (A[i].x, A[i].y). Takdto postupnost sa nazyva schodovitd, ak pre kazdé i mensie
ako n plati:

Ali]l.a < A[i + 1.2, Ali + 1].x — Ali].x
Al + 1]y < A[i].y, Alil.y — At + 1]y

Y

2
2

A A

a vzdialenost medzi bodmi A[i + 1] a A[4] je mensia ako 2v/2.
Dany je podiatoény bod S s celo¢iselnymi stiradnicami (S.z, S.y) a koncovy bod K
so stradnicami (K.x, K.y).

Uloha. Napiste ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory uréi schodoviti postupnost s naj-
mensim moznym poc¢tom bodov takd, ze jej prvym bodom bude S a poslednym
bodom K. (Ak teda postupnost bude mat n bodov, potom A[l] = S a A[n] = K.)
V pripade, ze takato postupnost neexistuje, algoritmus o tom vypise vhodnua spravu.
Dolezitou sucastou riesenia je dokaz, Ze mnozina, ktort najde vas algoritmus, ma
skuto¢ne najmensi mozny pocet bodov.

P-1II-3

Zadanie tejto ulohy wvychadza zo studiyneho textu zaradencho pred wlohow P-I-4,
strana 3 . Hradld typu NAND a NOR mozu mat ale tentokrdt (narozdiel od wulohy
P-I-4) viac nez dva vstupy — blizsie pozri spominany studigny tewxt.

Uloha. Vagou tlohou Jje navrhnat a popisat kombinacné obvody s 8 vstupmi xy, x4,

.., g a jednym vystupom pre nasledujtce funkcie:

e parita — vystupna hodnota je 1 prave vtedy, ak medzi vstupnymi hodnotami je
parny pocet jedniciek,

e majorita — vystupna hodnota je 1 prave vtedy, ak medzi vstupnymi hodnotami je
aspon 5 jedniciek,

e aspoii2 — vystupna hodnota je 1 prave vtedy, ak medzi vstupnymi hodnotami su
aspon 2 jednicky.
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P-—1II1 — 4

Hraci plan je pas poli¢ok oé¢islovanych zlava doprava ¢islami 0, 1, 2, atd. Na niektorych
polickach hraciecho planu je umiestneny kamienok, celkovy pocet kamienkov je od 1
po 4. Poradové cislo kamienka je pocet kamienkov, ktoré leZia na plane nalavo od neho.
Prvy kamienok zlava mé teda poradové ¢islo 0 a posledny k& — 1. Kazd situaciu hry
mozno popisat poé¢tom kamienkov a ¢islami policok, na ktorych st jednotlivé kamienky
umiestnené. MozZete predpokladat, ze ziaden kamienok nebude na policku s ¢islom
vacsim ako 23! — 1. Koncovd situdcia je situécia, v ktorej sa kamienky nachadzaji
na polickach 0,1,...k — 1.

Hru hraja dvaja hraci, ktori striedavo tahaju kamienkami. V jednom tahu je povo-
lené posunit jeden z kamienkov o lubovolny pocet policok pri dodrzani nasledujicich
podmienok:

e kamienky sa postivaji dolava,

e na kazdom policku je vidy nanajvys jeden kamienok,

e pocet kamienkov, ktoré st nalavo od postvaného kamienka sa posunutim nezmeni.
V koncovej situacii teda nie je mozné spravit dalsi tah a hra kondi. Vyhréva hraé¢, ktory
urobil posledny krok. Mozete predpokladat, Ze na zaciatku hra nie je v koncovej situacii.
Uloha. Napiste program (dalej oznacovany ako hrdc), ktory bude hrat tito hru, a to
vidy ako zaéinajici hraé (prvy na tahu). Druhého hraéa bude zastupovat kniZnica
popisana nizsie (dalej oznacované ako protivnik), ktortt pouZijete vo vasom programe.
Vagou tlohou bude napisat program, ktory ¢o najuspesnejsie hra proti Iubovolnému
proﬁhréﬁovi(tj.protikaédqjkrﬁénjcispiﬁajﬁcqjuvedeny:popkﬂ.

KniZnice st ulozené v siboroch HRA_C.LIB (pre C/C++4) pripadne HRA_P.TPU
(pre PASCAL). KniZnica obsahuje niekolko funkeii, resp. procedir s nasledujiicimi
hlavickami:

/* C/C++ */

#ifdef __cplusplus

extern "C" {

#endif

#define MAXKAM 4

typedef long THraciPlan[MAXKAM];

void inicializuj(int* pocetKamienkov, THraciPlan hraciPlan);
void mojKrok(int kamienok, long dlzkaKroku);

void tvojKrok(int* kamienok, long* dlzkaKroku) ;

#ifdef __cplusplus

}

#endif

{Pascal}
interface
const MAXKAM = 4;
type THraciPlan = array[0..MAXKAM-1] of longint;
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procedure inicializuj(var pocetKamienkov : integer;
var hraciPlan : THraciPlan);
procedure mojKrok(kamienok: integer; dlzkaKroku : longint);
procedure tvojKrok(var kamienok: integer;
var dlzkaKroku : longint);

Funkcia inicializuj inicializuje hru a vrati pociatoéna situaciu hry. V parametri
pocetKamienkov vrati pocet kamienkov na hracom plane a v poli hraciPlan vrati
pozicie kamienkov, pricom hraciPlan[:] je pozicia kamienka s poradovym ¢islom 1,
pre: =0,1,... pocetKamienkov — 1, hodnoty ostatnych prvkov pola st nedefinované.

Pomocou funkcie mo jKrok oznamujete protihracovi svoj krok. V parametri kamienok
odovzdavate poradové ¢islo postvaného kamienka a v parametri dlzkaKroku pocet
poli¢ok, o ktory postuvate zvoleny kamienok.

Pomocou funkcie tvojKrok ziskate naopak siperov tah, pricom vyznam argumentov
Jje taky isty ako vo funkeii mojKrok.

Vas program na zaciatku svojho behu zavold funkciu inicializacia a potom
striedavo vola funkcie mojKrok a tvojKrok, pricom zacina funkciou mojKrok. Mozete
predpokladat, ze protivnik hra korektne. Ak hrac spravi vitazny tah, t.j. tah, po ktorom
nastane koncova situacia, funkcia mo jKrok ukoné¢i program. Ak naopak protivnik svojim
nasledujicim tahom zvitazi, funkcia tvojKrok ukoné¢i program.

Ak vas program nedodrzi opisané poradie volania procedur alebo zada nepovoleny
krok ako argument funkcie mojKrok, vas program prehrava. Takisto je zakazané ukoncit
program pred koncom hry.

Poznamky:

— Na sktisku mate k dispozicii jedného protihraca. Tento protihra¢ naéitava pociatoénu
poziciu zo stiboru HRA.IN (tento stibor obsahuje pocet kamienkov a ich pozicie).

— VAas program moze byt testovany aj s inymi protihrac¢mi.

P-1II-5

V starovekom meste Kuru archoelogovia objavili zvlastny trezor. Pozostaval zo sty-
roch dveri. Dvere sa museli otvorit v spravnom poradi, lebo inak celil miestnost zaliala
voda. Na kazdych dverach bolo vytesané nejaké zviera. Na stene archeologovia rozlustili
text, ktorého preklad do slovenéiny znie:

Ako prvé otvor dvere, na ktorych je bud lev alebo orol.

Ako druhé€ otvor dvere, na ktorych je bud had alebo skorpion.
Ako tretie otvor dvere, na ktoriych je bud orol alebo had.

Ako druhé€ otvor dvere, na ktorych je bud lev alebo had.

Ak predpokladame, Ze vSetky tieto tvrdenia si pravdivé, mozeme uréit poradie
otvarania dveri. Z druhého a stvrtého tvrdenia vyplyva, Ze ako druhé treba otvorit
dvere, na ktorych je had. Z treticho tvrdenia a z faktu, Ze had je na druhych dverach,
vyplyva, Ze orol je na tretich dverach. Z prvého tvrdenia a z faktu, Ze orol je na tretich
dverach vyplyva, ze lev je na prvych dverach. Pre skorpiona ostali stvrté dvere.
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Uloha. Napiste ¢o najefektivnejsi program, ktory bude riesit takyto typ hlavolamov. Je

dany pocet dveri n (1 £ n < 1000). Na kazdych dverach je vytesané iné zviera, pri¢om

tieto zvierata oznacime ¢islami od 1 po n. f)alej je dané ¢islo m (1 < m =< 1000) a m

tvrdeni, pricom kazdé tvrdenie moze byt jedného z dvoch tvarov:

o ,Ako i-te treba otvorit dvere, na ktorych je zviera j*, kde 1 < 4,7 < n. Toto tvrdenie
budeme koédovat trojicou éisel 1 1 j.

o ,Ako i-te treba otvorit dvere, na ktorych je bud zviera j alebo zviera k“, kde 1 <
<14,5,k Sn, j#k. Toto tvrdenie budeme kddovat Stvoricou éisel 2 i j k.

Riesenie hlavolamu je také poradie otvarania dveri, v ktorom sa kazdé dvere vyskytuju
prave raz, a ktoré splha vsetky zadané tvrdenia.

Vstup. Vstupny stibor obsahuje niekolko hlavolamov. Prvy riadok siiboru obsahuje
pocet hlavolamov v stbore. Pre kazdy hlavolam vstupny sibor obsahuje blok tdajov.
V prvom riadku bloku sa nachédzaji ¢isla n a m. Kazdy z dalsich m riadkov obsahuje
kod jedného tvrdenia. Jednotlivé bloky udajov st oddelené vidy jednym prazdnym
riadkom.

Vystup. Pre kazdy hlavolam vypiste do vystupného stboru jeden riadok, ktory bude

obsahovat:

— text ,Neexistuje riesenie”, ak hlavolam nema ani jedno riesenie,

— text ,Viacero rieseni®, ak hlavolam ma viac ako jedno riesenie,

— rieSenie hlavolamu (t.j. ¢isla zvierat vytesanych na dverach v takom poradi ako treba
dvere otvarat; za sebou idice ¢éisla oddelte prave jednou medzerou), ak hlavolam mé
prave jedno riesenie.



Riesenia sufaznych aloh

KATEGORIA P

P-1I-1

Najprv sa poktsime odpovedat na otazku, kedy tiloha nema riesenie. Po ziskani urc¢itych
praktickych skisenosti s hrou zistime, ze kazda pociatocnu situaciu S dokazeme previest
na situaciu K = 1,2,...,13,14,15,0 alebo N =1,2,... 13,15, 14,0, kde 0 predstavuje
prazdne poli¢ko. Po dalsich sktisenostiach ziskame presvedéenie (podporené aj prvym
prikladom v zadani tlohy), Ze situacia N je neriesitelna. To ale znamend tieZ nerie-
Sitelnost podiatoénej situacie S. Inak by sme N vyriesili prevodom na S (,spatnym
chodom*® — zopakovanim prevodu S na N v opa¢nom poradi) a naslednym prevodom S
na K. Ak teda budeme mat algoritmus, ktory fubovolnt podiatoéni situaciu S prevedie
bud na K, alebo na N, budeme vediet rozhodnut o riesitelnosti S — stadi sa pozriet, ¢i
sme skon¢ili v K alebo v N.

Riesitelné a neriesitelné situécie sa dokonca daji matematicky charakterizovat. Tato
charakterizacia nam poskytne dokaz neriesitelnosti N, a tym d& ivaham v predchéadza-
Jjucom odstavei pevny zaklad.

Zavedieme najprv pojem pocet inverzii danej situacie S. Vypiseme si ¢isla kamien-
kov S za sebou, ale vynechame 0 (prazdne policko). Pre situdciu A uvedent v zadani
by sme dostali postupnost 7, 12, 9, 3, 14, 15, 10, 1, 8, 13, 5, 11, 6, 2, 4. Inverzia je taka
dvojica (7, j) ¢élenov tejto postupnosti, Ze ¢ predchadza v postupnosti j, a pritom ¢ > j.
Napriklad 12 a 9 tvori inverziu v postupnosti A, ktora ma spolu

6+10+7+24+94+94+64+0+4+54+24+3+2+0+0=065 inverzii.

Dalsim ¢islom, ktoré néas bude zaujimat, je ¢éislo riadku (1 az 4), v ktorom sa nachadza

prazdne policko (pre A je to 2). Charakteristikou C(A) situdcie A nazveme siéet tychto

dvoch &isel (poétu inverzii a éisla riadku prazdneho poli¢ka). Viimnite si, ze C(A) =

=654+2=67,C(K)=04+4=4aC(N)=1+4=5. Co sa stane s charakteristikou,

ked prejdeme povolenym krokom zo situéacie S do S’?7 Rozlisime dva pripady:

— krok vodorovnym smerom (dolava alebo doprava): ani jeden zo séitancov sa nezment,
teda C(5) = C(S5").

— krok zvislym smerom (hore alebo dole): éislo riadku sa zmeni o 1. Pocdet inverzii sa
zmeni o 1 alebo o 3 (dokazte!).

Celkovo teda C(S) patri do rovnakej zvyskovej triedy po deleni dvoma ako C(S').
Inymi slovami povedané, parita charakteristiky sa povolenymi krokmi nezmeni. Ak
ma zaciatocna situacia neparnu charakteristiku, uréite sa neda previest na koncova
situaciu I, a preto je neriesitelna. Neriefitelna je teda aj situacia N, rovnako ako
vsetky situacie, ktoré sa na nu daji previest postupnostou povolenych krokov.
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Teraz uvedieme algoritmus, ktory lubovolnii poéiatoéntt situaciu prevedie bud na K,
alebo na N — presnejsie na neriesitelni situaciu

N'=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,15,13,14,12,0), C(N')=5+4=9.

Myslienka algoritmu je jednoducha: postupne dostaneme na svoje miesto kamienky 1, 2,
3,4,5,6,7,8,9,13,10, 14, 11 a 0 (prazdne poli¢ko na poziciu 16). Pokial je po skonéeni
kamienok 15 na svojom mieste, je aj 12 v poriadku a mame K, inak sme dospeli k N'.
Pre kazdy kamienok (napr. k), ktory chceme takto dostat na miesto, definujeme cyklus
— cyklickt postupnost susednych pozicii obsahujicu

— cielovti poziciu pre kamienok k

— poziciu, na ktorej kamienok k prave lezi

— prazdnu poziciu.

Kamienky budeme presiivat po tomto cykle, dokial sa kamienok nedostane na svoje
miesto (toto este upresnime neskor). Mozeme dokonca predpisat, kde mé skonéit
prazdne poli¢ko. Budeme postivat kamienky po cykle (uréenom kamienkom Ktory) tak,
ze sa (tory dostane na poziciu Kam a pozicia NP (Nechaj Prazdnu) ostane prazdna.
Cykly zasadne obchédzaji pozicie, ktorym uz algoritmus pridelil spravny kamienok.
Jednotlivé cykly vyzeraji nasledovne (uvadzame ich v smere putovania prazdneho
policka):

Ktory Kam NP cyklus d¥ka

1 1 P 1,2,3,4,8,12,16,15,11,7,6,10,14,13,9.5,1 16
2 2 3 2,3,7,8,12,16,15,11,10,14,13,9,5,6,2 14
3 3 8 3,4,8,12,16,15,11,10,14,13,9,5.6,7,3 14
4 s 12 5,6,7,8,12,16,15,11,10,14,13,9,5 12
5 5 6 5,6,7,8,12,16,15,11,10,14,13.9,5 12
6 6 7 6,7,11,12,16,15,14,13,9,10,6 10
7 712 7,8,12,16,15,14,13,9,10,11,7 10
§ 12 16 9,10,11,12,16,15,14,13.9 8
9 9 14 9,13,14,15,16,12,11,10,9

13 14 15 10,11,12,16,15,14,10
10 10 15 10,14,15,16,12,11,10
14 15 16 11,15,16,12.11
11 11 16 11,12,16,15,11

= = Oy O OO

Musime este vysvetlit dva problematické body.

e Potom, ¢o sme dostali kamienok 1 na poziciu 1 (a pozicia 2 je prazdna), moZe sa
stat, Ze kamienok 2 je na pozicii 4, teda mimo druhy cyklus. To vyriesime uplatnenim
krokov 3, 4, 8 (kamienok 2 sa ocitne na pozicii 3 a pozicia 8 ostane prazdna). Obdobny
problém je aj s kamienkom 6.

e Druhy problém sa tyka umiestenia ,rohovych® kamienkov 4, 8, 13 a 14 — prave pre ne
je Ktory # Kam v tabulke. Ked uZ sme umiestnili kamienky 1, 2 a 3, Ziadny cyklus
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obchadzajuci pozicie 1, 2 a 3 neprechadza poziciou 4. Preto kamienok 4 neumiest-
hujeme na poziciu 4 priamo (pokial, samozrejme, eSte na nej nelezi), ale poziciu 8
a poziciu 12 nechdme prazdnu — pozri cyklus pre kamienok 4. Potom mechanicky
uplatnime postupnost jedenastich krokov ziskani sktisanim, ktora dostane 4 na svoje
miesto, pricom doc¢asne premiestni aj kamienok 3. Podobne postupujeme v pripade 8,

13 a 14.

Program najprv vypoéita postupnost krokov vedicu na K (prip. N'), ulozi ju do pola
a overi, ¢i je pociatoéna situacia riesitelna. Ak ano, obnovi vopred uloZent podiatoénii
situdciu a predvedie (krokovanim po opakovanom stlaceni klavesu) néjdené rieSenie.

Na dokonéenie popisu algoritmu este potrebujeme odhadniat pocet krokov riesenia,
aby sme mohli nadefinovat pole na uloZenie jednotlivych krokov najdeného riesenia.
Pozrime sa najprv na prevadzanie jedného cyklu diéky d. Rozmiestnenie kamienkov
v tomto cykle sa behom prevadzania meni, ale vsetkych moznych rozmiestneni je d(d —
— 1), lebo rozmiestnenie je uréené polohou kamienka Ktory a polohou prazdneho
policka. To znamend, ze pri prevadzani cyklu sa vykond nanajvys d(d — 1) krokov.
Z tabulky teda uréime, ze celkovy pocet krokov ulozenych do pola je

16-154+2-14-1342-12-114+2-10-942-8-742:-6-54+2-4-3=1254.

K tomuto ¢éislu esSte musime pripoéitat korekciu pre kamienky 2 a 6 (spolu 6 krokov)
a 4 oSetrenia rohovych kamienkov po jedenastich krokoch (spolu 44 krokov), ¢o spolu

déava 1304 krokov.
P-1-2

Nech A[l], A[2],..., A[m] st body prvej mnoZiny, B[1], B[2],... , B[n] st body druhej
mnoZiny, m,n = 1. Na stradnice bodov tychto mnoZin sa budeme odvolavat pomocou
bodkovej notécie, t.j. A[k].z je x-ova stradnica a A[k].y je y-ova stradnica bodu A[k].
Pokial m = 1 a zaroven n = 1, rozlisime dva pripady:
— body A[l] a B[1] s totoZné, teda mnoZiny nie st separovatelné,
— body A[l] a B[1l] st rozne, potom mnoZiny su separovatelné, napriklad priamku
kolm na tise¢ku A[1]B[1] a prechddzajicu stredom tejto tsecky.
Bez ujmy na vSeobecnosti dalej predpokladajme, ze m > 1 (inak je mo’Zné mnozZiny
preznacit). Zakladné myslienky postupu rieSenia zhrnieme v nasledujicich krokoch:
— Vytvorime konvexny obal mnoZiny A. Vdaka Specialnemu tvaru mnoziny je to jed-

noduchsie ako vo vSeobecnom pripade. Tato ¢ast algoritmu vyzaduje linearny cas
vzhladom na poéet bodov mnoziny A4, t.j. O(m).

— Zistime polohu bodu B[1] voéi konvexnému obalu mnoZiny A. Ak bod B[1] leZi
v konvexnom obale mnoziny A, potom mnoziny A a B nie st separovatelné. Pokial
bod B[1] neleZi vnitri konvexného obalu mnoZiny A, potom uZ pozname jeden
bod mnoziny B, ktory nelezi vnutri. Zaroven uréime polohu bodu B[1] vzhladom
k priamke uréenej bodmi A[1] a A[m]. Pokial bod B[1] lezi v kladnej polrovine, potom
v pripade, e mnoZiny si separovatelné, ocakavame vietky body mnoZiny B v tejto
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polrovine, inak analogicky uvazujeme o zapornej polrovine. Tato cast algoritmu
vyzaduje linedrny ¢as vzhladom na poéet bodov mnoziny A, t.j. O(m).

— Tento a dalsie kroky prevadzame len ked bod Bl1] nelezi v konvexnom obale mno-
ziny A. Vytvorime konvexny obal mnoziny B. Tento krok algoritmu vyzaduje linearny
¢as vzhladom k poc¢tu bodov mnoZiny B, t.j. O(n).

— Pokial B[1] lezi v kladnej polrovine uréenej priamkou A[1]A[m], potom uvazujeme
hornt ¢ast konvexného obalu mnoziny A a dolnua ¢ast konvexného obalu mnoziny B,
inak analogicky naopak. Ak uvedené dvojice mnohouholnikov maju spoloény bod,
potom mnoZiny A a B nie st separovatelné, inak st separovatelné. Tato cast algo-
ritmu vyzaduje linearny ¢as vzhladom k poétu vrcholov v oboch mnohouholnikoch,
t.j. O(m+n). Jednym prechodom takto vzniknutej postupnosti bodov zistime mozné
prieseéniky tusediek (vdaka usporiadaniu bodov podla z-ovych stradnic).

— Predpokladajme nadalej, ze B[1] lezi v kladnej polrovine uréenej priamkou A[1]A[m].
Ak st mnozZiny separovatelné, potom podla vyssie uvedenych predpokladov ocaka-
vame, ze mnozina B bude cela v kladnej polrovine a mnozina A v zapornej polrovine
hladanej priamky p. Zvolme priamku p : ax + by + ¢ = 0 kolm na priamku uréentt
bodmi A[1] a B[1]. Zrejme plati, ze body A[1] a B[1] sti separované spravne. Dalgie
kroky budu spoéivat vo vhodnej adaptacii tejto priamky. Prechodom vsetkymi bodmi
oboch mnozin (stacia len body odpovedajtcich éasti konvexného obalu) dostaneme
spravne nastavent priamku. Ak je dalsi skiimany bod zaradeny spravne, ni¢ sa nedeje.
Ak je bod v nespravnej polrovine, je potrebné upravit polohu priamky. To moZno
previest pomocou nasledujiceho pravidla: Nech bod C' je zaradeny nespravne, potom

da:=2xetaxk«C.z,
db:=2xetaxk*Cl.y,
de:= 2% etax k,

kde k = 1 pre body mnoziny B, k = —1 pre body mnoziny A, eta je konstanta,
0 < eta < 1. Nova rovnica priamky méa potom tvar

(a 4+ da)x + (b+ db)y + (¢ +dc) =0.

Tento krok vyzaduje linearny das vzhladom na pocet bodov oboch mnozZin,

teda O(m + n).
P-1-3

Zo zadania tlohy je zrejmé, ze bude vhodné spocitat si najlepsie ,nepriame* vymenné
kurzy dopredu (faza predspracovania — zloZitost zavisi od N, ale nie od P). Prog-
ram potom moZze lahko odpovedat na otazky (zlozitost zavisi od P, ale nie od N).
Zavedieme preto (trojuholnikovi) tabulku najlepsich nepriamych vymennych kurzov
T[I,J] (1 1< JZ< N), ktord bude vysledkom predspracovania. Najprv popiseme, ¢o
vlastne znamend, %e ,najlepsi nepriamy vymenny kurz medzi menami I a J je T[I, J]“
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a poklsime sa najst vztahy medzi prvkami T[1,.J] nasej tabulky, ktoré ndm umoZnia
vytvorit algoritmus.

Viymenou budeme nazyvat postupnost V = (Io, I1,... ,I) mien s vlastnostou Iy <
< I <...<Ip, h 21 Tato vymena realizuje (nepriamy) prevod meny Iy na menu Ij,
prostrednictvom mien Ir,...,I,—1 (pre h = 1 mame samozrejme priamy prevod).

Za jednu jednotku meny Iy dostaneme po vymene V zrejme
IX’[I(), Il] . I([Il, IQ] .t I([Ih_l,lh]

jednotiek meny I — nazvime toto ¢islo hodnotou H(V') vymeny V.

Najlepsi vymenny kurz T[I,J] medzi menami I a J teraz moédZeme popisat ako
maximalnu hodnotu spomedzi hodnot vsetkych vymen realizujicich prevod meny [
na menu J:

T, J) =max{H(V); V =(Io,I1,... . I), I=1Iy, J=1,} .

Zakladnym pozorovanim pre rieSenie tlohy je nasledujice tvrdenie (princip optima-
lity podvymen): Ak nejakd vymena realizuje najlepsi vymenny kurz (nepriamy prevod)
medzi menami [ a J a v tejto vymene bola pouZitd mena M (I < M < .J), potom
vymena I na M, resp. M na J, musela byt tiez optimalna — pouzitim lepsej vymeny
by sme vyleps$ili aj vymenu [ na J. Formalne zapisané teda plati:

Nech vymena V = (I,...,M,...,J) ma optimalnu hodnotu H(V) = T[I,J].
Oznaéme si Vi = (I,... M), Vo = (M,...,J). Potom T[I,M] = H(V1)a T[M,J] =
= H(V3), ¢iZe tieto ,podvymeny* st optimalne a samozrejme H(V) = H(Vy) - H(V2).

Myslienka algoritmu by teraz uz mala byt jasna — budeme urcovat najlepsie vymenné
kurzy medzi menami I a J postupne pre J—1 =1,2,3,... ,N—1. Hodnoty pre J—I =1
st samozrejme priame kurzy K[I,J]. Ked uz pozname hodnoty T[I, J] pre J — I < Q,
uréime 1[I, J] pre J — I = () ako minimalnu hodnotu spomedzi hodnot

K[I,J), T[I,I+1]-T[+1,J]
TIII+2-TI+2.J], ..., T J—1-TJ—-1,1J].

Spravnost tohoto postupu zarucuje princip matematickej indukcie a vyssie uvedeny
princip optimality podvymen.

Program mozeme vylepsit este tym, ze miesto dvoch tabuliek K a T budeme pouzivat
len jednu — dvojrozmerné pole Kurzy. V tomto poli budu na zaciatku zapisané hodnoty
z tabulky K a postupne ich budeme nahradzovat vypoc¢itanymi hodnotami z tabulky 7.
Prvky T pocitame po uhloprieckach v tomto poradi:

T[ ’ ]7 T[ 73]7 ’ T[N_ 17N]7

T[1,3], T[2,4], , T[N —2,N],

T[1,4], TI[2,5], , T[N —3,N],
[
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Pri vypocte hodnoty T[I,.J], ktora sa potom uloZi do Kurzy[l, J], pouZijeme hodnoty
T[I,M] a T[M,J], uloZené v poli Kurzy[l, M], resp. Kurzy[M, J] a hodnotu KI[I,J]

ulozent v Kurzy[l, J].
P-1-4

Tato uloha nie je algoritmicky prilis naroc¢na. Stac¢i si uvedomit, ze potrebujeme len
vypoéitat hodnoty vystupov hradiel Hy az Hj (tie uZ jednoznaéne uréuju hodnoty
vystupov obvodu) a na to staéi jediny ,prechod“ usporiadanou mnoZinou hradiel

H{,H,,... 6 H, lebo hodnota vystupu hradla zavisi len od hodnoét vstupov obvodu

prip. od hodnot vystupov hradiel s mensim poradovym ¢éislom. Presnejsie:

— hodnotu vystupu hradla H;, (1 £ i < k) uréuje typ hradla (NAND, NOR, NOT)
a dvojice hodnot jeho vstupov. Kazdy vstup hradla H; je pritom bud vstupom
obvodu (I, I, ... ,I), alebo vystupom hradla H;, j < 1.

— hodnota vystupu obvodu O;, (1 < ¢ £ m) sa rovna bud hodnote niektorého vstupu
obvodu (I, I, ..., I,), alebo hodnote vystupu niektorého hradla (Hy, Hs,... , Hy).

Zlozitost algoritmu je zrejme linedrna vzhladom na n + k + m.

Zaujimavejsia je otazka vnutornej reprezentacie obvodu a formatu textového popisu
obvodu. Pekné (ale pre dané téely zbytoéne komplikované) rieSenie by sme mohli zapisat
objektovymi jazykovymi prostriedkami. Uvedieme tu jednoduchsie riesenie v jazyku
Turbo Pascal, ktoré objektové rysy jazyka nepouziva.

Vnutorna reprezentacia obvodu:

Jednotlivé hradla budeme reprezentovat zaznamom, cely obvod bude ulozeny ako
pole tychto zaznamov. Zaznam typu Hradlo obsahuje typ hradla (okrem NAND, NOR
a NOT tiez ,falosné* hradld typu IN a OUT — vstupy a vystupy obvodu), indexy
Vstupl, Vstup2 do pola hradiel uréujiice vstupy hradla a polozku Vystup s moznymi
hodnotami 0, 1 pre hodnotu vystupu hradla. Pre hradla typu IN je hodnota indexov
Vstupl, Vstup2 nezaujimava a nastavuje sa na 0. Pre hradla typu OUT hodnota indexu
Vstupl uréuje ,napojenie” daného vystupu obvodu, polozka Vstup2 sa nepouziva.

Chovanie hradiel popisuje pole CH, ktoré pre kazdy typ hradla (NAND, NOR
a NOT) obsahuje tabulku prislusnej boolovskej funkcie. Logické hodnoty mozeme
reprezentovat typom 0..1 (a nie boolean), ako je to obvyklé v logickych obvodoch.
Aby sme nemuseli rozlisovat hradla s jednym a s dvoma vstupmi, vsetky povazujeme
za dvojvstupové, pricom druhy vstup hradla typu NOT je stotozneny s jeho prvym
vstupom — vypocet vystupnej hodnoty to neovplyvni.

Format popisu obvodu:

Popis obvodu zaé¢ina trojicou ¢isel N, K, M na samostatnom riadku udavajacich
po rade pocet vstupov, hradiel a vystupov obvodu. Nasleduja popisy K hradiel a po-
tom M vystupov (vstupy sa dalej nepopisuji). Popis hradla a vystupu je tvaru:

NAND  wstupl wvstup2
NOR vstupl  wvstup?2
NOT vstupl
ouT vstupl,
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kde vstupl a vstup2 ma jeden z dvoch moznych tvarov:

— I; (1 £4 £ N) -~ dany vstup je i-tym vstupom obvodu,

— H; (1 £i < K) - dany vstup je vystupom i-teho hradla.
V popise sa mozu vyskytovat medzery, tabulatory a znaky konca riadku na lubovolnom
mieste (okrem ,klacovych slov® NAND, NOR, NOT, OUT). Popis musi vyhovovat
podmienkam tulohy: v popise i-teho hradla sa nesmie vyskytnat odvolanie na hradlo Hj,
pre ktoré j = 1.
Riesenie ¢asti b):

Je jasné, Ze vystup c¢ sa d& spoéitat ako NOT (@ NAND y). VSimnite si, Ze
¢ OR (z NOR y) je presne NOT s, teda s vypoéitame ako ¢ NOR (z NOR y). Uva-

dzame este schému a zapis v navrhnutom formate popisu obvodu.

o H1 1 H3
24 2 ]
NAND I, I O
NOR I I, B
NOT  H,
NOR  H, Hs H2 H4
OUT  H, ik L oo
OUT  H, Io —] —
P-1II-1

DolezZitou charakteristikou situacie hry je pocéet inverzii: dvojic kamienkov modry—
cerveny, kde modry kamienok (budeme ho znaé¢it m) je nalavo od Eerveného ka-
mienka (c¢). Je jasné, Ze polet inverzii koncovej situéicie je 0 (lebo vSetky cervené
kamienky st nalavo od modrych). Maximéalny poéet inverzii (n?) nastéva pri situdcii

Ak urobime krok v hre (obratenie poradia troch alebo $tyroch susednych kamienkov),
zmenime len vzajomné poradie obratenych kamienkov a inverzie medzi nimi a ostatnymi
kamienkami ostant zachované. Preto celkovy pocet inverzil sa zmensi (prip. zvacési)

nanajvys o 4. Ak mame situaciu s p inverziami, potrebujeme aspon Z krokov na to,
aby sme ju previedli na koncovi. V najhorsom pripade to znamena kvadraticky pocet

2
krokov ( n_) .
4

Nech p je pozicia prvého ¢erveného kamienka (poéitame zlava), nalavo od ktorého
je modry kamienok. Taktto dvojicu kamienkov (me) nazveme prechodovou dvojicou,
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poziciu p nazveme prechodom. Nas algoritmus spociva v tom, ze najdeme poziciu p,
potom pomocou jedného alebo najviac dvoch tahov zniZime pocet inverzii aspon o 1
(vychédza teda znizenie inverzie aspon o % na tah, a teda pocet tahov bude kvadraticky)
a opat najdeme novu poziciu prechodu. V pripade, ze uz neexistuje prechodova dvojica,
dosiahli sme koncovu situaciu.

Podla toho, aké kamienky st v susedstve prechodovej dvojice, je potrebné rozliit
niekolko situacii. Pri kaZdej z nich uréime, aky krok je treba vykonat a od ktorého miesta
treba zacat hladat novia prechodovt poziciu. Nech funkcia UrobKrok (p, k) realizuje krok
(p, k). Prechod znazornime znakom | umiestnenym medzi prechodovit dvojicu (m|c).
Okraj hracieho planu zndzornime znakom (, resp. ) a miesto, kde je potrebné zacaft

hladat novii prechodovii dvojicu oznac¢ime znakom e.

emlee —  ccce UrobKrok(p — 1,3)
(mlec —  (cce UrobKrok(p — 1,3)
emleme  —  cceem UrobKrok(p — 1,4)
(mleme  —  (cecm UrobKrok(p — 1,4)
emlemm  —  cmmme  —  ccmme  UrobKrok(p,3), UrobKrok(p — 1,4)
(mlemm —  (mmmec — (cmme UrobKrok(p,3), UrobKrok(p — 1,4)
mmmlce  —  ecemm UrobKrok(p — 2,4)
emmlec  —  cceme UrobKrok(p — 2,4)
(mmlec  —  (ccme UrobKrok(p — 2,4)
mmmlem  —  ecmmm UrobKrok(p — 2,3)
emmlem  —  ccmem UrobKrok(p — 2,3)
(mmlem — (cmem UrobKrok(p — 2,3)
mmmlc)  — ecmm) UrobKrok(p — 2,3)
emmle)  —  ceme) UrobKrok(p — 2,3)
(mmle)  —  (cme) UrobKrok(p — 2,3)

Starostlivé sledovanie pozicie nového prechodu zabezpeéi, aby nielen pocet krokov
hry, ale aj ¢asova zloZitost algoritmu bola kvadraticka. KedZe v najhorsom pripade moze
byt aj pocet potrebnych tahov kvadraticky, tento algoritmus je asymptoticky optimalny.

Nova prechodova dvojica vsak niekedy moze byt velmi vzdialend a pri jej hladani
je potrebné pozriet az radovo n kamienkov (nazvime tato situaciu dilhé hladanie).
Kazdé dlhé hladanie sa zafina v situacii ce, cme, alebo cmme na pozicii e a pokracuje
cez niekolko modrych kamienkov, kym nenajde ¢erveny. Mame teda pripad tvaru

cmmmim...mc,
—_———

J
kde j =2 3). Prechod v takomto pripade najdeme pomocou O(j) krokov. Pri dalsich
zhruba £ tahoch sa najdeny Cerveny kamienok za¢ne stahovat dolava cez j modrych
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kamienkov a pocet inverzii sa postupne znizi zhruba o j. Pocas tychto tahov najdeme
poziciu dalsej prechodovej dvojice v konstantnom ¢ase. To znamena, ze dlhému hladaniu
(O(j) krokov programu) moéZeme priradit nasledné zniZzenie poétu inverzii o O(7) v éase
O(j), ¢o ukazuje, ze celkovy pocet krokov programu stravenych v dlhych hladaniach
je O(n?).

P-1I-2

Z daného bodu moze robot pokracovat troma smermi, oznac¢me ich a, b, ¢. Prechodom
po prvej ceste a zaznamenanim typu smeru pre kazda tsecku dostaneme retazec A,
charakterizujuci cestu. Analogicky ziskame retazec B,. Oba prechody je mozné urobit
v linearnom ¢ase O(n), resp. O(m).

Problém sa tak redukuje na urcovanie diéky najdlhsej spoloénej podpostupnosti
dvoch retazcov. Algoritmus mé zloZitost O(mn) a je zaloZeny na nasledujiicom prin-
cipe: Budeme postupne poéitat hodnoty matice SP, kde SP[¢, j] bude obsahovat dlzku
najdlhsej spolo¢nej podpostupnosti pre podretazce A, [1]... A.[i] a B.[1]...B,[j].

Ak chceme vypocitat dlzku najdlhsej spolo¢nej podpostupnosti dvojice podretazcov
A 1)... Acli], Brll]... By[j], potrebujeme poznat hodnoty SP[i — 1,5 — 1], SP[i, 7 — 1]
a SP[i — 1, 7]. Pri vypoéte budeme rozlisovat, ¢ sa prvky A.[i] a B,[j] rovnaji alebo
nie. Ak plati A,[¢i] = B,[j], potom SP[i, j] = SP[i — 1,5 — 1]+ 1. Ak plati A, [¢] # B,[j],
potom SP[i, j] = max{SP[:,j — 1], SP[i — 1, j]}.

Cely vypocet je potrebné urobit pre ¢t =1,... ;ma j=1,... ,n. Pomocné hodnoty,
ak je niektory z podretazcov prazdny, je potrebné stanovit na nulu. Po uréeni diéky
najdlhsej spolo¢nej podpostupnosti A, a B, ziskame hladané pocty jej odpocitanim
od dl¥ok ciest.

P-1I-3

Riesenie tejto ulohy je podobné rieseniu ulohy P-I-3. Jediny rozdiel je v tom, zZe
pre kazda dvojicu statov (¢,7), kde ¢ < j, uréime 11 ¢&isel: optimélne vymenné kurzy
pri maximalnom zdrzani 0,1,2,...,10 dni. Myslienka algoritmu je jednoducha: ak
cestujeme z ¢ do j a mame povolené zdrzanie k dni, optimalny kurz dosiahneme ako
maximum nasledujacich éisel:

e optimélny kurz z ¢ do j bez medzistanic (a teda bez zdrzania),

e maximum z kurzov ziskatelnych so zastavkou v medzistanici [ pre vietky medzista-
nice [ (1 <1 < j) a pre véetky mozné ,rozklady“ zdrzania k na tri nezaporné Casti:
zdrzanie medzi ¢ a [, zdrzanie v [ (hodnota T'[l]) a zdrZanie medzi [ a j.

Pocet rozkladov éisla k je zhora ohraniceny konstantou (lebo maximélne mozné
zdrzanie je 10), a preto je ¢asova zloZitost celého algoritmu O(n?).

P-1I-4

Jedna moZnost, ako vytvorit prehladny obvod na riesenie tilohy, je rozlozit obvod
na dve casti:
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dekodér, ktory zo 4 vstupov xg, x1, ¥2, x3 vytvori 10 medzivystupov zg, z1, ..., 29,
kde je z; ma hodnotu 0 (false) vtedy a len vtedy, ak zsxaxixg tvori bindrny zapis
¢isla i (zvolili sme false a nie true z dovodu lepsej vazby na kodér).

kodér, ktory bude realizovat funkcie typu ,lavy horny segment ma svietit, ak
r3Tox1xg tvorl binarny zapis ¢isla 0, 4, 5, 6, 8 alebo 9“. Inak povedané to zna-
mena, ze y1 = zg V Za V Z5 VZg V Zg VZg = —(20 AN za N 2B Az N 23 A z9) =
= NAND (zo, 24, 25, 26, 23, 29 ), teda kodér zo vstupov zq, 21, ..., z9 vytvori vystupy
Yo, Y1, Y2, Ys, Y4, Y5, Ys len s pouZitim hradiel typu NAND (preto boli medzivysledky
Lnegované®).

Dekodér: Zacéneme tym, Ze vytvorime negécie Tg, T1, T3, T3 vstupov xg, x1, x2, ¥3,

teda 4 hradla typu NOT :

21y v

H1 = NOT (I1) =%
H2 = NOT (I2) =71
H3 = NOT (I3) =73

H4 =NOT (I4) =73
Nasledujtcich 10 hradiel typu NAND so 4 vstupmi vytvori pozadované vystupy zo,

s 491
H5 = NAND (H1,H2,H3,H4)= ~(To ANT1 ATz AN T3) = 2o
H6 = NAND (I1,H2,H3,H4) = (20 NTTATZ A T3) = 21
H7 = NAND (H1,12,H3,H4) = ~(To AN2t1 ANT3 AN T3) = 22
HS = NAND (I1,12,H3,H4) = =(zo A1 ATz AT3) = 23
H9 = NAND (H1,H2,I3,H4) = ~(To ATT A2a A T3) = 24
H10 = NAND (I1,H2,13,H4) = =(20 ATTAz2 A T3) = 23
H11 = NAND (H1,12,13,H4) = ~(To Ax1 Az AT3) = 2
H12 = NAND (I1,12,I3, H4) = —=(zo Axy Azg AT3) = 27
H13 = NAND (H1,H?2,H3,14) = =~(To AT1 ATz A a3) = 23
H14 = NAND (I1,H2,H3,14) = =(20 NTT ATz A 23) = 29

Kodér: Sedem hradiel kodéra realizuje funkcie jednotlivych segmentov displeja tak,
ako sme popisali vyssie. VSetky hradla sa typu NAND | maja 4 az 9 vstupov spomedzi

H5,... Hl4:
H15 = NAND (H5,H7,H8,H10, H11, H12, H13,H14) =y,
H16 = NAND (H5,H9, H10, H11, H13, H14) =y
H17 = NAND (H5,HG,H7, H8, H9, H12, H13, H14) —ys
H18 = NAND (H7,HS,H9, H10,H11, H13, H14) —ys
H19 = NAND (H5,H7,H11,H13) —y
H20 = NAND (H5,H6, H8, H9, H10, H11, H12, H13, H14) =ys
H?21 = NAND (H5,H7,H8,H10, H11, H13, H14) —ys

P-1III-1

Pre kazdii mnozinu A obsahujiicu n modrych a n ¢ervenych bodov splhajicu zadanie,

existuje riesenie. Dékazom bude algoritmus, ktory pre kazda takito mnozinu zostroji

rieSenie v ¢ase O(nz).
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Usporiadajme najprv body mnoZziny A do postupnosti (x1,y1), (22,y2), ...,
(¥2n,Y2n) tak, Ze pre ¢ < j plati z; < z;, a ak z; = a;, potom y; < y;. Toto je
mozné spravit v ¢ase O(nlogn).

Potom rozdelime postupnost A na k disjunktnych stvislych neprazdnych tsekov tak,
aby v kazdom tuseku bol rovnaky pocet ¢ervenych a modrych bodov, ale v Ziadnom krat-
som useku zaéinajicom na tom istom mieste nie. U’seky si budeme ukladat v zozname
Z. Tato ¢ast vypoétu je mozné vykonat v ¢ase O(n) jednym prechodom postupnosti A.
V kazdom tuseku je rovnaky pocet ¢ervenych a modrych bodov, preto tlohu vyriesime
zvlast pre kazdy tsek. Konvexné obaly jednotlivych tisekov sa neprekryvaju a tsecky
spajajuce dva body z jedného tiseku lezia vnttri konvexného obalu tohto tiseku. Preto sa
usecky spajajice body v roznych tsekoch nebudt pretinat a riesenie pre celt mnozinu
A dostaneme jednoducho spojenim rieseni pre jednotlivé tseky.

Spracovavame teda postupne jednotlivé seky zo zoznamu Z (vidy vyberieme jeden
tsek U zo zoznamu). Lahko moZno ukizat, Ze prvy a posledny bod tseku maji réznu
farbu. Prvy a posledny bod tiseku st urcite vrcholy mnohouholnika tvoriaceho konvexny
obal bodov tseku, a teda v tomto mnohouholniku existuji uréite aj dva za sebou idtce
vrcholy, ktoré maji roznu farbu. Nech U’ je tisek, ktory vznikne z U odstranenim tychto
dvoch vrcholov. Konvexny obal U’ nema Ziaden spoloény bod s tiseckou spajajicou
dva odstranené body. Preto ak najdeme riesenie U’ a priddme k nemu tato tsecku,
dostavame riesenie pre U. Postupujeme teda nasledovne: zostrojime konvexny obal U,
najdeme na nom dva susedné body roznej farby, tieto spojime useckou a vyhodime
z U. Zo zvysnych bodov opat vytvorime useky rovnakym sposobom ako z povodnej
postupnosti bodov a zaradime ich do Z. Takto sme celkovy pocet bodov znizili o 2,
a teda po n takychto krokoch uz bude zoznam Z prazdny a najdené usecky tvoria
riesenie tlohy.

Konvexny obal mnoZiny m bodov usporiadanej podla z-ovej stradnice je mozné
spravit v ¢ase O(m) nasledujicim algoritmom: najlavejsi a najpravej$i bod mnoziny
(ozna¢me ich L a P) st iste vrcholy konvexného obalu. Ostatné body mnoziny rozdelime
na dve skupiny podla toho, ¢ leZia pod alebo nad priamkou LP. Teraz mozeme zvlast
najst hornu cast konvexného obalu a zvlast jeho dolnt ¢ast.

Dolnti ¢ast konvexného obalu budeme hladat tak, Ze budeme postupne zlava doprava
pridavat jednotlivé body leZiace pod priamkou LP do zoznamu vrcholov konvexného
obalu. Vzdy ked pridame dalsi bod, skontrolujeme, ¢i posledné tri body v zozname
netvoria nekonvexny uhol. Ak tvoria, predposledny bod zoznamu je potrebné zo zo-
znamu vyhodit a opat skontrolovat posledné tri body v zozname. To robime dovtedy,
kym uhol na konei zoznamu nebude konvexny, alebo kym v zozname nezostant iba
dva body. Potom moZeme pridat dalsi bod. Takto postupujeme, az kym nespracujeme
vsetky body v danej polrovine, vratane bodu P. Horna ¢ast konvexného obalu sa vytvori
analogicky.

Kazdy vrchol pridame do zasobnika prave raz a najviac raz ho odtial odstranime.
Obidve operacie vyzaduju ¢as O(1), a preto konvexny obal m bodov je moZné zostrojit
v tase O(m). Ked mame zostrojeny konvexny obal, je mozné v ¢ase O(n) najst dvojicu
susednych vrcholov roznej farby, odstranit ich z pola a zo zvysnych bodov tiseku vytvorit
nové useky.
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Spracovanie jedného tseku teda vieme vykonat v ¢ase O(n). Spracovanim kazdého
tseku spojime tseckou jednu dvojicu bodov. KedZe potrebujeme pospajat n dvojic
bodov, vysledny ¢as je O(n?).

P-1II-2

Predpokladajme, Ze médme dant lubovolni schodovitii postupnost S = A[1], A[2],
.., Aln] = K. Podla zadania sa vektor A[i|A[i +1], 1 < ¢ < n musi zhodovat

%
s jednym z vektorov @ = (2,-1), b = (1,-1), alebo <~ = (1,—2). TakZe po-
stupnost A[1], A[2],..., A[n] je jednoznaéne uréend bodom S a postupnostou vektorov

% v v/ . . 7 > > 7
V1, V2,...,Un, kde v; € {7, b, ?} Kedze scitanie vektorov je komutativne, lubovolna
permutacia prvkov postupnosti vy, ve,... , v, je reprezentaciou vyhovujicej schodovite;j
postupnosti zacinajiucej] bodom S a koncéiacej bodom K. Staéi si teda pamatat pocet

- .
vektorov @, b a ¢ v postupnosti (Vi)

. , . . L - - . .
Ak by sa v postupnosti (v;);_ nachddzali asponi tri vektory b, vedeli by sme ich
nahradit kombinéciou vektorov @, ¢, a tak znizit poéet bodov najdenej schodovitej

postupnosti. Minimalna schodovita postupnost teda obsahuje najviac dva vektory ?
Zrejme ak K.x — S < 2(S.y — K.y) alebo Sy — K.y < 2(K.x — S.x), rieSenie

neexistuje. V opa¢nom pripade riesenie vzdy existuje.

Predstavme si obdlznik SVKW ., pricom hrany SV, KW si vodorovné a SW, KV
zvislé. Mozu nastat tri pripady:

o |[SV]| > |SW| — v schodovitej postupnosti sa musi nachadzat aspon jeden vektor
@ . Posunieme bod S v smere @ do bodu S’ a hladédme minimalnu schodoviti
postupnost pre body S’ a K. Tato bude spolu s bodom S tvorit minimalnu schodovit
postupnost pre body S a K.

o |SV] < |SW]| — analogicky predoslému pripadu, ale bod S posunieme o vektor .

o |SV]| = |SW| - obdlznik SVEKW je &tvorcom. Ak |SV| = 3, budeme S namiesto

7 . % /7 b v ’ . v . . 4
postivania o vektor b postivat o vektory @ a ¢ (uZ sme ukézali, ze je to najvy-

hodnejsie). Toto pravidlo nemoZzeme pouzit, ak |SV] < 2. Vtedy musime postupnost

zakon¢it ,schodmi® — vektormi ?
P-1III -3

Funkcia parita: Na riesenie tejto tlohy vyuzijeme obvod, ktory sme zostavili uz v 1.
kole (pozri obrazok na strane 19). Obvod mal dva vstupy I1, I2 a dva vystupy ¢, s,
pricom platilo, ze 2¢+s = I1+ I2. Tento obvod vyuZijeme na sé¢itanie vsetkych vstupov
modulo 2 takto: najprv séitame vstupy po dvojiciach, ¢im dostavame styri sacty dvojic
modulo 2 a styri zvyskové bity. Zvyskové bity nas dalej nebud zaujimat, dvojice sti¢tov
opat séitame tym istym sposobom. Dostaneme dva siéty modulo 2 (prvych styroch
a druhych styroch bitov), ktoré opat séitame. Vysledok musime este znegovat, kedze
nas obvod dava v pripade parneho poctu jedni¢iek medzi vstupmi vysledok 0.



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA P 25
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Funkcie majorita, aspofi2: Zostavme najprv pomocny obvod (budeme ho oznaco-
vat T, kde k je pocet jeho vstupov), ktory dostane k& vstupov nil alebo jednotiek
a na vystupoch ich vrati utriedené (t.j. najprv vsetky nuly a potom vsetky jednotky).
Obvod T3 bol uvedeny ako priklad v studijnom texte (pozri str. 3). Poktisme sa teraz
zostrojit obvod T,. Pomocou troch obvodov T, vieme zo vstupnych styroch bitov
(I1,...,I4) ziskat najmensi — vezmeme mensi z I1, I2 a mensi z I3, I4 a pomocou
dal$ieho obvodu T, ich porovname. Podobne vieme najst najvac¢si bit. Zostavaju dva
bity, ktoré pomocou jedného obvodu T mozno utriedit. (Vysledny obvod je na obrazku
vlavo.) Zostrojit obvod Tz pomocou obvodov Ty teraz uZ nebude problém. Staéi zopa-
kovat predchadzajuici postup, teraz vSak uz uvazujeme dvojice bitov (obrazok vpravo).

11 O1 11 O1
e g T — 1 T. T.
5 5 7] 4 4 52
I 1 | C
12 14 03
] Ty 02 ] I Ty 04
03 05
13_ T2 Tz _,_ 15_ T4 1 T4 _,_ _06
0]
] o7
14 | 01 5] 08

Povodne pozadované obvody zostrojime teraz pomocou obvodu Tg: stac¢i vybrat
prislusny vystup tohto obvodu — v pripade majority to bude O4 a v pripade aspoh2 O7.

P-1I1 -4

Stac¢i sa zaoberat hrou so 4 kamienkami. Ostatné pripady je totiz mozné previest
na tento nasledovne: rozsirime hraci plan zlava o 4 — pocetKamienkov poli¢ok, na ktoré
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umiestnime kamienky, ktoré sa uz samozrejme nepohnt. Jednotlivé situacie v hre

budeme charakterizovat hodnotami my a ms, pricom pre pozicie kamienkov x, y, u,

v(r<y<u<v)definujeme my =y —x—1, myg =v—u—1.

Platia nasledujiice tvrdenia:

1. Ak mq # mag, hraé, ktory je na tahu, moze urobit krok, ktorym postavi druhého
hraca do situacie mq = mao.
Dokaz: Hrac¢ na tahu moze urobit krok diéky |m1 — m2| kamienkom na pozicii y (ak
my > my) alebo kamienkom na pozicii v (ak my < mg).

2. Ak my = mo, hrac, ktory je na tahu nemoéze zabranit vyhre druhého hraca.
Dokaz: PouZijeme matematicki indukciou vzhladom na stéet S = 2 +y + u + v.
Ak sme v koncovej situdcii (t.j. S = 6 pre pripad so $tyrmi kamienkami), hraé,
ktory je na tahu, nemoze tahat, a preto prehral. V nekoncovej situacii, v ktorej plati
my = ms, hra¢, ktory je na tahu svojim tahom porusi platnost tejto podmienky.
Druhy hra¢ moze odpovedat tahom podla bodu 1, a tym zasa postavit prvého hraca
do situacie my = may, pricom stcet pozicii kamienkov S sa znizil a podla indukéného
predpokladu hrac¢ na tahu nemoze zabranit svojej prehre.

Z dokazanych tvrdeni vyplyva, Ze pri my # my méa hraé, ktory je na tahu, vyhravajicu
stratégiu, v opacnom pripade nemoéze vyhrat, ak spoluhra¢ neurobi chybu.

P-1II-5

Situaciu mozeme reprezentovat ako graf GG, ktorého vrcholy budi rozdelené do dvoch
disjunktnych mnozin. V mnozine A buda vrcholy zodpovedajice poradovym ¢islam
dveri a v mnozine B vrcholy zodpovedajice jednotlivym dveram. Vrchol u € A a vrchol
v € B budt spojené hranou v pripade, ak dané podmienky nezakazuja, aby dvere v boli
otvorené ako u-te v poradi. Parovanie v grafe je takd podmnozina hran, ze ziadne dve
z nich nemaju spolo¢ny vrchol. Parovanie M pokryva vrchol grafu v, ak nejaka hrana
z M vychadza z vrcholu v. Ulohou Jje teda vlastne najst parovanie, ktoré bude pokryvat
vSetky vrcholy z A. Kedze |A| = |B| a vSetky hrany vedd iba z A do B, znamena to,
7e takéto parovanie pokryva aj vsetky vrcholy z B.

Stupen vrcholu v z mnoziny A moze byt 0, 1, 2 (ak sa na v vztahuje nejaka
podmienka), alebo n (ak sa na v nevztahuje Ziadna podmienka). Ak mé niektory
vrchol stupen 0, Ziadne riesenie tlohy neexistuje. Ak existuje vrchol v € A, z ktorého
vychadza jedind hrana (do vrcholu u € B), potom kazdé riesenie tilohy musi obsahovat
hranu uv. Ak teda z grafu odstranime vrcholy u a v a vsetky hrany z nich vychadzajuce,
novovzniknuty graf bude mat rovnaky pocet rieseni ako ten povodny (ak zadefinujeme,
ze graf s 0 vrcholmi ma prave jedno rieSenie). Takto moéZeme postupne odstranovat
vrcholy stupnha 1 z mnoziny A, pricom vsak treba davat pozor na to, ze odstranenim
jedného takého vrcholu mozu vzniknat dalsie.

Stadi teda uvazovat pripad, ked n > 1 a kazdy vrchol mnoziny A ma stupen aspon 2.
Nech A’ je podmnoZina mnoZiny A obsahujtca iba vrcholy so stupfiom 2 a nech G’
je podgraf grafu G s vrcholmi A’ U B a vsetkymi hranami grafu G, ktoré ida z A’
do B. Ak existuje parovanie pokryvajice vsetky vrcholy mnoziny A, potom existuje aj
parovanie pokryvajuce vetky prvky mnoZiny A, pretoZe na vrcholy z mnoziny A\ A’
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sa nevztahuje Ziadna podmienka, a preto ich moZeme lubovolne sparovat so zvysnymi
vrcholmi mnoziny B. Zaroven vsak plati, ze ak |A\ A’| > 1, potom tloha iste nema
prave jedno riesenie. Ak |A\ A’| € {0,1}, potom ma tloha prave tolko rieseni, kolko
existuje parovani v G’ pokryvajicich mnozinu A’.

Zostava teda uz iba vyriesit problém, kolko existuje v grafe G' parovani pokryvajtcich
mnozinu A’. Ak A’ = () existuje prave jedno parovanie pozadovanych vlastnosti, v opac-
nom pripade nemoze existovat jediné také parovanie. Nech existuje nejaké parovanie
pokryvajice mnozinu A’. Vytvorime cestu obsahujicu striedavo hrany obsiahnuté v pa-
rovani a hrany, ktoré v parovani nie sii. Za¢neme v nejakom vrchole vy € B pokrytom
parovanim a z tohto vrcholu budeme pokracovat po hrane obsiahnutej v parovani
do vrcholu vy € A’. Odtial mozeme pokracovat jedine po druhej hrane z neho idicej
do nejakého vrcholu vy € B. Odtial znovu po hrane z parenia atd. Skoncéime vtedy, ked
prideme do vrcholu v € B stupna 1, alebo ak sa vratime do niektorého vrcholu, v ktorom
sme uz boli. V prvom pripade je mozné vytvorit nové parovanie tak, ze hrany leziace
na ceste, ktoré v povodnom parovani neboli, tam zaradime a tie, ktoré v povodnom
parovani boli, odstranime. V druhom pripade cast cesty vytvara kruznicu, na tejto
kruZnici tieZ mozeme vymenit hrany rovnakym sposobom a ziskat nové parovanie. Teda
ak existuje jedno parovanie pokryvajice mnozinu A’, potom urdite existuji aspon dve
takéto parovania.

V pripade, ze A’ # (), stadi zistit, ¢i vobec nejaké parovanie existuje. Ak v mnozine B
existuje vrchol v, ktory je spojeny hranou iba s jedinym vrcholom u € A’, potom ak
existuje parovanie pokryvajice A’, existuje aj také parovanie pokryvajiuce A’, ktoré
obsahuje hranu uv (vezmeme lubovolné parovanie pokryvajice A’, odstranime z neho
hranu obsahujiicu v a pridame hranu uv). Teda moéZeme z grafu odstranit vrcholy u
a v a vsetky hrany z nich idtce a dalej postupne odstranovat dalsie vrcholy mnoZiny B
spojené s jedinym vrcholom mnoziny A’ (opéat nam odstranenim jedného mozu vzniknit
dalsie takéto vrcholy).

Nech A" je mnoZina vrcholov obsahujtca vrcholy z A’, ktoré neboli odstrénené
v procese opisanom vyssie a B’ nech je podmnoZina mnoziny B obsahujica vrcholy,
ktoré st spojené hranou s nejakym vrcholom z A”. KedZe sme odstranili vrcholy, ktoré
boli spojené iba s jednym vrcholom z A’, kazdy vrchol z B’ je spojeny s aspon dvoma
vrcholmi z A”. Sti¢asne vsak kazdy vrchol z A” je spojeny prave s dvoma vrcholmi z B’.
Pocet hran idicich z A” do B’ musi byt rovnaky, ako pocet hran iddcich z B’ do A”,
a preto |A”| = |B’|. Ak |A”| > |B’'|, potom iste neexistuje parovanie pokryvajtce
mnozinu A”. Ak |A”| = |B’'|, potom kaZdy vrchol mnoziny B’ mé stupen prave 2.
Nech G" je podgraf grafu G’ s vrcholmi A” U B’ a vietkymi hranami grafu G’, ktoré
idi z A” do B’. Vietky komponenty stvislosti grafu G st teda kruZznice, v ktorych sa
striedaji vrcholy z A" a vrcholy z B’. Parovanie v tomto grafe vytvorime jednoducho
tak, ze na kazdej takejto kruznici striedavo jednu hranu zaradime do parovania a druhi
nie.

Na zéklade tychto tvah je mozZzné napisat algoritmus, ktory bude riesit tlohu
v ¢ase O(n). Pre kazdy vrchol si budeme pamétat zoznam hran, ktoré z neho vy-
chadzaji. Vrcholov, na ktoré sa nevztahuje Ziadna podmienka, moéze byt az O(n),
pricom z kazdého vychadza n hran. Uz vytvorenie takejto struktary by vyzadovalo
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¢as O(n?), pri tychto vrcholoch si nebudeme pamétat zoznam hran, iba ich podet. Kazda
hrana sa vyskytuje v dvoch zoznamoch (pre oba svoje koncové vrcholy). Ak tieto dva
vyskyty prepojime, je moiné v ¢ase O(1) vymazat dand hranu z obidvoch zoznamov.
Potom sledujeme jednotlivé podmienky uvedené v predchadzajicich tivahach, a ked je
to potrebné, odstranujeme vrcholy stupiia 1 (pricom si udrZziavame zasobnik najdenych
a dosial nespracovanych vrcholov stupnia 1). Odstranit z grafu méZeme najviac O(n)
hran, kazda v ¢ase O(1), takZe celkovy algoritmus ma linedrnu ¢asovi zlozitost.



Stvrta stredoeurépska olympiada v informatike

V dioch 17. — 24. jala 1997 sa v meste Nowy Sacz v Polsku konala 4. stredoeurépska
olympiada v informatike. Na podujati sa zacastnilo 54 sutaziacich zo 14 krajin sveta,
konkrétne: Bielorusko, Estonsko, Holandsko, Chorvatsko, Juhoslavia, Litva, Lotyssko,
Madarsko, Nemecko, Polsko, Rumunsko, Slovensko, Ukrajina a USA. DruZstvo éeskej
republiky sa tohto roku na olympiade, Zial, nezticastnilo vzhladom k povodnovej situ-
acii. Podujatie sa konalo pod zastitou prezidenta republiky Alexandra Kwasniewskeho
a za vyraznej finan¢nej podpory polského ministerstva skolstva.

Slovensko na sutazi reprezentovali styria sutaziaci, ktori boli vybrati na zaklade
vysledkov celostatneho kola a vyberového sustredenia: Viadimir Koutny, Richard Kra-
lovi¢, David Pal, vSetci z 2. ro¢nika Gymnazia J. Hronca v Bratislave a Jan Svorer
zo 4. ro¢nika Gymnazia D. Tatarku v Poprade. Vedicou slovenského druzstva bola
Bronislava Brejova z MFF UK v Bratislave. Na zéklade pozvania z polskej strany sa
navysSe olympiady zaucastnili Martin Pal a Tomas Vinay (obaja z MFF UK v Bratislave)
ako ¢lenovia poroty.

Samotna sutaz pozostavala z dvoch stitaznych dni. Kazdy sutazny den sutaziaci riesili
tri priklady v ¢asovom limite 5 hodin. RieSenia boli hodnotené uz tradié¢nym sposobom —
— kontrolou vystupov programov pre zadané vstupné data, pricom bol stanoveny ¢asovy
limit pre beh programu. Kazdy den bolo mozné ziskat 100 bodov.

Spolu bolo udelenych 28 medaili, z toho 5 zlatych, 9 striebornych a 14 bronzovych.
Nasi sutaziaci dosiahli nasledujiice vysledky:

Por. Meno 1. den | 2. denn | Stcet| Medaila
9.| Jan Svoren 70 68 138 | strieborna
24. | Vladimir Koutny 51 53 104 | bronzova
43.| Richard Krélovié 40 28 68 -
45.| David Pal 37 22 59 -

Slovensko sa v celkovom neoficialnom hodnoteni krajin umiestnilo na siedmom mies-
te. O nieco horsie vysledky ako po minulé roky boli zapri¢inené tym, ze na tito sttaz boli
vybrani sttaziaci nizsich ro¢nikov, ktori nemaju este Ziadne skisenosti s medzinarod-
nymi sutazami. Utast na tomto podujati bola pre nich pripravou pre ich pravdepodobné
uc¢inkovanie na Medzinarodnej olympiade z informatiky v budicich rokoch.

Pre Gi¢astnikov bolo okrem samotnej stitaze pripravené mnozstvo dal$ich programov,
ako napriklad vylety do mesta Krakow a do historickej solnej bane Wieliczka, prehliadka
mesta Sacz, plavba na pltiach po Dunajci, alebo rozlickova party.

Celé podujatie, ako odborna tak aj neodborna ¢ast, bolo velmi dobre zorganizované.
Kvalitna priprava sa prejavila hlavne v az prekvapujtco hladkom priebehu vyhodno-
covacieho procesu. Sttazné lohy boli velmi dobre vybrané a svojou tiroviiou mierne
prevysovali Giroven bezni na podujatiach tohto druhu. Nespornym prinosom bolo aj
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pozvanie pomerne velkého poétu hostujtcich krajin (Bielorusko, Estéonsko, Holandsko,
Juhosléavia, Litva, LotySsko, Nemecko, Ukrajina a USA).

Budci rocénik Stredoeuropskej olympiady v informatike sa zaviazalo zorganizovat

Chorvatsko. Dafame, Ze tentokrat nebude potrebné hladat nahradné rieSenie v inej
krajine, ako tomu bolo pred dvoma rokmi.

1.

Bronislava Brejova, Tomas Vinar

Zadania uloh 4. Stredoeurdpskej olympiady v informatike

Jaskyna (48 bodov)

V Bytelande sa nachadza vela jaskyn. Vietky jaskyne v Bytelande maja tieto vlastnosti:

Vsetky siene a chodby jaskyne s na tej istej trovni.

Ziadne dve chodby sa nekrizuju.

Niektoré zo sieni sa nachadzaji na vonkajsom okruhu. Tieto budeme nazyvat von-
kajsie siene.

Vsetky ostatné siene lezia vo vnutri vonkajsieho okruhu a budeme ich nazyvat
vnutorné siene.

Jaskyna ma vchod, ktory vedie do jednej z vonkajsich jaskyn.

Z kazdej siene vedu prave tri chodby do troch inych, navzajom roznych sieni. Ak je
sien vonkajsia, dve z jej chodieb vedd do dvoch vonkajsich sieni susediacich s hou
na vonkajSom okruhu. Tretia chodba vedie do niektorej vnttornej siene.

Chodby spajajuce vonkajsie siene budeme nazyvat vonkajsie chodby. Ostatné chodby
budeme nazyvat vniutorne chodby.

Medzi kazdymi dvoma sienami sa da prejst tak, ze pouzijeme iba vnutorné chodby.
Existuje prave jedna takato cesta, ak navyse predpokladame, Zze mozeme navstivit
kazda sien nanajvys raz.

Nie cez vsetky chodby je rovnako tazké prejst. Chodby st rozdelené do dvoch skupin:
lahko a tazko prechodné.

Rozhodlo sa, Ze vsetky jaskyne budu spristupnené pre verejnost. Aby bol zabezpe-

ceny plynuly a bezpeény prechod cez jaskyne, navstevnici musia prechadzat jaskyne
cestou, ktora je vopred vyznacena a navstivit kazda sien prave raz. Vynimkou z tohto
pravidla je vstupna sien, v ktorej kazda prehliadka zac¢ina aj konéi, tiito sien navstivia
navstevnici prave dvakrat. Trasa prehliadky musi byt vhodna pre priemerného navstev-
nika, a teda musi obsahovat najmensi mozny pocet tazko prechodnych chodieb.

Uloha. Napiste program, ktory:

nacita popis jaskyne z textového stiboru CAV.IN;

najde trasu cez jaskynu, ktora zacéina aj konéi vo vstupnej sieni tak, aby navstevnici
videli kazd sien iba raz a ktora obsahuje najmensi mozny pocet tazkych chodieb;
vypise vysledok do textového sitboru CAV.QUT.

Vstup. Na prvom riadku textového siboru CAV.IN sa nachadzaja dve celé éisla n a k
oddelené jedinou medzerou. Celé éislo n (3 < n < 500) uréuje pocet vietkych sieni

V]

askyni a k (K < 3) je pocet vietkych vonkajsich sieni jaskyne. Siene st odislované
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od 1 po n. Sien ¢islo 1 je vstupna, siene 1,2, ... , k st vonkajsie siene. Nemusia sa vsak
na vonkajsom okruhu vyskytovat v tomto poradi.

Nasledujtcich 37" riadkov obsahuje popisy jednotlivych chodieb. Kazdy popis pozos-
tava z troch celych ¢isel a, b, ¢, kazdé dve z nich st oddelené jedinou medzerou. Cisla a
a b oznacuju siene na koncoch prislusnej chodby; ¢islo ¢ je 0 alebo 1, kde 0 znamena,
ze chodba je lahko a 1, Ze chodba je tazko prechodna.

Vystup. Vas program méa na prvy riadok textového sithoru CAV. 0UT vypisat postupnost
n celych ¢isel oddelenych medzerami (jedna medzera medzi kazdymi dvoma éislami).
Postupnost musi za¢inaf éislom 1 (vstupné sien). Nasledujicich n — 1 celych ¢isel buda
po sebe nasledujtce siene na najdenej trase.

2. Hexadecimalne ¢isla (30 bodov)

Zékladom hexadecimalnej stistavy je ¢islo 16. Na zapis ¢isel v tejto sustave sa pouziva
16 ¢islic 0,1,...,9,A4,B,C, D, E, F. Velké pismena A, ..., F oznacuju cifry 10,...,15
v tomto poradi. Napriklad hexadecimalne ¢islo CF2 méa hodnotu 12 - 162 + 15 - 16 +
+ 2 = 3314 v desiatkovej ststave. Nech X je mnozZina vSetkych kladnych celych ¢isel,
ktorych hexadecimalny zapis mé najviac osem cifier a ziadna cifra sa v tomto zapise
neopakuje. Najvyznamnejsia cifra v takomto zapise nie je nula. Najvacsim prvkom
mnoziny X je ¢islo s hexadecimalnym zapisom FEDCBA9S, druhé najvacsie je ¢islo
FEDCBA97, tretie je FEDCBAY6 a tak dalej.
Uloha. Napiste program, ktory:
— nacita kladné ¢islo n z textového siboru HEX.IN, n nepresiahne pocet prvkov X;
— najde n-ty najvacsi prvok mnoziny X;
— zapise vysledok do textového siboru HEX.OUT.

Vstup. Prvy riadok stiboru obsahuje celé ¢islo n v desiatkovej ststave.

Vystup. Vas program mé do prvého riadku textového stiboru HEX.QUT vypisat n-ty
najvacsi prvok mnoziny X v hexadecimalnom zapise.

3. Celociselné intervaly (22 bodov)
Celoéiselny interval [a,b], a < b, je mnoZina vsetkych za sebou idtcich celych éisel
od a po b vratane.

Uloha. Napiste program, ktory:

— nacita pocet intervalov a ich popisy z textového sitboru INT.IN;

— najde najmensi pocet prvkov v mnozine obsahujicej aspon dve rozne celé ¢isla
z kazdého intervalu;

— zapise vysledok do textového siboru INT.OUT.

Vstup. Prvy riadok textového sttboru INT.IN obsahuje podet intervalov n, 1 < n <
< 10000. Kazdy z nasledujtcich n riadkov obsahuje dve celé ¢éisla a, b oddelené jedinou
medzerou, 0 < a < b < 10000, uréujice zadiatok a koniec intervalu.

Vystup. Vas program mé zapisat jedno celé ¢islo do prvého riadku textového sitboru
INT.OUT; toto ¢islo ma urcovat minimalny pocéet prvkov mnoziny obsahujicej aspon
dve rozliéné celé ¢isla z kazdého intervalu.
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4. O dominach (40 bodov)

Domino je tehlicka velkosti palca, ktorej vrchna cast je rozdelena na dva stvorce.
Kazdy z tychto $tvorcov je bud prazdny, alebo obsahuje jednu aZ Sest bodiek. Na stole
je niekolko domin poloZenych vedla seba:

Pocet bodiek vo vrchnom riadku je 64+14+1+1 =9 a pocet bodiek v spodnom riadku
je 1+54+3+2=11. Rozdiel medzi vrchnym a spodnym riadkom je 2. Vo vSeobecnosti
rozdiel riadkov je absolitna hodnota rozdielu medzi prislusnymi dvoma stc¢tami. Kazdé
domino mozeme otocit o 180 stupnov tak, aby vrchnd strana ostala oto¢ena hore.

Aky je najmensi pocet otoceni potrebnych na dosiahnutie minimalneho rozdielu
riadkov? (V pripade na obréazku staéi otodit posledné domino na dosiahnutie rozdielu 0.
V tomto pripade je teda odpoved 1.)

Uloha. Napiste program, ktory:

— nacita pocet domin a ich popisy z textového siboru DOM. IN;

— vypocita najmensi pocet otoceni potrebnych na dosiahnutie minimalneho rozdielu
riadkov;

— zapise vysledok do textového siboru DOM.QUT.

Vstup. Prvy riadok textového stitboru DOM.IN obsahuje celé &slo n, 1 < n < 1000.
Toto ¢islo udava pocet domin poloZenych na stole.

Kazdy z nasledujicich n riadkov obsahuje dve celé ¢isla a, b oddelené jedinou
medzerou, 0 < a,b < 6. Cisla a a b uvedené v riadku ¢ 4 1 vstupného stboru, 1 <
< i < n, uréujt poéty bodiek vo vrchnom a spodnom stvorei i-teho domina na stole.

Vystup. Vas program mé do prvého riadku textového siboru DOM.0OUT vypisat jediné
celé ¢islo. Toto ¢islo ma urcovat najmensi pocet otoceni potrebnych na dosiahnutie
minimalneho rozdielu riadkov.

5. Prechod cez rieku (30 bodov)

Ob¢ania krajiny Byteland miluju vsetky sporty, v ktorych je logické uvazovanie
rovnako dolezité ako fyzické schopnosti. Jednym z tychto sportov je prechod cez rieku
(zlava doprava) v rade tiahnicom sa z jedného brehu na druhy. Vzdialenosti medzi
tymito kolmi, ako aj vzdialenost kolu 1 a lavého brehu, alebo kolu n a pravého brehu
st rovnaké. Ulohou obéanov je prejst z jedného brehu rieky na druhy tak, Ze z lavého
brehu preskodia na niektory kol, potom pripadne na dalsi atd., az nakoniec na pravy
breh rieky.

V ¢ase 0 stoji ob¢an na lavom brehu rieky Hex. Jeho cielom je dosiahnut pravy breh
rieky najrychlejsie, ako je to mozné. V kazdom okamihu je kazdy kol bud nad vodou
alebo pod vodou a obcan stoji bud na niektorom kole alebo na jednom z brehov rieky.
Ob¢an moze stat na kole iba ak je kol nad vodou, takyto kol sa nazyva dostupny.
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Kazdy kol je v ¢ase 0 pod vodou, potom zostane a casovych jednotiek nad vodou, b
casovych jednotiek pod vodou, a ¢asovych jednotiek nad vodou, b ¢asovych jednotiek
pod vodou atd. Konstanty a a b st definované zvlast pre kazdy kol. Napriklad kol,
pre ktory a =2 a b = 3, bude pod vodou v ¢ase 0, nad vodou v ¢ase 1 a 2, pod vodou
v Case 3, 4, 5 atd.

V ¢ase t + 1 si obéan moZe vybrat Iubovolny dostupny kol alebo breh vo vzdialenosti
najviac b kolov od jeho pozicie v ¢ase t, alebo moze zostat na brehu alebo na povodnom
kole (ak bude dostupny v ¢ase t 4+ 1). Napriklad z kolu 5 je mo7zné dosiahnut lubovolny
z kolov 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, 10 alebo lavy breh.

Uloha. Napiste program, ktory:
— naéita pocet blokov dat z textového siboru RIV.IN (kazdy blok obsahuje iplnt sadu
dat pre tlohu);
— pre kazdy blok
— nacita pocet kolov a popis ich spravania;
— vypocita najkratsi ¢as, za ktory sa moze obcéan dostat na pravy breh, ak je pravy
breh dosiahnutelny;
— zapise vysledok do textového stiboru RIV.0OUT.

Vstup. Prvy riadok vstupného sitboru RIV.IN obsahuje pocet blokov dat x, 1 < 2 <
< 5. Nasledujice riadky stiboru tvoria x blokov. Prvy blok zaéina na druhom riadku
vstupného stiboru, kazdy dalsi blok zad¢ina priamo po predchadzajtiicom bloku.

Prvy riadok kazdého bloku obsahuje poéet kolov n, 5 < n < 1000.

Kazdy z nasledujicich n riadkov bloku obsahuje dve celé ¢isla a,b oddelené jedinou
medzerou, 1 < a,b < 5. Cisla v i + 1-vom riadku bloku (1 £ ¢ £ n) popisuji spravanie
kolu .

Vystup. Pre k-ty blok, 1 < k < x, zapiste do k-teho riadku textového sttboru RIV.0QUT
celé ¢islo, urcujuce najkratsi ¢as, za ktory sa moze obcan dostat na pravy breh alebo
slovo NO, ak nie je mozné opisanym sposobom pravy breh dosiahnut.

6. Strelecka sutaz (30 bodov)

Vitajte v Bytelande na vyrocnej streleckej sttazi. Kazdy sataZziaci bude strielat
na ciel tvoreny obdl¥nikovou mriezkou. Ciel pozostava z r X ¢ Stvorcov umiestnenych
do r riadkov a ¢ stipcov. Kazdy stvorec je ofarbeny bielou alebo ¢iernou. V kazdom stipci
su prave dva biele stvorce a r — 2 ¢iernych stvorcov. Riadky st zhora dole oznacené
¢islami 1,... ,r a stipce st1 zlava doprava oznadené ¢islami 1,... , c. KaZdy strelec ma ¢
vystrelov.

Séria ¢ vystrelov je korektnd, ak v kazdom stipci je zasiahnuty prave jeden biely
stvorec a neexistuje riadok, v ktorom by nebol zasiahnuty Ziadny biely stvorec. Pomozte
strelcovi najst korektnu sériu vystrelov, ak nejaka existuje.

Uloha. Napiste program, ktory:

— naéita z textového sttboru SHO. IN pocet blokov déat (kazdy blok obsahuje iplnt sadu
dat pre tlohu);

— pre kazdy blok
— nadita rozmery ciela a rozlozenie bielych $tvorcov;
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— 7zisti, €1 existuje korektna séria vystrelov a ak ano, najde jednu z nich;

— zapise vysledok do textového stiboru SHO.OUT.
Vstup. Prvy riadok vstupného sttboru SHO.IN obsahuje pocet blokov dat x, 1 < 2 <
< 5. Nasledujice riadky stiboru tvoria x blokov. Prvy blok zaéina na druhom riadku
vstupného stiboru, kazdy dalsi blok zad¢ina priamo za predchadzajicim.

Prvy riadok kazdého bloku obsahuje dve celé ¢isla r a ¢ oddelené jedinou medzerou,
2 <r < ¢ <1000. Tieto &sla uréuji polet riadkov a stipcov (v tomto poradi). Kazdy
z nasledujucich ¢ riadkov v bloku obsahuje dve celé ¢isla oddelené jedinou medzerou.
Cisla v (1 + 1)-vom riadku bloku (1 £ i £ ¢) oznacuji riadky obsahujtce biele $tvorce
v ¢-tom stipci.
Vystup. Pre i-ty blok (1 < ¢ £ ) ma vas program vypisat do i-teho riadku siboru
SHO.0UT bud postupnost ¢ éisel riadkov (susedné éisla st oddelené jednou medzerou)
tvoriacich korektni sériu vystrelov na biele stvorce v stipcoch 1,2,...,¢, alebo slovo NO,
ak taka séria neexistuje.



9. Medzinarodna olympiada v informatike

V dioch 30. novembra az 7. decembra 1997 sa konala v Kapskom meste (Juhoafricka
republika) 9. Medzinarodné olympidda v informatike (MOI). StufaZze sa ztéastnilo 229
sutaziacich zo 61 krajin sveta.

Slovenské druzstvo bolo zostavené na zaklade vysledkov celostatneho kola Matema-
tickej olympiady kategorie P a vyberového sustredenia, ktoré sa konalo v dnoch 8. — 14.
Juna 1997 na Matematicko-fyzikalnej fakulte Univerzity Komenského v Bratislave.

Vysledky vyberového sustredenia:

1. Miroslav Dudik  402,5 7. Jan Rusz 277,3
2. Stanislav Funiak 400,6 8. Peter Vasil 253,2
3. Richard Kralovi¢ 343,1 9.  Viadimir Koutny 251.4
4. Martin Hagyduch 341,0 10. Dduvid Pal 2294
5. Viadimir Marko 298,5 11. Martin Vasicek — 2280
6. Jan Svoren 297,1 12. Roland Bott 195.5

Slovensko teda na sutazi reprezentovali Miroslav Dudik z Gymnéazia v Trebisove,
Stanislav Funiak z Gymnazia v Suc¢anoch, Martin Hajduch z Gymnazia v Povazske]j
Bystrici a Richard Kralovic z Gymnazia J. Hronca v Bratislave. Vediicou delegacie
bola RNDr. Gabriela Andrejkova z Prirodovedeckej fakulty Univerzity P. J. Safarika
v Kosiciach, zastupcom veduceho bol Tomas Vinar z Matematicko-fyzikalnej fakulty
Univerzity Komenského v Bratislave.

Samotna sttaz bola rozdelend do dvoch sutaznych dni, pricom kazdy den sttaziaci
riesili 3 dlohy v ¢istom ¢ase 5 hodin. Oproti minulym roé¢nikom MOI boli sutazné
priklady odlisného charakteru. Vsetky boli orientované na pouzitie heuristickych metod,
pricom sa hodnotilo skore najdeného riesenia oproti skore najlepsieho riesenia néjde-
ného vzorovym programom. Na stutaziach MOI je takyto systém hodnotenia pomerne
neobvykly.

Zadania tiloh neboli velmi dobre pripravené. Na zasadnutiach vedeni druZstiev pred
jednotlivymi sttaznymi dhami museli byt povodné formulacie vyrazne upravované,
aby ich bolo mozné na sutazi pouzit. Toto viedlo neskor k technickym problémom
pri vyhodnocovani.

Aj napriek tejto situacii dosiahlo nase druzstvo vyborné vysledky, a to konkrétne:

Por. Meno Pocet bodov Medaila
15. Miroslav Dudik 384 zlata
26. Stanislav Funiak 358 strieborna
39. | Martin Hajduch 335 strieborna
46. Richard Kréalovié 311 strieborna

V neoficialnom hodnoteni krajin sa Slovensko umiestnilo na 2. mieste za Ruskom
(1 zlaté a 3 strieborné medaily) a pred Cinou (1 zlata, 2 strieborné a 1 bronzova
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medaila), Polskom (2 zlaté a 2 bronzové medaily) a Danskom (2 zlaté a 1 strieborna
medaila).

Okrem stfaze organizatori pripravili mnozstvo dalSieho programu (exkurzie, ve-
cery venované kultire JuZnej Afriky a Portugalska (budici organizator MOI), den
medzinarodnej spoluprace (pod zastitou firmy Microsoft) a iné. Tento program spolu
s otvaracim a zavereénym ceremonialom bol velmi dobre pripraveny a vytvoril vyborné
podmienky pre nadviazanie medzinarodnych kontaktov ako medzi sttaziacimi, tak aj
medzi vedtucimi delegécii.

Pocas MOT'97 sa tiez konalo zasadnutie vyboru Stredoeuropskej olympiady v infor-
matike (CEOI). Clenovia vyboru rozhodli, ze dalsf roénik CEOI sa bude konat v Zadare
(Chorvatsko) v diioch 20. — 27. méja 1998.

MOTI'98 sa bude konat v diioch 5.— 12. septembra 1998 v meste Settbal v Portugalsku.

RNDr. Gabriela Andrejkova, Tomas Vinar

Zadania uloh 8. medzinarodnej olympiady v informatike

1. Prieskumny modul Marsu

Poc¢as budiicej misie pristane na Marse modul, ktory bude obsahovat niekolko pries-
kumnych vozidiel MEV (malé elektrické vozidlo). Modul vylozi vietky vozidla na povrch
Marsu na mieste pristatia. Z tohoto miesta sa potom vozidla buda presuvat k vysielacke,
ktora pristala nedaleko. Pocas presunu k vysielacke odoberaji vozidla vzorky hornin.
Kazda vzorku horniny mozno odobrat iba raz. Odoberie ju prvé vozidlo, ktoré k nej
dorazi. Vzorku nemozno odobrat druhykrat, avsak iné MEV moze poziciou, kde sa
vzorka nachadzala, prejst.

Vozidld nemézu prechéddzat nebezpeénym terénom. St zostrojené tak, ze sa mozu
prestuvat len na juh a na vychod po ceste vedicej polickami mriezky od modulu k vy-
sielacke. Na jednom policku mriezky moze byt v rovnakom case aj viacero vozidiel

MEV.

Upozornenie: Ak vozidlo MEV nemoze pokracovat v korektnom pohybe a nedosiahlo
este vysielacku, jeho vzorky st definitivne stratené.

Povrch planéty medzi modulom a vysielackou je reprezentovany pomocou mriezky
P x Q. Modul sa vidy nachadza na pozicii (1,1) a vysielacka na pozicii (P, Q). Typy
terénu st nasledovné: 0 — volny terén, 1 — nebezpeény terén, 2 — terén so vzorkou.

Modul
0 [0[0]0][0][0]0[0]0] 0| Riadok 1
S 0 J0olololo 1 1 0 0] 0
Z+ V P P
0 [1]0 020 1|1 0] 0
J 0 [1][0|1]0][0[1][1]0] 0 | RiadokQ

Vysielacka
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Uloha. Najdite popis pohybu vozidiel s maximéalnym skore. Skore zavisi od poétu
zozbieranych a k vysielacke prinesenych vzoriek, ako aj od poctu vozidiel MEV, ktoré
dorazili k vysielacke.

Vstup. Vstupny subor je zadany nasledovne: V prvom riadku sa nachadza celé ¢islo
PocetVozidiel mensie ako 1000, oznacujuce pocet MEV, ktoré boli dovezené modu-
lom. Hodnota P v druhom a @ v trefom riadku vstupného stiboru oznaduju velkost
mriezky. Kazdy z nasledujacich ) riadkov obsahuje P medzerami oddelenych celych
¢isel z intervalu [0, 2], reprezentujtcich typy terénu na jednom riadku mriezky povrchu,
poéinajuc riadkom 1 a koncéiac riadkom ). Pritom P ani ) neprekroc¢ia 128.

Vystup. Postupnost riadkov reprezentujica pohyb vozidiel MEV k vysielacke. Kazdy
riadok obsahuje ¢islo vozidla a ¢islicu 0 resp. 1, kde 0 znamend posun na juh a 1 posun
na vychod.

Vypocet skdre. Skore zavisi od poétu zozbieranych vzoriek prinesenych k vysielacke
a od poétu vozidiel MEV, ktoré k vysielacke dorazili. Skore = (pocet zozbieranych
a k vysielacke donesenych vzoriek 4 pocet vozidiel MEV, ktoré dorazili k vysielacke —
pocet vozidiel, ktoré nedorazili) vyjadrené percentudlne vzhladom na maximalne mozné
skore pre dany vstup.

2. Hra Hex

Hex je strategicka hra pre dvoch hracov, ktora sa hra na hracom plane rovnobezni-
kového tvaru N x N, pozostavajiceho zo Sestuholnikovych polic¢ok (hezovnica). Tvar

pre N = 6 je uvedeny na obrazku: )
Stlpec 1

s

<— Riadok 1

— Hraémi st vas program a vyhodnocovacia kniznica.

— Vas program zacina.

— Hradi sa striedaju v kladeni hracich kamenov (hezovnickov) na hexovnicu.
— Hexovni¢ek moze byt umiestneny na lubovolné volné poli¢ko na hexovnici.

— Dve policka hexovnice st susedné, prave ak maji spoloéni hranu.
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— Dva hexovni¢ky (toho istého hraca), ktoré sa nachadzaji na susednych poli¢kach
hexovnice st spojene.

— Spojitost je tranzitivna (a komutativna): ak je hexovniéek hex; spojeny s hexov-
nickom hexs a hewxs je spojeny s hexovnickom hexs, potom hexs je spojeny s hexy
a hexy je spojeny s hexs.

Uloha.
e Vytvorte program, ktory hré hru Hex.

e Cielom prvého hraca (vas program) je spojit niektory z vasich hexovnickov v stipci
1 s niektorym z vasich hexovnickov v stlpci N.

e Cielom druhého hrééa (vyhodnocovaci program) je spojit jeden z jeho hexovnickov
v riadku 1 s niektorym z jeho hexovnic¢kov v riadku N.

o Ak vas program hréa optimalne, vzdy vyhra.

Vstup a vystup. Vas program nesmie ¢éitat a zapisovat Ziadne sibory. Vas program
nesmie ocakavat vstup z klavesnice a nesmie vypisovat na obrazovku. Program ziska
vsetky vstupné udaje pomocou funkcii v kniznici HexLib. KniZnica bude vytvarat
vystupny stbor HEX.OUT; tento vystup ignorujte.

Na zaciatku vasmu programu bude zadana hexovnica, na ktorej moze byt uz ulo-
zenych niekolko hexovnickov, reprezentujtcich stav hry taky, Ze prvy hrac¢ moze stale
vyhrat. Vas program na zistenie stavu hexovnice musi pouzit funkcie GetMax a LookAt-
Board.

Na zaciatku patri vasmu programu aj vyhodnocovacej kniznici rovnaky pocet hexov-
nickov.
Obmedzenie.

— Velkost hexovnice bude vzdy od 1 po 20.

— Vas program musi ukonc¢it hru do 200 tahov. Cela hra musi byt ukon¢ena do 40
sekiind. Je zarucené, ze vyhodnocovacia kniznica ukonéi spracovanie vsetkych tahov
spolu do 20 sekund.

Popis kniznice. K dispozicii mate kniznicu HexLib, ktori musite prilinkovat k vasmu
programu.

Nasleduje popis funkeii v kniZnici HexLib (v poradi Pascal, C/C++):
function LookAtBoard (row, column:integer):integer; int LookAtBoard(int
row; int column);
vrati:

ak row < 1 alebo row > N alebo column < 1 alebo column > N,

ak sa na policku nenachadza Ziadny hexovnicek,

ak sa na policku nachadza vas hexovnicek,
ak sa na policku nachadza hexovnicek patriaci kniznici.

N = O =
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procedure PutHex(row, column:integer); void PutHex(int row, int column);

umiestni vas hexovnicek na policko uréené row a column, ak toto policko nie je
obsadené.

function GamelsOver:integer; int GamelsOver(void);

vrati jedno z nasledujicich celych ¢isel:

0 ak hra nie je ukoncena,

1 ak kazda pozicia je obsadena,
2 ak vas program vyhral,

3 ak vyhrala kniznica.

procedure MakeLibMove; void MakeLibMove(void);

umozni kniznici vypocéitat dalsi fah a umiestni jej hexovnicek na hexovnicu. Zmeny
na hexovnici zistite pomocou LookAtBoard a inych funkecii.

function GetRow:integer; int GetRow(void);

vrati ¢islo riadku, na ktory bol kniZznicou umiestneny posledny hexovnic¢ek alebo —1,
ak doteraz nebol umiestneny ziadny hexovnicek. Tato funkcia vzdy vrati t ista
hodnotu, az kym vas program nezavola MakeLibMove znovu.

function GetColumn:integer; int GetColumn(void);

vrati ¢islo stipca, na ktory bol kniznicou umiestneny posledny hexovnic¢ek alebo —1,
ak doteraz nebol umiestneny ziadny hexovnicek. Tato funkcia vzdy vrati t ista
hodnotu, az kym vas program nezavola MakeLibMove znovu.

function GetMax:integer; int GetMax(void);

vrati velkost hexovnice N.

Jedovaty iShongololo

iShongololo je v re¢i Zulu meno pre zvlastnu stonozku. iShongololo je dlhé, lesklé

a Cierne ¢lankované zvieratko s mnohymi nozickami. Zivi sa ,ovocim®, ktoré pre tcely

tohto prikladu budeme povazovat za kvader s celoé¢iselnymi rozmermi L (diéka), w

(sirka), H (vyska).

Uloha. Vytvorte program, ktory uréi maximalny pocet blokov zjedenych zvieratkom
1Shongololo bez porusenia pravidiel. Program musi urcit ¢innosti tak, ako ich iShongo-

lolo bude postupne vykonavat pri poZierani ovocia.

iShongololo sa na zaciatku nachadza mimo ovocia. Prvy blok, ktory iShongololo

musi zjest, je 1,1,1, a potom sa musi posuntat dovnttra tohoto bloku. Zastavi sa, ked
uz nemozno ziadne dalsie bloky zjest podla pravidiel a nemoZe sa viac posuntt.

Obmedzenia.

— 1Shongololo zaberd prave jeden prazdny blok.
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— 1Shongololo moze zjest naraz iba jeden kompletny blok.

— iShongololo sa nemoéZe dvakrat posuntt na to isté miesto (t.j. posunut sa naspat
alebo krizovat svoju cestu).

— 1Shongololo sa nemoze posunut do nezjedeného bloku, ani mimo ovocia.

— 1Shongololo sa moze postuvat do alebo zjest iba tie bloky, s ktorymi ma blok, v ktorom
sa nachadza, spolo¢nt stenu. Navyse moze zjest iba tie bloky, ktoré nemaja Ziadne
iné steny susedné s uz zjedenymi (prazdnymi) blokmi.

Vstup. Vas program dostane na vstup tri celé ¢isla, ktoré oznacuja dlzku L, sitrku W
a vysku H kvadra. Kazdé z ¢isel L, W, H sa nachadza na samostatnom riadku. Vsetky
tri ¢isla buda od 1 do 32 (vratane).

Vystup. Vystup pozostava z riadkov, ktoré zaéinaji pismenom E (zjedz — eat) alebo M
(posuil sa — move). Za tymto pismenom nasleduji tri celé éisla, ktoré reprezentuji
zjedeny blok alebo blok, do ktorého sa iShongololo presunul.

Hodnotenie. Celkové skore je percentudlnym vyjadrenim poctu zjedenych blokov
vzhladom k autormi tilohy najdenému najvyssiemu poctu zjedenych blokov.

4. Rozpoznavanie znakov

Uloha. Napiste program na rozpoznanie postupnosti jedného alebo viacerych znakov
v obraze, ktory sa nachadza v sitbore IMAGE.DAT s pouzitim fontov, ktoré sa nachadzaju
v subore FONT.DAT.

Kazdy idealny obraz znaku ma 20 riadkov po 20 ¢islic. Kazda éislica je 0 alebo 1
ozri priklad obrazu znaku v sibore FONT.DAT alebo IMAGE.DAT).
P P

Stbor FONT.DAT obsahuje reprezentacie 27 idealnych obrazov znakov v tomto poradi:
Uabcdefghijklmnopgrstuvwxyz,
kde O reprezentuje medzeru.

Stbor IMAGE.DAT obsahuje jeden alebo niekolko potencialne pokazenych obrazov
znakov. Obraz znaku moze byt pokazeny nasledujacimi sposobmi:

— najviac jeden riadok moze byt zdvojeny (a kopia sa nachadza bezprostredne za ori-
ginalom)

— najviac jeden riadok moze byt vynechany
— mniektoré 0 mozu byt zmenené na 1

— niektoré 1 moézu byt zmenené na 0. Ziadny obraz znaku nema sucasne zdvojeny
a] vynechany riadok. Vo vstupnych tidajoch pre vyhodnocovanie v Ziadnom obraze
znaku nie je zmenenych viac nez 30% ntl a jedniciek.

— v pripade zdvojenia riadku, jeden alebo oba vysledné riadky mozu byt pokazené,
a toto pokazenie moze byt pre oba riadky rozne.

Pokazeny obraz znaku rozpoznate tak, Ze vyberiete obraz takého znaku z fontu, ktory
vyzaduje najmensi celkovy pocet zmien jednic¢iek na nuly a naopak, aby ste ziskali
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pokazeny obraz. Uvazujte aj o moznosti vypustenia alebo zdvojenia riadku. Dobre
navrhnuty program by mal rozpoznat vsetky znaky v datach, ktoré buda pouzité
pri vyhodnocovani. Pre data, pouzité pri vyhodnocovani, existuje jednoznac¢né riesenie.

Spravne riesenie pouzije vSetky tdaje poskytnuté vo vstupnom stibore IMAGE.DAT.

Vstup. Na zadiatku oboch vstupnych stitborov sa nachadza celé éislo N, (19 £ N <
< 1200), ktoré uréuje pocet riadkov za nim nasledujicich. Kazdy riadok dat ma sirku
20 ¢islic. Medzi jednotlivymi ¢islicami sa nenachadzaji Ziadne oddelujiice medzery.

Font je popisany v stbore FONT.DAT, ktory ma vzdy 541 riadkov a moze sa lisit
pre kazdy vstup, ktory bude pouzity pri vyhodnocovani.

Vystup. Program vytvori sibor IMAGE.QUT, ktory bude obsahovat retazec rozpozna-
nych znakov v tvare jedného riadku ASCII textu. Okrem rozpoznanych znakov vystup
nesmie obsahovat ziadny oddelujici znak. Ak vas program nerozpozna niektory znak,
na odpovedajicu poziciu vo vystupnom stbore zapise znak 7.

Priklad vstupu. V lavom stipci sa nachadza priklad éasti siboru FONT . DAT (znak a).
V pravom stlpci sa v stibore IMAGE.DAT (bez prvého riadku) nachadza pokazeny znak a).

00000000000000000000 00000000000000000000
00000000000000000000 00000000000000000000
00000000000000000000 00000000000000000000
00000011100000000000 00000011100000000000
00000111111011000000 00100111011011000000
00001111111001100000 00001111111001100000
00001110001100100000 00001110001100100000
00001100001100010000 00001100001100010000
00001100000100010000 00001100000100010000
00000100000100010000 00000100000100010000
00000010000000110000 00000010000000110000
00000001000001110000 00001111011111110000
00001111111111110000 00001111111111110000
00001111111111110000 00001111111111000000
00001111111111000000 00001000010000000000
00001000000000000000 00000000000000000000
00000000000000000000 00000000000001000000
00000000000000000000 00000000000000000000
00000000000000000000 00000000000000000000
00000000000000000000
FONT .DAT IMAGE.DAT

5. Ukladanie kontajnerov

Spolo¢nost Neptune Cargo Company ma v prevadzke sklad sltziaci na skladovanie
kontajnerov. Tento sklad prijima kontajnery na uschovanie a neskorsie vyzdvihnutie.
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Kontajnery prichadzaji do skladu kazdi hodinu a zostavaju tam kladny celoé¢iselny
poc¢et hodin. Pri uschovani kontajnera je v jeho dokumentacii obsiahnuty predpokla-
dany cas, kedy bude vyzdvihnuty. Prvy kontajner je uschovany v case 1. Skutocny
cas, v ktorom bude kontajner vyzdvihnuty, sa lisi od predpokladaného ¢asu nanajvys
o 5 hodin. V tejto tlohe je ¢as merany v hodinach a nepresiahne hodnotu 150.

Sklad ma tvar kvadra s dlzkou X, sirkou Y a vyskou Z. Kazdy kontajner je kocka
1 x 1 x 1. Kontajnery s ukladané na iné kontajnery alebo na podlahu Zeriavom. Zeriav
sa moze pohybovat len nad danym tloZnym priestorom. Uschovava don a vyzdvihuje
z neho kontajnery a niekedy ich preusporiadava vo vnutri tlozného priestoru. Moze
manipulovat iba s kontajnermi, ktoré st na vrchu ktoréhokolvek stipca kontajnerov.

Prestivanie kontajnera z jednej pozicie na inu je vzdy povazované za jeden presun
zeriava. Vsetky presuny Zeriava sa vykonavaji medzi ulozeniami resp. vyzdvihnutiami
kontajnerov a vykonavaju sa okamzite.

Uloha. Napiste program s dobrou stratégiou na uschovavanie, skladovanie a vyzdviho-
vanie kontajnerov. Dobra stratégia je taka, ktora minimalizuje celkovy pocet posunuti,
ktoré Zeriav vykona.

Ked sa sklad naplni, v4s program musi odmietnut uloZenie dal$ich kontajnerov. V pri-
pade, ze sklad je skoro plny, sa vas program moze stat menej efektivnym, alebo moze
byt vobec neschopny pokracovat. Moze teda odmietnut uloZenie dal$ieho kontajnera

kedykolvek.

Vstup. Vas program bude spolupracovat so simulaé¢nym modulom, ktory bude po-
skytovat tdaje, a do ktorého bude vas program oznamovat ¢innosti a posielat spravy.
Do véasho programu musite prilinkovat kniznicu StackLib. Poc¢as ladenia vasho progra-
mu bude kniZnica vracat hodnoty pre jeden maly konkrétny vstup.

Sklad je pri spusteni vasho programu prazdny a jeho rozmery X, Y a Z neprekrocia
hodnotu 32.

Vas program moéze hocikedy volat nasledujiace funkcie:
int GetX(); function GetX:integer; — vrati dlzku Glozného priestoru (celé éislo).
int GetY(); function GetY:integer; — vrati sirku tloZného priestoru (celé ¢islo).
int GetZ(); function GetZ:integer; — vrati vysku tloZného priestoru (celé ¢islo).
Kazdy kontajner je jednoznacéne identifikovany kladnym celym ¢islom. Nasledujtce
funkcie poskytuj informécie o postupnosti éinnosti (uschovanie a vyzdvihnutie kontaj-
nera). Poziadavky na uschovanie prichadzaji vzdy presne v celtt hodinu a poziadavky
na vyzdvihnutie vZdy medzi dvoma celymi hodinami. Pre ucely predpokladaného

¢asu uschovania kazda pozZiadavka na uschovanie znamena uplynutie jednej
hodiny ¢asu.
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int GetNextContainer(); function GetNextContainer:integer;

Vrati ¢islo kontajnera, ktory ma byt najblizsie uschovany alebo vyzdvihnuty. Ak
nie su ziadne dalsie poZiadavky na vyzdvihnutie alebo uschovanie kontajnera, vrati
funkeia hodnotu 0, ¢o znamena, ze vas program ma ukon¢éit ¢innost, a to aj v pripade,
ze nejaké kontajnery este zostali v sklade.

int GetNextAction(); function GetNextAction:integer;

Vrati celé ¢islo, ktoré reprezentuje najblizsiu pozadovanu ¢innost: 1 — uschovat novy
kontajner, 2 — vyzdvihnat kontajner.

int GetNextStorageTime(); function GetNextStorageTime:integer;

Vrati v hodinach (absolitne od zadiatku behu programu) predpokladany ¢as vyzdvih-
nutia kontajnera. Tato hodnota je poskytovana pre planovanie vo vasom programe;
skutoéna poziadavka na vyzdvihnutie moze prist o nieco skor alebo neskor (nanajvys
viak o 5 hodin). Hodnota funkcie GetNextStorageTime ma vyznam iba v pripade,
ze funkcia GetNextAction vrati hodnotu 1.

Nezélezi na poradi volania vyssieuvedenych troch funkcii. Po sebe nasledujtice volania
GetNextContainer, GetNextAction a GetNextStorageTime vratia vzdy informaciu
o tom istom kontajneri, az kym tento nebude odmietnuty, uschovany alebo vyzdvihnuty
(od tohto momentu vyssieuvedené funkcie bud vracat informéciu o dalsom kontajneri).

Vystup. Ked vas program ziska potrebnti informaciu o dalsom kontajneri, pouZite
nasledujiice funkcie na manipulaciu s illoZznym priestorom:

int MoveContainer(int z1, int y1, int 22, int y2);

function MoveContainer(x1,y1,22,y2:integer):integer;

Vezme kontajner, ktory sa nachadza na vrchu stipika kontajnerov na pozicii (1, y1)
a polozi ho na vrch stlpika kontajnerov na pozicii (22, y2). Vrati 1, ak operaciu mozno
vykonat, 0, ak operdciu nemozno vykonat.

void RefuseContainer(); procedure RefuseContainer();

Odmietne uschovat kontajner.

void StoreArrivingContainer(int z, int y);

procedure StoreArivingContainer(z,y:integer);

Ulozi kontajner, ktory je potrebné uschovat, na vrchol stipika kontajnerov na pozicii
(z,y).

void RemoveContainer(int z, int y);

procedure RemoveContainer(z,y:integer);

Vyzdvihne kontajner z vrcholu stipika kontajnerov na pozicii (x,y) zo skladu.
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Ak vas program nemoze vykonat pozadovanu ¢innost, musi skonéit. Nespravne kroky
st kniznicou ignorované a nemaju ziadny efekt na stav simulacie ani na hodnotenie.

Od vasho programu sa nevyzaduje ziadny vystupny subor. Kniznica, s ktorou vas
program spolupracuje, bude vypisovat log subor ¢innosti. Tento subor bude pouzivany
na vyhodnocovanie.

Casovanie. V&3 program dostane informaciu o dalsej poziadavke na uschovanie alebo
vyzdvihnutie kontajnera. Potom, ak je to potrebné, moZze pomocou Zeriava prestuvat
a postupne uschovavat, vyzdvihovat, alebo odmietat kontajnery.

Hodnotenie. Program bude testovany pomocou niekolkych vstupov a pre kazdy
vstup bude hodnotena jeho vykonnost oproti nam znamemu najefektivnejSiemu rieseniu
pouzitim nasledujicich ukazovatelov:

o Celkovy pocet presunov zeriava vo vasom programe.
o Penalizacia 5 presunov za kazdy odmietnuty kontajner.

e Penalizacia 5 presunov za kazdy neuschovany a nevyzdvihnuty kontajner (ak
program skonél normalne pred tym, nez st vsetky operacie vykonané).

o Celkové skore bude vypocéitané vzhladom k najlepSiemu zndmemu rieseniu.

o Ak program vykona viac ako dvojnasobok nutnych operacii, je hodnoteny 0 bodmi.

6. Popisovanie map

Predstavte si, ze ste asistentom kartografa a dostali ste za lohu zapisat mena miest
do novej mapy.

Mapa je reprezentovana mriezkou 1 000 x 1 000 policok. Kazdé mesto zaberd na mape
prave jedno policko. Mena miest maji byt umiestnené na mape do obdlznikov, ktoré
pozostavaju z policok mriezky. Tieto obdlZzniky nazvime popiskams.

Mesto so $tyrmi moznymi umiestneniami popisky: H

Umiestnenie popisiek musi splhat nasledujtce obmedzenia:

— popiska mesta sa musi nachadzat v jednej zo styroch pozicii vzhladom na mesto tak,
ako je to nakreslené na obrazku vyssie;

— popisky sa nesmu prekryvat;
— popisky nesmu prekryvat mesta;
— popisky sa musia celé nachadzat na mape.

Kazda popiska obsahuje vSetky pismena z nazvu mesta a jednu medzeru. Pre kazdé
mesto bude dana sirka a vyska pismen jeho nazvu; medzera ma taki isti1 velkost ako
pismeno.
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Lan g am
[ [

u O reprezentuje medzeru
gjCje|rje|s B reprezentuje poziciu mesta

Stipce st o¢islované zlava doprava, pricom najlavejsi stipec ma ¢islo 0. Riadky st
oc¢islované zdola nahor, pricom najspodnejsi riadok ma ¢islo 0. Na obrazku je zobrazena
spodné lava ¢ast mapy pre mesta Langa (na pozicii (0, 3)), Ceres (na pozicii (6,1)) a Pa-
arl (na pozicii (7,3)). VSetky popisky st spravne umiestnené, aj ked toto umiestnenie
nie je jediné mozné.

Uloha. V43 program nacita rozmiestnenie miest na mape, za ktorym nasleduji rozmery
pismen a meno mesta. Program ma rozmiestnit na mape najvacsi mozny pocet popisiek
miest, pricom neporusi vyssieuvedené obmedzenia. Do vystupného siboru program
vypise rozmiestnenie popisiek, ktoré boli na mapu umiestnené.

Vstup. Vstupny stbor za¢ina riadkom obsahujtcim celé ¢islo N, ktoré vyjadruje pocet
miest na mape. Pre kazdé mesto sa dalej v stibore nachadza riadok obsahujtci ¢iselné
udaje popisujuce
horizontalnu staradnicu X polohy mesta, vertikalnu stiradnicu Y polohy mesta, celo-
¢iselnu sirku W pismen v mene mesta, celoc¢iselnu vysku H pismen v mene mesta a
samotné meno mesta, ktoré je vzdy jednoslovné.

Jednotlivé idaje st oddelované medzerou, pocet miest je nanajvys 1 000 a Ziadne meno
mesta nema viac nez 200 znakov.

Vystup. Vas program vytvori vystupny stbor s N riadkami. Kazdy riadok bude
obsahovat horizontalnu a vertikalnu sdradnicu (v tomto poradi) polohy lavého hor-
ného policka popisky mesta (tieto ¢isla budt oddelené medzerou). Ak vas program
neumiestnil popisku pre mesto, na vystup zapise -1 -1.

Riadky musia byt vo vystupnom subore v tom istom poradi, v akom sa mesta
nachéadzali vo vstupnom stubore.

Hodnotenie. Hodnotenie je percentudlnym vyjadrenim poétu vasim programom
umiestnenych popisiek vzhladom k rieseniu organizatorov. Ak niektora popiska porusi
obmedzenia, program ziskava 0 bodov, rovnako, ako v pripade, ak umiestnenie popisky
nestuthlasi so skutoénym menom prislusného mesta.



Korespondenény seminar SK MO

V 46. ro¢niku matematickej olympiady SK MO prebiehal pre najuspesnejsich olym-
pionikov predchadzajiceho ro¢nika MO zo Slovenska korespondenény seminar SK MO.
Po minuloroénej zmene nazvu seminara z KS UV MO na KS UK MO sa jeho nazov
zmenil na terajsi KS SK MO. Tento korespondenény seminar vznikol uz v 24. ro¢niku
MO preto, aby bolo umoznené venovat individualnu starostlivost aj tym studentom,
ktori nenavstevovali triedy so zameranim na matematiku. V sticasnosti, pretoze existuje
velké mnoZstvo inych matematickych korespondenénych seminarov (napriklad kraj-
skych, ktorym je venovana samostatna kapitola), a pretoze pocet $kol zo zameranim
na matematiku stapol, seminar SK MO sa zameriava na zlepsenie pripravy vsetkych
studentov, ktori preukazali svoje schopnosti v predchadzajicich roé¢nikoch MO. Kedze
tlohy tohoto semindra svojou naro¢nostou prevysuji aktikolvek int matematickt stitaz
pre stredoskolakov, seminar sa stava dolezitou stcastou pripravy aj na medzinarodnu
matematicktl olympiadu. V 44. roéniku MO bol KS SK MO prvykrat zorganizovany
samostatne na Slovensku. Pozostava tradi¢ne z piatich sérii, v kazdej je zadanych sedem
prikladov. Do riesenia sa v tomto ro¢niku zapojilo spolu 40 studentov zo vsetkych
krajov. Medzi desiatimi najispesnejsimi riesitelmi boli vSetci 6 ¢lenovia slovenske]
delegacie na MMO, z nich piati skonéili na prvych Siestich miestach.

Korespondenény seminar viedol Richard Kollar a opravovanie zabezpecovali studenti
a pracovnici MFF UK (vSetko byvali olympionici).

Celkové poradie KS SK MO 1997/98

Peter Kozak, 2 Gymnéazium Sucany, 69 bodov;

Peter Novotny, 2 Gymnazium Velka Okruzna, Zilina, 57,5 bodu;
Jan gpakula, 3 Gymnazium Postova, Kosice, 56 bodov;

Pavol Novotny, 3 Gymnazium Velka OkruZna, Zilina, 52 bodov;
Miroslav Dudik, 4 Gymnéazium Trebisov, 49,5 bodu;

Viera Ruzickovd, 3 Gymnéazium Velkd Okruzna, 48,5 bodu;
Peter Svréek, 3 Gymnazium Velka OkruZna, Zilina, 47,5 bodu;
Peter Bodik, 3 Gymnazium Postova Kosice, 38 bodov.

SR IR el

Uvadzame vsetky priklady tohto ro¢nika stitaze spolu s rieSeniami, prevazne student-
skymi. Priklady boli vyberané z prikladov zo jury MMO a z narodnych olympiad, ¢i
inych sttazi tychto krajin: India, Bielorusko, Madarsko, Izrael, Kanada, Japonsko.
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Zadania sataznych uloh KS SK MO

PRVA SERIA

Mnozina M je takou podmnoZinou mnoziny {1,2,3,... ,15}, Ze stié¢in Ziadnych
troch roznych prvkov M nie je druhou mocninou prirodzeného cisla. Urcte
najvacsi mozny pocet prvkov tejto mnoziny.

Nech a,b a ¢ st kladné realne ¢isla, pre ktoré plati abec = 1. Dokazte, ze plati

ab be ca

a5—|—b5—|—ab+b5—|—c5—|—bc+c5—|—a5—|—ca

A
—

Kedy nastava rovnost?

Do stvorcekov sachovnice 5 x 5 dvaja hraci striedavo vpisuja po jednom pri-
rodzenom ¢isle. Prvy hrac¢ vpisuje ¢islo 1, druhy éislo 0. Ked zaplnia celt
sachovnicu, spoé¢itaji sucet ¢isel v kazdom z deviatich moznych stvorcoch 3 x 3.
Oznacme A maximum tychto sté¢tov. Prvy hrac¢ sa snazi v tejto hre dosiahnut ¢o
najvacsiu hodnotu A. Akl najvacsiu hodnotu A moze zarucit, nezavisle na hre
supera?

Dana je funkcia f, f: R — (—1,1) taka, ze pre kazdé = € R plati:

f(:z;—l—%)—I—f(:zﬁ):f<x—|—é>—l—f<x—l—%>.

Dokazte, ze f je periodicka funkcia.

Dany je lichobeinik ABCD s BC||AD. Oznaéme po rade M, P a @ stredy
stran CD, M A a MB. Priese¢nik DP a C'@Q) ozna¢me N. Dokazte, ze bod N
lezi vnutri trojuholnika ABM.

Nech n, p, ¢ st prirodzené ¢isla. pre ktoré n > p+ q. Nech zg, z1,... , 2, st celé
¢isla spiﬁajﬁce nasledujiice podmienky:

a) x9 = &y = 0;

b) pre kazdé celé ¢islod, 1 < i < n je bud x; — z;—y = p, alebo x; — ;1 = —q.
Ukéazte, ze existuje dvojica indexov (1, ) takd, ze ¢ < 7, (¢,7) # (0,n) a z; = x;.
Nech ABCDEF je konvexny Sestuholnik taky, ze AB je rovnobeznés DE, BC
je rovnobezné s EF a C'D je rovnobezné s AF. Ozna¢me R4, Rc a Rp po rade
polomery kruznic opisanych trojuholnikom FAB, BCD a DEF a nech p je

obvod daného Sestuholnika. Dokézte, Ze plati R4 + Rc + Rg = g
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DRUHA SERIA

Pre kazdé prirodzené ¢islo n oznac¢me S(n) najvaésie prirodzené éislo s nasledu-
jcou vlastnostou: pre kazdé prirodzené éislo k < S(n) moZzeme &islo n? napisat
ako stcet k $tvorcov prirodzenych éisel.
a) Dokézte, ze S(n) < n? — 14 pre n = 4.
b) N4jdite prirodzené &islo n, pre ktoré S(n) = n? — 14.
c¢) Dokéazte, Ze existuje nekoneéne vela prirodzenych éisel n, pre ktoré

S(n) =n?* —14.
Dokazte, ze spomedzi 101 obdl¥nikov so stranami kladnej celociselne;j diéky
neprevysujicej 100 mozno vybrat tri A, B a C také, ze A sa vojde do B a B sa
vojde do C. (Obdiéniky musia mat jednu stranu umiestnent vodorovne.)
Dana je kruznica k, jej dotyénica [ a na [ bod M. Najdite geometrické miesto
bodov P s nasledujicou vlastnostou: Na priamke [ existuja body @ a R také,
ze M je stred QR a k kruznica vpisana trojuholniku PQR.
Pre trojicu bodov P, @ a R leziacich v tej istej rovine oznaé¢me m(PQR) mini-
mum 7 dlZok vysok trojuholnika PQR (ak st P, @ a R kolinearne, m(PQR) =
= 0). V rovine st dané st tri body A, B a C. Dokazte, Ze pre lubovolny bod X
tejto roviny plati:

m(ABC) £ m(ABX) + m(AXC) + m(XBC).

Na nekonecnej sachovnici mozno hrat nasledujiicu hru: Na zaciatku je v niekto-
rom zo §tvorcov n x n umiestnenych n? mydiel (v kazdom poli¢ku jedno). V jed-
nom tahu moze mydlo preskoc¢it vo vodorovnom alebo zvislom smere cez mydlo
na susednom policku a premiestnit sa na volné miesto hned za tymto polickom.
Po tomto tahu preskoc¢ené mydlo odlozime preé¢ zo Sachovnice. Najdite tie n,
pre ktoré sa hra moze skonéit len s jednym mydlom na Sachovnici.

V trojuholniku ABC oznafme priesecniky osi uhlov 3 a ~ s protilahlymi
stranami po rade D a E. Uréte uhly trojuholnika ABC, ak |[{BDE| = 24°
a |[JCED| = 18°.

Viimnime si, Ze ¢islo 122 = 144 sa konéi na dve Stvorky. Uréte dlzku naj-
dlhsieho bloku rovnakych nenulovych ¢éislic, na ktory sa moze konéit stvorec
prirodzeného ¢isla.

TRETIA SERIA

Néjdite vSetky prirodzené ¢isla a a b pre ktoré plati

3] )25 e

(Symbolom || oznaéujeme dolni cela éast éisla x.)
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V ostrouhlom trojuholniku ABC plati |BC| > |CA|. Oznaéme O stred jeho opi-
sanej kruznice, H jeho ortocentrum a F' patu jeho vysky C'H. f)alej oznacme P
priesecnik kolmice na priamku OF v bode F so stranou CA. Dokazte, ze
|SFHP| = |qBAC|.

Nech ay,as,... ,a,, (n 2 3), st redlne &isla z intervalu (2,3) a nech s je ich
sucet. Dokazte, ze

2 1,2 2 2 2 2 2 2 2
ay fay; —ay | aytay—ay ap +ay — a3 < 94— 9

ai + az — as ap + az — ay ap + a1 — az

Strany dvoch obdl¥nikov st porade {a,b} a {c,d},kdea < ¢ < d<baab< cd.
Dokazte, ze prvy obdlZznik moZno umiestnit do druhého prave vtedy, ked

(62 — a2)2 < (bd — ac)2 + (be — ad)2 )

Na kruznici st vyznacené styri celé cisla. V kazdom kroku naraz vymenime
kazdé z ¢isel rozdielom tohto ¢isla a susedného ¢isla v smere hodinovych ruciciek
(teda ¢isla a, b, ¢ a d bud nahradené ¢islami a — b, b—¢, ¢ —d a d — a). MoZno
dosiahnut, aby sme po 1997 takychto krokoch dostali na kruznici styri ¢isla a,
b, ¢ a d tak, ze ¢éisla |bc — ad|, |ac — bd| a |ab — ed| st vSetky prvoéisla?

Nech P(z) je polyném s redlnymi koeficientami, P(z) = aa® + ba? + ca + d.
Dokazte, ze ak |P(z)| £ 1 pre kazdé z, || £ 1, tak

lal + 16l + el +|d[ = 7.

Nech k,m a n st prirodzené éisla, pre ktoré plati 1 < n < m —1 < k.

Uréte najvacsiu mohutnost podmnoziny S mnoziny {1, 2, ... , k}, v ktorej sticet
ziadnych n roznych prvkov nedava sticet mensi ako m.

STVRTA SERIA

Dve muchy F a M lietaji vo vnttri miestnosti tvaru kocky s rozmermi 10 m x

10 m x 10 m. Na zacdiatku st muchy F a M po rade v Tubovolnych bodoch A

a B kocky. Po nejakom ¢ase je F v bode B a M v bode A.

a) Dokézte, Ze v nejakom Case bola vzdialenost medzi F a M mensia ako 15
metrov.

b) Zistite, ¢i si mohli muchy vymenit miesta tak, aby vzdialenost medzi nimi
bola po cely ¢as prave 14 metrov (pre lubovolnt zadiatoént polohu).

Polynémy P(x) a Q(x) s redlnymi koeficientami majtce aspon jeden realny

koren spiﬁajﬁ pre vSetky realne ¢isla x rovnost

P(1+2+Q(2)) = Q(1 + 2 + P(a)?).

Dokazte, ze P(x) = Q(x).
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Nech O je stred vpisanej kruznice trojuholnika ABC a P,Q a R su po rade
taziska trojuholnikov BOC', AOC a AOB. Dokazte, ze stred vpisanej kruznice
trojuholnika PQR a tazisko trojuholnika ABC' st totozné.

Do stvoruholnika ABCD je vpisana kruznica k. Body K, L, M a N st po rade
dotykové body tejto kruznice so stranami AB, BC, CD a DA stvoruholnika
ABCD. Predl#enia stran DA a CB sa pretinaja v bode S a predlzenla stran BA
a CD sa pretinaju v bode P. Dokéazte, ze ak body S, K a M lezia na jedne;j
priamke, potom aj body P, N a L lezia na jednej priamke.

Danych je sest useciek tak, ze kazda trojica z nich moze byt trojicou stran
nejakého trojuholnika. Dvaja hraci hrajia s tymito iseckami hru s nasledujtcimi
pravidlami:

V kazdom tahu si kazdy hra¢ vezme jednu tsecku. Zacina prvy hra¢ a dalej sa
v tahoch striedaji az kym nezoberie druhy hraé¢ poslednt usecku. Vyhrava ten
z nich, ktory moze z tseciek poskladat trojuholnik s vac¢sim obsahom. Dokazte,
ze pre prvého hraca existuje neprehravajica stratégia.

Pre prirodzené ¢isla m a n plati m(m + 2) = 2n(n + 2). Dokazte, Ze plati

i{k-\/ﬂ:i{k-gJ.

(Symbolom |z oznaéuje dolnt celt ¢ast éisla x.)

Zistite, ¢i existuje prirodzené ¢islon, n > 1, spiﬁajﬁce nasledujicu podmienku:
MnoZina prirodzenych ¢isel sa da rozlozit na n neprazdnych podmnozin tak, ze
ak vyberieme [ubovolny sti¢et n—1 ¢isel z n—1 lubovolnych roznych podmnozin,
tak tento stcet patri zostavajicej n-tej podmnozine.

PIATA SERIA

Rovnica

2t tazx? +222 +br+1=0

s realnymi koeficientami a,b ma aspon jeden realny koren. Najdite najmensiu
moznt hodnotu stétu a? + b2,

Dané je prirodzené éislo n, n > 2, také, ze n? mozno zapisat ako rozdiel tretich
mocnin dvoch za sebou idacich prirodzenych ¢isel. Dokéazte, Ze n je stctom

dvoch stvorcov. Najdite aspon jedno také ¢islo n.
m

Nech ry,re,... ,ry, st kladné racionélne ¢isla, pre ktoré plati E r. = 1.

k=1
Definujme funkciu f predpisom

m
= g rpn| pre kazdé prirodzené éislo n.
k=1
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Uréte najmensiu a najvacsiu moznd hodnotu f(n) (max f(n), min f(n)) vzhla-
n n

dom na rq,... ,rm. (Symbolom |z] oznacujeme dolni celt éast éisla x.)
Trojuholnik ABC je rovnoramenny (|AB| = |AC|). Oznaéme D prieseé¢nik osi
uhla ABC so stranou AC. Uréte velkost uhla BAC, ak plati |BC| = |BD| +
+ |AD|.

Dany je pravidelny $tvorsten. Oznaéme ¢ velkost najvac¢sieho zo Siestich uhlov,
ktoré zvieraja jeho hrany s vodorovnou rovinou. Uréte najmensiu moznt hod-
notu ¢ pre vietky mozné polohy $tvorstena vzhladom na horizontalnu rovinu.
Dané je realne ¢islo x, x > 1, ktoré nie je celé. Oznac¢me

an = 2" —z|2™], n=12,...
Dokazte, ze postupnost éisel {a, } nie je periodicka. (Symbolom || oznac¢ujeme
dolnt celt éast éisla x.)
Na stranach AB a BC daného trojuholniku ABC' st dané po rade body X a N
tak, Ze

|AX|-[BN|=2-|BX|-|CN| a [{BNX|=|4ANC].

Zistite, akl velkost moZze mat uhol AC B.
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Riesenia sutaznych uloh KS SK MO

PRVA SERIA

1.1 (Miroslav Dudik) Najprv ukdZeme, ze z M musime vyliéit aspon 5 prvkov. Budeme
postupovat sporom. Predpokladajme teda, Ze sta¢i vylac¢it 4 prvky alebo menej.

Z trojic 1, 4, 9; 2, 3, 6; 8, 7, 14; 12, 5, 15 musime vylaéit po jednom prvku (st
disjunktné a stéin ¢isel v kazdej z nich je druhé mocnina). Na zédklade predpokladu
teda z kazdej z nich vyli¢ime prave jeden prvok a okrem nich uZz nemozeme vyluéit
ziaden iny. KedZe nemozno vylaéit éislo 10, treba vylaéit jedno z ¢isel 6, 15 (pretoze
10-6- 15 = 30?).

Z 1, 4, 9 uréite ostantt dva prvky. Lubovolny z nich vynasobeny s 3 - 12, resp. 2 - 8
vsak dava druht mocninu. Teda musime vylacit aspon jeden z 2, 8 aj z 3, 12. V tychto
dvojiciach sa nenachadza ani 7 ani 14. Musime teda vyliéit 8 (inak by bolo treba
vyluéit 7 alebo 14, ¢o by spolu s 1, resp. 4, resp. 9 davalo aspon 5 vylicenych). Teda 2
isto nemozno vylué¢it. V dvojiciach 2, 8 a 3, 12 sa nenachadzaja ani ¢isla 5, 10, t.j. aj
tieto budt v hladanej podmnozine. Aviak 2-5- 10 = 102, ¢o je spor s predpokladom.

Teraz ukazeme, ze stac¢i vylacit 5 prvkov. Buda to napr. prvky 1, 2, 3, 8, 15. Ostala
nam teda podmnozina N = {4,5,6,7,9,10,11,12,13,14}. To, Ze tato podmnoZina
vyhovuje podmienkam tloh sa uz lahko overi.

Hladany pocet prvkov je preto 10.

1.2 Plati

a’ + b = (a + b)(a4 — b+ a?b? — ab® + 64) =
=(a+0) ((a — b)z(a2 + ab + bz) + a262> >
2 a*b*(a +b),

rovnost nastava prave vtedy, ked a = b. Tento dokaz sa da urobit aj nasledovne:

a’ + b —aPb? — a*b® >0,
a*(a* = %) + 63 (b* —a?®) 2 0,
(a® = b*)(a® = b*) 2 0.

IV 1l

vsetky tupravy boli ekvivalentné a posledna nerovnost je pre dvojicu kladnych realnych
¢isel trivialna.
Preto
ab < ab B 1
a’ 4+ b +ab = a?b*(a+b) + ab - abla +b) +1
1 c

- ab(a + b+ ¢) - (a+b+c)
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Potom vzhladom na cyklicktt zdmenu

ab be ca < c a b

a5—|—b5—|—ab+b5—|—c5—|—bc+c5—|—a5—|—ca = (a—l—b+c)+(a+b+c)+(a+b+c)

Y

¢o bolo treba dokazat. Rovnost zrejme nastava prave vtedy, ked a = b =c = 1.

1.3 Najprv popiseme stratégiu prvého hraca (dalej Hy) zarucujicu A 2 6 nezavisle
na hre stpera.

L.tah: ,1% — C3 (obr. 1). Bez ujmy na vSeobecnosti druhy hraé vpise ,,0¢ do jedného
zo Stvorcéekov Al, A2, A3, B2 alebo B3 (pozri vysrafovany ttvar na obr. 1).

2.tah: ,,1“ — D3. Hrac¢ Hs je teraz ntiteny vpisat ,,0“ do Stvorca 3 x 3 s lavym hornym
rohom v C5 (dalej budeme takyto Stvorec oznacovat Scs). Inak by totiz Hy lahko
na zvysnych sedem policok v tomto $tvorci vpisal aspon styri ,, 1%, ¢im by v hom ziskal
aspon Sest ,,1¢. Analogicka je situacia aj v $tvorci Scz (obr.1l). KedZe jediné volné
poli¢ko v prieniku tychto stvorcov je E3, potom druhy hra¢ musi tahat ,,0¢ — E3.

3.tah: ,1“ — C4. V kazdom zo $tvorcov Sps, Sps, Scs, Scy st teraz tri ,,1“ a najviac
jedna ,0“ (obr.2). Pokial by Hy nevpisal ,,0 do hociktorého z tychto $tvorcov, Hy by
na zvys$nych aspon pat volnych miest polahky vpisal aspon tri ,,1%, ¢im by v tomto
stvorci bolo aspon Sest ,,1“. Preto Hs musi napisat ,,0“ do policka, ktoré je prienikom
vsetkych styroch spominanych stvorcov. Preto ‘Hs musi tahat ,,0“ — DA4.

4.fah: ;1 — E4. Teraz uZz H, oéividne nezabrani A = 6. H,; totiZ uréite nezavisle
na hre H, obsadi aspon tri z policok C5, D5, E5, C2, D2 a E2, ¢o znamena, ze aspon
do jedného zo $tvorcov Scs alebo Scy dopise aspon dve ,,1¢ k teraj$im Styrom (obr. 3).

5) 5) 5) Kok ok D
4 4 1 4 11011 4
3 1)1 3 111(]0, 3 171/0] 3
2 2 2 ok k)2
1 1 1 1

A B CDE A B CDE A B CDE AB CDE
Obr. 1 Obr.2 Obr.3 Obr. 4

Preto A 2 6. Nemozno vsak zarucit aj A 2 7 7 Nemozno, pretoze Ho moze hrat tak,
aby A bolo najviac 6.

Rozdelme si sachovnicu 5 x 5 na 12 disjunktnych obdl#nikov 2 x 1 a jeden Stvorcek 1 x
x 1 (obr.4). Ak H; vpise do lubovolného prazdneho obdl¥nika ,, 1%, Hy vpise do druhého
Stvoréeka toho istého obdlinika ,0¢. Pokial H; vpise ,1“ do stredného stvorcéeka alebo
do obdiénika, kde je uz jedna ,,0“, vpise Hs ,,0“ do Tubovolného prazdneho policka.
Po ukonc¢eni hry bude takto urcite v kazdom obdl¥niku prave jedna ,0“. KedZe vsak
kazdy z deviatich stvorcov 3 x 3 obsahuje aspon tri celé obdiéniky, st v kazdom aspon
tri ,0“, teda maximalne sest , 1%, teda A < 6.

Tymto sme dokazali A = 6.
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1.4 Prepiseme si funkcionalnu rovnicu do iného tvaru:

f<x+%+%>—f<x+%>:f<x+é>—f@y

Teda g(x) je periodickéd s peribdou - a nech n je Iubovolné celé ¢islo. Potom zrejme

gy +n) = g(y) pre vSetky « € R. Teraz uZ iba upravujeme:

fle+n+1)— flz4+n)=

:<f(:1;—|-n—|-1)—f<:1;—|-n—|— ) —|—<f<:1;—|—n—|— ) f(x—l—n—l—é))—l—
-|—<f<x—|—n—|—%> <x+n+2>>+< (:z:—l-n—l— >-f<x—|—n—|—%>>—l—
>z

[N VV]

[ A

—I—(f(x—l—n—l—%) (x—l—n—l—é ( <x+n+ )—f(erN)):
:g<x—|—n—|—g>—|—g<x—l—n+ ) Tt+n+ )

+g<x+n+%>+g<x+n+6>+g@+n%=
:g<x+g>+g<x+%>+g<x+%>+g<x+%>+g<x+é>+g(l‘)=h(l‘)

Dokazali sme teda, ze f(z +n+ 1) — f(@ + n) = h(x), a to pre vietky n € Z. Ak
by h(x) bolo rézne od 0, dosli by sme k sporu — funkéné hodnoty f(x) by uZ neboli
v intervale (—1,1) (plati totiz f(x +n) = f(x) + n - h(x), ¢o pre nenulové h(x) rastie
do nekoneéna). Preto nevyhnutne musi platit f(z +n+ 1) — f(x +n) = 0, ¢o nie je nié
iné ako to, ze funkcia f(x) je periodicka s periédou 1.

1.5 Uvedené tvrdenie neplati. Zrejme stac¢i najst aspon jeden kontrapriklad. Zvolme
stradnice bodov nasledovne: A = [0;1], B = [0;0], C = [4;0], D = [1;1], dalej M =
= 12,5;0,5], P = [1,25;0,75], @ = [1,25;0,25]. Stradnice bodu N = [1,8;0,2] lahko
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spoéitame ako prienik dvoch priamok (obr.5). Bod N je pod priamkou BM, ¢ize mimo
trojuholnika ABM.

Obr.5

1.6 (Viadimir Marko) Ak p a ¢ nie st nesidelitelné, moéZeme p, g aj x;,7=0,1,... ,n
vydelit najvac$im spoloénym delitelom ¢isel p a ¢ a prevedieme cely problém na riesenie
s p, ¢ nesudelitelnymi.

Teraz uz mozeme predpokladat, Ze p,q st nestdelitelné. Ak posledny ¢len postup-
nosti x, vznikol k-nasobnym pripoc¢itanim ¢isla p a [-ndsobnym odpoéitanim ¢éisla g,
potom 0 = z,, = kp—Iq, kde k+1 = n. Teda trividlne ¢|k a p|l. Nech k = koq a l = lyp.
Potom x,, = (ko — lo)pg, ¢ize kg = ly. Z tohon =k + 1 = ko(p + q).

f)alej oznacme f; = x; —¥i—p—q pret =p+¢q,p+q+1,... ,n. Ak niektoré z tychto
fi =0, potom z; = 2;_,_, a tvrdenie zrejme plati. Preto mozeme predpokladat, ze
vsetky f; # 0. Clen fp+q mozno napisat v tvare fo4q = (¢ — dptq)p — (P + ap1q)q,
pre vhodné celé ¢islo apy, (pretoze ¢ — a, + p + a, = ¢ + p). Toto po uprave dava

fotq = —ptq(p+ q). KedZe fr4q # 0, potom aj a,44 # 0. Dalej
fi=fiontai—aicn —@ipg+ Timp_g-1, pre 1=p+q+1,...,n

Mozu preto nastat len tri moznosti

fi=fici—(p+q), fi= fi-1, fi=fici+(p+q).

Kedze vsak vieme, Ze f,44 je tvaru —apyq(p+q), potom aj kazdé f; = —a;(p+q), pret =
= p+q,...,n. Predchddzajice tri moznosti sa meniana a; = a;—1+c¢,kdec € {—1,0,1}.
Zrejme su vsetky a; # 0. Potom v$ak musia mat stile rovnaké znamienko. Rovnaké
znamienko maji potom aj vietky f;, ¢o ale znamena, Ze x,, = fy1q + fo(pyq + -+ +
+ fro(p+q)» Kde kazdy élen saétu ma rovnaké znamienko. To je vSak spor s predpokladom
&, = 0. Preto musi existovat nejaké vhodné i také, ze x; = x;_p_,. KedZe n—p—q # 0,
je tato dvojica indexov rozna od (0,n).

Iné rieSenie. (Viera Rizickovd)
Pre jednoduchost opat uvazme pripad p,q nesudelitelné. Uvazujme nasledujiicu
tabulku:
— do Tavého dolného rohu umiestnime ¢&islo 0;
— do poli¢ka vzdialeného o k poli vpravo a o [ poli hore od Tavého dolného rohu
umiestnime ¢islo kp — lq.
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Postupnost g, 21,...,2, si mozno predstavit v tejto tabulke ako loment ¢iaru
vychadzajicu z lavého dolného rohu vediicu do nejakého polic¢ka, v ktorom je nula
(okrem poli¢ka v (¢ + 1)-vom stipci a (p + 1)-vom riadku — pretoze n > p 4 ¢). Vetky
nuly v tabulke zrejme leZia na jednej priamke, prechadzajticej lavym dolnym rohom.
f)alej si mozeme vsimnut, Ze v tabulke sa vZdy periodicky opakuje podtabulka, ktore]
lavy dolny roh a pravy horny roh ohrani¢uji dve za sebou idtce nuly. Prva takato
podtabulka ma lavy dolny roh v lavom dolnom rohu celej tabulky a pravy horny roh
v policku v (¢ + 1)-vom stipci a (p + 1)-vom riadku (v pripade p a ¢ nestdelitelnych).

Teraz postupujme nasledovne. V tabulke zaznac¢ujeme ¢leny postupnosti z; pohybom
vzdy bud vpravo alebo nahor. Pri prechode na nové poli¢ko vzdy v tabulke preskrtneme
vsetky policka, na ktorych s ¢isla rovnaké, ako je ¢islo na novom policku. Na dokaz
tvrdenia v zadani potrebujeme dokazat, Ze vzdy, ked chceme loment ¢iaru ukondcit
v policku s nulou, musime aspon raz vstipit na preskrtnuté policko. KedZze lomena
diara nemoze skondit v prvej podtabulke, musi ju raz nadobro opustit. Bez ujmy
na vseobecnosti nech ju opusti pod dalsou podtabulkou (mohla aj nad fou). To vak
znamena, ze v kazdom stipci podtabulky je uZ vyskrtnuté aspon jedno poli¢ko. Potom
vsak nemoze existovat lomena ¢iara neprechadzajica preskrtnutym polickom vedica
do policka s nulou, pretoze nula sa nachadza vzdy az v najvy$som riadku kazdej
podtabulky a je (ak uz nebola vyskrtnutéd nula v (¢ + 1)-vom stipci a (p + 1)-vom
riadku — potom je hladané dvojica indexov (0,p + ¢)) ,,odrezana* od aktualnej polohy
neprerusenou lomenou ¢iarou vedtcou pod nou. Preto sa v postupnosti nutne musi
nachadzat dvojica ¢lenov s rovnakou hodnotou rézna od dvojice (xg, ).

1.7 Oznac¢me po rade a,b,c.d,e a f diéky stran AB, BC,CD,DE,EF a FA. Kedze
zo zadania vyplyva, Ze protilahlé uhly Sestuholnika st zhodné, ozna¢me ich nasledovne:
¢ = |[{FAB| = |[9CDE|, ¢ = |[SABC| = |4DEF| a w = |[{BCD| = |4 EFA| (obr.6).
Uvazujme body P, Q,R,S tak, aby AP | BC, AS L EF, DQ 1L BC, DR 1 EF
a zaroven P. () lezali na priamke BC a R, S na priamke EF. Potom PQRS je
pravouholnik a |BF| 2 |PS| = |QR)|. Preto 2|BF| = |PS| + |QR], ¢ize

2|BF| 2 (asint + fsinw) + (¢sinw + dsin ). (1)

P B c Q
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Cyklickou zamenou dostavame dalej

2|DB| 2 (csing + bsint) 4 (esiny + fsiny), (2)
2|FD| 2 (esinw + dsing) + (asin ¢ + bsinw). (3)

Pre polomery kruznic opisanych trojuholnikom FAB, BCD a DEF plati

BF DB FD
BF| DBl . |FD|

A 2siny 2sinw g 2sin ¥ (4)

Odtial po dosadeni za R4, Rp a Rc z (3) a potom za |BF|, |DB| a |FD| z (1), (2)
a (3):

4Rs+ Rc+ Rg) 2
a(sm;/) s?ngo)_l_b(s%n;/) smw) (smw smc,o)_l_
sing  sinwy sinw  sin sinp  sinw

+d smc,o_l_sm;/) L sin;/) sinw Lt smc,o sinw
i sin w sinc,o '

siny)  sing sinw  sing

v

Po vyuziti znamej nerovnosti

pre kladné ¢isla x a y dostavame

4Rs+Rc+ Rg)22(a+b+c+d+e+ f)=2P,

P
ateda Ry + Rc + Rg = 3 ¢o bolo treba dokazat.

Poznamka. Rovnost plati, ak ¢ = ¢ = w a zaroven BF | BC, ... ; teda prave
vtedy, ked je sestuholnik pravidelny.

DRUHA SERIA

2.1 (Jan gpakula}

a) DokaZeme sporom, Ze neexistuje n € N také, Ze S(n) = n? — 13.

Nech také n existuje. Viimnime si zépis n? ako stiéet n? — 13 stvorcov. Nech n? —
— 13 — k z nich je jednotiek. Potom pomocou k $tvorcov (roznych od 1) musime zapisat
éislo n? — (n? — 13 — k) = k + 13. Polahky sa overi, Ze pre k = 1,2,3,4 sa to neda.
Pre k 2 5 vsak plati 4k > k + 13, ale stcet k Stvorcov roznych od 1 (kazdy Stvorec je
aspon 4) je najmenej 4k, ¢o je spor.
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b) Riefenim je n = 13, &ize S(13) = 13% — 14 = 155. V&imnime si najprv mnozinu H
¢isel (Stvorcov) {1,4,16,25,49,64,100,121,169}. Pre ¢éisla z tejto mnoziny platia nasle-
dujtice vztahy:

4=14+1+1+41; 64 = 16 4 16 4 16 4 16;
16 =44+44+4+4; 100 = 25 4 25 4 25 4 25;
25=164+4+4+41; 121 =100 + 16 +4 + 1;

49 =16+ 16 4+ 16 + 1; 169 = 100 + 49 + 16 + 4.

Z tychto rovnosti vyplyva, Ze kazdé ¢islo z mnoZiny H \ {1} vieme napisat ako sicet
styroch ¢isel z ‘H. Preto vieme aj ¢islo 169 zapisat ako sucet 4,7,11,... . 3k+1,...,169
Stvorcov z H (kym neméame samé jednotky moZzeme lubovolny séitanec rozpisat ako
stcet Styroch dalsich).

KedZe navyse platia aj rovnosti

169 = 144 + 16 + 9, 144 = 100 + 36 + 4 4 4, 36=254+94+1+1,

vieme 169 napisat aj ako stéet 3,6,9,... ,3k + 3,...,153 Stvorcov (169 = 144 + 16 +
+9=100+36+164+9+4+4=(9+9)+1004+25+16+4+4+1+1=..., kde
¢isla 100,25, 16 a 4 st uz z mnoziny H).

Napokon z rovnosti

169 = 144 + 25, 144 = 100 + 36 + 4 4 4, 36=254+94+1+1

a predchadzajucich dostavame, ze 169 sa da napisat aj ako stcet 2,5,... ,3k+2,... ,161
Stvorcov (169 = 144425 =100+ 36+25+4+4=9+100+25+254+4+4+1+1= ...,
kde éisla 100,25 a 4 st uz z mnoziny H).

Z toho uz vyplyva, ze 169 sa da napisat ako stcet 1,2,...,155 $tvorcov, a z Casti a)
vyplyva, Ze sa nedd napisat ako sicet 156 $tvorcov, a preto S(13) = 155.

¢) Ukézeme, Ze rieSenim ¢asti b) st aj vietky ¢isla n tvarun =2% .13,k =0,1,....
Tym dokéZeme tvrdenie c).

MnoZinu ‘H' volme nasledujico

H ={1,2.2™ 5.2™ 7.2™ 11.2" 13.2™:m =0,1,2,... }.
Platia rovnosti:
(5-2™)2 =16-4" +4-4™ £4.4™ 4 4™
(7-2™)2 =16-4" +16-4™ 4 16-4™ + 4™,
11-2m)
)

1-2™)2 =100-4™ 4+ 16 -4™ +4-4™ 4 4™,
(13-2™)2 =100-4™ 449 -4™ +16-4™ +4-4™,
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Opét kazdé ¢isloz H'\ {1} vieme napisat ako sticet Styroch ¢éisel z H'. PouZitim rozkladov
(13-2™)2 =90-4-4™ 4+4-4™ 49.4™

(9 X 2m)2 =36 - 22(m—1) = 95. 4m—1 + 9. 4m—1 + 4m—1 + 4:Tn—17
(13-2™)2 =9-4.4™ 4 25.4™

pre m = 0,1,... dostdvame tplne rovnako ako v ¢asti b), Ze ¢islo n = 13 - 28 mozeme
zapisat postupne
o ako sticet 1,4,7,...,n? $tvorcov,

e ako stdet 3,6,9,... ,n% — 16 §tvorcov (na konci bude 9+ 9 + (n? — 18) x 1),

e ako stdet 2,5,8,... ,n* — 8 §tvorcov (na konci bude 9+ (n?—9)x1).

Teda n = 13 2% sa da napisat ako stcet 1,2,... ,n% — 14 §tvorcov. Podla a) nemozno
pouzit prave n? — 13 stvorcov, ¢ize S(13 - 2’“) (13 2k)2 — 14,

2.2 Oznacme s; a v; po rade sirku a vysku i-teho obdl¥nika (1 =1,2,...,100) tak, aby
s; = v; pre kazdé i. Roztriedme teraz obdlznlky nasledovne: obdlznik dame do triedy k
prave vtedy, ked s; — v; = 2k alebo s; —v; = 2k + 1, k = 0,1,...,49. Spolu teda
mame prave 50 tried. (Ak si predstavime tieto obdiéniky ako mrezové body v rovine
a stotoznime obdlznik 7 s mrezovym bodom (s;,v;), tak mame 101 mrezovych bodov
v trojuholniku s vrcholmi (0,0), (100,0) a (100, 100), body moé6zu lezat aj na prepone.
Tento trojuholnik sme triedami rozdelili na 50 pruhov priamkami spajajicimi body
(2k,0) a (100,100 — 2k), k= 1,2,...,49.) KedZe mame 101 obdl¥nikov v 50 triedach,
jedna z tried obsahuje aspon 3 obdiéniky. Nech st oznacené X', )V a Z po rade podla
rasticej Sirky (sy < sy < sz). Ak sa nejaké dve sirky zhoduji, oznaéime ich podla
rasticej vysky.

Najprv dokazeme, ze X mozno umiestnit do ). Ak by totiz nahodou vy > vy, potom
musi byt sy = sy, aby mohli X a Y byt v tej istej triede (ak sy > sy, potom sa ¢isla
sy — vy a sy — vy lisia najmenej o dve, pretoze vsetky diéky aj sirky st celoédiselné),
¢o je spor so systémom nasho oznacenia. Rovnakym sposobom sa ukéaze, ze Y mozno
umiestnit pozadovanym sposobom do Z. Tym je zadané tvrdenie dokazané.

2.3 Nech body P,Q a R vyhovuju zadaniu. Zavedme oznacenie ako na obr.7. Najprv
ukazeme, ze trojuholniky SMP a SMV maju rovnaky obsah. Plati:

1
Ssap + Ssag + Ssvr = §SPQR = Spom- (1)

Vyplyva to z toho, ze body A,B a V st dotykové body kruznice k£ s jednotlivymi
stranami trojuholnika PQR a z toho, ze PM je taznica tohto trojuholnika.
Bod M je stred QR, a preto plati :

Ssov + Ssmv = Ssur.

Teda aj]
Ssov +2Ssmv = Ssmr + Ssmuv = Ssvr.
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Dosadenim do (1) dostaneme rovnost:

Ssap 4+ Ssaqg + Ssqv +2Ssmuv = Spom = Ssap + Ssag + Ssov + Ssmv + Ssmp.

Obr. 7
Dokézali sme, Ze obsahy trojuholnikov SMV a SMP st rovnaké. Nakolko maji tieto
trojuholniky spoloénu zakladnu SM, st vzdialenosti bodov P a V od priamky SM

.....

vpisane] kruznice a bod P musi lezat v polrovine QRS, bod P lezi na polpriamke
rovnobeznej s polpriamkou MS (rovnakej orientacie) zacéinajicej v bode W. Bod W
lezi na kruznici k tak, ze isecka VW je jej priemer.

Polahky sa presveddime, Ze vsetky body tejto polpriamky vyhovuji zadaniu — spat-
nym postupom skonstruujeme body @), R, A a B; ukadzeme, ze Ssyp = Ssmv, a ze M
je stred QR.

2.4 Ak body A, B a C lezia na jednej priamke, potom m(ABC) = 0, teda pre kazdy
bod X roviny dana nerovnost trivialne plati.

Preto mozeme predpokladat, ze body A, B a C neleZia na jednej priamke. Rozdelme
rovinu na 7 ¢asti (oblasti) Ro,...,Rs ako na obr.8. Rozoberieme niekolko pripadov
v zavislosti na polohe bodu X.

A
I
A
Ry Ry Ry
Ry/ B R, C \R5 B C

Obr. 8 Obr.9
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Pripad 1. Nech bod X lezi v oblasti Ry, ¢ize vo vnitri trojuholnika ABC (obr.9).
MoZeme bez ujmy na vseobecnosti predpokladat, ze |[BC| = |AC| a |BC| = |AB]|. Preto
Jje najkratsou vyskou v trojuholniku ABC' vyska na stranu BC'. VSimnime si, ze vSetky
vzdialenosti |AX|, |BX| a |CX| st kratdie ako |BC/|. Dalej pre obsahy trojuholnikov
plati Sapc = Spxc+Scxa+ S axp. Predelenim tejto rovnosti vyrazom |BZ—C| a pouzitim
toho, ze BC' je najdlhSou stranou trojuholnikov CXA a AXB, dostavame nerovnost (1).

Pripad 2. Nech bod X lezi na jednej zo stran trojuholnika ABC. Ak X patri obvodu
trojuholnika ABC', moZeme nerovnost (1) dokazat tak isto ako v prvom pripade. Preto
predpokladajme, ze X lezi na prediéeni jednej zo stran, napr. BC (obr.10). Potom
m(ABC) £ m(AXB). (To moZno dokizat presetrenim viacerych pripadov pre AABC:
ak je najkrat$ia vyska trojuholnika ABC vyska na stranu AC alebo AB. tvrdenie

je zrejmé; ak je to vyska na stranu BC, potom pre uhly plati |[JCAB| > |<ABC|

ako vzdialenost bodu A od priamky BC'.) Plati tiez m(BXC) = 0. Teda
m(ABC) £ m(AXB) £ m(BXC) + m(CXA) + m(AXB).

Pripad 3. Nech X lezi v jednej z oblasti Ry, Rs alebo Rs, napr. Ry (obr.11).
Potom A lezi vnttri trojuholnika BXC, ¢ize opat m(BXC) = m(ABC). Z toho okamZite
vyplyva (1).

X
\ A
A
X
B ¢ X B C B C
Obr. 10 Obr. 11 Obr.12

Pripad 4. Napokon nech X lezi v lubovolnej zostavajicej oblasti, napr. Ry (obr.12).
Oznacme Y prieseénik usec¢iek AB a CX. Potom pre trojuholnik C'YA a bod X nastava
pripad 2, ¢ize m(CYA) £ m(AXC) a m(BYC) < m(BXC). Z toho

m(ABC) < m(AYB) + m(BYC) + m(CYA) < m(AXB) + m(BXC) + m(CXA),

pretoZze m(AYB) = 0 £ m(AXB).

Presetrili sme vsetky mozné pripady polohy bodu X, tvrdenie tlohy je dokazané.

2.5 (Pavol Novotny) Najskor dokazeme sporom, Ze pre éisla n delitelné tromi sa hra
nemoze skonéit s jednym mydlom na sachovnici. O¢islujme policka tromi ¢islami: 1,
2 a 3 tak, aby vzdy nad kazdou jednotkou bola dvojka, nad kazdou dvojkou trojka,
nad kazdou trojkou jednotka a vpravo od jednotky trojka, vpravo od trojky dvojka
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a napokon vpravo od dvojky jednotka (prvi jednotku mozeme zatial zvolit lubovolne).
Potom vo stvorci s mydlami so stranou n = 3k, k = 1,2,... je rovnaky pocet poli
otislovanych kazdym z ¢isel 1, 2 a 3. Stéet vSetkych éisel poli s mydlami je teda (1 +

n2

+2+3)- 3 = 2n?, ¢ize parny. Jednoducho sa ukéZe, ze kazdy mozny tah zachovava
paritu suétu éisel, na ktorych st umiestnené mydla (staéi preverit 6 situacii). Ak ma
teda na konci zostat prave jedno mydlo, musi byt na poli s ¢islom 2. Sachovnicu viak
mozeme ocislovat rovnakym sposobom, len prvi jednotku zvolime na policku, ktoré ma
teraz ¢islo 2. Potom pouzitim rovnakych tivah mozno dokéazat, Ze policko, na ktorom
zostane posledné mydlo musi mat aj v tomto ocislovani ¢islo 2, to vsak nie je mozné.
Teraz dokazeme (najdeme postup), Ze pre kazdé prirodzené éislo n nedelitelné tromi
sa hra moze skoncit s jednym mydlom. Najprv zistime, Ze hra sa tak moze skonéit
pre n = 1 a n = 2 (lahko sa najde postupnost tahov). Nasledujicou postupnostou
tahov dokéZeme zo Sachovnice odstranit tri mydld, ktoré lezia vedla seba (v jednom
riadku alebo stipci) tak, aby ostatné mydla zostali na svojich miestach (obr. 13):
O
Q@) Q@)

QO]

QO

O
Obr. 13

Teda, na takéto odstranenie troch mydiel vedla seba sme potrebovali len to, aby
pri prvom (resp. tretom) mydle lezalo jedno mydlo a na jeho opaénej strane bolo volné
policko. Staci uz len ukazat, ze kazdy Stvorec n X n vieme dostat zo stvorca 2 X 2 a trojic
susednych policiek spiﬁajﬁcich predchadzajice podmienky. Podla obr. 14 vieme takto
vytvorit stvorce 4 x 4 a 5 x 5.

OO
SASAS

OO
OO
OO SASAS
SASAS SASAS
Obr. 14

Obdobnym sposobom, ako sme dostali zo Stvorca 2 x 2 Stvorec n X n, zrejme
dostaneme aj z kazdého Stvorca m xm stvorec (m+3) x (m+3). Potom vyssie popisanou
postupnostou tfahov odstranime najprv trojice susednych kamenov (smerom dovnitra),
a napokon stvorec 2 x 2.

2.6 (Peter Bodik, Peter Kozak, Pavol a Peter Novotny a Jan gpakula}
Oznaéme S prieseénik osi CE a BD (obr.15) a uhly trojuholnika ABC' ako zvyéajne.

Potom zrejme |[¢BSC| = 138° a z trojuholnika BSC' dostéavame g—l— % = 84°, ¢ize o =
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= 96°. Pouzitim sinusovych viet pre trojuholniky ESD, DSA a ASE dostavame
|DS| - sin <84° — ﬁ) |ES| - sin <42° + g)

2
sin 48° ’ sin 48°

|ES| - sin28°

|DS| = . ,
sin 24°

|AS| =

|AS| =

Spojenim tychto vztahov a vyluéenim dlzok tseciek dostavame goniometrickt rovnicu

sin 18° - sin (840 — g) = 5in 24° - sin (420 + g)

Teraz sta¢i rozpisat vyrazy sin <84° — g) a sin <42° + g) podla stétovych vzorcov

a po uprave dostaneme rovnicu:

cos g -(sin 84°-sin 18° —sin42° -sin 24°) = sin g -(cos 84°-s8in 18° + cos 42° -sin 24°). (1)

B

.D ‘
2
A E C
Obr. 15

Vyjadrenim tangensu uhla g a spoéitanim (napr. pomocou kalkulacky) hodnoty vyrazu

dostavame 3 = 12°, a potom v = 72°. Pravda, na presné urcenie by bolo potrebné go-
niometricky vyraz bud zjednodu$it pomocou sti¢tovych vztahov, alebo vyéislit hodnoty
sin12° a cos12°, pomocou ktorych uz vieme spoéitat vetky ¢iselné hodnoty v (1)
a overit, ze 3 = 12° je riesenim. Potom 7z monoténnosti oboch stran v (1) (vzhladom
na (3) zistime, Ze je to naozaj jediné rieSenie.

Iné riesenie. Najprv uréime uhol a ako v prvom rieseni. Ozna¢me E’ a D' po rade
obrazy bodov E a D v osovych stmernostiach po rade podla BD a CE (zrejme obidva
body leZia na BC). Dalej ozna¢me T prieseénik BD a ED' a spojme TE', DD’ a DE'
(obr. 16).

Obr. 16
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Zo symetrie [SCED'| = |4CED| =18° a [{BDE'| = |<{BDE| = 24°. Preto
[SBTE| = |[4TDE| + |STED| = 24° + 36° = 60°.

Podobne zo symetrie |[{BTE'| = |[<BTE| = 60°, ¢éize |[SE'TD'| = 180° — (|4 BTE| +
+ |[ABTE'|) = 60°. Teda TE' je osou uhla BTD'. Kedze DD’ je kolmé ja CE, plati
|XEDD'| = 72°. Preto |[4D'DE'| = |[4EDD'| — |YEDE'| = 24°, teda aj DE' je
osou uhla TDD’. Z toho vyplyva, ze E’ je stredom kruZnice pripisanej k strane T D’
trojuholnika TDD'. Cize |[TD'E'| = |4 DD’'C|. Ale

ISTD'E'| +|4DD'C| = 180° — | ED'D| = |4 DED'| + |4 EDD'| = 36° + 72° = 108°.

Takze |4DD'C| = 54°; a tiez |[SCDD’|. Potom z trojuholnika CDD’ dostavame
|<DCD'| =72°. Preto 3 =172° a v = 12°.

2.7 (Pavol éerngj) Kedze 12? = 144, vieme, Ze dlzka najdlhsieho bloku je aspon 2.
Preto skisme najst blok dlzky aspon 3.
Druhé mocniny davaji po deleni 6smimi zvysky 0, 1 alebo 4:

(2k)? =4k* =0,4 (mod8) a (2k+1)’=4k(k+1)+1=1 (mod 8).

Preto ak vyuzijeme skutocnost, ze 8 deli 1000, mozeme vylacit pripady 111, 222, 333,
555, 666 a 999. Ostali len bloky 444, 777 a 888. Avsak ziaden Stvorec celého ¢isla
nekonéi ¢islicou 7 ani 8, a preto je jedinym moznym kandidatom blok 444. Skasanim
nahliadneme, ze 382 = 1444, ¢ize blok diéky 3 existuje prave jeden.

Teraz este ukazeme, ze blok diéky 4 uz neexistuje. Z predchadzajiceho je zrejmé, ze
jedinym kandidatom je blok 4444. Zrejme musi ist o Stvorec parneho ¢isla, a preto s
pripustné len dve moznosti zvyskov po deleni 16-timi:

(4k)* =16k*> =0 (mod 16) a  (4k+2)? =16k(k+1)+4=4 (mod 16).

Avsak ¢islo 10000 je delitelné 16-timi a ¢islo 4444 dava po deleni zvysok 12. Preto
nemoze mat Ziaden Stvorec tv,ar 10000k + 4444.
Najdlhsi mozny blok ma dlzku 3 a je to blok 444.

TRETIA SERIA

3.1 Predpokladajme, Ze ¢isla a, b st rieSenim zadanej rovnice. Bez ujmy na véeobecnosti
predpokladajme, ze a = b. Uvedomme si platnost vztahu |x + 1] > o 2 [2] > = — 1.
Jeho pouzitim dostéavame nerovnost

2 bZ 2 bZ 2 bZ 2 bZ
a__|__z @ T = = ar —|—ab>a+ +ab—1.
b a b a ab ab
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Po prenasobeni nerovnosti ¢islom ab a naslednych tpravach mame:

@+ > a® + 0+ d’b —ab,
(a®> =b)(a —b*) = a® +b° —a*b* —ab > a* —2ab+ b* = (a — b)* 2 0.
Nakolko a > b, plati a? —b > 0. Stiéin éisel (a2 —b),(a— bz) moze byt kladny iba vtedy,

ak je kladné (a — b*). Teda a > b*.
..... b’

Fakt, ze ¢éislo a je vacsie ako b? znamena aj to, Ze L—J = 0. Cisla a,b preto musia
a

a2 a2_|_62
S b.
)=

Opatovnym pouzitim vztahov medzi celymi ¢astami ¢isel dostaneme nerovnost :

2 2 2 2 2 2
“__1<V_J:V +bJ+ab§a J;b + ab.

vyhovovat aj rovnici

b b ab a

Prenasobenim ab dostaneme nerovnost a® < a?b? + a? + b% + ab.
Ak by bolo a = b* + 2, platila by aj nasledujtica nerovnost

a’ zaz(bz—l—Z)zazbz—l—az—l—a(bz—l—Z)>a262—|—a2—|—a—|—a62>a262—|—a2—|—62—|—ab

LenZe tato nerovnost je v rozpore s uz dokdzanou nerovnostou, teda predpoklad a =
> b*+2 je nespravny. Nakoniec sme dostali pre riesenie (a, b) podmienku b*+2 > a > b?,
ktorej vyhovuji iba dvojice tvaru (0% + 1,b).

Lahko sa presvedéime, Ze spominané dvojice riesia zadant rovnicu (pre b = 2)

bt + 207 + 1 b? DE(B* + 1) + (26% + 1)
V) |y [PEEDE RN e,

BRAREES

Riesenim zadanej rovnice st usporiadané dvojice éisel v tvare (n? +1,n) a (n,n* 4+ 1).

a pre b = 1 dostavame

3.2 Ogznac¢me uhly trojuholnika ako obycajne «, 3, ~. f)alej si vSimnime, ze bod O
lezi vnutri trojuholnika ABC, pretoze je ostrouhly a |[JOCB| = 90° — a < 90° — 3 =
= |JFCB| (pretoze |BC| > |CA|). To znamend, %e O lezi vnutri trojuholnika BC'F
a kolmica na OF prechadzajica bodom F pretina tsecku AC. To znamena, ze P lezi
na strane AC.

Nech E je pata vysky BH a Y a Z po rade stredy stran AC a AB (obr.17). Nech R
je pata kolmice z bodu H na PF. Teda HR 1 FP. Potom Y je stred kruznice opisane;j
trojuholniku AFC a |[JFYA| = 2|ACF| = 2(90° —a) = 180° —2a. Stvoruholnik OF PY
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je tetivovy (|[SPFO| = |[4OYP| = 90°), ¢o dava |[OPF| = |[JOY F| = 2a — 90°.
Z podobnosti pravouhlych trojuholnikov OZF a HRF mame

0Z| |HR| 1)
(OF| ~ |HF|'

Obr. 17 Obr. 18
Teraz uréme vzdialenost OZ z pravouhlého trojuholnika OZ A. KedZe z vety o stre-
AB
dovom a obvodovom uhle vyplyva |[SZOA| = ~, potom |OZ| = |2t—| Teraz zrejme
g7

z trojuholnika BEC méame |EC| = |BC|cos~. No a kedZe | HCE| = 90° — «, potom

EC BC
z trojuholnika HCE pre |HC| plati: |HC| = EC = | | 7 Zo sinusovej
cos(90° — «) sina
vety dale]
|BC|  sina
|AB| ~ siny’
a preto
|HC| = |BC|- 22 = |AB| - ~2) = |AB| - cotg~ = 2|0Z|. (2)
sin « sin vy

Podobne sa ukazZe, ze |HB| = 2|0Y|. KedZe z podobnosti trojuholnikov BHF a C HE

vyplyva
|HB|  |HF|

|HC| — |HE|’

dosadenim (2) do (1) dostéavame
1 1
|HR|.|OF| = |HF|.|0Z| = §|HF||HC| = §|HE||HB| = |HE|.|0Y|,

teda
|HR| B |OY |

|HE| — |OF|
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Potom |4 FOY | = |[S{RHE|, z toho vyplyva, Ze trojuholniky RHE a YOF st podobné,
a teda |[SHER| = |SOFY|. Z tetivovych Stvoruholnikov HEPR a OYPF dostavame
|SHPR| = |SOPY|. Teda |[SHPE| = |[JOPF| = 2a — 90°. Napokon z trojuhol-
nika HPC mame |[{FHP| = (2a —90°) 4 (90° — «) = o

Iné riesenie. Dokaz, ze P lezi na AC sme urobili v predchadzajicom rieseni. Nech Y
je stred strany AC'. Pretoze trojuholnik AFC' je pravouhly s pravym uhlom pri vrcho-
le F, stredom kruZnice jemu opisanej je bod Y. Odtial |[4Y FC| = 90° — «. TakZe aby
sme ukézali, ze | FHP| = |4 BAC|, sta¢i dokazat, ze FY L HP.

Pretoze |[SOFP| = |4OY P| = 90°, body F,P,Y a O lezia na kruznici. Nech je to
kruznica ki so stredom @), ktory je aj stredom tsecky OP. V trojuholniku ABC' uva-
zujme kruznicu deviatich bodov (Feuerbachovu kruznicu) ko, ktora prechadza bodmi F
a Y a jej stred N je aj stredom OH (obr.18). (To vieme z vlastnosti Eulerovej
priamky: body O, H, N spolu s taziskom T trojuholnika ABC lezia na jednej priamke
v poradi O, T, N a H a zname st aj pomery vzdialenosti medzi nimi.) Kruznice ky a ko
prechadzaji bodmi F a Y, ich spoloénou chordalou je priamka F'Y. To znamena, ze FY
je kolmé na N@ (spojnicu stredov tychto dvoch kruznic). Ale N@ je strednou prieckou,
a teda je rovnoberna s H P. Odtial dostavame FY 1 HP, ¢o sme cheeli dokazat.

3.3 Pre potreby tohto rieSenia oznacéme a, 11 = a1 a an4+2 = ay. Nech

2 2 2
a; +a; , — a; 2a;a;
? 141 142 tly4-1
A; = =a; + Q41 + ajyo — .
a; + aj1 — a2 a; + a1 — a2

Kedze (a; — 2)(ai+1 —2) 2 0, plati aj —2a;a,11 £ —4(a; + aix1 —2) a

2 — 2
Ai§ai+ai+1—|—ai+2—4<1—|— it2 )
a; + aj1 — a2

Pretoze 1 =2+4+2—-3< a; + a;q1 — aj12 < 3+ 3 —2 =4, plati:

Qiqo — 2
A; §Gi+ai+1‘|‘ai+2—4<1+%> = ai + ait1 — 2.
S¢itanim tejto nerovnosti pre 1 = 1,2, ... ,n dostavame

7

ZAi < 25 — 2n.

=1
3.4 (Peter Lupen) Evidentne obdlznik so stranami {a,b} sa d4 do obdl¥nika so stra-
nami {c,d} umiestnit prave vtedy, ked existuje o € (0, %ﬂ'> také, Ze plati (obr.19):

a.cosa +b.sina < e,

a.sina + b. cosa < d.
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Polozme x = cosa, y = sina. Potom dostavame ekvivalentné podmienky:

20, y=>20, ar+by<e, br4+ay<d, 2*+y*=1.
PC d /)Q A
)
¢
K M
5
d $>
OR 0 d L
Obr. 19 Obr. 20

Tato ststava sa dé elegantne riesit, ked si ju geometricky interpretujeme (obr.20).
Prvym styrom nerovniciam vyhovuju body $tvoruholnika KMLO (kde K = [O, %],

M = {bd_‘” bc_“d}, L= [%,O], O = 10,0]). Aby sa dal prvy obdl¥nik vpisat do dru-

b2—q2 p2—g2

hého, musi este platit aj piata podmienka (2% +y* = 1), éize musi existovat neprazdny
prienik medzi stvoruholnikom KMLO a stvrtkruZnicou. PretoZe § < 1, % < 1, prienik
existuje prave vtedy, ked bod M nelezi vnitri kruhu, ¢ize prave vtedy, ked

bd — ac\? be — ad 2>
b2 _ o2 + b2 _ o2 Z 1,

¢o nastava prave vtedy, ked

(bd — ac)® + (be — ad)? 2 <62 — a2>2, ¢o bolo treba dokazat.

3.5 (Viera Rizickovd) Pre paritu styroch éisel na za¢iatku mame len niekolko moZnosti
(stavy, ktoré dostaneme otoéenim st zrejme identické): vsetky styri ¢isla parne PPPP,
jedno z ¢isel neparne NPPP, dve susedné ¢isla neparne N NPP, dve nesusedné ¢isla
neparne NPN P, tri ¢isla neparne NNN P a napokon vsetky ¢isla neparne NNNN.

Je zrejmé, ze ak st vSetky styri ¢isla na kruznici v nejakom okamihu parne, ostant
parnymi aj po kazdom dalsom kroku. Jednoducho dokaZzeme, Ze kazdy mozZny stav sa
po par krokoch zmeni na stav PPPP.

Stav PPPP je trivialny. Stav NPPP sa postupne transformuje na NN PP, potom
na NPNP, a ten na NNNN, ktory po jednom kroku prejde na PPPP. Tymto sme
teda hned vyriedili aj stavy NNPP, NPNP a NNNN.

Zostavajuci stav — NNNP — sa po jednom kroku transformuje na NN PP, ktory,
ako uz vieme, sa po troch dalsich krokoch zmeni na stav PPPP.
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Takto sme dokazali, Ze v kazdom pripade buda po 1997 krokoch na kruznici len parne
¢isla. Potom st ale vSetky tri vyrazy |be — ad|, |ac — bd| a |ab — ed| delitelné styrmi,
a teda dokonca zZiaden z nich nemoze byt prvocislom.

Iné riesenie. (Peter Kozak a Peter a Pavol Novotny)
Ak st na zac¢iatku na kruznici napisané ¢isla a, b, ¢ a d, tak po prvom kroku dostaneme
po rade ¢isla a —b,b—¢,c —d a d — a. Vo vypoéte pokracujeme dalej az po stvrty krok:

a b c d
a—2>b b—c c—d d—a
a—2b+c b—2c+d c—2d+a d—2a+5b
a—3b+3c—d b—3c+3d—a c—3d+3a—-5b d—3a+3b—c
20 —4b+6c—4d 2b—4c+6d—4a 2¢—4d+ 6a —4b 2d — 4a + 6b — 4c

Opat si vSimneme, ze vSetky styri éisla st uz po styroch krokoch parne, ¢ize pouzitim

rovnakych tivah ako v predchadzajicom rieseni zistime, ze vSetky Styri skimané vyrazy
musia byt delitelné Styrmi.

3.6 Dosadenim ¢isel x =1, —1, 373 do polynému dostaneme podmienky

la+b4+c+d =1, (1)
|—a+b—c+d <1, (2)
la+ 26 + 4¢ + 8d| < 8, (3)

| —a+2b—4c+8d| < 8. (4)

Tieto nerovnice si mézeme predstavit ako hrani¢né nadroviny stvorrozmerného rovno-
beznostenu. Maximum stuétu |a| + |b] + |¢| + |d| sa zrejme nadobtda v jeho vrcholoch.
Preto staci najst jeho vrcholy, ¢o znamena riesit 16 ststav linearnych rovnic so styrmi
neznamymi. Ich vyrieenim a overenim podmienky |a| + |b| + |¢| + |d] £ 7 pre vrcholy,
overime platnost zadaného tvrdenia.

Mozno postupovat aj inak. Z prvych dvoch nerovnosti dostavame

Mo+ d| S |(b+d)+ (at o) +lb+d) —(a+ )| S2 = |b+d <1

Ak b4+d 20, potom z (2), a+c¢ = (b+d)—1, na druhej strane z (1) a+¢ < 1—(b+d).
Preto

b+d +lat+elSb+d+1-(b+d)|=0b+d)+1-(b+d)=1. (5)
Rovnako aj v pripade b + d < 0 dostaneme rovnaki nerovnost.

Potom
la| —le| = la| = [ —¢| = |a + ¢,
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z ¢oho pomocou (5)
b4l + o] — || S b+ dl + Jate| S 1 (6)
Podobne z nerovnosti (3) a (4) dostaneme
2|b + 4d| + 4|c| — |a| = |2b + 8d| + |4¢| — |a| £ 8. (7)
Prenésobenim (6) ¢islom 5 a (7) ¢islom 2 a séitanim nerovnosti dostavame
3la| + 3lc| + 4]0+ 4d| + 5]|b + d| < 21. (8)
Vzhladom na dokazovanii nerovnost nam teda sta¢i dokézat uZ len nerovnost
30| + 3|d| < 4]b + 4d| + 5]b + d|, (9)
lebo spojenim (8) a (9) dostavame

3(Jal + [Bl + le] + |d]) < 21.

b
Nerovnost (9) plati pre d = 0 triviadlne. Ak d # 0, polozme x = 7 Staci nam teraz

dokazat, ze funkcia

flz) =4|z + 4]+ 5|z + 1| —3|z| — 3

je nezaporna pre vsetky realne ¢isla x. To sa vSak lahko ukaZe, staéi uvazovat f(x)
na Styroch disjunktnych intervaloch (—oo, —4), (—4,—1), (—1,0) a (0,00):

—co<a<—4: fla)=-bx+1)—4(r+4)+3x—-3=-6(x+4) 20;

—4d << -1: flz)==-5(z+1)+4z+4)+32x—-3=2(x+4) 20;

—-1<z=0 flz)=5(x+1)+4(x+4) + 3z —3 =122+ 18 = 0;
(2) =

5%
0<zr<oo: f(x S5(x+1)4+4(x+4)—3x—-3=06x+182=20.

Tym je zadana nerovnost dokazana.

3.7 (Viera Rizickova) Ak je v podmnoZine § stiéet najmensich n prvkov vaési alebo
rovny m, tak to plati pre vsetky jej n-prvkové podmnoziny a naopak, ak to plati
pre vSetky tieto podmnoziny, plati to aj pre n najmensich prvkov.

Ak S obsahuje z prvkov tak, ze spiﬁa podmienku, aj podmnozina mnoziny {1, ... ,k}
obsahujtca jej z najvacsich prvkov spiﬁa danti podmienku, lebo sti¢et najmensich n prv-
kov nema mensi. Sta¢i nam teda uvazovat len takéto podmnoziny. Potom ma S najvaésiu
mohutnost prave vtedy, ked S = {k,k — 1,k —2,... 2}, pricom plati

1
m§:1;—|—(:1;—|—1)—|—(:1;—|—2)—|—...—|—(:1;—|—n—1):5(2:1;—|—n—1)n,

1
m>(:1;—1)—|—:1;—|—(:1;—|—1)—|—...—|—(:1;—|—n—2):5(2:1;—|—n—3)n.



IKORESPONDENCNY SEMINAR SK MO, RIESENIA 71

Teda & ma najvacsiu mohutnost prave vtedy, ked

1/2 1 /2
_(_m+1_n)+1>@§(_m+1_n).

2 n n

(Mohutnost S je k — x + 1, ¢o je najvicsie prave vtedy, ked = je najmensie.) Ked
mohutnost & oznac¢ime h, potom h = k — x + 1 je najvacsie prave vtedy, ked

1/2 1 /2
[ AL <h<k—-= M1 n +1,
2\ n 2\ n

teda prave vtedy, ked

STVRTA SERIA

4.1 (Juray Foldes)

a) Oznacme vy a vg po rade vysky (vzdialenosti od podlahy — jednej steny kocky)
bodov A a B. Vezmime si rozdiel vySok much. Na zaciatku je vy — v2 a na konci je vy —
—vy. To znamend, Ze v niektorom momente bude rozdiel ich vy$ok rovny nule (pretoZe
muchy sa pohybuju spojito, teda aj ich vysky a aj rozdiel ich vysok sa meni spojito), ¢o
znamena, ze v tom momente buda v rovnakej vyske, a teda budu lezat v jednej rovine
rovnobeznej s podlahou. Budi leZat vo $tvorei (myslime tym vnutri alebo na stranach)

so stranou 10 m (0]! .21). Ale maximgia vzdialenost dvoch bodov vo Stvorei je dlzka
jeho uhloprietky, éd je v nasom pripade 10v/2 < 15. Teda v tomto momente bude aj
vzdialenost mtch mlensia ako 15
O O O @)
O O O
O O O
027
5
O
Obr.21 Obr. 22
b) Ak je poéiatoéna vzdialenost mich |AB| = 14m, ukdZeme, %e odpoved je ano (inak

je zrejme nie). Nech teda |AB| = 14m, Oznaéme S stred usecky AB. Najprv posunieme
usecku AB v posunuti, v ktorom sa bod S zobrazi na stred kocky O. Dostaneme tak
tsecku A'B’ (|A'B'| = 14m). UkdZeme ze tsetky AA', BB’ lezia v kocke (mysli sa
tym na povrchu alebo vnitri), obr.22. Kocka je teleso simerné podla stredu O, teda
ak A, B lezia v kocke, potom aj body C,D stmerne zdruzené s A, B podla stredu O
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lezia v kocke. Ale zrejme A’ je stred AD a B’ je stred BC. Z konvexnosti kocky potom
vyplyva, ze tisecky AA’, BB’ leZia v kocke.

Nech muchy lietaji stale navzajom rovnakou rychlostou. Nechame ich najprv prele-
tiet do A’, B'. Teraz si vezmime gulovti plochu G(O; 7m). Oznaéme « jej prienik s kockou
(potom A, B’ € a). Zrejme G nepretina ziadnu hranu kocky (priemet g do roviny steny

.....

gulovej plochy G, a mensia jej prlemk so stenou kocky), a teda o je ,stvisld“ mnozina
bodov, ¢ize po «a sa da dostat z kazdého jej bodu do kazdého iného jej bodu. Teda aj
z A" do B’. Nechame touto cestou letiet muchu F a mucha M bude letiet stredovo
stmerne podla O s muchou F (bude letiet po «a, lebo « je zrejme stredovo stunerna
podla stredu O a ich vzdialenost bude zrejme vidy préave 14 m). No a potom uZ muchy
preletia do bodov B a A, ¢o je zrejme mozné (pozri zaciatok).

4.2 Najprv ukdZeme, Ze polynom P(x) — Q(x) mé aspon jeden redlny koren, ¢ize
existuje také redlne éislo t, pre ktoré P(t) = Q(t).
Nech u a v st po rade korene P(x) a Q(x), ¢ize P(u) =0a Q(v) =0. Ak u = v je

vyssie uvedené tvrdenie zrejmé. Preto nech u # v, bez ujmy na vseobecnosti v < v. Pre

R(x) = P*(z) — Q*(x)

) £ 0a R(v) 2 0. Zo spojitosti polynému R(x) vyplyva existencia takého s,

platl R(u
v), pre ktoré plati P?(s) = Q*(s). Ozna¢me t = 1 + s + Q*(s). Zo zadania plati

€ (u,
P(t)=P(1+s+Q%(s) =Q(1+s+Ps)) = QL +5+Q(s)) = Qt).
Takto sme dokazali existenciu aspon jedného spoloéného bodu polynémov P(zx)
a Qx). Dalej oznaéme
=t a tiy =1+t +Q*t:).

Matematickou indukciou podla i dokazeme, Ze pre kazdé « € N plati P(t;) = Q(¢;).
1° Pre 1 = 1 sme tvrdenie uz dokazali.
2° Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre 1 = k. Potom

P(tryr) = P(L+tr + Q*(tr)) = Q(L +ti + P (tr)) = Q(L1 + ti + Q*(tr)) = Qtr+1).

Preto mé polyném P(z) — Q(x) nulovi hodnotu pre = t;, ¢ = 1,2,... Polahky
nahliadneme, Ze plati ¢;11 = 1+ ¢; + Q*(¢;) > t;, a preto mé polyném P(z) — Q(x)
nekonecne vela korenov, ¢ize je nulovy. Teda P(z) = Q(x).

4.3 Ogznacme Sc¢,Sp,S4 stredy stran AB, BC,CA a T tazisko trojuholnika ABC
(obr.23). Zrejme trojuholnik S4SpSc je obrazom trojuholnika ABC v rovnolahlosti
so stredom T a koeficientom —% (zapisujeme H(T7_%)(AABC — AS4SBSe). Kedze

jor| _ loQl _ [OR] _ 2
0S4l |0SBl |0Sc| 3’

potom taktieZ H(O%)(ASASBSC) — APQR).
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Ak oznad¢ime Z = H(T7_%) OH(O%) zlozenie rovnolahlosti (pricom ako prvé sa vykona ta
vlavo), tak Z(AABC — APQR). Nech S je stred vpisanej kruznice trojuholniku PQR.
Potom plati Z(O — 5). Vezmime teraz bod O’ taky, Ze H(T7_%)(O — O'). Zjavne O’

lezi na polpriamke O7 a naviac |0'0| = 2|TO|, &ze |TO| = 2|0'0|. Potom vsak
H(O%)(O’ — T), z ¢oho T = S. Tym je tvrdenie dokazané.

C

\\/

R
A Sc B

Obr. 23
Poznamka. V $pecidlnom pripade ak T' = O, st body O a O’ v oboch rovnolahlostiach
samodruzné, ¢izeaj] S=0=T.

4.4 (Viadimir Marko) Oznaéme a = |AK| = |AN|,b = |BK| = |BL|, ¢ = |CL| =
= |CM|,d = |DM| = |DN|,s = |SN| = |SL|,p = |PK| = |PM]|. Pouzitim
Menelaovej vety pre trojufolnik APD a kolineArne body I, M, S (lezia na ﬁ, %, z@)

dostavame (obr.24):
S
O O O @)
O O O
O O O
D
O
N ©
O
A K B P
Obr. 24
|IKA| |[MP| |SD| - a p s—d . (1)
|KP| |MD| |SA|l p d s+a
Pouzitim Menelaovej vety pre trojuholnik BPC a kolinearne body K,M,S (leZia

na W, %,%) dostavame:

KB| |MP| |SC|

=1
\KP| [MC| |SB

p s—c
L =1. 2
. (2)

S| o
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Oznalme P’ priesecénik NI a z@, P" priese¢nik NI a @, nech p’ = |P'K|, p'" =
= |P"M]|. Pouzitim Menelaovej vety pre trojuholnik ABS a body N, L., P’ méame:
7 Yyp J Y v, L,

INA| |LS| |P'B| s p'—b
. . =1 = ..
INS| |ZB| |P'A] b pta

~1. (3)

» | Q

Pouzitim Menelaovej vety pre trojuholnik CDS a body N, L, P” mame:

IND| |LS] |P”C’|_1 d p”—c_1 (@)
INS| |LC| |P"D| s ¢ pl4+d T
2ad 2b 2cd 2ab
Potom z (1) a (2) dostaneme - i =8 = é, ¢o po tpravach dava dic = i x
2ab 2cd
Z (3) a (4) dostavame p' = “ ; p = ¥ «“. Vidime, 7ze p’ = p”, a teda aj P’ = P' =
a— —c

= P, ¢o sme mali dokazat.

Poznamka. Treba este ukazat, Ze a —d # 0 a d — ¢ # 0 (tymito vyrazmi sme delili).
Lenze ak by bolo a = d, potom |[AN| = |[DN| a KM || AD a neexistoval by bod S.
Rovnako v pripade b = ¢.

4.5 (Miroslav Dudik) Tvrdenie dokdZeme sporom. Nech takd stratégia neexistuje.
Oznac¢me D dant mnozinu useciek. Existencia vyhravajicej stratégie formalne zapisana
je ekvivalentna s tvrdenim, ze

VD: JdaeD: ¥Va' € D\ {a}: IbeD\{a,d'}: V' € D\ {a,d,b}:
de € D\ {a,d,b,b'}: V' € D\ {a,d' b,V ,c}: S(a,b,c) = SV, ),

kde S(a,b,c) je obsah trojuholnika so stranami a,b a c. Preto je negacia tohto tvrdenia
nasledujtca:

dD: VYaeD: 3d' € D\{a}: Yoe D\ {a,a'}: ' € D\ {a,d’,b}:
Vee D\ {a,d',b,b'}: 3 € D\ {a,d’,b,b',c}: S(a,b,c) < S(a',b, "),

teda existencia vyhravajicej stratégie pre druhého hraca (pre konkrétnu mnozinu D).

Oznaéme hracov po rade Hy a Hs. Dalej nech P(a) je tsecka o', ktort by si bral
v druhom tahu H,, ak by H; bral v prvom tahu a, dalej P(a,b) tsecku b’, ktord by tahal
v $tvrtom tahu Hsa, keby boli postupne tahané a, P(a),b, a napokon P(a,b,c) tsecku,
ktortt by tahal v poslednom tahu Hz, keby boli postupne tahané «, P(a),b, P(a,b),c.
Zrejme P(a,b,c) je jediny prvok mnoziny D\ {a,b, ¢, P(a), P(a,b)}. K sporu dojdeme
tak, Ze ukdzeme, ze H; moZe docielif koncovi situaciu, v ktorej bude mat tsec¢ky P(a),
P(a,b) a P(a,b,c) (pricom podla predpokladu existuje vitazna stratégia pre Hz, kde H4
taha tsecky a,b a c¢).

Nech H; taha v prvom tahu P(uq), pricom u; je lubovolné tise¢ka z D. Potom mé Hs
dve moZnosti (podla svojej vitaznej stratégie):
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e tahd wy; potom nech dalej H; taha P(uq,us), pricom us je Iubovolné z D\
\ fur, Plun)}.
o tahd ugz, uy € D\ {uy, P(uy)}; potom nech Hy tahéd P(uq,us), zrejme P(uq,uz) #
# P(uy) a P(uy,uz) # us.
Po tychto troch tahoch mé teda prvy hra¢ P(uy) a P(ui,uz) a Hp mé uy alebo us.
Opat st dve moznosti:

e H, tahd uso, resp. uy; potom Hy taha lubovolnii tisecku, lebo pre dve zvysné tsecky

us, g v D plati P(uy,us,us) = ug a zaroven P(uy,uz,us) = us.

o My tahd us, us ¢ {u1,usz}; potom H; tahd P(uy,usz,us), ktord iste nebola este

vytiahnuta (je to ta tsecka, ktoréd je rozna od zvysnej uy prip. usg).

Na konci hry méa teda H; tsetky P(uy),P(ui,uz) a P(uj,us,us). Na druhej
strane Ho ma zvy$né tsecky, CiZe uy,us,us. KedZe sme vSak predpokladali, Ze
S(uy,uz,us) < S(P(uy), P(ui,uz), P(uy,uz,usz)), dostavame spor. Preto pre H;y vzdy
existuje vyhravajuca stratégia.

Iné rieSenie. (Pavol Cerny)
6
Hra moze mat <23—’> = 10 roznych priebehov. Existuje teda 10 neprehravajucich trojic
Gsediek. Oznaéme tsecky po rade uy,... ,ug tak, aby P(uy) = P(u;), pre i = 2,...,6,
kde P(u;) je pocet vyskytov tsecky u; v neprehravajicich trojiciach. Rozoberieme tri
pripady.

a) P(uy) 2 7;

b) P(uy) =6 a P'(uy) < 3 alebo P(uy) =5 a P'(ug) < 2;

¢) P(uy) =6 a P'(ug) =4 alebo P(uy) = 5a P'(uy) =4 alebo P(uy) =5a P'(uy) =
= 3.

(ug je tusecka, ktord sa najcastejSie vyskytuje v neprehravajicich trojiciach v kom-
bindcii s u; a P'(uz) je polet tychto vyskytov.) KedZe spolu s uy a us mozu byt
v neprehréavajucich trojiciach nanajvys styri iné tsecky, plati P'(uz) < 4. Dalej na 30
miest v neprehravajucich trojiciach umiestiiujeme 6 tseciek, preto podla Dirichletovho
principu plati P(uy) = 5. Z toho okamzite vidiet, Ze pripady a), b) a ¢) predstavuji
vsetky moznosti.

a) P(uy) 2 7. Vezmime si tie neprehravajice trojice, v ktorych je wy a nie ug. St
aspon tri (7—4 = 3). V tychto trojiciach je aspon Sest miest, na ktoré umiestiujeme
styri zvysné usecky, preto podla Dirichletovho principu existuje tisecka us, ktord
je tam aspon dvakrat. Nevyhravajica stratégia pre prvého hraca je potom:

— prvy tah (Hi1) uy, potom dva pripady:

1) druhy tah (H3) uz, potom treti tah (H;) us a ostant aspon dve neprehravajtce
trojice, v ktorych je uy, uz a nie uy. Hra¢ Hy moze svojim tahom zrusit nanajvys
jednu a tah H; povedie k druhe;.

ii) druhy tah (Hz) nie je ug, napr. ug, potom treti tah (H;) je us a opat ostali aspon
dve neprehravajice trojice obsahujice uy a uy a nie uy (P'(uz) = P'(uz) = 2)
a dalej moZno postupovat ako v i).

b) MozZno postupovat podobne ako v a), existuje také usz, Ze P'(u3) = 2 a stratégia
je rovnaka ako v a).
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¢) Najprv pripady P(u1) = 6 a P'(uz) = 4 alebo P(u;) =5 a P'(uz) = 4. Existuju
aspon 4 nevyhravajice trojice obsahujice u;. Tieto nevyhravajice trojice uz zrej-
me neobsahuji us (vSetky kombindcie u; a ug — $tyri — s uz vo vyhravajicich
trojiciach). Im odpovedajice neprehréavajtce trojice uy uz obsahovat musia, z toho
P(uy) = 44 P'(uz) = 8, ¢o je spor, pretoze P(uy) = P(uz), teda takyto pripad
nemoze nastat. Pre P(uy) =5 a P'(uy) = 3 dostaneme obdobny spor.

4.6 (Peter Surcek) Dokazovana identita je ekvivalentna s tym, Zze dve vysrafované
oblasti na obr. 25 obsahujtu rovnaky pocet mrezovych bodov (mrezové body na z-ovej
osi nepodéitame).

yA
y:x\/i
n\/§ o o o 9o ~ .
o o o y_ﬁ
o o o)
o)
o)
0
n m x>
Obr.25

Z geometrickej interpretacie okamzite vychédza, ze

S 5 (|3

k=0 =1

i<nv?2

(Mrezové body v prvej oblasti séitame nie po stipcoch, ale po riadkoch ako doplnok
poétu mrezovych bodov v obdlzniku k bodom nad grafom.)
Teraz sa poktsime stanovit presnti hranicu, pokial s¢itame v sume. DokaZeme, ze

= ([a)) -5 0[]

Staél dokézat m—1 < nv2 < m. Z daného vztahu 2(n+2)n = (m+2)m po pripoéitani
dvojky na obe strany dostaneme

m(m +2) + 2
2

2(n—|—1)2:2(n—|—2)n—|—2:m2—|—2m—|—2, ¢ize n:\/ — 1.
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Potom

2

n\/§:\/§<\/w—|—l—l>:\/(m—|—l)2+ —V2 <m.

Posledntt nerovnost sme dostali z nerovnosti
m?4+2m+2=m+1)% +1<(m+v2)?=m?+2/2m+2.

Este dokazeme, zZe

m—1<n\/§:\/§<\/w—|—l—l>:\/(m—l-l)z—l- —V2.

2

Plati
m—1+vV2<\/(m+1)2+1,
m? +2(v2 = m +3 —2v2 <m? +2m + 2,
pretoze 2(v/2 — 1) < 2 a 3 — 2¢/2 < 2 a umocnenie bola ekvivalentna tprava.

4 A 4 v m v
Obdobnym sposobom ukazeme, ze n = \‘—J , Cize

V2

n§ <n+1.

o

To viak zrejme na zéklade obr. 25 plati, pretoze priamka y = /2 neprechadza #iadnym
mrezovym bodom, a preto obsahuje vysrafovana c¢ast presne polovicu mrezovych bodov
m

vo vattri obdl¥nika n x m, ktory obsahuje prave Z n mrezovych bodov.
=1
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4.7 (Viadimir Marko) Dokazeme, Ze také prirodzené ¢islo n neexistuje.

Pre n = 2 je stitet n — 1 ¢isel len jedno ¢islo, ktoré zrejme patri len do tej mnoziny,
v ktorej je, a teda toto n nevyhovuje.

Pre n 2 3 budeme postupovat sporom. Nech sa da mnoZina N rozdelit na n podmno-
Zin spiﬁajﬁcich dant podmienku. Potom medzi tymito mnozinami (podla Dirichletovho
principu) existuje mnozina A, ktora obsahuje aspon dve ¢isla z mnoziny {1,2,... ,n+
+ 1}, zrejme je rozdiel medzi tymito dvomi ¢islami nanajvys n. Rozlisime dva pripady:

e Existuje takd mnozina A, Ze rozdiel medzi niektorymi jej prvkami je mensi ako n,

ozna¢me tieto ¢isla x a v + d, d < n. Vezmime teraz lubovoln int mnoZinu B
a jej lubovolny prvok y. Potom

yeB = y+deBUA (1)

Ak by totiz y+d € C, C € AU B, potom by sme vzali stiéet S Tubovolnych n —
— 3 ¢&isel z mnoZin inych ako A, B,C (pripadne pre n = 3 mame S = 0), potom
S+ + (y+ d) méa patrit B a S+ (v + d) +y mé patrit C, ¢o je spor, lebo
Sta+d)+y=S+z+(y+d).

Teraz vezmime mnozinu A tak, Ze najmensi rozdiel medzi jej dvomi prvkami d je
najmensi zo vsetkych mnozin rozkladu mnoziny N. Potom ¢isla v 4+1, 242, ... ,z+
+ d — 1 musia patrit roznym mnoZinam roznym od A. Cisla +d+ 1,2 +d+
+2,...,2 4 2d — 1 podla uz dokdzaného tvrdenia (1) patria bud A, ¢o vzhladom
na minimalitu d nie je mozné, alebo tej istej mnozine, ktord obsahuje ¢islo o d
mensie. Preto dvojice (x + 1,2 +d+ 1), (x +2,2+d+2)a’ (e +d— 1,2 +2d —
— 1) patria do jednej mnoziny. Teraz vSak zrejme moZzeme mnozinu A’ obsahujicu
dvojicu (x + 1,2 + d + 1) zvolit za poéiatoéni a rovnakou tvahou dostaneme, ze
dvojica prvkov (r + 1+ (d— 1), +d+ 1+ (d—1)) = (¢ + d,x + 2d) patri tej
istej mnozine, ¢ize aj v + 2d € A. Dvojicu prvkov (x + d,x + 2d) mozeme teraz
zvolit za (2, 2" + d) atd. Postupne dostavame, Ze v mnozine A lezia vSetky prvky
r,e4+d,x+2d,... ,x+kd,...,prvky x4+ 1, a+d+1,2+2d+1,... ;o +kd+1,...
v dalsej mnozine atd.

Tvrdenie (1) zrejme plati aj naopak (lahko sa obréatia tvahy), ¢ize

y+deB = yecAUB

a celll predchadzajicu ivahu mozno rozsirit aj na ¢isla mensie ako = a dostavame
rozklad N nie na n ale na d, d < n mnozin, ¢o je spor.

e Neexistuje mnozina A s ¢islami x,z + d, d < n. KedZe sme vSak u’ dokazali, Ze
d < n, potom pouZitim tivah ako v predchadzajiicom pripade dostaneme rozklad
mnoziny N na zvyskové triedy modulo n, ¢ize v jednotlivych mnozinach budu éisla
dévajtce ten isty zvysok po deleni ¢islom n. Potom ak séitame po jednom ¢isle
z kazde] mnoziny a sicet oznacime S, zrejme

S = Zz (mod n).
=1
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Cislo S — 1 musi patrit zvyskovej triede obsahujticej 1, ¢ize S — 1 = 1 (mod n)

a podobne S — 2 = 2 (mod n). Tak vSak dostavame, ze zaroven 2 = S = 4
(mod n), ¢o nie je mozné, lebo 2 = 4 (mod n) len pre n < 2. Opét dostavame
spor.

Tvrdenie je teda dokazané, hladany rozklad neexistuje.

PIATA SERIA

5.1 (Peter Kozak) Predpokladajme, Ze x je korenom danej rovnice, teda pre « plati:
2t +az® +222 + b +1=0.

Od¢ividne = # 0, a teda plati

2+ 222 4+ 1 B (:1;2—|—1)2

ar® +b=—
x x
Potom z Cauchyho nerovnost:
PPz alebo (ui 4 u3) - (v 4+ v3) = (urvr + ugvy)®.

pre vektory (uy,us) = @ = (a,b) a (vi,v9) = 0 = (22, 1) dostavame:

2 ($2+1)4

(a* +0%) - (2" +1) 2 (az” +b) ;

T
Z toho (vyraz a* + 1 je zrejme vidy kladny)

(«* +1)"

Tapr>
@+ = a?(at + 1)

Teraz dokazeme, Ze plati
2 4
(1) > 3,
22(at +1) —
pre kazdé realne ¢éislo = rozne od 0. Ekvivalentnymi tpravami tejto nerovnosti postupne
dostavame

(:1;2 + 1)4 > 8:1;2(:1;4 + 1),
2 —42% 462" —42 +1 20,
(xz - 1)4 z 07
¢o zrejme plati pre kazdé x € R. Spolu s (1) potom méme a? +b* > 8. Na druhej strane,

rovnica x* 4+ 223 4 222 + 22 + 1 = 0 ma redlny korenh ¢ = —1, a pre iu a = b = 2, fize
a’® 4+ b* = 8. To znamen4, 7e hladand miniméalna hodnota stétu a? 4 b% je 8.
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5.2 (Viera Rizickovd) Nech n? = a® — (a —1)? pre nejaké a € N, a > 1. Jednoduchou
3+ v12n? —3

tpravou dostdvame 3a? —3a+1—n? = 0. Z toho potom a = i G " . Pretoze a

je prirodzené éslo, musi byt 12n? — 3 §tvorec. Plat{ 12n? — 3 = 3(2n — 1)(2n + 1).

Najvacsi spoloény delitel ¢isel 2n — 1 a 2n + 1 je 1, pretoZe si1 obe neparne a ich rozdiel

je 2. Ak je teda ¢&islo 3(2n — 1)(2n 4 1) druhou mocninou prirodzeného éisla, potom

jedno z ¢isel 2n — 1 a 2n + 1 je tiez druhou mocninou a druhé z tychto ¢isel je rovné

trojnasobku druhej mocniny prirodzeného ¢isla. Pretoze st obe ¢isla 2n + 1 neparne,

mozu nastat dva pripady:
1) Plati 2n — 1 = (2m — 1)? pre nejaké prirodzené éislo m. Potom

2n —1=4m?* —4m+1, Cize n:2m2—2m—|—1:m2—|—(m—1)2.

2) Plati 2n—1 = 3-(2m —1)? pre nejaké prirodzené éslo m. Potom 2n+1 = 3-(2m —
—1)? 4+ 2, a zéroven mé byt 2n + 1 Stvorcom. LenZe Ziaden $tvorec prirodzeného
¢isla nedava po deleni tromi zvysok 2, a teda tento pripad nenastava.

Tym sme dokazali, ze vyhovujtice n je vzdy si¢tom dvoch $tvorcov po sebe idacich

prirodzenych ¢isel. Priklady takych n st napr.

132 =8> -7, 13=2% 4+ 3% 1812 = 105° — 104, 181 = 9% + 102,

5.3 (Robert Macho) Uvedomme si, Ze funkecia f nadobuda len celoéiselné hodnoty.
Zaoberajme sa najprv minimom. Zrejme pre kazdé n € N plati:

m

= irkn >n—Zrkn:0.

To znamena, ze minimum funkcie f bude nezaporné. Dalej ukaZeme, ze je rovné 0

(pre lubovolné ri,re, ... ,ry spiﬁajﬁce podmienky zadania). Polozme rj = Zﬂ, kde
qk
Py qk € N, (pr,qr) = 1, pre k = 1,2,... ,m. Dalej ozna¢me N = nsn(q¢1,42,.-. ,qm)
(najmensi spoloény nasobok) a nech N = qgsg, sp € N, pre k = 1,2,... ,m. Potom
m
. C DRSE . e
zrejme ry = ——, pricom ZPkSk = N. Dalej plati:
k=1
kok
) =N — Z{ - J:N S lpksi] =N =Y pesi =N — N =0.
Tym sme ukéazali, Ze minimum funkcie f je rovné 0 pre kazdé ri,r9,... .7 spiﬁajﬁce

podmienky zadania.
Zaoberajme sa teraz maximom. Kedze Vo € R: || > « — 1, tak

m

zm: |ren| <n—Z(rkn—1):n—n-irk—|—m:m-

YneN: f(n
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Preto Vn € N: f(n) < m — 1. Ukdzeme, Ze pre lubovolné ry,ra,... ,ry existuje n € N
také, ze f(n) = m — 1, a teda m — 1 je maximum funkcie f. Staéi zvolit n = N — 1.
Potom
f(N—l):N—l—ZLp';VSk -(N—l)J =N —1-=) |prsk— i) =
k=1 k=1
:N—l—Z(pksk—l):N—l—N—I—m:m—l.
k=1
Teda maximum funkcie f je rovné m — 1 pre lubovolné ri,ro,... 7 spiﬁajﬁce

podmienky zadania.

5.4 Oznaéme v = |JABC| = |[SACB|. Zrejme v € (0°,90°). Potom pre velkosti
ostatnych uhlov plati: |SCBD| = |SDBA| = 17, |[{BAC| = 180° — 2y, |[{BDC| =
= 180° — %’7 (obr.26). Zo sinusovej vety pre trojuholniky ABD a BDC dostavame:
sin %’7 sin %’7

. |BC| = |BD| - — :
sin 2+ S1n 7y

|AD| = |BD| -

Obr. 26
Dosadime tieto vztahy do |BC| = |BD| 4 |AD| a tpravami dostavame:
sin %’7 sin %’7
|BD|- —=— = [BD[ +|BD|- ——,
S1n 7y sin 2+

2 - sin %’7 - cosy = sin 27 + sin %7,

sin g’y—siHZ’y:O, a teda 2-sini’y-cos %’y:().

Pouzili sme vzorce pre stcet a rozdiel dvoch sinusov. Rieseniami poslednej rovnice st

v =4k-180° =k-720° a v =—(90° +1-180°) = 40° + [ - 80°,

O v~

kde k,1 € Z. Kedze v € (0°,90°), jedinym riesenim je v = 40°, a teda | BAC| = 180° —
— 2~ = 100°. Skiiskou sa lahko presvedéime o spravnosti vysledku.
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5.5 Oznacme Ay Ay A3 Ay dany pravidelny stvorsten. Nech |A; A5 | = 1. UloZme ho tak,
aby lezal nad vodorovnou rovinou «a (v jednom pevne zvolenom polpriestore uréenom
touto rovinou). Nech By, By, Bs a By st po rade kolmé priemety bodov Ay, A2, Az a Ay
do roviny a. Oznaéme v; = |A;B;| pre i = 1,2, 3,4. Bez ujmy na vieobecnosti nech vy <
S v S vy S vy, anech g, ¢ # j je velkost uhla, ktory zviera hrana A4;A; s rovinou «

(obr. 27). Potom
sing;; = ; = |v; —vj].
Zrejme ¢;; € (0°,90°) (pre 1 £ 1 < j < 4). Pretoze funkcia sinus je na tomto intervale

rastica, tak ¢;; je maximalne prave vtedy, ked je maximalne |v; —v;|, a to je maximélne
pre 1 = 1,7 = 4. Teda ¢ = p14. Pre jednoduchost zvolme vy = 0, ¢ize A; = By € a.

Ukazeme, Ze najmensia mozna hodnota ¢,,;, = 45°. Tato hodnota sa nadobuda
’ » Ayemmrwd . , . . . >
v pripade, ked Ay € o, A3 Ay || a. Vtedy je |vg — v1] rovné vzdialenosti priamok A; A;
T o . ey v , . , . . . ,
a Az A,. Lahko moZno uréit, ze tato vzdialenost je 4, a teda sinp = g, ¢o dava
@ = 45°.
Aj

Obr. 27 Obr. 28 Obr. 29

Teraz sporom ukdZeme, Ze ¢ = 45°. Uvazujme polohu Stvorstena A; A» Az Ay (pri kto-

rej 0 = vy < vy S vy S vy) takd, Ze o < 45°, &iZe vy — vy < 4 Vezmime si teraz

rovinu 3 rovnobeznt s « takt, ze Ay € 3 a oznac¢me S stred A; A,. Dalej vezmime

. , S .y 9 .. . . .
rovinu v kolmu na Ay Ay takd, ze S € 4. Oznac¢me p, ¢ prieniky roviny + s rovinami «, 3.
Potom zrejme Az, A3 € v (pretoze |A1 As| = |A4As|, |[A1 4| = |A4As| a v je mnozina
bodov s rovnakou vzdialenostou od bodov A;, Ay), |SAs| = [SAs| = ? (diéka taznice

v rovnostrannom trojuholniku), a teda body Az, As leZia na kruZnici k <S,r = ?)

v rovine ~. Naviac body A; Aj lezia medzi rovinami «, 3, a teda v rovine ~ lezia medzi
priamkami p, ¢ (situdcia v rovine v je na obr. 28). Vzdialenost d = |S p| = |S ¢| mozeme
urc¢it z obr.29 :

d 1 1 1
tep = =2 =94, ted d= —tgyp < ~tgds® = - .
&Y 7 las| T 1 o 287 =38 2
Vyuzili sme rasticost funkcie tga na intervale (0°,45°). Potom body A, Az leZia
na zjednoteni kruznicovych oblikov vyznacenych na obr. 28 (dalej len oblikov). Zrejme

nemozu lezat na tom istom obliku, lebo potom by bolo [A2A3] £ 2d < 1, ¢o by bol
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spor. Teda leZia na roéznych obltikoch a potom (tetiva je tym kratsia, ¢im mensi uhol ju
urcuje):

Ty 3 3 1 1
|A2A3|22 T2—d2:2 1—d2>2\/1—222\/;:\/§>1,

¢o je spor. Tym sme ukazali, Ze najmensia mozna hodnota ¢ je @ = 45°.

5.6 (Miroslav Dudik) Tvrdenie budeme dokazovat sporom. Nech je postupnost {a, }
periodicka s periédou p (na zaiatok zvolme p ako najmensiu periédu).
Potom a,, = apn4p, pre kazdé prirodzené ¢islo n, teda

2"+ = 2] = | — e [
¢o po jednoduchej tprave dava
[z = e = ([ = 7)) (1)

Vyraz [2"1¥] — [2"] je zrejme pre dostatoéne velké s kladny pre vietky n € N. KedZze
vztah (1) plati aj pre kazdy nasobok periédy p, mozme (pripadnym prechodom k jej
nésobkom) bez ujmy na vieobecnosti predpokladat, Ze [2"1P| — |2™] > 0 pre kazdé

n € N. Potom
an—l—p-l-lj _ an—l—lJ

r = EQ?

[zn+e ] — [an]
¢ize x je racionalne ¢islo, ktoré mozno zapisat v zakladnom tvare x = g, kde r,q € N,
(r,q) = 1. Ak potom [2"FP| — |2"| = A-q% q1 A, a € N, tak zrejme g # 1, pretoZe
z & 7.

Polozme teraz vo vztahu (1) n = m + 1. Dostavame

[P = [ = ([ = [ ) =t ([ = L)

Poslednti rovnost sme dostali z (1) poloZzenim n = m. Matematickou indukciou mozno
teraz jednoducho dokazat, Zze

Lxm+p+kj . Lxm+kj — l’k . <Lxm+pJ . Lme> — l’k A qa7
kde k je Iubovolné prirodzené ¢islo. Pre k = a + 1 méame

+1 +1
Lxm+p+a+lj _ Lxm+a+1J N S Y p* DAt — A-p"
B 7 = qetl 7 = q

Rozdiel celych ¢isel L:Jcm'i'p"'“"'lj a L:L'm'i'“"'lj musi viak byt cely, teda q|A - p**!, éo
vSak nie je moZné, a dostavame spor. Postupnost {a,} teda nemoze byt periodicka.

5.7 (Viera Rizickovd, Pavol Novotny, Keszegh Baldzs)



Zo zadaného vztahu |[AX|-|BN|=2-|BX|-|CN| dostavame

[AX| _, IeN] . |AX|+[BX| _ 2-|CN|+|BN|
|BX| ~ |BN]|’ |BX| N |BN| ’

teda
|AB| 2. |CN|+ |BN|

|BX| |BN |

Ozna¢me teraz M bod na polpriamke ﬁ, pre ktory plati |[BM| = 2|CN| + |BN|.
Potom plati

|AB|  |BM|

|BX| |BN|’

Preto st tsecky AM a XN rovnolahlé zo stredom
rovnolahlosti v B a teda aj rovnobezné. Pre uhly potom C
plati [SAMB| = | XNB)|. Zo zadania dalej |[SBNX| = N
= |[JANC]|, teda |[JAMB| = |[4ANC|. Trojuholnik
ANM je preto rovnoramenny a plati |[AM| = |AN].
Kedze |BM| = 2|CN| + |BN|, zrejme aj |CM| = |CN|.

Potom je ale AC vyskou a zaroven taznicou v rovnora-
mennom trojuholniku ANM, teda | ACB| = 90°.
Obr. 30
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