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O priebehu 45. ro�n¡ka matematickej olympi dyS£�a� s n zvom Matematick  olympi da usporad£va pre �iakov stredn�ch a z -kladn�ch ¨k�l Ministerstvo ¨kolstva a vedy SR v spolupr ci s Jednotou slovensk�chmatematikov a fyzikov. V jej 45. ro�n¡ku s£�a� riadila �stredn  komisia matematickejolympi dy (�K MO) prostredn¡ctvom oblastn�ch a okresn�ch komisi¡ MO.Cie�om s£�a�e je vyh�ad vanie �iakov talentovan�ch v matematike, preb£dzaniea podpora ich z ujmu o ¤u, rozv¡janie ich matematick�ch schopnost¡ a ich vedeniek samostatnej tvorivej �innosti. V ¨kolskom roku 1995/1996 sa uskuto�nil u� jej 45.ro�n¡k. Matematick  olympi da na Slovensku je nasledovn¡kom rovnakej s£�a�e v b�-valom �eskoslovensku a aj v tomto ro�n¡ku mala spolo�n� £lohy s olympi dou v �eskejrepublike.�stredn  komisia MO pracovala v zlo�en¡, v ktorom bola na n vrh JSMF vymeno-van  Ministerstvom ¨kolstva a vedy SR. Predsedom �K MO bol Doc. RNDr. Tom ¨Hecht, CSc. z MFF UK v Bratislave. �al¨¡mi �lenmi �K MO boli:RNDr. Juraj Bal zs, PF UPJ� Ko¨ice,RNDr. Andrej Blaho, MFF UK Bratislava,RNDr. Jaroslava Brinckov , UMB FHPV Bansk  Bystrica,RNDr. Vladim¡r Burjan, Exam Bratislava,RNDr. Milan Cirjak, Metodick� centrum Pre¨ov,RNDr. Pavol �ernek, CSc., MFF UK Bratislava,Mgr. Milan Demko, PedF UPJ� Pre¨ov,Mgr. Vojtech Fil¡n, Gymn zium Tren�¡n,RNDr. Jozef Fulier, CSc., Vysok  ¨kola pedagogick  Nitra,Vlasta Gub ¨ov , IUVENTA Bratislava,RNDr. Milota Hilkov , Z� Jilemnick�ho Rev£ca,PhDr. Oto Klosterman, M�aV SR Bratislava,Richard Koll r, MFF UK Bratislava,Mgr. Jozef M�sz ros, Gymn zium s vyu�. jaz. ma�. Galanta,RNDr. Gabriela Monoszov , UMB FHPV Bansk  Bystrica,Prof. RNDr. Jozef Morav�¡k, CSc., V�DS �ilina,Doc. RNDr. L'udov¡t Niepel, CSc., MFF UK Bratislava,PhDr. Milan ��asn�, CSc., Z� Za kas r¤ou Bratislava,RNDr. Juraj Vantuch, CSc., PedF UK Bratislava,Mgr. Dagmar Vongrejov , Z� Moskovsk  �ilina.�lenmi �K MO boli aj predsedovia oblastn�ch komisi¡ MO:Prof. RNDr. Ondrej �ediv�, CSc., Vysok  ¨kola pedagogick  Nitra,Doc. RNDr. Vojtech B lint, CSc., FDS V�DS �ilina,RNDr. Bo�ena Mih likov , CSc., PF UPJ� Ko¨ice,RNDr. Pavol M�siar, Metodick� centrum Bratislava.



2 45. ro�n¡k matematickej olympi dyV priebehu 45. ro�n¡ka MO sa konalo jedno plen rne zasadanie �K MO a ¨tyrizasadania Predsedn¡ctva �K MO. Zaoberali sa priebehom a �nan�n�m zabezpe�en¡ms£�a�e, organiz ciou �al¨¡ch k�l, zabezpe�en¡m pr¡pravn�ch s£streden¡ pred medzin -rodnou matematickou olympi dou (MMO) a medzin rodnou olympi dou v informatike(MOI), pr¡pravou s£�a�n�ch £loh a zmenami v organiz cii bud£ceho ro�n¡ka s£�a�es£visiacimi aj s nov�m £zemnospr vnym rozdelen¡m SR.Organiz cia s£�a�e v¨ak zostala v tomto ro�n¡ku MO £plne zachovan . Pr¡pravu £lohpre kateg¢rie A, B, C zabezpe�ovala �lohov  komisia MO pod veden¡m Doc. RNDr.Jarom¡ra �im¨u, CSc. z M� �AV v Brne. Na dvoch zasadaniach, ktor� sa po�as rokauskuto�nili v Bratislave a Jev¡�ku v �R sa z£�astnilo jej 16 �lenov. Zo Slovenska sana pr¡prave s£�a�n�ch £loh podie�ali RNDr. Pavol �ernek, CSc., Doc. RNDr. Tom ¨Hecht, CSc., Richard Koll r a RNDr. Monika Kr llov . Garantmi v�beru £loh v tomtos£�a�nom ro�n¡ku bolipre kateg¢riu A: RNDr. Pavol �ernek, CSc.,pre kateg¢riu B: Doc. RNDr. Anton¡n Vrba, CSc.,pre kateg¢riu C: RNDr. Jaroslav Zhouf.Za zadan¡m ka�dej s£�a�nej £lohy je v z tvorke uveden� meno autora £lohy, pr¡p. menonavrhovate�a.Pre �iakov z kladn�ch ¨k�l je s£�a� tradi�ne rozdelen  do piatich kateg¢ri¡: Z4 { Z8,ktor� s£ ur�en� �iakom 4. a� 9. ro�n¡kov Z� a im odpovedaj£cich ro�n¡kov viacro�-n�ch gymn zi¡. Pre �iakov stredn�ch ¨k�l a im zodpovedaj£cich ro�n¡kov viacro�n�chgymn zi¡ bola s£�a� organizovan  v ¨tyroch kateg¢ri ch: A,B,C a P. Kateg¢ria A bolaur�en  �iakom 3. a 4. ro�n¡kov, kateg¢ria B �iakom 2. ro�n¡kov a kateg¢ria C bolaur�en  pre �iakov 1. ro�n¡kov stredn�ch ¨k�l. Pre �iakov v¨etk�ch ro�n¡kov bola ur�en kateg¢ria P, zameran  na £lohy z programovania a matematickej informatiky. Talen-tovan¡ �iaci mohli po s£hlase svojho u�ite�a matematiky s£�a�i� aj vo vy¨¨ej vekovejkateg¢rii, ako im prisl£chala. T�ka sa to aj �iakov Z�, ktor¡ tie� mohli s£�a�i� v niektorejz kateg¢ri¡ A,B,C a P.V kateg¢ri ch A,B,C m  prv� kolo dve �asti. V prvej �asti s£�a�iaci vypracov vaj£rie¨enia 6 £loh doma, m��u sa pritom radi� so svojimi u�ite�mi, ved£cimi kr£�kov a pod.Druh  �as� m  formu klauz£rnej pr ce. �iaci rie¨ia v obmedzenom �ase 4 hodiny 3 £lohy.�spe¨n¡ rie¨itelia prv�ho kola s£ pozvan¡ do druh�ho (oblastn�ho) kola s£�a�e, kde rie¨ia4 £lohy v �asovom limite 4 hodiny.V kateg¢ri ch B,C t�mto kolom s£�a� kon�¡, ale v kateg¢ri ch A a P sa kon  e¨tetretie (celo¨t tne) kolo. Tento rok do¤ bolo pozvan�ch v kateg¢rii A 40 najlep¨¡ch(z£�astnilo sa 39 ¨tudentov) a v kateg¢rii P 25 najlep¨¡ch rie¨ite�ov z druh�ch k�l s£�a�epr¡slu¨nej kateg¢rie pod�a poradia zostaven�ho po koordin cii bodov�ho hodnotenia.Vlastn  s£�a� je rozdelen  do dvoch dn¡. V kateg¢rii A rie¨ia s£�a�iaci ka�d� de¤ tri£lohy v �asovom limite 4 hodiny, v kateg¢rii P v rovnakom limite prv� de¤ 3 teoretick�a druh� de¤ po minuloro�nej premi�re aj dve praktick� £lohy. Novinkou v tomto ro�n¡kuMO je zavedenie praktick�ch £loh aj do dom ceho kola. Zo ¨tyroch zadan�ch £lohboli dve teoretick� a dve praktick�, ktor�ch opravovanie bolo po zaslan¡ diskiet priamokoordinovan� �K MO. Ke��e zavedenie praktickej £lohy aj do oblastn�ho kola nemo�nov najbli�¨¡ch rokoch z organiza�n�ch d�vodov o�ak va�, je t to podoba s£�a�e po dvoch



O priebehu 45. ro�n¡ka matematickej olympi dy 3rokoch zmien kone�n . Tieto zmeny, pribl¡�enie sa medzin rodn�m s£�a�iam, prinieslitento rok prv� ovocie v podobe £spe¨n�ho vyst£penia n ¨ho dru�stva na medzin rodnejolympi de v informatike.Celo¨t tne kolo 45. ro�n¡ka sa uskuto�nilo v �iline v d¤och 21. { 24. 4. (kat. A) a 25.{ 28. 4. 1996 (kat. P) na SOU zdravotnom. Na zabezpe�en¡ s£�a�e, vr tane spolo�en-sk�ho programu, sa obetavo podie�ali pracovn¡ci usporiadaj£cej Vysokej ¨koly dopravya spojov �ilina, Centra vo�n�ho �asu IUVENTA a pracovn¡ci a ¨tudenti Matematicko-fyzik lnej fakulty UK v Bratislave. Av¨ak najv��¨iu z sluhu na usporiadan¡ III. kolaMO mimo Bratislavy mal Doc. RNDr. Vojtech B lint, CSc. z V�DS, ktor�ho enormn�£silie bolo korunovan� £spe¨n�m priebehom s£�a�e.Jeden s� naj£spe¨nej¨¡ch rie¨ite�ov III. kola MO kateg¢rie A bolo pozvan�ch na v�-berov� s£stredenie pred MMO, ktor� sa konalo v d¤och 6.{11. 5. 1996 v Bratislave.Nako�ko tento rok nebolo mo�n� z£�astni� sa okrem medzin rodnej matematickej olym-pi dy z rove¤ aj medzin rodnej fyzik lnej olympi dy, term¡ny v�berov�ch s£streden¡sa prekr�vali a dvaja pozvan¡ rie¨itelia preto £�as� na tomto s£streden¡ odmietli.Na z klade v�sledkov tohto s£stredenia a v�sledkov tretieho a druh�ho kola MO bolona konci s£stredenia vybran� ¨es��lenn� dru�stvo, ktor� reprezentovalo SR na MMO.Pre toto dru�stvo sa organizovalo e¨te jedno pr¡pravn� s£stredenie, a to v d¤och 17.{21. 6. 1996 v zariaden¡ IUVENTY na Zochovej chate, a z rove¤ n s toto dru�stvoreprezentovalo aj na druhom ro�n¡ku medzin rodn�ho stretnutia s �eskou republikou,ktor� sa prv�kr t konalo na Slovensku, v �iline. Tejto s£�a�i ako aj medzin rodnejmatematickej olympi de s£ venovan� v tejto ro�enke samostatn� kapitoly.Pre 12 najlep¨¡ch rie¨ite�ov kateg¢rie P bolo organizovan� v d¤och 13. { 18. 5. 1996v�berov� s£stredenie na MFF UK v Bratislave. V r mci tohto n ro�n�ho s£stredenia£�astn¡ci v doobed¤aj¨¡ch aj poobed¤aj¨¡ch hodin ch tvorili programy, ktor� e¨te v tenist� de¤ ve�er spolo�ne vyhodnocovali. Na z klade dosiahnut�ch v�sledkov a v�sledkovIII. a II. kola �K MO vybrala ¨tvor�lenn� dru�stvo, ktor� reprezentovalo SR na medzi-n rodnej olympi de z informatiky. Okrem toho, spomedzi ¨tudentov, ktor¡ v uplynulom¨kolskom roku nematurovali, boli ¨tyria naj£spe¨nej¨¡ vybran¡ na tret¡ ro�n¡k Stredo-eur¢pskej olympi dy z informatiky. Spr vy z t�chto medzin rodn�ch s£�a�¡ n jdete vsamostatn�ch kapitol ch tejto knihy.S£�as�ou celoro�nej pr¡pravy na MO s£ aj r�zne kore¨ponden�n� semin re (KS),v tomto roku tradi�ne prebiehalo nieko�ko KS s celo¨t tnou p�sobnos�ou:Bratislavsk� kore¨ponden�n� matematick� semin r (BKMS),Stredoslovensk� kore¨ponden�n� semin r (SSS),Ko¨ick� kore¨ponden�n� semin r (STROM),Kore¨ponden�n� semin r z programovania (KSP).(Kontaktn� adresy na tieto kore¨ponden�n� semin re n jdete v pr¡lohe v z vere knihy.)�alej prebiehal aj druh� ro�n¡k obnoven�ho KS �K MO, ktor� je ur�en� predov-¨etk�m pre ¨tudentov, ktor¡ bojovali o £�as� na MMO. Tejto s£�a�i je tie� venovan samostatn  kapitola.



V�sledky celo¨t tneho kola, kateg¢ria A
Por. Meno Ro�n¡k, �kola 1. 2. 3. 4. 5. 6. S£�et1. Viera R��i�kov  2 V.Okru�n , �ilina 7 2 7 6 6 3 312. Vladim¡r Marko 3 J.Hronca, Bratislava 7 6 3 0 7 7 303. Miroslav Dud¡k 3 Trebi¨ov 7 1 7 7 7 0 294.{5. Ivan Cimr k 4 V.Okru�n , �ilina 7 6 2 6 2 5 28Eugen Kov � 4 Stropkov 7 1 0 7 6 7 286. Daniel P rto¨ 4 Gr�ssling., Bratislava 7 7 0 0 7 6 277. Tam s Varga 4 Kom rno ma�. 5 7 { { 7 7 268.{11. �tefan Godi¨ 4 V.Okru�n , �ilina 5 5 0 7 7 0 24Martin Janda�ka 4 J.Hronca, Bratislava 6 4 1 1 7 5 24Peter Koz k 1 Su�any 5 2 0 7 3 7 24Martin Plesch 4 J.Hronca, Bratislava 6 1 7 1 7 2 2412. Andrej Komora 4 Gr�ssling., Bratislava 6 4 4 0 7 2 2313. G bor Zsemlye 4 �amor¡n ma�. 4 2 6 7 0 2 2114.{16. Du¨an Bez k 4 Gr�ssling., Bratislava 7 2 1 1 6 3 20Ondrej Lonek 4 Gr�ssling., Bratislava { 2 6 6 6 0 20Marek Uhl¡© 4 Gr�ssling., Bratislava 7 0 4 0 7 2 2017.{18. Alexander Erd�lyi 4 Gr�ssling., Bratislava 7 7 3 0 1 1 19J n Rusz 3 Trebi¨ovsk , Ko¨ice 7 0 2 0 7 3 1919. Franti¨ek Kardo¨ 2 Alejov , Ko¨ice 3 4 6 0 4 1 1820.{23. �tefan Ga¨par 2 P£chov 6 1 0 7 3 0 17Stacho Mudr k 4 J.G.Taj., B.Bystrica 7 5 1 0 1 3 17Zuzana Rja¨kov  3 Vranov n. Top�ou 7 1 1 7 1 0 17Martin Vojtek 4 P rovsk , Nitra 7 3 5 1 1 0 1724.{25. Pavol Novotn� 2 V.Okru�n , �ilina 7 1 2 1 5 0 16Peter Svr�ek 2 V.Okru�n , �ilina 7 3 0 0 3 3 1626. Peter �urda 4 Gr�ssling., Bratislava 6 1 1 1 6 0 1527.{28. Ladislav Kov r 3 Gr�ssling., Bratislava 6 1 1 0 6 0 14Martin Samuel�¡k 3 J.G.Taj., B.Bystrica 3 0 0 6 4 1 1429. Henrich Datel 4 V.P.T¢tha, Martin 7 0 0 0 6 0 1330. J n Lipka 4 Gr�ssling., Bratislava 7 1 1 0 0 2 11



V�sledky celo¨t tneho kola, kateg¢ria A 5Por. Meno Ro�n¡k, �kola 1. 2. 3. 4. 5. 6. S£�et31. Jaroslav Kadubec 3 Gr�ssling., Bratislava 2 0 2 0 6 0 1032. Rastislav Krivo¨-Bellu¨ 3 Po¨tov , Ko¨ice 5 0 2 0 1 1 933.{34. Richard Hul¡n 4 Gr�ssling., Bratislava 2 2 0 0 3 1 8Michal M jek 4 Gr�ssling., Bratislava 1 2 2 1 0 2 835. Marek Hy�ko 3 J.G.Taj., B.Bystrica 1 { 2 { 3 0 636. Tibor Zavadil 3 V.Okru�n , �ilina 4 0 1 0 0 0 537. Juraj Majersk� 4 J.G.Taj., B.Bystrica 0 1 0 0 0 3 438. Istv n J mbor 3 SP�E Nov� Z mky 2 0 0 0 1 0 339. Peter Kleja 3 Senec 0 1 0 0 0 1 2Prv�ch 7 s£�a�iacich bolo vyhl sen�ch za v¡�azov a prv�ch 19 s£�a�iacich za £spe¨-n�ch rie¨ite�ov celo¨t tneho kola MO kateg¢rie A. Na celo¨t tnom kole sa nez£�astnilPavol �ern�, 3 G J.Hronca, Bratislava. �spe¨nos� jednotliv�ch £loh je zaznamenan v tabu�ke. Po�et Spolu �¡slo £lohybodov 1: 2: 3: 4: 5: 6:7 bodov 44 17 3 3 7 10 46 bodov 24 6 2 3 4 8 15 bodov 10 4 2 1 0 1 24 body 9 2 3 2 0 2 03 body 17 2 2 2 0 5 62 body 24 3 7 7 0 1 61 bod 40 2 11 8 7 6 60 bodov 66 3 9 13 21 6 14Priemer 2; 89 5; 05 2; 21 2; 05 2; 05 3; 95 2; 05



V�sledky celo¨t tneho kola, kateg¢ria P
Por. Meno Ro�n¡k, �kola 1. 2. 3. 4. 5. S£�et1. Martin Hajduch 3 Pova�sk  Bystrica 7 6 10 9 10 422. Juraj Gottweis 4 Gr�sslingov , Bratislava 7 9 4 10 10 403. Martin Plesch 4 Novohradsk , Bratislava 9 6 10 4 10 394. R¢bert Macho 3 Prievidza 5 7 10 5 10 375. Miroslav Dud¡k 3 Trebi¨ov 1 7 10 10 7 356.{9. Du¨an Bez k 4 Gr�sslingov , Bratislava 1 6 10 7 10 34Stanislav Funiak 3 Su�any 5 6 5 8 10 34Martin Janda�ka 4 Novohradsk , Bratislava 8 6 6 7 7 34Vladim¡r Marko 3 Novohradsk , Bratislava 9 9 10 0 6 3410. Ivan Str�hner 4 Prievidza 8 6 8 0 5 2711.{12. Peter Helcmanovsk� 4 Po¨tov , Ko¨ice 6 5 1 4 10 26Tom ¨ Kal b 4 Gr�sslingov , Bratislava 4 5 5 2 10 2613.{16. Martin Irman 4 Gr�sslingov , Bratislava 2 6 10 2 5 25Daniel P rto¨ 4 Gr�sslingov , Bratislava 4 6 10 3 2 25Vladim¡r Scholtz 4 Novohradsk , Bratislava 1 7 3 6 8 25Tom ¨ Va¨ko 4 P rovsk , Nitra 5 5 6 5 4 2517. �ubom¡r Nistor 4 P.Horova, Michalovce 2 5 5 8 2 2218. Richard Kr �ovi� 1 Novohradsk , Bratislava 1 5 6 5 4 2119. Tom ¨ I�o 3 Prievidza 1 6 5 3 3 1820. D vid P l 1 Novohradsk , Bratislava 1 1 6 5 3 1621. J n Jamrich 2 Novohradsk , Bratislava 3 6 6 { { 1522. Ladislav Barsi 4 Kom rno ma�. 1 5 5 3 0 1423. Zsolt Benes 2 Dunajsk  Streda ma�. 1 4 4 3 0 1224. Peter Hron�ek 4 Novohradsk , Bratislava 0 5 4 0 2 1125. Tom ¨ Arlt 4 Kom rno ma�. 2 7 1 0 0 10Prv�ch 5 s£�a�iacich bolo vyhl sen�ch za v¡�azov a prv�ch 12 s£�a�iacich za £spe¨-n�ch rie¨ite�ov celo¨t tneho kola MO kateg¢rie P.



V�sledky oblastn�ch k�lZ ka�dej oblasti a z ka�dej z kateg¢rii A, B, C, P a Z8 s£ uveden¡ v¨etci £spe¨n¡rie¨itelia, pr¡p. aspo¤ prv�ch 10 £spe¨n�ch rie¨ite�ov. V kateg¢riach B, C, Z8, ak nieje uveden� inak, s£ v¨etci �iaci ¨tudentmi 2., resp. 1., resp. 8. ro�n¡kov. Gymn ziaso zameran¡m na matematiku, ¨tudijny odbor 01 s£ tieto:Gymn zium Gr�sslingov , Bratislava,Gymn zium P rovsk , Nitra,Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina,Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica,Gymn zium Alejov , Ko¨ice,Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice.Bratislavsk  oblas�Kateg¢ria A1. Daniel P rto¨, 4, G Gr�sslingov 2.{3. Martin Janda�ka, 4, G Novohradsk Vladim¡r Marko, 3, G Novohradsk 4.{5. Alexander Erd�lyi, 4, G Gr�sslingov Martin Plesch, 4, G Novohradsk 6. J n Lipka, 4, G Gr�sslingov 7.{8. Du¨an Bez k, 4, G Gr�sslingov Andrej Komora, 4, G Gr�sslingov 9.{12. Richard Hul¡n, 4, G Gr�sslingov Ladislav Kov r, 3, G Gr�sslingov Michal M jek, 4, G Gr�sslingov Peter �urda, 4, G Gr�sslingov Kateg¢ria B1. J n Kov �ik, G Gr�sslingov 2. Andrej Meloc¡k, G Gr�sslingov 3.{4. Luk ¨ Medlen, G Novohradsk Peter �ef�¡k, G Gr�sslingov 



8 45. ro�n¡k matematickej olympi dy5.{6. Vladim¡r Erd�lyi, G Gr�sslingov J n Jamrich, G Novohradsk 7. J n Wall, G Gr�sslingov 8.{11. Mat£¨ Kala¨, G Gr�sslingov Bohuslav Straka, G Gr�sslingov J£lius �tro�ek, G Gr�sslingov Pavol �upa, G Gr�sslingov Kateg¢ria C1.{4. Krist¡na �ernekov , G Gr�sslingov Martin Poto�n�, G Novohradsk Zuzana Slosar�¡kov , G Gr�sslingov Jakub �alamon, G Gr�sslingov 5.{6. Alena Kov rov , G Gr�sslingov Richard Kra�ovi�, G Novohradsk 7. Juraj Olejn¡k, G Novohradsk 8. Katar¡na Vr�ov , G Novohradsk 9. Samuel Feren�¡k, G Gr�sslingov 10.{11. Pavol Hanu¨, G B¡likovaTom ¨ Spielb�ck, G Gr�sslingov Kateg¢ria P1. Martin Irman, 4, G Gr�sslingov 2. Vladim¡r Marko, 3, G Novohradsk 3.{4. Du¨an Bez k, 4, G Gr�sslingov Richard Kra�ovi�, 1, G Novohradsk 5.{6. Juraj Gottweis, 4, G Gr�sslingov Martin Plesch, 4, G Novohradsk 7. Peter Hron�ek, 4, G Novohradsk 8.{10. J n Jamrich, 2, G Novohradsk Martin Janda�ka, 4, G Novohradsk Vladim¡r Scholtz, 4, G Novohradsk Kateg¢ria Z81. Martin Fraas, G Gr�sslingov 2.{3. Peter Ko¨in r, Z� Bajkalsk Marek Petr¡k, Z� Stre�nianska



V�sledky oblastn�ch k�l 94.{5. Tom ¨ Galbav�, G Gr�sslingov Mari n Poto�n�, Z� Ko¨ick 6.{8. Dana Je�ov , Z� Temat¡nskaJana Szolgayov , 7, G Gr�sslingov Vladim¡r Zajac, G Gr�sslingov 9.{10. Ivana Lehock , G Gr�sslingov Michal Pokorn�, 7, G Gr�sslingov Z padoslovensk  oblas�Kateg¢ria A1. Tam s Varga, 4, G Kom rno ma�.2. Martin Vojtek, 4, G P rovsk , Nitra3.{4. Zolt n Fazekas, 4, G Nov� Z mkyG bor Zsemlye, 4, G �amor¡n ma�.5. Peter Kleja, 3, G Senec6.{9. Tam s Di¢sy, 3, SP� Kom rnoIstv n J mbor, 3, SP�E Nov� Z mkyJudit Kucsera, 4, G Kom rno ma�.Tam s Nagy, 4, G Kom rno ma�.10. Zuzana Kalm rov , 3, OA Ve�k� MederKateg¢ria B1.{3. Jozef Budinsk�, G �ahyElena �¡�kov , G SkalicaJ n Somor�¡k, G P rovsk , Nitra4.{5. Du¨an Kov �, G Pie¨�anyJ nos Simon, G ma�. Ve�k� Meder6.{8. Michal Bystersk�, G Pie¨�anyJuraj Stan�¡k, G LeviceMichal Ulick�, G Hviezdoslavova, Trnava9.{11. R¢bert Len��¨, G P rovsk , NitraLibor Marek, G Angely Merici, TrnavaWaldemar Melicher, G P rovsk , Nitra



10 45. ro�n¡k matematickej olympi dyKateg¢ria C1. Keve Kurucz, 8, G Kom rno ma�.2. Peter Husz r, G Kom rno ma�.3. Miroslav Vranka, G Sere�4. J£lius Weissensteiner, G Pie¨�any5.{6. Ronald Filo, G P rovsk , NitraMilo¨ Mrva, G Hviezdoslavova, Trnava7.{8. Peter Brn�¡k, G PezinokCsaba V�r�s, G Kom rno ma�.9.{10. Jarmila Nov kov , G Hviezdoslavova, TrnavaPavol Orvo¨, SP� Kom rnoKateg¢ria P1. Tom ¨ Arlt, 4, G Kom rno ma�.2. Zsolt Benes, 2, G Dunajsk  Streda ma�.3.{4. Ladislav Barsi, 4, G Kom rno ma�.Tom ¨ Va¨ko, 4, G P rovsk , Nitra5. Peter Nov k, 3, G Golianova, Nitra6. Vladislav Kurz, 4, G J.Holl�ho, TrnavaKateg¢ria Z81.{2. Hana Tich , Z� Z hor cka, MalackyFilip V¡tek, Z� Benkova, Nitra3.{4. P�ter Sid¢, Z� Holice na OstroveMari n Uher�¡k, Z� Tajovsk�ho, Senec5.{6. Katar¡na Sek �ov , Z� Brezov , Pie¨�anyMilo¨ �i¨ka, Z� Tribe�¨k , Topol�any7.{12. Bal zs Keszegh, G Kom rno ma�.Keve Kurucz, G Kom rno ma�.Zuzana K£kelov , Z� Kr tka, �a�aTom ¨ Mach �ek, Z� K£tyKatar¡na Ozog nyov , Z� �amor¡n ma�.Jozef �ev�¡k, G Partiz nske



V�sledky oblastn�ch k�l 11Stredoslovensk  oblas�Kateg¢ria A1. �tefan Godi¨, 4, G V.Okru�n , �ilina2. Ivan Cimr k, 4, G V.Okru�n , �ilina3. Peter Koz k, 1, G Su�any4. Stacho Mudr k, 4, G J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica5.{6. Pavol Novotn�, 2, G V.Okru�n , �ilinaTibor Zavadil, 3, G V.Okru�n , �ilina7.{9. Viera R��i�kov , 2, G V.Okru�n , �ilinaMartin Samuel�¡k, 3, G J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaPeter Svr�ek, 2, G V.Okru�n , �ilina10. Marek Hy�ko, 3, G J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaKateg¢ria B1. Michal Z vodn�, G J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica2. Peter Koz k, 1, G Su�any3. Viera R��i�kov , G V.Okru�n , �ilina4. Pavol Novotn�, G V.Okru�n , �ilina5. Peter Svr�ek, G V.Okru�n , �ilina6. Vratko Pol k, G Vr£tky7. Stanislav Funiak, G Su�any8.{9. Martin Kov �ik, G J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaPavol Zajac, G Sl dkovi�ova, Bansk  Bystrica10.{11. J n Rys, G KremnicaMichal �varc, G �adcaKateg¢ria C1. Peter Novotn�, G V.Okru�n , �ilina2. Ivan Pilli¨, G Martin3. Michal Lepej, G Vr£tky4. Jana Hrivn kov , G Lu�enec5.{7. Michal �aneck�, G V.Okru�n , �ilinaJana Pigo¨ov , G Bansk  �tiavnicaKatar¡na Staj�anov , G J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica



12 45. ro�n¡k matematickej olympi dy8.{10. Zuzana Dzur kov , G PrievidzaKatar¡na Facunov , G Su�any�ubo¨ Petian, G Lu�enecKateg¢ria P1.{2. Martin Hajduch, 3, G Pova�sk  BystricaR¢bert Macho, 3, G Prievidza3. Stanislav Funiak, 3, G Su�any4. Ivan Str�hner, 4, G Prievidza5. Tom ¨ I�o, 3, G Prievidza6. Martin Kuba� k, 4, G Turzovka7. Jozef Mika, 4, G V.Okru�n , �ilinaKateg¢ria Z81. L'ubica �uri¨ov , Z� Spojov , Bansk  Bystrica2. Juraj Stacho, Z� Moskovsk , �ilina3.{4. Mari n Ertl, Z� S.Chalupku, PrievidzaJuraj Such r, Z� Ladce5. Lucia Pivar�iov , Z� Hliny, �ilina6.{10. Adriana Junov , Z� J.Kr �a, Nov  DubnicaJaroslav �olt�s, Z� �sl. brig dy, Liptovsk� Mikul ¨Martin Troj k, Z� Kru¨etnicaMilan Urdz¡k, Z� Moskovsk , �ilinaJuraj Val ¨ek, Z� V�chodn , MartinV�chodoslovensk  oblas�Kateg¢ria A1. Eugen Kov �, 4, G Stropkov2. Franti¨ek Kardo¨, 2, G Alejov , Ko¨ice3. J n Rusz, 3, G Trebi¨ovsk , Ko¨ice4.-5. Miroslav Dud¡k, 3, G Trebi¨ovRastislav Krivo¨-Bellu¨, 3, G Po¨tov , Ko¨ice6.{7. Marek Revick�, 3, G Kon¨tant¡nova, Pre¨ovZuzana Rja¨kov , 3, G Vranov n. Top�ou



V�sledky oblastn�ch k�l 138. Jozef Chv l, 4, G Po¨tov , Ko¨ice9. Peter Koleni�, 4, G Kon¨tant¡nova, Pre¨ov10.{16. Peter Bohu¨, 3, G Alejov , Ko¨icePeter Diko, 4, G Alejov , Ko¨iceJozef Hale¨, 4, G Alejov , Ko¨iceMartin Jen� k, 3, G Popradsk� n br., PopradMari n Jur ¨ek, 4, G Kon¨tant¡nova, Pre¨ovSlavo Kova�, 3, G Kon¨tant¡nova, Pre¨ovMiroslav Maru¨� k, 4, G StropkovKateg¢ria B1.{2. Peter Bod¡k, G Po¨tov , Ko¨icePeter Tajat, G Popradsk� n br., Poprad3. J n �pakula, G Po¨tov , Ko¨ice4.{6. Daniel Bartovi�, G D.Tatarku, PopradMiroslav Kladiva, G Po¨tov , Ko¨iceMartin Tam ¨, G Jir skova, Bardejov7.{9. Michal Kolcun, G Alejov , Ko¨iceJ n Poloha, SP�E Pre¨ovR¢bert Schreter, G Popradsk� n br., Poprad10.{11. Franti¨ek Kardo¨, G Alejov , Ko¨iceRen ta Kotorov , G MichalovceKateg¢ria C1.{2. Martin Hri¤ k, G Alejov , Ko¨iceJ n Senko, SP�E Ko¨ice3.{4. Michal For¡¨ek, G Popradsk� n br., PopradZuzana Petr¡kov , G Kon¨tant¡nova, Pre¨ov5.{6. Peter Mih¢k, G Alejov , Ko¨iceMartin Lang, G Popradsk� n br., Poprad7.{9. Petra Fenc¡kov , G Alejov , Ko¨iceJozef Mi¨kuf, G Po¨tov , Ko¨iceEduard Seman, G Michalovce10.{11. J n �urovec, G Po¨tov , Ko¨iceVladim¡r Lakato¨, G Michalovce



14 45. ro�n¡k matematickej olympi dyKateg¢ria P1. Miroslav Dud¡k, 3, G Trebi¨ov2.{3. Peter Helcmanovsk�, 4, G Po¨tov , Ko¨iceL'ubom¡r Nistor, 4, G Michalovce4.{5. Peter Bod¡k, 2, G Po¨tov , Ko¨iceJ n Svore¤, 3, G D.Tatarku, Poprad6.{7. Tom ¨ Begala, 3, G Moldava n. BodvouPeter Kehl, 4, G J.A.Raymana, Pre¨ovKateg¢ria Z81.{2. Juraj Laca, Z� 8.m ja, Svidn¡kDaniela Macurov , Z� Hanu¨ovce3.{6. Katar¡na Biro¨ov , G Alejov , Ko¨iceR¢bert Bursa, G Alejov , Ko¨iceMilo¨ �ern k, Z� dr. Fischera, Ke�marokAlexandra Saxov , Z� �meralova, Pre¨ov7. Pavol Oravec, G Alejov , Ko¨ice8. Slavom¡r Mi¨kovec, Z� I. Poprad9. Tom ¨ Jur¡k, Z� Dnepersk , Ko¨ice10. Peter Smatana, Z� MP�L, Poprad



Zadania s£�a�n�ch £lohKateg¢ria CC { I { 1V rovnostrannom trojuholn¡ku ABC so stranou d��ky a ozna�me K, L, M po radestredy str n AB, BC, CA. Vn£tri alebo na obvode trojuholn¡ka ABC je zvolen� bod S.Dok �te, �e plat¡ rovnos�jASj2 + jBSj2 + jCSj2 = jKSj2 + jLSj2 + jMSj2 + 34a2: (J.Zhouf)C { I { 2Rozhodnite, �i mo�no mno�inu �¡sel f1; 2; : : : ; 1995g rozdeli� na dve skupiny tak, abyv prvej skupine boloa) dvakr t, b) trikr t, c) ¨tyrikr tviac �¡sel ako v druhej skupine, a aby s£�ty �¡sel v oboch skupin ch boli rovnak�.(J.Zhouf)C { I { 3Zostrojte lichobe�n¡k ABCD (AB k CD) s prav�m uhlom pri vrchole A, ak je jACj == 5cm, jBDj = 7cm a uhloprie�ka AC del¡ obsah ABCD na dve �asti v pomere 2 : 1.(J.�vr�ek)C { I { 4Ur�te v¨etky dvojice x, y prirodzen�ch �¡sel, pre ktor� s£�asne plat¡:a) 2 100 < xy < 2 500 ;b) 0;85 < xy < 0;9 ;c) podiel y + xy � x je celo�¡seln�. (J.Zhouf)C { I { 5Ur�te v¨etky ¨tvorcifern� �¡sla A, ktor� maj£ pre ka�d� k = 2; 3; 4; : : : ; 9 t£to vlastnos�:Ak vp¡¨eme cifru k medzi prostredn� cifry �¡sla A, dostaneme p��cifern� �¡slo, ktor� jen sobkom �¡sla k. (J.�im¨a)



16 45. ro�n¡k matematickej olympi dyC { I { 6Ur�te d��ku prepony pravouhl�ho trojuholn¡ka, ak pozn te polomer r kru�nice vp¡saneja polomer R kru�nice prip¡sanej k prepone tohto trojuholn¡ka (t.j. kru�nice, ktor  sadot�ka zvonku prepony a pred��enia oboch odvesien trojuholn¡ka). (P.Leischner)C { S { 1Rozlo�te v¨etk�mi mo�n�mi sp�sobmi �¡slo 1996 na s£�et nieko�k�ch (aspo¤ dvoch)po sebe id£cich prirodzen�ch �¡sel. (J.Zhouf)C { S { 2Vo vn£tri rovnostrann�ho trojuholn¡kaABC je dan� bodD, ktor�m s£ postupne veden�rovnobe�ky KL,MN , PQ so stranami AB, BC, CA ako na obr zku. Bod D je zvolen�tak, �e vzniknut� ¨es�uholn¡k QMLPNK m  prav� uhly pri vrcholoch M a N . Ur�tepomer obsahov ¨es�uholn¡ka QMLPNK a trojuholn¡ka ABC. (J.Zhouf)
A B

CDK Q MLPN�Obr. 1C { S { 3Ur�te v¨etky p��cifern� �¡sla A s nasleduj£cou vlastnos�ou: ak zap¡¨eme za sebou (z�avadoprava) zvy¨ky, ktor� d va �¡slo A po delen¡ �¡slami 2, 3, 4, 5 a 6, dostaneme op��p�vodn� �¡slo A. (J.�im¨a)C { II { 1Zistite, pre ktor� prirodzen� �¡sla n mo�no rozdeli� mno�inu �¡sel f1; 2; : : : ; ng na dveskupiny tak, aby v prvej skupine bolo trikr t viac �¡sel ako v druhej, a aby s£�ty �¡selv oboch skupin ch boli rovnak�. (R.Koll r)



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 17C { II { 2Ur�te v¨etky body S dan�ho ¨tvorca ABCD, pre ktor� plat¡jSAj � jSCj = jSBj � jSDj: (J.Zhouf)C { II { 3N jdite najmen¨ie p��cifern� �¡slo abcde, ktor�ho v¨etky �¡slice s£ nenulov�, a ktor� jedelite�n� ka�d�m z �¡sel e, de, cde, bcde, abcde. (J.Zhouf)C { II { 4V rovine s£ dan� 3 r�zne body A;B a M , ktor� nele�ia na jednej priamke. V polrovineABM zostrojte kru�nice k1 a k2, ktor� sa dot�kaj£ priamky AB po rade v bodoch Aa B, dot�kaj£ sa zvonku v nejakom bode T a ich spolo�n  doty�nica v tomto bodeprech dza bodom M . (P.Leischner)Kateg¢ria BB { I { 1Zistite, pre ktor� re lne �¡sla p m  rovnicax3 + px2 + 2px = 3p+ 1tri r�zne re lne korene x1, x2 a x3 tak�, �e x1x2 = x23. (J.�im¨a)B { I { 2V rovine je dan� trojuholn¡k ABC, v ktorom j<)BACj = 105�, j<)ABCj = 55� a jABj == 6cm. Na strane BC zostrojte body X, Y (jBXj < jBY j) a na strane AC body M , N(jAM j < jAN j) tak, aby ¨tvoruholn¡ky ABXM a MXYN boli tetivov� a im op¡san�kru�nice mali rovnak� polomer ako kru�nica op¡san  trojuholn¡ku NYC. (P.�ernek)B { I { 3Ak zvol¡me �ubovo�ne 11 r�znych dvojcifern�ch �¡sel, v�dy z nich mo�no vybra� dveskupiny �¡sel, ktor� maj£ rovnak� po�et prvkov, neobsahuj£ �iaden spolo�n� prvoka d vaj£ rovnak� s£�et. Dok �te. (A.Vrba)



18 45. ro�n¡k matematickej olympi dyB { I { 4�¡slo 2n4 + n3 + 50 je delite�n� ¨iestimi pr ve pre tie prirodzen� �¡sla n, pre ktor� je�¡slo 2 � 4n + 3n + 50 delite�n� trin stimi. Dok �te. (J.�im¨a)B { I { 5Dan� je trojbok� ihlan ABCV , ktor�ho podstavou je rovnostrann� trojuholn¡k ABCs d��kou strany a. Priamky AV , BV a CV maj£ od roviny podstavy rovnak£ odch�l-ku 45�. Ur�te polomer gule, ktor  sa dot�ka roviny ABC v bode A, a aj priamky V B.(Odch�lkou priamky od roviny rozumieme uhol, ktor� priamka zviera so svoj¡m kolm�mpriemetom do tejto roviny.) (R.Koll r)B { I { 6Umiestnite v rovine 7 navz jom r�znych bodov a 7 navz jom r�znych priamok tak, abyka�d�mi dvoma z t�chto bodov prech dzala jedna z t�chto priamok a aby sa ka�d� dvez t�chto priamok pret¡nali v jednom z t�chto bodov. Preve�te diskusiu. (P.Hlin�n�)B { S { 1N jdite v¨etky prirodzen� �¡sla n, pre ktor� je �¡slo 1 nz }| {99 : : : 9 6 delite�n� trin stimi.(A.Vrba, J.�im¨a)B { S { 2Do kru�nice je vp¡san� ¨tvorec ABCD. L'ubovo�n�m bodom M uhloprie�ky AC jeveden  tetiva KL rovnobe�n  so stranou AB. Dok �te, �e jKM j2 + jMLj2 = jABj2.(P.Leischner)B { S { 3N jdite 1996 navz jom r�znych cel�ch �¡sel a1, a2, : : : , a1996 tak, aby medzi s£�tamiv¨etk�ch dvoj¡c ai + aj (1 5 i < j 5 1 996) boloa) �o najviac r�znych �¡sel, b) �o najmenej r�znych �¡sel.(R.Koll r)B { II { 1N jdite v¨etky prirodzen� �¡sla n, pre ktor� je �¡slo 5n � 3n + 2 delite�n� siedmimi.(A.Vrba, J.�im¨a)



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 19B { II { 2Body dotyku doty�n¡c veden�ch z bodu V ku kru�nici k ozna�meA, B. Zostrojte se�nicukru�nice k tak, aby prech dzala bodom V a kru�nicu k pret¡nala v bodoch C a D, kdejACj = jBDj. (J.�vr�ek)B { II { 3Dok �te, �e rovnica x3 � 1 996x2 + rx + 1995 = 0 m  pre ka�d� re lny koe�cient rnanajv�¨ jeden celo�¡seln� kore¤. (A.Vrba)B { II { 4Dan� je trojbok� ihlan ABCV s podstavou ABC (jABj = 8cm, jACj = jBCj == 5cm), ktor�ho bo�n� steny maj£ od roviny podstavy odch�lku 45� a p�ta P jehov�¨ky spustenej z vrcholu V le�¡ vn£tri podstavy. Vypo�¡tajte ve�kos� v�¨ky VP .(P.Leischner)Kateg¢ria AA { I { 1St�pce ¨achovnice 8 � 8 ozna�me z�ava doprava �¡slami 1; 2; : : : ; 8, riadky ozna�merovnak�mi �¡slami zdola nahor. Do ka�d�ho pol¡�ka zap¡¨eme s£�et �¡sel pr¡slu¨n�horiadku a st�pca. Vyberieme 8 pol¡�ok tak, aby �iadne dve z nich neboli ani v rovnakomriadku, ani v rovnakom st�pci. Ak� jea) najv��¨¡ mo�n� s£�et,b) najv��¨¡ mo�n� s£�in,c) najmen¨¡ mo�n� s£�et druh�ch mocn¡n�¡sel na vybran�ch poliach? (J.Zhouf)A { I { 2Na stran ch AB, BC a CA dan�ho trojuholn¡ka ABC s£ zvolen� po rade body K, La M tak, �e plat¡ 0 < jAKjjABj = jBLjjBCj = jCM jjCAj < 1:Dok �te, �e ak je trojuholn¡kKLM rovnostrann�, potom je rovnostrann� aj trojuholn¡kABC. (J.�im¨a)



20 45. ro�n¡k matematickej olympi dyA { I { 3Postupnos� prirodzen�ch �¡sel a1; a2; a3; : : : sp�¤a pre ka�d� prirodzen� n = 1 trirovnosti: an + a2n = a3n;an + a3n�1 = a2n + a2n�1;an + a3n+1 = a2n + a2n+1:Pritom vieme, �e v¨etky ¨tyri �leny a1, a14, a17 a a21 s£ prvo�¡sla. Dok �te rovnos�a1995 = a2000. (J.�im¨a)A { I { 4Dok �te, �e ak pre prirodzen� �¡sla a, b je aj �¡sloa+ 1b + b+ 1aprirodzen�, potom pre najv��¨¡ spolo�n� delite�D �¡sel a, b plat¡ nerovnos�D 5 pa+ b.M��e nasta� rovnos� v pr¡pade, �e D < a < b ? (M.Niepel)A { I { 5N jdite v¨etky funkcie f : N!Zsp�¤aj£ce pre ka�d� x; y 2 N rovnos�f(xy) = f(x) + f(y) � f(D(x; y));kde D(x; y) je najv��¨¡ spolo�n� delite� �¡sel x, y, ak viete, �e plat¡ f(p) = p pre ka�d�prvo�¡slo p. (P.Hlin�n�)A { I { 6V priestore je dan� trojuholn¡k ABC so stranami jABj = jACj = 10 cm a jBCj == 12 cm. N jdite mno�inu v¨etk�ch bodov D, pre ktor� spojnica stredu O gule op¡sanej¨tvorstenu ABCD s �a�iskom T tohto ¨tvorstena je priamka kolm  na rovinu ADT .(P.Leischner)A { S { 1N jdite v¨etky tak� dvojice cel�ch �¡sel a; b, pre ktor� s£ obe �¡slaa + 1b + b + 1a ; a2b + b2a cel�. (R.Koll r)



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 21A { S { 2N jdite najv��¨ie re lne �¡slo q, pre ktor� je nerovnos� 2n = 1+ nqn splnen  pre ka�d�prirodzen� �¡slo n = 2 . (J.�im¨a)A { S { 3Pop¡¨te kon¨trukciu rovnoramenn�ho trojuholn¡ka ABC so z klad¤ou AB, v ktoromjOAj = 9 cm a jOBj = 3 cm, kdeO je stred kru�nice prip¡sanej k straneBC trojuholn¡kaABC (t.j. kru�nice, ktor  sa dot�ka zvonku strany BC a pred��en¡ str n AB a AC).(A.Vrba)A { II { 1Ur�te, pre ktor� prirodzen� �¡sla n existuje nep rne n-cifern� �¡slo, ktor� je delite�n�trin stimi a m  cifern� s£�et rovn� ¨tyrom. (J.�im¨a)A { II { 2Dan� s£ dve kru�nice k1(S1; r1) a k2(S2; r2), r1 < r2, ktor� sa zvonku dot�kaj£ v bode F .Nech t je ich spolo�n  vonkaj¨ia doty�nica, jej body dotyku s kru�nicami k1; k2 ozna�mepo rade A;B. Ve�me teraz in£ doty�nicu ku kru�nici k1 rovnobe�n£ s priamkou t. Jejdotykov� bod s kru�nicou k1 ozna�me C a priese�n¡ky s kru�nicou k2 ozna�me Da E. Dok �te, �e bod F a stredy kru�n¡c op¡san�ch trojuholn¡kom ABC a ADE le�iana jednej priamke. (M.Niepel)A { II { 3V rovine je dan  £se�ka AB. N jdite v¨etky body C tejto roviny tak�, �e pre stred Okru�nice op¡sanej trojuholn¡ku ABC a jeho �a�isko T plat¡: O =� T , OT ? CT .(M.Engli¨)A { II { 4Deti sa v t bore delili do dru�¡n nasleduj£cim sp�sobom: Ved£ci ur�il spomedzi det¡nieko�ko n �eln¡kov. Ka�d� n �eln¡k si do svojej dru�iny vzal v¨etk�ch svojich kamar -tov z t bora (kamar tstvo je vz jomn�). Napo�udovanie to vy¨lo dobre, teda tak, �e san �eln¡ci nemuseli o �iadne die�a h da�, �iadne die�a nezv�¨ilo a �iadni dvaja n �eln¡cineboli kamar ti. Druh�kr t ved£ci ur�il in� po�et n �eln¡kov. Mohlo rozdelenie det¡rovnak�m sp�sobom op�� dopadn£� dobre? (P.Hlin�n�)



22 45. ro�n¡k matematickej olympi dyA { III { 1Pre postupnos� G(n) (n = 0; 1; 2; : : : ) cel�ch �¡sel plat¡:G(0) = 0G(n) = n�G(G(n � 1)) (n = 1; 2; 3; : : : )Potom dok �te, �ea) neexistuje prirodzen� �¡slo k tak�, �e G(k � 1) = G(k) = G(k + 1),b) pre ka�d� prirodzen� �¡slo k plat¡ G(k) = G(k � 1). (M.Engli¨)A { III { 2V priestore je dan� ostrouhl� trojuholn¡k ABC s v�¨kami AP , BQ a CR. Dok �te,�e pre ka�d� vn£torn� bod V trojuholn¡ka PQR existuje ¨tvorsten ABCD tak�, �ebod V m  zo v¨etk�ch bodov steny ABC najv��¨iu vzdialenos� (po povrchu ¨tvorstena)od bodu D. (P.�ernek, J.�im¨a)A { III { 3Dan�ch je ¨es� trojprvkov�ch podmno�¡n kone�nej mno�inyX. Dok �te, �e potom prvkymno�inyX mo�no ofarbi� dvoma farbami tak, aby �iadna zo ¨iestich dan�ch podmno�¡nnebola jednofarebn , t.j. nemala v¨etky tri prvky rovnakej farby. (P.Hlin�n�)A { III { 4Dan� je ostr� uhol XCY a na jeho ramen ch CX, CY po rade body A;B tak, �ejCXj < jCAj = jCBj < jCY j. Pop¡¨te kon¨trukciu priamky, ktor  pret¡na rameno CXa £se�ky AB;BC po rade v bodoch K;L a M tak, �e plat¡jKAj � jYBj = jXAj � jMBj = jLAj � jLBj 6= 0: (P.�ernek)A { III { 5Pre ktor� cel� �¡sla k existuje funkcia f : N!Zsp�¤aj£caa) f(1995) = 1996,b) f(x �y) = f(x)+f(y)+k �f(D(x; y)) pre ka�d£ dvojicu prirodzen�ch �¡sel x a y ?(D(x; y) ozna�uje najv��¨¡ spolo�n� delite� �¡sel x a y.) (P.Hlin�n�)



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 23A { III { 6Na stran ch AB, BC a CA dan�ho trojuholn¡ka ABC s£ dan� po rade body K, L a Mtak, �e plat¡ jAKjjABj = jBLjjBCj = jCM jjCAj = 13 :Ak s£ kru�nice op¡san� trojuholn¡kom AKM , BLK a CML zhodn�, potom aj kru�nicevp¡san� t�mto trom trojuholn¡kom s£ zhodn�. Dok �te. (J.�im¨a)



Rie¨enia s£�a�n�ch £lohKateg¢ria CC { I { 1Ozna�me P , Q, R p�ty kolm¡c veden�ch z bodu S na strany AB, BC, CA (obr. 2)a �alej ozna�mejSP j = p; jSQj = q; jSRj = r; jAP j = u; jBQj = v; jCRj = w:
A B

C
K LM S QR Pu vw qr p�Obr. 2 A B

CS QR PH EI FD Gx y z�Obr. 3Plat¡ jASj2 + jBSj2 + jCSj2 = �u2 + p2�+ �v2 + q2�+ �w2 + r2�;jKSj2 + jLSj2 + jMSj2 == �u� 12a�2 + p2 + �v � 12a�2 + q2 + �w � 12a�2 + r2 == u2 + p2 + v2 + q2 + w2 + r2 � a(u+ v + w) + 34a2:Aby sme dok zali platnos� danej rovnosti, sta�¡, ke� dok �eme, �e plat¡�a(u+ v + w) = �32a2; t.j. u+ v + w = 32a:Bodom S vedieme rovnobe�ky IF , EH, GD so stranami AB, BC, CA trojuholn¡kaABC (obr. 3). Ozna�mejADj = jGCj = jHIj = x; jDEj = jBF j = jIAj = y; jEBj = jFGj = jCHj = z:Ak porovn me obr zky 2 a 3, m��eme p¡sa�u+ v + w = �x+ 12y�+ �y + 12z�+ �z + 12x� = 32 (x + y + z) = 32a;�o sme chceli dok za�. Vyu�ili sme, �e x+ y + z = a.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria C 25In�m sp�sobom zap¡san� rie¨enie (obr. 2, obr. 3):jASj2 + jBSj2 + jCSj2 = �x + 12y�2 + �p32 y�2 ++ �y + 12z�2 + �p32 z�2 + �z + 12x�2 + �p32 x�2 == 2 �x2 + y2 + z2�+ xy + yz + zx;jKSj2 + jLSj2 + jMSj2 + 34a2 = �x+ 12y � 12a�2 + �p32 y�2 ++ �y + 12z � 12a�2 + �p32 z�2 ++ �z + 12x� 12a�2 + �p32 x�2 + 34a2 == 2 �x2 + y2 + z2�+ xy + yz + zx + 34a2 � 32a2 + 34a2 == 2 �x2 + y2 + z2�+ xy + yz + zx(vyu�ili sme, �e x+ y + z = a). Vid¡me, �e dokazovan  rovnos� skuto�ne plat¡.Na obr zkoch je bod S nakreslen� vn£tri trojuholn¡ka ABC, v¨etky v�po�ty s£ v¨akplatn� aj v pr¡pade, �e bod S le�¡ na obvode tohto trojuholn¡ka.C { I { 2Najprv si priprav¡me dva rozklady:1995 = 3 � 5 � 7 � 19;1 + 2 + : : :+ 1995 = 1995 � 19962 = 2 � 3 � 5 � 7 � 19 � 499:a) Rozdelenie do skup¡n existuje, nie je v¨ak jednozna�n�, uvedieme len jednu mo�nos�.Prv� dve tretiny �¡sel od 1 do 1995 maj£ s£�et1 + 2 + : : : + 1330 = 1330 � 13312 = 665 � 1331;posledn  tretina (obsahuj£ca 665 �¡sel) m  s£�et1331 + : : :+ 1995 = 6652 (1995 + 1331) = 665 � 1663:Druh� s£�et je v��¨¡ o 332 � 665 = 166 � 1330, preto vymen¡me 166 �¡sel, ktor� sa l¡¨iao 665. V jednotliv�ch skupin ch potom bud£ napr. �¡sla1; 2; : : : ; 1 164; 1 830; 1 831; : : : ; 1 995 a 1 165; 1 166; : : : ; 1 330; 1 331; : : : ; 1 829:



26 45. ro�n¡k matematickej olympi dyb) �¡sla nemo�no rozdeli�, lebo �¡slo 1995 nie je delite�n� ¨tyrmi.c) Prv� ¨tyri p�tiny �¡sel od 1 do 1995 maj£ s£�et1 + 2 + : : : + 1596 = 1596 � 15972 = 1597 � 798;posledn  p�tina (obsahuj£ca 399 �¡sel) m  s£�et1597 + : : :+ 1995 = 399 � (1597 + 1995)2 = 893 � 798:Preto�e s£�et ¨tyroch p�t¡n najmen¨¡ch �¡sel je v��¨¡ ako s£�et jednej p�tiny najv��-¨¡ch �¡sel, nemo�no podmienky £lohy splni�.C { I { 3Nako�ko obsahy trojuholn¡kov ABC a CDA s£ v pomere 2 : 1 (obsah 4ABC je v��¨¡ako obsah 4CDA, lebo jBDj > jACj) a preto�e tieto trojuholn¡ky maj£ rovnak£ v�¨-ku jDAj, plat¡ jABj = 2jCDj. Preto tie� jBCj = jACj = jA0Cj = e (obr. 4).Kon¨trukcia:1. £se�ka BA0, jBA0j = 2e, e = 5cm, bod C v strede £se�ky BA0,2. kru�nica k s priemerom A0C,3. kru�nica l(B; f), kde f = 7cm,4. bod D 2 k \ l,5. bod A tak, aby D bol stred AA0.�loha m  jedin� rie¨enie. ABCDA0 Se ee fx yylk�Obr. 4�lohu tie� mo�no rie¨i� v�po�tom. Pre trojuholn¡ky ABD a ACD m��eme nap¡sa�Pytagorovu vetu (obr. 4): x2 + (2y)2 = f2 = 49;x2 + y2 = e2 = 25:Z tejto s£stavy z¡skame x = p17, y = 2p2. Kon¨trukcia je potom zrejm  z obr. 4.C { I { 4Najprv ur�¡me v¨etky dvojice x, y, ktor� sp�¤aj£ podmienky a) a b). Vyrie¨ime s£stavunerovn¡c 2 100 < xy < 2 500; (1)0;85y < x < 0;9y: (2)



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria C 27Ak nerovnicu (2) vyn sob¡me �¡slom y, dostaneme0;85y2 < xy < 0;9y2: (3)Porovnan¡m nerovn¡c (1) a (3) zist¡me, �e 0;85y2 < 2 500 a z rove¤ 2 100 < 0;9y2, odkia�48 < y < 55.Ak nerovnicu (2) vyn sob¡me �¡slom x, dostaneme0;85xy < x2 < 0;9xy: (4)Porovnan¡m nerovn¡c (1) a (4) zist¡me, �e x20;9 < 2 500 a z rove¤ 2 100 < x20;85 , odkia�42 < x < 48.Z¡skali sme 30 mo�n�ch dvoj¡c x, y. Preto�e ne¨lo o ekvivalentn� £pravy, je pre tietodvojice nutn� overi� v¨etky tri podmienky. V�aka podmienke a) nevyhovuje dvojica47, 54. Po overen¡ podmienky b) ostane 11 dvoj¡c x, y: 43, 49; 43, 50; 44, 49; 44, 50;44, 51; 45, 51; 45, 52; 46, 52; 46, 53; 46, 54; 47, 53. Z nich podmienku c) sp�¤a jedin dvojica: x = 45, y = 51.In� rie¨enie: Ak ozna�¡me k = y + xy � x , potom xy = k � 1k + 1 = 1 � 2k + 1. Odtia�a z podmienky b) zist¡me, �e cel� �¡slo k je rovn� 13, 14, 15, 16, 17 alebo 18. Preto jezlomok xy rovn� jedn�mu zo zlomkov (s£ zap¡san� v z kladnom tvare):67 ; 1315 ; 78 ; 1517 ; 89 ; 1719 :Teraz zost va pos£di�, ktor� z t�chto zlomkov mo�no roz¨¡ri� prirodzen�m �¡slom nna zlomok xy tak, aby bola splnen  podmienka a). Napr. pre prv� zlomok je x = 6n,y = 7n a podmienka m  tvar 2 100 < 42n2 < 2 500, �iadne n ju v¨ak nesp�¤a. Analogickysa vysk£¨aj£ ostatn� zlomky. �loha m  jedin� rie¨enie x = 45, y = 51.C { I { 5Ak je A = pqrs cifern� z pis h�adan�ho �¡sla, potom �¡slo s vp¡sanou cifrou k m��emerozlo�i� na s£�et pqkrs = pq0rs + k � 100:Preto�e druh� s�¡tanec je delite�n� �¡slom k, mo�no vlastnos� �¡sla A vyjadri� takto:P��cifern� �¡slo B so z pisom B = pq0rs je delite�n� ka�d�m z �¡sel 2; 3; 4; : : : ; 9 , aleboka�d�m z �¡sel 40, 9 a 7. �¡slo B je n sobkom �¡sla ¨tyridsa�, pr ve ke� je n sobkom¨tyridsiatich dvoj�¡slie rs, t.j. rs 2 f00; 40; 80g. Rozl¡¨ime jednotliv� pr¡pady.



28 45. ro�n¡k matematickej olympi dya) rs = 00. �¡slo B = pq 000 je teda delite�n� �¡slami 9 a 7 jedine v pr¡pade pq = 63.Dost vame prv� rie¨enie A = 6300.b) rs = 40. �¡slo B = pq 040 je delite�n� deviatimi, pr ve ke� p+q = 5 alebo p+q = 14.V prvom pr¡padeB = 1000(10p+ 5� p) + 40 = 7(1 285p+ 720) + 5p;�o nie je n sobkom �¡sla sedem pre �iadnu cifru p 5 5. V druhom pr¡padeB = 1000(10p + 14� p) + 40 = 7(1 285p+ 2005) + 5(p+ 1);�o je n sobkom �¡sla sedem jedine pre p = 6. Vtedy q = 8 a A = 6840.c) rs = 80. �¡slo B = pq 080 je delite�n� deviatimi, pr ve ke� p+ q = 1 alebo p + q == 10. V prvom pr¡pade B = 10080, �o je n sobkom �¡sla sedem, tak�e m me rie¨enieA = 1080. V druhom pr¡padeB = 1000(10p+ 10� p) + 80 = 7(1 285p+ 1440) + 5p;�o je n sobkom �¡sla sedem jedine pre p = 7. Vtedy q = 3 a A = 7380.Odpove�: H�adan� �¡sla A s£ 1 080, 6 300, 6 840 a 7 380.C { I { 6A BCS
V

T
U M OL K
RR c ab rr
�Obr. 5Pre trojuholn¡k ABC (obr. 5) plat¡a+ b + c = (jBKj + r) + (jALj+ r) + c == jBM j + jAM j + 2r + c = c+ 2r + c = 2c+ 2r;a tie� a + b+ c = jBCj+ jACj+ jAU j + jBU j == (jBCj+ jBT j) + (jACj+ jAV j) = 2R:Porovnan¡m oboch rovnost¡ dostaneme c = R� r.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria C 29C { S { 1Uva�ujme samostatne najprv nep rny, potom p rny po�et s�¡tancov.Pre nep rny po�et s�¡tancov po�adovan�ho rozkladu mus¡ plati�1 996 = (s� k) + (s � (k � 1)) + : : :+ (s � 1) + s+ (s + 1) + : : :+ (s+ k);kde s je prostredn� s�¡tanec, a s�¡tancov je 2k + 1, k = 1. Pritom mus¡ plati� s > k.S£�et uprav¡me na tvar 22 � 499 = 1996 = (2k + 1)s;odkia� vych dza len 2k + 1 = 499, s = 4, z �oho vypl�va k = 249. Tento pr¡pad nie jerie¨en¡m, preto�e potom s < k.Pre p rny po�et s�¡tancov mus¡ analogicky plati�22 � 499 = 1996 = (s � k) + : : :+ (s � 1) + s+ (s + 1) + : : :+ (s + k) + (s + k + 1) == (2k + 2)s+ (k + 1) = (k + 1)(2s + 1);kde s, s + 1 s£ prostredn� s�¡tance, k = 0 a s > k. Odtia� vych dza len 2s + 1 = 499,k + 1 = 4, z �oho vypl�va s = 249, k = 3.Jedin� rozklad �¡sla 1 996 na po�adovan� s£�et je1 996 = 246 + 247 + 248 + 249 + 250 + 251 + 252 + 253:In� rie¨enie (spolo�n� pre p rny aj nep rny po�et s�¡tancov).H�adan� rozklad m  tvar1 996 = p+ (p+ 1) + : : :+ (p + k) == (k + 1)p+ k(k + 1)2 = (k + 1)(2p + k)2 ;kde p je prv� s�¡tanec; s�¡tancov je k+1, k = 1. Mus¡ teda plati� 23 �499 = (k+1)(2p+k).Ak je k p rne, m��e by� len k + 1 = 499, t.j. k = 498 a p < 0, �o nie je mo�n�.Ak je k nep rne, m��e by� len k + 1 = 8, t.j. k = 7, p = 246, z �oho potom jedin�mo�n� rie¨enie je1 996 = 246 + 247 + 248 + 249 + 250 + 251 + 252 + 253:C { S { 2Trojuholn¡k PCN je pravouhl� a j<)PCN j = 60�, preto jCN j : jCP j = 1 : 2 (obr. 6).Analogicky plat¡ aj jMBj : jBLj = 1 : 2.Preto�e jNCj = jPDj = jPLj (trojuholn¡k LPD je rovnostrann�), jejCP j : jPLj : jLBj = 2 : 1 : 2



30 45. ro�n¡k matematickej olympi dya podobne jAQj : jQM j : jMBj = 2 : 2 : 1:Potom teda jAQj = jAKj = jKQj = jLBj = jPCj = 25 jABj;jMBj = jNCj = 15 jABj:
A B

CDK Q MLPN�Obr. 6Trojuholn¡k AQK je rovnostrann� a zjednoten¡m trojuholn¡kov PCN a LBMvznikne trojuholn¡k s rovnak�m obsahom ako m  trojuholn¡k AQK. Pre pr¡slu¨n�obsahy preto plat¡S(QMLPNK) = S(4ABC)� 2S(4AQK) == 12 jABj � p32 jABj � 2 � 12 � 25 jABj � p32 � 25 jABj == 17p3100 jABj2;S(QMLPNK)S(4ABC) = 17p3100 jABj2p34 jABj2 = 1725 :C { S { 3�¡slo A mus¡ by� nep rne (jeho prv  �¡slica nem��e by� 0, preto je 1), preto po delen¡¨iestimi d va zvy¨ok 1, 3 alebo 5 (a teda po delen¡ tromi d va po rade zvy¨ok 1, 0alebo 2). Preto m  z pis �¡sla A jeden z tvarov11 ��1; 10 ��3; 12 ��5;ktor� m��eme s oh�adom na delenie piatimi upresni� na11 �11; 10 �33; 12 �05:



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria C 31S oh�adom na delenie ¨tyrmi mus¡ by� A rovn� jedn�mu z �¡sel11 311; 10 133; 12 105:Zost va overi� (napr. pomocou cifern�ho s£�tu), �i zvy¨ok po delen¡ tromi skuto�nezodpoved  druhej �¡slici z�ava. Zist¡me, �e t£to vlastnos� m  len prv� z uveden�ch �¡sel.Odpove� : Jedin� �¡slo A vyhovuj£ce zadaniu je: 11 311.C { II { 1�¡slo n mus¡ by� delite�n� ¨tyrmi, preto�e je ¨tvorn sobkom po�tu prvkov druhejskupiny. Ak do tejto skupiny zarad¡me najv��¨ie �¡sla, bude ich s£�etS1 = �3 � n4 + 1�+ : : :+ �3 � n4 + n4� = n4 � 3 � n4 + 12 � n4 � �n4 + 1� = 7n2 + 4n32 :V prvej (po�etnej¨ej) skupine bude potom s£�et �¡selS2 = 1 + 2 + : : :+ 3 � n4 = 12 � 3 � n4 � �3 � n4 + 1� = 9n2 + 12n32 :Preto�e pre ka�d� n 2 N plat¡ S2 > S1, neexistuje prirodzen� �¡slo n, ktor� by sp�¤alopodmienky £lohy. C { II { 2Ozna�me a ve�kos� strany ¨tvorca ABCD, x vzdialenos� bodu S od strany AD a yvzdialenos� bodu S od strany AB. Zo vz�ahu jSAj � jSCj = jSBj � jSDj vypl�vapx2 + y2p(a � x)2 + (a� y)2 =p(a � x)2 + y2px2 + (a � y)2:Umocnen¡m na druh£, rozn soben¡m a preveden¡m na jednu stranu dostanemea2(4xy � 2ax � 2ay + a2) = 0;a2(2x � a)(2y � a) = 0:Odtia� x = a2 alebo y = a2 . Tejto podmienke vyhovuj£ v¨etky body, ktor� le�iana spojnici stredov str n AB, CD alebo na spojnici stredov str n AD, BC. Po�ahky sapresved�¡me, �e v¨etky tak�to body S sp�¤aj£ rovnos� jSAj � jSCj = jSBj � jSDj.



32 45. ro�n¡k matematickej olympi dyC { II { 3Plat¡ abcde = a � 104 + bcde = a � 24 � 54 + bcde:Aby bolo �¡slo abcde delite�n� �¡slom bcde, mus¡ n¡m by� delite�n� aj �¡slo a � 24 � 54.Preto�e je e 6= 0, mus¡ by� bcde nep rny delite� �¡sla a � 54 (�¡slo a � 24 nie je ¨tvorcifern�ani pre a = 9).Pokia� a = 1, a = 2, a = 4 alebo a = 8, neexistuje �iaden tak� delite�. (Najv��¨¡pr¡padn� delite� je 54 = 625, ktor� ale nie je ¨tvorcifern�.)Pokia� a = 3, pripad  do £vahy len delite� 3 � 54 = 1875. �¡slo abcde = 31875 ale nieje delite�n� �¡slom 875.Pokia� a = 5, pripad  do £vahy iba delite� 55 = 3125. �¡slo abcde = 53125 jeskuto�ne delite�n� �¡slami 125, 25 aj 5. (Pr¡pady a > 5 u� nemus¡me uva�ova�.)H�adan� �¡slo je abcde = 53125.Pozn mka. �al¨ie p��cifern� �¡sla s danou vlastnos�ou s£ 91 125, 91 875, 95 625.C { II { 4Ozna�me S priese�n¡k uva�ovanej doty�nice oboch h�adan�ch kru�n¡c s priamkou AB.Z vlastnost¡ doty�n¡c ku kru�nici vypl�va, �e plat¡ jSAj = jST j = jSBj (obr. 7), tak�ebod S je stredom £se�ky AB. Odtia� u� �ahko vypl�va kon¨trukcia:
A BS T Mk1 k2�Obr. 7Najprv zostroj¡me stred S £se�ky AB, potom n jdeme bod T na polpriamke SMtak�, �e jST j = jSAj. Stred S1 h�adanej kru�nice k1 n jdeme ako priese�n¡k kolmicena priamku AB v bode A a kolmice na priamku SM v bode T . Podobne zostroj¡meaj stred S2 kru�nice k2. Zostrojen� kru�nice k1 a k2 maj£ v¨etky po�adovan� vlastnosti.�loha m  v�dy jedno rie¨enie.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 33Kateg¢ria BB { I { 1Rie¨enie vyu�¡va vz�ahy medzi kore¤mi a koe�cientami mnoho�lenu, tzv. Vi�etov� vz�ahy.Pod�a nich je x1 + x2 + x3 = �p;x1x2 + x1x3 + x2x3 = 2p;x1x2x3 = 3p+ 1:Ak dosad¡me do druh�ho vz�ahu za x1x2 = x23, dostaneme2p = x23 + x1x3 + x2x3 = x3(x1 + x2 + x3) = �px3;a preto�e p = 0 zrejme nevyhovuje, je x3 = �2.�alej plat¡ 4 = x23 = x1x2 = x1x2x3x3 = 3p+ 1�2 ;odkia� p = �3. Len pre toto p teda m��e dan  rovnica vyhovova� dan�m podmienkam.Ak dosad¡me do Vi�etov�ch vz�ahov za x3 a za p, dopo�¡tame zost vaj£ce korene x1 = 4,x2 = 1 a presved�¡me sa, �e p = �3 je naozaj rie¨enie.B { I { 2�lohu vyrie¨ime pre v¨eobecn� trojuholn¡k. A B
C XY MN

k3k2k1�Obr. 8Rozbor : Predpokladajme, �e je £loha vyrie¨en  (obr. 8). Preto�e NY je tetiva spo-lo�n  kru�niciam k1, k2, ktor� maj£ rovnak� polomer, a body X, C le�ia v opa�n�chpolrovin ch ur�en�ch priamkou NY , je j<)NXY j = j<)NCY j =  = j<)ACBj. Podobnej<)MAXj = j<)MNXj = 2 (je toti� j<)MNXj = j<)NXCj+ j<)NCXj).Kon¨trukcia: Najprv zostroj¡me na £se�ke BC bod X tak, aby j<)CAXj = 2. �alejzostroj¡me na £se�ke AC bod N tak, aby j<)CXN j = . Body M , Y m��eme z¡ska�



34 45. ro�n¡k matematickej olympi dyanalogicky (vyjdeme z bodu B) alebo ako priese�n¡ky kru�n¡c ur�en�ch trojicami bodovA, B, X a X, M , N so stranami AC, BC.D�kaz spr vnosti kon¨trukcie vypl�va z toho, �e kru�nice prech dzaj£ce bodmi A, B,X, M , resp.M , X, N , Y maj£ spolo�n£ tetivu MX a zhodn� obvodov� uhly <)MAX,<)MNX. Maj£ teda rovnak� polomer. Analogicky pre kru�nice k2, k1.Diskusia: Bod X mo�no pop¡san�m sp�sobom zostroji�, pr ve ke� 2 < �, a bodM ,pr ve ke� 2 < �. Body N , Y mo�no potom zostroji� v�dy. Nutn  a posta�uj£capodmienka rie¨ite�nosti £lohy je s£�asn  platnos� podmienok 2 < �, 2 < �. (�lohateda m��e ma� rie¨enie, len ke�  < 36�.) V na¨om pr¡pade � = 105�, � = 55�,  = 20�s£ podmienky splnen�.Pozn mka: Rovnak�m sp�sobom m��eme rie¨i� v¨eobecnej¨iu £lohu, ktor  po�adujezostroji� k kru�n¡c rovnak�ho polomeru umiesten�ch analogicky ako v £lohe 2 pre k = 3.Obvodov� uhly bud£ po sebe nasledova� v postupnosti , 2, 3, : : : , (k � 1).B { I { 3Dajme tomu, �e dve mno�iny �¡sel maj£ rovnak� po�et prvkov a d vaj£ rovnak�s£�et. Ak z nich vynech me v¨etky spolo�n� prvky, dostaneme mno�iny, ktor� nestratiliuveden� dve vlastnosti a naviac e¨te neobsahuj£ �iaden spolo�n� prvok.Jeden s�prvkov  mno�ina obsahuje �11k � k-prvkov�ch podmno�¡n a toto �¡slo je naj-v��¨ie pre k = 5 a k = 6: �115 � = �116 � = 462. Pritom s£�ty piatich r�znych dvojcifern�ch�¡sel m��u nadob£da� len 421 hodn�t od 11 + 12 + : : : + 15 = 65 do 95 + 96 + : : : ++ 99 = 485. Dve p��prvkov� podmno�iny s rovnak�m s£�tom teda existuj£ pre ka�d£11-prvkov£ mno�inu dvojcifern�ch �¡sel.Koment r. Okrem element rnej kombinatoriky je v £lohe vyu�it� tzv. Dirichletovprinc¡p: Nech K > k. Ak akoko�vek rozdel¡me K zajacov do k klietok, v�dy bud£v niektorej klietke aspo¤ dva zajace. V na¨om pr¡pade s£ "zajace\ p��prvkov� mno�inya "klietky\ �¡sla 65, : : : , 485. V¨eobecnej¨ie: Ak je K > nk, bude v niektorej klietkeviac ako n zajacov. B { I { 4Rie¨enie je zalo�en� na po�¡tan¡ so zvy¨kami po delen¡ cel�ch �¡sel (zvy¨kov� triedy,kongruencie). Preto si najprv pripomenieme a zd�vodn¡me z kladn� pravidl :Ak s£ z1, z2 zvy¨ky po delen¡ �¡sel a1, a2 �¡slom d, potom �¡sla a1 + a2, resp. a1a2d vaj£ po delen¡ �¡slom d rovnak� zvy¨ky, ak� d vaj£ �¡sla z1 + z2, resp. z1z2.Pr¡klad : Ur�te zvy¨ok z pri delen¡ �¡sla A = (1 993�1 996)2+(1 994�1 997)2 deviatimi.Zatia� �o v�po�et �¡sla A a jeho delenie deviatimi by bolo ve�mi pracn� (kalkula�ka nem dos� miest na displeji), s vyu�it¡m uveden�ch pravidiel a zn mej s£vislosti zvy¨kovpo delen¡ �¡sla a jeho cifern�ho s£�tu deviatimi zist¡me z pam�ti, �e z je rovn� zvy¨ku�¡sla (4 � 7)2 + (5 � 8)2 = 282 + 402, t.j. zvy¨ku �¡sla 12 + 42 = 17, tj. z = 8.Zvy¨ky zk po delen¡ mocn¡n ak �¡slom d m��eme pre k = 1, 2, : : : postupne po�¡ta�takto: zk+1 je rovn� zvy¨ku po delen¡ �¡sla a � zk �¡slom d.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 35Pr¡klad : Zvy¨ok z po delen¡ �¡sla 1 9931994 deviatimi je rovn� zvy¨ku po delen¡ �¡sla41994 deviatimi. Po�¡tajme: 4 d va zvy¨ok 4, 42 d va zvy¨ok 7, 43 d va zvy¨ok ako4 �7 = 28, tj. 1, 44 d va zvy¨ok ako 4 �1, t.j. 4 a tak st le dookola s peri¢dou 3. Zvy¨ok zje teda rovn� zvy¨ku po delen¡ 42 deviatimi, t.j. 7.Rie¨enie. Na z klade uveden�ch pravidiel zostav¡me tabu�ku zvy¨kov po delen¡ �¡selA = 2n4 + n3 + 50 ¨iestimi v z vislosti na zvy¨ku �¡sla n (zvy¨ok po delen¡ �¡sla A¨iestimi toti� z vis¡ pod�a uveden�ch pravidiel len na zvy¨ku po delen¡ �¡sla n ¨iestimi):n n2 n3 n4 2n4 2n4 + n3 A = 2n4 + n3 + 500 0 0 0 0 0 21 1 1 1 2 3 52 4 2 4 2 4 03 3 3 3 0 3 54 4 4 4 2 0 25 1 5 1 2 1 3Z tabu�ky vid¡me, �e �¡slo A je n sobkom ¨iestich, pr ve ke� �¡slo n d va po delen¡¨iestimi zvy¨ok rovn� 2, t.j. je rovn� jedn�mu z �¡sel 2, 8, 14, 20, : : :Teraz zostav¡me tabu�ku zvy¨kov po delen¡ nieko�ko prv�ch �¡sel B = 2 �4n+3n+50trin stimi. (Na rozdiel od v�razu A, ktor� je mnoho�lenom, sa vo v�raze B vyskytujepremenn  n aj v exponente. Nemo�no preto poveda�, �e zvy¨ok po delen¡ �¡sla Btrin stimi z vis¡ na zvy¨ku po delen¡ �¡sla n trin stimi. A� pri zostavovan¡ tabu�kysa uk �e, s akou peri¢dou sa zvy¨ky opakuj£.n 3n 4n 2 � 4n 2 � 4n + 3n B = 2 � 4n + 3n + 500 1 1 2 3 11 3 4 8 11 92 9 3 6 2 03 1 12 11 12 74 3 9 5 8 65 9 10 7 3 16 1 1 2 3 1... ... ... ... ... ...�al¨ie v�po�ty u� nemus¡me prev dza�. Vid¡me toti�, �e zvy¨ky mocn¡n 3n a 4n savzh�adom k �¡slu n opakuj£ so spolo�nou peri¢dou rovnou ¨iestim (pri mocnin ch 3nexistuje dokonca men¨ia peri¢da rovn  trom). Preto aj postupnos� zvy¨kov �¡sel B m peri¢du 6. Naviac je z tabu�ky vidno, �e B je n sobkom trin stich, pr ve ke� �¡slo nd va po delen¡ ¨iestimi zvy¨ok 2, t.j. je rovn� jedn�mu z �¡sel 2, 8, 14, 20, : : :Pozn mka: Periodicitu v postupnosti zvy¨kov po delen¡ mocn¡n ak �¡slom d presnej¨ievystihuj£ Fermatova a Eulerova veta. Pod�a Fermatovej vety je v pr¡pade, ke� je dprvo�¡slo, d��ka peri¢dy rovn  niektor�mu delite�ovi �¡sla d� 1.



36 45. ro�n¡k matematickej olympi dyB { I { 5Situ ciu zn zor¤uje obr. 9, v ktorom T je bod dotyku doty�nice BV , O je stred gule,jABj = jBCj = jACj = 2jADj = a, R kolm� priemet bodu T do roviny ABC, jBT j == jBAj = a (doty�nice), jTRj = jBRj = 12ap2.
A BCD R

T VO ar r 45��Obr. 9H�adan� polomer r vypo�¡tame z pravouhl�ho lichobe�n¡ka ARTO, ktor�ho stra-nu jARj vypo�¡tame z pravouhl�ho trojuholn¡ka ADR, v ktorom pozn me jADj == 12a, jDRj = jBDj � jBRj = 12ap3 � 12ap2. Napokon jARj2 = 12a2(3 � p6), r == 12a�2p2�p3�. B { I { 6�alej budeme hovori� len o umiesten�ch bodoch a priamkach. Zo 7 bodov mo�no utvo-ri� 21 dvoj¡c a tie le�ia na 7 priamkach. M��u teda nasta� len dva pr¡pady:1) Na ka�dej priamke le�ia pr ve 3 dvojice bodov, t.j. pr ve 3 body.2) Na niektorej z priamok le�ia viac ako 3 dvojice bodov, t.j. viac ako 3 body.Pok£sme sa najprv vytvori� kon�gur ciu 7 bodov a 7 priamok typu 1): Zvo�mepriamku a na nej 3 body 1, 2, 3. �alej zvol¡me bod 4 | ten mus¡ le�a� mimo priam-ku 12 (obr. 10). Zostroj¡me priamky 14, 24 a 34. Na priamke 24 le�¡ e¨te jeden bod 5.M��eme ho zvoli�a) vn£tri £se�ky 24,b) vn£tri polpriamky opa�nej k 42,c) vn£tri polpriamky opa�nej k 24.Dopln¡me priamky 15 a 35 a ich priese�n¡ky s priamkami 14, resp. 34. V pr¡padocha), b) d�jdeme v�dy ku kon�gur cii ako na obr. 11. V pr¡pade c) m��e e¨te nasta�nieko�ko r�znych situ ci¡ pod�a toho, kam padne priese�n¡k priamok 15, 34 a priese�n¡kpriamok 35, 14, v�dy v¨ak ved£ ku kon�gur cii ako na obr. 12.Do ka�dej z t�chto dvoch kon�gur ci¡ obsahuj£cich 7 bodov a 6 priamok zost vadoplni� siedmu priamku tak, aby prech dzala pr ve tromi body. Ka�d� z bodov A, B,C, D je u� spojen� s ka�d�m zo ¨iestich ostatn�ch bodov, siedma priamka teda mus¡



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 37
1 2 34Obr. 10 A BCD�Obr. 11 A BCD�Obr. 12prech dza� tromi bodmi neozna�en�mi p¡smenami. Tie v¨ak nele�ia na priamke, tak�e�iadna kon�gur cia typu 1) neexistuje.Prist£pime k vytvoreniu kon�gur cie typu 2). Vyjdeme od priamky p, na ktorejle�ia 4 body. V¨etk�ch 7 bodov na nej le�a� nem��e (to by sme nemali 7 r�znychpriamok), zvo�me teda piaty bod mimo tejto priamky (obr. 13). Keby �al¨¡ bod le�almimo priamky p, ur�oval by spolu s predch dzaj£cimi bodmi 3 alebo 5 priamok, �o nieje mo�n�. 1 2 3 45 p�Obr. 13 �Obr. 14Zost vaj£ce dva body teda le�ia tie� na priamke p. �lohe vyhovuje jedine kon�gu-r cia z obr. 14. B { S { 1Vzh�adom na to, �e 1 nz }| {99 : : : 96 = 2(10n+1 � 2), je toto �¡slo delite�n� trin stimi, pr veke� 10n+1 d va po delen¡ trin stimi zvy¨ok 2. Po delen¡ �¡sel 1, 10, 100, : : : trin stimiv¨ak dost vame zvy¨ky 1, 10, 9, 12, 3, 4, 1, : : : (�alej sa zvy¨ky periodicky opakuj£).Preto �iadne z dan�ch �¡sel nie je delite�n� trin stimi.In� rie¨enie. Ak del¡me �¡slo 199: : : 9 trin stimi obvykl�m sp�sobom, zapisujemepostupne zvy¨ky 6, 4, 10, 5, 7, 1, 6, : : : (�alej sa zvy¨ky periodicky opakuj£). Posledn�krok pri delen¡ �¡sla 199: : : 96 trin stimi spo�¡va teda v tom, �e trin stimi vydel¡meniektor� z �¡sel 66, 46, 106, 56, 76 alebo 16. �iadne z nich v¨ak nie je delite�n� trin stimibezo zvy¨ku.



38 45. ro�n¡k matematickej olympi dyB { S { 2
A BCD MK LK 0

L0
�Obr. 15

Bodom M ve�me e¨te tetivu K 0L0 k BC (obr. 15).Zrejme je jKDj = jLCj = jL0Cj, tak�e jKL0j = jDCj(£se�ka DC je obraz £se�ky KL0 v oto�en¡ okolo stredukru�nice). Plat¡ tedajABj2 = jCDj2 = jKL0j2 = jKM j2 + jML0j2 == jKM j2 + jMLj2: B { S { 3Existuje pr ve n(n� 1)2 dvoj¡c indexov i, k tak�ch, �e 1 5 i < k 5 n. Preto pre �iad-nych n �¡sel a1; a2; : : : ; an neexistuje viac ako n(n� 1)2 r�znych s£�tov ai+ak. Na druhejstrane, ak je a1 < a2 < : : : < an, je a1 + a2 < a1 + a3 < : : : < a1 + an < a2 + an << : : : < an�1 + an, a teda medzi s£�tami ai + ak je v�dy aspo¤ 2n� 3 r�znych s£�tov.Extr�mne mo�nosti nast vaj£ napr. pre n �¡sela) 2, 22, 23, : : : , 2n;b) 1, 2, 3, : : : , n.V na¨om pr¡pade je n = 1996. B { II { 1Zostav¡me tabu�ku zvy¨kov po delen¡ �¡sel 3n, 5n, 5n � 3n + 2 siedmimi:n 0 1 2 3 4 5 6 : : :3n 1 3 2 6 4 5 1 : : :5n 1 5 4 6 2 3 1 : : :5n � 3n + 2 2 4 4 2 0 0 2 : : :(�estice zvy¨kov vo v¨etk�ch riadkoch sa periodicky opakuj£.)Vid¡me, �e rie¨en¡m £lohy s£ pr ve tie prirodzen� �¡sla n, ktor� po delen¡ ¨iestimid vaj£ zvy¨ok 4 alebo 5, t.j. �¡sla tvaru n = 6k + 4, n = 6k + 5, k = 0; 1; 2; : : : .B { II { 2Rozbor (obr. 16): Ak pre tetivy plat¡ jACj = jBDj, pre odpovedaj£ce obvodov� uhlypotom j<)BADj = j<)ADCj. �alej je j<)CABj = j<)CDBj, tak�e j<)CADj = j<)ADBja pre pr¡slu¨n� tetivy je jCDj = jABj.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 39Kon¨trukcia 1 (obr. 17): Zostroj¡me kru�nicu k0, s£stredn£ s kru�nicou k a dot�ka-j£cu sa tetivy AB. H�adan  se�nica kru�nice k je doty�nica kru�nice k0 veden  z bodu V .ABC DV k�Obr. 16 ABC DV D0 C 0kk0�Obr. 17Kon¨trukcia 2 (obr. 18): H�adan£ se�nicu, prech dzaj£cu bodom V , dostaneme akoobraz priamky AB v oto�en¡ okolo stredu S kru�nice k: Zostroj¡me kru�nicu so stre-dom S a polomerom jSV j, jej priese�n¡ky s priamkou AB ozna�¡me W a W 0. Uholoto�enia je potom <)WSV , resp. <)W 0SV a j<)SV Cj = 90� � j<)WSV j.ABC DV S
W

W 0
k�Obr. 18�loha m  v�dy dve rie¨enia. B { II { 3Pripus�me, �e by pre niektor� �¡slo r mala dan  rovnica dva celo�¡seln� korene a, b.Tret¡ kore¤ c mus¡ by� tie� ale cel�, preto�e a + b + c = 1996. V¨etky tri �¡sla a, b, cnem��u by� nep rne, ke� je ich s£�et p rny. Ich s£�in je v¨ak nep rne �¡slo 1 995, �onie je mo�n�. Rovnica m��e ma� teda nanajv�¨ jeden celo�¡seln� kore¤.



40 45. ro�n¡k matematickej olympi dy
A BCUT P4 44 1 5vv 3�v�Obr. 19

B { II { 4Ozna�me U p�tu v�¨ky z vrcholu V v ste-ne ABV . Preto�e V U?AB a VP?AB, jepriamka AB kolm  na rovinu V UP , tak�etie� PU?AB. Preto je j<)V UP j = 45� atrojuholn¡k V UP je pravouhl� a rovnora-menn� s ramenami V U , VP , tak�e v == jVP j = jPU j. Ak zopakujeme rovnak££vahu aj pre bo�n� steny BCV a CAV ,zist¡me, �e bod P je stredom kru�nice vp¡sanej do podstavy ABC a ve�kos� v v�¨ky VPje jej polomerom. �lohu sme tak previedli na v�po�et polomeru kru�nice vp¡sanejtrojuholn¡ku ABC (obr. 19). Z pravouhl�ho trojuholn¡ka CUB dostaneme jCU j = 3.V pravouhlom trojuholn¡ku PTC potom plat¡ jCT j = 1 (preto�e jCT j = jCAj�jAT j == jCAj � jAU j), jPT j = v a jCP j = 3� v, odkia� 1 + v2 = (3 � v)2, tak�e v = 43.Kateg¢ria AA { I { 1a) Uk �eme, �e celkov� s£�et vybran�ch �¡sel nez vis¡ na sp�sobe ich v�beru. Ka�d��¡slo v tabu�ke je s£�tom �¡sla riadku a st�pca, v ktorom je umiestnen�, preto je celkov�s£�et �¡sel rovn� s£�tu �¡sel st�pcov plus s£�et �¡sel riadkov, v ktor�ch s£ umiestnen�.Ke��e vyberieme z ka�d�ho st�pca a ka�d�ho riadku pr ve jedno �¡slo, bude celkov�s£�et rovn� v�dy s£�tu �¡sel v¨etk�ch st�pcov plus s£�et �¡sel v¨etk�ch riadkov. Aleaj s£�et �¡sel v¨etk�ch st�pcov aj riadkov je rovn� s£�tu prirodzen�ch �¡sel 1; 2; : : : ; 8,preto je s£�et vybran�ch �¡sel rovn�1 + 2 + : : :+ 8 + 1 + 2 + : : :+ 8 = 72;a tento s£�et nez vis¡ od sp�sobu v�beru �¡sel, teda je to aj s£�et minim lny.b) Ozna�me a1 �¡slo riadku, v ktorom je vybran� �¡slo z prv�ho st�pca. Podobne a2�¡slo riadku, v ktorom je vybran� �¡slo z druh�ho st�pca. Takto ozna�¡me ai �¡slo riadku,v ktorom je vybran� �¡slo z i-teho st�pca, pre i = 1; 2; : : : ; 8. Potom je s£�in vybran�ch�¡sel rovn�: (1 + a1)(2 + a2) � : : : � (8 + a8); (1)kde a1; : : : ; a8 je nejak  permut cia �¡sel 1; : : : ; 8. Maxim lnu hodnotu tohto v�razum��eme ur�i� viacer�mi sp�sobmi.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 41Prv� postup. Ke��e m me len kone�n� po�et mo�nost¡ v�beru �¡sel a1; : : : ; a8,maximum sk£man�ho v�razu zrejme existuje. Uk �eme, �e s£�in (1) je maxim lny,ke� a1 > a2 > a3 > : : : > a8, �i�e a1 = 8; a2 = 7; : : : ; a8 = 1. Nech by napr¡klad ai << aj pre i < j. S£�in ostatn�ch v�razov ak + k sa nezmen¡ ak navz jom vymen¡me aia aj . Teraz dok �eme, �e pri takejto v�mene sa zv��¨¡ hodnota (i + ai)(j + aj ), a tedaaj celkov� s£�in: (i + ai)(j + aj) < (j + ai)(i + aj)ij + iaj + jai + aiaj < ji+ jaj + iai + aiajj(ai � aj) + i(aj � ai) < 0(j � i)(ai � aj) < 0:Ale i � j < 0 a z rove¤ aj � ai > 0, �i�e z menou hodn�t ai a aj sa hodnota v�razuzv��¨ila. Preto vzr stol aj cel� s£�in a preto bude v�raz maxim lny pre a1 = 8, a2 == 7, : : : , a8 = 1. Vtedy je rovn� 98.Druh� postup. Ke��e �¡sla i+ai, i = 1; 2; : : : ; 8, s£ prirodzen�, s£ aj kladn� a m��emepou�i� nerovnos� medzi aritmetick�m a geometrick�m priemerom tejto osmice �¡sel:8p(a1 + 1)(a2 + 2) � : : : � (a8 + 8) 5 (a1 + 1) + (a2 + 2) + : : :+ (a8 + 8)8 :Ale z �asti a) u� vieme, �e s£�et (a1+1)+(a2+2)+ : : :+(a8+8) je rovn� 72 pre ka�d�v�ber �¡sel ai. Preto plat¡:(a1 + 1)(a2 + 2) � : : : � (a8 + 8) 5 �728 �8 = 98:Ke��e rovnos� v AG-nerovnosti nast va len vtedy, ke� je v¨etk�ch osem �¡sel rovnak�ch,s£�in bude najv��¨¡ pre a1+1 = a2+2 = : : : = a8+8 = 728 . To v¨ak nast va len pre a1 == 8, a2 = 7, : : : , a8 = 1. Vtedy je sk£man� s£�in rovn� 98. Preto bude maxim lnys£�in vybran�ch �¡sel v pr¡pade, ke� vyberieme �¡sla na uhloprie�ke ved£cej z �av�hohorn�ho do prav�ho doln�ho rohu.c) Pou�ijeme rovnak� ozna�enie ako v �asti b). Minimalizujeme hodnotu v�razu(a1 + 1)2 + (a2 + 2)2 + : : : + (a8 + 8)2: (2)Prv� postup. Po rozn soben¡ (2) dost vamea21 + a22 + : : : + a28 + 12 + 22 + : : :+ 82 + 2(a1 + 2a2 + 3a3 + : : :+ 8a8):Ke��e �as� a21+a22+: : :+a28+12+22+: : :+82 nez vis¡ na porad¡ a1; : : : ; a8, potrebujememinimalizova� v�raz a1+2a2+3a3+ : : :+8a8. O tom, �e tento v�raz je najmen¨¡ pr vepre a1 = 8, a2 = 7, : : : , a8 = 1, sa mo�no presved�i� viacer�mi sp�sobmi. Jedn�m z nichje pou�itie �eby¨evovej nerovnosti, druh�, azda najjednoduch¨ie je pou�itie podobn�ch



42 45. ro�n¡k matematickej olympi dy£vah ako v �asti b) v 1. postupe. Sta�¡ uv �i�, �e ak nie je a1 > a2 > : : : > a8, potommus¡ pre nejak� i; j 2 f1; 2; : : : ; 8g plati� ai > aj a z rove¤ i > j. Potom v¨ak v�menouhodn�t ai a aj dost vame: iai + jaj > jai + iaj(j � i)(aj � ai) > 0; �i�e1a1 + : : :+ jaj + : : : + iai + : : :+ 8a8 > 1a1 + : : :+ jai + : : :+ iaj + : : :+ 8a8;a preto tak to vo�ba nem��e by� najlep¨ia. Mus¡ teda naozaj plati� a1 = 8, a2 = 7, : : : ,a8 = 1. A plat¡: (a1 + 1)2 + (a2 + 2)2 + : : :+ (a8 + 8)2 = 648;kde rovnos� nast va len v spom¡nanom pr¡pade.Druh� postup. Z nerovnosti medzi kvadratick�m a aritmetick�m priemerom pre �¡slaa1 + 1, a2 + 2, : : : , a8 + 8 dost vame:(a1 + 1)2 + (a2 + 2)2 + : : :+ (a8 + 8)28 = � (a1 + 1) + (a2 + 2) + : : :+ (a8 + 8)8 �2 = 81;(a1 + 1)2 + (a2 + 2)2 + : : :+ (a8 + 8)2 = 648;kde rovnos� nast va len ke� s£ �¡sla a1+1, a2+2, : : : , a8+8 rovnak�, �i�e pre a1 = 8,a2 = 7, : : : , a8 = 1, rovnako ako v �asti b).A { I { 2Vzh�adom na zadan£ rovnos� pomerov0 < jAKjjABj = jBLjjBCj = jCM jjCAj = 1k + 1 < 1(k > 0), m��eme zavies� nasleduj£ce ozna�enie: jAKj = x, jKBj = kx, jBLj = y,jLCj = ky, jCM j = z, jMAj = kz (obr. 20).
A B

C
K LMx kx ykyzkz�Obr. 20



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 43Prv� postup. Pou�ijeme dvakr t kos¡nusov£ vetu:jBCj2 = jABj2 + jACj2 � 2jABjjACj � cos�;jKM j2 = jAKj2 + jAM j2 � 2jAKjjAM j � cos�:Vyl£�en¡m cos� a pou�it¡m n ¨ho ozna�enia dostanemejMKj2 = x2(1 � k) + y2k + z2(k2 � k):Analogicky jKLj2 = y2(1� k) + z2k + x2(k2 � k);jLM j2 = z2(1 � k) + x2k + y2(k2 � k):Ke��e jMKj = jKLj, m mex2(1 � k2) + y2(2k � 1) + z2(k2 � 2k) = 0; (1)podobne z rovnost¡ jKLj = jLM j, jLM j = jMKjy2(1� k2) + z2(2k � 1) + x2(k2 � 2k) = 0; (2)z2(1� k2) + x2(2k � 1) + y2(k2 � 2k) = 0: (3)Vyl£�en¡m z2 z rovn¡c (1) a (2) dostaneme(x2 � y2)(k2 � k + 1)2 = 0:Ke��e rovnica k2 � k + 1 = 0 nem  �iaden re lny kore¤, dost vame odtia� x = y.Analogicky z rovn¡c (2) a (3) dostaneme y = z. Ke��e x = y = z, tak jABj = jBCj == jCAj.Druh� postup. Ozna�me obsahy trojuholn¡kov MAK;KBL;LCM a ABC po radeSA; SB; SC a S. PotomSA = 0; 5 � x � kz � sin� = k(k + 1)2 � 0; 5 � (k + 1)x � (k + 1)z � sin� = k(k + 1)2S:Analogicky SB = k(k + 1)2S; SC = k(k + 1)2S:M me SA = SB = SC . Ke��e trojuholn¡ky MAK;KBL;LCM maj£ rovnak� obsaha jMKj = jKLj = jLM j, tak v�¨ky na strany MK;KL;LM maj£ rovnak�.Ve�me bodmi A;B;C po rade rovnobe�ky XY;YZ;ZX po rade s priamkamiMK;KL a LM . Trojuholn¡k XYZ je rovnostrann� (lebo trojuholn¡k KLM je rovno-strann�). Z predch dzaj£ceho vypl�va, �e body K;L;M s£ rovnako vzdialen� od pr¡-slu¨n�ch str n trojuholn¡ka XYZ, a teda le�ia na osiach pr¡slu¨n�ch uhlov. Preto



44 45. ro�n¡k matematickej olympi dym��eme zavies� nasleduj£ce ozna�enie. (Os uhla rozde�uje proti�ahl£ stranu trojuholn¡kav pomere pri�ahl�ch str n.)jAY j = s; jYBj = ks; jBZj = t; jZCj = kt; jCXj = u; jXAj = ku:Potom z rovnost¡ jXY j = jY Zj = jZXj dostaneme ku+ s = ks+ t = kt+ u. Rie¨en¡mtejto s£stavy dostaneme s = t = u. Potom s£ trojuholn¡ky AYB;BZC;CXA zhodn�,a teda jABj = jBCj = jCAj.Tret¡ postup. Zvo�me na stran chKL;LM;MK po rade body D;E;F tak, aby platilojLDjjDKj = jMEjjELj = jKF jjFM j = jAKjjKBj = m:Ke��e trojuholn¡k KLM je rovnostrann�, tak aj trojuholn¡k DEF je rovnostrann�.Nech dA; dK ; dM ; dD; dE s£ po rade vzdialenosti bodov A;K;M;D;E od BC. Potomz dan�ch pomerov vypl�va:dK = 1m+ 1dA; dM = mm+ 1dA;dD = mm+ 1dK ; dE = 1m+ 1dM :Odtia� dD = dE = m(m+ 1)2 dA. Potom s£ ED a BC rovnobe�n�. Analogicky sadok �e, �e aj dvojice EF;CA a FD;AB s£ rovnobe�n�. Potom je trojuholn¡k ABCrovnostrann�. A { I { 3Ak si rekurentn� vz�ahy prep¡¨eme na tvara3n = an + a2n;a3n+1 = a2n + a2n+1 � an;a3n�1 = a2n + a2n�1 � anvid¡me, �e dan  postupnos� je jednozna�ne ur�en  svojimi prv�mi dvoma �lenmi. Necha1 = r; a2 = s. Potom priamym v�po�tom dostaneme:a3 = r + s; a5 = r + 2s; a7 = r + 3s; : : : ;a17 = r + 8s; : : : ; a21 = r + 10s; : : : ;a4 = 2s; a6 = 3s; a8 = 4s; : : : ; a14 = 7s; : : :Ke��e a1 = r, a14 = 7s, a17 = r + 8s, a21 = r + 10s s£ prvo�¡sla, tak nutne s = 1a potom r = 3 (r; r + 8; r + 10 d vaj£ pri delen¡ tromi r�zne zvy¨ky, teda jedno z nichje delite�n� 3). Jedna z mo�nost¡ (aj ke� zd�hav ) je pokra�ova� v postupnom pou�¡van¡



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 45rekurentn�ch vz�ahov, �i u� od za�iatku, alebo od konca, a� do v�po�tu a1995; a2000.In  mo�nos� je vytvori� si na z klade v�po�tu prv�ch �lenov hypot�zu:a2k+1 = r + ks;a2k = ks pre ka�d� prirodzen� k,a dok za� ju (m��eme pracova� aj so v¨eobecnou hypot�zou). Vzh�adom na spom¡nan£jednozna�nos� sta�¡ overi�, �e ka�d  takto de�novan  postupnos� sp�¤a rekurentn�vz�ahy zo zadania £lohy.a) n je p rne tvaru n = 2kan + a2n = a2k + a4k = ks+ 2ks = 3ks;a3n = a6k = 3ks;an + a3n�1 = a2k + a6k�1 = ks+ r + (3k � 1)s = r + (4k � 1)s;a2n + a2n�1 = a4k + a4k�1 = 2ks+ r + (2k � 1)s = r + (4k � 1)s;an + a3n+1 = a2k + a6k+1 = ks+ r + 3ks = r + 4ks;a2n + a2n+1 = a4k + a4k+1 = 2ks+ r + 2ks = r + 4ks:b) n je nep rne tvaru n = 2k + 1an + a2n = a2k+1 + a4k+2 = r + ks+ (2k + 1)s = r + (3k + 1)s;a3n = a6k+3 = r + (3k + 1)s;an + a3n�1 = a2k+1 + a6k+2 = r + ks+ (3k + 1)s = r + (4k + 1)s;a2n + a2n�1 = a4k+2 + a4k+1 = (2k + 1)s + r + 2ks = r + (4k + 1)s;an + a3n+1 = a2k+1 + a6k+4 = r + ks+ (3k + 2)s = r + (4k + 2)s;a2n + a2n+1 = a4k+2 + a4k+3 = (2k + 1)s + r + (2k + 1)s = r + (4k + 2)s:Potom pre r = 3 a s = 1 dost vame a1995 = 3 + 997 = 1000 = a2000 .A { I { 4Po jednoduchej £prave dost vame:a+ 1b + b+ 1a = a2 + b2 + a + bab : (1)�¡slo D del¡ aj a aj b, preto D2 del¡ ab. Ozna�me preto a = Da1 a b = Db1, kde a1; b1s£ nes£delite�n� prirodzen� �¡sla. V�raz (1) m  potom (po vykr ten¡) tvar:Da21 +Db21 + a1 + b1Da1b1 : (2)



46 45. ro�n¡k matematickej olympi dyAby bol v�raz (2) prirodzen� �¡slo, mus¡ by� �itate� delite�n� menovate�om, a teda ajjeho v¨etk�mi delite�mi. Preto mus¡ by� �itate� delite�n� D,DjDa21 +Db21 + a1 + b1:�¡slo D zrejme del¡ �¡sla Da21 a Db21, preto mus¡ plati�Dja1 + b1: (3)Ke��e �¡sla a1; b1;D s£ prirodzen� a plat¡ (3), mus¡ z rove¤ by�D 5 a1 + b1; (4)�o po pren soben¡ D (D > 0) d va D2 5 a+ b:Po odmocnen¡ (obe strany s£ kladn�):D 5 pa + b: (5)E¨te mus¡me zisti�, �i niekedy nastane v (5) rovnos�. Zrejme pr ve vtedy, ke� nast vav (4). Preto mus¡ by� D = a1 + b1. Aby bola z rove¤ splnen  podmienka D < a < b,mus¡ plati� 1 < a1 < b1. Vo�me preto a1 = 2 a b1 = 5. Potom mus¡ by� D = 2 + 5 = 7,�i�e a = Da1 = 14 a b = Db1 = 35. Po�ahky sa presved�¡me, �e v tomto pr¡paderovnos� (5) skuto�ne nast va. A { I { 5Po chv¡li sk£¨ania si v¨imneme, �e pre �¡sla x; y nes£delite�n� plat¡:f(xy) = f(x) + f(y) � f(1):Preto ke� je n = p�11 p�22 : : : p�mm prvo�¡seln� rozklad �¡sla n, dost vame, �e f(n) == f(p�11 ) + f(p�22 ) + : : : + f(p�mm ) � (m � 1)f(1). �alej zist¡me, �e f(p�) = f(p) = p,pre p prvo�¡slo a � �ubovo�n� prirodzen� �¡slo. Preto vznik  hypot�za, �e v�dy:f(n) = p1 + p2 + : : :+ pm � (m � 1)f(1):Najprv dok �eme matematickou indukciou pod�a �, �e f(p�) = f(p) = p, pre pprvo�¡slo.Prv� krok. Pre � = 1 tvrdenie plat¡ priamo zo zadania.Druh� krok. Nech tvrdenie plat¡ pre �;� = 1.f(p�+1) = f(p�) + f(p) � f(D(p� ; p)):



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 47Po vyu�it¡ induk�n�ho predpokladu m  predch dzaj£ca rovnica tvar:f(p�+1) = f(p�) + f(p) � f(p) = f(p�) = f(p) = p:V druhej �asti dok �eme, �e ak n = p�11 p�22 : : : p�mm je prvo�¡seln� rozklad �¡sla n = 2(p1; p2; : : : ; pm s£ r�zne prvo�¡sla a �1; �2; : : : ; �m s£ prirodzen� �¡sla), potomf(n) = f(p�11 p�22 : : : p�mm ) = p1 + p2 + : : :+ pm � (m � 1)f(1):Op�� tvrdenie dok �eme indukciou, tentokr t pod�a ve�kosti po�tu m prvo�¡seln�chdelite�ov �¡sla n.Prv� krok. Pre m = 1 je tvrdenie zrejm� (dok zali sme ho v predch dzaj£cichriadkoch).Druh� krok. Nech tvrdenie plat¡ pre m;m = 1. Potom plat¡:f(p�11 p�22 : : : p�m+1m+1 ) = f(p�11 p�22 : : : p�mm ) + f(p�m+1m+1 )� f(D(p�11 p�22 : : : p�mm ; p�m+1m+1 )):Ke��e ale D(p�11 p�22 : : : p�mm ; p�m+1m+1 ) = 1, potom m  po pou�it¡ induk�n�ho predpo-kladu predch dzaj£ca rovnica tvar:f(p�11 p�22 : : : p�m+1m+1 ) = p1 + p2 + : : :+ pm � (m� 1)f(1) + pm+1 � f(1) == p1 + : : :+ pm+1 �mf(1): (1)Teraz e¨te zost va uk za�, �e takto de�novan  funkcia f vyhovuje zadanej podmienkepre �ubovo�n£ hodnotu f(1). Nech a a b s£ prirodzen� �¡sla. Ozna�me c = D(a; b). �¡slo cm  prov�¡seln� rozklad c = p�11 : : : p�mm . Potom zrejme prvo�¡seln� rozklad �¡sla a m tvar a = p�11 : : : p�mm q�m+11 : : : q�m+ss :Podobne b m  prvo�¡seln� rozkladb = p11 : : : pmm rm+11 : : : rm+tt :Z rove¤ vieme, �e prvo�¡sla p1; : : : ; pm, q1; : : : ; qs a r1; : : : ; rt s£ v¨etky navz jom r�zne.Preto je rozklad �¡sla a � b na prvo�initelea � b = p�1+11 : : : p�m+mm q�m+11 : : : q�m+ss rm+11 : : : rm+tt :Podmienka zo zadania hovor¡:f(a � b) = f(a) + f(b) � f(D(a; b)): (2)Spo�¡tajme funk�n� hodnoty f v bodoch a; b; a � b; c pomocou (1):f(a) = p1 + : : :+ pm + q1 + : : :+ qs � (m+ s � 1)f(1)f(b) = p1 + : : :+ pm + r1 + : : :+ rt � (m+ t� 1)f(1)f(a � b) = p1 + : : :+ pm + q1 + : : :+ qs + r1 + : : :+ rt � (m+ s+ t� 1)f(1)f(c) = p1 + : : :+ pm � (m � 1)f(1):



48 45. ro�n¡k matematickej olympi dyPo�ahky nahliadneme, �e po dosaden¡ t�chto hodn�t do (2) dostaneme identitu (e¨teje potrebn� uvedomi� si, �e v¨etky tieto £vahy s£ korektn� aj v pr¡padoch m = 0, s == 0, t = 0). Preto je funkcia f de�novan  pomocou (1) jedin�m rie¨en¡m danej £lohypre �ubovo�n£ hodnotu f(1). A { I { 6Zave�me nasleduj£ce ozna�enie: L a K s£ stredy hr n BC a AD, X a Y s£ kolm�priemety bodov T a O do roviny ABC a Z je �a�isko trojuholn¡ka ABC (obr. 21).
A BC

DK LTX Z Y Obr. 21
V �al¨om budeme vyu�¡va� nasleduj£ce vlastnosti:� Body A;T;D;K;L le�ia v jednej rovine, ozna�meju � (K = (A+D)2 ; L = (B+C)2 ; T je stred KL, T == (K+L)2 = (A+B+C+D)4 ).� Body O;T;X; Y le�ia v jednej rovine, ozna�meju �.� Y je stred kru�nice op¡sanej trojuholn¡ku ABC.� T le�¡ v ¨tvrtine ZD, bli�¨ie k bodu Z (Z == (A+B+C)3 ).� Priamka je kolm  na rovinu pr ve vtedy, ak jekolm  na jej 2 r�znobe�n� priamky (potom je kolm na v¨etky priamky roviny).Predov¨etk�m mus¡me vyl£�i� pr¡pad O = T , lebovtedy OT nie je priamka.a) Ke��e TO je kolm  na �, tak TO je kolm� na KL, a teda jOLj = jOKj. PotomjADj = jBCj = 12 cm. �i�e D le�¡ na gu�ovej ploche G so stredom A a polomerom12 cm.Naopak, ak D le�¡ na G, tak jADj = jBCj = 12 cm. Potom jOLj = jOKj, a teda OTje kolm  na KL.b) Ke��e TX je kolm  na AL (TX je kolm  na rovinu ABC) a TO je kolm na AL (TO je kolm  na �), tak AL je kolm  na �. Rovina � je ale jednozna�neur�en  bodmi A;B;C (prech dza bodom Y a je kolm  na AL). Nech � je rovina,ktor  vznikne zrovno�ahlen¡m � pod�a rovno�ahlosti so stredom Z a koe�cientom 4.T  je tie� jednozna�ne ur�en  bodmi A;B;C (je kolm  na AL a prech dza bodom S,ktor� vznikne zrovno�ahlen¡m bodu Y spom¡nanou rovno�ahlos�ou) a le�¡ v nej bod D.Naopak, ak D le�¡ v �, tak �ahko nahliadneme, �e X;Y; T;O le�ia v rovine �, ktor  jekolm  na AL. Preto TO je kolm� na AL.Pr¡pad O = T nast va pr ve vtedy, ak DS je kolm  na rovinu ABC (DS vzniknezrovno�ahlen¡m jTY j = jOY j).Mno�ina bodov D je teda kru�nica (bez 4 bodov tvoriacich vrcholy ¨tvorca, 2 z nichs£ body roviny ABC), ktor  je prienikom gu�ovej plochy G a roviny �.In� rie¨enie. (my¨lienky)Predov¨etk�m jALj = 8 cm. Zave�me s£radnicov� syst�m tak, �e BC je os x-ov (B = (�6; 0; 0); C = (6; 0; 0) a AL je os y-ov  (A = (0; 8; 0)). Nech D = (x; y; z).



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 49Z podobnosti trojuholn¡kov BLA a YNA (N je stred AC) dostaneme jAY j = 6; 25.Potom Y = (0; 1; 75; 0) a O = (0; 1; 75; a).T = (A +B + C +D)4 = �x4 ; 2 + y4 ; z4� :Ke��e OT je kolm  na AL, tak OT �AL = 0. Odtia� dostaneme y = �1. Ke��e OTje kolm  na LD, tak OT �LD = 0. Odtia� dostaneme x2 + z2 = 4az (u� sme vyu�ili, �ey = �1). Z rovnosti jOAj = jODj dostaneme 2x2 + 2z2 � 4za = 63. (U� sme vyu�ili,�e y = �1) Z posledn�ch dvoch rovnost¡ m me x2 + z2 = 63. Teda s£radnice bodu Dsp�¤aj£ podmienky y = �1 a x2 + z2 = 63.A { S { 1Uprav¡me obidva v�razy: a+ 1b + b + 1a = a2 + a+ b2 + bab (1)a2b + b2a = a3 + b3ab (2)Prav� strany rovnost¡ (1), (2) s£ cel� �¡sla, preto mus¡ bja2 + a + b2 + b a bja3 ++ b3 (ozna�enie xjy znamen , �e �¡slo x del¡ �¡slo y). Mocniny �¡sla b s£ v¨ak delite�n��¡slom b, preto mus¡ plati� bja2 + a a bja3 (ozna�me tieto vz�ahy (3)). Teraz mo�noviacer�mi sp�sobmi uk za�, �e potom plat¡ aj bja.1) Z (3) vypl�va, �e b del¡ aj �¡slo a3 � (a � 1)(a2 + a) = a, �i�e skuto�ne bja.2) Z (3) vypl�va, �e b del¡ s£�in dvoch nes£delite�n�ch �¡sel a a a+1, teda del¡ pr vejedno z nich (ak nie je jednotka). Ke��e navy¨e del¡ aj a3, mus¡ by� delite�om a.3) Ke� b del¡ a2 + a, del¡ iste aj a-n sobok tohto v�razu, �i�e a3 + a2. Cel� �¡slo bteda del¡ aj a3 + a2 aj a3. Preto del¡ aj ich rozdiel a2. My ale vieme, �e b del¡ aja2 + a, preto del¡ aj �¡slo a2 + a � a2 = a, teda bja.�loha je v¨ak vzh�adom na a a b symetrick , �i�e z rove¤ plat¡ aj ajb. Z toho u�vypl�va jaj = jbj. M��u nasta� dve mo�nosti:1) Pre a = b sa dan� v�razy zrejme rovnaj£ po rade 2(a + 1)a a 2a. Vzh�adom na to,�e �¡sla a a a + 1 s£ nes£delite�n�, plat¡ aj2 (prv� v�raz mus¡ by� celo�¡seln�).Dost vame rie¨enia a = b = �2;�1; 1; 2.2) Pre a = �b sa dan� v�razy v�dy rovnaj£ po rade �2 a 0. V tomto pr¡padedost vame rie¨enia a = �b = t, kde t je �ubovo�n� nenulov� cel� �¡slo.A { S { 2Pre n = 2 m  plati� nerovnos� 4 = 1 + 2q2, odkia� vypl�va horn� odhad pre �¡slo q:q 5 s32 = p62 . Dok �eme matematickou indukciou, �e �¡slo q = p62 m  sk£man£vlastnos�.



50 45. ro�n¡k matematickej olympi dy1� Vzh�adom na vo�bu �¡sla q, tvrdenie pre n = 2 plat¡.2� Nech tvrdenie plat¡ pre n = k = 2, �i�e 2k = 1 + kqk. Potom2k+1 = 2 � 2k = 2 + 2k � qk:Zrejme sta�¡ dok za�, �e plat¡2 + 2k � qk = 1 + (k + 1)qk+1;�i�e 1 = qk[(k + 1)q � 2k]. Posledn  nerovnos� zrejme plat¡, pokia� (k + 1)q � 2k 5 0,alebo k = q2� q (pre na¨e q plat¡ 2� q < 0). Ale pre q = p62 dost vamek = p64�p6 = 3 + 2p65 := 1; 58:Av¨ak pod�a predpokladu k = 2, a preto dokazovan� tvrdenie plat¡ aj pre n = k + 1.Odpove�: H�adan� najv��¨ie q je rovn� �¡slu p62 .
A BC X YO!Obr. 22A { S { 3Ozna�me X bod dotyku kru�nice prip¡sanej k strane BC s priamkou  !AB (obr. 22).Ke��e AO je os uhla <)CAB a BO je os uhla <)CBX, tak j<)OABj = �2 (j<)CABj == j<)ABCj = �), j<)OBXj = 180� � �2 = 90� � �2 . Na polpriamke ��!BX zvo�me bod Y ,Y 6= B tak, aby jBXj = jXY j. Potom v trojuholn¡ku AY O plat¡:jAOj = 9 cm; jOY j = jOBj = 3cm;j<)AOY j = 180� � j<)OABj � j<)XY Oj = 180� � �2 � j<)XBOj = 90�:



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 51Odtia� vypl�va kon¨trukcia:1. 4AY O; pod�a vety sus: jAOj = 9 cm, jOY j = 3 cm, j<)AOY j = 90�,2. X; X 2 AY , OX ? AY ,3. B; B 2 AX, jXBj = jXY j,4. �!AD; j<)BADj = 2 � j<)BAOj, D 2 �!BO,5. �!BE; j<)ABEj = 2 � j<)BAOj, E 2 �!AO,6. C; C 2 �!AD \ �!BE.Pozn mka: Rie¨ite� m��e postupova� aj inak. Najprv si vyjadr¡ v¨etky potrebn�uhly pomocou uhla � a �alej m��e pokra�ova� napr¡klada) pou�it¡m s¡nusovej vety v trojuholn¡ku ABO zist¡ tg �2 = 13,b) z podobnosti 4AXO � 4OXB zist¡ jBXjjOXj = 13 �= tg �2 = jOXjjAXj�.Potom m��e za�a� kon¨truova� trojuholn¡k BXO alebo AXO. Pr¡padne e¨te pomo-cou Pytagorovej vety po�¡ta �alej:jBXj = 3p1010 ; jOXj = 9p1010 ; jAXj = 27p1010 ; jABj = 24p1010 ;a zostroj¡ pr¡slu¨n� v�razy. A { II { 1Pre n = 1 tak� �¡slo samozrejme neexistuje, pre n = 2 je pr¡kladom tak�ho �¡sla �¡slo 13.Pre n = 3 a n = 4 tak� �¡sla neexistuj£, preto�e ani �iadne z �¡sel 301, 211, 121, 103, ani�iadne z �¡sel 3 001, 2 101, 2 011, 1 201, 1 111, 1 021, 1 003 nie je n sobkom trin stich.(Vyp¡sali sme v¨etky nep rne troj- a ¨tvorcifern� �¡sla s cifern�m s£�tom 4.) Pre v��¨ie nsa tak�to �¡slo v�dy d  n js�. Sta�¡ uva�ova� n-cifern� �¡slo 1001 + 10n�4 � 1001. Toto�¡slo je evidentne delite�n� 13-timi (lebo 1001 = 13 � 77), pre n = 5 je aj nep rne (kon�¡sa na jednotku) a jeho cifern� s£�et je zrejme 4.In� rie¨enie. Najprv obdobne ako v prvom type rie¨enia uk �eme, �e pre n = 2tak� �¡slo existuje a pre n = 1; 3; 4 neexistuje. V¨imnime si teraz, ak� zvy¨ky po delen¡trin stimi d vaj£ jednotliv� mocniny 1, 10, 102, 103, 104, : : : :�¡slo: 1 10 102 103 104 105 106 107 108 : : :jeho zvy¨ok: 1 10 9 12 3 4 1 10 9 : : :Vid¡me, �e zvy¨ok �¡sla 10n po delen¡ trin stimi z vis¡ len od toho, ak� je zvy¨ok �¡sla npo delen¡ ¨iestimi (tvrdenie sa �ahko dok �e matematickou indukciou):n je tvaru: 6k 6k + 1 6k + 2 6k + 3 6k + 4 6k + 5zvy¨ok �¡sla 10n: 1 10 9 12 3 4



52 45. ro�n¡k matematickej olympi dyS pomocou tejto tabu�ky n jdeme pr¡klady n-cifern�ch �¡sel s potrebnou vlastnos�oupre ka�d� prirodzen� n = 5:po�et ci�er �¡slo rovn� d va rovnak� zvy¨ok ako6k (k = 1) 100 : : : 01101 106k�1 + 1101 4 + 12 + 9 + 1 = 266k + 1 (k = 1) 200 : : : 011 2 � 106k + 11 2 � 1 + 11 = 136k + 2 (k = 0) 100 : : : 03 106k+1 + 3 10 + 3 = 136k + 3 (k = 1) 100 : : : 0101001 106k+2 + 101001 9 + 4+ 12 + 1 = 266k + 4 (k = 1) 100 : : : 010011 106k+3 + 10011 12 + 3 + 11 = 266k + 5 (k = 0) 100 : : : 01011 106k+4 + 1011 3 + 12 + 11 = 26Odpove�: n = 2; n = 5. A { II { 2Uk �me, �e F le�¡ na BC. Nech j<)FBAj = �. Potom j<)FBS2j = 90� � � (obr. 23).�alej j<)BFS2j = 90� � �. Z trojuholn¡ka FBS2 potom j<)BS2F j = 2�) j<)AS1F j == 180� � 2�. Z vety o obvodovom a stredovom uhle j<)ACF j = 90� � �. Z tohonapokon j<)FCDj = �. Uhly j<)FCDj = j<)FBAj = � s£ striedav�, a preto F 2 BC.Toto tvrdenie (F 2 BC) mo�no dok za� aj pomocou rovno�ahlosti kru�n¡c k1; k2 pod�astredu F .
B ACFDE S2 S12�� � k1k2"Obr. 23�alej vieme, �e trojuholn¡k ABC je pravouhl� s prav�m uhlom pri vrchole A. Stredkru�nice op¡sanej trojuholn¡ku ABC le�¡ potom na BC. Preto dokazovan� tvrdeniezo zadania plat¡, pr ve ke� stred kru�nice op¡sanej trojuholn¡ku ADE le�¡ na BC.Ke��e DE je strana trojuholn¡ka ADE a priamka S2B je osou tejto strany, potomvzh�adom na to, �e bod B le�¡ na priese�n¡ku BS2 a BC, mus¡ by� pr ve on stredomkru�nice op¡sanej trojuholn¡ku ADE. Preto na d�kaz zadan�ho tvrdenia sta�¡ dok za�jBEj = jBDj = jBAj.Rovnos� jBEj = jBDj je zrejm . Teraz spo�¡tajme jBAj (obr. 24). (�vahy, ktor� tuprev dzame s£ pre pr¡pad na obr zku (2r1 > r2), v opa�nom pr¡pade sa vykonaj£ £plneanalogicky.) jBAj =p(r1 + r2)2 � (r2 � r1)2 = p4r1r2 = 2pr1r2:E¨te spo�¡tajme jBDj (obr. 25).jTDj2 = r22 � (2r1 � r2)2;
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r2 r1r1 + r2#Obr. 24 BT DE r2r2 r22r1 � r2$Obr. 25jBDj2 = jTDj2 + jTBj2 = r22 � (2r1 � r2)2 + (2r1)2 = 4r1r2; jBDj = 2pr1r2:Dostali sme rovnos� jBDj = jBAj, teda B je stredom kru�nice op¡sanej trojuholn¡kuADE, a preto v¨etky tri stredy kru�n¡c le�ia na priamke BC.

A B
COS TZ%Obr. 26

A { II { 3Ozna�me S stred £se�ky AB, k kru�nicu op¡san£ troju-holn¡ku ABC, Z priese�n¡k priamky CS s k (Z =�=� C) (obr. 26). Preto�e OT ? CZ, je T stredomtetivy CZ, naviac jSCj = 3 � jST j (�a�isko), tak�ejSZj = jST j. Dvojak�m vyjadren¡m mocnosti bodu Sku kru�nici k (mo�no pou�i� aj podobnos� trojuholn¡-kov AZS a CBS) m mejSAj � jSBj = jSZj � jSCj;alebo jSAj2 = 13 jSCj�jSCj, �i�e jSCj = p3jSAj. Bod Cle�¡ teda na kru�nici k1(S;p3jSAj).Naopak, ozna�me A0; B0 priese�n¡ky priamky AB s kru�nicou k1, E;F priese�-n¡ky osi £se�ky AB s kru�nicou k1, a nech C je �ubovo�n� bod kru�nice k1 r�znyod A0; B0; E; F . Potom z mocnosti bodu S ku kru�nici k (op�� mo�no £spe¨ne pou�i�aj podobnos� trojuholn¡kov) vypl�vajSZj = jSAj2jSCj = jSAjp3 = jSCj3 = jST j;teda T je stred tetivy CZ, a preto bu� O = T alebo OT ? CZ. Pr¡pad O = T m��enasta� len pre T z osi £se�ky AB, t.j. CS ? AB, �i�e C 2 fE;Fg, �o sme v¨ak vyl£�ili.Vzniknut� trojuholn¡k ABC teda vyhovuje podmienkam £lohy.Odpove�: H�adan� geometrick� miesto bodov je kru�nica k1 (S;p3jSAj) bez bodovA0; B0; E; F .



54 45. ro�n¡k matematickej olympi dyA { II { 4Rozdelenie nemohlo op�� dopadn£� dobre. Postupujme sporom. Ozna�me po�et n �el-n¡kov v prvom v�bere k a v druhom l. Nech k 6= l a nech obe rozdelenia dopadlidobre. Bez ujmy na v¨eobecnosti predpokladajme, �e l > k (inak v�bery vymen¡me,zrejme na ich porad¡ nez le�¡). Ke��e druh�kr t bolo dru�¡n viac, musia (z Dirichletovhoprinc¡pu) existova� aspo¤ dvaja n �eln¡ci tohto v�beru, ktor¡ boli v prvom v�bere v jed-nej dru�ine (ozna�me t£to dru�inu M). Ani jeden z nich nemohol by� n �eln¡kom M ,inak by museli by� kamar ti a druh� rozdelenie by potom nemohlo vyjs� dobre. Potomale maj£ obaja spolo�n�ho kamar ta { n �eln¡ka dru�iny M , preto druh� rozdelenienemohlo vyjs� dobre ani v tomto pr¡pade. To je spor s predpokladom k 6= l.A { III { 1a) Postupujme sporom. Nech existuje tak� prirodzen� �¡slo k, �eG(k � 1) = G(k) = G(k + 1) = A:Potom zo zadania platia nasleduj£ce vz�ahyA =G(k + 1) = k + 1�G(G(k)) = k + 1�G(A);A = G(k) = k �G(G(k � 1)) = k �G(A):Z toho ale k + 1 = G(A) +A = k, �o je h�adan� spor, preto�e k + 1 6= k.Dok zali sme, �e neexistuje tak� k, pre ktor� G(k � 1) = G(k) = G(k + 1).b) Po kr tkom pozorovan¡ prv�ch �lenov postupnosti si m��eme v¨imn£�, �epre mal� n je rozdiel G(n) � G(n � 1) bu� 0 alebo 1. Toto tvrdenie (z ktor�ho u�jednoducho vypl�va tvrdenie b)) pre ka�d� prirodzen� �¡slo n dok �eme matematickouindukciou.1� Pre n = 1 plat¡ zo zadania G(0) = 0, G(1) = 1�G(G(0)) = 1, �i�e G(1)�G(0) == 1, tvrdenie plat¡.2� Nech G(k)�G(k � 1) 2 f0; 1g pre ka�d� prirodzen� k 5 n. Odtia� predov¨etk�mvypl�va, �e 0 5 G(k) 5 k pre ka�d� k 5 n, preto�e G(0) = 0. �alej G(n+ 1)�G(n) == 1+G(G(n� 1))�G(G(n)). Ak G(n� 1) = G(n), potom aj G(G(n� 1)) = G(G(n)),a teda G(n + 1) �G(n) = 1. V opa�nom pr¡pade G(n) = G(n � 1) + 1, z �oho potomG(G(n � 1)) � G(G(n)) = G(a) � G(a + 1), kde a = G(n � 1) je nez porn� cel� �¡sloneprevy¨uj£ce n�1, preto m��eme op�� pou�i� induk�n� predpoklad, t.j. G(a)�G(a++ 1) 2 f�1; 0g. To znamen , �e G(n+ 1)�G(n) = 1 +G(a) �G(a+ 1) 2 f0; 1g. T�msme d�kaz indukciou a z rove¤ d�kaz tvrdenia zo zadania ukon�ili.A { III { 2Nech V je pevn� vn£torn� bod trojuholn¡ka PQR. Steny ABD, BCD a CAD (zatia�nezn meho) ¨tvorstena ABCD sklop¡me do roviny ABC. Tak dostaneme sie� tohto



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 55¨tvorstena, ohrani�en£ lomenou �iarou AD1BD2CD3A. Na¨ou £lohou je ur�i� bod Dtak, aby trojuholn¡kD1D2D3 bol ostrouhl�, obsahoval4ABC a aby bod V bol stredomjemu op¡sanej kru�nice. Plat¡ toti� tvrdenie: Ak je S stred kru�nice op¡sanej ostrouhl�mutrojuholn¡ku KLM , potom pre ka�d� jeho bod X 6= S plat¡minfjXKj; jXLj; jXM jg < jSKj (= jSLj = jSM j) :(To vypl�va z toho, �e cel� trojuholn¡k KLM je pokryt� tromi kruhov�mi v�sekmiso stredmi K, L, M a polomerom jSKj, ka�d� bod X 6= S le�¡ vn£tri jedn�ho z nich.)Potrebujeme dosiahnu�, aby priamka AV bola osou £se�ky D1D3, priamka BVosou D2D1 a priamka CV osou D3D2. Mus¡ teda plati�j<)D1D2D3j = � � j<)BVCj; j<)D2D3D1j = � � j<)CVAj; j<)D3D1D2j = � � j<)AVBj :V�aka tomu, �e V 2 4PQR, s£ uhly BVC, CVA a AVB tup� (uv �me T lesovekru�nice s priemermi BC, CA a AB) a vn£torn� uhly h�adan�ho trojuholn¡ka D1D2D3s£ zn me a ostr�. M��eme teda zostroji� �ubovo�n� trojuholn¡k D01D02D03 podobn�nezn memu trojuholn¡ku D1D2D3, ozna�i� V 0 stred jemu op¡sanej kru�nice a na trochpolpriamkach s po�iatkom V 0, ktor� prech dzaj£ stredmi str n D03D01, D01D02 a D02D03,vybra� (dostato�ne bl¡zko k bodu V 0) po rade body A0, B0 a C 0 tak, aby 4A0B0C 0 �� 4ABC. Potom lomen  �iara A0D01B0D02C 0D03A0 ohrani�uje sie� niektor�ho ¨tvorstenaA0B0C 0D0, ktor� je podobn� s h�adan�m ¨tvorstenom ABCD.A { III { 3Ozna�me dan� podmno�iny A1, A2, : : : , A6. Tvrdenie dok �eme indukciou pod�apo�tu n prvkov mno�iny X. Za�neme s pr¡padom n = 6. (Ak m  mno�ina X menejako 6 prvkov, dopln¡me ju na ¨es�prvkov£ pridan¡m nov�ch prvkov, ktor� nezmeniamno�iny Ai.) Preto�e �63� = 20 > 2 � 6, existuje trojprvkov  mno�ina Y � X, ktor  sanerovn  ani �iadnej mno�ine Ai, ani �iadnemu doplnku X n Ai. Ak ofarb¡me prvky Yjednou a prvky X n Y druhou farbou, dostaneme spr vne (h�adan�) ofarbenie.Teraz predpokladajme, �e mno�ina X m  aspo¤ 7 prvkov. Potom existuje dvojicar�znych prvkov u; v 2 X, ktor� nele�ia spolu v �iadnej mno�ine Ai. (Dvoj¡c prvkov,ktor� le�ia spolu v niektorej mno�ine Ai je toti� najviac 6 � �32� = 18, k�m v¨etk�chdvoj¡c prvkov z X je aspo¤ �72� = 21.) Teraz zlep¡me dvojicu prvkov u, v do jedn�honov�ho prvku w. In�mi slovami, pokia� mno�inaAi obsahuje prvok u alebo v, nahrad¡meho prvkom w. Dostaneme op�� ¨es� trojprvkov�ch podmno�¡n mno�iny X 0, ktor  m o jeden prvok menej ako p�vodn  mno�ina X. Prvky mno�iny X 0 m��eme pod�ainduk�n�ho predpokladu spr vne ofarbi�; ak d me prvkom u, v farbu prvku w a farbyostatn�ch prvkov v X 0 zachov me, dostaneme spr vne ofarbenie mno�iny X.A { III { 4Trojuholn¡ky ALK a BYL s£ podobn�, preto�e j<)LAKj = j<) YBLj (jCAj = jCBj)a jKAjjLAj = jLBjjY Bj (zo zadania).



56 45. ro�n¡k matematickej olympi dyOdtia� j<)ALKj = j<)BYLj (obr. 27). Analogicky z podobnosti trojuholn¡kov ALXa BML dost vame j<)AXLj = j<)MLBj. Ke��e v¨ak body M;L a K le�ia na priamke,plat¡ tie� j<)MLBj = j<)ALKj. Potom j<)LYBj = j<)ALKj = j<)BLM j = j<)AXLj.Teraz j<)XLY j = j<)XLBj+ j<)BLY j == (j<)XALj+ j<)AXLj) + j<)ABM j � j<)LYBj = 2 � j<)ABCj:
ABC KLMX

Y'Obr. 27
Z toho u� vypl�va kon¨trukcia:1. obl£k XDY , v polrovine ���!XYA,j<)XDY j = 2 � j<)ABCj,2. L; L 2 k \AB,3. <)BLM ; M 2 BC,j<)BLM j = j<)AXLj,4. K; K 2 LM \ �!CA.Spr vnos� kon¨trukcie vypl�va z rozboru.�loha m  v�dy pr ve jedno rie¨enie.A { III { 5Z dan�ho vz�ahu b) pre x = y vypl�va f(x2) = f(x � x) = (k +2) � f(x). Dvojn sobnouaplik ciou predo¨l�ho vz�ahu dostanemef(x4) = f(x2 � x2) = (k + 2) � f(x2) = (k + 2)2 � f(x):In�m postupom v¨ak dostanemef(x4) = f(x � x3) = f(x) + f(x3) + k � f(x) = (k + 1) � f(x) + f(x � x2) == (k + 1) � f(x) + f(x) + f(x2) + k � f(x) = (2k + 2) � f(x) + f(x2) = (3k + 4) � f(x):Teraz sta�¡ n js� �ubovo�n� x, pre ktor� je f(x) r�zne od 0, teda napr¡klad pod�a zadaniax = 1995. Potom porovnan¡m predch dzaj£cich dvoch vz�ahov dostaneme podmienku(k + 2)2 � f(1995) = f(19954) = (3k + 4) � f(1995);(k + 2)2 = (3k + 4);k 2 f0;�1g:Pre k = �1 dost vame funkcion lnu rovnicu z £lohy A{I{5. Vieme, �e jej v¨eobecn�mrie¨en¡m je pre x = p�11 : : : p�nn funkciaf(x) = f(p1) + : : :+ f(pn) � (n� 1)f(1):Podmienku a) £lohy mo�no splni� napr¡klad vo�bou f(5) = 1996; f(p) = 0, pre v¨etkyprvo�¡sla p r�zne od 5 a f(1) = 0.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 57Pre k = 0 dost vame funkcion lnu rovnicu f(x � y) = f(x) + f(y). Jej v¨eobecn�mrie¨en¡m je pre x = p�11 : : : p�nn funkciaf(x) = �1 � f(p1) + : : :+ �n � f(pn);a f(1) = 0, kde f(pi) s£ �ubovo�n�. Op�� sta�¡ zvoli� f(1) a f(pi) = 0 ako vy¨¨ie.A { III { 6Dok �eme, �e ak s£ kru�nice op¡san� trojuholn¡kom AKM , BLK a CML zhodn�,potom je trojuholn¡k ABC rovnostrann�. Ozna�me strany a uhly trojuholn¡ka ABCobvykl�m sp�sobom. Z rovnost¡jKLj = 2R sin� ; jLM j = 2R sin  ; jMKj = 2R sin� ;kde R je spolo�n� polomer troch op¡san�ch kru�n¡c, vypl�vajKLj : jLM j : jMKj = sin� : sin  : sin� ;tak�e 4ABC � 4LMK. Preto plat¡jKLj = � � b ; jLM j = � � c ; jMKj = � � a ;pritom koe�cient podobnosti � zist¡me £vahou o obsahoch trojuholn¡kov: z rovnost¡SAKM = SBLK = SCML = 29 � SABCvypl�va, �e SKLM = 13 �SABC, tak�e �2 = 13. Teraz zap¡¨eme kos¡nusov� vety pre troju-holn¡ky ABC a AKM : a2 = b2 + c2 � 2bc � cos�;13a2 = �2b3 �2 + � c3�2 � 2 � 2b3 � c3 � cos�:Ak od�¡tame od dev��n sobku druhej rovnosti dvojn sobok prvej, vyl£�ime cos� a do-staneme rovnos� a2 = 2b2 � c2. Z �al¨¡ch dvoj¡c kos¡nusov�ch viet sa £plne rovnakoodvodia rovnosti b2 = 2c2 � a2 a c2 = 2a2 � b2, tak�e spolu a = b = c.Preto s£ zrejme aj trojuholn¡ky AKM;BLK a CMA zhodn� a maj£ zhodn� ajvp¡san� kru�nice.



Zadania s£�a�n�ch £lohKateg¢ria PP { I { 1U�ebn� text.Trojuholn¡kov  sie� sa sklad  z rovnostrann�ch trojuholn¡kov s jednotkovou ve�kos-�ou. S£radnicov£ s£stavu si trochu pozmen¡me: x-ov  os je orientovan  rovnako, ako smezvyknut¡ z kartezi nskej s£stavy; y-ov  os zviera s x-ovou 60 stup¤ov� uhol. Napr¡kladvrcholy jedn�ho z jednotkov�ch trojuholn¡kov maj£ s£radnice (0; 0), (1; 0), (0; 1).V tejto sieti zad me N-uholn¡k { jeho vrcholy le�ia vo vrcholoch siete, s£ navz jomr�zne, pri�om ka�d� dva susedn� vrcholy v N-uholn¡ku maj£ jednotkov£ vzdialenos�.N-uholn¡k je zadan� na vstupe tak, �e prv� riadok vstupu obsahuje �¡slo N a �al¨¡chNriadkov obsahuje s£radnice vrcholov, pri�om tieto s£ zad van� zaradom po obvode.S£�a�n  £loha:Nap¡¨te a odla�te program, ktor�a) vykresl¡ tento N-uholn¡k na obrazovke,b) vyp¡¨e spr vu o tom, �i je konvexn� alebo nie (N-uholn¡k je konvexn�, ak £se�kysp jaj£ce �ubovo�n� dva vrcholy le�ia vo vn£tri, resp. na hranici N-uholn¡ka.).Pozn mka: Minimalizujte pam��ov£ a �asov£ zlo�itos� algoritmu. M��ete predpo-klada�, �e vstup je zadan� korektne. P { I { 2Pre dan£ kon¨tantu N (N je prvo�¡slo, napr. 991) m me vyhraden� N-prvkov� celo�¡-seln� pole P s indexmi 0 a� N � 1 (na za�iatku je inicializovan� na nuly). Do tohotopo�a budeme postupne zara�ova� L celo�¡seln�ch hodn�t (navz jom r�znych a r�znychod nuly), kde 2 < L < N , pomocou proced£ry zarad:procedure zarad(X:integer);var i:integer;begini := (x div 10 + x mod 10) mod N;while P[i] <> 0 doi := (i+7) mod N;P[i] := x;end;T to proced£ra najprv zo zara�ovanej hodnoty X vypo�¡ta predpokladan£ hodnotuindexu do po�a, a ak je tento prvok u� obsaden� (je tam nenulov  hodnota), postupneh�ad  najbli�¨iu vo�n£ poz¡ciu v poli (pole je pritom "zacyklen�\ { za posledn�m (N�1)-v�m prvkom nasleduje nult�). Ak pri h�adan¡ vo�n�ho miesta treba postupne prezera�



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 59nasleduj£ce prvky, budeme to naz�va� kol¡ziou a budeme po�¡ta� po�et t�chto kol¡zi¡.Po�et kol¡zi¡ pri zara�ovan¡ j-tej hodnoty budeme ozna�ova�K[j] (K[j] bude teda rovn�po�tu prechodov cyklom while pri zara�ovan¡ j-tej hodnoty), celkov� po�et kol¡zi¡budeme ozna�ova� CK .S£�a�n  £loha:N jdite algoritmus, ktor� pre dan� tri �¡sla L,G a CK n jde tak£ vstupn£ postupnos�hodn�t H (d��ky L), aby celkov� po�et kol¡zi¡ pre t£to postupnos� bol CK a posledn hodnota bola H[L] = G, pr¡padne zist¡, �e tak to postupnos� neexistuje.P { I { 3Majme kresliace zariadenie schopn� kresli� r�zne obr zky. Ich popis v¨ak mus¡ by�v ¨peci lnom tvare (zadan� ako znakov� re�azec):� je to postupnos� parametrov uzavret  v '[` a ']` z tvork ch;� parametrom je bu� �¡slo alebo op�� postupnos� parametrov;� postupnos� parametrov je v�dy p rnej d��ky, na nep rnych poz¡ci ch je v�dy �¡slo.T£to postupnos� bude kresliace zariadenie interpretova� nasledovne:� ak je postupnos� pr zdna, tak sa nekresl¡ ni�;� ak je nepr zdna, zrejme prv� parameter (P1) je �¡slo a druh� (P2) je bu� �¡slo, aleboop�� postupnos� parametrov:{ ak je P2 �¡slo, tak kresliace pero prejde (so spusten�m perom) v moment lnomsmere nato�enia vzdialenos� P1 (v¨imnite si, �e P1 m��e by� aj z porn�, potomsa kresliace pero posunie a dan£ vzdialenos� v opa�nom smere) a potom sa oto�¡o uhol P2 vpravo (uhol je zadan� v stup¤och);{ ak je P2 postupnos�, tak kresliace zariadenie P1-kr t zopakuje postupnos� P2.Kresliace pero je st le nato�en� nejak�m smerom (na za�iatku algoritmu na sever)a pod�a parametrov postupnosti bu� men¡ toto nato�enie, alebo sa v aktu lnom smerepohybuje dopredu alebo dozadu (kresl¡ �iaru) pod�a toho, �i je t to vzdialenos� kladn alebo z porn .Napr¡klad postupnos� '[4[100 90]]` nakresl¡ ¨tvorec so stranou 100. (V¨imnite si,�e �¡seln� parametre s£ oddelen� medzerou.)S£�a�n  £loha:Nap¡¨te a odla�te program, ktor� na�¡ta vstupn£ postupnos� (v tvare znakov�hore�azca) a zinterpretuje ju na gra�ckej ploche obrazovky. M��ete predpoklada�, �evstupn  postupnos� je zadan  korektne, obsahuje len celo�¡seln� hodnoty a �e re�azecnie je dlh¨¡ ako 255 znakov. P { I { 4U�ebn� text.Abecedou naz�vame �ubovo�n£ kone�n£ nepr zdnu mno�inu. Prvky tejto mno�inynaz�vame znaky. Kone�n£ postupnos� znakov z nejakej abecedy naz�vame slovom.Znaky ozna�ujeme p¡smenami zo za�iatku abecedy (a; b; c; : : : ), slov  p¡smenami z koncaabecedy (u; v;w; : : : ) a abecedy ve�k�mi p¡smenami gr�ckej abecedy (�;�; : : : ).



60 45. ro�n¡k matematickej olympi dyPod d��kou slova w rozumieme po�et znakov, z ktor�ch sa sklad , ozna�ujeme jwj.Pod zre�azen¡m slov v = a1a2 : : : an a u = b1b2 : : : bm rozumieme slovo v � u == a1a2 : : : anb1b2 : : : bm. Mno�inu v¨etk�ch slov, ktor� sa daj£ utvori� zo znakov abece-dy � ozna�ujeme ��. T to mno�ina obsahuje aj pr zdne slovo, t.j. slovo nulovej d��ky,ktor� ozna�ujeme ".Pravidlom nad abecedou � naz�vame usporiadan£ dvojicu (a; v), kde a 2 � a v 2 ��.Pravidlo zapisujeme v tvare a! v.Deterministick� Lindermayerov syst�m bez interakcie (D0L syst�m) je usporiadan trojica (�; P;w), kde� � je abeceda,� P je mno�ina pravidiel, ktor  pre ka�d� znak a 2 � obsahuje pr ve jedno pravidlonad abecedou � tvaru a! u,� w je slovo zo �, ktor� naz�vame axi¢ma.Tak�to D0L syst�m produkuje postupnos� slov w1; w2; w3; : : : , ktor  za�¡na axi¢-mou a pokra�uje v�dy slovom, ktor� dostaneme z predch dzaj£ceho slova s£�asn�mnahraden¡m v¨etk�ch znakov za slov  pod�a pravidiel. Tak�e1. w1 = w,2. ak wi = a1a2 : : : an, tak wi+1 = u1�u2� : : :�un, kde aj ! uj 2 P pre j = 1; 2; : : : ; n.Uvedomme si, �e pre ka�d� znak m me pr ve jedno pravidlo, a teda pr ve jednoslovo, ktor�m budeme tento znak nahr dza�. Postupnos� produkovan  D0L syst�momje teda jednozna�ne ur�en .Rastovou funkciou D0L syst�mu naz�vame tak£ funkciu f : N! N0 (N = f1; 2; : : : g,N0 = f0; 1; 2; : : : g), ktor  pre poradie slova postupnosti produkovanej D0L syst�momud va d��ku tohoto slova. Presnej¨ie f(i) = jwij.Pr¡klad:� fa; bg je abeceda obsahuj£ca dva znaky: a a b.� D��ka slova aabab je 5.� Zre�azen¡m slov ab a aab je slovo ab � aab = abaab.� Nad touto abecedou m��eme vytvori� nekone�ne ve�a slov: ", a, b, aa, ab, bb, aaa, : : :� Pravidlom je napr¡klad a! aa.� D0L syst�mom je napr¡klad (fa; bg; fa! aa; b! abg; ab).� Postupnos� produkovan  t�mto syst�mom jeab; aaab; aaaaaaab; aaaaaaaaaaaaaaab; : : :(Ke� slovo obsahuje viac rovnak�ch p¡smen za sebou, m��eme nahradi� tieto p¡smen jedn�m p¡smenom, pri ktorom uvedieme po�et p¡smen, ktor� zastupuje. Skr tenem��eme teda p¡sa� postupnos� tohoto D0L syst�mu: ab, a3b, a7b, a15b, : : : ).� Rastov  funkcia tohoto D0L syst�mu je f(n) = 2n.Pozn mka: Pri kon¨trukcii D0L syst�mu uprednost¤ujeme tak� syst�my, ktor� maj£�o najmen¨¡ po�et pravidiel.



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 61S£�a�n  £loha:Skon¨truujte D0L syst�m, ktor�ho rastov  funkcia jea) f(n) = 4,b) f(n) = n,c) f(n) = 3 � n+ 2,d) f(n) = n2,e) f(n) = k � n3, kde k je �ubovo�n� prirodzen� �¡slo.P { II { 1U�ebn� text pozri £loha P { I { 1, strana 58.S£�a�n  £loha:Nap¡¨te program, ktor� vypo�¡ta obsah N-uholn¡ka v jednotkov�ch trojuholn¡koch.P { II { 2Pre dan£ kon¨tantu N (N je prvo�¡slo, napr. 991) m me vyhraden� N-prvkov� celo�¡-seln� pole P s indexmi 0 a� N � 1. V tomto poli m me ulo�en�ch M r�znych kladn�ch�¡sel (M < N). Neobsaden� prvky po�a s£ inicializovan� na nuly.Prvky s£ v poli P ulo�en� tak, aby bolo mo�n� pou�i� funkciu vyhladaj na zistenie,kde v poli sa nach dza prvok X (funkcia vr ti polohu prvku X v poli P , ak sa X v polinach dza, v opa�nom pr¡pade vr ti hodnotu �1):function vyhladaj(X:integer):integer;var i:integer;begini:=(X div 10 + X mod 10) mod N;while P[i]>X doi:=(i+7) mod N;if P[i]=X then vyhladaj:=ielse vyhladaj:=-1;end;int vyhladaj(int X) fint i;i=(X/10 + X while(P[i]>X) i=(i+7) if(P[i]==X) return(i);else return(-1); gS£�a�n  £loha:a) Nap¡¨te, ako musia by� prvky ulo�en� v poli P , aby bolo mo�n� na ich vyh�ad vaniepou�i� funkciu vyhladaj.b) Nap¡¨te �o najefekt¡vnej¨iu proced£ru zarad, pomocou ktorej mo�no zaradi�prvok X do po�a P , aby mohla by� na vyh�ad vanie pou�it  funkcia vyhladaj(predpokladajte, �e pred pou�it¡m proced£ry zarad boli prvky v poli P taktousporiadan� a �e prvok X sa v poli P e¨te nenach dza).



62 45. ro�n¡k matematickej olympi dyP { II { 3Majme kresliace zariadenie pop¡san� v £lohe P { I { 3, strana 59.Star¨ie kresliace zariadenia obvykle maj£ rozsynchronizovan� ovl dacie obvody.Preto sa st va, �e �asto vykreslia namiesto �iary d��ky P �iaru d��ky P +1 alebo P �1.Preto pero obvykle skon�¡ na inom mieste, ako malo skon�i� pod�a zadanej postupnosti.S£�a�n  £loha:N jdite a dok �te algoritmus, ktor� pre dan£ vstupn£ postupnos� (v tvare znakov�hore�azca) ur�¡, ako naj�alej m��e pero star¨ieho kresliaceho zariadenia skon�i� od miesta,kde malo skon�i� pod�a zadanej postupnosti.P { II { 4U�ebn� text pozri £loha P { I { 4, strana 59.Skon¨truujte D0L syst�m (alebo dok �te, �e to nie je mo�n�) s rastovou funkciou:a) f(n) = nn,b) f(n) = n2 � 2n. P { III { 1U�ebn� text pozri £loha P { I { 1, strana 58.S£�a�n  £loha:Na vstupe s£ zadan� M a N-uholn¡k. Nap¡¨te program, ktor� vypo�¡ta obsah ichprieniku v jednotkov�ch trojuholn¡koch.P { III { 2Pre dan£ kon¨tantu N (N je prvo�¡slo v��¨ie ako 10, napr. 991) m me vyhraden� N-prvkov� celo�¡seln� pole P s indexmi 0 a� N � 1 (na za�iatku je inicializovan� na nuly).Do tohoto po�a budeme postupne zara�ova� r�zne kladn� celo�¡seln� hodnoty pomocouproced£ry zarad:procedure zarad(x:integer);var i:integer;begini := x mod N;while P[i] <> 0 doif P[i]>x theni := (i+7) mod Nelsei := (i+3) mod N;P[i] := x;end;



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 63void zarad(int x) fint i;i = x while (P[i]!=0)if (P[i]>x) i = (i+7) else i = (i+3)P[i] = x; gS£�a�n  £loha:a) Nap¡¨te �o najefekt¡vnej¨iu funkciu vyhladaj s jedn�m celo�¡seln�m paramet-rom x, ktor  zist¡, �i sa prvok x nach dza v poli P . Ak  no, vr ti hodnotu indexuprvku x v poli P , ak nie, vr ti hodnotu �1.b) Je proced£ra zarad v pr¡pade, �e je v poli P aspo¤ jedno vo�n� miesto (t.j. aspo¤jeden prvok s hodnotou 0), v�dy kone�n ? Odpove� dok �te.P { III { 3U�ebn� text pozri £loha P { I { 4, strana 59.a) Skon¨truujte D0L syst�m s najviac dvoma pravidlami, ktor�ho rastov  funkcia jef(n) = n2, alebo dok �te, �e to nie je mo�n�.b) Zostrojte D0L syst�m s rastovou funkciou blogk+1(n + 1)c + 1, kde k je po�etsymbolov abecedy, alebo dok �te, �e to nie je mo�n�.P { III { 4V meste s£ verejn� priestranstv  osvetlen� N pouli�n�mi lampami. Ka�d  z l mp m jednozna�ne priraden� �¡slo od 0 poN�1. Na zap¡nanie a vyp¡nanie verejn�ho osvetleniasl£�i v riadiacom stredisku verejn�ho osvetlenia M prep¡na�ov. Aby t�chto prep¡na�ovnebolo ve�a, ka�d� z prep¡na�ov prepne naraz nieko�ko l mp (prepn£� lampu znamen zapn£� ju ke� nesvieti a vypn£� ke� svieti). Presnej¨ie, prep¡na� �¡slo i prepne v¨etkylampy s �¡slami ai : : : bi (to znamen  prepne lampy s �¡slami z dan�ho intervalu). M��etepredpoklada�, �e M < 100, N < 100.S£�a�n  £loha:Nap¡¨te program, ktor� zist¡, �i pomocou prep¡na�ov v riadiacom stredisku mo�nozapn£� v¨etky lampy, ak predpoklad me, �e na za�iatku s£ v¨etky lampy vypnut�.Vstupn� s£bor.Vstupn� s£bor obsahuje nieko�ko zadan¡. Prv� riadok s£boru obsahuje po�et zadan¡v s£bore. Pre ka�d� zadanie vstupn� s£bor obsahuje blok £dajov takto: v prvomriadku bloku sa nach dzaj£ �¡sla N a M , kde N je po�et l mp v meste a M je po�etprep¡na�ov v riadiacom stredisku. �al¨¡chM riadkov obsahuje pre jednotliv� prep¡na�ev�dy dvojicu �¡sel ai,bi (pre ka�d� vyp¡na� interval �¡sel l mp, ktor� sa pomocou nehoprepn£). Jednotliv� bloky £dajov s£ oddelen� v�dy jedn�m pr zdnym riadkom.V�stupn� s£bor.Pre ka�d� zadanie vo vstupnom s£bore v�stupn� s£bor obsahuje riadok z jednouz nasleduj£cich spr v:Mozno { ak mo�no rozsvieti� v¨etky lampy pomocou vyp¡na�ov v riadiacom stredisku,Nemozno { ak to nie je mo�n�.



64 45. ro�n¡k matematickej olympi dyP { III { 5V meste Manhatan sa v¨etky ulice tiahnu bu� zo severu na juh, alebo z v�choduna z pad (predpokladajte, �e sa ulice tiahnu oboma smermi dostato�ne �aleko). Na prie-se�n¡ku ka�d�ch dvoch ul¡c je kri�ovatka.Ka�d£ kri�ovatku si o�¡slujeme dvojicou �¡sel (i; j), �o znamen , �e kri�ovatka le�¡na i-tej v�chodoz padnej ulici zo severu a na j-tej severoju�nej ulici zo z padu. Kri-�ovatky s£ teda o�¡slovan� od (1; 1) do (M;N), kde M je po�et v�chodoz padn�chul¡c a N je po�et severoju�n�ch ul¡c. M��ete predpoklada�, �e M < 100, N < 100.Na niektor�ch kri�ovatk ch sa pracuje na oprave ciest, preto cez ne nie je mo�n� prejs�.Na kri�ovatk ch (1; 1) a (M;N) sa nepracuje.Arp d v�dy r no vych dza z kri�ovatky (1; 1) a potrebuje sa dosta� do �rmy, ktor sa nach dza na opa�nom konci mesta, tzn. na kri�ovatke (M;N).S£�a�n  £loha:Nap¡¨te program, ktor� zist¡, ko�k�mi cestami sa m��e Arp d dosta� do �rmy, pri�omna svojej ceste sa m��e v�dy pohybova� len smerom na juh alebo na v�chod a vyp¡¨enajmen¨¡ po�et kri�ovatiek, cez ktor� sa m��e takouto cestou do �rmy dosta� (vr tane(1; 1) a (M;N)).Vstupn� s£bor.Vstupn� s£bor obsahuje nieko�ko zadan¡, prv� riadok vstupn�ho s£boru obsahuje ichpo�et. Pre ka�d� zadanie obsahuje vstupn� s£bor blok d t. Na prvom riadku ka�d�hobloku sa nach dzaj£ �¡slaM a N , kde M je po�et v�chodoz padn�ch ul¡c a N je po�etseveroju�n�ch ul¡c. Na �al¨om riadku sa nach dza �¡slo K { po�et kri�ovatiek v meste,na ktor�ch sa opravuj£ cesty a na ka�dom z nasleduj£cich K riadkov sa nach dzaj£v�dy dve �¡sla, ktor� ur�uj£ polohu kri�ovatky, na ktorej sa pracuje. Bloky £dajov s£oddelen� v�dy jedn�m pr zdnym riadkom.V�stupn� s£bor.Pre ka�d� zadanie vo vstupnom s£bore v�stupn� s£bor obsahuje riadok{ s �¡slami A a B, kde A je po�et r�znych ciest a B je po�et kri�ovatiek naj-krat¨ej z nich (vr tane (1; 1) a (M;N)) v pr¡pade, �e existuje aspo¤ jedna cestapo�adovan�ho typu;{ s hl ¨kou "Cesta neexistuje\, ak neexistuje cesta po�adovan�ho typu.



Rie¨enia s£�a�n�ch £lohKateg¢ria PP { I { 1a) Najprv si uk �me, ako prepo�¡ta� zadan� s£radnice do pravouhlej s£radnicovejs£stavy. Ozna�me (tx; ty) s£radnice v na¨ej trojuholn¡kovej s£stave a (kx; ky) s£radnicev pravouhlej s£radnicovej s£stave (obr. 28).txkx � txky ty60�)Obr. 28Z vlastnost¡ pravouhl�ho trojuholn¡ka na obr zku vypl�va:kyty = cos 30�; kx � txty = sin30�;a teda pre s£radnice (kx; ky) plat¡:ky = p32 ty; kx = 12 � ty + tx:Pre £�ely prepo�¡tania na s£radnice na obrazovke zavedieme nasleduj£ce premenn�:{ zv��¨enie k (po�et pixelov na obrazovke na jednotku d��ky),{ s£radnice za�iatku s£radnicovej s£stavy na obrazovke (ox; oy).Vo vzorovom rie¨en¡ je k kon¨tanta a ox, oy sa po�¡taj£ tak, aby bod (0; 0) le�alv strede obrazovky.Zhrnieme v�sledky predch dzaj£cich £vah. Bod zadan� v pravouhlej s£stave s£-radnicami (kx; ky) sa zobraz¡ na obrazovke na s£radnice (ox + k:kx; oy � k:ky). Akje bod zadan� v trojuholn¡kovej s£stave s£radnicami (tx; ty), potom jeho s£radnicev pravouhlej s£stave s£ ky = p32 ty, kx = 12 � ty + tx, a na obrazovke sa teda zobraz¡na s£radnice (ox + k:tx + k 12 � ty; oy � kp32 ty). Ak ozna�¡me jxx := k, jyx := 12k, jyy :== �p32 k dost vame, �e sa bod so s£radnicami (tx; ty) v trojuholn¡kovej s£stave zobraz¡na obrazovke na bod (ox + jxxtx + jyxty; oy + jyyty):



66 45. ro�n¡k matematickej olympi dyb) Ke��e v¨etky vrcholy n ¨ho N-uholn¡ka musia by� mre�ov� body a vzdialenos�nasleduj£ceho vrcholu od predch dzaj£ceho mus¡ by� v�dy 1, prich dzaj£ pre vrcholso s£radnicami (tx; ty) do £vahy ako nasleduj£ce len tieto vrcholy (zodpovedaj£cesmery, v ktor�ch vrcholy le�ia vzh�adom k (tx; ty) ozna�me od 0 po 5 v porad¡, v akom s£tu vyp¡san�): (tx; ty+1), (tx+1; ty), (tx+1; ty�1), (tx; ty�1), (tx�1; ty), (tx�1; ty+1).Nech sme do vrcholu (tx; ty) pri¨li zo smeru ss a odch dzame z neho v smere sn.Vid¡me, �e ak sn = ss, tak sme sa v bode neoto�ili, ak sn � ss +1 (mod 6) alebo sn �� ss + 2 (mod 6) tak sme sa oto�ili doprava, inak do�ava (pr¡pad sn � ss + 3 (mod 6)nem��e nasta�).Obch dzajme n ¨N-uholn¡k po obvode (t.j. v porad¡, v akom boli zadan� jeho body;poradie bodov m��e by� zadan� bu� v smere, alebo proti smeru hodinov�ch ru�i�iek)a sledujme, v akom smere sa ot �ame v jednotliv�ch vrcholoch (smer ot �ania je dan�men¨¡m z dvoch uhlov pri vrchole). Ak je n ¨ N-uholn¡k konvexn�, potom sa zrejmemus¡me ot �a� st le rovnak�m smerom a naopak, ak konvexn� nie je, mus¡me sa po�asobch�dzky oto�i� aspo¤ raz doprava a aspo¤ raz do�ava.T to jednoduch  £vaha n m d va z klad n ¨ho algoritmu. Obch dzame postupneN-uholn¡k, pri�om ak sa oto�¡me doprava, nastav¡me premenn£ doprava, ak sa oto�¡medo�ava, nastav¡me premenn£ dolava. Ak s£ na konci obidve premenn� nastaven�, N-uholn¡k nie je konvexn�, v opa�nom pr¡pade je konvexn�.�asov  aj pam��ov  zlo�itos� tohoto algoritmu je line rna (O(N)), spr vnos� vypl�vaz horeuvedenej £vahy. P { I { 2Zvy¨ok �¡sla A po delen¡ �¡slom B budeme ozna�ova� A MOD B. Ak m  existova�postupnos� hodn�t H[1]; : : : ;H[L], mus¡ predov¨etk�m plati�, �e L < N . �alej plat¡,�e ak do po�a zara�ujeme i-tu hodnotu, po�et kol¡zi¡ K[i] je najviac i� 1. (K[i] = i� 1vtedy, ke� d�jde ku kol¡zii so v¨etk�mi u� zaraden�mi prvkami). Z toho ale vypl�va, �eak CK > 0 + 1 + � � �+ (L� 1) = L(L�1)2 , postupnos� op�� neexistuje.Ozna�me a� b := (a+7b) MOD N . Vezmime teraz �ubovo�n� index nejak�ho prvkuv na¨om poli j. Potom ak prech dzame prvkami j � 1; j � 2; : : : ; j �N , tak prejdemeka�d�m prvkom n ¨ho po�a pr ve raz (preto�e N je prvo�¡slo).Ak m me v poli obsaden�ch k prvkov s indexmi j0; j0�1; j0�2; : : : ; j0� (k�1), takpre �ubovo�n� K[k+1], kde K[k+1] 2 f0; 1; : : : ; kg, vieme n js� vhodn� prvok H[k+1]tak�, �e sa zarad¡ do po�a na index j0 � k. Ozna�me si ik+1 := (H[k + 1] DIV 10 ++H[k+1] MOD 10) MOD N (pozri proced£ru Zarad), prv� index vypo�¡tan� pre pr-vok H[k + 1] v proced£re Zarad. Potom ak vezmemeik+1 = j0 � (k �K[k + 1]);tak sa n m prvok H[k + 1] zarad¡ na poz¡ciu j0 � k.Pre ka�d� po�iato�n� index j0 a postupnos� K (K[i] 5 i � 1, i = 1; 2; : : : ; L) tedavieme t�mto sp�sobom n js� pr¡slu¨n£ postupnos� prv�ch indexov j0 = i1; i2; : : : ; iL.Postupnos� K v¨ak nie je zadan , pozn me iba jej s£�et CK . Preto si ju m��emeur�i� �ubovo�ne, pokia� mo�no �o najjednoduch¨ie. Polo�me napr¡klad K[i] := i � 1



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 67pre i = 1; 2; : : : ;m a ak m 6= L K[m + 1] := CK � m(m�1)2 a K[i] := 0 pre i = m ++2; : : : ; L, pri�omm vezmeme najv��¨ie tak�, �e m(m�1)2 5 CK . Rie¨en¡m kvadratickejrovnice �ahko zist¡me, �e m = b1 +p1 + 8 � CK2 c.�alej treba vyrie¨i� probl�m, ako zvoli� j0 tak, aby sa pri vy¨¨ie op¡sanej vo�bepostupnosti K prv� index posledn�ho prvku postupnosti H n jden� pomocou vz�ahuiL = j0 � (L � 1 � K[L]) skuto�ne rovnal hodnote vypo�¡tanej v proced£re Zarad((H[L] DIV 10+H[L] MOD 10) MOD N). Pre oper ciu � plat¡ a MOD N = (a�b)�� (�b), a teda ak iL = j0 � (L � 1�K[L]), potomj0 = i0 � (�(L� 1�K[L])):Zost va ur�i�, ako z hodnoty prv�ho indexu ij vypo�¡ta� hodnotu prvku postupnos-ti H[j]. Je zrejm�, �e ak bude ma� prvok hodnotu 10ij , ur�ite bude jeho index ij . Prvkypostupnosti H v¨ak maj£ by� nenulov� a navz jom r�zne. Preto k j-temu prvku e¨tepripo�¡tame �¡slo jN . Ak by sa takto vypo�¡tan  hodnota n hodou rovnala �¡slu G,od�¡tame od nej �¡slo 9 (t�m p dom bude H[j] MOD 10 = 1, ale hodnota H[j] DIV 10klesne o 1, tak�e s£�et sa zachov ).Zhr¤me predch dzaj£ce £vahy do funkcie Prvok (i; j), ktor  pre dan� prv� index ia poradov� �¡slo j ur�¡ hodnotu H[j].Funkcia Prvok (i; j):Ak j = L vr � G, inak� ak 10i+ jN = G vr � 10i+ jN � 9,� inak vr � 10i+ jN .Na z ver uve�me preh�adn� z pis cel�ho algoritmu tak, ako bol pop¡san� vy¨¨ie:1. Ak L > N alebo CK > L(L � 1)2 , postupnos� neexistuje, inak pokra�uj bodom 2;2. m := b1 +p1 + 8 � CK2 c, pod�a hodnoty m ur�i K[L]:� ak m = L, K[L] := L� 1,� ak m+ 1 = L, K[L] := CK � m(m� 1)2 ,� ak m+ 1 < L, K[L] := 0 a j0 := i0 � (�(L� 1�K[L]));3. K[i] := Prvok (0; i) pre i = 1; 2; : : : ;m;4. ak m+ 1 < L, tak K[m+ 1] := Prvok (m� CK + m(m� 1)2 ;m+ 1);5. K[i] := Prvok (j0 � (i � 1); i) pre i = m+ 2; : : : ; L.�asov  zlo�itos� algoritmu je line rna (O(N)), pam��ov  kon¨tantn  (O(1)), ke��ehodnoty K[i] mo�no rovno vypisova�.



68 45. ro�n¡k matematickej olympi dyP { I { 3Rie¨enie neobsahuje prakticky �iadne v �nej¨ie probl�my.P { I { 4a) Rie¨en¡m je D0L syst�m (fag; fa! ag; a4).Tvrdenie: V n-tom kroku je tvar slova a4, a teda f(n) = 4.D�kaz: Pre n = 1 tvrdenie zrejme plat¡.Nech �alej wn = a4. Potom sa uplatnen¡m pravidla zmen¡ ka�d� p¡smeno a na a,a teda wn+1 = a4, �¡m je tvrdenie dok zan�.b) Rie¨en¡m je D0L syst�m (fa; bg; fa! a; b! abg; b).Tvrdenie: V n-tom kroku je tvar slova an�1b, a teda f(n) = nD�kaz: Pre n = 1 tvrdenie zrejme plat¡.Nech �alej wn = an�1b. Potom sa uplatnen¡m pravidiel zmen¡ ka�d� p¡smeno a na aa p¡smeno b na ab, a teda wn+1 = an�1ab = anb, �¡m je tvrdenie dok zan�.c) Rie¨en¡m je D0L syst�m (fa; bg; fa! a; b! a3bg; a4b).Tvrdenie: V n-tom kroku je tvar slova a3n+1b, a teda f(n) = 3n+ 2.D�kaz: Pre n = 1 tvrdenie zrejme plat¡.Nech �alej wn = a3n+1b. Potom sa uplatnen¡m pravidiel zmen¡ ka�d� p¡smeno a na aa p¡smeno b na a3b, a teda wn+1 = a3n+1a3b = a3(n+1)+1b, �¡m je tvrdenie dok zan�.d) Rie¨en¡m je D0L syst�m (fb; c; dg; fb! b; c! bc; d! bc2dg; d).Tvrdenie: V n-tom kroku je tvar slova b(n�1)2c2(n�1)d, a teda f(n) = (n�1)2+2(n��1) + 1 = n2.D�kaz: Pre n = 1 tvrdenie zrejme plat¡.Nech �alej wn = b(n�1)2c2(n�1)d. Potom po uplatnen¡ pravidiel bude wn+1 == b(n�1)2b2(n�1)c2(n�1)bc2d = bn2c2nd, �¡m je tvrdenie dok zan�.Pozn mka: Uk �eme e¨te postup, ak�mmo�no tento D0L syst�m zostroji�. Plat¡: (n++1)2�n2 = 2n+1. To znamen , �e pri prechode od n-t�ho k (n+1)-v�mu slovu mus¡"pribudn£�\ 2n+ 1 p¡smeniek. Ak by sme teda na¨li syst�m, ktor� m  rastov£ funkciuf(n) = 2n+1, potom by sta�ilo, aby ka�d� jeho p¡smenko v ka�dom kroku vygenerovalonejak� "neutr lne\ p¡smenko (t.j. p¡smenko, ktor� sa v �al¨¡ch krokoch men¡ u� len samona seba). Tak�to stroj ale �ahko zostroj¡me: (fc; dg; fc ! c; d ! c2dg; d) { d�kaz tunebudeme robi�, ke��e je £plne analogick� s d�kazmi predch dzaj£cich tvrden¡. Potomn ¨ stroj bude vyzera� takto: (fb; c; dg, fb! b; c! bc; d! bc2dg; d).Tak�to postup mo�no takisto pou�i� ako d�kaz spr vnosti, vo ve�a pr¡padoch je v¨akjednoduch¨ie vzniknut� D0L syst�m dok za� indukciou (pozri vy¨¨ie). V skuto�nostina kon¨trukciu D0L syst�mu v pr¡pade e) bol pou�it� obdobn� postup.e) Rie¨en¡m je D0L syst�m (fb; c; d; e; fg, fb ! b; c ! bde5f; d ! bd; e ! bde; f !! bde6fg; ck).Tvrdenie: Pre n = 2 je tvar slova bk(n�1)3dk(3n2�9n+7)ek(6n�7)fk. Ke��e f(1) = k,je f(n) = kn3 (k((n� 1)3 + 3n2 � 9n+ 7 + 6n� 7 + 1) = kn3 pre n = 2).D�kaz: Pre n = 1 a n = 2 tvrdenie zrejme plat¡.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 69Nech tvrdenie plat¡ pre nejak� n = 2. Potom wn = bk(n�1)3dk(3n2�9n+7)ek(6n�7)fka po uplatnen¡ pravidielwn+1 = bk(n�1)3bk(3n2�9n+7)dk(3n2�9n+7)bk(6n�7)dk(6n�7)ek(6n�7)bkdke6kfk == bkn3dk(3n2�3n+1)ek(6n�1)fk = bkn3dk(3(n+1)2�9(n+1)+7)ek(6(n+1)�7)fk;�¡m je tvrdenie dok zan�. P { II { 1Uva�ujme v na¨ej s£radnicovej s£stave p s trojuholn¡kov, ktor� je vymedzen� x-ov�mis£radnicami x a x + 1. Zoberme prienik tohoto p su s hranicou n ¨ho n-uholn¡ka.Prira�me ka�dej hrane smer a to pod�a toho, v akom porad¡ boli zad van� jej krajn�body. Dost vame s£stavu jednotkov�ch hr n, pri�om1. po�et hr n je p rny (ak prejdeme cez tento p s doprava, potom aby sme n-uholn¡kuzavreli, mus¡me cez tento p s prejs� aj do�ava a naopak);2. ak je smer niektorej hrany do�ava, smer najbli�¨ej ni�¨ej a vy¨¨ej hrany je dopravaa naopak;3. najvy¨¨ia a najni�¨ia hrana ide vo v¨etk�ch p soch rovnak�m smerom, pri�omnajvy¨¨ia ide opa�n�m smerom ako najni�¨ia;Plocha prieniku p su a n ¨ho n-uholn¡ka je zrejme s£�et pl�ch ohrani�en�ch naj-vy¨¨ou hranou a druhou najvy¨¨ou hranou, tre�ou a ¨tvrtou najvy¨¨ou hranou, : : : ,druhou a prvou najni�¨ou hranou. Predpokladajme teraz, �e najni�¨ia hrana vediedo�ava. Potom plochu prieniku n-uholn¡ka a n ¨ho p su dostaneme tak, �e plochu v p se"pod\ hranou id£cou doprava v�dy pri�¡tame a "pod\ hranou id£cou do�ava od�¡tame.To v¨ak nemus¡me robi� po jednotliv�ch p soch. Najprv polo�me plocha := 0.Nech y je v�¨ka aktu lneho bodu n-uholn¡ka. Ak �al¨¡ bod je vpravo dole (relat¡vnes£radnice (1;�1)) pripo�¡tame k ploche 2y�1, ak je vpravo (relat¡vne s£radnice (1; 0))pripo�¡tame 2y. Ak je �al¨¡ bod v�avo hore (relat¡vne s£radnice (�1; 1)) odpo�¡tameod plochy 2y +1, ak je v�avo (relat¡vne s£radnice (�1; 0)) odpo�¡tame 2y. V ostatn�chpr¡padoch (relat¡vne s£radnice (0; 1) a (0;�1)) nepripo�¡tavame ni�, ke��e tieto hranynepret¡naj£ �iadny p s.�o ak v¨ak bola orient cia hr n opa�n , ako sme predpokladali? Potom dost vamez porn� �¡slo a jeho absol£tna hodnota je plocha n-uholn¡ka.Pozn mka: V predch dzaj£com sme uva�ovali, �e sa cel� n-uholn¡k nach dza lennad osou x. Je v¨ak jasn�, �e algoritmus ost va bez zmeny aj ke� n-uholn¡k le�¡ cel�pr¡padne �iasto�ne pod osou x.Spr vnos� algoritmu je zrejm  z predch dzaj£cich £vah. �asov  zlo�itos� algoritmuje O(n), pam��ov  O(1). P { II { 2a) Ozna�me h(x) := (x MOD 10 + x DIV 10) MOD N (de�n¡cie pozri P { I { 1).Funkcia Vyhladaj pri h�adan¡ prvku x postupne prezer  prvky po�a P s indexmi



70 45. ro�n¡k matematickej olympi dyh(x); (h(x) + 7) MOD N; (h(x) + 14) MOD N; : : : ; (h(x) + 7l) MOD N . Skon�¡, ke�nastane jedna z t�chto troch mo�nost¡:1) n jde h�adan� prvok x;2) n jde prvok men¨¡ ako x;3) n jde pr zdne pol¡�ko (prvok s hodnotou 0).Ak nastala prv  mo�nos�, prvok sa v poli nach dza, inak sa nenach dza. N a 7s£ nes£delite�n� �¡sla. Z toho vypl�va, �e pre ka�d� i 2 f0; 1; : : :N � 1g existuje j 22 f0; 1; : : :N � 1g tak�, �e i = (h(x) + 7j) MOD N . V poli je aspo¤ jedno pr zdnepol¡�ko (M < N), a preto l bude v�dy men¨ie ako N .Nech sa v poli P prvok x nach dza na mieste s indexom i. Nech j 2 f0; 1; : : :N � 1gje tak� �¡slo, �e i = (h(x) + 7j) MOD N . Aby funkcia Vyhladaj prvok x na¨la, mus¡plati�, �e prvky s indexmi h(x); (h(x) + 7) MOD N; (h(x) + 14) MOD N; : : : ; (h(x) ++ 7(j � 1)) MOD N bud£ v��¨ie ako x.b) Pokia� do tabu�ky chceme ulo�i� prvok x, postupujeme op�� po postupnostiindexov h(x); (h(x)+7) MOD N; (h(x)+14) MOD N; : : : ; (h(x)+7l) MOD N , a� k�mnen jdeme prvok men¨¡ ako x alebo pr zdne pol¡�ko. Ak sme na¨li pr zdne pol¡�ko,prvok x tam m��eme ulo�i� a funkcia vyhladaj ho iste n jde, lebo pred n¡m budepreh�ad va� len v��¨ie prvky. Ak v¨ak je na tomto mieste prvok s hodnotou y1 (y1 << x), ulo�¡me sem prvok x. Pri h�adan¡ prvku y1 sa predt�m funkcia vyhladaj zastavilana indexe (h(x) + 7l) MOD N , ale tam je teraz prvok x v��¨¡ ako y1, tak�e funkciabude pokra�ova� �alej po indexoch (h(x)+7(l+1)) MOD N; : : : ; (h(x)+7l1) MOD N .Prvok y1 ulo�¡me na miesto (h(x)+7l1) MOD N . Ak tam predt�m bolo pr zdne pol¡�ko,skon�¡me, ak tam bol prvok y2 (y2 < y1) tak op�� postupujeme �alej po indexoch (h(x)++ 7(l1 + 1)) MOD N; : : : ; (h(x) + 7l2) MOD N . Toto opakujeme a� k�m nen jdemeprvok yk, ktor� sa u� ulo�¡ na pr zdne pol¡�ko. Na z klade tohto postupu m��emezostavi� proced£ru zarad:procedure zarad(X:integer);var i:integer;begini:=(X mod 10 + X div 10) mod N; fi:=h(X)gwhile P[i]<>0 do beginif P[i]<X then fna¨li sme men¨¡ prvokgswap(P[i],X); fvymen¡ hodnoty P[i] a Xgi:=(i+7) mod N; fposunieme sa �alejgend;P[i]:=X; fna vo�n� pol¡�ko ulo�¡me Xgend;Proced£ra zarad v�dy skon�¡, lebo M < N , a teda v poli je nejak� pol¡�ko P [i],ktor� je pr zdne a pre i existuje j tak, �e (h(x)+7j) MOD N = i. Preto najnesk�r po jprechodoch cyklus while skon�¡. Po vykonan¡ proced£ry v¨etky prvky, ktor� v poli Pboli, v ¤om ostan£ (hoci mo�no na in�ch miestach) a pribudne jedine prvok x. S£�asnepre ka�d� index i (0 5 i < N) plat¡, �e hodnota P [i] pred vykonan¡m proced£ryzarad(x) je men¨ia alebo rovnak  ako hodnota P [i] po vykonan¡ proced£ry. Nech teda



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 71po vykonan¡ proced£ry zarad(x) spust¡me funkciu vyhladaj(y). M��u nasta� tietomo�nosti:� Prvok y sa v poli P nenach dza. Funkcia vyhladaj(y) nem��e n js� nie�o, �o v poliP nie je, a preto vr ti spr vny v�sledok.� y = x. U� z popisu algoritmu vypl�va, �e funkcia vyhladaj prvok x n jde.� y 6= x, y sa nach dza v poli P a jeho poloha sa po�as behu proced£ry za-rad(x) nezmenila. Predt�m funkcia vyhladaj preh�ad vala indexy h(y); (h(y) ++7) MOD N; : : : ; (h(y)+7l) MOD N . To znamen , �e pre ka�d� i, 0 5 i < l platiloP [(h(y) +7i) MOD N ] > y. Ke��e hodnota �iadneho prvku z P sa po�as vykonaniazarad(x) nezn¡�ila, plat¡ to aj na�alej, a preto vyhladaj(y) bude preh�ad va� tieist� indexy a £spe¨ne y n jde.� y 6= x, y sa nach dza v poli P a jeho poloha sa po�as behu proced£ry zarad(x)zmenila, t.j. je to jeden z prvkov y1; y2; : : : yk. Nech predt�m vyhladaj preh�ad valaindexy h(y); (h(y)+7) MOD N; : : : ; (h(y)+7l) MOD N . Rovnako ako v predch dza-j£com pr¡pade ani teraz neskon�¡ sk�r, ale na mieste s indexom (h(y) + 7l) MOD Nje teraz prvok v��¨¡ ako y, preto funkcia bude pokra�ova� �alej. Z popisu algoritmuv¨ak vypl�va, �e prvok na ktorom sa zastav¡ je pr ve h�adan� prvok y.P { II { 3Celkov� posun pera je s£�tom jednotliv�ch vektorov ur�en�ch vstupnou postupnos�ou.Ak star¨ie zariadenie urob¡ pohyb o jednotku dlh¨¡ alebo krat¨¡, je to to ist�, ako kebysa okrem ur�en�ho vektora posunulo e¨te o jednotkov� vektor v smere alebo protismeru svojho nato�enia. Ke��e s�¡tanie vektorov je komutat¡vne, predstavme si, �eby sa tieto posuny o jednotkov� vektory vykonali a� nakoniec. Nech mno�ina A jemno�ina obsahuj£ca ku ka�d�mu vektoru zo vstupnej postupnosti dva navz jom opa�n�jednotkov� vektory (v smere a proti smeru tohto vektora). �lohou teda je vybra�z mno�iny A podmno�inu, ktorej s£�et je najdlh¨¡. Vybran  podmno�ina m��e by��ubovo�n  (zariadenie sa s¡ce v�dy posunie najviac o jeden z dvojice navz jom opa�n�chvektorov, ale ak by sme vybrali obidva, je to to ist�, ako keby sme nevybrali ani jeden).Podmno�ina s najdlh¨¡m s£�tom iste obsahuje z ka�dej dvojice opa�n�ch vektorovpr ve jeden. To sa �ahko dok �e sporom: nech vektor (x; y) je s£�tom podmno�inys najdlh¨¡m s£�tom, ktor  neobsahuje ani jeden z jednotkov�ch vektorov (x1; y1)a (�x1;�y1). Potom ale jeden z vektorov (x+x1; y+y1), (x�x1; y�y1) je ur�ite dlh¨¡ akovektor (x; y). (Plat¡, �e x21+y21 = 1 a jedno z �¡sel 1+2(xx1+yy1); 1+2(xx1+yy1) je ur�itekladn�. D��ka vektora (x + x1; y + y1) je px2 + y2 + x21 + y21 + 2(xx1 + yy1) a d��kavektora (x � x1; y � y1) je px2 + y2 + x21 + y21 � 2(xx1 + yy1). Jedna z t�chto d��okje teda ur�ite v��¨ia ako d��ka vektora (x; y), ktor  je px2 + y2.) Preto vektor (x; y)nie je vektor s najv��¨ou mo�nou d��kou. Podobne sa d  zd�vodni�, �e ak A obsahujeviac rovnak�ch dvoj¡c vektorov, do podmno�iny s najdlh¨¡m s£�tom sa vyberie z ka�dejdvojice ten ist� vektor.Dok �eme teraz nasleduj£cu vetu: H�adan� rie¨enie obsahuje v¨etky vektory z Ale�iace v jednej polrovine ur�enej niektorou priamkou ved£cou cez bod (0; 0). Ak s£niektor� dvojice vektorov rovnobe�n� s priamkou, vyber£ sa vektory v jednom smere.



72 45. ro�n¡k matematickej olympi dyD�kaz: Nech (x; y) ozna�uje s£�et podmno�iny s najdlh¨¡m s£�tom, nech priamka pje kolm  na (x; y) a prech dza cez (0; 0). Nech (x1; y1) je �ubovo�n� vektor z polroviny,v ktorej sa nach dza (x; y). Potom uhol vektorov (x1; y1) a (x; y) je najviac 90�. Pretoje d��ka vektora (x + x1; y + y1) v��¨ia ako d��ka (x; y) (�ahko sa odvod¡ z kos¡nusovejvety). Ak by na¨a podmno�ina neobsahovala niektor� z vektorov z tejto polroviny, jejs£�et sa po pridan¡ tohto vektora pred��i, tak�e by nemohla by� h�adan�m rie¨en¡m.Ak by naopak obsahovala niektor� vektor z opa�nej polroviny, tak jeho ubranie je toist� ako pridanie vektora k nemu opa�n�ho (ten je u� z na¨ej polroviny), �o v¨ak s£�etpred��i.Nech a1; a2; : : : ; a2n s£ jednotkov� vektory z mno�iny A zotrieden� pod�a smeru(vektor ai+n je opa�n� k vektoru ai pre 1 5 i 5 n). Vezmime dva susedn� vektoryz takto zotriedenej postupnosti. Polroviny ur�en� v¨etk�mi priamkami prech dzaj£cimi"medzi\ t�mito dvoma vektormi obsahuj£ rovnak£ podmno�inu vektorov z A, a pretosta�¡ uva�ova� iba priamky so smermi vektorov z A. Polrovina ur�en  priamkou v smerevektora ai obsahuje vektory ai; ai+1 : : : ai+n�1; 1 5 i 5 n. Sta�¡ teda spravi� v¨etkytak�to s£�ty a n js� z nich najv��¨¡. Pre utrieden£ postupnos� vektorov je to mo�n�urobi� v �ase O(n).Ke��e smery vektorov ur�en�ch vstupnou postupnos�ou s£ cel� �¡sla od 0 po 359,m��eme ich zotriedi� v �ase O(n) Counting Sortom, t.j. pre ka�d� zo smerov spo�¡tame,ko�ko vektorov je v tomto smere. Ak m me l jednotkov�ch vektorov s t�m ist�m smerom,tak ich m��eme pova�ova� za jeden vektor d��ky l. (Iste sta�¡ pou�i� iba pole od 0 po 179,lebo d��ka vektora so smerom j a vektora k nemu opa�n�ho so smerom j+180� s£ v�dyrovnak�.) P { II { 4a) Dok �eme sporom, �e nie je mo�n� zostroji� po�adovan� D0L syst�m. Nech tedaexistuje D0L syst�m s rastovou funkciou nn. Vezmime k rovn� maxim lnej hodnotez d��ok prav�ch str n pravidiel. Z toho ale vypl�va, �e ak m me v i-tom kroku slovod��ky ii, v i+ 1-vom kroku m��e n ¨ D0L syst�m vygenerova� slovo d��ky najviac kii.Zoberme teraz slovo wk. Jeho d��ka je (kk). Pre d��ku slova wk+1 potom mus¡ plati�:jwk+1j 5 kjwkj = kkk = kk+1 < (k + 1)(k+1);�o je spor, lebo d��ka slova wk+1 m  by� (k + 1)(k+1).b) Rie¨en¡m je D0L syst�m (fb; c; dg; fb! b2; c! b2c2; d! b2c4d2g; dd).Tvrdenie: V n-tom kroku je tvar slova (b(n�1)2c2(n�1)d)2n , a teda f(n) = 2n((n��1)2 + 2(n� 1) + 1) = 2nn2D�kaz: Pre n = 1 tvrdenie zrejme plat¡.Nech �alej wn = b2n(n�1)2c2n2(n�1)d2n . Potom po uplatnen¡ pravidiel bude wn+1 == (b(n�1)2b2(n�1)c2(n�1)bc2d = bn2c2nd)2n+1 , �¡m je tvrdenie dok zan�.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 73P { III { 1Uva�ujme v na¨ej s£radnicovej s£stave vodorovn� p s trojuholn¡kov, ktor� je vymedze-n� y-ov�mi s£radnicami y a y+1. Ak vezmeme stranu mnohouholn¡ka s prech dzaj£cut�mto p som s koncov�mi bodmi [x1; y], [x2; y + 1], tak plat¡, �e x1 = x2 alebo x1 ++ 1 = x2. Ak pozn me s£�et x1 + x2, tak vieme ur�i� x1 a x2: x1 = b(x1 + x2)=2c,x2 = d(x1 + x2)=2e. Preto m��eme ka�d£ stranu, ktor  nie je vodorovn , jednozna�nepop¡sa� usporiadanou dvojicou �¡sel (i; j), kde i = x1 + x2 a j = y. Dvojicu (i; j)budeme naz�va� s£radnicami strany. Majme stranu s so s£radnicami koncov [x1; y],[x2; y + 1] a stranu s0 so s£radnicami koncov [x01; y], [x02; y + 1], pri�om strana s jena�avo od strany s0. Potom �as� p su ohrani�en  stranami s a s0 je lichobe�n¡k alebov krajnom pr¡pade trojuholn¡k a jeho obsah S = (x01 � x1) + (x02 � x2) (prv� s�¡tanecur�uje po�et jednotkov�ch trojuholn¡kov, ktor� maj£ jednu zo str n na spodnej priamkep su, druh� po�et t�ch, ktor� maj£ jednu zo str n na vrchnej priamke p su). Po £pravedostaneme vz�ah S = (x01+x02)�(x1+x2), �o u� je vyjadrenie priamo pomocou s£radn¡cstr n.Majme teraz 2 mnohouholn¡ky A a B a sk£majme prienik A, B a n ¨ho vodorov-n�ho p su. Tento prienik bude zrejme pozost va� z lichobe�n¡kov (pr¡p. trojuholn¡kov)ohrani�en�ch stranami mnohouholn¡kov. Bod p su patr¡ prieniku, ak je na�avo od nehonep rny po�et str n A aj nep rny po�et str n B. Teda za�iatkom nejak�ho tak�hotolichobe�n¡ka bude strana, od ktorej v�avo je p rny po�et str n jej vlastn�ho mnoho-uholn¡ka a nep rny po�et str n druh�ho mnohouholn¡ka. Naopak koncom tak�hotolichobe�n¡ka bude strana, od ktorej v�avo je nep rny po�et str n jej vlastn�ho a ne-p rny po�et str n druh�ho mnohouholn¡ka. Strany mnohouholn¡kov, ktor� prech dzaj£jedn�m p som m��eme zotriedi� z�ava doprava, t.j. pod�a ich prvej s£radnice. Potomjedin�m prechodom cez utrieden£ postupnos� str n vieme plochu prieniku jednoduchovypo�¡ta�.Algoritmus je teda nasledovn�: zotriedime strany obidvoch mnohouholn¡kov pod�ap su, v ktorom sa nach dzaj£ (druhej s£radnice), pri�om vodorovn� strany m��emevynecha�. Strany z toho ist�ho p su zotriedime z�ava doprava (pod�a druhej s£radnice).Potom prech dzame naraz obidvoma zoznamami zotrieden�ch str n a h�ad me strany,ktor� s£ za�iatkami alebo koncami lichobe�n¡kov a ich prv� s£radnice odpo�¡tavamealebo pripo�¡tavame k celkov�mu s£�tu.Zost va e¨te pop¡sa� realiz ciu triedenia. Tu si treba uvedomi�, �e ak mnohouholn¡km  nejak� dva vrcholy s x-ov�mi s£radnicami i a j (i < j), tak m  aj vrcholys x-ov�mi s£radnicami i + 1; i + 2; : : : ; j � 1, lebo d��ka ka�dej strany je 1. Rozdielmaxim lnej a minim lnej x-ovej s£radnice mnohouholn¡ka je teda najviac N . To ist�samozrejme plat¡ aj pre y-ov£ s£radnicu. Preto na triedenie str n sa pou�¡va algoritmusRadixsort. Strany sa zotriedia najprv pod�a prvej s£radnice a potom pod�a druhej,pri�om v obidvoch pr¡padoch sa pou�¡va stabiln� a line rne triedenie Countsort. Prv�s£radnice strany s£ v¨ak s£�tom dvoch s£radn¡c vrcholov, rozdiel dvoch s£radn¡c str nm��e by� preto aj dvojn sobok rozdielu s£radn¡c vrcholov.V�aka line rnemu triedeniu je pam��ov  aj �asov  zlo�itos� algoritmu O(N +M),kde N a M s£ po�ty str n mnohouholn¡kov.



74 45. ro�n¡k matematickej olympi dyP { III { 2b) Ke��e 7 a N s£ nes£delite�n� �¡sla, existuje l tak�, �e 7l MOD N = N � 3 a 0 55 l < N . Plat¡, �e l < N � 1, lebo ak by sa rovnali, tak by muselo plati� (7N �� 7) MOD N = N � 3, �o pre �iadne N > 10 zjavne neplat¡.Vkladajme do pr zdneho po�a P proced£rou zarad postupne prvky (l + 2)N , (l ++1)N , : : : ,4N , 3N , N . Ulo�ia sa postupne v tomto porad¡ na miesta 0; 7; 14; : : : ;N�3.V poli je teraz obsaden�ch l + 1 miest, a teda aspo¤ jedno miesto je vo�n�. Ke� terazzavol me proced£ru zarad s parametrom 2N , bude premenn  i postupne nadob£da�hodnoty 0; 7; 14; : : : ;N �3, lebo na poz¡ci ch 0; 7; 14; : : : ;N �10 s£ ulo�en� �¡sla v��¨ieako 2N . Ale P [i] = N , a preto �al¨ia hodnota indexu bude op�� 0. Tak�e proced£rabude cyklicky nadob£da� st le tieto hodnoty, a teda nie je kone�n  pre ka�d� vstup.a) Majme funkciu posun, ktor  n m vr ti �al¨iu hodnotu, ak£ by nadobudol index iv proced£re zarad (t to hodnota z vis¡ od p�vodnej hodnoty i, prvku x a prvku P [i]):function posun(i:integer; x:integer):integer;beginif P[i]>x thenposun:=(i+7) mod Nelseposun:=(i+3) mod N;end;Pri ur�itom stave po�a P chceme vyh�ad va� prvok x. De�nujme (nekone�n£) po-stupnos� indexov h0; h1; h2; : : : , kde h0 = x MOD N a hi+1 = posun (hi; x).M��u nasta� tri pr¡pady:1) Prvok x sa v poli P nach dza. V¨imnime si, �e proced£ra zarad men¡ iba hodnotynulov�ch prvkov po�a P , a teda hodnoty na indexoch, cez ktor� prech dzala pro-ced£ra zarad(x) sa nezmenili. S£ to teda indexy h0; h1; : : : hk, kde k je najmen¨ie�¡slo tak�, �e P [hk] = x.2) Prvok x sa v poli nenach dza a proced£ra zarad by ho zaradila na vo�n� miestoP [i]. Pri tomto zaraden¡ by proced£ra prezerala prvky P s indexmi h0; h1; : : : hk,kde k je najmen¨ie �¡slo tak�, �e P [hk] = 0 (resp. �e i = hk).3) Prvok x sa v poli P nenach dza a proced£ra zarad pre vstup x neskon�¡. Ajv tomto pr¡pade by proced£ra prezerala indexy h0; h1; : : : . Nech k je najmen-¨ie �¡slo tak�, �e existuje l < k tak�, �e hl = hk. Potom postupnos� fhngza�¡na indexmi h0; h1; : : : hl�1, a potom sa u� st le periodicky opakuj£ indexyhl; hl+1; : : : hk�1.Funkcia vyhladaj teda rozpozn va tieto tri pr¡pady, v prvom vr ti hk a v druh�chdvoch �1. V prv�ch dvoch pr¡padoch sta�¡ postupne vypo�¡tava� indexy hn, a� k�mnen jdeme 0 alebo x. Ak v¨ak chceme zisti�, �i nenastal tret¡ pr¡pad, potrebujemezisti�, �i sa pr ve vypo�¡tan� index hn u� predt�m v postupnosti nevyskytoval. Budemesa po poli pos£va� dvoma indexmi i a j, ka�d� bude postupne nadob£da� hodnotypostupnosti hn. Ale index i budeme pos£va� "r�chlej¨ie\, ak i nadobudne hodnotu hn,tak hodnota j bude hbn2 c. V pr¡pade, �e sa indexy v postupnosti periodicky opakuj£,po istom �ase bude plati� i = j. V okamihu, ke� j nadobudne prv�kr t hodnotu hl, i



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 75sa nach dza tie� niekde v cykle, nech najbli�¨ie nadobudne hodnotu hl po p posunoch.Po ka�dom posune j sa ale vzdialenos� i a j zmen¨¡ o 1, lebo index i sa medzit�mposunul dvakr t, a tak vlastne "dobieha\ index j. Preto index j sa posunie najviack-kr t, a ke��e sa i pos£va raz tak �asto, celkov� po�et posunov je najviac 3k.function vyhladaj(x:integer);var i,j,vysledok:integer;menitj:boolean;beginvysledok:=0; fv�sledok e¨te nepozn megi:=x mod N; fprv� indexgj:=i;menitj:=false;while vysledok=0 d o fk�m nepozn me v�sledokgif P[i]=x then fna¨li sme xgvysledok:=ielse if P[i]=0 then fx v poli nie jegvysledok:=-1else begini:=posun(i,x); fposunieme igif menitj then begin fak treba, posunieme jgj:=posun(j,x);if j=i then vysledok:=-1; fi a j sa stretli - cyklusgend;menitj:=not menitj;end;vyhladaj:=vysledok;end; P { III { 3a) Dok �eme sporom, �e nie je mo�n� zostroji� po�adovan� D0L syst�m. Nech tedaexistuje D0L syst�m s rastovou funkciou n2. Nech m  tento D0L syst�m iba jednopravidlo. Potom toto pravidlo mus¡ ma� tvar a ! ai a w1 = a, lebo jw1j = f(1) = 1.Pre w2 plat¡ w2 = ai a jw2j = f(2) = 4. Z toho vypl�va, �e i = 4. Ale potom pre w3plat¡ w3 = ai2 a jw3j = f(3) = 9. Dost vame teda, �e 9 = i2 = 42 = 16, �o je spor.N ¨ D0L syst�m mus¡ ma� teda aspo¤ 2 pravidl . Nech tieto pravidl  s£ a ! u,b ! v, kde u; v 2 fa; bg�. Bez ujmy na v¨eobecnosti m��eme predpoklada�, �e w1 == a. Potom w2 = u, a teda juj = f(2) = 4. Nech slovo u obsahuje k znakov a. Potomw3 = ukv4�k a plat¡, �e jw3j = f(3) = 9. Ale s£�asne plat¡ jw3j = kjuj + (4 � k)jvja juj = 4. Dost vame teda rovnicu 4k + 4jvj � kjvj = 9. Ak za k postupne dosad¡mev¨etky mo�n� hodnoty (0; 1; 2; 3; 4), dost vame pre jvj nasleduj£ce rovnosti: 4jvj = 9,4 + 4jvj � jvj = 9, 8 + 4jvj � 2jvj = 9, 12 + 4jvj � 3jvj = 9 a 16 + 4jvj � 4jvj = 9. Anijedna z t�chto rovnost¡ v¨ak nem  nez porn� celo�¡seln� rie¨enie, a preto D0L syst�ms po�adovan�mi vlastnos�ami neexistuje.



76 45. ro�n¡k matematickej olympi dyb) D0L syst�m s po�adovan�mi vlastnos�ami neexistuje. Dok �eme to op�� sporom,nech teda existuje D0L syst�m s k-prvkovou abecedou a rastovou funkciou f(n) == blogk+1(n+ 1)c + 1.Nech m > 1, ozna�me n1 najmen¨ie tak� �¡slo n, �e f(n) = m, a n2 najv��¨ietak� �¡slo. Potom n1 = (k + 1)m�1 � 1 a n2 = (k + 1)m � 2. Teda v¨etky slov wn1; wn1+1; : : : ; wn2 maj£ d��kum. Ich po�et je n2�n1+1 = k(k+1)m�1. Ale r�znychslov d��ky m je km a km < k(k+1)m�1. Preto ur�ite existuj£ �¡sla i; l > 0, tak�, �e wi == wi+l. Ale ak zo slova wi vznikne po l krokoch zas wi, tak sa £sek wi; wi+1; : : : wl�1sa bude �alej st le periodicky opakova�. Teda D0L vyprodukuje nekone�ne ve�a slovd��ky m, �o je spor, lebo tak�chto slov m  by� n2 � n1 + 1.P { III { 4Rie¨me trochu v¨eobecnej¨iu £lohu { na za�iatku nemusia by� v¨etky lampy vypnut�.Stav l mp si bude pam�ta� v poli l, kde l[i] = true, ak je i-ta lampa zapnut  a l[i] == false, ak je zapnut . Rie¨en¡m takejto £lohy budeme naz�va� tak£ podmno�inudan�ch prep¡na�ov, �e ak ich v¨etky prepneme, tak v¨etky lampy bud£ zapnut�. AkN = 0, rie¨en¡m £lohy je pr zdna mno�ina, nech N > 1. M��u nasta� dva pr¡pady:� l[1] = false.Ak �iaden interval neza�¡na lampou 1, £loha zjavne nem  rie¨enie.V opa�nom pr¡pade vezmime najkrat¨¡ interval, ktor� za�¡na lampou 1 (nech jehokoniec je b). Zme¤me v¨etky l[i] z tohto intervalu na opa�n� a v¨etk�m intervalom, ktor�za�¡naj£ lampou 1 zme¤me za�iatok na b+1 (intervaly, ktor� sa takto stan£ pr zdnymiu� �alej neuva�ujeme) Dost vame takto nov£ £lohu pre lampy 2; 3; : : : ;N , ktor  m rie¨enie vtedy a len vtedy, ke� m  rie¨enie p�vodn  £loha.D�kaz: Nech pozmenen  £loha m  rie¨enie R. Potom ak prepneme lampy z p�vodnej£lohy prep¡na�mi z R, bud£ svieti� iba lampy s �¡slom v��¨¡m ako b. Nech R obsahuje kintervalov, ktor�m sme za�iatok zmenili z 1 na b+1. Nech R0 vznikne z R tak, �e t�mtointervalom zmen¡me za�iatok sp�� na 1. Ak k je nep rne, ka�d£ lampu z intervalu h1; bisme oproti rie¨eniu R prepli e¨te nep rny po�et kr t, teda zostane zapnut . V tomtopr¡pade je teda R0 rie¨en¡m na¨ej p�vodnej £lohy. Ak je k p rne, lampy z intervalu h1; bizostan£ vypnut�, a preto k R0 treba e¨te prida� interval h1; bi.Naopak, nech na¨a p�vodn  £loha m  rie¨enieR. Po�et intervalov zR, ktor� obsahuj£lampu 1 je iste nep rny. Ke� v¨etk�m tak�mto intervalom zmen¡me za�iatok na b + 1a vyhod¡me intervaly nulovej d��ky, dostaneme rie¨enie zmenenej £lohy.� l[1] = true.Ke��e lampa 1 u� svieti, nie je potrebn�, aby sa dala nejak�m prep¡na�om prepn£�.Ak neexistuje interval, ktor� za�¡na lampou 1, £loha m  rie¨enie vtedy a len vtedy, ke�£loha pre lampy 2; 3; : : : ;N a t£ ist£ mno�inu intervalov m  rie¨enie.Ak existuje interval, ktor� za�¡na lampu 1, op�� z nich vezmeme najkrat¨¡, zmen¡meza�iatky intervalov rovnako ako v predch dzaj£combode, ale nemen¡me hodnoty po�a l.Tak to pozmenen  £loha m  op�� rie¨enie pr ve vtedy ako p�vodn  £loha.D�kaz je obdobn�, ako v pr¡pade l[1] = true (uvedomte si v¨ak, �e po�et intervalov,ktor� obsahuj£ lampu 1 mus¡ by� tentokr t samozrejme p rny).



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 77Na¨ou £lohou v¨ak nie je n js� rie¨enie, iba zisti�, �i nejak� existuje. Treba tedana za�iatku nastavi� v¨etky prvky po�a l na false a pod�a uveden�ch £vah postupova�od prvej lampy a� po posledn£, pri�om modi�kujeme pole l a za�iatky pr¡slu¨n�chintervalov. Dost vame algoritmus s �asovou zlo�itos�ou O(nm) a pam��ovou O(n+m).P { III { 5Je d�le�it� si uvedomi�, �e m��eme ¡s� iba smerom na v�chod alebo na juh. Aby smesa dostali z kri�ovatky (1; 1) na kri�ovatku (M;N), mus¡me prejs� o M ul¡c na juha o N ul¡c na v�chod. Je jedno v ako porad¡ striedame smery, po�et kri�ovatiek, ktor�prejdeme, je v�dy M +N + 1.Po�et r�znych ciest tie� vypo�¡tame jednoducho. Ozna�me a[i; j] po�et r�znych ciestz (1; 1) do (i; j). Ak sa kri�ovatka (i; j) opravuje, plat¡ a[i; j] = 0. Na �ubovo�n£kri�ovatku na v�chodoz padnej ulici �¡slo 1 (t.j. na najsevernej¨ej z nich) sa m��emedosta� najviac jedn�m sp�sobom, tak, �e p�jdeme st le na v�chod. Ak sa v¨ak opravujeniekde medzi touto kri�ovatkou a kri�ovatkou (1; 1), nem��eme sa tam dosta� v�bec.To ist� plat¡ aj pre severoju�n£ ulicu �¡slo 1.Majme teraz kri�ovatku (i; j), kde i; j > 1 a t to kri�ovatka sa neopravuje. Na t£tokri�ovatku m��eme pr¡s� bu� z kri�ovatky (i� 1; j), alebo z kri�ovatky (i; j � 1). Tak�eak pozn me hodnoty a[i� 1; j] a a[i; j � 1], potom a[i; j] = a[i� 1; j] + a[i; j � 1].Na z klade t�chto £vah m��eme zostroji� algoritmus, ktor� bude postupne po riad-koch vyp�¤a� pole a. Napokon budeme ma� v a[m;n] po�et r�znych ciest z (1; 1)do (M;N). Ak je tento po�et 0, �iadna tak  cesta neexistuje.Ke��e mus¡me vyplni� cel£ tabu�ku a pre ka�d� pol¡�ko rob¡me kon¨tantn� po�etoper ci¡, zlo�itos� algoritmu je O(MN).



V�berov� s£stredenia pred MMO a MOIPred medzin rodnou matematickou olympi dou (MMO) a medzin rodnou olympi -dou v informatike (MOI) sa ka�doro�ne konaj£ pr¡pravn� s£stredenia, po ktor�ch �KMO vyberie najlep¨¡ch ¨tudentov do reprezenta�n�ch dru�stiev Slovenska.Na v�berovom s£streden¡ pred MMO sa z£�astnilo 9 s£�a�iacich, naj£spe¨nej¨¡chrie¨ite�ov tretieho kola MO kateg¢rie A. Pri poz�van¡ na toto s£stredenie sa prihliadaaj na £spechy v minul�ch ro�n¡koch MO a na v�sledky kore¨ponden�n�ho semin ra �KMO. S£stredenie sa konalo v d¤och 6.{11.5.1996 v Bratislave. S£�a�iaci boli ubytovan¡v priestoroch EKOIUVENTY a s£�a�ili na MFF UK. Ka�d� r no dostali s�riu troch a�piatich £loh, ktor£ rie¨ili zv��¨a 4,5 hodiny. Po obede ich zad vaj£ci opravil a pred ve�e-rou boli spolo�ne vyhodnoten�. Pouk zalo sa na naj�astej¨ie chyby, pr¡padne sa dou�ilich�baj£ce teoretick� poznatky. Na konci boli body z¡skan� za jednotliv� dni s�¡tan�,prihliadlo sa na v�sledky III. kola MO a na z klade tohto bolo vybran� ¨es��lenn�dru�stvo na MMO.V�sledky s£stredenia:1. Eugen Kov � 50,25 6. Daniel P rto¨ 28,752. Ivan Cimr k 44,25 7. Viera R��i�kov  263. Tam s Varga 43,5 8. Martin Janda�ka 254. Vladim¡r Marko 39,5 9. Peter Koz k 24,755. Miroslav Dud¡k 37,5�lohy zad vali lektori z Bratislavy:Richard Koll r, MFF UK, £lohy 1 { 4 (Nerovnosti),Doc. RNDr. Pavol �ernek, CSc., MFF UK, 5 { 9 (Planimetria),Martin Niepel, MFF UK, 10 { 13 (D�kazov� £lohy v planimetrii),RNDr. Martin Knor, StF STU, 14 { 17 (Kombinatorika),Mgr. Martin Dindo¨, MFF UK, 18 { 21 (Funkcion lne rovnice),Doc. RNDr. Tom ¨ Hecht, CSc., MFF UK, 22 { 26 (Te¢ria �¡sel).Pre vybran� dru�stvo sa organizovalo e¨te jedno pr¡pravn� s£stredenie v d¤och 17.{21. 6. 1996 v zariaden¡ IUVENTY na Zochovej chate. Toto s£stredenie bolo zameran�viac na vedomostn£ pr¡pravu ¨tudentov a jeho obsahom boli predn ¨ky na vybran�t�my. Lektormi boli:Doc. RNDr. Vojtech B lint, CSc., FDS V�DS �ilina (Matematick  anal�za),Prof. Pavol Kostyrko, DrSc., MFF UK Bratislava (Funkcie),Doc. RNDr. Tom ¨ Hecht, CSc., MFF UK Bratislava (Te¢ria �¡sel),Richard Koll r, MFF UK Bratislava (Nerovnosti).Pre najlep¨¡ch rie¨ite�ov tretieho kola MO kateg¢rie P bolo v d¤och 13.{18. 5. 1996v�berov� s£stredenie na MFF UK v Bratislave. Po�as s£stredenia £�astn¡ci rie¨ili £lohy



V�berov� s£stredenia pred MMO a MOI 79z programovania a na z klade dosiahnut�ch v�sledkov bolo na jeho konci vybran�dru�stvo reprezentuj£ce Slovensko na MOI. Organiz ciu s£stredenia zabezpe�ovali To-m ¨ Vina© a RNDr. Andrej Blaho z MFF UK s pomocou mnoh�ch �al¨¡ch ¨tudentovusporiadaj£cej fakulty.V�sledky s£stredenia:1. Miroslav Dud¡k 272,3 7. Juraj Gottweis 208,82. Du¨an Bez k 236,8 8. Vladim¡r Marko 205,33. Martin Janda�ka 230,9 9. Tom ¨ Kal b 183,24. Martin Hajduch 225,9 10. Peter Helcmanovsk� 176,25. Stanislav Funiak 212,3 11. Martin Plesch 174,76. Ivan Str�hner 211,1 12. R¢bert Macho 149,8Zadania s£�a�n�ch £loh v�berov�ho s£stredenia pred MMO1. Nech a; b; x; y 2 R. Dok �te, �eja sinx+ b sin yj 5pa2 + b2 � 2ab cos(x + y):Kedy nast va rovnos�?2. Dok �te, �e ak x1 < x2 < : : : < xn s£ prirodzen� �¡sla, potom plat¡px2 � x1x2 + px3 � x2x3 + : : :+ pxn � xn�1xn < 1 + 12 + 13 + : : :+ 1n2 :3. Nech x1; : : : ; xn, y1; : : : ; yn s£ kladn� re lne �¡sla. Dok �te, �e plat¡nXk=1 1xkyk = 4n2nXk=1(xk + yk)2 :Kedy nast va rovnos�?4. Nech a1; a2; : : : ; an je postupnos� r�znych prirodzen�ch �¡sel.a) Dok �te nerovnos�:(a71 + a72 + : : :+ a7n) + (a51 + a52 + : : :+ a5n) = 2(a31 + a32 + : : :+ a3n)2:b) N jdite v¨etky postupnosti, pre ktor� nast va rovnos�.5. Zo v¨etk�ch mnohouholn¡kov vp¡san�ch do danej kru�nice vyberte ten, ktor�m  najv��¨¡ s£�et druh�ch mocn¡n d��ok jeho str n.6. Zistite, �i existuje kone�n  mno�ina trojrozmern�ch vektorov �!a1 ;�!a2 ; : : : ;�!an(nad R) s vlastnos�ou, �e pre v¨etky dvojice r�znych �¡sel i; j z mno�inyf1; 2; : : : ; ng existuje in  dvojica �¡sel z tejto mno�iny s; t (r�zna od fi; jg tak ,�e plat¡ ai + aj = as + at.



80 45. ro�n¡k matematickej olympi dy7. Zostrojte lichobe�n¡k ABCD, AB k CD, ak je dan� jABj = 0; 6 cm, jACj == p2 cm, SABCD = 1cm2, jACj = jBDj.8. Zo v¨etk�ch ¨tvoruholn¡kov ABCD, jBCj = a; jCDj = b, j<)BACj = 40�vyberte ten, ktor� m  najv��¨¡ obsah a vypo�¡tajte jeho uhol j<)ACBj (a; bs£ dan� parametre).9. Ur�te v¨etky ostrouhl� trojuholn¡kyABC, pre ktor� plat¡ (r je polomer op¡saneja % vp¡sanej kru�nice 4ABC):r + % = 3cm; va = 3cm; a 5 b 5 c:10. V trojuholn¡ku ABC na strane BC vyberme tak� bod M , aby vzdialenos��a�iska AMC od vrcholuB bola rovn  vzdialenosti �a�iska AMB od vrcholu C.Dok �te, �e jBM j = jCDj, kde D je p�ta v�¨ky na na BC.11. Konvexn� ¨tvoruholn¡k je rozdelen� svojimi uhloprie�kami na ¨tyri trojuhol-n¡ky. Dok �te, �e priamka sp jaj£ca �a�isk  proti�ahl�ch trojuholn¡kov je kolm na priamku sp jaj£cu priese�n¡ky v�¨ok zvy¨n�ch dvoch trojuholn¡kov.12. Nech BD je v�¨kou trojuholn¡ka ABC. Zostrojme kru�nicu, v ktorej tvor¡£se�ka BD priemer. T to nech pret¡na strany AB a BC v bodoch K a L.Priamky dot�kaj£ce sa kru�nice v bodoch K a L sa pret¡naj£ v bode M .Dok �te, �e priamka BM del¡ stranu AC na polovice.13. Dve kru�nice k1 a k2 sa pret¡naj£ v bodoch A a B. Ve�me �ubovo�n£ priamkucez bod B. T  pret¡na druh�kr t k1 v bode C a k2 v bode D. Doty�nice ku k1v C a ku k2 v D sa pret¡naj£ v bode M . Priese�n¡kom AM a CD ve�merovnobe�ku s CM , ktor  pret¡na AC v bode K. Dok �te, �e KB sa dot�ka k2.14. Majme 2n futbalov�ch dru�stiev 1; 2; : : : ; 2n, ktor� bud£ hra� turnaj jedno-kolovo (t.j. bez odviet). Urobte tak� rozvrh z pasov na 2n� 1 dn¡, aby ka�d�mu�stvo hralo ka�d� de¤ pr ve raz, a aby po 2n�1 d¤och hral ka�d� s ka�d�m.15. Desa� �ud¡ si k£pilo nejak� knihy, pri�om zistili nasledovn�:a) Ka�d� z nich si k£pil tri r�zne knihy;b) Ka�d  dvojica z nich si k£pila aspo¤ jednu knihu rovnak£.Uva�ujme knihu, ktor£ si k£pilo najviac (n) z t�chto �ud¡. Ak  je minim lnamo�n  hodnota n?16. Peter m  tri dol rov� kont  v troch bank ch, v ka�dej celo�¡seln� po�et pe¤az¡.Peniaze m��e pres£va� z jednej banky do inej len vtedy, ak sa t�m presunompo�et dol rov v tej druhej zdvojn sob¡.a) Dok �te, �e Peter m��e v�dy popres£va� peniaze tak, �e bude ma� nenulov�len dve kont .b) M��e v�dy popres£va� peniaze tak, aby mu zostalo len jedno nenulov� konto?17. Dvaja hr �i hraj£ hru na ¨tvor�ekovej sieti 5 � 5. Prv� vpisuje do pr zdnychpol¡ jednotky a druh� nuly, pri�om ich �ahy sa striedaj£ (prv� za�¡na), a� pokia�nezaplnia cel£ sie�. Ak� najv��¨¡ s£�et pol¡ v ¨tvorci o ve�kosti 3 � 3 ¨tvorcov(tak�ch je tu 9) m��e dosiahnu� prv� hr � pri �ubovo�nej strat�gii druh�ho?18. Dok �te, �e neexistuje tak  funkcia f de�novan  na v¨etk�ch re lnych �¡slach,pre ktor£ plat¡: f(f(x)) = x2 � 2:



V�berov� s£stredenia pred MMO a MOI 8119. Funkcia f je de�novan  na mno�ine v¨etk�ch kladn�ch cel�ch �¡sel podmien-kami: f(1) = 1; f(3) = 3;f(2n) = f(n);f(4n + 1) = 2f(2n + 1)� f(n);f(4n + 3) = 3f(2n + 1)� 2f(n); n = 1; 2; 3; : : :Ur�te po�et tak�ch cel�ch �¡sel n; 1 5 n 5 1996, pre ktor� f(n) = n.20. Nech Q+ je mno�ina kladn�ch racion lnych �¡sel. Ur�te, �i existuje funkciaf : Q+ ! Q+ tak , �e pre �ubovo�n£ dvojicu kladn�ch racion lnych �¡sel (x; y)plat¡: f(xf(y)) = f(x)y :Ak tak to funkcia existuje, n jdite ju!21. Nech f : R! R je spojit  funkcia tak , �e pre ka�d� x 2 R plat¡:2f(x + 1) = f(x) + 4f(2x):Uk �te, �e potom plat¡: f(x) = 0 pre v¨etky x 2 R.22. Nech k 2 N a f je polyn¢m s celo�¡seln�mi koe�cientami stup¤a n, pre ktor� s£�¡sla f(0); f(1); : : : ; f(n) delite�n� �¡slom k. Dok �te, �e potom je �¡slo f(1996)delite�n� k.23. Ak x; y a z s£ prirodzen� �¡sla a x2+y2+z2 = 1993, tak x+y+z nie je ¨tvorecprirodzen�ho �¡sla. Dok �te!24. N jdite v¨etky trojice prirodzen�ch �¡sel x; y a z, pre ktor� plat¡ 7x+1 = 3y+5z.25. Dok �te, �e pre ka�d� prirodzen� �¡slo n > 2 je �¡slo 1Xk=0(�1)k� n3k� delite�n�tromi.26. Nech p je prvo�¡slo v��¨ie ako 4, Zp = f1; 2 : : : ; p� 1g. Dok �te, �e pre ka�d�rozklad mno�iny Zp na tri nepr zdne po dvoch disjunktn� mno�iny so zjedno-ten¡m Zp existuj£ tak� �¡sla a; b a c z r�znych mno�¡n rozkladu, �e a + b � c(mod p).



2. �eskoslovensk� stretnutie�ilina, 2.{ 5. j£na 1996Po minuloro�nej premi�re v Jev¡�ku v �eskej republike sa v tomto ro�n¡ku MOkonala medzi¨t tna s£�a� medzi dru�stvami mlad�ch matematikov po prv�kr t na Slo-vensku. Cel� stretnutie prebiehalo v priestoroch SOU chemick�ho v �iline. Organiz ciuzabezpe�oval Doc. RNDr. Vojtech B lint, CSc., z V�DS v �iline.�lohou tejto s£�a�e nie je len porovnanie s¡l z£�astnen�ch dru�stiev, pr¡padnepr¡prava na MMO, jej cie�om je najm� spoznanie sa najlep¨¡ch rie¨ite�ov olympi dz dvoch trad¡ciami spriaznen�ch kraj¡n. Nako�ko medzi s£�a�iacimi nie je �iadna ja-zykov  bari�ra, cel  organiz cia podujatia je oproti in�m medzin rodn�m s£�a�iamzna�ne zjednodu¨en . Preto nie je potrebn� preklada� zadania, �i rie¨enia do in�chjazykov. Po rozdelen¡ b�val�ho spolo�n�ho ¨t tu �echov a Slov kov sa mnoho kontaktovpreru¨ilo. M��e n s te¨i�, �e matematick£ olympi du tento v�voj nepostihol a okremspolo�n�ch £loh a spolupr ce pri zabezpe�ovan¡ MO pretrv vaj£ kontakty nielen medzivedeniami olympi d (predov¨etk�m �lohov  komisia MO), ale aj medzi rie¨ite�mi.Por. Meno Ro�n¡k, �kola 1. 2. 3. 4. 5. 6. S£�et1.-2. Michal Bene¨ 4 G Zborovsk , Praha 7 4 7 7 7 7 39Ivan Cimr k 4 G V.Okru�n , �ilina 7 4 7 7 7 7 393.-5. Miroslav Dud¡k 3 G Trebi¨ov 7 4 7 7 7 7 38Vladim¡r Marko 3 G J.Hronca, Bratislava 3 7 7 7 7 6 38David Op�la 4 G M.Kopernika, B¡lovec 5 5 7 7 7 7 386. Tom ¨ B rta 4 G Zborovsk , Praha 7 4 7 7 4 7 367. Daniel Kr � 4 G Zl¡n 7 4 7 7 3 7 358.-10. Eugen Kov � 4 G Stropkov 7 5 7 7 1 7 34Tam s Varga 4 G Kom rno ma�. 7 4 7 7 2 7 34Robert �palek 4 G t©.kpt. Jaro¨e, Brno 6 7 6 7 1 7 3411. J n Sp�v k 3 G Hellichova, Praha 7 0 7 7 1 7 2912. Viera R��i�kov  2 G V.Okru�n , �ilina 4 2 7 0 2 6 21Opravovanie rie¨en¡ v�dy zabezpe�uje dom ca strana a na koordin cii hodnoteniasa podie�aj£ ved£ci jednotliv�ch dru�stiev. Tento rok nimi boli Doc. RNDr. VojtechB lint, CSc. a Richard Koll r zo Slovenska a Doc. RNDr. Jarom¡r �im¨a, CSc. z �eskejrepubliky. Pote¨uj£cou skuto�nos�ou m��e by�, �e �lohov  komisia MO sa venujeaj tejto s£�a�i, a tak boli v¨etky predlo�en� £lohy p�vodn�. Boli to najm� £lohy,ktor�ch n ro�nos�, alebo tematick� zameranie prekra�uje mo�nosti kateg¢rie A. Zoznams£�a�iacich aj s v�sledkami s£�a�e je v tabu�ke. Rovnako ako v minulom ro�n¡ku lep¨ieobst l t¡m �eskej republiky. Bud£ci ro�n¡k s£�a�e sa uskuto�n¡ v �eskej republike.



2. �eskoslovensk� stretnutie, zadania 83Zadania £loh 2. �eskoslovensk�ho stretnutia�loha �.1Nech Z� je mno�ina v¨etk�ch cel�ch �¡sel r�znych od nuly. Dok �te, �e cel� �¡slop > 3 je prvo�¡slo, pr ve ke� pre ka�d£ dvojicu �¡sel a; b 2Z� pr ve jedno z �¡selN1 = a + b� 6ab + p � 16 ; N2 = a+ b+ 6ab + p+ 16le�¡ v mno�ine Z� . (J.�im¨a)�loha �.2Na nepr zdnej mno�ine M je dan  oper cia � , ktor  ka�dej usporiadanej dvojiciprvkov (a; b) 2 M � M prirad¡ nejak� prvok c 2 M , ktor� ozna�ujeme c = a � b .Zaoberajme sa oper ciami � s vlastnos�ou: vz�ahy(a � b) � b = a a a � (a � b) = bplatia pre �ubovo�n� prvky a; b 2M .a) Dok �te, �e ka�d  tak to oper cia je komutat¡vna, t.j. pre v¨etky a; b 2 M plat¡rovnos� a � b = b � a.b) Na ktor�ch kone�n�ch mno�in ch M tak to oper cia existuje?(J.�im¨a, T.Werner)�loha �.3Pravideln� ¨tvorbok� ihlan m  d��ku hrany podstavy 2a a d��ku bo�nej hrany ap17.Vo vn£tri ihlana je zvolen� bodM . Uva�ujme 5 ihlanov podobn�ch dan�mu, ktor� maj£hlavn� vrchol v bode M , a ktor�ch podstavy le�ia v rovin ch stien dan�ho ihlana.Dok �te, �e s£�et povrchov t�chto ihlanov je v��¨¡ alebo rovn� jednej p�tine povrchudan�ho ihlana. Kde je potrebn� zvoli� bod M , aby nastala rovnos�? (P.Leischner)�loha �.4Nech Z ozna�uje mno�inu v¨etk�ch cel�ch �¡sel. Rozhodnite, �i existuje funkciaf : Z! Z tak , �e pre ka�d� k = 0; 1; 2; : : : ; 1996 a pre ka�d� m 2 Zm  rovnicaf(x) + k � x =m aspo¤ jedno rie¨enie x v obore cel�ch �¡sel. (J. �im¨a)�loha �.5Na priamke s£ dan� dve mno�iny intervalov A a B. Mno�ina A obsahuje 2m � 1intervalov, kde m 2 N, pri�om �iadne dva intervaly z A nie s£ disjunktn�, nemaj£spolo�n� iba krajn� bod, a ka�d� interval z A obsahuje aspo¤ dva disjunktn� intervalyz B. Dok �te, �e v B mo�no n js� interval, ktor� patr¡ aspo¤ m intervalom z A.(P.Hlin�n�)�loha �.6Vo vn£tri str n AC a BC trojuholn¡ka ABC s£ po rade zvolen� body E a D.Ozna�me F priese�n¡k priamok AD a BE. Dok �te, �e podiel obsahov trojuholn¡kovABC a ABF sp�¤a vz�ah SABCSABF = jACjjAEj + jBCjjBDj � 1: (P.Leischner)



84 45. ro�n¡k matematickej olympi dyRie¨enia £loh 2. �eskoslovensk�ho stretnutia�loha �.1Ke� je v�raz N1 nulov�, dostaneme zo zadania rovnos� p = (6a�1)(6b�1). Podobne,ak je nulov� v�raz N2, dostaneme rovnos� p = �(6a + 1)(6b + 1).Najprv dok �eme prv£ �as� ekvivalencie. Nech je p > 3 prvo�¡slo. Rozl¡¨ime dvapr¡pady p � 1 (mod 6) a p � �1 (mod 6) (in� pr¡pad zrejme nem��e nasta�). V prvomz nich zrejme N2 =2Z�. Predpokladajme, �e pre niektor£ dvojicu a; b 2Z� plat¡ aj N1 =2=2Z�, �i�e N1 = 0. To je v¨ak zrejme mo�n�, len ak je jedno z �¡sel j6a�1j alebo j6b�1jrovn� 1 (inak by p nebolo prvo�¡slom). Preto by muselo by� jedno z �¡sel a; b rovn� nule,�o v¨ak nie je mo�n�. Obdobn� spor dost vame aj v pr¡pade p � �1 (mod 6).Teraz predpokladajme, �e p > 3 nie je prvo�¡slo. Okrem pr¡padov p � 1;�1 (mod 6)nem��eme dosta� ani N1, ani N2 cel�. Potom v¨ak maj£ v¨etky delitele �¡sla p tvar6k � 1. �¡slo p m  teda aspo¤ jeden z mo�n�ch rozkladov:p = (6c+ 1)(6d+ 1); p = (6c� 1)(6d� 1); p = (6c+ 1)(6d � 1);kde c a d s£ prirodzen� �¡sla. V prvom pr¡pade N2 nie je cel� a pre a = �c a b = �ddost vame N1 = 0, v druhom pr¡pade op�� N2 nie je cel� a N1 = 0 pre a = c a b = d.Napokon v tre�om pr¡pade N1 nie je cel� a pre a = c a b = �d dost vame N2 = 0.V ka�dom pr¡pade sme na¨li dvojicu �¡sel a; b 2 Z�, pre ktor£ nie je �iadne z �¡selN1;N2 z mno�iny Z�.�loha �.2a) Pod�a prvej identity v zadan¡ plat¡ [a � (a � b)] � (a � b) = a . V�raz v hranatejz tvorke je ale pod�a druhej identity v zadan¡ rovn� prvku b, �i�e plat¡ b � (a � b) = a,a teda b � a = b � [b � (a � b)]. Preto�e posledn� v�raz je pod�a druhej identity v zadan¡rovn� a � b, plat¡ b � a = a � b a d�kaz komutativity je hotov�.b) Prvky �ubovo�nej n{prvkovej mno�iny ozna�¡me �¡slami 1; 2; : : : ; n a de�nujemea � b = c pr ve ke� nj(a+ b+ c). T to de�n¡cia je korektn  (t.j. pre ka�d£ dvojicu (a; b)existuje pr ve jeden tak� prvok c) a m  okam�it� d�sledok: ak plat¡ a � b = c, potomc � b = a a a � c = b. Preto oper cia � s po�adovanou vlastnos�ou existuje na ka�dejkone�nej mno�ine.�loha �.3V¨imnime si, �e obsah podstavy aj bo�nej steny dan�ho ihlana je rovnak� S1 = 4a2.Spojnice boduM s vrcholmi ihlana rozdelia ihlan na ¨tyri ¨tvorsteny a jeden ¨tvorbok�ihlan. V¨etky tieto teles  maj£ spolo�n� vrcholM . S£�et ich objemov je objem dan�hoihlana. Ak ozna�¡me vi, (i = 1; : : : ; 5) v�¨ky t�chto telies z bodu M potom13S1 5Xi=1 vi = 13S1v;



2. �eskoslovensk� stretnutie, rie¨enia 85z �oho vypl�va 5Pi=1 vi = v, kde v je v�¨ka dan�ho ihlana. Teraz si uvedomme, �e tietov�¨ky s£ z rove¤ aj v�¨kami piatich ihlanov podobn�ch dan�mu zo zadania. Z toho:5Xi=1 viv = 1 = 5Xi=1 ki = 5Xi=1sSiS ;pri�om S je povrch dan�ho ihlana, Si s£ povrchy piatich vzniknut�ch ihlanov a ki s£ ichkoe�cienty podobnosti s dan�m ihlanom. Z toho �alej 5Xi=1pSi = pS, �o po umocnen¡d va S = 5Xi=1 Si + X15i<j55 2pSiSj :Ak �alej pou�ijeme AG-nerovnos�, �i�e 2pSiSj 5 Si + Sj , dostanemeS 5 5Xi=1 Si + 4 � 5Xi=1 Si = 5 � 5Xi=1 Si:Teda 5Xi=1 Si = 15S. Rovnos� nast va len ke� s£ v¨etky ihlany zhodn�. Potom je v¨ak Mstredom gule vp¡sanej dan�mu ihlanu.�loha �.4Dok �eme, �e h�adan  funkcia existuje. Po kr tkej £vahe mo�no nahliadnu�, �e sta�¡n js� jednozna�n� (injekt¡vne) priradenie (k;m)! x a potom de�nova� f(x) = m�kx.Zrejme potom u� bude funkcia f(x) sp�¤a� zadan� podmienky.Polo�me d = 1996 + 1 = 1997. Pod�a vety o delen¡ cel�ch �¡sel mo�no ka�d� �¡slox 2Zzap¡sa� jedin�m sp�sobom v tvare x =m�d+k, kdem 2Za k 2 f0; 1; : : : ; d�1g.Na z klade tohoto vyjadrenia (s pevn�m d) polo�me f(x) = m� kx, t.j. f(m � d+ k) == m�k(m �d+k). Potom ka�d  rovnica f(x)+k �x =m m  rie¨enie (nie nutne jedin�)x = m � d+ k.�loha �.5Ozna�me si intervaly v mno�ine A ako �i = hai; bii, i = 1; 2; : : : ; 2m � 1; indexym��eme zrejme voli� tak, aby platiloa1 5 a2 5 : : : a2m�1: (1)Nech �alej bk, k 2 fm;m + 1; : : : ; 2m � 1g je najmen¨ie z �¡sel bm; bm+1; : : : ; b2m�1.Pod�a zadania obsahuje interval �k 2 A dva disjunktn� intervaly z mno�iny B. Ozna�meich �1 = hc1; d1i a �2 = hc2; d2i. Bez ujmy na v¨eobecnosti m��eme predpoklada�, �eak 5 c1 < d1 < c2 < d2 5 bk: (2)



86 45. ro�n¡k matematickej olympi dyTeraz rozl¡¨ime nasleduj£ce pr¡pady:1) d1 5 bi pre v¨etky i = 1; 2; : : : ;m. Potom ale z (1) aj �1 � �i pre ka�d� i == 1; 2; : : : ;m, a teda �1 m  po�adovan£ vlastnos�.2) d1 > bs pre nejak� s 2 f1; 2; : : : ;mg. V�aka (2) aj c2 > bs. Preto�e pod�a zadaniamaj£ ka�d� dva intervaly z A spolo�n� bod, plat¡ z rove¤ bs = ai pre v¨etky i,a teda c2 > ai pre v¨etky i. Napokon z de�n¡cie bk je bk 5 bi pre i = m;m ++1; : : : ; 2m� 1. Celkom teda plat¡ ai < c2 < d2 5 bk 5 bi, pre ka�d� i 2 fm;m++1; : : : ; 2m� 1g, �i�e �2 � �i pre v¨etky i 2 fm;m+1; : : : ; 2m� 1g. Interval �2m  potom po�adovan£ vlastnos�.T�m je d�kaz ukon�en�.�loha �.6
A B

C DE F K LMNO P*Obr. 29Ve�me bodom F rovnobe�ky so stranami trojuholn¡ka ABC a ich priese�n¡ky s t�-mito stranami ozna�me K;L;M;N;O;P (obr. 29).Ak �alej ozna�¡me vC , vF vzdialenosti bodov C;F od priamky AB, potomSABCSABF = vCvF = jBCjjFKj : (3)Ke� teraz pou�ijeme podobnos� trojuholn¡kov FLM , PKF a rovno�ahlos� £se�iek MPa AC so stredom v B (bod F sa v tejto rovno�ahlosti zobraz¡ na bod E) { rovno�ahlos�zachov va pomery d��ok £se�iek, dostanemejLM jjFKj = jFM jjFP j = jECjjACj = jACjjAEj � 1: (4)�alej plat¡ jCM jjFKj = jNF jjFKj = jCDjjBDj = jBCjjBDj � 1 (5)a pod�a (3) SABCSABF = jBCjjFKj = jBLj+ jLM j+ jMCjjFKj :Do poslednej rovnosti dosad¡me jBLj = jFKj a d��ky jLM j, jCM j vyjadren� zo (4)a (5). Tak dostaneme zadan� vz�ah.



37. medzin rodn  matematick  olympi daV d¤och 5. a� 17. j£la 1996 sa v Bombayi v Indii konala 37. medzin rodn  mate-matick  olympi da IMO'96. Z£�astnilo sa jej 424 s£�a�iacich zo 75 kraj¡n. Medzin -rodn  matematick  olympi da (MMO) je s£�a�ou jednotlivcov. Ka�d  zo z£�astnen�chkraj¡n na ¤u vysiela s£�a�n� dru�stvo zlo�en� z najviac ¨iestich s£�a�iacich, sprev dzan�dvoma ved£cimi. Slovensk� dru�stvo tvorili Ivan Cimr k zo 4.ro�n¡ka Gymn zia Ve�k Okru�n  v �iline, Miroslav Dud¡k z 3.ro�n¡ka Gymn zia v Trebi¨ove, Eugen Kov �z 3.ro�n¡ka Gymn zia v Stropkove, Vladim¡r Marko z 3.ro�n¡ka Gymn zia J.Hroncav Bratislave, Viera R��i�kov  z 2.ro�n¡ka Gymn zia Ve�k  Okru�n  v �iline a Tam sVarga zo 4.ro�n¡ka Gymn zia s vyu�ovac¡m jazykom ma�arsk�m v Kom rne.Ved£cim deleg cie bol Doc. RNDr. Vojtech B lint, CSc., z V�DS v �iline a z stup-com ved£ceho Richard Koll r z MFF UK v Bratislave.Samotn  s£�a� je rozdelen  do dvoch s£�a�n�ch dn¡, po�as ktor�ch s£�a�iaci rie¨iapo 3 £lohy, na ktor�ch vyrie¨enie maj£ v�dy 4,5 hodiny �ist�ho �asu. V�sledky sloven-sk�ho dru�stva uv dza nasleduj£ca tabu�ka:Meno 1 2 3 4 5 6 s£�et cenaIvan Cimr k 7 1 2 6 1 1 18 3.Miroslav Dud¡k 7 0 5 1 1 7 21 2.Eugen Kov � 4 1 6 4 1 3 19 3.Vladim¡r Marko 4 1 7 1 1 7 21 2.Viera R��i�kov  0 0 4 1 0 7 12 3.Tam s Varga 1 1 6 0 2 7 17 3.Pre zauj¡mavos� uv dzame aj v�sledky dru�stva �eskej republiky:Meno 1 2 3 4 5 6 s£�et cenaTom ¨ B rta 7 1 6 0 0 7 21 2.Michal Bene¨ 7 1 6 0 0 7 21 2.Daniel Kr � 4 2 1 0 0 1 8 {David Op�la 4 1 7 0 0 6 18 3.Jan Sp�v k 2 1 1 1 0 0 5 {Robert �palek 1 0 5 3 0 1 10 {V�sledky s£ ve�mi netradi�n�, prekvapuj£ca je hlavne ve�mi n¡zka (12 bodov) hranicana zisk tretej ceny, na druh£ bolo treba 20 (trom na¨im £�astn¡kom u¨la len tesne)a na prv£ len 28 bodov. To, �e £lohy neboli £plne nerie¨ite�n�, potvrdil svojim v�konomnajm� Ciprian Manolescu z Rumunska, ktor� { tak ako minul� rok { aj teraz z¡skal pln�po�et bodov { 42. V Kanade bol v¨ak len jeden zo 14 absol£tnych v¡�azov, tentokr tzv¡�azil s m s n skokom 3 bodov pred �al¨¡m s£�a�iacim z K¢rei. Na¨e dru�stvoprekvapilo. Napriek mlad�mu zlo�eniu dosiahlo najlep¨¡ v�sledok za posledn� tri roky, aj



88 45. ro�n¡k matematickej olympi dyke� tentoraz ch�bala v�razn  individualita. Ne�akan� je hlavne zisk za jednotliv� £lohy.K�m sa n m nepodarilo nadviaza� na tradi�ne dobr� v�sledky v geometrii (treba v¨akpripomen£�, �e piata £loha bola pod�a celkov�ch v�sledkov suver�nne naj�a�¨ia a po nejnasledovali druh  a tretia), vynikaj£ci bodov� zisk priniesla ¨iesta £loha - jednoduch kombinatorika, v ktorej sme mali pre zmenu tradi�ne zl� v�sledky. V�born� hodnoteniesme z¡skali aj za tretiu £lohu (funkcion lna rovnica). Do bud£ceho roku zost va lenveri�, �e obaja strieborn¡ medailisti siahnu aj po najvy¨¨om ocenen¡. V neo�ci lnomporad¡ sme obsadili 17. miesto, �o z rove¤ znamen  po prv�kr t umiestnenie pred t¡-mom �eskej republiky, ktor� tentokr t sklamal.Zhodnoti� nematematick� priebeh medzin rodnej matematickej olympi dy je ne�ah-k�. Obzvl ¨� pre �lena dru�stva Slovenska. Cel� podujatie bolo sprev dzan� mno�stvomprobl�mov. U� samotn  cesta do dejiska sa uk zala problematick , na¨e dru�stvo doces-tovalo do Bombaya len jeden de¤ pred s£�a�ou po nam havej ceste cez Viede¤, Frankfurta D¡lli, kde aj pobudlo v ned�chate�nom ovzdu¨¡ ¨es� no�n�ch hod¡n. Pred ¨pinav�mvn£tro¨t tnym letiskom v Bombayi sme potom str vili spolu s jedin�m telef¢nnym�¡slom �al¨ie tri hodiny. Na spom¡nanom �¡sle v¨ak nebol nik kompetentn� a anidobre hovoriaci anglicky. Na vetu "We need a bus.\ odpovedal ot zkou "BulgarianAirlines?\. Po dlhom �akan¡ sa n s napokon ujal jeden z usporiadate�ov a objednaln m do miesta s£�a�e tax¡k. V tento n dhern� de¤ sme sa e¨te okrem nejedlej stravymohli pokocha� viac ako trojhodinov�m otv rac¡m ceremoni lom obsahuj£cim okremvynikaj£cich prejavov aj dvojhodinov� tane�n� predstavenie. �navu sme u� skoro aninec¡tili, a tak sme hne� po odlo�enej (neskor� za�iatok) ve�eri ¨li spa�. Desa�hodinov�sp nok pred s£�a�ou mohol posta�ova�, ak by v¨ak na¨a jedin  s£�a�iaca nebola najprvvyru¨ovan  £dr�b rmi, ktor�m u� v noci nedovolila opravova� k£pe�¤u. To v¨ak nebolonajm£drej¨ie, preto�e zdvoril¡ usporiadatelia nem��u necha� hos�a spa� v miestnostis pokazenou k£pe�¤ou ani chv¡�u, a tak sa musela o desiatej v noci e¨te s�ahova�. Prv�poriadny oddych si teda u�ila a� po�as s£�a�e, �o sa prejavilo aj na jej v�sledku za prv�s£�a�n� de¤.�al¨¡ priebeh u� bol lep¨¡, autobusy me¨kaj£ce hodinu a� dve, no�n� n vraty z ex-kurzi¡ bez ve�ere, �i celodenn� vozenie sa v da�di sa stali be�nou z le�itos�ou. Tietonekone�n� cesty autobusmi (klimatizovan�mi, ak pr ve nebola klimatiz cia pokazen )n m poukazovali azda v¨etky chudobn� predmestia tohto 13-mili¢nov�ho mesta. Slumy,ako sa mili¢ny papierov�ch, plechov�ch a trstinov�ch stanov volaj£, boli naozaj v¨ade.A tie� ¨pina, smrad a tis¡ce �obr kov. Ve�k  ¨koda, �e n s nezaviedli do centra mesta, kdeto pod�a usporiadate�ov vyzer  inak. Napokon sme v¨ak predsa nav¨t¡vili luxusn� hotelv centre. Nako�ko ide o jednu z najvy¨¨¡ch budov v tejto �asti �zie, bol usporiadan�banket priamo v jeho podzem¡. ��astie, �e pozn me to�ko matematick�ch hier, ktor�sme mohli po�as tohto zauj¡mav�ho programu predvies� ostatn�m v�prav m. Na z vere¨te spome¤me vynikaj£ce vyst£penie indick�ch gymnastov na ty�i (azda najlep¨ia �as�kult£rneho programu) �ia� nasledovan� vyst£pen¡m dedinsk�ho k£zeln¡ka, ktor� v¨akbolo na¨�astie pre obrovsk� nez ujem v polovici preru¨en�, a sl vnostn� ude�ovanie cien,ktor�ho polovi�ku v¨ak vedenie na¨ej v�pravy zme¨kalo pre neskor� pr¡chod autobusu.�peci lnu �as� programu absolvoval n ¨ s£�a�iaci Vladim¡r Marko, ktor�mu pred nie-ko�kod¤ovou n v¨tevou miestnej nemocnice nepomohli ani antimalarik . �al£do�n�



37. medzin rodn  matematick  olympi da 89probl�my ako on mali v¨ak azda v¨etci s£�a�iaci, nielen na¨i. Dlhodobej¨ie hospita-lizovan� bol v¨ak len on. Na¨�astie sa o¤ho v nemocnici naozaj pr¡kladne starali, a taksi dokonca mohol osobne prevzia� na vyhodnoten¡ svoju strieborn£ medailu. V takejtositu cii mo�no preto hodnoti� n ¨ v�sledok ako vynikaj£ci.Pred £pln�m ukon�en¡mMMO e¨te z stupcovia Argent¡ny pozvali v¨etky z£�astnen�krajiny na nasleduj£cu, u� 38. medzin rodn£ matematick£ olympi du, ktor  sa u nichbude kona� koncom j£la na bud£ci rok. �al¨ie ro�n¡ky by mali usporiada� Tchaj-wan,Rumunsko, Ju�n  K¢rea, USA, Filip¡ny a Japonsko.



90 45. ro�n¡k matematickej olympi dyV�sledky 37. medzin rodnej matematickej olympi dyKrajina Po�et Body 1.cena 2.cena 3.cena PoradieAlb nsko 4 15 0 0 0 67.{68.Argent¡na 6 80 0 1 3 29.Arm�nsko 6 63 0 0 1 35.Austr lia 6 93 0 2 3 23.Azerbajd�an 6 27 0 0 0 58.Bielorusko 6 99 1 1 2 21.Belgicko 6 75 0 0 4 31.Bosna a Hercegovina 4 30 0 0 1 57.Braz¡lia 6 36 0 0 0 52.Bulharsko 6 136 1 4 1 11.{12.Cyprus 5 14 0 0 0 69.�esk  republika 6 83 0 2 1 28.�¡na 6 160 3 2 1 6.D nsko 6 44 0 0 2 48.{51.Est¢nsko 6 33 0 0 0 55.Filip¡ny 6 8 0 0 0 74.F¡nsko 6 58 0 0 2 39.Franc£zsko 6 61 0 2 0 36.Gr�cko 6 95 0 1 5 22.Gruz¡nsko 6 78 1 0 2 30.Holandsko 6 26 0 0 0 59.Hong Kong 6 84 0 1 4 27.Chile 2 10 0 0 0 71.Chorv tsko 6 63 0 1 1 34.{35.India 6 118 1 3 1 14.Indon�zia 6 11 0 0 0 70.Ir n 6 143 1 4 1 9.Island 4 31 0 0 1 56.Izrael 6 114 1 2 2 15.�rsko 6 24 0 0 0 61.Japonsko 6 136 1 3 1 11.{12.JAR 6 50 0 0 2 43.Juhosl via 6 87 0 1 2 24.Ju�n  K¢rea 6 151 2 3 0 8.Kanada 6 111 0 3 3 16.Kazachstan 6 20 0 0 0 64.Kirgizstan 6 15 0 0 0 67.{68.



37. medzin rodn  matematick  olympi da, v�sledky 91Krajina Po�et Body 1.cena 2.cena 3.cena PoradieKolumbia 6 48 0 1 0 46.Kuba 1 16 0 0 1 66.Kuvajt 2 1 0 0 0 75.Litva 6 66 0 0 3 33.Loty¨sko 6 68 0 1 2 32.Macao 6 44 0 0 1 48.{51.Maced¢nsko 6 44 0 0 2 48.{51.Ma�arsko 6 167 3 2 1 3.Malajzia 4 9 0 0 0 72.Maroko 6 19 0 0 1 65.Mexiko 6 34 0 0 0 53.-54.Moldavsko 5 55 0 0 2 41.Mongolsko 6 49 0 0 2 44.{45.Nemecko 6 137 3 1 1 10.Nov� Z�land 6 60 0 0 3 37.{38.N¢rsko 6 60 0 0 3 37.{38.Po�sko 6 122 0 3 3 13.Portugalsko 6 21 0 0 0 63.Rak£sko 6 54 0 1 0 42.Rumunsko 6 187 3 3 0 1.Rusko 6 162 2 3 1 4.Singap£r 6 86 0 1 3 25.{26.Slovensko 6 108 0 2 4 17.Slovinsko 6 49 0 0 2 44.{45.Sr¡ Lanka 6 34 0 0 1 53.{54.�panielsko 6 44 0 0 0 48.{51.�vaj�iarsko 4 23 0 0 1 62.�v�dsko 6 57 0 1 1 40.Taliansko 6 86 0 2 2 25.{26.Thajsko 6 47 0 0 1 47.Tchaj-wan 6 100 0 2 3 20.Trinidad a Tobago 6 25 0 0 0 60.Turecko 6 104 0 2 3 19.Turkm�nsko 4 9 0 0 0 73.Ukrajina 6 105 1 0 5 18.USA 6 185 4 2 0 2.Ve�k  Brit nia 6 161 2 4 0 5.Vietnam 6 155 3 1 1 7.



92 45. ro�n¡k matematickej olympi dyZadania £loh 37. medzin rodnej matematickej olympi dy1. Nech ABCD je obd��nikov  doska s rozmermi jABj = 20, jBCj = 12. Doska jerozdelen  na 20 � 12 jednotkov�ch ¨tvorcov. Nech r je dan� prirodzen� �¡slo. Mincoumo�no �aha� z jedn�ho ¨tvorca na druh� vtedy a len vtedy, ke� vzdialenos� stredovt�chto ¨tvorcov je pr. �lohou je n js� postupnos� �ahov mincou ved£cu zo ¨tvorcas vrcholom A do ¨tvorca s vrcholom B.a) Uk �te, �e £loha sa ned  splni�, ak je r delite�n� 2 alebo 3.b) Dok �te, �e £loha sa d  splni�, ak r = 73.c) D  sa £loha splni� pre r = 97 ? (F¡nsko)2. Nech P je bod vn£tri trojuholn¡ka ABC, pre ktor� plat¡j<)APBj � j<)ACBj = j<)APCj � j<)ABCj:Nech D a E s£ po rade stredy kru�n¡c vp¡san�ch trojuholn¡kom APB a APC. Dok �te,�e priamky AP , BD a CE sa pret¡naj£ v jednom bode. (Kanada)3. Nech S = f0; 1; 2; 3; : : : g ozna�uje mno�inu v¨etk�ch nez porn�ch cel�ch �¡sel.N jdite v¨etky funkcie f de�novan� na S, ktor�ch funk�n� hodnoty s£ z S, s vlastnos�ouf(m + f(n)) = f(f(m)) + f(n); pre v¨etky m;n 2 S: (Rumunsko)4. Dan� s£ prirodzen� �¡sla a; b tak�, �e obe �¡sla 15a+16b a 16a� 15b s£ druhou moc-ninou prirodzen�ch �¡sel. N jdite najmen¨iu mo�n£ hodnotu, ktor£ m��e nadobudn£�minimum oboch druh�ch mocn¡n. (Rusko)5. Nech ABCDEF je konvexn� ¨es�uholn¡k tak�, �e AB je rovnobe�n� s DE, BCje rovnobe�n� s EF a CD je rovnobe�n� s AF . Ozna�me RA, RC a RE po radepolomery kru�n¡c op¡san�ch trojuholn¡komFAB,BCD aDEF a nech p je obvod dan�ho¨es�uholn¡ka. Dok �te, �e plat¡ RA +RC +RE = p2 . (Arm�nsko)6. Nech n; p; q s£ prirodzen� �¡sla, pre ktor� n > p+ q. Nech x0; x1; : : : ; xn s£ cel� �¡slasp�¤aj£ce nasleduj£ce podmienky:a) x0 = xn = 0;b) pre ka�d� cel� �¡slo i, 1 5 i 5 n je bu� xi � xi�1 = p, alebo xi � xi�1 = �q.Uk �te, �e existuje dvojica indexov (i; j) tak , �e i < j, (i; j) 6= (0; n) a xi = xj .(Franc£zsko)



37. medzin rodn  matematick  olympi da, rie¨enia 93Rie¨enia £loh 37. medzin rodnej matematickej olympi dy�loha �. 1 (Ivan Cimr k)Zavedieme s£radnicov£ s£stavu s po�iatkom v strede ¨tvorca s vrcholom A a tak,aby stred ¨tvorca s vrcholom B mal s£radnice [19; 0]. (Potom m  stredu ¨tvorca s vr-cholom D zrejme s£radnice [0; 11].)a) Najprv rozoberme pr¡pad r = 2k, k 2 N. Ak �ah mincou mo�no v na¨ej s£rad-nicovej s£stave reprezentova� posunut¡m o vektor (a; b), a; b 2 Z, potom mus¡ plati�a2 + b2 = r = 2k. Zrejme teda maj£ �¡sla a aj b rovnak£ paritu. Ke��e vych dzamez poz¡cie [0; 0], s£�et oboch s£radn¡c polohy mince po ka�dom pohybe mus¡ by� p rny.Na konci preto nem��eme dosiahnu� polohu [19; 0].V pr¡pade r = 3k analogicky a2 + b2 = 3k, av¨ak zvy¨ky druh�ch mocn¡n po delen¡�¡slom 3 s£ len 0 alebo 1, preto jedin  vhodn  kombin cia zvy¨kov �¡sel a; b nast vavtedy, ke� s£ obe delite�n� tromi. Tvrdenie potom u� �ahko dok �eme obdobn�miargumentami ako vy¨¨ie.b) Pr¡kladom takejto cesty je napr¡klad t to: [0; 0]; [8; 3]; [16; 0]; [19; 8]; [11; 5]; [19; 2];[16; 10]; [8; 7]; [16; 4]; [8; 1]; [11; 9]; [19; 6]; [11; 3]; [19; 0].c) Rovnica a2+b2 = 97 m  v cel�ch �¡slach rie¨enia len (�4)2+(�9)2 = 97. Uva�ujmeteraz v¨etky pohyby, ktor� m��e minca pri tejto podmienke absolvova�. �ahy mincoumo�no rozdeli� na dva typy - typ G , ke� sa y-ov  s£radnica bodu men¡ o 4 a typ H , ke�sa y-ov  s£radnica bodu men¡ o 9. V¨¡majme si teraz mo�n� po�et �ahov typu Gmedzidvomi susedn�mi (nasleduj£cimi) �ahmi typu H . Rozoberme nieko�ko pr¡padov.� Oba �ahy typu H zv��¨uj£ y-ov£ s£radnicu o 9 { potom pred t�mito �ahmi mohli by�y-ov� s£radnice polohy mince len 0; 1 alebo 2, z �oho, vzh�adom na zachov vaniezvy¨ku y-ovej s£radnice po delen¡ ¨tyrmi pri �ahoch typu G , vypl�va, �e tietos£radnice museli by� rovnak�, teda �ahov typu G naozaj musel by� p rny po�et.� Oba �ahy typu H zmen¨uj£ y-ov£ s£radnicu o 9 { tento pr¡pad je obdobn� akopredch dzaj£ci.� Jeden �ah typu H zv��¨uje y-ov£ s£radnicu o 9, druh� zmen¨uje { potom pred t�mito�ahmi mohli by� y-ov� s£radnice polohy mince len 0; 1 alebo 2, resp. 9, 10, 11. Rozdielpol�h je teda �¡slo z mno�iny f7; 8; 9; 10; 11g. Ak op�� uv �ime zvy¨ok modulo 4,do £vahy pripad  len rozdiel 8. Ten v¨ak znamen  p rny po�et �ahov typu G .V ka�dom pr¡pade je po�et �ahov typu G p rny. Po�ahky sa (op�� pou�it¡m modula 4)uk �e, �e ak by sme mali vyjs� z poz¡cie [0; 0] a pr¡s� do poz¡cie [19; 0], tak aj pred prv�m�ahom typu H aj po poslednom �ahu typu Hmusel by� p rny po�et �ahov typu G .Preto bol nutne po�et v¨etk�ch �ahov typu G p rny. Ak si teraz pre zmenu v¨imnemex-ov� s£radnice za�iatku aj konca cesty, zist¡me, �e maj£ r�znu paritu. To v¨ak nie jepri p rnom po�te �ahov typu Gmo�n� (�ahy typu H paritu nemenia). Preto h�adan cesta neexistuje.In� rie¨enie, �as� c) (Miroslav Dud¡k)Sk£majme y-ov£ s£radnicu pri pohybe mincou z bodu [0; 0] do [19; 0]. Jej zmeny s£�¡sla z mno�iny f�9;�4; 4; 9g. Ke��e za�¡name aj kon�¡me v poz¡cii 0, mus¡ by� celkov zmena s£radn¡c v tvare 9k + 4l, k; l 2 Zrovn  nule. �¡sla 4 a 9 s£ v¨ak nes£delite�n�,



94 45. ro�n¡k matematickej olympi dypreto mus¡ by� k = 4m; l = �9m, m 2Z. Zrejme m 6= 0, preto�e potom by bol celkov�po�et pohybov oboch typov p rny, �o n m neumo�¤uje zmeni� x-ov£ s£radnicu z 0na 19. Bez ujmy na v¨eobecnosti nech je m kladn�. Potom je po�et pohybov so zmenouy-ovej s£radnice o +9 aspo¤ o 4 v��¨¡ ako po�et pohybov so zmenou o �9. Cel� proceszmeny s£radn¡c potom mus¡ prebieha� nasledovne:d1+: : :+du+9+du+2+: : :+dv+9+dv+2+: : :+dw+9+dw+2+: : :+dz+9+dz+2+: : :+dn;kde d1; : : : ; dn s£ postupne zmeny y-ovej s£radnice vo v¨etk�ch �ahoch mincou a plat¡d1+: : :+du � du+2+: : :+dv � dv+2+: : :+dw � dw+2+: : :+dz � dz+2+: : :+dn (mod 4)(Toto tvrdenie si dobre rozmyslite.) V takomto pr¡pade sa v¨ak ¨tvrt  vyzna�en deviatka pripo�¡tava v situ cii, ke� d va y-ov  s£radnica zvy¨ok 3 modulo 4, �o v¨akzrejme nie je mo�n�, preto�e tento zvy¨ok z pr¡pustn�ch pol�h d vaj£ len �¡sla 3, 7, 11,a ani k jedn�mu tomuto �¡slu nemo�no pripo�¡ta� 9 bez toho, aby sme prekro�ili 11(teda vy¨li z dosky). Pr¡pad m z porn� sa rozoberie obdobne. Preto aj tu doch dzamek z veru, �e h�adan  cesta neexistuje.�loha �. 2 A
B CP YZ X+Obr. 30

Na d�kaz tvrdenia je potrebn� dok za�, �e osiuhlov<)ABP a<)ACP sa pret¡naj£ na AP . Ozna�-me k kru�nicu op¡san£ trojuholn¡ku ABC a �alejX;Y a Z po rade jej priese�n¡ky s polpriamkamiAP;BP a CP . Podmienka j<)APBj � j<)ACBj == j<)APCj � j<)ABCj je ekvivalentn  s j<)PACj++ j<)PBCj = j<)PABj + j<)PCBj, �o mo�no zjed-nodu¨i� na j<)XZY j = j<)XYZj, teda jXY j == jXZj. Trojuholn¡ky BPC a ZPY s£ podobn�,preto jBCj=jZY j = jBP j=jZP j = jPCj=jPY j.Nech jBP j � jPY j = t, potom jPCj � jZP j = t == jAP j � jPXj. Z toho (obr. 30)jBCjjZY j = jBP jjZP j = jBP j � jPCjt ;�o mo�no upravi� na jY Zj = t� jBCjjBP j � jPCj� :Cyklickou z menou m me tie�jXY j = t� jABjjAP j � jBP j� ; jXZj = t� jACjjAP j � jCP j� :Ke��e jXY j = jXZj, dost vame jABjjBP j = jACjjPCj, �i�e jBAjjBP j = jCAjjCP j , teda osi uhlov sapret¡naj£ na AP .



37. medzin rodn  matematick  olympi da, rie¨enia 95In� rie¨enie.Pou�ijeme nasleduj£cu netrivi lnu lemu.Lema: Ozna�me p�ty kolm¡c z bodu P na strany BC, CA a AB po rade X;Y a Z(obr. 31). Potom plat¡ jY Zj = jPAj � sin j<)BACj a j<) Y XZj = j<)BPCj � j<)BACj.A
B CPX YZ,Obr. 31

T£to lemu mo�no dok za� vyu�it¡m tetivov�ch ¨tvoruholn¡kov AZPY , BXPZa CYPX a pou�it¡m prav�ch uhlov, ktor� sa v nichnach dzaj£. Nech teraz BD a CE pret¡naj£ APpo rade v bodoch Q a R. Rovnako ako v predch dza-j£com rie¨en¡ zrejme sta�¡ dok za�, �e jABj=jBP j == jACj=jCP j. To je v¨ak ekvivalentn� s jABj � jCP j == jACj � jBP j. Pou�it¡m s¡nusovej vety v trojuholn¡kuABC je to �alej ekvivalentn� s jCP j � sin j<)ACBj == jBP j�sin j<)ABCj. Teraz pou�ijeme lemu, sta�¡ tedadok za� jXY j = jXZj. Av¨ak z dan�ho j<)APBj �� j<)ACBj = j<)APCj � j<)ABCj pomocou lemyvypl�va j<)XZY j = j<)XYZj, �o vedie k jXY j = jXZj,�o bolo treba dok za�.�loha �. 3 (Vladim¡r Marko)Dosaden¡m m = n = 0 do zadanej rovnice dost vame f(0) = 0. Teraz dosaden¡mm = 0 dost vame f(f(n)) = f(n), �i�e f(h) = h pre ka�d� h 2 Hf , kde h 2 Hf je oborhodn�t f .Jedno z rie¨en¡ rovnice je f(n) = 0 pre v¨etky nez porn� cel� n. In � existujenajmen¨¡ nenulov� prvok mno�iny h 2 Hf , ozna�me ho c. Plat¡ f(c) = c. Dok �eme, �epre ka�d� q < c; q 2 S plat¡ cjf(q). Ak by existovalo tak� q, q < c, q 2 S, �e f(q) = r ++ kc, kde k 2 S, r 2 f1; 2; : : : ; c� 1g, potom f(r + kc) = r + kc, preto�e r + kc 2 Hf ,�o mo�no pomocou dan�ho vz�ahu rozp¡sa�r + kc = f(r + kc) = f(r + f(c) + f(c) + : : :+ f(c)| {z }k-kr t ) == f(r) + f(c) + f(c) + : : :+ f(c)| {z }k-kr t = f(r) + kc;�i�e f(r) = r, �o je spor s v�berom c. Pre ka�d� q > c m��eme p¡sa� q = kc+ l, kdek 2 N, l 2 f0; 1; : : : ; c� 1g. Potomf(q) = f(l + kc) = f(l) + f(kc) = f(l) + kc:Teda funkcia f je presne dan  svojimi hodnotami f(0) = 0; f(1); : : : ; f(c � 1), cjf(i),pre i = 1; 2; : : : ; c� 1. Sk£¨kou sa over¡, �e ka�d  tak to funkcia naozaj vyhovuje.�loha �. 4Ozna�me 15a+ 16b = r2 a 16a� 15b = s2, kde r; s 2 N. Odtia� dost vamer4 + s4 = (152 + 162)(a2 + b2) = 481(a2 + b2):



96 45. ro�n¡k matematickej olympi dy�¡slo 481 = 13� 37. Teraz vyu�ijeme fakt, �e x4 ned va zvy¨ok �1 ani modulo 37 animodulo 13. (Ak by �1 � x4 (mod 13), pre nejak� x 2 N, potom z Malej Fermatovejvety (�1)3 � 1 (mod 13), �o neplat¡; druh  kongruencia �1 � x4 (mod 37), pre nejak�x 2 N, vedie ku (�1)9 � 1 (mod 13), �o tie� neplat¡.) Ke��e r4 + s4 � 0 (mod 13),bu� r � s � 0 (mod 13), alebo r =� 0, s =� 0 (mod 13). Druh  mo�nos� nem��e nasta�,preto�e x4 nikdy ned va zvy¨ok �1 modulo 13; preto 13jr; 13js. Obdobne 37jr; 37js.Preto 481jr; 481js, �i�e r = 481; s = 481. Pre r = s = 481 �ahko n jdeme dvojicua = 481 � 31; b = 481. Preto je h�adan� minimum rovn� 4812.In� rie¨enieVhodn�m s�¡tan¡m prv�ch dvoch rovn¡c dost vame 481a = 16r2 + 15s2. Ak uva-�ujeme t£to rovnicu modulo 13, dost vame 3r2 + 2s2 � 0 (mod 13). Ak v¨ak presk£-mame v¨etky kvadratick� zvy¨ky modulo 13, zist¡me, �e t to mo�nos� m��e nasta� lenpre 13jr, 13js. Obdobne m��eme uva�ova� t£to rovnicu modulo 37, teda 16r2 +15s2 �� 0 (mod 37). Teraz presk£mame 15- a 16-n sobky kvadratick�ch zvy¨kov modulo 37a zist¡me, �e aj t to mo�nos� nast va len pre 37jr; 37js. �al¨¡ postup je u� potomrovnak� ako v prvom rie¨en¡.�loha �. 5Ozna�me po rade a; b; c; d; e a f d��ky str nAB;BC;CD;DE;EF a FA. V¨imnime si,�e zo zadania vypl�va, �e proti�ahl� uhly ¨es�uholn¡ka s£ zhodn� (j<)FABj = j<)CDEj,j<)ABCj = j<)DEF j, j<)BCDj = j<)EFAj) (obr. 32). Uva�ujme nasleduj£ce kolmice:AP ? BC, AS ? EF , DQ ? BC, DR ? EF . Potom PQRS je pravouholn¡k a jBF j == jPSj = jQRj. Preto 2jBF j = jPSj+ jQRj, �i�e2jBF j = (a sin j<)ABCj+ f sin j<)BCDj) + (c sin j<)BCDj+ d sin j<)ABCj):A B C DEF
P Q

RS-Obr. 32Obdobne2jDBj = (c sin j<)FABj+ b sin j<)ABCj) + (e sin j<)ABCj+ f sin j<)FABj);2jFDj = (e sin j<)BCDj+ d sin j<)FABj) + (a sin j<)FABj + b sin j<)BCDj):



37. medzin rodn  matematick  olympi da, rie¨enia 97Pre polomery kru�n¡c op¡san�ch trojuholn¡kom FAB, BCD a DEF plat¡RA = jBF j2 sin j<)FABj ; RC = jDBj2 sin j<)BCDj ; RE = jFDj2 sin j<)ABCj :Odtia� 4(RA +RC +RE) == a� sin j<)ABCjsin j<)FABj + sin j<)FABjsin j<)ABCj�+ b� sin j<)ABCjsin j<)BCDj + sin j<)BCDjsin j<)ABCj�+ : : : == 2(a + b+ c+ d+ e+ f) = 2P;a teda RA + RC + RE = P2 , �o bolo treba dok za�. Rovnos� plat¡, ak j<)FABj == j<)ABCj = j<)BCDj a z rove¤ BF ? BC, : : : ; teda pr ve vtedy, ke� je ¨es�uholn¡kpravideln�.�loha �. 6 (Vladim¡r Marko)Ak p a q nie s£ nes£delite�n�, m��eme p, q aj xi, i = 0; 1; : : : ; n vydeli� najv��¨¡mspolo�n�m delite�om �¡sel p a q a prevedieme cel� probl�m na rie¨enie s p; q nes£deli-te�n�mi.Teraz u� m��eme predpoklada�, �e p; q s£ nes£delite�n�. Ak posledn� �len postupnos-ti xn vznikol k-kr t pri�¡tan¡m �¡sla p a l-kr � od�¡tan¡m �¡sla q, potom 0 = xn = kp�lq,kde k+ l = n. Teda trivi lne qjk a pjl. Nech k = k0q a l = l0p. Potom xn = (k0� l0)pq,�i�e k0 = l0. Z toho n = k + l = k0(p+ q).�alej ozna�me fi = xi � xi�p�q pre i = p+ q; p+ q +1; : : : ; n. Ak niektor� z t�chtofi = 0, potom xi = xi�p�q a tvrdenie zrejme plat¡. Preto m��eme predpoklada�, �ev¨etky fi 6= 0. �len fp+q mo�no nap¡sa� v tvare fp+q = (q � ap+q)p � (p + ap+q)q(preto�e q � an + p + an = q + p). Toto po £prave d va fp+q = �ap+q(p + q). Ke��efp+q 6= 0, potom aj ap+q 6= 0. �alejfi = fi�1 + xi � xi�1 � xi�p�q + xi�p�q�1; pre i = p + q + 1; : : : ; n:M��u preto nasta� len tri mo�nostifi = fi�1 � (p + q); fi = fi�1; fi = fi�1 + (p+ q):Ke��e v¨ak vieme, �e fp+q je tvaru �ap+q(p+q), potom aj ka�d� fi = �ai(p+q), pre i == p+q; : : : ; n. Predch dzaj£ce tri mo�nosti sa menia na ai = ai�1+c, kde c 2 f�1; 0; 1g.Zrejme s£ v¨etky ai 6= 0. Potom v¨ak musia ma� st le rovnak� znamienko. Potom maj£rovnak� znamienko aj v¨etky fi, �o ale znamen , �e xn = fp+q+f2(p+q)+ : : :+fk0(p+q),kde ka�d� �len s£�tu m  rovnak� znamienko. To je v¨ak spor s predpokladom xn = 0.Preto mus¡ existova� nejak� vhodn� i tak�, �e xi = xi�p�q. Ke��e n� p� q 6= 0, je t todvojica indexov r�zna od (0; n).



98 45. ro�n¡k matematickej olympi dyIn� rie¨enie (Viera R��i�kov )Pre jednoduchos� op�� uv �me pr¡pad p; q nes£delite�n�. Uva�ujme nasleduj£cutabu�ku:{ do �av�ho doln�ho rohu umiestnime �¡slo 0;{ do pol¡�ka vzdialen�ho o k pol¡ vpravo a o l pol¡ hore od �av�ho doln�ho rohuumiestnime �¡slo kp� lq.Postupnos� x0; x1; : : : ; xn si mo�no predstavi� v tejto tabu�ke ako lomen£ �iaruvych dzaj£cu z �av�ho doln�ho rohu ved£cu do nejak�ho pol¡�ka, v ktorom je nula(okrem pol¡�ka v (q + 1)-vom st�pci a (p + 1)-vom riadku { preto�e n > p+ q). V¨etkynuly v tabu�ke zrejme le�ia na jednej priamke, prech dzaj£cej �av�m doln�m rohom.�alej si m��eme v¨imn£�, �e v tabu�ke sa v�dy periodicky opakuje podtabu�ka, ktorej�av� doln� roh a prav� horn� roh ohrani�uj£ dve za sebou id£ce nuly. Prv  tak topodtabu�ka m  �av� doln� roh v �avom dolnom rohu celej tabu�ky a prav� horn� rohv pol¡�ku v (q + 1)-vom st�pci a (p+ 1)-vom riadku (v pr¡pade p a q nes£delite�n�ch).Teraz postupujme nasledovne. V tabu�ke zazna�ujeme �leny postupnosti xi pohybomv�dy bu� vpravo alebo nahor. Pri prechode na nov� pol¡�ko v�dy v tabu�ke pre¨krtnemev¨etky pol¡�ka, na ktor�ch s£ �¡sla rovnak�, ako je �¡slo na novom pol¡�ku. Na d�kaztvrdenia v zadan¡ potrebujeme dok za�, �e v�dy, ke� chceme lomen£ �iaru ukon�i�v pol¡�ku s nulou, mus¡me aspo¤ raz vst£pi� na pre¨krtnut� pol¡�ko. Ke��e lomen �iara nem��e skon�i� v prvej podtabu�ke, mus¡ ju raz nadobro opusti�. Bez ujmyna v¨eobecnosti nech ju opust¡ pod �al¨ou podtabu�kou (mohla aj nad ¤ou). To v¨akznamen , �e v ka�dom st�pci podtabu�ky je u� vy¨krtnut� aspo¤ jedno pol¡�ko. Potomv¨ak nem��e existova� lomen  �iara neprech dzaj£ca pre¨krtnut�m pol¡�kom ved£cado pol¡�ka s nulou, preto�e nula sa nach dza v�dy a� v najvy¨¨om riadku ka�dejpodtabu�ky a je (ak u� nebola vy¨krtnut  nula v (q + 1)-vom st�pci a (p + 1)-vomriadku { potom je h�adan  dvojica indexov (0; p + q)) "odrezan \ od aktu lnej polohynepreru¨enou lomenou �iarou ved£cou pod ¤ou. Preto sa v postupnosti nutne mus¡nach dza� dvojica �lenov s rovnakou hodnotou r�zna od dvojice (x0; xn).



Tretia Stredoeur¢pska olympi da v informatike�������Tret¡ ro�n¡k Stredoeur¢pskej olympi dy v informatike (CEOI) sa konal v d¤och9.{13. okt¢bra 1996 v Bratislave na p�de Matematicko-fyzik lnej fakulty UniverzityKomensk�ho. Je potrebn� poznamena�, �e o konan¡ CEOI v Bratislave medzin rodn komisia rozhodla a� v j£li tohto roku, ke��e sa nepodarilo CEOI zorganizova� v Chor-v tsku.Na CEOI sa z£�astnilo 28 s£�a�iacich zo siedmych kraj¡n (�esk  Republika, Chor-v tsko, Ma�arsko, Po�sko, Rumunsko, Slovensko a Slovinsko).Slovensko na CEOI'96 reprezentovali ¨tyria s£�a�iaci: Miroslav Dud¡k zo 4. ro�n¡kaGymn zia v Trebi¨ove, Stanislav Funiak zo 4. ro�n¡ka Gymn zia v Su�anoch, MartinHajduch zo 4. ro�n¡ka Gymn zia v Pova�skej Bystrici a Vladim¡r Marko zo 4. ro�n¡kaGymn zia J.Hronca v Bratislave. Ved£cou slovensk�ho dru�stva bola RNDr. GabrielaAndrejkov  z Univerzity P.J.�af rika v Ko¨iciach.S£�a�iaci boli ubytovan¡ v Bratislave v peknom prostred¡ na Kolibe. Prv� de¤ bolvyhraden� na ubytovanie, prezent ciu s£�a�iacich a sl vnostn� otvorenie, druh� a ¨tvrt�de¤ sa s£�a�ilo, tret¡ de¤ bol venovan� oddychu (¨tudenti mohli absolvova� prehliadkumesta, zo ¨portov�ch �innost¡ bolo mo�n� vysk£¨a� vodn£ turistiku v lodenici MFFUK, k dispoz¡cii bolo mno�stvo �al¨¡ch aktiv¡t pod�a v�beru ¨tudentov) a piaty de¤ sakonalo sl vnostn� vyhodnotenie a ukon�enie s£�a�e.Samotn  s£�a� sa konala na Matematicko-fyzik lnej fakulte Univerzity Komensk�ho.S£�a�iaci mali k dispoz¡cii po�¡ta�e PC 486DX v prostred¡ MS-DOS, s£�a�n�mi prog-ramovac¡mi jazykmi boli PASCAL (Borland Pascal v. 7.0) a C++ (Borland C++v. 3.1). Oba s£�a�n� dni sa s£�a�ilo po p�� hod¡n, ka�d� de¤ s£�a�iaci rie¨ili tri s£�a�n�£lohy. �lohy boli zauj¡mav�, aj ke� z poh�adu predch dzaj£cich ro�n¡kov CEOI a IOItrochu netradi�n�. Hlavn�m rozdielom oproti predch dzaj£cemu ro�n¡ku bolo, �e sadopredu nezverej¤ovali �asov� limity pre beh programov. S£�a�iaci boli iba obozn men¡so skuto�nos�ou, �e �asov� limit sa pohybuje okolo trojn sobku �asu, ktor� potrebujeo�ci lne rie¨enie. Rie¨enia boli vyhodnocovan� be�n�m sp�sobom (testovanie spr vnehov�stupu pri zadan¡ testovac¡ch vstupn�ch d t).Medzin rodn  porota sa na z klade v�sledkov s£�a�e a pravidiel CEOI rozhodlaudeli� 13 medail¡ z toho 2 zlat�, 4 strieborn� a 7 bronzov�ch. Na¨i z¡skali jednu zlat£(Funiak), dve strieborn� (Dud¡k, Marko) a jednu bronzov£ (Hajduch) medailu. Celkov�v�sledky s£�a�iacich, ktor¡ z¡skali medaily s£ v tabu�ke.



100 45. ro�n¡k matematickej olympi dyPor. Meno �t t 1. 2. 3. 4. 5. 6. S£�et1. Adam Borowski Po�sko 28 30 30 34 40 20 1822. Stanislav Funiak Slovensko 33 17 30 40 40 20 1803. Eryk Kopczy�nski Po�sko 40 25 30 18 40 20 1734. Miroslav Dud¡k Slovensko 40 30 30 5 40 20 1655. Piotr Zieli�nski Po�sko 40 22 20 2 40 20 1446. Vladim¡r Marko Slovensko 40 3 10 14 40 20 1277.-8. Andrzej G�asienica-Samek Po�sko 0 30 30 2 40 20 122Vlad Petric Rumunsko 18 25 8 11 40 20 1229. Martin Hajduch Slovensko 40 9 12 2 40 14 11710. Mitja �Slenc Slovinsko 16 17 5 14 40 20 11211. Zoran Majstrovi�c Chorv tsko 19 10 17 2 40 20 10812. Zvonimir Bujanovi�c Chorv tsko 40 17 2 2 29 17 10713. Sergiu �Stefanov Rumunsko 13 25 22 2 40 3 105V neo�ci lnom hodnoten¡ kraj¡n sa Slovensko umiestnilo na druhom mieste hne�za Po�skom, �¡m sme len obh jili £spechy na CEOI a IOI z predch dzaj£cich rokov.Predpoklad  sa, �e sk£senosti z¡skan� na CEOI s£�a�iaci z£ro�ia v bud£cich ro�n¡kochIOI. Neo�ci lne poradie kraj¡n je v nasleduj£cej tabu�ke.1. Po�sko 621 5. �esk  republika 2732. Slovensko 589 6. Ma�arsko 2593. Rumunsko 405 7. Slovinsko (len 3 s£�a�iaci) 1774. Chorv tsko 362Po organiza�nej str nke prebiehala cel  s£�a� hladko a nevyskytli sa �iadne z va�n�probl�my. Na tomto mieste je potrebn� po�akova� hlavnej organiz torke cel�ho po-dujatia RNDr. Viere Blahovej ako aj RNDr. Andrejovi Blahovi, Tom ¨ovi Vina©ovi,Bronislave Brejovej, Ivone Bez kovej, Martinovi P lovi, Du¨anovi Bez kovi, JurajoviGottweisovi, Martinovi Irmanovi, Miroslavovi �iketovi a �al¨¡m �lenom jednotliv�chkomisi¡ za mno�stvo pr ce, ktor� pre uskuto�nenie tretieho ro�n¡ka CEOI na Slovenskuurobili. Po�akovanie takisto patr¡ Matematicko-fyzik lnej fakulte Univerzity Komen-sk�ho, ke��e bez jej podpory by nebolo mo�n� konanie celej s£�a�e. �tvrt� ro�n¡k CEOIsa uskuto�n¡ v roku 1997 v Po�sku.



8. medzin rodn  olympi da v informatike§sma medzin rodn  olympi da v informatike IOI'96 sa konala v d¤och 25.7.{1.8.96vo Veszpr�me v Ma�arsku. Nad podujat¡m dr�al z ¨titu prezident republiky �rp dG�ncz. Prv  medzin rodn  olympi da v informatike sa uskuto�nila pred 8 rokmia £�astnilo sa na nej 12 ¨t tov. Tento rok to u� bolo 215 s£�a�iacich z 56 kraj¡n v¨etk�chkontinentov. Napriek tomu, �e ide o prest¡�nu medzi¨t tnu s£�a�, MOI je najm� s£�a�jednotlivcov.Na rozdiel od na¨ej kateg¢rie P matematickej olympi dy s£ v¨etky £lohy MOIpraktick�, programovac¡mi jazykmi boli Pascal, C++ a QBasic. Pr¡klady zostavujekrajina, ktor  s£�a� usporad£va. Kone�n� formul cie znenia £loh tvor¡ a schva�uje valn�zhroma�denie, ktor� je zostaven� z ved£cich jednotliv�ch deleg ci¡. Nako�ko pr¡kladymusia by� vyrie¨en� na po�¡ta�i, vyhodnocovanie potom prebieha automaticky. K pr cived£ceho deleg cie spolu so z stupcom patr¡ zabezpe�enie prekladu £loh do sloven�inya prekladu ot zok ¨tudentov do angli�tiny. S£�a�¡ sa dva dni, medzi ktor�mi je jedende¤ oddychov�. Ka�d� s£�a�n� de¤ dostan£ s£�a�iaci tri pr¡klady, ktor� treba vyrie¨i�v �asovom limite 5 hod¡n. Zadania maj£ k dispoz¡cii v angli�tine a v materinskomjazyku.Slovensko reprezentovali ¨tyria gymnazisti, ktor¡ patria k tohtoro�n�m v¡�azom MO{ kateg¢rie P a po t��dennom v�berovom s£streden¡ sa umiestnili na prv�ch ¨tyrochmiestach (v�sledky v�berov�ho s£stredenia n jdete v kapitole V�berov� s£stredenia).Boli to Du¨an Bez k zo 4. ro�n¡ka Gymn zia Gr�sslingov  v Bratislave,Miroslav Dud¡kz 3. ro�n¡ka Gymn zia v Trebi¨ove,Martin Hajduch z 3. ro�n¡ka Gymn zia v Pova�skejBystrici a Martin Janda�ka zo 4. ro�n¡ka Gymn zia J.Hronca v Bratislave. Ved£couslovenskej deleg cie bola RNDr. Viera Blahov  zo �t tneho pedagogick�ho £stavuv Bratislave a jej z stupcom RNDr. Juraj Bal zs z PF UPJ� v Ko¨iciach.Otvorenie olympi dy sa uskuto�nilo na Hlavnom n mest¡ v Starom meste vo Vesz-pr�me vzt��en¡m olympijskej vlajky za pr¡tomnosti �eln�ch predstavite�ov mesta, pre-zidenta IOI'96 p na Petra Han ka z Ma�arska, prezidenta medzin rodnej komisiep na Riesa Kocka z Holandska, dychovej hudby a diev�at na ko¤och v hus rskejuniforme. Olympi dou �ilo cel� mesto, v¨etky z stavky MHD boli polepen� plag tmis inform ciami o olympi de, na ktorej sa zi¨iel rekordn� po�et £�astn¡kov. Organiz torisa v¨ak pripravili dobre, na s£�a� zabezpe�ili neuverite�n�ch 500 po�¡ta�ov, v¨etkyboli zapojen� do medzin rodnej siete Internet. Ka�d  deleg cia mala pridelen� jedenpo�¡ta�, navy¨e ka�d� £�astn¡k dostal konto a heslo, a teda v skuto�nosti mohol pracova�na ktoromko�vek po�¡ta�i. Ve�mi zauj¡mav  bola mo�nos� z¡skania naj�erstvej¨¡ch spr vz prebiehaj£cich olympijsk�ch hier v Atlante, �¡tanie slovensk�ch denn¡kov, zasielaniespr v elektronickou po¨tou domov, resp. pozeranie si fotogra�¡ z udalost¡ pr ve pre�it�hod¤a.V predve�er s£�a�n�ch dn¡ sa zi¨la medzin rodn  porota na prerokovanie £loh.Po trojhodinovej diskusii sa za�alo prekladanie £loh do materinsk�ho jazyka. Prekladalo



102 45. ro�n¡k matematickej olympi dysa do hlbokej noci. Boli vykonan� bezpe�nostn� opatrenia ako napr. vypnutie po�¡ta-�ovej siete, z kaz telefonovania alebo uzamknutie budovy so ¨tudentmi.S£�a�n� £lohy sa n m ve�mi p �ili. Boli pripraven� na vysokej profesion lnej £rovni.Na rozdiel od minul�ho roku, ke� texty boli ve�mi rozsiahle, tento rok nepresiahlijednu stranu A4. Vyhodnocovanie za�alo kr tko po s£�a�i. Ka�d� pr¡klad prech dzal 10testovac¡mi d tami. Body sa z¡skavali za spr vne v�sledky vypo�¡tan� v �asovom limite20{30 sek£nd. Vyhodnotenie vykonal pridelen� vyhodnocovate� za pr¡tomnosti obochved£cich a s£�a�iaceho. K vyhodnoteniu sa potom mohli vyjadri�, poda� protest, resp.pripomienky po anglicky, ktor� zap¡sal vyhodnocovate� ako koment r do vyhodnocova-cieho protokolu. Probl�my tohto druhu potom rie¨ila na to ¨peci lne ur�en  komisia.V�sledky slovensk�ch £�astn¡kov s£ v nasleduj£cej tabu�ke:Poradie Meno 1. 2. 3. 4. 5. 6. S£�et Cena4.-5. Du¨an Bez k 30 28 32 20 40 40 190 1.8. Miroslav Dud¡k 30 28 28 20 40 40 186 1.43.-45. Martin Hajduch 30 20 26 20 24 36 156 2.51. Martin Janda�ka 30 16 26 20 20 40 152 2.Slovensko dosiahlo v tomto ro�n¡ku mimoriadny £spech. Na¨e dru�stvo sa s celkov�mpo�tom 684 bodov umiestnilo na vynikaj£com 3. mieste. Poradie dru�stiev na prv�chdvadsiatich miestach je uveden� v nasleduj£cej tabu�ke.1. �¡na 736 11. Thajsko 5582. Rusko 709 12. �esk  republika 5563. Slovensko 684 13. Bielorusko 5354. Po�sko 682 14. Chorv tsko 5315. Rumunsko 652 15. Vietnam 5156. Tchaj-wan 647 16. Bulharsko 5077. Litva 611 17. Est¢nsko 4978. Ir n 607 Ma�arsko 4979. Juhosl via 575 19. Nemecko 46910. K¢rea 565 20. Turecko 458Celkovo bolo odovzdan�ch 20 zlat�ch, 36 strieborn�ch a 52 bronzov�ch medail¡.S£�a�iaci dostali aj vecn� dary - sie�ov� karty, programov� bal¡ky Windows'95, r di s CD prehr va�om. �peci lnu trofej { putovn� poh r a ¨peci lnu cenu - po�¡ta� - dostalabsol£tny v¡�az s£�a�e, Daniel Kr � z �eskej republiky.S£�as�ou olympi dy je odmenenie s£�a�iacich za ich celoro�n� £silie, pr cu, ktor£preukazuj£ vynikaj£cimi v�sledkami. Preto sa za t��de¤, ktor� str via v cudzej krajine,sna�¡ t to uk za� nie�o zo svojich pr¡rodn�ch kr s, pam�tihodnost¡, priemyslu a kult£ry.Vo�n� de¤ sme tr vili ¨portovan¡m na Balat¢ne. Nav¨t¡vili sme kl ¨tor v Pannonhalme,absolvovali v�let lo�ou v Tihany, nav¨t¡vili sme z vody Videoton a IBM v Sz�kesfe-h�rv ri, arbor�tum v Zircu, parlament v Budape¨ti a pod. V skuto�nosti sme v¨etky



8. medzin rodn  olympi da v informatike, zadania 103tieto miesta v¨etci nenav¨t¡vili, preto�e n v¨tevy niektor�ch miest boli obmedzovan�z kapacitn�ch d�vodov, preto r�zne skupiny £�astn¡kov mali odli¨n� program.Olympi du zabezpe�ovalo 150 organiz torov, zv��¨a ¨tudentov vysok�ch a stredn�ch¨k�l. Ka�d  deleg cia mala pridelen�ho jedn�ho ¨tudenta, ktor� mal zabezpe�ova�inform cie a rie¨i� probl�my. T to �as� programu nebola £plne zvl dnut , preto�e¨tudenti nemali dostato�n� vedomosti z angli�tiny a slab� inform cie o programe.Prejavovalo sa to hlavne u stredo¨kol kov. V are li strednej ¨koly - Vetesi Albert -vo vo�nom �ase mohli ¨tudenti akt¡vne ¨portova�. Dru�stvo na¨ich ¨tudentov dokoncazv¡�azilo vo volejbalovom turnaji. Mohli v¨ak aj surfova� po sieti Internetu, z£�astni�sa po�¡ta�ovej v�stavy Atlantis, tancova� a pod. Odovzd vanie cien sa uskuto�nilov budove Opery za pr¡tomnosti ma�arsk�ho ¨t tneho tajomn¡ka ministerstva ¨kolstva.Pouk zal na tamoj¨¡ nov� ¨kolsk� z kon, v ktorom sa zameranie na informatiku pova-�uje za prioritn£ £lohu ministerstva. Na z ver olympi dy bol oh¤ostroj.Deleg ti vyu�¡vali mo�nos� na v�menu sk£senost¡ s organiz ciou a odbornou pr¡pra-vou n rodn�ch olympi d. Niektor� ¨t ty u� inform cie a pr¡klady zo svojich olympi ddali na www str nky, a preto sa s nimi m��e ka�d�, kto m  pr¡stup k Internetu zozn mi�.Na olympi de sa stretol aj v�bor 3. Stredoeur¢pskej olympi dy v informatike, ktor£organizujeme tento rok na Slovensku (tejto s£�a�i je venovan  samostatn  kapitola).Okrem Slovenska pris�£bilo £�as� 7 ¨t tov. Z ujem by bol aj v��¨¡, ale vzh�adom nanedostatok �nanci¡ sme si �al¨ie ¨t ty nedovolili pozva�.Vyst£penie slovensk�ch £�astn¡kov na MOI mo�no hodnoti� ako ve�mi £spe¨n�. S£-�a�iaci podali mimoriadne pekn� v�kon a d�stojne reprezentovali na¨u republiku. Na¨i¨tudenti si na s£�a� z vlastn�ch prostriedkov zak£pili tri�k  s n pisom Slovakia. Niektor�deleg cie dokonca pri¨li v jednotnom oble�en¡, preto sa ukazuje ako perspekt¡vne h�ada�sponzorov na zabezpe�enie reprezenta�n�ho oble�enia aj pre na¨u deleg ciu. �tudenti�alej vysoko oce¤ovali pr¡pravu formou t��denn�ho s£stredenia, treba ju zabezpe�i�v kr tkom �ase pred odchodom na olympi du. Na bud£ci rok sa s£�a� uskuto�n¡netradi�ne v d¤och 30.11.{7.12.1997 v Juhoafrickej republike. Desiaty ro�n¡k usporiadaPortugalsko. Dr. Viera Blahov Zadania £loh 8. medzin rodnej olympi dy v informatike1. Hra (30 bodov)Predstavte si nasleduj£cu hru pre dvoch hr �ov. Na hracej doske je nap¡san  po-stupnos� kladn�ch cel�ch �¡sel. Hr �i �ahaj£ striedavo. Ke� je hr � na �ahu, vyberie si�¡slo z �av�ho alebo prav�ho konca postupnosti. Vybran� �¡slo sa z plochy zma�e. Hrasa kon�¡, ke� na hracej doske nie s£ u� �iadne �¡sla. Prv� hr � vyhr va, ak s£�et �¡sel,ktor� po�as hry vybral, je aspo¤ tak� ve�k�, ak� je s£�et vybran�ch �¡sel pre druh�hohr �a. Druh� hr � hr , ako najlep¨ie dok �e. Prv� hr � za�¡na.



104 45. ro�n¡k matematickej olympi dyAk hracia doska obsahuje na za�iatku p rny po�et �¡sel, potom m  prv� hr �vyhr vaj£cu strat�giu. Va¨ou £lohou je nap¡sa� program, ktor� implementuje vyhr -vaj£cu strat�giu prv�ho hr �a. Odpovede druh�ho hr �a s£ zad van� pomocou dan�hopo�¡ta�ov�ho programu. Hr �i komunikuj£ pomocou troch proced£r modulu Play,ktor� je v m k dispoz¡cii. Tieto proced£ry s£ StartGame, MyMove a YourMove. Prv�hr � mus¡ inicializova� hru vykonan¡m proced£ry bez parametrov StartGame. Ak prv�hr � vyberie �¡slo z �av�ho konca, vykon  proced£ru MyMove('L'). Podobne vykonaniein¨trukcie MyMove('R') po¨le spr vu druh�mu hr �ovi o tom, �e si prv� hr � vybral�¡slo z prav�ho konca. Druh� hr �, napr¡klad po�¡ta�, okam�ite odpovie a prv� hr � sam��e jeho �ah dozvedie� vykonan¡m in¨trukcie YourMove(C), kde C je premenn  typucharacter (v C/C++ je potrebn� nap¡sa� YourMove(&C)). Hodnota C je 'L' alebo'R' v z vislosti od toho, �i si druh� hr � vybral �¡slo z �avej alebo pravej strany.Vstupn� s£bor.Prv� riadok s£boru INPUT.TXT obsahuje ve�kos� N hracej dosky. N je p rne a plat¡2 5 N 5 100. Zvy¨n�ch N riadkov obsahuje na ka�dom riadku jedno �¡slo, obsah hracejdosky v porad¡ z�ava doprava. Ve�kos� �ubovo�n�ho �¡sla je najviac 200.V�stupn� s£bor.Ke� hra skon�¡, v ¨ program mus¡ vyp¡sa� kone�n� v�sledok hry do s£boru OUT-PUT.TXT. S£bor bude obsahova� dve �¡sla na prvom riadku. Prv� �¡slo je s£�tom �¡selvybran�ch prv�m hr �om a druh� �¡slo je s£�tom �¡sel vybran�ch druh�m hr �om. V ¨program mus¡ hru zohra� a v�stup mus¡ zodpoveda� zohranej hre.2. Spracovanie v�robkov (30 bodov)Tov re¤ prev dzkuje v�robn£ linku. Na ka�dom v�robku musia by� vykonan� dveoper cie: najsk�r oper cia A, potom oper cia B. V tov rni maj£ nieko�ko strojov, ktor�m��u vykon va� ka�d£ oper ciu. V�robn  linka funguje takto: Stroj typu A vezmev�robok zo vstupn�ho kontajnera, vykon  oper ciu A a ulo�¡ ho do medzikontajnera.Stroj typu B vezme v�robok z medzikontajnera, vykon  oper ciu B a vlo�¡ v�robokdo v�stupn�ho kontajnera. V¨etky stroje m��u pracova� s£�asne a nez visle od ostat-n�ch, ve�kos� ka�d�ho kontajnera nie je obmedzen . Stroje maj£ r�zne charakteristikyv�konu, dan� stroj pracuje s dan�m �asom vykonania pr¡slu¨nej oper cie.Vypo�¡tajte najmen¨¡ mo�n� �as, za ktor� m��e by� vykonan  oper cia A na v¨et-k�ch N v�robkoch, pri�om v¨etky v�robky s£ k dispoz¡cii v �ase 0 (Podprobl�m A).Taktie� vypo�¡tajte najmen¨¡ mo�n� �as, ktor� je potrebn� na vykonanie oboch oper ci¡na N v�robkoch (Podprobl�m B).Vstupn� s£bor.S£bor INPUT.TXT obsahuje kladn� �¡sla v piatich riadkoch. Prv� riadok obsahuje N ,po�et v�robkov (1 5 N 5 1000). Na druhom riadku sa nach dza po�et M1 strojovtypu A (1 5 M1 5 30). Na tre�om riadku sa nach dza M1 cel�ch �¡sel, �as vykonaniaoper cie na ka�dom type stroja A. �tvrt� a piaty riadok podobne obsahuje po�et M2strojov typu B (1 5 M2 5 30) a �as vykonania oper cie na ka�dom stroji typu B. �as



8. medzin rodn  olympi da v informatike, zadania 105vykonania oper cie je meran� v jednotk ch �asu a zahr¤uje �as potrebn� na vybratiev�robku z kontajnera pred vykonan¡m a ulo�enie v�robku do kontajnera po vykonan¡.�ubovo�n� �as spracovania je najmenej 1 a najviac 20.V�stupn� s£bor.V ¨ program m  do s£boru OUTPUT.TXT zap¡sa� dva riadky. Prv� riadok obsahujejedno kladn� �¡slo | rie¨enie podprobl�mu A. Druh� riadok obsahuje rie¨enie podprob-l�mu B.3. Sie� ¨k�l (40 bodov)Mno�stvo ¨k�l je zapojen�ch do po�¡ta�ovej siete. Medzi t�mito ¨kolami bola uzavret dohoda: ka�d  ¨kola obdr�ala zoznam ¨k�l, do ktor�ch distribuuje software (tzv. "pri-j¡maj£ce ¨koly\). Uvedomte si, �e ak B je na distribu�nom zozname ¨koly A, potom Anemus¡ by� nutne na zozname ¨koly B.Va¨ou £lohou je nap¡sa� program, ktor� vypo�¡ta najmen¨¡ po�et ¨k�l, ktor� musiadosta� k¢piu nov�ho softwaru, aby sa tento software dostal do ka�dej ¨koly s prihliadnu-t¡m k dohode (Podprobl�mA). Ako £lohu do bud£cnosti by sme chceli zabezpe�i�, �e akpo¨leme k¢piu nov�ho softwaru do niektorej ¨koly, tento software dostan£ v¨etky ¨kolyzapojen� do siete. Aby sme tento cie� dosiahli, mus¡me roz¨¡ri� zoznam prij¡mate�ovo nov�ch �lenov. Vypo�¡tajte najmen¨¡ po�et roz¨¡ren¡, ktor� musia by� uroben�, abyv pr¡pade, �e nov� software po¨leme do �ubovo�nej ¨koly, dostane sa tento na ka�d£ ¨kolu(Podprobl�m B). Jedno roz¨¡renie znamen  zaradenie jedn�ho nov�ho �lena do zoznamuprij¡mate�ov jednej ¨koly.Vstupn� s£bor.Prv� riadok s£boru INPUT.TXT obsahuje cel� �¡slo N : po�et ¨k�l v sieti (2 5 N 55 100). �koly s£ ozna�en� �¡slami od 1 poN . Ka�d� z nasleduj£cichN riadkov obsahujezoznam prij¡mate�ov. Riadok i+1 obsahuje zoznam prij¡mate�ov ¨koly i. Ka�d� zoznamje ukon�en� nulou. Pr zdne zoznamy obsahuj£ na riadku samotn£ nulu.V�stupn� s£bor.V ¨ program vyp¡¨e dva riadky do s£boru OUTPUT.TXT. Prv� riadok bude obsaho-va� jedno cel� �¡slo: rie¨enie podprobl�mu A. Druh� riadok bude obsahova� rie¨eniepod£lohy B.4. Triedenie trojhodnotovej postupnosti (20 bodov)Triedenie je jedna z naj�astej¨¡ch £loh rie¨en�ch na po�¡ta�i. Uva�ujme ¨peci lnypr¡pad triedenia, ke� k�£�e trieden�ch z znamov nadob£daj£ nanajv�¨ tri rozli�n�hodnoty. Toto nastane, ak triedime napr¡klad medailistov nejakej s£�a�e pod�a hodnotymedaily, t.j. zlat¡ medailisti bud£ prv¡, nasledovan¡ strieborn�mi a na koniec pr¡dubronzov¡.V tejto £lohe s£ mo�n� hodnoty k�£�a �¡sla 1; 2 a 3. V�sledn  utrieden  postupnos�m  by� neklesaj£ca. Triedenie m  by� vykonan� ako postupnos� v�men. V�mena dan dvomi indexmi p a q vymen¡ prvky na poz¡ci ch p a q.



106 45. ro�n¡k matematickej olympi dyDan  je postupnos� hodn�t k�£�ov. Nap¡¨te program, ktor� vypo�¡ta minim lnypo�et v�men potrebn�ch na utriedenie postupnosti (�as� A). Okrem toho zostrojtepostupnos� v�men pre toto triedenie (�as� B).Vstupn� s£bor.Prv� riadok s£boru INPUT.TXT obsahuje po�et z znamov N (1 5 N 5 1000). Ka�d�z nasleduj£cich N riadkov obsahuje hodnotu jedn�ho k�£�a.V�stupn� s£bor.Do prv�ho riadku v�stupn�ho s£boru OUTPUT.TXT vyp¡¨te najmen¨¡ po�et v�menpotrebn�ch na utriedenie postupnosti (�as� A). Nasleduj£cich L riadkov d va pr¡slu¨n£postupnos� v�men pod�a poradia, v akom sa maj£ vykona�. Ka�d� riadok obsahujeoper ciu v�meny op¡san£ dvomi �¡slami p a q ur�uj£cimi poz¡cie vymenen�ch prvkov(�as� B). Poz¡cie s£ ozna�en� �¡slami 1 a� N .5. Najdlh¨¡ pre�x (40 bodov)�trukt£ra niektor�ch biologick�ch objektov je reprezentovan  ako postupnos� ichzlo�iek. Tieto zlo�ky s£ ozna�en� ve�k�mi p¡smenami. Biol¢gov zauj¡ma rozkladaniedlhej postupnosti na krat¨ie. Tieto kr tke postupnosti sa naz�vaj£ z kladn�. Hovo-r¡me, �e postupnos� S m��e by� zlo�en  z danej mno�iny z kladn�ch postupnost¡ P ,ak existuj£ z kladn� postupnosti p1 : : : pn z P tak�, �e zlo�enie p1 : : : pn z kladn�chpostupnost¡ sa rovn  S. Zlo�enie z kladn�ch postupnost¡ p1; : : : ; pn je ich pripojeniejednej za druh£ bez medzier. Niektor  z kladn  postupnos� sa v zlo�en¡ m��e vyskytova�aj viackr t a nie nutne v¨etky z kladn� postupnosti musia by� pou�it�. Napr¡kladpostupnos� ABABACABAAB m��e by� zlo�en  z mno�iny z kladn�ch postupnost¡fA;AB;BA;CA;BBCg.Prv�chK znakov postupnosti S tvor¡ pre�x postupnosti S d��ky K. Nap¡¨te programktor� na�¡ta mno�inu z kladn�ch postupnost¡ P a postupnos� zlo�iek T . Program mus¡vyp¡sa� d��ku najdlh¨ieho pre�xu zlo�en�ho zo z kladn�ch postupnost¡ z P .Vstupn� s£bor.Vstup sa nach dza v dvoch s£boroch. S£bor INPUT.TXT opisuje mno�inu z kladn�chpostupnost¡ P , k�m s£bor DATA.TXT obsahuje sk£man£ postupnos� T . Prv� riadokINPUT.TXT obsahuje N , po�et z kladn�ch postupnost¡ v P (1 5 N 5 100). Ka�d z kladn  postupnos� je dan  dvomi po sebe nasleduj£cimi riadkami. Prv� riadokobsahuje d��ku L z kladnej postupnosti (1 5 L 5 20). V druhom riadku sa nach dzare�azec ve�k�ch p¡smen (od 'A' po 'Z') d��ky L. V¨etk�ch N postupnost¡ je navz jomr�znych. Ka�d� riadok s£boru DATA.TXT obsahuje na prvommieste jedno ve�k� p¡smeno.Tento s£bor kon�¡ riadkom obsahuj£cim iba bodku ('.'). D��ka postupnosti je aspo¤ 1a najviac 500 000.V�stupn� s£bor.Vyp¡¨te do prv�ho riadku s£boru OUTPUT.TXT d��ku najdlh¨ieho pre�xu T , ktor�m��e by� zlo�en� z mno�iny P .



8. medzin rodn  olympi da v informatike, zadania 1076. Magick� ¨tvorce (40 bodov)Po £spechu magickej kocky, p n Rubik vyna¨iel jej rovinn£ verziu, naz�van£ magick�¨tvorce. Je to list pozost vaj£ci z �smich rovnako ve�k�ch ¨tvorcov:1 2 3 48 7 6 5Po�iato�n  kon�gur ciaV tomto pr¡pade sa budeme zaobera� verziou, kde ka�d� ¨tvorec m  in£ farbu. Farbys£ ozna�en� �¡slami od 1 po 8. Kon�gur cia listu je dan  postupnos�ou farieb v porad¡postupne z �av�ho horn�ho rohu v smere hodinov�ch ru�i�iek. Napr¡klad po�iato�n kon�gur ciu na obr zku je dan  postupnos�ou (1,2,3,4,5,6,7,8).Na list mo�no pou�i� tri z kladn� transform cie, ozna�en� p¡smenami 'A', 'B' a 'C':'A' : v�mena spodn�ho a vrchn�ho riadku'B' : jednoduch  prav  cyklick  rot cia oboch riadkov'C' : jednoduch  rot cia ¨tyroch prostredn�ch ¨tvorcov v smere hodinov�ch ru�i�iek.Pou�it¡m t�chto transform ci¡ mo�no z¡ska� �ubovo�n£ kon�gur ciu.A: 8 7 6 51 2 3 4 B: 4 1 2 35 8 7 6 C: 1 7 2 45 3 6 8Z kladn� transform cieVa¨ou £lohou je nap¡sa� program, ktor� vypo�¡ta postupnos� z kladn�ch transfor-m ci¡, ktor� transformuj£ po�iato�n£ kon�gur ciu na zadan£ cie�ov£ kon�gur ciu (pod-probl�m A). �al¨ie dva body bud£ pridelen� za rie¨enie, ktor�ho d��ka nepresiahne 300(podprobl�m B).Vstupn� s£bor.S£bor INPUT.TXT obsahuje 8 kladn�ch �¡sel na prvom riadku, popis cie�ovej kon�gu-r cie.V�stupn� s£bor.Do prv�ho riadku s£boru OUTPUT.TXT v ¨ program zap¡¨e d��ku L transforma�nejpostupnosti. Na �al¨¡ch L riadkoch bude postupnos� identi�k torov z kladn�ch trans-form ci¡, jedno p¡smeno na prvej poz¡cii v ka�dom riadku.



Kore¨ponden�n� semin r �K MOAj v 45. ro�n¡ku matematickej olympi dy �K MO organizovala pre najtalentova-nej¨¡ch ¨tudentov zo Slovenska kore¨ponden�n� semin r �K MO. V tomto roku zmenilsvoj tradi�n� n zov z KS �V MO na KS �K MO. Tento kore¨ponden�n� semin r m  u�dlhoro�n£ trad¡ciu a v 44. ro�n¡ku MO bol prv�kr t zorganizovan� samostatne na Slo-vensku. Sl£�i hlavne ako pr¡prava ¨tudentov na MO, najm� v kateg¢rii A, a na MMO.KS �K MOm  tradi�ne p�� s�rii, v ka�dej je zadan�ch sedem zv��¨a �a�k�ch pr¡kladov.Do rie¨enia sa zapojilo spolu 48 ¨tudentov, �o je o 50 percent viac ako v minulom ro�-n¡ku. Zv�¨il sa podiel mimobratislavsk�ch (z Bratislavy to bolo 14, zo Z padoslovenskejoblasti 6, zo Stredoslovenskej oblasti 17 a z V�chodoslovenskej oblasti 11 rie¨ite�ov)a mlad¨¡ch ¨tudentov (jeden ¨tudent nav¨tevoval ¨tvrt� ro�n¡k osemro�n�ho gymn zia,traja nav¨tevovali prv� ro�n¡k a desiati druh� ro�n¡k gymn zia). ��astn¡kmi s£�a�e boliop�� aj v¨etci 6 �lenovia slovenskej deleg cie na MMO vr tane v¨etk�ch n hradn¡kov(skon�ili medzi prv�mi trin stimi). Pr¡klady boli tentokr t viac zameran� na t�my, ktor�s£ tradi�ne na¨ou slabinou na medzin rodn�ch matematick�ch olympi dach. Azda ajt to skuto�nos� pomohla k £spe¨n�mu v�sledku na tejto s£�a�i.Kore¨ponden�n� semin r viedol Richard Koll r a opravovanie zabezpe�ovali ¨tudentia pracovn¡ci MFF UK (v¨etko b�val¡ olympionici).Celkov� poradie KS �K MO 1995/961. Eugen Kov �, 4 Gymn zium Stropkov, 80; 5 bodov;2. Daniel P rto¨, 4 Gymn zium Gr�sslingov , Bratislava, 70 bodov;3. Tam s Varga, 4 Gymn zium ma�. Kom rno, 66 bodov;4. Alexander Erd�lyi, 4 Gymn zium Gr�sslingov , Bratislava, 62 bodov;5. Peter Koz k, 1 Gymn zium Su�any, 55 bodov;6. Ivan Cimr k, 4 Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina, 52; 5 bodov.Uv dzame v¨etky pr¡klady tohto ro�n¡ka s£�a�e spolu s rie¨eniami, preva�ne ¨tu-dentsk�mi. Pr¡klady boli vyberan� z r�znych zdrojov, najm� z pr¡kladov zo jury MMOv Hong Kongu a v Kanade, zborn¡ka kanadsk�ch matematick�ch olympi d a z americkejs£�a�e USAMO.



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, zadania 109Zadania s£�a�n�ch £loh KS �K MOPrv  s�ria1.1 N jdite v¨etky trojuholn¡ky, ktor�ch tri strany a v�¨ka s£ ¨tyri po sebe id£ceprirodzen� �¡sla, a ktor� t to v�¨ka del¡ na dva pravouhl� trojuholn¡ky s celo-�¡seln�mi stranami.1.2 Dok �te, �e �¡slo x je racion lne pr ve vtedy, ak mo�no z postupnosti x; x ++ 1; x + 2; x+ 3; : : : vybra� tri �leny, ktor� tvoria geometrick£ postupnos�.1.3 V trojuholn¡kuABC, s£ �a�nice na strany AB a AC navz jom kolm�. Dok �te,�e cotg j<)CBAj+ cotg j<)BCAj = 23 .1.4 Nieko�ko ¨k�l sa z£�astnilo tenisov�ho turnaja. �iadni dvaja hr �i z tej istej¨koly nehrali proti sebe. Ka�d¡ dvaja hr �i z r�znych ¨k�l zohrali pr ve jedenz pas. Z pas medzi dvomi chlapcami alebo diev�atami nazveme dvojhrou a z -pas medzi chlapcom a diev�a�om nazveme zmie¨anou dvojhrou. Celkov� po�tychlapcov a diev�at sa navz jom l¡¨ia nanajv�¨ o 1. Celkov� po�et dvojhier saod celkov�ho po�tu zmie¨an�ch dvojhier l¡¨i nanajv�¨ o 1. Ko�ko najviac ¨k�lmohlo by� reprezentovan�ch nep rnym po�tom hr �ov?1.5 Dok �te, �e pre kladn� re lne �¡sla x1; : : : ; xn a ich �ubovo�n£ permut ciuy1; : : : ; yn plat¡ nerovnos�x21y1 + : : : + x2nyn = x1 + : : :+ xn:1.6 Na nekone�nej ¨achovnici je polo�en  kocka tak, �e jedna jej stena (ozna�meju F ) presne pokr�va jedno pol¡�ko ¨achovnice. Kocku za�neme na ¨achovniciprekl pa� okolo jej hr n. V istom momente sa kocka zastav¡ na po�iato�nompol¡�ku a op�� le�¡ na stene F . M��e by� stena F oto�en  oproti po�iato�nejpoz¡cii o 90� ?1.7 N jdite v¨etky funkcie f; f : R ! R, ktor� pre ka�d� re lne x a y vyhovuj£rovnosti f(f(x + y)) = f(x + y) + f(x) � f(y) � x � y:Druh  s�ria2.1 N jdite aspo¤ jeden kore¤ rovnicex3(x + 1)(x � 2) � 2x(x + 2)2 = 3210 :2.2 Zistite, pre ktor� c 2 R je obor hodn�t funkcie x4�4x3+8x2+cx interval hc;1).2.3 Dok �te, �e ak je v rovine dan�ch n = 4 bodov, ktor� nele�ia na jednej kru�nicia �iadne tri z nich nele�ia na jednej priamke, potom existuje kru�nica, na ktorejle�ia pr ve tri body.



110 45. ro�n¡k matematickej olympi dy2.4 N jdite v¨etky dvojice prvo�¡sel (p1; p2); p1 < p2 tak�, �e pre nejak� n = 1 m rovnica xn + an�1xn�1 + : : :+ a1x + 8 = 0s celo�¡seln�mi koe�cientami a1; : : : ; an�1 kore¤ 1 +pp1 +pp2.2.5 Okolo okr£hleho stola sed¡ 1995 diev�at, ktor� hraj£ nasleduj£cu hru s nkartami. Na za�iatku dr�¡ jedno z diev�at v¨etky karty. V ka�dom kole, pokia�m  aspo¤ jedno diev�a aspo¤ dve karty, mus¡ jedno z nich posla� po karte obomsvoj¡m sused m. Hra kon�¡, pr ve ke� m  ka�d� z diev�at najviac jednu kartu.Dok �te, �e pre n < 1995 sa hra ur�ite skon�¡.2.6 Nech A1A2A3A4A5A6A7, B1B2B3B4B5B6B7 a C1C2C3C4C5C6C7 s£ pravi-deln� sedemuholn¡ky s obsahmi po rade SA; SB a SC. Nech �alej jA1A2j == jB1B3j = jC1C4j. Dok �te, �e potom plat¡:12 < SB + SCSA < 2�p2:2.7 Body A;B;C a D le�ia na priamke v danom porad¡. Kru�nica k prech dzabodmi B a C a AM;AN;DK a DL s£ doty�nice kru�nice k.a) Dok �te, �e poloha bodov P = MN \ BC a Q = KL \ BC nez vis¡na polohe kru�nice k.b) Ak jADj = a a jBCj = b, (a > b) a £se�ka BC sa "h�be\ pozd�� AD,n jdite minim lnu d��ku jPQj.Tretia s�ria3.1 Do ¨tvor�ekov nekone�n�ho ¨tvor�ekov�ho papiera s£ vp¡san� re lne �¡sla. Dan�s£ dve ¨abl¢ny zlo�en� z kone�n�ho po�tu ¨tvor�ekov. Tieto ¨abl¢ny m��emepos£va� pozd�� �iar na ¨tvor�ekovom papieri (nemen¡me v¨ak ich orient ciu).Vieme, �e ak prv£ ¨abl¢nu prilo�¡me na �ubovo�n� miesto, s£�et �¡sel na po-l¡�kach, ktor� zakr�va, je kladn�. Dok �te, �e existuje tak� umiestnenie druhej¨abl¢ny, �e s£�et �¡sel na pol¡�kach, ktor� zakr�va, je tie� kladn�.3.2 Kru�nice k1; k2 a k3 sa zvonku dot�kaj£ kru�nice k v bodoch A1, B1 a C1.Kru�nica k1 sa z rove¤ dot�ka str n AB a AC trojuholn¡ka ABC tak, �e£se�ka AA1 pret¡na kru�nicu k1 aspo¤ v dvoch bodoch. Podobne sa kru�nice k2a k3 po rade dot�kaj£ aj str n BC, BA a CA, CB trojuholn¡ka tak, �e£se�ky BB1 a CC1 pret¡naj£ po rade k2 a k3 aspo¤ v dvoch bodoch. Dok �te,�e sa priamky AA1, BB1 a CC1 pret¡naj£ v jednom bode.3.3 V triede je 30 �iakov. Ka�d� z nich m  v triede rovnak� po�et priate�ov. Ak�je najvy¨¨¡ mo�n� po�et �iakov, ktor¡ dosahuj£ lep¨ie v�sledky ako v��¨inaich priate�ov? (O ka�d�ch dvoch �iakoch je zn me, ktor� z nich sa u�¡ lep¨ie,vlastnos� by� lep¨¡ je tranzit¡vna a priate�stv  s£ obojstrann�.)3.4 Rie¨te rovnicu 1 + 5x = 2y + 2z � 5t s nezn mymi x; y; z; t 2 N.



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, zadania 1113.5 Dan� je ¨tvorsten ABCD s telesov�mi v�¨kami AA1; BB1; CC1 a DD1. Tietov�¨ky sa pret¡naj£ v strede gule vp¡sanej ¨tvorstenu A1B1C1D1. Dok �te, �e¨tvorsten ABCD je pravideln�.3.6 Dan  je mno�ina �¡sel f1; 2; 22; : : : ; 2n�1g. Pre ur�it£ permut ciu � == (X1;X2; : : : ;Xn) �¡sel tejto mno�iny de�nujme S1(�) = X1, S2(�) = X1 ++ X2, : : : , Sn(�) = X1 + X2 + : : : + Xn a Q(�) = S1(�) � S2(�) � : : : � Sn(�).Ur�te hodnotu v�razu X� 1Q(�) ;kde s�¡tame cez v¨etky mo�n� permut cie danej mno�iny �¡sel.3.7 �loha toto�n  s 2.7. �tvrt  s�ria4.1 Danej kru�nici s£ s£�asne op¡san� ¨tvorec a trojuholn¡k. Dok �te, �e aspo¤polovica obvodu op¡san�ho ¨tvorca le�¡ vo vn£tri trojuholn¡ka.4.2 V priestore je dan� kv der ABCDA1B1C1D1. Ozna�me �alejM; N; P priese�-n¡ky kolm¡c z bodu A na priamky A1B; A1C a A1D s priamkami A1B1; A1C1a A1D1.a) Dok �te, �e body M; N a P le�ia na jednej priamke.b) Ak je E p�ta kolmice z bodu A na priamku A1B a F p�ta kolmicez bodu A na priamku A1D, tak maj£ priamky PE; MF a AN spolo�n�priese�n¡k.4.3 De�nujme rekurentne postupnos� f(n) nasledovne:f(1) = 1; pre ka�d� prirodzen� n je f(n+1) najv��¨ie prirodzen� �¡slo m tak�,�e existuje aritmetick  postupnos� prirodzen�ch �¡sel a1 < a2 < : : : < am = n,pre ktor� f(a1) = f(a2) = : : : = f(am):Dok �te, �e potom existuj£ prirodzen� �¡sla a a b tak�, �e f(an + b) = n + 2pre ka�d� prirodzen� n.4.4 Na zjazde matematikov sa stretlo 12k £�astn¡kov, ka�d� z nich sa pozdravilpresne s 3k + 6 in�mi matematikmi. Pre ka�d£ dvojicu z£�astnen�ch je po�et�ud¡, ktor¡ pozdravili oboch, rovnak�. Ko�ko �ud¡ sa stretlo na zjazde?4.5 Nech k je �ubovo�n� prirodzen� �¡slo. Dok �te, �e existuje nekone�ne ve�a£pln�ch ¨tvorcov (druh�ch mocn¡n) tvaru n � 2k � 7, kde n je prirodzen� �¡slo.4.6 Dan� je ostrouhl� trojuholn¡k ABC. Body A1 a A2 na strane BC (s A2medzi A1 a C), B1 a B2 na strane AC (s B2 medzi B1 a A), a C1 a C2na strane AB (s C2 medzi C1 a B) s£ dan� tak, �e plat¡j<)AA1A2j = j<)AA2A1j = j<)BB1B2j == j<)BB2B1j = j<)CC1C2j = j<)CC2C1j:



112 45. ro�n¡k matematickej olympi dyPriamky AA1; BB1 a CC1 ohrani�uj£ jeden a priamky AA2; BB2 a CC2ohrani�uj£ druh� trojuholn¡k. Dok �te, �e v¨etk�ch ¨es� vrcholov t�chto dvochtrojuholn¡kov le�¡ na jednej kru�nici.4.7 Dan� s£ tri kladn� re lne �¡sla a; b a c. Ur�te v¨etky re lne �¡sla x; y a z, ktor�sp�¤aj£ z rove¤ nasleduj£ce podmienky:x+ y + z = a+ b+ c4xyz � (a2x+ b2y + c2z) = abc:Piata s�ria5.1 Nech S je mno�ina v¨etk�ch re lnych �¡sel v��¨¡ch ako �1. N jdite v¨etkyfunkcie f : S ! S, pre ktor� plat¡f(x + f(y) + xf(y)) = y + f(x) + yf(x)pre v¨etky x; y 2 S a funkcia f(x)x je rast£ca na intervaloch (�1; 0) a (0;1).5.2 Dok �te, �e pre �ubovo�n� prirodzen� �¡slo n = 2 existuje mno�ina 2n�1 bodovv rovine, v ktorej �iadne tri body nele�ia na jednej priamke a �iadnych 2nbodov netvor¡ vrcholy konvexn�ho 2n-uholn¡ka.5.3 Kru�nica ! sa dot�ka dvoch rovnobe�n�ch priamok `1 a `2. Druh  kru�nica !1sa dot�ka `1 v bode A a z rove¤ kru�nice ! zvonku v bode C. Tretia kru�nica !2sa dot�ka `2 v bode B a z rove¤ zvonku kru�n¡c ! a !1 v bodoch D resp. E.Priese�n¡k priamok AD a BC ozna�me Q. Dok �te, �e Q je stred kru�niceop¡sanej trojuholn¡ku CDE.5.4 Nech p je nep rne prvo�¡slo. Ur�te prirodzen� �¡sla x a y, pre ktor� x 5 y a �¡slop2p�px �py je nez porn� a najmen¨ie mo�n�.5.5 Nech A1A2A3A4 je ¨tvorsten, G jeho �a�isko a A01; A02; A03 a A04 body, v ktor�chgu�ov  plocha op¡san  A1A2A3A4 pret¡na po rade polpriamky opa�n� k ��!GA1,��!GA2, ��!GA3 a ��!GA4. Dok �te, �e platia nasleduj£ce dve nerovnosti:jGA1j � jGA2j � jGA3j � jGA4j 5 jGA01j � jGA02j � jGA03j � jGA04j;1jGA01j + 1jGA02j + 1jGA03j + 1jGA04j 5 1jGA1j + 1jGA2j + 1jGA3j + 1jGA4j :5.6 Nech a a b s£ �ubovo�n� nez porn� cel� �¡sla, pre ktor� ab = c2, kde c jeprirodzen� �¡slo. Dok �te, �e potom existuje n 2 N a cel� �¡sla x1; x2; : : : ; xn;y1; y2; : : : ; yn tak�, �enXi=1 x2i = a; nXi=1 y2i = b a nXi=1 xiyi = c:



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, zadania 1135.7 Pre ka�d� prirodzen� �¡slo x ozna�me p (x) najmen¨ie prvo�¡slo, ktor� nedel¡ xa �alej q (x) s£�in v¨etk�ch prvo�¡sel men¨¡ch ako p (x). �peci lne p (1) = 2.Pre x, pre ktor� p (x) = 2 de�nujeme q (x) = 1. Uva�ujme postupnos� x0; x1; : : :de�novan£ rekurentne predpisom: x0 = 1 axn+1 = xnp (xn)q (xn)pre n = 0. N jdite v¨etky n, pre ktor� xn = 1995.



114 45. ro�n¡k matematickej olympi dyRie¨enia s£�a�n�ch £loh KS �K MOPrv  s�ria
�A BCX ab c vObr. 33

1.1 Z vlastnost¡ pravouhl�ch trojuholn¡kov AXCa CXB vypl�va, �e a > v, b > v (prepona v pravo-uhlom trojuholn¡ku je v��¨ia ako odvesna). Bez ujmyna v¨eobecnosti uva�ujme a < b. Posledn  strana sado nerovnost¡ b > a > v m��e vlo�i� na ¨tyri miesta {�o n m d va 4 pr¡pady (obr. 33):a) c > b > a > v
�A BCX aa + 1a+ 2a � 1Obr. 34

Z Pytagorovej vety pre trojuholn¡ky AXC a CXBdost vame:jAXj =p(a + 1)2 � (a� 1)2 = 2pa,jBXj =pa2 � (a � 1)2 = p2a� 1.S£�et t�chto d��ok je rovn� jABj = a+ 2 (obr. 34), �ovyjadruje rovnica p2a� 1+2pa = a+2. Jej £pravoudostaneme rovnicu (a�1)(a3�3a2�21a�25) = 0. Prv�mnoho�len m  prirodzen� kore¤ a = 1, len�e v takompr¡pade by v = 0, �o je nemo�n�. Druh� mnoho�lena3 � 3a2 � 21a � 25 otestujeme na prirodzen� korenepomocou tvrdenia z te¢rie �¡sel: Prirodzen� �¡slo km��e by� kore¤om polyn¢mu f(x) s celo�¡seln�mi ko-e�cientami, len ak k del¡ absol£tny �len f(x). Dosaden¡m zist¡me, �e 1, 5 ani 25 nie s£kore¤mi, a teda v tomto pr¡pade nedost vame �iadne rie¨enie.b) b > c > a > v
�A BCX aa + 2a+ 1a � 1Obr. 35

Analogick�m postupom ako v a) dost vame (obr. 35):jAXj = p6a+ 3,jBXj = p2a� 1,p6a+ 3 + p2a � 1 = a + 1. Jej £pravou dostanemerovnicu a4 � 12a3 � 14a2 + 12a + 13 = (a � 13)(a �� 1)(a + 1)2 = 0. Kore¤ a = 1 zrejme nevyhovujepodmienkam £lohy (v = 0), pre a = 13 dost vamerie¨enie: a = 13; b = 15; c = 14; v = 12. PotomjAXj = 9 a d��ka jBXj = 5.



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, rie¨enia 115c) b > a > c > v
�A BCX c+ 1c+ 2 c c� 1Obr. 36

(V¨etky vzdialenosti vyjadrujeme pomocou c, aby bolina¨e £vahy analogick�.) Postupujeme teda analogicky(obr. 36):jAXj = p6c+ 3,jBXj = 2pc,p6c+ 3 + 2pc = c.�pravou dostaneme rovnicu c4 � 18c3 � 40c2 � 30c�� 9 = 0. T to rovnica m  jedin� celo�¡seln� kore¤ 1,a ten nevyhovuje na¨ej £lohe.d) b > a > v > c
�A BCX v + 1v + 2v � 1 vObr. 37

Podobne ako v predch dzaj£cich pr¡padoch (obr. 37):jAXj = 2pv + 1,jBXj = p2v + 1,2pv + 1 +p2v + 1 = v � 1.Po £prave v4 � 16v3 + 24v2 + 16v = 0. T to rovnicam  jedin� celo�¡seln� kore¤ 0, a ten nevyhovuje na-¨ej £lohe, preto v tomto pr¡pade nedost vame �iadnerie¨enie.Odpove�: Jedin� rie¨enie vyhovuj£ce zadan�m pod-mienkam je a = 13; b = 15; c = 14; v = 12.1.2 Postupne dok �eme obe implik cie zo zadania."(\ Nech x + a; x + b; x + c s£ �lenmi postupnosti x; x + 1; x + 2; : : : , t.j. (x + b)2 == (x + a)(x + c). Z toho £pravou dost vame: b2 � ac = x(a + c� 2b). Presved�¡me sa,�e a + c � 2b 6= 0. Ak by nastala rovnos�, platilo by a + c � 2b = b2 � ac = 0, teda(a + c)2 = (2b)2 = 4ac. Z toho dost vame a = c, �o je spor s v�berom troch r�znych�lenov postupnosti x; x + 1; x + 2; : : : Preto x = b2 � aca+ c� 2b , �o je v�aka celo�¡selnostiv�razov v �itateli a menovateli racion lne �¡slo. T�mto sme dok zali prv£ implik ciu.") \ Nech x 2 Q. Potom existuje tak� �len x + k postupnosti x; x + 1; x + 2; : : : ,pre ktor� x+ k > 0. Nech x + k = mn (m;n 2 N). Potommn (n+ 1) = m+ mnmn (n+ 1)2 = mn+ 2m+ mn :Teda �leny x + k; x+ k +m a x + k + 2m+mn tvoria geometrick£ postupnos�.



116 45. ro�n¡k matematickej olympi dy1.3 (�tefan Godi¨) Ozna�me 3a d��ku �a�nice z vrcholu C a 3b d��ku �a�nice z vrcho-lu B v trojuholn¡ku ABC a �alej uhly �1; �2; 1; 2 pod�a obr. 38. Potom plat¡:cotg �1 = 2ba ; cotg �2 = 2b2a = ba ;cotg 1 = 2ab ; cotg 2 = 2a2b = ab :
A BCa 2bb 2a1 2�1 �2=Obr. 38Teraz vyu�ijeme s£�tov� vzorec pre funkciu cotg x (mo�no pou�i� aj vzorce pre s¡nus,kos¡nus a tangens). Dost vame:cotg (<)CBA) = cotg (�1 + �2) = cotg �1 � cotg �2 � 1cotg �1 + cotg �2 ;cotg (<)CBA) = 2ba � ba � 12ba + ba = 2b2 � a23ab :Obdobne dostaneme aj cotg (<)BCA) = 2a2 � b23ab :S�¡tan¡m t�chto dvoch vz�ahov m mecotg (<)CBA) + cotg (<)BCA) = 2b2 � a23ab + 2a2 � b23ab = a2 + b23ab :Ke��e v¨ak trivi lne plat¡ (a � b)2 = 0, pre �ubovo�n� a; b 2 R, napokon dost vame(a; b > 0): a2 + b2 = 2ab) a2 + b23ab = 23 ;�o bolo treba dok za�.In� rie¨enie. (Andrej Komora)Ozna�me T �a�isko trojuholn¡kaABC, E stred stranyBC a P p�tu kolmice z bodu Ana stranu BC (obr. 39). Ke��e je uhol <)BTC prav�, T le�¡ na T lesovej kru�nici



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, rie¨enia 117nad priemerom BC (t.j. so stredom E). Z toho potom vypl�va, �e jAEj = 3jTEj == 32 jBCj. �alej ozna�me z = jPAj; x = jBP j a y = jCP j (v pr¡pade, �e B 2 PC,polo�¡me x = �jBP j, lebo<)ABC je tup� a obdobne ak C 2 BP , polo�¡me y = �jCP j,lebo <)ACB je tup�). Potom ale plat¡ cotg � = xz a cotg  = yz . (Treba si uvedomi�, �eak by sme volili x = jBP j a uhol � by bol tup�, tieto vz�ahy by neplatili; obdobne ajv druhom pr¡pade.) A BC EPT>Obr. 39Preto tedacotg � + cotg  = xz + yz = y + xz = jABjz :Ke��e v¨ak plat¡ jAP j 5 jAEj = 32 jBCj, dost vamecotg � + cotg  = 23 :1.4 Nech n je po�et z£�astnen�ch ¨k�l, nech ci (di) je po�et s£�a�iacich chlapcov(diev�at) i-tej ¨koly a �alej nech c (d) je po�et v¨etk�ch z£�astnen�ch chlapcov (diev�at).Potom po�et hi dvojhier, v ktor�ch je zast£pen  ¨kola i jehi = ci(c� ci) + di(d� di) = cci + ddi � c2i � d2i :Celkov� po�et dvojhier h je potomh = 12 nXi=1 hi = 12  nXi=1 cci + nXi=1 ddi � nXi=1 c2i � nXi=1 d2i! == 12  c2 + d2 � nXi=1 c2i � nXi=1 d2i! :Po�et zi zmie¨an�ch dvojhier, v ktor�ch je zast£pen  ¨kola i jezi = ci(d� di) + di(c� ci) = cdi + dci � 2cidi:A tak je celkov� po�et z v¨etk�ch zmie¨an�ch dvojhierz = 12 nXi=1 zi = 12  nXi=1 cdi + nXi=1 dci � 2 nXi=1 cidi! = cd� nXi=1 cidi:Potomh� z = 12  c2 + d2 � nXi=1 c2i � nXi=1 d2i � 2cd+ 2 nXi=1 cidi! = 12(c� d)2 � 12 nXi=1(ci � di)2:



118 45. ro�n¡k matematickej olympi dyOdtia� nXi=1(ci � di)2 = (c� d)2 � 2(h� z):Vzh�adom na nez pornos� �avej strany a na to, �e (c�d) a (h� z) m��u nadob£da� lenhodnoty 1;�1; 0, plat¡ nPi=1(ci � di)2 2 f0; 1; 3g. Potom jci � dij = 0 alebo jci � dij = 1(toto m��e nasta� nanajv�¨ v troch pr¡padoch).Prv� pr¡pad vedie k p rnemu po�tu �iakov v i-tej ¨kole, druh� k nep rnemu po�tu.Preto sa na turnaji nemohli z£�astni� viac ako tri ¨koly s nep rnym po�tom �iakov.Ak zvol¡me n = 3; c1 = c2 = d3 = 1; c3 = d1 = d2 = 0, tak zist¡me, �e tentopr¡pad vyhovuje zadaniu. T�m sme dok zali, �e maxim lny po�et z£�astnen�ch ¨k�ls nep rnym po�tom �iakov je 3.1.5 (Tam s Varga, Keszegh Bal zs) Ke��e x1+: : :+xn = y1+: : :+yn, m��eme k pravejstrane danej nerovnosti pripo�¡ta� s£�et x-ov a k �avej strane s£�et y-ov. Dost vameekvivalentn£ nerovnos� x21 + y21y1 + : : :+ x2n + y2nyn = 2(x1 + : : :+ xn)x21 � 2x1y1 + y21y1 + : : :+ x2n � 2xnyn + y2nyn = 0(x1 � y1)2y1 + : : :+ (x2n � yn)2yn = 0:Na �avej strane teraz m me len kladn� �leny, preto posledn  nerovnos� plat¡. Ke��e boliv¨etky £pravy ekvivalentn�, plat¡ aj zadan  nerovnos�.In� rie¨enie. (Richard Hul¡n, Eugen Kov �) Pod�a Cauchyho nerovnosti (ob�asnaz�vanej aj Cauchy{Bu¤akovsk�ho, Cauchy{Schwartzova a pod.) plat¡ pre �ubovo�n�re lne �¡sla a1; : : : ; an; b1; : : : ; bn: nXi=1 a2i! � nXi=1 b2i! =  nXi=1 aibi!2Ke��e zo zadania xi; yi > 0 (pre ka�d� i = 1; : : : ; n), potom m��eme zavies� substit£ciuai = xipyi ; bi = pyi. Potom z Cauchyho nerovnosti dost vame: nXi=1 x2iyi ! � nXi=1 yi! =  nXi=1 xi! :Ke��e v¨ak y1; : : : ; yn s£ len permut ciou x1; : : : ; xn, plat¡ Pni=1 xi = Pni=1 yi > 0.Po vydelen¡ poslednej nerovnosti t�mto s£�tom dost vame zadan£ nerovnos�.



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, rie¨enia 119In� rie¨enie. (Miroslav Dud¡k) Tvrdenie trivi lne plat¡ pre n = 1. Predpokladajmeteraz, �e u� plat¡ pre v¨etky n < p. Ak sa d  permut cia y1; : : : ; yn rozlo�i� na dvadisjunktn� cykly nenulovej d��ky, na tieto cykly mo�no pou�i� induk�n� predpoklada s�¡tan¡m takto obdr�an�ch nerovnost¡ dost vame h�adan£ nerovnos� pre n = p.Preto bez ujmy na v¨eobecnosti predpokladajme, �e plat¡ y1 = x2, y2 = x3, : : : ,yn = xn+1, yn+1 = x1 (n+1 = p). �alej m��eme tie� predpoklada�, �e xn+1 = maxfxi;i = 1; : : : ; n+ 1g. Potom po�ahky dok �eme, �e plat¡ nerovnos�x2nxn+1 + x2n+1x1 + x2nx1 = xn+1: (1)T to nerovnos� je toti� pre kladn� x1; xn; xn+1 ekvivalentn  s nerovnos�ou (xn+1 �� x1)(xn+1 � xn)(xn+1 + xn). T  v¨ak vzh�adom na vo�bu xn+1 plat¡. Preto plat¡ ajnerovnos� (1). Pripo�¡tan¡m tejto nerovnosti k nerovnostix21y1 + : : :+ x2nyn = x1 + : : : xn;�o je induk�n� predpoklad, dost vame h�adan£ nerovnos� pre n+ 1 = p.In� rie¨enie. (Zuzana Andr ssyov ) Pou�ijeme �eby¨evovu nerovnos�:a1b1 + : : :+ anbnn = a1 + : : :+ ann � b1 + : : :+ bnn ;ktor  plat¡ pre nez porn� �¡sla x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn (ide len o jeden z r�znych tvarovtejto nerovnosti). Polo�me ai = xi, bi = xiyi , pre i = 1; : : : ; n. Dost vame:x21y1 + : : :+ x2nynn = x1 + : : :+ xnn � x1y1 + : : : + xnynn :Na druh� v�raz na pravej strane teraz sta�¡ pou�i� AG nerovnos�:x1y1 + : : :+ xnynn = 1;a po pren soben¡ nerovnosti �¡slom n dost vame h�adan£ nerovnos�.1.6 (Martin Plesch) Ofarbime rohy pol¡�ok ¨achovnice striedavo dvoma farbami (napr.bielou a �iernou) tak, aby �iadne dva vrcholy spojen� jednotkovou £se�kou ¨achovnicenemali rovnak£ farbu. Polo�me teraz na nejak� pol¡�ko na¨u jednotkov£ kocku. Jejspodn� vrcholy ofarb¡me farbou vrcholov pol¡�ok ¨achovnice, v ktor�ch sa tieto vrcholykocky nach dzaj£. Vrchn� vrcholy kocky ofarb¡me opa�ne ako na spodnej podstave(t.j. nad bielym bodom bude �ierny a nad �iernym biely). Je jasn�, �e pohybom kockypo ¨achovnici sa t to vlastnos� ofarbenia kocky nemen¡, teda st le maj£ vrcholy spodnej



120 45. ro�n¡k matematickej olympi dypodstavy farbu prisl£chaj£cu ofarbeniu ¨achovnice a vrcholy hornej podstavy farbuopa�n£. Pri oto�en¡ jednej steny o 90� (napr. F ) je v¨ak zjavne ofarbenie spodnejpodstavy kocky r�zne od ofarbenia pr¡slu¨n�ch vrcholov pol¡�ok ¨achovnice. Preto jet to situ cia nepr¡pustn .Odpove�: Kocka sa pop¡san�m sp�sobom do zadanej polohy dosta� nem��e.In� rie¨enie. (Ondrej Lonek) Orientujme ¨achovnicu v smere svetov�ch str n (t.j.zave�me smery z pad, v�chod, sever a juh). Aby sa kocka dostala sp�� na p�vodn�miesto, mus¡ by� po�et jej oto�en¡ na z pad rovnak� ako po�et jej oto�en¡ na v�chod,obdobne pre sever a juh. Preto mus¡ by� celkov� po�et oto�en¡ p rny.Teraz rozde�me cel� ot �anie na maxim lny po�et tak�ch £sekov, na za�iatkua na konci ktor�ch bola stena F spodnou alebo vrchnou podstavou kocky. Uva�ujme, akom��e tak�to jeden £sek vyzera�. Na jeho za�iatku kocku oto�¡me v jednom zo smerov(nazvime ho p�vodn�). Potom ju m��eme ot �a� len v smeroch kolm�ch na tento p�vodn�a na z ver ju op�� oto�¡me bu� v p�vodnom smere, alebo v smere k nemu opa�nom.Evidentne plat¡, �e ak sa stena F pri tomto £seku oto�ila o 90�, po�et oto�en¡ v £sekubol nep rny, naopak ak sa neoto�ila, alebo sa oto�ila o 180�, bol po�et oto�en¡ p rny.Ke��e je v¨ak celkov� po�et oto�en¡ p rny, mus¡ by� p rny aj po�et £sekov, pri ktor�chsa stena F oto�ila o 90�. Preto po v¨etk�ch oto�eniach nem��e by� stena F oto�en o 90�.1.7 (Miroslav Dud¡k) Polo�me a = f(0), zo zadania potom dost vame:f(f(0 + 0)) = f(0 + 0) + f(0) � f(0) � 0 � 0 ) f(a) = a + a2f(f(a � a)) = f(a � a) + f(a) � f(�a) + a � a ) f(a) = a + f(a) � f(�a) + a2Pou�it¡m posledn�ch dvoch vz�ahov dost vamea + a2 = a + f(a) � f(�a) + a2 () f(a) � f(�a) = 0;�i�e bu� f(a) = 0 alebo f(�a) = 0. Rozoberme obidva pr¡pady.a) Ak f(a) = 0, potom:f(0) = f(f(a + 0)) = f(a + 0) + f(a) � f(0) � a � 0 = 0;b) Ak f(�a) = 0, potom:f(0) = f(f(�a + 0)) = f(�a + 0) + f(�a) � f(0) + a � 0 = 0:V oboch pr¡padoch dost vame f(0) = 0. Preto potom pre ka�d� x; y 6= 0 plat¡:f(f(x)) = f(f(x + 0)) = f(x + 0) + f(x) � f(0) � x � 0 = f(x): (1)�alej f(f(x + y)) = f(x + y) + f(x) � f(y) � x � y pou�it¡m (1)f(x + y) = f(x + y) + f(x) � f(y) � x � y ) f(x) � f(y) = x � y (2)



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, rie¨enia 121Z (2) dost vame, �e x = 0 je jedin� tak� x, pre ktor� plat¡ f(x) = 0. Preto m��emepredpoklada� f(1) 6= 0. Z (2) potom vypl�va:f(x) � f(1) = x ) f(x) = xf(1) ; f(y) � f(1) = y ) f(y) = yf(1) : (3)Pren soben¡m posledn�ch dvoch rovnost¡ dost vamef(x) � f(y) = x � yf2(1) : (4)Z (2) a (4) potom okam�ite f2(1) = 1. M��u nasta� dva pr¡pady.� Ak f(1) = �1. Potom ale z (3) vypl�va, �e pre ka�d� x 2 R plat¡ f(x) = �x. T tomo�nos� v¨ak vedie k sporu, preto�e pod�a (1) plat¡ tie�x = f(�x) = f(f(x)) = f(x) = �x;�o v¨ak pre �iadne nenulov� x neplat¡.� Ak f(1) = 1. Potom z (3) vypl�va, �e pre ka�d� x 2 R plat¡ f(x) = x. Toto naozajvedie k rie¨eniu, sta�¡ dosadi� do zadan�ch vz�ahov:f(f(x + y)) = f(x + y) = x+ y;f(x + y) + f(x) � f(y) � x � y = x + y + x � y � x � y = x + y;�o trivi lne plat¡, pre ka�d� x; y 2 R.Odpove�: Dan�m podmienkam vyhovuje len funkcia f(x) = x, pre ka�d� re lne x.Druh  s�ria2.1 Dan£ rovnicu rozn sob¡me. Po pren soben¡ desiatimi dost vame:10x5 � 10x4 � 40x3 � 80x2 � 80x� 32 = 0;�o sa po malej £prave d  nap¡sa� ako11x5 = x5 + 10x4 + 40x3 + 80x2 + 80x+ 32 = (x + 2)5:H�ad me re lny kore¤, preto m��eme odmocni� a dost vame x + 2 = 5p11x. To jeline rna rovnica a jej rie¨en¡m je o�ividnex = 25p11� 1 = 1 + 5p11 + 5p112 + 5p113 + 5p1145 :Takto dost vame jedin� re lny kore¤ danej rovnice.



122 45. ro�n¡k matematickej olympi dy2.2 (Daniel P rto¨) Ke��e je dan  funkcia ¨tvrt�ho stup¤a s kladn�m prv�m koe�-cientom, jej lok lne minimum je aj jej glob lnym minimom, teda sta�¡ n js� tak� x,pre ktor� plat¡ f 0(x) = 0 a z rove¤ f(x) = c.Jedine v tak�chto bodoch x m��e funkcia f(x) nadob£da� minimum rovn� c. H�a-d me preto tak� re lne �¡slo x, pre ktor� z rove¤ platia rovnosti:x4 � 4x3 + 8x2 + cx = c;4x3 � 12x2 + 16x+ c = 0:Po pren soben¡ druhej rovnice v�razom x� 1 a drobnej £prave prvej rovnice dost -vame: x4�4x3+8x2 = (x�1)(4x3�12x2+16x). T to rovnica m  len dva re lne korenex = 0; x = 2, ktor�m zodpovedaj£ po rade hodnoty c = 0; c = �16. Tieto hodnoty s£z rove¤ aj rie¨eniami na¨ej £lohy, o �om sa mo�no presved�i� sk£¨kou.2.3 Ozna�me p¡smenom A �ubovo�n� z dan�ch n bodov a zvo�me nejak£ kru�nicu kso stredom v A a polomerom r. Zobrazme si zvy¨n�ch n � 1 bodov kruhovou inver-ziou vzh�adom na k. (Kruhov  inverzia dan  kru�nicou k(S; r) je zobrazenie roviny,pri ktorom sa �ubovo�n� bod X roviny r�zny od S zobraz¡ do bodu X 0 tak, �e X 0 2 �!SXa jSXjjSX 0j = r2.) Na z klade vlastnost¡ tohto zobrazenia sa kru�nice prech dzaj£cebodom A zobrazia na priamky a ostatn� kru�nice na kru�nice. Nako�ko dan� bodynele�ali na jednej kru�nici, nebude ani n � 1 ich obrazov le�a� na jednej priamke.Z pomerne zn meho tvrdenia (dok �te si ho!) vypl�va, �e spomedzi t�chto bodov terazmo�no vybra� dva tak�, �e na priamke nimi ur�enej nele�¡ u� �iaden in� bod. Ozna�metieto body B0 a C 0 (ich vzory v kruhovej inverzii ozna�me B a C). Nako�ko body A,B, C nele�ali na jednej priamke, ani body A0; B0; C 0 nie s£ koline rne. Z toho vypl�va,�e vzorom priamky B0C 0 v na¨om zobrazen¡ je kru�nica prech dzaj£ca bodmi A;B;Ca �iadnym in�m z dan�ch bodov. T�mto sme tvrdenie zo zadania dok zali. Dok zali smev¨ak e¨te viac: pre ka�d� bod A existuje kru�nica prech dzaj£ca bodom A obsahuj£cae¨te pr va dva z dan�ch bodov.2.4 Lema. Nech p1; p2, p1 < p2 s£ prvo�¡sla. Ak a; b; c; d 2 Q, potom a+bpp1+cpp2++ dpp1p2 = 0() a = b = c = d = 0.D�kaz. Pou�ijeme dve zn me tvrdenia (sk£ste si ich dok za�, ak ich nepozn te), �eak je �¡slo p prvo�¡slo, potom je �¡slo pp iracion lne a ak s£ a a b racion lne koe�cienty,potom je �¡slo a + bpp rovn� 0 pr ve vtedy, ke� s£ oba tieto koe�cienty nulov�.Jedna �as� dokazovanej ekvivalencie je trivi lna, dokazujeme len jej druh£ �as�.Ozna�me M = fa + bpp1, a; b 2 Qg. Z predpokladu lemy dost vame: (a + bpp1) ++pp2(c+dpp1) = 0. Ak c+dpp1 = 0, potom a+ bpp1 = 0, z toho a = b = c = d = 0.Ak c+ dpp1 6= 0, potompp2 = � a� bpp1c+ dpp1 � c� dpp1c� dpp1 2 M:Existuj£ preto �¡sla e; f 2 Q tak�, �e pp2 = e + fpp1. Potom po £prave dost vame(�p2 + e2 + f2p1) + 2efpp1 = 0, z �oho potom ef = 0 a z rove¤ �p2 + e2 + f2p1 = 0.



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, rie¨enia 123Ak by e = 0, potom p2 = f2p1, z �oho p1jp2, �o je spor. Preto f = 0. Potom ale p2 = e2,teda e = pp2 =2 Q, �o je takisto spor.Nech a1; : : : ; an�1 2Zs£ tak�, �e rovnica f(x) = xn+ an�1xn�1+ : : :+ a1x+8 = 0m  kore¤ 1 +pp1 +pp2. Po dosaden¡ dost vame A + Bpp1 + Cpp2 +Dpp1p2 = 0,kde A;B;C a D s£ celo�¡seln� koe�cienty, ktor� s£ z visl� len od hodn�t a1; : : : ; an,p1; p2. Z lemy dost vame A = B = C = D = 0. Ak teraz dosad¡me do f(x) postupne�¡sla 1 +pp1 �pp2; 1�pp1 +pp2; 1�pp1 �pp2, dost vame:f(1 +pp1 �pp2) = A+Bpp1 �Cpp2 �Dpp1p2 = 0;f(1 �pp1 +pp2) = A�Bpp1 +Cpp2 �Dpp1p2 = 0;f(1 �pp1 �pp2) = A�Bpp1 �Cpp2 +Dpp1p2 = 0;lebo A = B = C = D = 0. �i�e f(x) m  nutne aj korene 1 +pp1 �pp2; 1 �pp1 ++pp2; 1�pp1 �pp2, �i�e polyn¢m g(x) rovn�(x � 1�pp1 �pp2)(x � 1�pp1 +pp2)(x � 1 +pp1 �pp2)(x � 1 +pp1 +pp2) == x4 + b1x3 + b2x2 + b3x + b4s celo�¡seln�mi koe�cientami del¡ f(x), teda b4j8. Av¨ak b4 = (p1�p2)2�2(p1+p2)+1.Ak p1; p2 s£ obe nep rne, potom p1 + p2; p1 � p2 s£ p rne, z �oho vypl�va, �e b4 jenep rne, a ak b4j8, potom mus¡ by� b4 = �1.Ak b4 = �1, potom (p1�p2)2�2(p1+p2) = �2, z �oho dost vame spor, lebo obidvas�¡tance s£ delite�n� ¨tyrmi.Ak b4 = 1, potom po £prave dost vame p2(p2 � 2(1 + p1)) = p1(2� p1), z �oho bu�p2jp1 alebo p2jp1 � 2. V oboch pr¡padoch p2 5 p1, �o je spor s predpokladom p2 > p1.Preto mus¡ by� nutne jedno z prvo�¡sel p1; p2 p rne, �i�e p1 = 2; p2 = 3. Potom b4 == 1�6p2+p22j8, z �oho b4 = �1;�2;�4;�8 a p2 = 3+p8 + b4. Presk£¨an¡m v¨etk�chmo�nost¡ dost vame b4 = �8; p2 = 3; b4 = �4; p2 = 5; b4 = 8; p2 = 7.Rie¨en¡m s£ dvojice (2; 3); (2; 5); (2; 7).2.5 Aby bola hra zauj¡mavej¨ia, urobme nasleduj£ce zlep¨enie. Ak d  jedno diev�aprv�kr t kartu druh�mu, obe sa na t£to kartu podp¡¨u. Ak teraz nejak� diev�a posielakartu svojej susedke a m  kartu s jej podpisom, po¨le jej t£to kartu. Preto ka�d podp¡san  karta putuje len medzi dvoma susediacimi diev�atami, ktor� s£ na nejpodp¡san�. Ke��e dvoj¡c susediek je pr ve 1995 a kariet je n < 1995, existuje dvojicadiev�at, ktor� si nikdy vz jomne neposlali kartu. Preto je zrejm�, �e jedno z t�chtodvoch diev�at nikdy kartu neposielalo.Teraz si predstavme, �e hra trv  nekone�ne dlho. Potom existuje aspo¤ jedno diev�a,ktor� nekone�ne ve�akr t odosiela karty. Medzi tak�mito diev�atami (z vy¨¨ie uveden�chd�vodov) existuje tak , ktorej susedka odoslala karty len kone�ne ve�akr t. Preto tedamus¡ existova� diev�a, ktor� nekone�ne ve�a kariet dostane, a len kone�ne ve�a odo¨le,�o v¨ak pri kone�nom po�te kariet nie je mo�n�. Preto sa hra mus¡ po kone�nom po�tev�men kariet skon�i�.



124 45. ro�n¡k matematickej olympi dy2.6 Nako�ko v¨etky tri sedemuholn¡ky s£ pravideln�, plat¡:SB + SCSA = jB1B2j2 + jC1C2j2jA1A2j2 :Tie� platia rovnosti:jA1A2j = jB1B3j = jC1C4j, jC1C2j = 2rC sin �7 , jC1C4j = 2rC sin 3�7 , jB1B2j == 2rB sin �7 , jB1B3j = 2rB sin 2�7 , kde rB a rC s£ polomery op¡san�ch kru�n¡c sedemu-holn¡kov B1 : : : B7 a C1 : : : C7. Z toho:jB1B2j = jB1B3j � 2rB sin �72rB sin 2�7 ; jC1C2j = jC1C4j � 2rC sin �72rC sin 3�7 :Takto dost vame: SB + SCSA = sin2 �7sin2 2�7 + sin2 �7sin2 3�7 :Ak vy�¡slime teraz SB + SCSA = 0; 50604079, vid¡me, �e nerovnosti zo zadania s£splnen�. T�mto sme v¨ak e¨te nedok zali, �e tieto nerovnosti platia. Museli by smedok za�, �e chyba, ktor£ sprav¡ kalkula�ka pri v�po�te, neprekro�ila 0; 006. Chyba, ktor£kalkula�ka sprav¡, toti� z vis¡ od po�tu miest, s ktor�mi operuje, po�tom oper ci¡, at�.Preto uvedieme d�kazy t�chto nerovnost¡.a) Uk �eme, �e jA1A2j = jB1B2j+ jC1C2j. Zrejme sta�¡ uk za�, �ejA1A2j = jA1A2j � sin �7sin 2�7 + jA1A2j � sin �7sin 3�7 ;teda 1 = sin �7sin 2�7 + sin �7sin 3�7 :Ak pou�ijeme rozkladov� vzorce pre s¡nus, dost vamesin 3�7 sin 2�7 = 12 �cos �7 � cos 5�7 � = 12 �cos �7 + cos 2�7 �a sin 3�7 sin �7 + sin 2�7 sin �7 = 12 �cos 2�7 + cos �7� :�i�e v�razy sa rovnaj£, a preto platia aj rovnosti:1 = sin �7sin 2�7 + sin �7sin 3�7 a jA1A2j = jB1B2j+ jC1C2j:Nako�ko jB1B2j 6= jC1C2j, je2 �jB1B2j2 + jC1C2j2� = (jB1B2j+ jC1C2j)2 + (jB1B2j � jC1C2j)2 > jA1A2j2:



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, rie¨enia 125Preto 12 < jB1B2j2 + jC1C2j2jA1A2j2 = SB + SCSA :b) D  sa uk za�, �e SB + SCSA = 14 cos2 �7 + 1(4 cos2 �7 � 1)2 :�alej si sta�¡ v¨imn£� klesaj£cos� funkcie cosx na intervale (0; �), z �oho jednoduchodost vame SB + SCSA < 712 < 2�p2:(Prv� �len sme odhadli zlomkom 13 , druh� 14 .)2.7 Zave�me ozna�enie ako na obr. 40:A BC PR STXGObr. 40a) Z mocnosti bodu ku kru�nici dost vame jAXj2 = jABj � jACj. Z podobnostitrojuholn¡kov APR a ATS �alej plat¡ jAP jjARj = jASjjAT j , teda jAP j � jAT j = jARj � jASj.Z Euklidovej vety o odvesne v trojuholn¡ku AXS vypl�va jAXj2 = jARj � jASj. Spoludost vame jAP j = jARj � jASjjAT j = jAXj2jAT j = jABj � jACjjAT j ;�o je kon¨tantn�. Analogick£ £vahu mo�no previes� aj pre bod D.b) Polo�me jAT j = x, b2 < x < a� b2 . Zave�me funkciuf(x) = jPQj = a� jAP j � jDQj == a � (x � b2 )(x + b2 )x � (a � x� b2 )(a � x+ b2 )a� x = ab24x(a � x) :Evidentne je v�raz x(a � x) maxim lny pr ve pre x = a2 (d  sa dok za� pomocouAG-nerovnosti). Teda jPQj je minim lna pre x = a2 a je rovn  b2a .



126 45. ro�n¡k matematickej olympi dyTak�to rie¨enie je v¨ak e¨te ne£pln�. Ak toti� vy¨etrujeme extr�m funkcie na inter-vale, mus¡me e¨te overi� �i hodnota a2 padne do intervalu � b2 < a2 < a� b2�, a tie�pre¨etri� hodnoty v krajn�ch bodoch �f � b2� = f �a � b2� > b2a �. To sa v¨ak jedno-ducho over¡. Tretia s�ria3.1 (Miroslav Dud¡k) Postupujme sporom. Nech teda po prilo�en¡ prvej ¨abl¢nyna �ubovo�n� miesto nekone�n�ho ¨tvor�ekov�ho papiera je s£�et �¡sel na zakryt�chpol¡�kach kladn� a po �ubovo�nom prilo�en¡ druhej ¨abl¢ny nekladn�. Ozna�me po�etpol¡�ok, ktor� zakr�va prv  ¨abl¢na m, druh  n. Vyjadrime polohu ka�d�ho z pol¡�ok¨abl¢ny ako posunutie vzh�adom na jej �ubovo�n� pevn� pol¡�ko. Pre prv£ ¨abl¢nu nechs£ to posunutia T1 a� Tm a pre druh£ V1 a� Vn. Bez ujmy na v¨eobecnosti nech V1 a T1s£ identity (prv� posunutie ukazuje na pol¡�ko, vzh�adom na ktor� polohu ostatn�chposudzujeme). Nech A je �ubovo�n� pol¡�ko, f(A) �¡slo na pol¡�ku A. Ozna�meAi;j = Ti � Vj(A) = Vj � Ti(A); 1 5 i 5m; 1 5 j 5 n:Symbolom Ai;j teda ozna�ujeme pol¡�ko, ktor� dostaneme ako v�sledok posunut¡ Ti; Vjpol¡�ka A. Po�ahky nahliadneme, �e plat¡ A1;1 = A; Ai;j = Ti(A1;j) = Vj(Ai;1). Pod�apredpokladu pre �ubovo�n� 1 5 j 5 n plat¡:f(A1;j ) + f(A2;j ) + : : : + f(Am;j ) > 0;ke��e A1;j a� Am;j s£ pol¡�ka, ktor� prikr�va prv  ¨abl¢na (s prv�m pol¡�kom na A1;j).Analogicky pre druh£ ¨abl¢nu a �ubovo�n� 1 5 i 5 m dost vame:f(Ai;1) + f(Ai;2) + : : :+ f(Ai;n) 5 0;S�¡tan¡m nerovnost¡ pre prv£ a druh£ ¨abl¢nu dost vamenXj=1 mXk=1f(Ak;j ) > 0 a z rove¤ mXi=1 nXk=1f(Ai;k) 5 0:Ke��e s�¡tame cez kone�n� po�et pol¡�ok, s£ oba s£�ty zrejme zhodn�, �¡m dost vamespor.3.2 (Tam s Varga) Ke��e kru�nice k1 a k sa dot�kaj£ v bode A1, v istej rovno�ahlostiso stredom A1 je kru�nica k obrazom kru�nice k1. V tej istej rovno�ahlosti je obrazpriamky AB priamka s ¤ou rovnobe�n , ktor  sa dot�ka kru�nice k; ozna�me ju p1.Podobne obraz priamky AC v tejto rovno�ahlosti ozna�me p2 (AC k p2) (obr. 41).Potom bod A� de�novan� ako priese�n¡k priamok p1 a p2 je obrazom bodu A, teda



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, rie¨enia 127body A, A1 a A� le�ia na jednej priamke. Podobne nech p3 je obraz priamky BCv rovno�ahlosti napr¡klad so stredom B1 zobrazuj£cej kru�nicu k2 na k a body B�, C�s£ de�novan� nasledovne: B� = p1 \ p3, C� = p2 \ p3. Potom analogicky plat¡, �ebody B, B1 a B� le�ia na jednej priamke; rovnako aj body C, C1 a C�. Sta�¡ tedadok za�, �e priamky AA�, BB� a CC� sa pret¡naj£ v jednom bode.
�SS1 S2S3A1 B1C1
A B

C A�B� C� kk1 k2k3 p1
p2 p3Obr. 41Vieme, �e jB�C1j = jB�A1j, jA�C1j = jA�B1j, jC�B1j = jC�A1j (doty�nice z jedn�hobodu), z �oho vypl�va, �ejB�C1j � jA�B1j � jC�A1j = jB�A1j � jA�B1j � jC�A1j =)=) jB�C1jjC1A�j � jA�B1jjB1C�j � jC�A1jjA1B�j = 1 :Pod�a Cevovej vety pre4A�B�C� a priamky A�A1, B�B1, C�C1 t to rovnos� znamen ,�e sa priamky A�A1, B�B1, C�C1 (a teda aj priamky AA1, BB1, CC1) pret¡naj£v jednom bode. A to sme chceli dok za�.3.3 (Miroslav Dud¡k) Mno�inu �iakov a vz�ahov medzi nimi si budeme predstavova�ako neorientovan� graf G (vrcholy s£ �iaci, priatelia s£ spojen¡ hranou). �iakov (vrcholy)m��eme o�¡slova� od 1 (u�¡ sa najhor¨ie) po 30 (u�¡ sa najlep¨ie). Ak m me �iakov x; y,tak x sa u�¡ lep¨ie ako y pr ve vtedy, ak x > y. Mno�inu �iakov, ktor¡ sa u�ia hor¨ie(t.j. neu�ia sa lep¨ie ako v��¨ina ich priate�ov) ozna�¡me X a p = jXj. Po�et priate�ov,ktor�ch m  ka�d� �iak, nech je n.Pre�¡slujme si teraz �iakov nasledovne: �¡slami 1; 2; : : : ; p ozna�¡me �iakov z mno-�iny X tak, aby sme ich mali usporiadan�ch vzostupne pod�a ¨tudijn�ch v�sledkov.Podobne za nimi zarad¡me aj ostatn�ch �iakov a prirad¡me im �¡sla p+ 1; : : : ; 30.



128 45. ro�n¡k matematickej olympi dyUvedomme si, �e mus¡ plati� t to nerovnos� : p = n+12 . Inak by najhor¨¡ zo �iakovnepatriacich do mno�iny X mal nanajv�¨ n�12 hor¨ie sa u�iacich zn mych { �o zjavnenie je v��¨ina, teda aj on s m by patril do mno�iny X.Ozna�me si symbolom Gk �as� grafu G tvoren£ �iakmi 1; 2; : : : ; k. Nasleduj£ce £vahysa bud£ zaobera� pr ve odhadom po�tu hr n, ktor� ved£ z Gk do zvy¨ku grafu. Ozna�metento po�et ako hk. Zjavne hp 5 np. Uk �me, �e pre k > p plat¡ nerovnos� hk+1 < hk.Nahliadnu� t£to nerovnos� je pomerne jednoduch�, pokia� si uvedom¡me, �e po�ethr n hk sa men¡ nasledovne :hk+1 = hk + v�stup� vstup;kde �¡slo vstup ozna�uje po�et hr n medzi vrcholom k+1 a Gk a �¡slo v�stup znamen po�et ostatn�ch hr n vych dzaj£cich z vrcholu k+1. Nako�ko �iak �¡slo k+1 je najslab¨¡zo �iakov k+1; : : : ; 30 a nepatr¡ doX, mus¡ plati� nerovnos� vstup > v�stup (aby nemalv��¨inu lep¨¡ch kamar tov). Z toho u� vypl�va, �e plat¡ uveden  nerovnos� medzi hka hk+1.Z t�chto £vah dost vame, �e pre G s parametrami p; n plat¡ :h29 5 pn� (29 � p) = (n + 1)p � 29:Nako�ko �iak s �¡slom 30 je posledn�m, mus¡ by� h29 = n. Teda po £prave28 5 (n + 1)(p� 1) 5 2p(p� 1):Posledn£ nerovnos� sme dostali pou�it¡m p = n+ 12 . L'ahko nahliadneme, �e potomp = 5. Pre p = 5, t.j. X = f1; 2; 3; 4; 5g, vo�me n = 9. Mno�inu hr n dostaneme dez-orientovan¡m nasleduj£cich usporiadan�ch dvoj¡c a vyl£�en¡m slu�iek a viacn sobn�chhr n z posledn�ho kart�zskeho s£�inu:f1; 2; 3; 4; 5g � f6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14g [[f6; 7; 8; 9; 10g � f15; 16; 17; 18g [[f11; 12; 13; 14; 15g � f19; 20; 21; 22g [[f16; 17; 18; 19; 20g � f23; 24; 25; 26g [[f21; 22; 23; 24; 25g � f27; 28; 29; 30g [[f26; 27; 28; 29; 30g � f26; 27; 28; 29; 30g�ahko zist¡me, �e takto vzniknut� graf vyhovuje podmienkam pre X = f1; 2; 3; 4; 5g,n = 9. Z rove¤ sme uk zali, �e neexistuje tak� graf G, n > 0, aby p < 5, tedaza predpokladu n > 0, je najvy¨¨¡ mo�n� po�et �iakov s lep¨¡mi v�sledkami ako v��¨inaich priate�ov 25.3.4 (Eugen Kov �) Ak uva�ujeme dan£ rovnicu (mod 5), dost vame 2y � 1 (mod 5),z �oho po presk£man¡ zvy¨kov 2n (mod 5) dost vame 4jy, �i�e y = 4a, a 2 N. �alej



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, rie¨enia 129uva�ujme dan£ rovnicu (mod 4). Zrejme 5s � 1 (mod 4) a 24a � 0 (mod 4), pretomus¡ plati� 2 � 2z � 5t (mod 4). Z toho samozrejme z = 1. Teraz uva�ujme rovnicu(mod 8). Mocniny �¡sla 5 d vaj£ len zvy¨ky 5; 1, �¡slo 24a je �smimi delite�n�, a tak5x � 2y + 2 � 5t � 1 � 1 (mod 8). Preto x = 2b, b 2 N.�al¨ie pou�it� modulo bude 3. M me 52b � 2 � 5t � 24a � 1 � 0 (mod 3). Potom2 � 5t � 52b � 1 (mod 3). Z toho vypl�va t = 2c+ 1, c 2 N.Nov  rovnica m  preto tvar 1 + 52b = 24a + 2 � 52c+1:Ak je c = 0, rovnica m  tvar 1 + 52b = 24a + 10. Teda 52b � 24a = 9, �av£ stranumo�no rozlo�i� na (5b� 4a)(5b +4a), z �oho okam�ite 5b+4a = 9 a 5b� 4a = 1. Z tejtomo�nosti preto dost vame rie¨enie (x; y; z; t) = (2; 4; 1; 1).Zostal pr¡pad c = 1, teda rovnica 25b � 10 � 25c = 16a � 1. Uva�ujme t£to rov-nicu (mod 100). Evidentne 25n � 25 (mod 100). Preto potom po £prave 16a � 76(mod 100). Z tabu�ky zvy¨kov mocn¡n 16 dost vame 5ja, �i�e a = 5d, d 2 N. Rovnicaprech dza do tvaru 25b� 10 � 25c = 220d� 1. Po kr tkom sk£man¡ zist¡me, �e je vhodn�uva�ova� rovnicu e¨te (mod 11). Evidentne 25b � 10 � 25c � 25b + 25c (mod 11). �alej20d�1 � (25)4d�1 � (�1)4d�1 � 0 (mod 11), z �oho 25b+25c � 0 (mod 11). Z tabu�kyzvy¨kov mocn¡n 25 (mod 11) v¨ak �ahko nahliadneme, �e t to mo�nos� nenast va nikdy(zvy¨ky s£ cyklicky: 3, 9, 5, 4, 1). Preto v pr¡pade c = 1 rovnica nem  �iadne rie¨eniev N.
�A B CDQ PA1B1C1 D1O MNObr. 42

3.5 (Tam s Varga) Priese�n¡k v�¨ok ozna�me O(obr. 42). Teda O = BB1 \ CC1, z �oho hne� vi-d¡me, �e body B, B1, C, C1, O le�ia v¨etky v jednejrovine; ozna�me ju % = �!BCO. Potom m��eme de�-nova� bod Q ako BC1 \ CB1, P ako QO \ BC, Nako B1C1 \ QO a nech M = A1D1 \ %. Zrejmev¨etky spom¡nan� body: B, C, B1, C1, O, Q, P ,N , M le�ia v rovine %. Pre bod Q trivi lne plat¡Q = AD \ %, teda body Q, O le�ia v rovine � ==  �!DOA. Body P;N le�ia na priamke QO, teda ajv rovine �. Teda body A, D, A1, D1, O, Q, P ,N , M le�ia v¨etky v rovine �. Ke��e body O, Q,P , N , M le�ia aj v rovine % aj v rovine �, musiale�a� na jednej priamke. Uk �eme, �e BC ? � (podobne DA ? %):DD1 ?  �!ABC =) � ? �!ABCAA1 ?  ��!DBC =) � ? ��!DBC9=; =) BC ? �:Potom v¨ak mus¡ plati� � ? %.



130 45. ro�n¡k matematickej olympi dyO je stred gule vp¡sanej ¨tvorstenu A1B1C1D1. Ozna�me K a L dotykov� body tejtogule so stenami C1D1A1 a B1D1A1. Uk �eme, �e body K;L le�ia v rovine %:OK ?  ����!C1D1A1 =) OK ? A1D1OL ? ����!B1D1C1 =) OL ? A1D1 9=; =) �!OKL ? A1D1:Ke��e v¨ak aj % ? A1D1 a O 2 %, mus¡ by�  �!OKL = %. Priamky C1K, B1L pret¡-naj£ A1D1 v bode M . Vzh�adom na to, �e O je stred vp¡sanej gule, �ahko vid¡me, �e4OKM �= 4OLM , teda j<)OMC1j = j<)OMB1j (1)Vyu�ijeme nasledovn� tvrdenie (sk£ste si ho dok za�):Nech trojuholn¡k XY Z m  v�¨ky XX1, Y Y1 a ZZ1, potom plat¡, �e v trojuholn¡kuX1Y1Z1 s£ p�vodn� v�¨ky osami uhlov.V trojuholn¡ku QBC s£ CC1, BB1 a QP v�¨ky (CC1 ?  �!ABD, BB1 ?  �!ACD, BC ? �).Vyu�ij£c tvrdenie dostaneme j<)OPB1j = j<)OPC1j: (2)Z (1) a (2) m me 4MPC1 �= 4MPB1. Z toho C1B1 ? PQ a jNC1j = jNB1j, pretoje 4QB1C1 rovnoramenn�. BC, B1C1 s£ kolm� na priamku QP , teda BC k B1C1 =)=)4QB1C1 � 4QBC. Teda 4QBC je rovnoramenn�. Preto jQBj = jQCj.Ke��e � ? %, s£ <)BQD, <)CQD prav�, a teda 4BQD �=4CQD =) jBDj = jCDj.Podobn�m sp�sobom sa d  dok za� o ka�dej dvojici str n so spolo�n�m vrcholom, �es£ zhodn�, teda ¨tvorsten ABCD je pravideln�. A to sme chceli dok za�.3.6 �lohu trochu zov¨eobecn¡me. Majme mno�inu kladn�ch �¡sel fa1; a2; : : : ; ang.Obdobne de�nujme s£�ty Si(�) a s£�in Q(�) pre v¨etky permut cie � tejto mno�iny.Ozna�me mno�inu permut ci¡, ktor� pres£vaj£ prv� prvok na posledn� miesto ako P1,t.j. � 2 P1 ak �(an) = a1. Obdobne m��eme zade�nova� Pk ako mno�iny (triedy)permut ci¡, ktor� na posledn� miesto daj£ k-ty prvok, teda � 2 Pk () �(an) = ak.Preto ka�d  permut cia patr¡ pr ve do jednej z mno�¡n P1; P2; : : : ; Pn.Teraz u� m��eme vyslovi� tvrdenie, ktor� n s napadne po manu lnom dosaden¡ �¡-sel ai pre mal� hodnoty n. A to, �e plat¡:X� 1Q(�) = 1a1a2 � : : : � anDok �eme toto tvrdenie indukciou vzh�adom na n.1� n = 1:X� 1Q(�) = 1a1 , lebo �(a1) = a1 je jedinou permut ciou mno�iny fa1g.2� Nech na¨e tvrdenie plat¡ pre v¨etky mno�iny s po�tom prvkov n � 1, dok �emejeho platnos� pre mno�iny s po�tom prvkov n.



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, rie¨enia 131Po�¡tajme:X� 1Q(�) = nXk=1 X�2Pk 1Q(�) = nXk=1 X�2Pk 1S1(�) � : : : � Sn�1(�) �P ai == nXk=1 1P ai � X�2Pk 1S1(�) � : : : � Sn�1(�) (�)=(�)= nXk=1 1Pai � 1a1 � : : : � ak�1ak+1 � : : : � an == 1a1 � : : : � an � nXk=1 akP ai = 1a1 � : : : � an ;pri�om rovnos� ozna�en  hviezdi�kou vypl�va z induk�n�ho predpokladu pre mno�inyfa1; : : : ; ak�1; ak+1; : : : ; ang. Permut cie v mno�ine Pk ist�m sp�sobom "pokr�vaj£\v¨etky permut cie tejto (n� 1) prvkovej mno�iny. Toti�, ak �0 je permut cia mno�inyfa1; : : : ; ak�1; ak+1; : : : ; ang, potom pre permut ciu � 2 Pk, � = ��0(a1); �0(a2); : : : ;�0(an�1); ak� dost vame: S1(�0) = S1(�), S2(�0) = S2(�), : : : , Sn�1(�0) = Sn�1(�),a teda Q(�0) = S1(�) � : : : �Sn�1(�), z �oho u� �ahko nahliadneme rovnos� ozna�en£ (�).Takto sme dok zali indukciou zov¨eobecnen� tvrdenie a pre n ¨ ¨peci lny pr¡paddost vame:X� 1Q(�) = 11 � 2 � : : : � 2n�1 = 2�(n2) .�tvrt  s�ria4.1 �lohu si rozdel¡me na tri pr¡pady:1) niektor  strana trojuholn¡ka le�¡ na rovnakej priamke ako strana ¨tvorca,2) niektor� vrchol trojuholn¡ka le�¡ vn£tri ¨tvorca,3) zvy¨ok. SK
LM A BCDG HI_Obr. 43



132 45. ro�n¡k matematickej olympi dy
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Obr. 44, Obr. 45, Obr. 461) a 2) Ako je vidie� z obr. 44 { 46, kde je zv�raznen  �as� obvodu ¨tvorca vn£tritrojuholn¡ka, tvor¡ t to �as� najmenej polovicu cel�ho obvodu.3) Bez ujmy na v¨eobecnosti nech dan  situ cia vyzer  ako na obr. 43.Ozna�me ABCD ¨tvorec so stranou d��ky 2r; S stred kru�nice k s polomerom r; E, Fpo rade body dotyku str n AB a AD s kru�nicou k; G, H priese�n¡ky priamky MKso stranami AD a AB a I bod dotyku strany KM s kru�nicou k.Pod�a vety Ssu s£ trojuholn¡ky SFG a SIG zhodn�, podobne aj SEH a SIH s£zhodn�. Plat¡ teda jFGj = jGIj ; jIHj = jHEj :Teraz sa pozrime na trojuholn¡k AHG. V�aka predch dzaj£cim rovnostiam vidie�,�e jeho obvod je rovn� 2r. Preto�e GH je prepona trojuholn¡ka AHG, je jGHj > 13 �2r,tak�e �as� obvodu ¨tvorca, ktor  nele�¡ vn£tri trojuholn¡ka KLM , je najviac 23 � 2r.�seky, ke� sa strana trojuholn¡ka dot�ka kru�nice vn£tri ¨tvorca, s£ nanajv�¨ tri. Toznamen , �e �as� obvodu ¨tvorca ABCD, ktor  le�¡ zvonku trojuholn¡ka KLM , meriananajv�¨ 4r, �o je pr ve polovica jeho obvodu.T�m je tvrdenie dok zan�.



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, rie¨enia 133�loha sa dala rie¨i� aj analyticky, kde sa dal dosiahnu� e¨te lep¨¡ odhad jHGj. Mnoh¡z v s ale zabudli na pr¡pad 2).Pr¡pady 1) a 2) mo�no ale charakterizova� lep¨ie: Ak dan� trojuholn¡k obsahuje dvaz vrcholov op¡san�ho ¨tvorca, je tvrdenie £lohy trivi lne.4.2 (Filip Kr¨ka)a)  !AM ?  �!A1B ^  !AM ?  !BC ) !AM ?  ��!A1BC ) !AM ? �!A1C; !AP ?  �!A1D ^  !AP ? !CD) !AP ? ��!A1CD) !AP ?  �!A1C;t.j. priamky AM , AP a AN le�ia v¨etky v rovine prech dzaj£cej bodom A a kolmejna uhloprie�ku A1C, preto body M , N , P le�ia na priese�nici rov¡n A1B1C1 a APM ,�o je samozrejme priamka (obr. 47).
A B CA1 B1 C1D1 MNP

Òbr. 47b) V¨etky body A, M , N , P , E, F le�ia v rovine AMP (pozri a)). Ozna�me Vpriese�n¡k priamky A1C s rovinou AMP (z predch dzaj£ceho u� vieme, �e je to p�taz bodu A na priamku A1C). Naviac body P , E le�ia v rovine A1BC a body F , Mv rovine A1CD, ich spolo�n� bod mus¡ teda le�a� v prieniku rov¡n A1BC a A1CD,�o je uhloprie�ka A1C, priese�n¡kom priamok PE a FM je teda bod V , ktor� le�¡na priamke AN .In� rie¨enie. (Tom ¨ B rta)a) Z podobnosti trojuholn¡kov vypl�va jA1M jjA1Aj = jA1AjjABj . Obdobne, ke� urob¡me rezrovinami AA1C, AA1D, zist¡me, �e jA1N jjAA1j = jAA1jjACj a jA1P jjAA1j = jAA1jjADj . Odtia� vypl�va,�e jAA1j2 = jA1M j � jABj = jA1N j � jACj = jA1P j � jADj: (1)



134 45. ro�n¡k matematickej olympi dyTeda jA1M jjA1N j = jACjjABj , a preto�e N le�¡ na priamke A1C1, je j<)MA1N j = j<)BACj,tak�e trojuholn¡ky MA1N a CAB s£ podobn� (sus), �o znamen , �e j<)A1NM j == j<)ABCj = 90�. Obdobne jA1N jjA1P j = jADjjACj , tak�e aj trojuholn¡ky PA1N a CAD s£podobn� a j<)A1NP j = 90�.Uhol A1NM je prav� a uhol A1NP je prav�, teda uholMNP je priamy a bod N le�¡na £se�ke MP , �o bolo treba dok za�.b) Vyu�ijeme Cevovu vetu, ktor  hovor¡, �e tri £se�ky veden� z vrcholov trojuholn¡kana proti�ahl� strany sa pret¡naj£ v jednom bode vtedy a len vtedy, akjNM jjNP j � jPF jjFAj � jAEjjEM j = 1:Budeme vych dza� z podobnosti trojuholn¡kov A1MN a ACB, tak�ejA1M jjACj = jA1N jjABj = jMN jjBCj a jMN j = jBCj � jA1N jjABj ;a z podobnosti trojuholn¡kov A1PN a ACD, tak�ejA1P jjACj = jA1N jjADj = jNP jjCDj a jNP j = jCDj � jA1N jjADj :Odtia� jMN jjNP j = jBCjjABjjCDjjADj = jADjjBCjjABjjCDj = jADj2jABj2 ;�alej zrejme plat¡ jEM jjA1M j = jAEjjABj ;a pod�a (1) jEM jjAEj = jA1M jjABj = jAA1j2jABj2 :Obdobne jPF jjFAj = jAAj2jADj2 :Celkovo teda dost vamejEM jjAEj � jFAjjPF j � jNP jjNM j = jAA1j2jABj2 � jADj2jAA1j2 � jABj2jADj2 = 1;z �oho potom pod�a Cevovej vety pre trojuholn¡k AMP vypl�va, �e £se�ky PM , MFa AN prech dzaj£ jedn�m bodom.



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, rie¨enia 1354.3 T to £loha je sk£¨kou trpezlivosti rie¨ite�a, z prv�ch 40 �lenov postupnosti mo�novytu¨i� ist£ ¨trukt£ru a spr vanie sa vy¨etrovanej funkcie.f(1) = 1; f(5) = 2; f(9) = 1; f(13) = 2; f(17) = 1; f(21) = 1;f(2) = 1; f(6) = 2; f(10) = 2; f(14) = 3; f(18) = 3; f(22) = 2;f(3) = 2; f(7) = 2; f(11) = 2; f(15) = 2; f(19) = 2; f(23) = 2;f(4) = 1; f(8) = 3; f(12) = 3; f(16) = 4; f(20) = 5; f(24) = 6;f(25) = 1; f(29) = 1; f(33) = 1; f(37) = 1;f(26) = 4; f(30) = 4; f(34) = 5; f(38) = 6;f(27) = 2; f(31) = 2; f(35) = 2; f(39) = 2;f(28) = 7; f(32) = 8; f(36) = 9; f(40) = 10:V¨imnime si, �e pre k = 7 by mohlo plati�: f(4k) = k, f(4k+1) = 1, f(4k+2) = k�3,f(4k + 3) = 2. Dok �eme toto tvrdenie matematickou indukciou.Prv� induk�n� krok vypl�va z vy¨¨ie uvedenej tabu�ky (aj s predpokladmi, ktor�uvedieme v druhom kroku).Majme induk�n� predpoklad: Pre 7 5 l < k plat¡ f(4l) = l, f(4l + 1) = 1, f(4l ++ 2) = l� 3, f(4l + 3) = 2, funk�n  hodnota v��¨ia ako k sa doteraz e¨te nenadobudlaa hodnoty k � 3, k � 2 a k � 1 sa nadobudli pr ve raz. Potom� f(4k) = k: Postupnos� 3; 7; : : : ; 4k�1 je aritmetick  d��ky k a jej funk�n� hodnotys£ pod�a induk�n�ho predpokladu 2. Zrejme �iadna men¨ia diferencia nevytv ra dlh¨iuaritmetick£ postupnos�. Preto f(4k) = k.� f(4k + 1) = 1: Z poslednej �asti induk�n�ho predpokladu priamo vypl�va, �ef(4k + 1) = 1.� f(4k + 2) = k � 3: Postupnos� 17; 21; 25; : : : ; 4k + 1 je aritmetick  d��ky k � 3a jej funk�n� hodnoty s£ pod�a induk�n�ho predpokladu 1. Diferencia, ktor  by mohlavytv ra� postupnos� v��¨ej d��ky ako 1 je jedine d = 8. Pre k = 7 v¨ak takto evidentnenedostaneme dlh¨iu aritmetick£ postupnos�.� f(4k+3) = 2: Z poslednej �asti induk�n�ho predpokladu vypl�va, �e f(4k+3) = 2.Zost vaj£ca �as� predpokladov: Vid¡me, �e pre x 5 4k+3 je f(x) < k+1 a funk�n�hodnoty k � 2; k � 1; k sa nadobudli pr ve raz.Takto sme indukciou dok zali na¨e tvrdenie. Z toho u� vypl�va rie¨enie £lohy:a = 4; b = 8; f(4n + 8) = n+ 2:4.4 Pre ka�d�ch dvoch matematikov ozna�me n po�et t�ch, ktor¡ oboch pozdravili.V¨imnime si konkr�tne matematika A. Nech B je mno�ina matematikov, ktor¡ sapozdravili s A a C mno�ina t�ch, ktor¡ sa s n¡m nepozdravili. Potom m  B pr ve 3k+6a C pr ve 9k � 7 prvkov. Pre �ubovo�n�ho matematika B z B s£ matematici, ktor¡ sapozdravili aj s A, aj s B v¨etci v B. Preto sa B pozdravil pr ve s n matematikmi z B



136 45. ro�n¡k matematickej olympi dya 3k + 5� n z C. Pre ka�d�ho C z C musia tie� by� matematici, ktor¡ sa pozdravili ajs A, aj s C v mno�ine B. Preto sa C pozdravil pr ve s n matematikmi z B.Celkov� po�et vz jomn�ch pozdravov medzi matematikmi z B a C mo�no potomdvojako vyjadri� ako (3k + 6)(3k + 5� n) = (9k � 7)n;�o mo�no upravi� na 9k2 � 12kn + 33k + n + 30 = 0. Z toho vypl�va, �e n = 3mpre nejak� prirodzen� m a 4m = k+3+ 9k + 4312k � 1 . Ak k = 15, potom 12k� 1 > 9k+43,a teda 4m nem��e by� cel� �¡slo. Pre 1 5 k 5 14 len k = 3 d va celo�¡seln£ hodnotuv�razu 9k + 4312k � 1. Preto sa na zjazde stretlo 36 matematikov.To ale e¨te neznamen , �e tak� graf pre k = 3 naozaj existuje. To je v¨ak ve�min ro�n  £loha a my vieme len to�ko, �e neexistuje �iaden graf po�adovan�ch vlastnost¡,ktor� by bol symetrick� pri oto�en¡ o 10 stup¤ov (ak si predstav¡me t�ch 36 vrcholovako vrcholy pravideln�ho 36-uholn¡ka).4.5 (Daniel P rto¨, Vladim¡r Marko) Najprv matematickou indukciou dok �eme, �epre ka�d� prirodzen� k existuje prirodzen� �¡slo ak, pre ktor� plat¡ a2k � �7 (mod 2k).1� Po�ahky vid¡me, �e ak = 1 vyhovuje podmienke pre k 5 3.2� Ak a2k � �7 (mod 2k) pre nejak� k > 3, potom pre hodnotu a2k modulo 2k+1 s£dve mo�nosti:a2k � �7 (mod 2k+1) alebo a2k � 2k � 7 (mod 2k+1):V prvom pr¡pade polo�me ak+1 = ak. V druhom pr¡pade polo�me ak+1 = ak + 2k�1.Potom (k = 3) je ak nep rne a pod�a induk�n�ho predpokladuak+1 = a2k + 2kak + 22k�2 � a2k + 2kak � a2k + 2k � �7 (mod 2k+1):Teraz e¨te dok �eme, �e pre ka�d� n existuje nekone�ne ve�a tak�chto ak. Naozaj,sta�¡ zobra� jedno ak, a potom zrejme aj pre �¡sla ak + t2k plat¡(ak + t2k)2 � �7 (mod 2k):In� rie¨enie. (Tam s Varga) Sta�¡ dok za� nasleduj£ce tri tvrdenia:i) Ak existuje pre dan� k jedno tak� ak, pre ktor� a2k = n2k � 7, potom ich existujenekone�ne ve�a.ii) Ak pre dan� k0 existuje jedno tak� ak, pre ktor� a2k0 = n2k0 � 7, potom existujepre ka�d� k 5 k0 tak�, �e a2k = n2k � 7.iii) Ak existuje pre dan� k + 1 vhodn� ak+1, potom existuje aj pre 2k vhodn� a2k.Tvrdenie i) je dok zan� v prvom rie¨en¡, tvrdenie ii) je trivi lne, sta�¡ voli� ak = ak0 .No a napokon treba dok za� tvrdenie iii). Ozna�me ak+1 = x. Potom pod�a predpokladux2 = n2k+1 � 7. Po pripo�¡tan¡ vhodn�ch v�razov na obe strany dostanemec222k + 2 � 2k(p2k�1 � n) + x2 = (p + c2)22k � 7: (1)



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, rie¨enia 137�¡sla p a c s£ zatia� �ubovo�n�. Ke��e s£ �¡sla x a 2k�1 zrejme nes£delite�n�, existuj£pre ne cel� �¡sla C a P , pre ktor� plat¡ P � 2k�1 � C � x = 1. Zvo�me teraz p = Pna c = Cn. Potom zrejme m me p2k�1 � n = cx, �o po dosaden¡ do (1) d vac2 � 22k + 2 � 2kcx+ x2 = (p+ c2)22k � 7;(c2k + x)2 = (p + c2)22k � 7:Takto sme pre dan� 2k na¨li a2k = c2k + x.Na z ver si uvedomme, �e tvrdenie plat¡ pre k = 1; 2; 3. Potom k + 1 < 2k, pretoneexistuje najv��¨ie tak� k, pre ktor� by existovalo ak.4.6 (Bal zs Keszegh)
�

A
B CA1 A2 B1B2C1C2 SM N OPKLObr. 48

Ozna�me K = AA1 \ CC1;L = BB2 \ CC2;M = AA1 \ BB1;N = AA2 \ CC2;O = BB1 \ CC1;P = AA2 \ BB2:Vyu�ijeme podobnos� vhodn�ch trojuhol-n¡kov (obr. 48): 4AC1K � 4AA1B, leboj<)C1AKj = j<)A1ABj aj<)AC1Kj = 180� � j<)CC1C2j = 180� �� j<)AA1A2j = j<)AA1Bj.4AA1B � 4CC2B, lebo j<)ABA1j == j<)CBC2j a j<)AA1Bj = 180���j<)AA1A2j = 180� � j<)CC2C1j = j<)CC2Bj.Teda 4AC1K � 4CC2B =) jC1KjjC1Aj = jC2BjjC2Cj .Analogicky 4BC2L � 4BB2A � 4CC1A =) jC2LjjC2Bj = jC1AjjC1Cj . Zrejme jC1Cj == jC2Cj. Z toho m me jC1Kj = jC2Bj:jC1AjjC2Cj = jC1Aj:jC2BjjC1Cj = jC2Lj. (1)Rovnako m��eme uk za�, �e jB1Oj = jB2P j.Z rovnosti (1) a z faktu, �e 4CC1C2 je rovnoramenn� �ahko nahliadneme, �e KL k AB,z �oho vypl�va, �e j<)PLKj = j<)B2BAj. Podobne OP k AC a j<)POKj = j<)ACC1j.Zrejme 4ABB2 � 4ACC1 (uu), z �oho j<)B2BAj = j<)ACC1j. Preto j<)PLKj == j<)POKj a body O;P;K a L le�ia na kru�nici. Jej stred je priese�n¡k os¡ £se�iek KLa OP , �o je priese�n¡k v�¨ok V trojuholn¡ka ABC.Analogicky sa d  dok za�, �e body K;L;M a N le�ia na kru�nici so stredom V .Z toho ale u� dost vame, �e v¨etk�ch 6 bodov K;L;M;N;O;P le�¡ na jednej kru�niciso stredom V .4.7 Ozna�me dan� rovnice s£stavy postupne (1), (2). Pri rie¨en¡ na¨ej s£stavy rovn¡cbudeme rozli¨ova� tri pr¡pady:



138 45. ro�n¡k matematickej olympi dyi) aspo¤ jedno z �¡sel x; y; z je rovn� nule;ii) x; y; z 6= 0 a aspo¤ jedno z �¡sel x; y; z je z porn�;iii) v¨etky �¡sla x; y; z s£ kladn�.i) (Eugen Kov �) Nech napr¡klad z=0, potom dost vame s£stavu dvoch rovn¡co dvoch nezn mych x+ y = a+ b+ c;a2x + b2y + abc = 0:Dosaden¡m za y dost vamea2x+ b2(a + b+ c)� b2x + abc = 0;x(a2 � b2) = b2(a+ b + c) + abc:Ak a = b, nem  na¨a rovnica rie¨enie (parametre a; b; c s£ kladn� �¡sla). Ak a 6= b,rie¨en¡m je trojica(x; y; z) = �b2(a + b + c) + abcb2 � a2 ; a2(a+ b + c) + abca2 � b2 ; 0� :Cyklickou z menou op�� dost vame rie¨enia pre x = 0, resp. y = 0.ii) (Peter Koz k) Vzh�adom k symetrii predpokladajme, �e x < 0. Upravujme druh£zo zadan�ch rovn¡c: 4xyz � (a2x+ b2y + c2z) = abc;4xyz � �b2(x + y + z) + (a2 � b2)x+ (c2 � b2)z� = abc:Preto�e x+ y + z = a+ b + c, dost vame:4xyz � �(a2 � b2)x + (c2 � b2)z� = abc + (a+ b + c)b2:Polo�me S = a + b+ c. Z rovnice (1) potom y = S � (x + z), teda4xz [S � (x+ z)] � (a2 � b2)x � (c2 � b2)z = abc + Sb2;4xzS � 4x2z � 4xz2 � (a2 � b2)x � (c2 � b2)z = abc+ Sb2;4xz2 + z �c2 � b2 + 4x2 � 4xS�+ (a2 � b2)x + abc+ Sb2 = 0: (3)Kvadratick  rovnica (3) s nezn mou z m  diskriminantD = �c2 � b2 + 4x2 � 4xS�2 � 16x �(a2 � b2)x + abc+ Sb2� == (c2 � b2)2 + 16x4 + 16x2S2 + 8x2(c2 � b2) � 8xS(c2 � b2)��32x3S � 16x2a2 + 16x2b2 � 16xabc� 16xSb2:



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, rie¨enia 139�alej uk �eme, �e pre x < 0 je tento diskriminant v�dy kladn�. Ozna�me pretoD = V1 + V2 + V3; kdeV1 = (c2 � b2)2 + 16x4 � 32x3S;V2 = 16x2S2 + 8x2(c2 � b2)� 16x2a2 + 16x2b2;V3 = �8xS(c2 � b2)� 16xabc� 16xSb2:Pre x < 0 je V1 zjavne kladn�. V2 mo�no upravi� na tvarV2 = 8x2 �2S2 + c2 � b2 � 2a2 + 2b2� = 8x2 �2(b2 + c2 + 2ab + 2ac+ 2bc) + b2 + c2� ;kde v�aka kladnosti parametrov a; b; c je v�raz v z tvorke kladn�. Preto aj V2 > 0.A nakoniecV3 = �8x �S(c2 � b2) + 2abc+ 2Sb2� = �8x(Sc2 + Sb2 + 2abc);kde v�raz v z tvorke je op�� kladn� a x < 0, teda V3 > 0, �i�e aj D > 0. Rovnica (3)m  teda dva re lne korene z1; z2 a pre na¨u s£stavu rovn¡c dost vame parametrick�vyjadrenie rie¨en¡ pomocou parametra x < 0:(x1; y1; z1) =  x < 0; c2 � b2 � 4x2 + 4xS �pD8x ; �c2 + b2 � 4x2 + 4xS +pD8x ! ;(x2; y2; z2) =  x < 0; c2 � b2 � 4x2 + 4xS +pD8x ; �c2 + b2 � 4x2 + 4xS �pD8x ! :Cyklickou z menou dostaneme parametrick� vyjadrenia rie¨en¡ pre predpoklady y < 0,resp. z < 0.iii) Kone�ne sa dost vame k zauj¡mavej¨ej �asti tejto £lohy. Nech teda x; y; z s£kladn� re lne �¡sla. Rovnicu (2) mo�no zap¡sa� v tvare4 = a2yz + b2zx + c2xy + abcxyz :Zave�me substit£ciu x1 = apyz , y1 = bpzx , z1 = cpxy . Potom 4 = x21 + y21 + z21 ++ x1y1z1, kde 0 < x1 < 2; 0 < y1 < 2; 0 < z1 < 2. Pri rie¨en¡ poslednej z rovn¡cako kvadratickej s premennou z1 dost vame diskriminant D = (4 � x21)(4 � y21), ktor�nab da k substit£ciix1 = 2 sinu; 0 < u < �2 ; y1 = 2 sin v; 0 < v < �2 :Teraz dost vame 4 = 4 sin2 u+ sin2 v + z21 + 4 sinu � sinv � z1:



140 45. ro�n¡k matematickej olympi dyTeda (z1 + 2 sinu � sin v)2 = 4(1� sin2 u)(1 � sin2 v), �i�ejz1 + 2 sinu � sin vj = j2 cosu � cos vj:Preto�e sinu, sinv, cosu, cos v aj z1 s£ kladn� �¡sla, m��eme odstr ni� absol£tnehodnoty a dost vamez1 = 2(cosu � cos v � sinu � sin v) = 2 cos(u+ v):Teda 2 sinu � pyz = a; 2 sinv � pzx = b; 2(cos u � cos v � sinu � sinv)pxy = c:Z rovnice (1) potom dost vame(px cos v �py cosu)2 + (px sin v +py sinu�pz)2 = 0;odkia� pz = px sinv +py sinu = px � y12 +py � x12 :Preto pz = px � b2pzx +py � a2pyz , teda z = a+b2 . Podobne y = c+a2 ; x = b+c2 : Trojica(x; y; z) = �b + c2 ; c+ a2 ; a+ b2 � v¨ak zjavne rie¨i zadan£ s£stavu rovn¡c.Piata s�ria5.1 Z poslednej podmienky vypl�va, �e rovnica f(x) = x m  nanajv�¨ 3 rie¨enia, jednov intervale (�1; 0), jedno rovn� 0 a jedno v intervale (0;1). Predpokladajme, �e f(u) == u pre nejak� u z intervalu (�1; 0). Polo�en¡m x = y = u do danej funkcion lnej rovnicedost vame f(u2+2u) = u2+2u. Naviac, u2+2u je op�� z intervalu (�1; 0). Preto mus¡by� u2+2u = u, t to rovnica v¨ak nem  v intervale (�1; 0) rie¨enie. Predpoklad f(v) == v pre v 2 (0;1) vedie k obdobn�mu sporu. Av¨ak f(x+(1+x)f(x)) = x+(1+x)f(x)pre v¨etky x 2 S. Preto x+(1+x)f(x) = 0, �i�e f(x) = � x1 + x . E¨te dok �eme, �e t tofunkcia sp�¤a v¨etky zadan� podmienky. Funkcia f(x)x je evidentne rast£ca na celom S.Dosaden¡m sa �ahko presved�¡me o tom, �e sp�¤a aj dan£ funkcion lnu rovnicu.5.2 Najprv zave�me v rovine kart�zsky s£radnicov� syst�m. De�nujme mno�iny Snpod�a nasleduj£cich rekurz¡vnych podmienok. Nech S2 = f(0; 0); (1; 1)g. Pre n = 2,vyberme Mn dostato�ne ve�k�, abyyi +Mn � yjxi + 2n�1 � xj > yk � ylxk � xl (1)



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, rie¨enia 141pre v¨etky (xi; yi), (xj ; yj), (xk; yk) a (xl; yl) z Sn. Teraz nechTn = Sn � (2n�1;Mn) = f(x + 2n+1; y +Mn)j(x; y) 2 Snga Sn+1 = Sn [ Tn. Mno�ina Sn potom obsahuje pr ve 2n�1 bodov. (T�mto postupomsme vytvorili h�adan£ mno�inu bodov, ak nerozumiete cel�mu postupu, sk£ste si hoprevies� pre n = 2; 3. Zlo�it  nerovnos� (1) zachra¤uje nekonvexnos� jednotliv�ch¨tvoruholn¡kov.)Predpokladajme, �e existuje najmen¨ie n = 2 tak�, �e Sn obsahuje tri body le�iacena jednej priamke { P1; P2; P3. Bez ujmy na v¨eobecnosti m��eme predpoklada� (v�akaminimalite), �e P1 2 Sn�1 a P3 2 Tn�1. Ak P2 je z Sn�1, potom z nerovnosti (1) vy-pl�va, �e smernica priamky P2P3 prevy¨uje smernicu priamky P1P2. Opa�n  nerovnos�plat¡, ak je P2 z Tn�1. V oboch pr¡padoch teda body P1; P2 a P3 nem��u by� koline rne.Teraz predpokladajme, �e existuje najmen¨ie tak� n = 2, pre ktor� Sn obsahujevrcholy konvexn�ho 2n-uholn¡ka. Nakreslime v ¤om uhloprie�ku d sp jaj£cu vrchols najmen¨ou x-ovou s£radnicou s vrcholom s najv��¨ou x-ovou s£radnicou, t�mtorozdel¡me 2n-uholn¡k na dva konvexn� £tvary. Z Dirichletovho princ¡pu vypl�va, �easpo¤ jeden z nich m  n+ 1 str n.Rozoberme najprv pr¡pad, ke� tento £tvar le�¡ pod uhloprie�kou d. Potom m aspo¤ n + 1 vrcholov Pi(xi; yi), 0 5 i 5 n, pre ktor� xi�1 < xi pre 1 5 i 5 n.V¨imnime si tie�, �e plat¡: yi � yi�1xi � xi�1 < yi+1 � yixi+1 � xi pre 1 5 i 5 n � 1. V¨etky Pi, 0 55 i 5 n � 1, patria do Sn�1. Predpokladajme opak, nech Pk�1 je z Sn�1, k�m Pka Pk+1 s£ z Tn�1 pre nejak� k, 1 5 k 5 n�1. Potom (xk; yk) = (x0k+2n�2; y0k +Mn�1)a (xk+1; yk+1) = (x0k+1+2n�2; y0k+1+Mn�1) pre nejak� (x0k; y0k) a (x0k+1; y0k+1) z Sn�1.Z de�n¡cie Mn�1 v¨akyk � yk�1xk � xk�1 = y0k +Mn�1 � yk�1x0k + 2n�2 � xk�1 > y0k+1 � y0kx0k+1 � x0k = yk+1 � ykxk+1 � xk ;�o je spor s v�berom Pi. Preto v¨etky Pi patria do Sn�1 pre 0 5 i 5 n� 1.Opakovan¡m tohoto argumentu m me Pi v mno�ine S2 pre 0 5 i 5 2. Av¨ak S2 m len 2 body, spor.Ak le�¡ konvexn� aspo¤ (n + 1)-uholn¡k nad uhloprie�kou d, pou�it¡m rovnak�chargumentov d�jdeme k sporu.5.3 Dok �eme, �e AD je spolo�n  doty�nica ku kru�niciam ! a !2 (obr. 49). Ozna�mepo rade O a O1 stredy a r a r1 polomery kru�n¡c ! a !1. Nech sa ! dot�ka `1 v bode Ha `2 v bode K. Uva�ujme druh£ doty�nicu z bodu A ku kru�nici !, ktor  sa jej dot�kav bode D0. Pred��me HD0 tak, aby pret¡nala `2 v bode B0. Bodom B0 ve�me priamkukolm£ k `2, ktor  pret¡na priamku OD0 v bode O02. Potom O02B0 a HO s£ rovnobe�ky,preto�e j<)O02B0D0j = j<)OHD0 j = j<)OD0Hj = j<)O02D0B0j. Preto jO02B0j = jO02D0j == r02. Potom je O02 stredom kru�nice !02 s polomerom r02, dot�kaj£cej sa ! zvonkuv bode D0 s `2 v bode B0.



142 45. ro�n¡k matematickej olympi dyTeraz e¨te dok �eme, �e !02 sa dot�ka zvonku aj kru�nice !1, �i�e !02 = !2. Polo�mex = jHAj a y = jKB0j. Ke��e HB0 a OA s£ navz jom kolm�, trojuholn¡ky OHAa B0KH s£ podobn�. Preto jOHjjHAj = jKB0jjHKj , t.j. xy = 2r2. Len�e jOO1j = r + r1,Potom x2 = (r + r1)2 � (r � r1)2 = 4rr1. Podobne y2 = 4rr02. Z toho �alej jO02O1j2 == (x � y)2 + (2r � r1 � r02)2 = (r1 + r02)2, �o dokazuje tvrdenie v £vode. Obdobne BCje spolo�n  doty�nica ku kru�niciam ! a !1. A
B0

CD0H
KO

O1 O02 `1
`2! !1

eObr. 49Plat¡ jQCj = jQDj. H�adan� z ver jQCj = jQDj = jQEj u� teraz vypl�va z toho,�e QE je spolo�n  doty�nica !1 a !2. Ak by to toti� neplatilo, ozna�me prienik QEs !1 ako X a s !2 ako Y . Ke��e E le�¡ medzi X a Y , potom jQXj 6= jQY j. To je alespor, preto�e jQXj � jQEj = jQCj2 = jQDj2 = jQY j � jQEj.5.4 Nech p = 2n + 1, n 2 N. Najprv dok �eme, �e D = p2p �px �py je nenulov�pre �ubovo�n� prirodzen� �¡sla x a y. Inak by 2p = x+y+2pxy, �i�e �¡slo xy je ¨tvorec.Preto ak b2 je najv��¨ia druh  mocnina deliaca x a c2 najv��¨ia deliaca y a x = ab2,potom y = ac2 a b + c = 2. Potom 2p = a(b + c)2, to je v¨ak spor, preto�e 2p nie jedelite�n� �iadnym ¨tvorcom v��¨¡m ako 1. TerazD = 2p� (px+py)2p2p+px+py = (2p � x � y)2 � 4xy(p2p+px +py)(2p � x� y + 2pxy) :�itate� je prirodzen� �¡slo, ak je v��¨ie ako 1, potomD = 2(p4n+ 2 +px +py)(4n + 2� (px�py)2) ;D > 22p4n+ 2(4n+ 2) = 1(4n+ 2) 32 > 116n 32 ;



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, rie¨enia 143preto�e 4n+2 5 6n 5 16 32n. Ak je �itate� rovn� 1, potom (2p�x�y)2 = 4xy+1. Teda2p� x� y = 2m+ 1 pre nejak� prirodzen� �¡slo m. Ozna�me �alej d najv��¨¡ spolo�n�n sobok �¡sel m a x a nech m = dh a x = dk, pre h; k nes£delite�n� prirodzen� �¡sla.Nech g je najv��¨¡ spolo�n� n sobok �¡sel m + 1 a y. Potom m + 1 = gk a y = gh.Teda 2p = x + y +m+m+ 1 = (d + g)(h + k). Ke��e p je prvo�¡slo, mus¡ plati� bu�d = g = 1, alebo h = k = 1. V prvom pr¡pade x = k = m + 1, k�m y = h = m, �o jespor s predpokladom x 5 y. V druhom pr¡pade x = d = m a y = g = m + 1. Potom2p = x + y + 2m+ 1, �i�e p = 2m+ 1. Z toho vypl�va m = n. NapokonD = 1(p4n+ 2 +pn+pn+ 1)(2n + 1 + 2pn(n+ 1)) ;D < 1(p4n+pn+pn)(2n+ 2pn � n)) = 116n 32 :Preto minim lna kladn  hodnota D sa dosahuje len v pr¡pade (x; y) = �p� 12 ; p+ 12 �.In� rie¨enie. (Tam s Varga) Dok �eme, �e rie¨en¡m je v�dy dvojica �p� 12 ; p+ 12 �.Sta�¡ uk za�, �e pre ak£ko�vek in£ dvojicu �¡sel je v�raz D v��¨¡. Tvrdenie dok �emesporom. Predpokladajme, �e existuje dvojica prirodzen�ch �¡sel (x; y) tak , �ep2p = px+py >sp+ 12 +sp� 12 ;2p = x + y + 2pxy > p+pp2 � 1;2p� x� y = 2pxy > p+pp2 � 1� x � y:Po op�tovnom umocnen¡ a jednoduch�ch £prav ch dost vame nerovnos�4p(x + y � p) 5 (x � y)2 < 2(p+pp2 � 1)(x + y � p) + 1:Zaveden¡m substit£cie q = x+ y � p, q 2 N, q < p dost vame nerovnos�4pq 5 (x � y)2 < 2(p+pp2 � 1)q + 1 < 4pq + 1;z �oho potom 4pq = (x � y)2. To je v¨ak spor, preto�e q < p a p je prvo�¡slo.In� rie¨enie. (Ivan Cimr k) Najprv podobne ako v prvom rie¨en¡ vyl£�ime pr¡padD = 0. Teraz sk£majme priebeh funkcie p2p �px �ps � x pre pevn� s ako funkciupremennej x. Na intervale (0; s) je t to funkcia konvexn  a symetrick  pod�a osi x = s2(jej graf je s£�tom dvoch parabol). T to funkcia m  minimum v bode s2 . Preto n mteraz sta�¡ zisti�, ak� maxim lne hodnoty m��e nadob£da� s v pr¡padoch x = s2 , x == s�12 , x = s�22 a tieto hodnoty porovna�. Prich dzame op�� k rovnak�mu z veru akov predch dzaj£cich rie¨eniach.



144 45. ro�n¡k matematickej olympi dy5.5 (Eugen Kov �, Tam s Varga) V¨etky sumy pou�it� v tomto rie¨en¡ s£ pre i == 1; 2; 3; 4. Ozna�me O stred a R polomer gu�ovej plochy op¡sanej ¨tvorstenuA1A2A3A4. Z mocnosti bodu G k tejto guli vypl�va jGAij � jGA0ij = R2 � jOGj2,pre i = 1; 2; 3; 4. Teda dokazovan� nerovnosti s£ ekvivalentn� s(R2 � jOGj2)2 = jGA1j � jGA2j � jGA3j � jGA4j (1)(R2 � jOGj2)X 1jGAij =X jGAij: (2)Ale (1) vypl�va okam�ite z4(R2 � jOGj2) =X jGAij2 (3)pou�it¡m nerovnosti medzi aritmetick�m a geometrick�m priemerom. Na d�kaz (3)ozna�me �!P vektor z bodu O do bodu P . Teraz pou�ijeme rovnos� vektorov �!A i = �!G ++ (�!A i ��!G ). PotomX j�!A ij2 =X j�!G j2 +X j�!A i ��!G j2 + 2�!G �X(�!A i ��!G ): (4)To je u� ekvivalentn� s (3), preto�e posledn� �len (4) je nulov� (G je �a�isko). Z Cau-chyho nerovnosti potom po�ahky dost vame:4X jGAij2 = �X jGAij�2 a X jGAijX 1jGAij = 16;�o vedie k 14X jGAij2X 1jGAij = 116 �X jGAij2�2X 1jGAij =X jGAij:Preto aj (2) vypl�va z (3).5.6 Tvrdenie dok �eme pre c �ubovo�n� cel� �¡slo. V¨imnime si, �e tvrdenie plat¡pre (a; b; c) pr ve vtedy, ke� plat¡ pre (a; b;�c). Preto m��eme predpoklada� c = 0.Ke��e je probl�m symetrick� vzh�adom na a; b, m��eme predpoklada�, �e a = b.�alej si v¨imnime, �e tvrdenie po�ahky plat¡, ke� c 5 b. M��eme toti� zvoli� vek-tory �!x a �!y s jednotkami na prv�ch c miestach a s nulami alebo jednotkami na �al¨¡chmiestach (pod�a potreby, tak aby na tom istom mieste nebola z rove¤ jednotka aj v �!xaj v �!y ). Preto sta�¡ tvrdenie dok za� len v pr¡pade a > c > b.Tvrdenie dok �eme indukciou vzh�adom na s£�et a+b. Ak a+b = 0, tvrdenie trivi lneplat¡. Predpokladajme preto, �e plat¡ ak a+ b 5 N . Pre a+ b = N +1 plat¡ a+ b�2c++ b < a+ b a na trojicu (a+ b� 2c; b; c� b) m��eme pou�i� induk�n� predpoklad, �i�e



Kore¨ponden�n� semin r �K MO, rie¨enia 145existuj£ vektory �!x ;�!y pre trojicu (a+ b� 2c; b; c� b). Po�ahky over¡me, �e �!x +�!y ;�!yje rie¨enie (a; b; c).5.7 Z de�n¡ci¡ p(x) a q(x) je zrejm�, �e q(x) del¡ x pre ka�d� x axn+1 = xnq(xn) � p(xn)je prirodzen� �¡slo pre ka�d� n. Indukciou sa �ahko presved�¡me, �e xn nie je delite�n��iadnym ¨tvorcom v��¨¡m ako 1. Teda mu m��eme priradi� jedine�n� k¢d na z kladejeho prvo�¡seln�ch delite�ov. Ozna�me preto p0 = 2, p1 = 3, p2 = 5, : : : rast£cupostupnos� v¨etk�ch prvo�¡sel. Nech x > 1 je �ubovo�n� �¡slo, ktor� je s£�inom r�znychprvo�¡sel (v¨etky s exponentom 1) a pm najv��¨ie prvo�¡slo, ktor� ho del¡. Potom k¢dpriraden� �¡slu x bude (1; sm�1; sm�2; : : : ; s1; s0), kde si = 1, ak pi del¡ x, v opa�nompr¡pade si = 0, i = 0; 1; : : : ;m � 1. De�nujme funkciu f(x), f(x) = xp(x)q(x) . Ak sa k¢d�¡sla x kon�¡ nulou, potom je x nep rne, p(x) = 2, q(x) = 1 a f(x) = 2x. K¢d �¡sla f(x)je ten ist� ako k¢d �¡sla x okrem poslednej nuly, ktor  je nahraden  jednotkou. Aksa k¢d �¡sla x kon�¡ skupinou 011 : : : 1, potom k¢d �¡sla f(x) kon�¡ skupinou 100 : : : 0(rovnak� po�et ci�er). Ak uva�ujeme tieto k¢dy ako �¡sla v dvojkovej s£stave, potomk¢d �¡sla f(x) mo�no z¡ska� z k¢du �¡sla x pripo�¡tan¡m jednotky. Ke��e x1 = 2 a xn+1 == f(xn), k¢d xn je len reprezent cia �¡sla n v dvojkovej s£stave. Preto existuje pr vejedno tak� n, pre ktor� xn = 1995 = 3 � 5 � 7 � 19. Preto je k¢d xn rovn� 10001110, �i�en = 142.



In� kore¨ponden�n� semin reOkrem matematickej olympi dy s£ pre ¨tudentov z kladn�ch aj stredn�ch ¨k�l po�as¨kolsk�ho roka organizovan� aj in� matematick� s£�a�e. Patria medzi ne predov¨etk�mkore¨ponden�n� semin re. Tieto s£�a�e sa v detailoch istotne l¡¨ia, av¨ak z kladn��rty maj£ spolo�n�: Po�as ¨kolsk�ho roka prebiehaj£ dve �asti (letn  a zimn ), ktor�pozost vaj£ zv��¨a z troch s�ri¡ £loh rozosielan�ch rie¨ite�om do ¨k�l alebo domov.Rie¨enia s£�a�iaci vypracov vaj£ rovnakou formou ako v MO a v ur�enom term¡ne ichodosielaj£ na adresu pr¡slu¨n�ho semin ra, odkia� sa po nieko�k�ch d¤och a� t��d¤ochvr tia opraven� spolu so vzorov�mi rie¨eniami a v�sledkovou listinou. Mlad¨¡ a menejsk£sen¡ rie¨itelia zv��¨a nemusia rie¨i� tie najzlo�itej¨ie pr¡klady, aby aj oni mali ¨ancuovplyvni� poradie na prv�ch miestach. Na konci oboch �ast¡ s£�a�e s£ pribli�ne tridsiatinaj£spe¨nej¨¡ rie¨itelia poz�van¡ na t��d¤ov� s£stredenie, £�as� na ktorom b�va �astonajsilnej¨ou motiv ciou na rie¨enie £loh. Nie je ale mo�n� nespomen£�, �e tak�topravideln� tr�ning sa odr �a aj na v�sledkoch dosahovan�ch v MO, a �e drviv  v��¨inareprezentantov Slovenska a �eskej republiky na MMO, pr¡p. MOI sa akt¡vne zap jalado viacer�ch z t�chto semin rov.Ni�¨ie uveden� kore¨ponden�n� semin re (KS) s£ ur�en� predov¨etk�m ¨tudentomstredn�ch ¨k�l, svojim z berom pokr�vaj£ £zemie cel�ho Slovenska a �asto maj£ ajrie¨ite�ov z �eskej Republiky. Je v¨ak mo�n�, �e vo svojom okol¡ n jdete aj men¨ies£�a�e podobn�ho druhu.Bratislava | Bratislavsk� kore¨ponden�n� matematick� semin r | BKMSTento KS je organizovan� ¨tudentmi MFF UK v Bratislave zv��¨a (80%) bratislav-sk�ho p�vodu. S�rie b�vaj£ tematicky zameran� a obsahuj£ niekedy aj ve�mi n ro�n�£lohy. Okrem semin ra �K MO sa pr ve tento najviac venuje pr¡prave na MO v ka-teg¢rii A. S£stredenia s pestrou celoslovenskou £�as�ou a takmer v�dy aj so vzorkou"zahrani�n�ho\ £�astn¡ka z �R m vaj£ asi najbohat¨¡ matematick� program.BKMSRNDr. Jaroslav Guri�an, CSc.KAT� MFF UKMlynsk  dolina842 15 Bratislavae-mail: bkms@fmph.uniba.skURL: http://pascal.fmph.uniba.sk/www/bkmsStredn� Slovensko | Stredoslovensk� kore¨ponden�n� semin r | SSSTento KS je moment lne organizovan� skupinou ¨tudentov MFF UK v Bratislave,poch dzaj£cich zo stredn�ho, pr¡p. v�chodn�ho Slovenska. Je pokra�ovate�om trad¡ciestredoslovensk�ch KS organizovan�ch v minulosti zo �iliny a Banskej Bystrice. Do s£-�asnej podoby sa SSS prepracoval pred nieko�k�mi rokmi, ke� sa organiz cie ujala



In� kore¨ponden�n� semin re 147skupina b�val�ch rie¨ite�ov, v tom �ase ¨tuduj£cich v Prahe. Pre t£to s£�a� je charak-teristick� n¡zky vekov� priemer rie¨ite�ov, s£�a�n� £lohy maj£ bl¡zko ku kateg¢rii Balebo C MO. Stredoslovensk� semin rKZaDM MFF UKMlynsk  dolina842 15 Bratislavae-mail: 3zabka@st.fmph.uniba.skV�chodn� Slovensko | Kore¨ponden�n� semin r z matematiky STROMKore¨ponden�n� semin r STROM je organizovan� z PF UPJ� v Ko¨iciach skupinounad¨encov, v��¨inou b�val�ch rie¨ite�ov semin ra. Je pokra�ovate�om najstar¨ieho ko-re¨ponden�n�ho semin ra v b�valom �eskoslovensku. Jednotliv� s�rie b�vaj£ tematickyzameran�, t�my v¨ak �asto b�vaj£ netradi�n� a niekedy sa obsahovo l¡¨ia od £loh v MO.S£stredenia s najm� "v�chodoslovenskou\ £�as�ou maj£ takmer neprekonate�ne dru�n£atmosf�ru. STROMPF UPJ�Jesenn  5040 01 Ko¨icee-mail: strom@upjs.skURL: http://turing.upjs.sk/students' activities/stromKore¨ponden�n� semin r z programovania | KSPNa rozdiel od predch dzaj£cich KS, je KSP s£�a�ou v programovan¡. V¨etky jehos£�a�n� £lohy s£, podobne ako na MOI, praktick�. KSP je organizovan� zanietenouskupinkou ¨tudentov MFF UK v Bratislave, ktor¡ maj£ z rove¤ na starosti v¨etkyostatn� s£�a�e v programovan¡ od COFAX-u a� po MO{P. S£stredenia b�vaj£ miernenetradi�ne na jar a na jese¤. KSPKVI MFF UKMlynsk  Dolina842 15 Bratislavae-mail: ksp@fmph.uniba.skURL: http://www.uniba.sk/www/csp.htmlAk ste sa rozhodli do niektor�ho zo semin rov zapoji�, najrozumnej¨ie je po�iada�o zaslanie £loh prvej s�rie v polovici septembra alebo koncom janu ra.
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