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57.ro¢nik MO Riesenia tloh krajského kola kategorie B

1. Uvazujme dve kvadratickée rovnice

2 —ar—b=0, 2°—-br—a=0

s realnymi parametrami a, b. Zistite, aku najmensiu a akid najvicsiuv hodnotu moZe
nadobudnit sucet a + b, ak existuje prave jedno redlne cislo x, ktoré sucasne vyhovuje
obom rovniciam. Urcte dalej vsetky dvojice (a,b) redlnych parametrov, pre ktoré tento
sucet tieto hodnoty nadobida. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Od¢itanim oboch danych rovnic dostaneme rovnost (b—a)xr+a—b = 0, ¢ize
(b —a)(x — 1) = 0. Odtial vyplyva, ze b = a alebo x = 1.

Ak b = a, majt obidve rovnice tvar z2 — ax — a = 0. Prave jedno rieSenie existuje
prave vtedy, ked diskriminant a? + 4a je nulovy. To plati pre a = 0 a pre a = —4.
Pretoze b = a, méa sucet a + b v prvom pripade hodnotu 0 a v druhom pripade hodnotu
—8.

Ak z = 1, dostaneme z danych rovnic a + b = 1, teda b = 1 — a. Rovnice potom
maju tvar

?*—ar+a—-1=0 a 2°+(a—1)r—a=0.
Prva ma korene 1 a a — 1, druhd ma korene 1 a —a. Prave jedno spolo¢né riesenie tak
dostaneme vzdy s vynimkou pripadu, ked a — 1 = —a, ¢iZe a = % — vtedy su spolo¢né
rieSenia dve.

Zaver. Najmensia hodnota suctu a + b je —8 a je dosiahnutd pre a = b = —4.
Najvicsia hodnota stucétu a + b je 1; tito hodnotu ma siacet a + b pre vsetky dvojice
(a,1—a), kde a # 1 je lubovolné redlne ¢islo.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Jeden bod dajte za odvodenie podmienky (b = a)V (z = 1), dva body
za vyrieSenie pripadu b = a, dva body za vyrieSenie pripadu x = 1, jeden bod za spravny zaver.

2. V trojuholniku ABC md uhol o velkost 20°. Vypoditajte velkosti uhlov 3 a v, ak plati
rovnost a + 2v, = b+ 2uy,. (Pavel Novotny)

Riesenie. Z dvojakého vyjadrenia obsahu trojuholnika ABC' dostaneme rovnost av, =
= bvy. Dosadenim b = a+ 2v, — 2vp do tejto rovnosti dostaneme av, = avy+ 2v,vp — 21}%
a po uprave (a — 2vp)(v, — vp) = 0.

St dve mozZnosti: Ak a = 2v;, tak siny = > = %, a teda v = 30° alebo v = 150°;
potom = 180° — a — v. Ak v, = v, tak a = b, a teda 8 = a = 20°.

Uloha mé tri rieSenia: # = 130° a v = 30°, 8 = 10° a v = 150° alebo 3 = 20°
a vy = 140°.

Iné riesenie. Z vyjadrenia vysok pomocou uhla v, t.j. v, = bsin~y a v, = asin~,
dostaneme dosadenim do zadaného vztahu rovnost a+2bsin~y = b+ 2a sin -y, ktora plati
prave vtedy, ked (a — b)(1 — 2siny) = 0.

Ak a = b, vychadza 8 = a = 20°, takze v = 140°. Inak musi byt siny = %, takze
~ = 30° alebo v = 150°; uhol 3 v oboch pripadoch dopoc¢itame ako # = 180° — a — 7.
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Dostaneme tak rovnaku trojicu rieseni ako pri prvom postupe.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Pri prvom uvedenom postupe dajte jeden bod za pouzitie rovnosti
avg = buy, dalsi bod za podmienku (a — 2vp)(vy — vp) = 0. Za Gplné vyriesenie pripadu a = 2w, tri
body a za vyrieSenie pripadu v, = v jeden bod. Pri druhom postupe dajte jeden bod za vyjadrenie
vySok pomocou uhla «, dalsie dva body za podmienku (@ — b)(1 — 2sin~y) = 0, dva body za vyriesenie
pripadu 1 — 2siny = 0 a jeden bod za vyrieSenie pripadu a = b.

3. V rovine je dany rovnobeznik ABCD, ktorého uhlopriecka BD je kolmd na
stranu AD. Oznacme M (M +# A) priesecnik priamky AC s kruZnicou magicou
priemer AD. Dokdzte, Ze os usecky BM prechddza stredom strany CD.

(Jaroslav Svréek)

Riesenie. Podla Télesovej vety je uhol AM D pravy. Preto je aj uhol DMC' pravy
(obr.1). Strany BC a AD st rovnobezné, preto je uhlopriecka BD kolma aj na
stranu BC. Body M a B teda lezia na Talesovej kruznici s priemerom C'D. Od stredu
usecky C'D maju potom rovnak vzdialenost, a preto tento stred lezi na osi usecky M B.

C

Obr. 1

Za uplné riesenie dajte 6 bodov. Dva body dajte za zistenie, ze uhly DM C a DBC st pravé, dva body
za poznatok, ze body M a B lezia na Talesovej kruznici a dva body za z toho vyplyvajuci zaver.

4. Hokejovy turnaj sa hrd systéemom ,kaZdy s kaZdym®. V priebehu turnaja sa kaZdd
dvojica druZstiev stretne prdve raz. Turnaj sa odohrdva po jednotlivych koldach. Pri
pdrnom pocte druZstiev odohrd kaZdé v jednom kole jedno stretnutie, pri nepdrnom
pocte md v kaZdom kole jedno druZstvo volno. Za remizu dostane kaZdy zo siperov
po jednom bode. Ak sa stretnutie neskonci remizou, dostane vitaz dva body, porazeny
neziska Ziadny bod. O poradi v tabulke rozhoduje predovsetkym pocet bodov, pri rovnosti
bodov potom skore. Po odohrati niekolkiyjch kol nemala Ziadna dvojica druZstiev ten isty
pocéet bodov. Dokdzte, Ze v tom pripade uz posledny v tabulke stratil nddej na celkové
prvenstvo. Ulohu rieste pre turnaj

a) desiatich druZstiev,

b) jedendstich druZstiev. (Martin Panak)

RieSenie. a) Turnaj sa skladéd z deviatich kol. Ak m4 kazdé druzstvo iny pocet bodov,
musi mat prvy v tabulke aspon o 9 bodov viac ako posledny. Na zisk deviatich bodov je
potrebné odohrat aspon pit stretnuti; to znamena, ze uz muselo prebehnit aspon 5 kol,
takze do konca turnaja ostdvaji nanajvys Styri kold. V nich moze posledny v tabulke
ziskat maximéalne 8 bodov a prvého uz nemoze dostihnut.
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b) V turnaji prebehne 11 kol (kazdé druzstvo desatkrat hréa a raz ma volno). Ak ma
kazdé druzstvo iny pocet bodov, muselo uz byt udelenych asponi 0+1+2+...4+10 = 55
bodov. V jednom kole sa odohra 5 stretnuti, takze sa rozdeli 5-2 = 10 bodov. Preto uz
muselo byt odohranych aspon 6 kdl a do konca ich ostava nanajvys 5.
by prvy aspon o 11 bodov viac ako posledny a v zostavajicich nanajvys piatich kolach
by nim nemohol byt dostihnuty. Pripustme teda, Ze rozdiely medzi susedmi v tabulke
su iba jednobodové. Ak ma posledny b bodov (zrejme 0 < b < 11), je celkovy pocet
udelenych bodov b+ (b+ 1)+ (b+2)+ ...+ (b+ 10) = 11b + 55. Na to je potrebné

odohrat 116 + 55 b5
=T Ut

kol. Pocet odohranych kol je celé ¢islo, preto 10 | b+5. Odtial vyplyva b = 5, a teda k =
= 11. To znamen4, Ze st odohrané vsetky kolé a posledné miesto v tabulke je definitivne.

k

Iné riesenie ¢asti b). Rovnako ako v prvom rieSeni dokdzeme, ze uz muselo
prebehnit aspon 6 kol. Medzi prvym a poslednym v tabulke je aspor desatbodovy
rozdiel. Keby prebehlo aspon 7 kol, ostévali by do konca najviac 4 kold a v nich by
nemohol posledny najmenej desatbodovy néaskok prvého vyrovnat. Predpokladajme
teda, ze prebehlo presne 6 kol, v ktorych bolo rozdelenych 6 - 10 = 60 bodov. Keby
mal posledny v tabulke aspori jeden bod, bol by celkovy pocet udelenych bodov aspon
14243+ ...+ 11 = 66 > 60. Posledny teda musel byt bez bodu. Potom ale prvy
musel mat viac ako 10 bodov, pretoze v opa¢nom pripade by bol bodovy zisk vsetkych
druzstiev 04+ 1+ 2+ ... 4+ 10 = 55 < 60 bodov. Prvy teda mal pred poslednym aspon
jedenastbodovy néaskok a ten nemodze byt v zostavajucich piatich kolach vyrovnany.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov. Za vyriesenie ¢asti a) dajte 2 body, z toho jeden bod za zistenie, Ze uz
muselo prebehnit aspon 5 kol. V Casti b) jeden bod za dokaz, ze uz prebehlo aspoii 6 kol, jeden bod
bod, dva body za vyriesenie tlohy v pripade jednobodovych rozdielov medzi susedmi. Podobne dajte
(pri druhom postupe) jeden bod za dokaz, ze uz prebehlo aspon 6 kél; jeden bod za dokaz, ze posledny
nemoze dostihnut prvého, ak sa uz odohralo viac ako 6 kol; 2 body za dokaz, Zze sa to nemoze stat ani
vtedy, ak sa uz odohralo presne 6 kol.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.



