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1. Urcte najmensie prirodzené ¢islo n, pre ktoré aj éisla /2n, v/3n, V/5n st prirodzené.
(Jaroslav Svréek)

RieSenie. Vysvetlime, preco prvociselny rozklad hladaného ¢isla musi obsahovat len
vhodné mocniny prvocisel 2, 3 a 5. Kazdé pripadné dalSie prvocislo by sa v rozklade
¢isla n muselo vyskytovat v mocnine, ktorej exponent je delitelny dvoma, tromi aj
piatimi zaroven (vid navodna tloha 1). Po vyskrtnuti takého prvocisla by sa ¢islo n
zmensSilo a skiimané odmocniny by pritom ostali celociselné.

Polozme preto n = 2-3%.5¢, pri¢om a, b, ¢ st prirodzené ¢&sla. Cisla ¢/3n a ¥/5n
st celé, preto je exponent a nasobkom troch a piatich. Aj v/2n je celé &slo, preto
musi byt ¢islo a neparne. Je teda neparnym nasobkom pétnéstich: a € {15,45,75,... }.
Analogicky je exponent b taky nasobok desiatich, ktory po deleni tromi dava zvysok 2:
b € {20,50,80,...}. Napokon ¢ je nasobok Siestich, ktory po deleni piatimi déva zvy-
Sok 4: ¢ € {24,54,84, ... }. Z podmienky, 7e n je najmensie, dostdvame n = 215.320.524,

Presvedc¢ime sa este, Ze dané odmocniny sa prirodzené cisla:

Von =28.310.512  /3n =25.37.5%,  V/Bn = 2%.32.55.

Zdver. Hladanym ¢islom je n = 21°.320.524,

NAVODNE A DOPILNAJUCE ULOHY:
N1. Ak m, k a &m st celé ¢&isla vicsie ako 1, tak v rozklade &isla m na stéin prvodéisel sa
kazdé prvocislo vyskytuje v mocnine, ktorej exponent je nasobkom cisla k. Dokazte.

[Rozklad ¢isla m dostaneme, ked rozklad ¢isla &/m umocnime na k-tu.]
D1. N&ajdite vSetky trojice prirodzenych cisel a, b, ¢, pre ktoré sacasne plati

n(ab,¢) =28, n(be,a) =2°, n(ca,b) =21,

pri¢om n(z,y) oznauje najmensi spoloény nésobok prirodzenych éisel x, y. [50-C—S—
1

D2. Pre kolko usporiadanych trojic prirodzenych &isel z, y, 2z plati zyz = 10000007 [Névod:
1000000 = 26.5%. Polozme & = 2.5, y = 2b.5¢ 7z = 2¢.5" a presktimajme vietky
moznosti pre a + b+ ¢ = 6 a pre p + ¢ + r = 6. Nakoniec zistime hladany podet:
28 - 28 = 784.]

2. Stvoruholniku ABCD je vpisand krunica so stredom S. Urcte rozdiel | ASD| —
—|£CSD|, ak |£ASB| — |£BSC| = 40°. (Jaromir Sims3a)

Riesenie. Pity kolmic spustenych zo stredu S vpisanej kruznice na strany AB, BC', CD
a DA oznacme postupne K, L, M a N (obr. 1). Pravouhlé trojuholniky ASK a ASN su
zhodné podla vety Ssu. Maju totiz spoloéni preponu AS a zhodné odvesny SK a SL,
ktorych dlzka je rovna polomeru vpisanej kruznice. Zo zhodnosti tychto trojuholnikov
vyplyva jednak zname tvrdenie o dizkach dotyénic (|AK| = |AN]), jednak zhodnost
uhlov ASK a ASN, ktorych spolo¢nu velkost oznacime a:

|LASK| = |£ASN]| = a.
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Analogicky zistime zhodnost trojuholnikov SBK a SBL, dalej SCL a SCM,
a nakoniec SDM a SDN. Na zéklade uvedenych zhodnosti mézeme polozit

|{BSK|=|{BSL|=p, |{CSL|=|{CSM|=~, |{DSM|=|LDSN|=05.
Odtial a z obr. 1 potom dostdvame

|LASD| —|4CSD| = (a+08) — (Y +06) = — 7 =
— (a+8) — (v +B) = |£ASB| — |£BSC| = 40°.

Zaver. |LASD| — |£CSD| = 40°.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Doty¢nice vedené ku kruznici k(O,r) z bodu A sa dotykaji kruznice k v bodoch T
a U. Dokézte, ze a) |AT| = |AU|, b) |£AOT| = |£AOU|.

N2. Lichobezniku ABCD (AB || CD) je vpisand kruZnica so stredom O. Dokazte, ze
a) |£LAOD| = 90°, b) |[£DOC| = |ADAO| + |[£ABO|.

N3. Doty¢nice vedené ku kruznici k(O,r) z bodu A sa dotykaji kruznice k v bodoch T
a U. Tretia dotyc¢nica pretina tsecky AT a AU postupne v bodoch B a C. Urcte obvod
trojuholnika ABC, ak |AT| = 12cm. [24cm; pre bod V dotyku doty¢nice BC' plati
|CV| = |CT| a |BV| = |BU|, takze |BC| = |CT| + |BU|.]

3. Mdme urcity pocet krabiciek a urcity pocet gulocok. Ak dame do kazdej krabicky prdve
jednu gulocku, ostane ndm n gulocok. Ked vsak nechdme prdve n krabiciek bokom,
mozeme vsetky gulocky rozmiestnit tak, aby ich v kazdej zostdvajicej krabicke bolo
prave n. Kolko mame krabiciek a kolko gulocok? (Vojtech Balint)
Riesenie. Ked oznacime x pocet krabiciek a y pocet gulocok, dostaneme zo zadania

stustavu rovnic
r+n=y a (x—n)-n=y (1)

s neznamymi z, y a n z oboru prirodzenych ¢isel. Vylucenim neznadmej y dostaneme
rovnicu z +n = (x — n) - n, ktord pre n = 1 nema rieSenie. Pre n = 2 dostaneme

n?+n 2
— b/ 2
n—1 nt +n—1’ ()

xr =



odkial vidime, Ze (prirodzené) ¢islo n — 1 musi byt delitefom ¢isla 2. Teda n € {2, 3}.
Pripustné hodnoty n dosadime do (1) a ststavu vyrieSime (moZno tiez vyuzif vztah
(2)). Pre n = 2 dostaneme z =6, y =8 apren =3 uréime z =6 ay = 9.

Skiuska. Majme Sest krabiciek a osem gulocok. Ked do kazdej krabicky dame prave
jednu gulocku, ostane n = 2 gulocok. Ked vSak odoberieme dve krabicky, mozeme
do zostavajucich Styroch rozdelit gulocky prave po dvoch. Podmienky tlohy st teda
splnené. Pre Sest krabiciek a deviit gulo¢ok urobime sktisku rovnako lahko.

A

Zaver. Bud mame Sest krabi¢iek a osem gulocok, alebo Sest krabiciek a deviit
gul6cok.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Uréte v8etky celé ¢isla n, pre ktoré nadobuda zlomok (4n + 27)/(n 4 3) celodiselné
hodnoty. [n € {—18,—-8,—6,—4,—2,0,2,12}, ¢&islo n + 3 je delitelom ¢&isla 15.]

N2. Novakova, Vaskova a Sudkova vyhrali stafetu a okrem diplomov dostali aj bonboniéru,
ktorti hned po pretekoch zjedli. Keby zjedla Petra o 3 bonbény viac, zjedla by ich prave
tolko, kolko Miska s Janou dokopy. A keby si Jana pochutnala este na siedmich bonbé-
noch, tiez by ich mala tolko, ako druhé dve spolu. Este vieme, Ze pocet bonbénov, ktoré
zjedla Vagkova, je delitelny tromi a Ze Sudkové si pochutila na siedmich bonbénoch.
Ako sa volali dievéata? Kolko bonbénov zjedla kazda z nich? [56-Z9-11-3]

4. Tangram je skladacka, ktori mozno vyrobit z papiera rozrezanim wvystrihnutého
$tvorca na sedem dielov podla ¢iar vyznacensjch na obr. 2. Predpokladajme, Ze dlZka

2v/2

Obr. 2

strany $tvorca je 2v/2 cm. Rozhodnite, ¢ mozno z dielov tangramu zloZit:
a) obdlznik 2cm x 4cm,
b) obdlznik /2 cm x 4v/2 cm. (Pavel Leischner)

RieSenie. a) Dany obdlZnik sa zlozit d4 (obr. 3).

Obr. 3



b) Celkové dlzka ,iracionalnych“ stran vsetkych dielov tangramu je 10v/2cm. Je
teda rovna obvodu obdlZnika, ktory mame zlozif. Odtial a z textu ndvodnej tlohy 1
vyplyva, Ze vSetky ,iracionélne“ strany dielov tangramu musia byt umiestnené na
hranici skladaného obdlznika. To v8ak nie je mozné, lebo protilahlé , iracionalne® strany
kosodlznikového dielu maji vzdialenost mensiu ako 1cm, ale najmensia vzdialenost
protilahljch stran obdiznika je /2 cm.

Zaver. Obdlznik 2cm x 4 cm sa z tangramu zlozit da, obdlZznik v/2 cm x 4v/2 cm sa
zlozit neda.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Dokazte, ze pre celé neziporné &isla a, b, ¢, d plati: DIzku tsecky mozno vyjadrit
v tvare a + by/2 a sudasne v tvare ¢ + dv/2 prave vtedy, ked a = ¢ a b = d. [Rovnost
a+bv2 = c+ dv/2 je ekvivalentna so vztahom a — ¢ = (d — b)v/2, ktorého lava strana
je celé ¢islo, ale prava strana je pre b # d iraciondlna. Rovnost nastava, len ked b = d
aa=c]

D1. Dokéazte, 7e z tangramu nemozno zlozit kosodlznik so zakladiiou dizky 2 cm a vyskou
4cm. [Z dielov tangramu sa daju zostavit iba tie uhly, ktorych velkost je nasobkom
45°. Preto musi mat skladany kosodlznik velkosti vnutornych uhlov 45° a 135°. Kedze
ma vysku 4cm, mé jeho dlhsia strana dizku 4v/2cm. Tangram mé sedem dielov,
z ktorych jedine §tvorec ma vsetky strany celoéiselnej dizky. Pozdlz oboch dlhsich stran
kosodIznika je preto nutné umiestnit po jednej ,,iracionélnej* strane kazdého zo Siestich
zvysnych ,iracionalnych® dielov. Ostant tak prave dve strany dizky v/2 cm, ktoré musia
byt vnutri skladaného kosodlznika. Jedna z nich zrejme patri dielu tvaru kosodlznika
(lebo ten nemdze mat kvoli svojej malej vyske obe protilahlé ,iraciondlne“ strany
na hranici skladaného obrazca), druhd dielu tvaru trojuholnika s ,iraciondlnymi*
odvesnami. V désledku vety z predoslej illohy musia byt tieto strany umiestnené pozdiz
jednej priamky. To vSak nie je mozné, pretoze mozu byt umiestnené jedine v smeroch
navzajom kolmych.]

D2. Uréte vsetky dvojice (a,b) prirodzenych &isel, pre ktoré plati a + bv/5 = b + av/5.
[66—-C-I-1]

D3. Urcte vsetky dvojice (a,b) prirodzenych éisel, ktorych rozdiel a — b je piatou mocninou
niektorého prvoéisla a pre ktoré plati a — 4vb = b + 4,/a. [56-C-S-3]

D4. Najdite vSetky dvojice (a,b) nezdpornych realnych ¢isel, pre ktoré plati

Va2 +b+ Vb2 +a=+Va2+b2+Va+b.

[48-C-S-1]

5. V skupine n ludi (n =2 4) sa niektori poznaji. Vztah ,poznat sa“ je vzdjomny: ak
osoba A poznd osobu B, tak aj B poznd A a nazyvame ich dvojicou zndmych.

a) Dokazte, Ze ak medzi kazZdymi Styrmi osobami si aspon $tyri dvojice zndmych,
tak kazZde dve osoby, ktoré sa nepoznaju, maji spolocného znameho.

b) Zistite, pre ktoré n = 4 ewistuje skupina 0sob, v ktorej si medzi kaZdgmi
styrmi osobami aspon tri dvojice zndmych a sucasne sa niektoré dve osoby
ani nepoznaji, ant nemaju spolocného znameho.

¢) Rozhodnite, ¢i v skupine Siestich 0sob mozu byt v kaZdej $tvorici prave tri
dvojice znamych a prave tri dvojice neznamych.

(Jan Mazék)

RieSenie. a) Ozna¢me A, B dve osoby, ktoré sa nepoznaju, a pridajme k nim fubovolné
dalsie dve osoby X a Y. Keby ani osoba X, ani osoba Y nebola spoloénym zndmym
0s0b A a B, mali by sme zo vSetkych Siestich dvojic vo Stvorici ABXY aspon tri
dvojice neznamych: dvojicu AB, dvojicu AX alebo BX a dvojicu AY alebo BY . Dvojice

4



znamych vo S§tvorici ABXY by tak boli najviac tri, ¢o odporuje predpokladu zo zadania
Casti a). Tym je ¢ast a) dokdzana.

b) Skupina pozadovanych vlastnosti existuje pre vSetky n = 4. Ako priklad staci
zvolit skupinu, v ktorej sa osoba A nepozné s nikym a ostatni sa poznaji navzajom.
Potom existuje dokonca n — 1 dvojic 0s6b, ktoré sa ani nepoznaji, ani nemaja spoloc-
ného zndmeho, a medzi kazdymi styrmi osobami st aspon tri dvojice znamych.

c) Budeme predpokladat, ze Sestica os6b s opisanou vlastnostou existuje. Vyuzi-
jeme grafické zndzornenie, v ktorom osoby zakreslime ako body. Plnou (resp. prerusova-
nou) tseckou, ktorou niektoré dva z tychto bodov spojime, vyznacime dvojicu zndmych
(resp. dvojicu neznamych).

Z kazdého bodu grafického znazornenia skupiny Siestich 0sob vychadza prave pit
useciek. Podla Dirichletovho principu preto aspori tri isecky, ktoré vychadzaja z jedného
bodu, maji rovnaky typ (st bud prerusované, alebo plné). Oznac¢me body A, B, C, D,
E a F tak, aby mali rovnaky typ tsecky AB, AC' a AD, a predpokladajme najskér,
7e oznacuju dvojice znamych. Vo Stvorici ABCD sa vSak podla predpokladu prave
tri dvojice neznamych, a preto je trojuholnik BC'D v grafickom znazorneni zakresleny
prerusovane. Vo Stvorici BCDE potom usecky EB, EC, ED nutne predstavuju dvojice
znamych (obr. 4). Odtial vyplyva, Ze vo Stvorici ABDE st aspon $tyri dvojice znamych,
ktoré na obr.4 znazornuju usecky AB, AD, EB a ED, ¢o je v rozpore s nasim
predpokladom. Pripad, ked tsecky AB, AC a AD predstavuju dvojice neznamych,
vedie ku sporu analogicky (v predchadzajicich vahéch sta¢i zamenit vztahy poznat sa
a nepoznatl sa a samozrejme aj prerusované a plné tsecky).

E D

Obr. 4

Zaver. Neexistuje skupina Siestich osob, ktord ma v kazdej svojej Stvorici prave tri
dvojice znamych a prave tri dvojice neznamych.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. V skupine piatich oséb sa v kazdej stvorici vyskytuja prave tri dvojice zndmych.
a) Dokazte, ze v skupine nemoze byt trojica osob, ktoré sa poznaju navzijom (tzv.
trojuholnik zndmych), ani osoba, ktord mé aspon troch znadmych.

b) Dokazte, ze tu nemdze byt trojuholnik nezndmych ani osoba, ktord sa nepozna
aspon s tromi osobami.

¢) Nakreslite graf znamosti v takej skupine oséb.



6. Kldarka mala na papieri napisané trojciferné cislo. Ked ho sprdvne vyndsobila de-
viatimi, dostala Stvorciferné cislo, ktoré zacinalo rovnakou cislicou ako povodné cislo,
prostredné dve cislice sa rovnali a posledna cislica bola suctom cislic povodného cisla.
Ktoré stvorciferné ¢islo mohla Kldrka dostat? (Peter Novotny)

Riesenie. Hladajme povodné ¢islo x = 100a + 10b + ¢, ktorého cifry su a, b, c. Cifru,
ktora sa vyskytuje na prostrednych dvoch miestach vysledného st¢inu, oznac¢me d. Zo
zadania vyplyva

9(100a + 10b + ¢) = 1000a + 100d + 10d + (a + b + ¢), (1)

pricom vyraz v poslednej zatvorke predstavuje cifru zhodnt s poslednou cifrou sua-
¢inu 9¢. To vSak znamené, ze nemoze byt ¢ = 5: pre také ¢ totiz kondéi ¢islo 9¢ cifrou
neprevySujicou 5, a pretoze a # 0, plati naopak a +b+c¢ > ¢ = 5.

Zrejme tiez ¢ # 0 (v opa¢nom pripade by platilo @ = b = ¢ = x = 0). Ostatné
moznosti vySetrime zostavenim nasledujtcej tabulky.

| ¢ | 9 Ja+b+c| a+b |
1 9 9 8
2 18 8 6
3 27 7 4
4 36 6 2
Rovnost (1) mozno prepisat na tvar
100(b — a — d) = 10d + a + 11b — 8c. 2)

Hodnota pravej strany je aspon —72 a mensia ako 200, lebo kazdé z cisel a, b, c, d je
najviac rovné deviatim. TakZze bud b —a —d =0, alebo b —a — d = 1.

V prvom pripade po substitticii d = b — a upravime vztah (2) na tvar 8¢ = 3(7b —
—3a), z ktorého vidime, Ze ¢ je ndsobkom troch. Z prvej tabulky potom vyplyva ¢ = 3,
a =4 — b, ¢o po dosadeni do rovnice 8¢ = 3(7b — 3a) vedie k rieSeniu a = b = 2, ¢ = 3.
Povodné ¢islo je teda x = 223 a jeho devitnasobok 92 = 2007.

V druhom pripade dosadime d = b — a — 1 do (2) a zistime, Ze 8¢ + 110 = 3(7b —
—3a). Vyraz 8¢+110 je teda delitelny tromi, preto ¢islo ¢ dava po deleni tromi zvysSok 2.
Dosadenim jedinych moznych hodnét ¢ = 2 a b = 6 — a do poslednej rovnice zistime,
ze a = 0, ¢o je v rozpore s tym, ze ¢islo x = 100a + 10b + ¢ je trojciferné.

Zaver. Klarka dostala stvorciferné ¢islo 2 007.

Poznamka. Prvé tabulka pontka jednoduchsi, ale numericky préacnej$i postup
priameho dosadzovania vSetkych pripustnych hodnot ¢isel a, b, ¢ do rovnice (1). Pocet
vSetkych moznosti mozno obmedzit na desat odhadom b = a, ktory zistime pomocou
vhodnej tpravy vztahu (1) napriklad na tvar (2). RieSenie uvddzame v druhej tabulke.

a 1 2 3 4 1 2 3 1 2 1
7 6 5 4 ) 4 3 3 2 1

c 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4
9z || 1539|2349 | 3159| 3969 | 1368 | 2178 | 2988 | 1197|2007 | 1026




NAVODNE A DOPINAJUCE ULOHY:

D1.

D2.

K prirodzenému ¢islu m zapisanému rovnakymi ciframi sme pripocitali stvorciferné
prirodzené ¢islo n. Ziskali sme $Stvorciferné c¢islo s opa¢nym poradim cifier, ako mé
éislo n. Urcte vsetky také dvojice ¢isel m a n. [52—-C-1-5]

Ziaci mali vypocéitat priklad « + 4 - z pre trojciferné é&islo x a dvojciferné &isla y, z.
Martin vie nésobit a séitat ¢isla zapisané v desiatkovej stustave, ale zabudol na pravidlo
prednosti nasobenia pred sc¢itanim. Preto mu vyslo sice zaujimavé cislo, ktoré sa pise
rovnako zlava doprava ako sprava dolava, spravny vysledok bol ale o 2 004 mensi. Urcte
éisla z, y, z. [53—C-I14]



