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1. Ndjdite vsetky dvojice prirodzenych cisel a, b vicsich ako 1 tak, aby ich sucet aj sucin
boli mocniny prvocisel. (Jan Mazak)

Riesenie. 7Z podmienky pre stc¢in vyplyva, ze a aj b st mocninami toho istého prvo-
¢isla p: a = p", b = p®, pricom r, s su celé kladné cisla. Keby bolo p neparne, bol
by stucet a + b delitelny okrem ¢&isla p aj ¢islom 2, takZe by nebol mocninou prvoéisla.
Ak p=2ar <s, jestlet a+b=2"(1+2°7") opit ¢islo parne delitelné neparnym
v pripade, ked r > s. Ostava preto jedind moznost: a = b = 2", pri¢om r je celé kladné
¢islo. Sktiska a+b = 2" +2" = 27T a ab = 22" potvrdzuje, Ze rieSenim st vietky dvojice
(a,b) = (27,27), kde r je celé kladné ¢islo.

Za Gplné riesenie dajte 6 bodov. Za zistenie, Ze a, b st mocniny jedného prvocisla, dajte 1 bod, dalsi

bod za zdévodnenie, 7ze p = 2. Dalej potom 2 body za dokaz r = s (vzhladom na symetriu mozno
priamo predpokladat r 5 s) a 1 bod za skusku.

2. V danom rovnobezniku ABCD je bod E stred strany BC a bod F leZi vnaitri
strany AB. Obsah trojuholnika AFD je 15cm? a obsah trojuholnika FBE je 14 cm?.
Urcte obsah stvoruholnika FECD. (Peter Novotny)

Riesenie. Ozna¢me v vzdialenost bodu C' od priamky AB, a = |AB| a x = |AF|. Pre
obsahy trojuholnikov AF'D a FBE (obr. 1) plati %a: v =15, %(a —x)- %v = 14. Odtial
xv = 30, av — xv = 56. S¢itanim oboch rovnosti ndjdeme obsah rovnobeznika ABC D:
SABCD = av = 86(:m2. Obsah stvoruholnika FECD je teda SFEC’D = SABCD —
— (SaFp + SrBE) = 57 cm?.
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Obr. 1 Obr. 2

Iné rieSenie. Trojuholniky BEF a ECF maju spoloéni vysku z vrcholu F
a zhodné zakladne BE a EC. Preto st obsahy oboch trojuholnikov rovnaké. Z obr. 2
vidime, Ze obsah trojuholnika C'DF je polovicou obsahu rovnobeznika ABCD (oba
utvary maju spoloéni zakladiiu C'D a rovnaka vysku). Druht polovicu tvori sucet
obsahov trojuholnikov AFD a BCF. Odtial Srpcp = Sgcr + Scpr = Sgcr +
+ (Sarp + Spor) = Sarp + 3Srpe = 57cm?.
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Iné riesenie. Do rovnobeznika dokreslime tsecky F'G a EH rovnobezné so stra-
nami BC a AB tak, ako znazornuje obr. 3. Rovnobezniky AFGD a FBEH st svojimi

Obr. 3

uhloprieckami DF' a EF rozdelené na dvojice zhodnych trojuholnikov. Takze Sgppr =
= Sarp = 15cm? a Sypr = Spgr = 14cm?. Zo zhodnosti rovnobeznikov H ECG
a FBEH navyse lahko nahliadneme, Ze vSetky $tyri trojuholniky FBE, EHF, HEC
a CGH st zhodné, takze obsah $tvoruholnika FECD je Sapp + 3SrppE = 57 cm?.

Za tuplné riesenie dajte 6 bodov. Za kazdu ¢iselnti chybu alebo nepodstatni chybu pri zdévodniovani

vypoctu niektorého obsahu strhnite bod, za hrubt chybu pri zdévodneni strhnite dva body. Ak je Giloha
nedoriesend, dajte dva body za kazda sprdvne vypoditant ¢ast obsahu stvoruholnika FECD.

3. V skupine Siestich ludi existuje prdve 11 dvojic zndmych. Vztah ,poznat sa® je
vzdjomny, t.j. ak osoba A poznd osobu B, tak aj B poznd A. Ked sa ktokolvek zo
skupiny dozvie nejaki spravu, povie ju vsetkym svojim znamym. Dokdzte, Ze sa tymto
sposobom nakoniec spravu dozvedia vsetct. (Vojtech Balint)

Riesenie. Jednotlivé osoby oznaCime pismenami A, B, C', D, E a F. Aspon jedna
z nich (ozna¢me ju A) mé aspon Styroch znamych (ak by mala kazda osoba najviac
troch znamych, bolo by dvojic zndmych menej ako desat). Keby mala dokonca pit
znamych, dozvie sa spravu od kazdého v skupine a moze ju komukolvek v skupine
povedat.

Obr. 4 Obr. 5

Ak méa osoba A préave Styroch znamych, napriklad osoby B, C, D a FE, existuje
v skupine oséb A, B, C, D, F najviac 10 zndmosti (obr. 4, dvojice zndmych znazornuju
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usecky), a tak sa osoba F' musi poznat s niektorou osobou X € {B,C, D, E'}. Moznost
Sirenia spravy od lubovolnej osoby ku ktorejkolvek inej Tahko overime podTla obr. 5.

Iné rieSenie. Znéazornenie ktorejkolvek mnoziny prave jedenastich dvojic znamych
v skupine Siestich 0s6b dostaneme odstranenim styroch z pétnastich hran iplného grafu
(obr. 6, v iom z kazdého uzla vychadza prave pif hréan). Po odstraneni iba Styroch hran
z grafu na obr. 6 musi teda z kazdého vrcholu vychadzat aspoii jedna hrana. V skupine
teda neexistuje Clovek, ktory by nikoho nepoznal. Aby sa preto sprava nemohla od
niektorej z 0s6b rozsirit ku vSetkym ostatnym, musela by v prislusnom grafe existovat
bud aspon jedna oddelené dvojica, alebo dve oddelené trojice, v ktorych sa osoby mozu
poznat navzajom. V ziadnej z tychto situécii vSak pocet dvojic zndmych neprevysuje
sedem, ako vidime z obr. 7. Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

Obr. 6 Obr. 7

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za doékaz tvrdenia, ze niektord osoba ma aspon styroch
znamych, a 1 bod za vysvetlenie, Ze neexistuje osoba, ktora by nemala znameho.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 15. februara.



